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СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ,
УПРАВЛЕНИЕ И ОБРАБОТКА ИНФОРМАЦИИ

Большинство современных методов синтеза нелинейных систем управления нелинейными объектами предполагают пре-
образование исходной модели объекта к некоторым специальным формам. При этом целесообразно использовать квазили-
нейные модели, так как они могут быть синтезированы при условии лишь дифференцируемости нелинейностей исходных 
моделей объектов. Эти модели позволяют найти управление аналитически, т. е. в результате решения некоторой системы 
уравнений, если объект, естественно, удовлетворяет условию управляемости. Традиционно квазилинейные модели нели-
нейных объектов синтезируются аналитически путем взятия частных производных от нелинейностей исходной модели и 
последующего интегрирования этих производных по вспомогательной переменной c применением известных формул диффе-
ренцирования и интегрирования. Однако во многих случаях нелинейности объекта имеют настолько сложный характер, 
что операции дифференцирования и, в особенности, интегрирования довольно трудно выполнить указанным способом.

Эта сложность может быть преодолена путем применения нового численного метода синтеза квазилинейных моде-
лей, который исключает необходимость аналитического дифференцирования и интегрирования, но требует выполнения 
значительного числа арифметических операций. Однако в настоящее время это не является большой проблемой, так как 
современные многопроцессорные контроллеры могут выполнить все необходимые операции за короткое время. Разработан-
ный метод позволяет получить достаточно точную приближенную кусочно-постоянную квазилинейную модель объектов со 
сложными нелинейностями. Такие модели удобно применять при цифровом управлении нелинейными объектами. Эффектив-
ность численного метода показана путем сравнения фазовых портретов кусочно-постоянной квазилинейной и нелинейной 
моделей простого объекта, а также путем сравнения значений переменных состояния этих моделей. Предложенный метод 
может применяться при синтезе нелинейных систем управления нелинейными, обладающими сложными характеристиками 
объектами в кораблестроительной, авиационной, химической, сельскохозяйственной и других отраслях.

Ключевые слова: нелинейный объект, сложная нелинейность, квазилинейная модель, функциональный коэффици-
ент, аналитический метод синтеза, численный метод синтеза
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А. Р. Гайдук, д-р техн. наук, проф., gaiduk_2003@mail.ru,
ФГАОУ ВО Южный федеральный университет, г. Таганрог

Численный метод синтеза
квазилинейных моделей нелинейных объектов*

управления [4—12]. Некоторые из этих методов 
рассмотрены в работе [13]. При этом каждый из 
методов синтеза, как правило, ориентирован на 
преобразование исходных ДУ объекта управ-
ления (ОУ) к определенной форме, что требует 
соответствующего нелинейного, взаимообрат-
ного преобразования переменных состояния. 
Основной трудностью применения большин-
ства этих методов является сложность как про-
верки условий существования решения задачи 
синтеза тем или иным методом, так и поиска 
подходящего нелинейного преобразования.

Одним из наиболее простых, аналитических 
методов синтеза нелинейных систем управле-
ния является метод квазилинейных моделей 
[11, 13]. Условиями возможности его примене-
ния являются управляемость модели ОУ, диф-
ференцируемость ее правых частей по всем 
переменным и измеримость всех переменных 
состояния с помощью датчиков. Естественно, 
если последнее условие не выполняется, то, 
как обычно, применяются наблюдатели пере-
менных состояния [1, 14].

Введение

Математические  модели нелинейных объ-
ектов очень часто являются системами нели-
нейных дифференциальных уравнений первого 
порядка, т. е. имеют форму Коши [1—3]. Ввиду 
очень большого разнообразия нелинейностей 
синтез систем управления на основе этих моде-
лей сильно затруднен даже в тех случаях, когда 
нелинейности являются дифференцируемыми 
по всем своим аргументам. Значительное раз-
нообразие нелинейностей привело к разработ-
ке ряда методов синтеза систем управления не-
линейными объектами. Как правило, эти ме-
тоды являются аналитическими, т. е. искомые 
математические модели нелинейных устройств 
управления находятся с применением неко-
торых преобразований исходных нелинейных 
дифференциальных уравнений (ДУ) объектов 

*Работа выполнена в ЮФУ при поддержке РФФИ, проект
№ 19-08-01226.



284 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 22, № 6, 2021

Известный аналитический метод создания 
квазилинейных моделей (КЛМ) нелинейных 
объектов на основе их нелинейных ДУ пред-
полагает определение первых частных произ-
водных от правых частей этих уравнений и по-
следующее интегрирование этих производных 
по вспомогательной переменной [11, 13]. Одна-
ко в некоторых случаях нелинейности объек-
тов управления описываются очень сложными 
выражениями, так что определение их част-
ных производных с использованием известных 
формул дифференцирования представляет со-
бой достаточно сложную задачу. Еще более 
сложной задачей в этих случаях оказывается 
интегрирование полученных выражений по 
вспомогательной переменной.

Разработка нового метода синтеза КЛМ, ис-
ключающего необходимость дифференцирова-
ния и интегрирования сложных нелинейных 
функций с использованием известных фор-
мул, является целью данной работы.

Постановка задачи

Чтобы полнее показать основные особенно-
сти синтеза КЛМ известным аналитическим 
методом, рассмотрим подробнее его основные 
этапы [13]. Эти модели одномерных (SISO) не-
линейных объектов в векторно-матричной 
форме имеют вид

 = + = +� т( ) ( ) , ( ) ( ) ,x A x x b x u y c x x d x u  (1)

где = т
1 2[ ... ]nx x x x  — вектор состояния, u — 

управление, y — управляемая переменная; А(х) и 
b(x), c(x) — функциональные матрица и векторы:
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d(x) — скаляр.
Функциональные коэффициенты матрицы 

и векторов (2) и скаляр d(x) определяются по 
нелинейным моделям объектов, которые в об-
щем случае имеют вид

 = ϕ = … = ψ� ( ; ), 1,2, ; ( ; ).i ix x u i n y x u  (3)

Подчеркнем, что основным условием суще-
ствования квазилинейных моделей типа (1), 
(2) нелинейных объектов (3) является диффе-

ренцируемость нелинейных функций ϕi(x, u) и 
ψ(x, u) по всем аргументам.

Таким образом, для достижения цели рабо-
ты необходимо найти способы определения ко-
эффициентов матрицы А(х), векторов b(x), c(x) и 
скаляра d(x) КЛМ нелинейных объектов, задан-
ных уравнениями (3) с существенно сложными 
нелинейными правыми частями. При этом не 
должны использоваться известные формулы 
дифференцирования и интегрирования.

Аналитический метод синтеза КЛМ

В данном случае в соответствии с работой 
[13] определяются с применением известных 
формул дифференцирования [15, 16] частные 
производные
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При этом очень часто могут выполняться 
следующие условия:

 
′ ′ϕ = ϕ =
′ ′ψ = ψ

( , ) ( ,0), 1, ;

( , ) ( ,0).
iu iu

u u

x u x i n

x u x
 (6)

Как видно, при выполнении условий (6) 
производные по управлению функций ϕi(x, u) 
и ψ(x, u) из соотношений (3) не зависят от 
управления u. Этот момент важен с точки зре-
ния решения задачи синтеза нелинейных САУ 
для объектов (3).

Далее определяются функциональные коэф-
фициенты aij(х) и cj(x) матрицы А(х) и вектора 
c(x) из уравнения (1) по следующим формулам:

 −′= ϕ … θ … θ

=

∫
1

1 2 1
0

( ) ( , , , , ,0, ,0;0) ,

, 1, ;

ij ij j ja x x x x x d

i j n

 (7)

 −′= ψ … θ … θ

=

∫
1

1 2 1
0

( ) ( , , , , ,0, ,0;0) ,

1, .

j j j jc x x x x x d

j n

 (8)

Здесь и ниже при j = 1 переменные x0 и �0x
опускаются из соответствующих выражений.

Порядок определения коэффициентов bi(x) и 
скаляра d(x) зависит от того, выполняются усло-
вия (6) или не выполняются. Если эти условия 
не выполняются, то используются выражения
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′= ϕ θ θ =

′= ψ θ θ

∫

∫

1

0

1

0

( ) ( ; ) , 1, ;

( ) ( ; ) .

i iu

u

b x x u d i n

d x x u d

 (9)

При выполнении условий (6) вектор b(x) и 
скаляр d(x) оказываются не зависящими от 
управления u и находятся значительно проще:

 ′ ′= ϕ = = ψ( ) ( ;0), 1, ; ( ) ( ,0).i iu ub x x i n d x x  (10)

Определение коэффициентов bi(x) и скаля-
ра d(x) по соотношениям (9) или (10) на свой-
ствах КЛМ (1), (2) не сказывается: и в том, и 
в другом случае квазилинейная модель (1), (2), 
(7)—(10) является точным представлением не-
линейной модели (3).

Для большей ясности идеи и особенностей 
численного метода синтеза КЛМ сначала по-
кажем порядок применения аналитического 
метода синтеза КЛМ на примере следующей 
скалярной функции:

 ϕ = + + + +2 3 2 2
1 2 1 1 2 2 1( , ) 3 4 5 6 sin 7.x x x x x x x  (11)

В данном случае функция имеет два аргу-
мента, поэтому ее квазилинейная модель типа 
(1) имеет вид

 ϕ = ⋅ + ϕКЛМ 1 2( ) [ ( ) ( )] (0),x a x a x x  (12)

где = т
1 2[ ]x x x  — вектор столбец; • — здесь и 

далее знак скалярного произведения векторов.
Для получения КЛМ (12), очевидно, доста-

точно найти два функциональных коэффици-
ента a1(x) и a2(x). В соответствии с приведен-
ными выше выражениями, прежде всего, на-
ходятся частные производные от функции (11) 
по ее аргументам:

 
′ϕ = + +

′ϕ = + = +

2 2
1 1 1 2 1

3 3
2 1 2 2 1 2

( ) 6 12 6cos ;

( ) 8 10 (8 10) .

x x x x x

x x x x x x
 (13)

Далее, опустим в выражении (7) индекс i, 
положим j = 1 и подставим первое выражение 
(13) в (7) с заменой переменной x1 на θx1, а пе-
ременной х2 — на 0. В результате, интегрируя 
по переменной θ, имеем:

 

= θ + θ θ =

θ θ
= + = +

∫
1

1 1 1
0

1 12
1 1

1 1
1 100

( ) (6 6 cos )

sin sin
6 6 3 6 .

2

a x x x d

x x
x x

x x

 (14)

Аналогично, подставив второе выражение 
(13) в соотношение (7) при j = 2, т. е. не изме-
няя х1, заменим переменную х2 на θx2 и, инте-
грируя по переменной θ, получим:

 

= + θ θ =

θ
= + = +

∫
1

3
2 1 2

0

12
3 3
1 2 1 2 2

0

( ) (8 10)

(8 10) 4 5 .
2

a x x x d

x x x x x

 (15)

В данном случае ϕ(0) = 7, поэтому из вы-
ражения (12) с учетом (14) и (15) вытекает сле-
дующая квазилинейная модель нелинейной 
функции (11):

 

ϕ =

⎡ ⎤
= + + ⋅ +⎢ ⎥

⎣ ⎦

КЛМ

31
1 1 2 2

1

( )

sin
3 6 4 5 7.

x

x
x x x x x

x

 (16)

Выполнив в (16) скалярное умножение век-
торов, мы получим точное выражение рас-
сматриваемой функции (11), за исключением 
порядка записи слагаемых. Это подтверждает, 
что любая КЛМ, построенная аналитическим 
методом [3, 11, 13], является точным представ-
лением соответствующей нелинейной диффе-
ренцируемой функции.

Численный метод синтеза КЛМ

Как видно, в основе аналитического мето-
да синтеза КЛМ лежит необходимость, прежде 
всего, дифференцирования нелинейных функ-
ций уравнений нелинейных объектов. Далее 
будем иметь в виду случаи, когда эти нелиней-
ности настолько сложны, что найти производ-
ные (4), (5), с применением известных формул, 
а затем выполнить интегрирование в выраже-
ниях (7)—(9), также с применением известных 
формул [15, 16], очень трудно. Именно в случае 
таких объектов с существенно сложными не-
линейностями рекомендуется применять пред-
лагаемый в данной работе численный метод. 
Его основная особенность состоит в том, что 
определяются не сами частные производные 
(4), (5) нелинейностей, а дискретные значения 
этих производных в том виде, в котором они 
используются в выражениях (7)—(10).

Применительно к уравнениям (3) значения 
соответствующих частных производных, сле-
дуя Л. Эйлеру, можно найти по формулам

 

−

−

′ϕ ≈ ϕ … + Δ … −

− ϕ … … Δ
1 ( 1)

1 ( 1)

( ) [ ( , , , 0, ,0;0)

( , , , 0, ,0;0)]/ ;
ij i j j x

i j j x

x x x x

x x x  (17)

 
ϕ + Δ − ϕ′ϕ ≈

Δ
( ; ) ( ; )

( ; ) ;i u i
i u

u

x u x u
x u  (18)

 

−

−

′ψ ≈ ψ … + Δ … −

− ψ … … Δ
1 ( 1)

1 ( 1)

( ) [ ( , , , 0, ,0;0)

( , , , 0, ,0;0)]/ ;
j j j x

j j x

x x x x

x x x  (19)

 
ψ + Δ − ψ′ψ ≈

Δ
( , ) ( , )

( , ) .u
u

u

x u x u
x u  (20)
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Здесь =, 1, ;i j n  Δx ≠ 0, Δu ≠ 0 — малые прира-
щения.

Отметим, что если по выражениям (17)—(20) 
осуществлять вычисления при Δx → 0 и Δu → 0, 
то, как известно, результаты будут приближаться 
к точным значениям частных производных [15]. 
Конечно, реализация вычислений при Δx → 0, 
Δu → 0 является достаточно затруднительной. 
Однако на практике это и не требуется, так как 
обычно достаточно найти значения некоторой 
величины с необходимой точностью. В насто-
ящее время, когда решение нелинейных диф-
ференциальных уравнений осуществляется 
с помощью ЭВМ, вполне возможно получать 
достаточно точные приближенные значения 
производных по формулам (17)—(20) при малых 
приращениях Δx и Δu. В этом случае выражения 
(1), (2) будут представлять, конечно, КЛМ с не-
которыми погрешностями.

Найдем теперь коэффициенты a1(x) и a2(x) 
из КЛМ (12) численным методом, т.е. с при-
менением соотношений (17)—(20). Так как 
функция ϕ(x) (11) скалярная, то для этой цели 
достаточно воспользоваться формулой (17), 
опуская i и полагая n = 2. Приближенное зна-
чение производной ′ϕ1 1( ,0)x  по этой формуле 
имеет вид

 
′ϕ ≈ + Δ + + Δ −

− − Δ

� 2
1 1 1 1

2
1 1

( ,0) [3( ) 6 sin( )

3( ) 6 sin ]/

x x

x

x x x

x x
или

 
′ϕ ≈ + Δ +

+ + Δ − Δ

� 11 1 1

1 1

( ,0) 6 3

6[sin( ) sin ]/ .
x

x x

x x

x x
 (21)

Воспользовавшись разложением в ряд функ-
ции + Δ1sin( )xx  [16, с. 79; 415.07]:

 
+ Δ = + Δ −

− Δ + Δ +
1 1 1

2 3
1 1

sin( ) sin cos

( sin /2 ! cos /3!) ...

x x

x x

x x x

x x

и ограничиваясь в этом ряде четырьмя слагае-
мыми, из выражения (21) получим

 
′ϕ ≈ + +

+ Δ − − Δ

� 1 1 1 1

2
1 1

( ,0) 6( cos )

3 (1 sin ) cos .x x

x x x

x x
 (22)

Совершенно аналогично по формуле (17) при 
j = 2 находится выражение для производной

 ′ϕ ≈ + + Δ� 3
2 1 2 1 1( , ) (8 10)( /2).xx x x x  (23)

Из первого выражения (13) при x2 = 0 следу-
ет: ′ϕ = +11 1 1 1( ,0) 6( cos ).x x x  Сравнив это выра-
жение с (22), а второе выражение (13) — с (23), 
придем к заключению, что погрешности соот-
ношения (17) и аналогичных ему соотношений 
(18)—(20) уменьшаются с уменьшением прира-
щений Δx и Δu. Для количественной оценки по-

грешности и влияния на нее приращений Δx 
в табл. 1 приведены значения точной произво-
дной ′ϕ1 1( ,0)x  (13) и ее приближенные значе-
ния ′ϕ� 1 1( ,0),x  вычисленные по формуле (21), 
с помощью MATLAB при некоторых значени-
ях x1 и Δx. Из приведенных в этой таблице дан-
ных следует очевидный вывод: для получения 
достаточно точных значений производных не-
обходимо приращения Δx и Δu выбирать малы-
ми. В данном случае при Δx = 0,001 ошибка 

ϕ ′ ′ ′δ = ϕ − ϕ ϕ ⋅�1 1 1 1 1 1[ ( ,0) ( ,0)] / ( ,0) 100%x x x  не пре-
вышает 0,032 %, а при Δx = 0,01 не превышает 
0,32 %.

Для определения коэффициентов аi(x), i = 
= 1, 2, из КЛМ (12), как видно из выражений (7) 
или (14), (15), необходимо заменить переменную 
хi на θхi и проинтегрировать полученные выра-
жения по θ в пределах от 0 до 1. Учитывая, что 
по формулам (17)—(20) вычисляются дискрет-
ные значения производных, логично операцию 
интегрирования заменить суммированием [15]. 
В результате при Δθ = Δx = 1/N из выражений 
(7), (11) и (17), как и выше, опуская i и полагая
j = 1, 2, получим при xi ≠ 0, i = 1, 2:

−

μ=

−

μ=

≈

⎡ μ + μ + ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ϕ − ϕ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

≈

⎡ μ + μ + ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ϕ − ϕ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∑

∑

1
1

1

1 1
0

2
2

1

1 2 1 2
0

1
( )

( 1,5) ( 0,5)
,0 ,0 ;

1
( )

( 1,5) ( 0,5)
, , .

N

N

a x Ѕ
x

Ѕ x x
N N

a x Ѕ
x

Ѕ x x x x
N N

 (24)

Здесь N — число подынтервалов Δθ = 1/N, на 
которые разбивается интервал интегрирова-
ния в соотношениях (7)—(9). Отметим, что при 
xi = 0, ai(x) = 0, i = 1, 2, что допустимо в соот-
ветствии с определением КЛМ.

Подставив выражения (24) в (12), получим 
приближенную КЛМ нелинейной функции 
(11), найденную численным методом, без "взя-

Таблица 1
Table 1

Значения производных

Derivatives values

x1 1 1( ,0)x′ϕ

Δx

0,1 0,01 0,001

1 1( ,0)x′ϕ� 1 1( ,0)x′ϕ� 1 1( ,0)x′ϕ�

0 6 6 6 6

0,5 8,2655 8,1229 8,2511 8,2641

1,0 9,2418 8,9940 9,2166 9,2393

1,25 9,3919 9,1141 9,2166 9,3891

π/2 9,4248 9,1348 9,2166 9,4218
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тия" частных производных и интегрирования 
по формулам дифференцирования и интегри-
рования. Подробный вывод выражений (24) 
приведен в Приложении.

Вернемся к синтезу квазилинейных моделей 
(1), (2) нелинейных объектов (3) предлагаемым 
численным методом. По аналогии с построени-
ем выражений (24), заменяя в равенствах (7)—
(10) частные производные их приближенными 
выражениями (17)—(20), а операцию интегриро-
вания — суммированием [15] при Δθ = Δx = Δu =
= 1/N, придем к следующим выражениям:

−

−
μ=

−

=

⎡ μ +⎛ ⎞ϕ … −⎜ ⎟⎢ ⎝ ⎠⎣

μ + ⎤⎛ ⎞− ϕ …⎜ ⎟⎥⎝ ⎠⎦

∑

�
�

� � �

� � �

1

1 ( 1)
0

1 ( 1)

1
( )

( 1,5)
,..., , ,0, ,0;0

( 0,5)
,..., , ,0, ,0;0 ;

ij
j

N

i j j

i j j

a x Ѕ
x

Ѕ x x x
N

x x x
N

 (25)

−

−
μ=

−

=

⎡ μ +⎛ ⎞ψ … −⎜ ⎟⎢ ⎝ ⎠⎣

μ + ⎤⎛ ⎞− ψ …⎜ ⎟⎥⎝ ⎠⎦

∑

�
�

� � �

� � �

1

1 ( 1)
0

1 ( 1)

1
( )

( 1,5)
,..., , ,0, ,0;0

( 0,5)
,..., , ,0, ,0;0 .

j
j

N

j j

j j

c x Ѕ
x

Ѕ x x x
N

x x x
N

 (26)

Здесь ≠� 0,jx  = 1, .j n  При =� 0jx  =�( )ija x
= =�( ) 0,jc x  =, 1, .i j n  Определение коэффи-
циентов �( )ib x  и скаляра �( )d x , как и в случае 
аналитического метода, зависит от выполни-
мости условий (6). Если эти условия не выпол-
няются, то используются выражения

 

−

−
μ=−

−

⎡ μ +⎛ ⎞= ϕ −⎜ ⎟⎢ ⎝ ⎠⎣

μ + ⎤⎛ ⎞− ϕ ⎜ ⎟⎥⎝ ⎠⎦

∑� �

�

1

1
01

1

1 ( 1,5)
( ) ,

( 0,5)
, ;

N

i i

i

b x x u
u N

x u
N

 (27)

 

−

−
μ=−

−

⎡ μ +⎛ ⎞≈ ψ −⎜ ⎟⎢ ⎝ ⎠⎣

μ + ⎤⎛ ⎞− ψ ⎜ ⎟⎥⎝ ⎠⎦

∑� �

�

1

1
01

1

1 ( 1,5)
( ) ,

( 0,5)
, ,

N
d x x u

u N

x u
N

 (28)

где = 1, ,i n  − ≠1 0;u
при − =1 0u  ( ) ( ) 0.ib x d x= =� �  

Если же условия (6) выполняются, то вместо 
(27), (28) используются выражения

− −

− −

≈ ϕ + Δ − ϕ Δ =

= ψ + Δ − ψ Δ Δ ≠

� � �
� � �

1 1

1 1

( ) [ ( ; ) ( ; )]/ , 1, ;

( ) [ ( , ) ( , )]/ , 0.
i i u i u

u u u

b x x u x u i n

d x x u x u
 (29)

Примечание. В выражениях (25)—(29)
=� �( )x x t  — вектор состояния КЛМ, коэффи-

циенты которой найдены численным методом. 

Этот вектор, как отмечалось выше, отличается 
от вектора x(t) исходной нелинейной модели; 
u–1 — это значение управления, предшеству-
ющее его текущему значению uk. Возможность 
его использования обусловлена тем, что при ис-
пользовании ЭЦВМ формируются только дис-
кретные значения управления: uk, uk–1, uk–2, ...

Полученные соотношения (25)—(29) явля-
ются расчетными соотношениями численного 
метода синтеза КЛМ (1), (2) нелинейных объ-
ектов с существенно сложными нелинейностя-
ми. Формально модель (1), (2), (25)—(29) явля-
ется непрерывной, так как ее функциональные 
коэффициенты определены при всех значениях 
вектора �.x  Однако практически эти коэффи-
циенты могут быть вычислены только лишь 
при дискретных значениях вектора �.x  Поэтому 
КЛМ этого типа, фактически, могут использо-
ваться только как кусочно-постоянные, в том 
смысле, что, если их коэффициенты вычисля-
ются с периодом Тв, то на интервалах времени 

∈ +в в[ , ( 1) ],t kT k T  k = 0, 1, 2, ..., эти коэффи-
циенты являются постоянными. Их значения 
в этом случае определяются значениями векто-
ра состояния КЛМ � в( ),x kT  k = 0, 1, 2, ... . При 
этом, если ее вектор состояния �( )x t  квантуется 
по времени тоже с периодом Тв, а время вычис-
ления коэффициентов КЛМ (1), (2), (25)—(29) 
меньше Тв, то эти модели оказываются дис-
кретными квазилинейными моделями нели-
нейных объектов (3) следующего вида:

 
+ = +

= +

� � � �

� � � �
1

т

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

k k k k k

k k k k k

x A x x b x u

y c x x d x u
 (30)

где k = 0, 1, 2, ... Такие модели являются очень 
удобными при цифровом управлении.

Для оценки эффективности предложенного 
численного метода синтеза КЛМ рассмотрим 
нелинейный объект второго порядка (исклю-
чительно для наглядности) с одной нелинейно-
стью [17], который описывается уравнениями

 

= = ϕ

= −

=

− + = ϕ

�

�
1 2 1 2

3
2 2 2 1 2

1

( );

(1 ) sin ( ,

,

);

x x x

x u x x x x u

y x

 (31)

где = т
1 2[ ] .x x x  В данном случае нелинейной яв-

ляется лишь функция ϕ2(x, u), а управление вхо-
дит в нее линейно, поэтому КЛМ объекта (31), 
построенная численным методом, имеет вид

 
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦⎣ ⎦

�� � �
� �21 22

0 1 0
; [1 0] ,

( ) ( ) 1
x x u y x

a x a x
 (32)

т. е. для определения КЛМ достаточно найти 
лишь коэффициенты 21( )a x�  и 22( ).a x�  В соот-
ветствии с формулой (25) при n = 2, i = 2 и 

≠� 0,jx  j = 1, 2 получаем:
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a x x

x N

x x
N

x x x
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 (34)

Как и выше, при =� 0jx  =�2 ( ) 0,ja x  = 1,2.j  
Подставив выражения (33) и (34) в первое ра-
венство (32), получим КЛМ объекта (31).

Моделирование моделей (31) и (32)—(34), не-
которые результаты которого приведены на ри-
сунке (см. вторую сторону обложки) и в табл. 2, 
проводилось в среде MATLAB в целях сравне-
ния фазовых траекторий и значений выходной 
величины при различных значениях N. При-
веденная на рисунке непрерывная фазовая 
траектория построена по нелинейным урав-
нениям (31), а звездочками обозначены точки 
также непрерывной траектории, построенной 
по квазилинейной модели (32) — (34) при на-
чальных условиях = = = =� �10 10 20 20 0,1.x x x x  
Коэффициенты КЛМ вычислялись через каж-
дые Тв = 0,01 с при N = 1000 и u = 0, но на 
рисунке для наглядности фиксировалась толь-
ко каждая сотая точка этой траектории, т. е. 
звездочки на рисунке соответствуют моментам 
времени t = 0, 1, 2, ..., 20 с. Очевидно, в данном 
случае КЛМ (32)—(34) является кусочно-по-
стоянной, так как ее коэффициенты на интер-
валах времени ∈ +0,01( , 1),t k k  k = 0, 1, 2, ...
являются постоянными. Интегрирование урав-
нений (31) и (32)—(34) на каждом из этих ин-
тервалов осуществлялось функцией ODE 45 
при соответствующих начальных условиях: 

+ =� �1
10 1(0,01 ),kx x k  + =� �1

20 2(0,01 ).kx x k
Как видно на рисунке (см. вторую сторону 

обложки), точки траектории КЛМ (32)—(34) 

достаточно близки к соответствующим точкам 
траектории непрерывной системы (31).

Для количественного сравнения КЛМ (32)—
(34) с нелинейной моделью (31) вычислялись 
отклонения переменной �1x  квазилинейной 
модели от переменной x1 нелинейной модели 
на интервале времени в 20 с. Эти переменные 
и их отклонения являются колебательными, 
поэтому в табл. 2 приведены значения откло-
нений δ = − ⋅�1 1 1( ) [ ( ) ( )]/ ( ) 100%t x t x t x t  в про-
центах от текущего значения x1(t), соответству-
ющие моментам времени t = 3k1, k1 = 1, 2, 3, ..., 
при которых эти отклонения близки к макси-
мальным значениям.

На основе результатов моделирования мож-
но заключить, что численный метод, в отличие 
от аналитического, приводит к приближенным 
КЛМ, однако отклонения их траекторий от тра-
екторий исходных нелинейных моделей доста-
точно малы. При этом значения приращения  
Δ = Δ =� 1/ ,x u N  с которым происходит прибли-
женное вычисление частных производных и их 
интегрирование, мало влияет на эти отклонения.

Однако время расчета значений переменных 
состояния по КЛМ существенно зависит от N. 
Так, интегрирование нелинейной модели (31) при 
0 m t m 20 с в среде MATLAB составляет 0,66 с, 
в то время как интегрирование КЛМ (32)—(34) 
при N = 100 составляет 6,33 с. Увеличение време-
ни расчета обусловлено необходимостью расчетов 
функциональных коэффициентов КЛМ по фор-
мулам (25)—(29), однако его не трудно уменьшить 
до приемлемых значений за счет применения 
многопроцессорных микроконтроллеров, ориен-
тированных на параллельные вычисления.

Заключение

Таким образом, полученные выражения (25)—
(29) позволяют численным путем найти достаточ-
но точную КЛМ нелинейных объектов, заданных 
уравнениями (3), которые содержат существенно 
сложные нелинейности. Сложность указанных 
нелинейностей обусловлена трудностью взятия 
их частных производных и интегрирования этих 
производных по известным формулам диффе-
ренцирования и интегрирования.

В соответствии с выражениями (25)—(29) 
разработанный численный метод синтеза 
КЛМ позволяет привести математические мо-
дели объектов (3) с неаддитивным управлени-
ем, т. е. при невыполнении условий (6), к при-
ближенной КЛМ, аддитивной по управлению. 
Это позволяет очень простой аналитический 
метод синтеза гурвицевых систем управления 
нелинейными объектами, разработанный для 
аддитивных по управлению нелинейных объ-

Таблица 2
Table 2

Отклонения переменных, %

Deviations of variables, %

N
t, c

3 6 9 12 15 18

250 0,08 0,16 0,26 0,37 0,49 0,64

500 0,17 0,18 0,28 0,40 0,53 0,70

750 0,09 0,18 0,29 0,41 0,55 0,62
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ектов [13], применять и в случае неаддитивных 
по управлению нелинейных объектов кора-
блестроительной, авиационной, химической, 
сельскохозяйственной и других отраслей.

Приложение

Вывод формул численного синтеза КЛМ. 
Для большей ясности рассмотрим функцию 
ϕ = ϕ 1 2( ) ( , ),i ix x x  аналогичную функции (11), 
но при ϕi(0) = 0. В этом случае n = 2, поэтому, 
как и выше, необходимо найти два коэффи-
циента aij(x), j = 1, 2. Тогда по формуле (7) при
j = 1 имеем

 = θ
′ ′= ϕ θ = ϕ θ θ∫ ∫

1 1

1 1

1 1 1
0 0

( ) ( ,0) ( ,0) ,i i ix x
a x x d x d  (П.1)

где ′ϕ = ∂ϕ ∂1 1 1( ,0) ( ,0)/ .i ix x x  Для взятия инте-
грала в (П.1) проведем замену, полагая x1 ≠ 0:

 
−

μ
μ=

θ =
′= ϕ θ θ = =

θ =

′ ′= ϕ ≈ ϕ Δ

∫

∑∫
1

1
1

1 1
10

1

01 10

,
( ) ( ,0)

/

1 1
( ,0) ( ,0) .

i i

x N

i i z

x z
a x x d

d dz x

z dz z
x x

 (П.2)

Здесь N — число отрезков шириной Δθ, на 
которое разбит интервал интегрирования по θ, 
равный 1, а zμ — середины соответствующих от-
резков по переменной z. Пусть Δθ = 1/N, тогда за-
меняя х1 на �1,x  получим θΔ = Δ =� �1 1/ .z x x N  Вы-
берем μ = μ + Δ( 0,5) ,zz  тогда μ = μ + �1( 0,5) / .z x N  
Следовательно, из выражения (П.2) вытекает 
равенство

 
−

μ
μ=

′= ϕ∑�
1

1
0

1
( ) ( ,0).

N

i ia x z
N

 (П.3)

Значения частной производной ′ϕ ( ,0)i z  
в точках zμ будем определять по формуле

 μ μ
μ

ϕ + Δ − ϕ
′ϕ ≈

Δ

( ,0) ( ,0)
( ,0) .i z i

i
z

z z
z

Отсюда, с учетом приведенных выше выра-
жений для zμ и Δz, имеем

 
μ′ϕ ≈
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Подставляя (П.4) в (П.3), по-прежнему при 
≠�1 0,x  получим
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По аналогии при ≠�2 0,x  очевидно, можно 
записать

−

μ=

=
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При n > 2 вывод проводится аналогично.
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Abstract

Design modern methods of nonlinear control systems of nonlinear objects in the majority assume transformation of initial 
object model to some special forms. In these cases, it is reasonable to use quasilinear models as they can be designed on 
condition only of differentiability of the nonlinearities of the initial objects models. These models allow to find control analyti-
cally, i.e. as a result of the solution of some equations system, if the object, naturally, meets the controllability condition. The 
quasilinear models are synthesized traditionally analytically, by transformation of initial nonlinear models using operation of 
the taking of partial derivatives from the nonlinearities of the initial objects models and the subsequent integration of these 
derivatives on the auxiliary variable with application of the known formulas of differentiation and integration. However, in 
many cases, the objects nonlinearities have so complicated character, that the operations of the differentiation and, in par-
ticular, the integration are executed very difficult by shown way. This complexity can be overcome by application of the new 
numerical design method of the quasilinear models, which excludes need of the analytical differentiation and integration, but 
demands considerable number of the arithmetic operations. But now it is not the big problem since the modern multiprocessor 
controllers can carry out all the necessary operations for a short time. The developed method allows to receive rather exact, 
approximate piecewise-constant quasilinear models for the objects with the complicated nonlinearities. It is convenient to apply 
such models at numerical control of the nonlinear objects. The efficiency of a numerical method is shown by comparison of 
phase portraits of piecewise constant quasilinear and nonlinear models of a simple object and also by comparison of the state 
variables values of these models. The offered method can be applied to nonlinear control systems design for the nonlinear, 
characterized by complicated characteristics objects ship, aviation, chemical, agricultural and other industries.

Keywords: nonlinear object, complicated nonlinearity, quasilinear model, functional coefficient, analytical design 
method, numerical design method
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Численные методы контроля редких событий
в нелинейных стохастических системах*

Введение

Динамические  системы, даже когда они рас-
сматриваются как детерминированные, обычно 
испытывают воздействие небольших случай-
ных возмущений. При этом малый шум может 
в какой-то момент существенно повлиять на ди-
намику, например, переводя штатный процесс 
в неустойчивый. Такие редкие события, как от-
клонения от номинально устойчивых состояний 
или переходы между метастабильными состоя-
ниями, актуальны в прикладных задачах анали-
за и управления. Поэтому важно обеспечить не-
прерывный мониторинг этих событий в режиме 
реального времени с выдачей вероятностных 
оценок их наступления.

Для численного определения подобных собы-
тий можно использовать управляемое движение 
системы, которое делает редкие события более 
вероятными [1, 2]. Этот подход используется 
совместно с инструментами теории больших 
уклонений (ТБУ) и оптимального управления 
для оценки вероятности того, что наблюдаемые 
в динамической системе состояния через неко-
торое время превысят заданный порог (наступит 
редкое событие). Детерминированную систему, 
соответствующую такому управляемому движе-
нию к редкому нежелательному событию, при-

* Исследование выполнено при финансовой поддержке 
РНФ, грант № 21-11-00202.

нято называть системой путей [3]. Ее роль состо-
ит в том, чтобы возможные пути к рассматрива-
емому состоянию различать по затраченной на 
это энергии управления. Метод больших укло-
нений позволяет установить асимптотическую 
связь минимального значения определенного 
функционала энергии (функции действия) с ве-
роятностью наступления события. Таким обра-
зом, система путей дает возможность провести 
оценку вероятности больших уклонений, опре-
деляя некоторую задачу оптимального управле-
ния и ее предельное решение как профиль раз-
вития критической ситуации (А-профиль [3]).

В линейном случае указанный подход особен-
но эффективен, поскольку позволяет получить 
аналитическое решение соответствующей задачи 
оптимального управления, что особенно важно 
для систем реального времени. Например, в ра-
боте [4] показано решение в форме программного 
управления, а в статье [5] приведены некоторые 
результаты по решению в форме обратной свя-
зи. В нелинейном случае все существенно слож-
нее именно в силу того, что приходится искать 
предельную экстремаль как единственное огра-
ниченное решение на всей прямой [4]. Поэтому 
в данной работе предлагаются итерационные 
численные схемы, где выполняется некоторая 
форма приближения к решению. Одной из групп 
таких приближенных методов являются методы 
с использованием параметров, зависящих от со-
стояния (State-Dependent Coefficients) [6—9].

Рассматриваются вопросы разработки численных методов анализа больших уклонений для контроля редких событий 
в нелинейных стохастических системах. Большие уклонения управляемого процесса от некоторого штатного состояния 
являются основой прогнозирования наступления критической ситуации (редкого события). Задача прогнозирования сво-
дится к задаче оптимального управления Лагранжа—Понтрягина. Представленный в статье подход для решения задачи 
Лагранжа—Понтрягина отличается от подхода, использованного ранее для линейных и нелинейных систем, тем, что он ис-
пользует управление в форме обратной связи. При этом в нелинейном случае используются приближенные методы расчета, 
основанные на представлении модели системы в форме пространства состояний, где коэффициенты матриц зависят от 
состояния системы (методы State-Dependent Coefficients, SDC). В статье использованы два SDC-метода — метод зависящего 
от состояния уравнения Риккати (state-dependent Riccati equation, SDRE) и метод асимптотической последовательности 
уравнений Риккати (asymptotic sequence of Riccati equations, ASRE). В рассматриваемой постановке эти методы позволяют 
получить численно-аналитическое решение, удобное для реализации в режиме реального времени. На основе разработанных 
методов анализа больших уклонений представлены алгоритмы оценки вероятности наступления редкого события для не-
линейной стохастической системы. Численная применимость разработанного подхода в настоящей работе показана на 
примере модели ФитцХью—Нагумо (ФХН) для анализа переключения между режимами возбудимости. Результаты модели-
рования вскрыли дополнительную проблему, связанную с так называемой задачей параметризации SDC-матриц системы. 
Действительно, можно было бы ожидать, что различные SDC-матрицы приводят к одному и тому же результату, но 
практические примеры показывают, что это не так. Поскольку использование разных представлений для SDC-матриц дает 
разные результаты в терминах траектории системы и функционала качества, то выбор матриц предложено осуществлять 
на каждой итерации алгоритма так, чтобы обеспечить условия разрешимости задачи Лагранжа—Понтрягина.

Ключевые слова: большие уклонения, редкое событие, нелинейная система, оптимальное управление, зависящий 
от состояния коэффициент
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Широко известный метод зависящего от со-
стояния уравнения Риккати (SDRE) является 
достаточно простым и эффективным, особен-
но для задач на бесконечном интервале време-
ни [6, 7]. Этот метод рассматривает исходную 
нелинейную задачу оптимального управления 
поточечно в виде задачи о линейно-квадратич-
ном регуляторе (LQR). В результате набор задач 
LQR решается последовательно в каждый мо-
мент времени, на которые дискретизируется вся 
временная область. Однако нестационарность 
управления для задач на конечном интервале 
времени приводит к следующей проблеме: точ-
ное решение задачи невозможно без знания бу-
дущих состояний системы, которые неизвестны 
в текущий момент времени. В работе [10] пред-
ложен приближенный алгоритм, использующий 
гипотезу о слабом изменении вектора состояния 
(гипотеза "замороженных" коэффициентов).

Другой подход для синтеза нелинейного оп-
тимального управления на конечном интервале 
времени представлен методом аппроксимиро-
ванной последовательности уравнений Риккати 
(ASRE) [8, 9]. Этот метод приводит к итераци-
онному решению ряда LQR-задач. Для каждой 
текущей LQR-задачи матрицы системы оцени-
ваются с помощью решения на предыдущей ите-
рации. Важно, что при этом не возникает ситу-
ации, требующей использовать "замораживание" 
коэффициентов, что является преимуществом 
метода. Вероятно, для задач на конечном ин-
тервале времени метод ASRE превосходит метод 
SDRE с точки зрения оптимальности решения 
(см. например, [8]). Данные результаты под-
тверждают эффективность обоих методов и ак-
туальность исследований в области их развития 
и практического применения.

В настоящей работе рассматриваются во-
просы разработки численных методов анали-
за больших уклонений для контроля редких 
событий динамических систем на основе ре-
шения соответствующих задач оптимального 
управления. Особенность постановки задачи 
оптимального управления как задачи точного 
терминального приведения на конечном ин-
тервале времени при отсутствии штрафа на 
состояние системы в функционале действия 
позволяет получить численно-аналитическое 
решение задачи, что особенно актуально для 
реализации в режиме реального времени.

Данный подход к анализу больших уклоне-
ний становится естественным инструментом 
для получения количественной информации 
о редких событиях, представляющих интерес. 
Его численная применимость в настоящей рабо-
те показана на примере модели ФитцХью—На-
гумо (ФХН) [11]. Решению задач моделирования, 
управления и анализа режимов модели ФХН 

посвящены работы многих исследователей. Так, 
в работе [1] показан пример анализа влияния 
возмущений в начальных условиях на возник-
новение больших уклонений, уводящих модель 
ФХН из состояния равновесия. Применение ме-
тода стохастической функции чувствительности 
для анализа возбудимости для модели ФХН по-
казано в статье [12]. Этот метод был предложен 
для вероятностного описания стохастических 
аттракторов в контексте техники квазипотен-
циалов ТБУ. Анализ времени выхода на основе 
ТБУ для редуцированной одномерной модели 
ФХН приведен в работе [13]. В настоящей работе 
будет рассмотрено применение разработанных 
численных методов для анализа переключения 
возбудимых режимов модели ФХН.

Теория больших уклонений и постановка задачи

Рассматривается замкнутая нелинейная ди-
намическая система

 = =0 0( ), ( ) ,
d

t
dt

x f x x x  (1)

возмущенная добавлением небольшого шума

 = + ε =� 0 0( ) ( ) , ( ) ,
d

t
dt

x f x x w x xs  (2)

где ∈ ,nRx  ∈� rRw  — вектор "белого шума";
ε > 0 — малый параметр; f(x), s(x) — гладкие 
матричные функции, f(0) = 0, ∀t ∈ R.

При ε → 0 с вероятностью, стремящейся к 1, 
траектории возмущенной системы приближа-
ются к траекториям невозмущенной системы 
на любом конечном интервале времени. При 
малом, но фиксированном ε интерес представ-
ляют траектории системы (2), которые далеки 
от траекторий (1). Это события, вероятности 
которых близки к нулю, но при этом можно вы-
делить те из них, которые в подавляющем боль-
шинстве случаев более вероятны, чем другие. 
Оценка вероятностей таких редких событий, 
называемых большими уклонениями, включа-
ет вариационную постановку, тесно связанную 
с динамикой возмущенной системы.

Затратность движения вдоль некоторого 
заданного пути ϕ  измеряется квадратичным 
критерием 

0, ft tS  от управляющих воздействий 
∈ ,rRv  заменяющих шумы в исходной системе 

(2) при переходе к системе путей:

 0 0( ) ( ) , ( ) ,
d

t
dt

= + =f v xj j s j j  (3)

где 
0, ft tS  является функционалом действия:

 = ∫0
0

т
,

1
( ) .

2

f

f

t

t t
t

S dtv v v  (4)
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Таким образом, глобальные свойства систе-
мы (2) описываются с помощью системы пу-
тей (3), учитывая, прежде всего, возможность 
отклонений состояния системы (2) от нуля 
в направлении границы ∂D эксплуатационной 
области D ⊂ Oχ (D — открытое множество, 
Oχ — область притяжения аттрактора, χ — со-
стояние устойчивого равновесия (аттрактор) 
невозмущенной системы (1)).

Для множества D и системы (3) справедливо 
равенство [14]

 
ε→ ∈

ε ∈ = −
0

2
,

0
lim ln { / } min ( , ),

f

n
t t

D
P R D Sx v

j
j  (5)

где функционал 
0,

( , )
ft tS vj  определен соотно-

шением (4) на решениях управляемой системы 
(3), для которой указывается еще граничное 
условие выхода в критическое состояние к мо-
менту времени tf:

 = ∈ ∂( ) ( ) ,f f Dt ty Cj  (6)

где C — матрица полного ранга.
Вероятность в равенстве (5) можно оценить 

через решение задачи оптимального управле-
ния (задача Лагранжа—Понтрягина): на реше-
ниях системы путей (3) минимизировать функ-
ционал действия (4) при граничном условии (6).

Решение задачи Лагранжа—Понтрягина

Случай линейной системы. В линейном случае

 = =( ) , ( )f A Bj j s j

система путей (3) имеет вид

 0 0, ( ) .
d

t
dt

= + =A Bvj j j j  (7)

Сформулируем для нее задачу минимиза-
ции критерия (4) в условиях ограничений (6).

Решение задачи (7), (4), (6) в форме обрат-
ной связи можно получить по аналогии с ра-
ботой [15] с учетом небольшой модификации:

 −= − −т т т 1( ( )),ftv B W C M CW yj  (8)

где

 = − =, ( ) ,f
d

t
dt

W WA W I  (9)

 = − =т т т, ( ) 0.f
d

t
dt

M CWBB W C M  (10)

Для данной линейной задачи матрицы W(t) и 
M(t) можно представить в аналитическом виде:
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AW e
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где матрица D является решением алгебраиче-
ского уравнения Ляпунова

 + − =т т 0.AD DA BB  (12)
Соотношение (11) для M(t) следует из равенства
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Последнее выражение можно проверить, 
взяв производную:

 
= ⋅ + ⋅ =

= − + = −

т т т

т т т т( ) .

d d d
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Минимальное значение функционала (4) — 
нормализованный функционал действия:

−

=
= − −

0

т 1
, ( ( )) ( ( )) .

f
o

t t f f t t
S t tCW y M CW yj j  (13)

Применим управление (8) к системе (7):

 −

−

= + =

= −

=
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т 1

т т т 1

( ), ( ) ,

,

.

CL f

CL

d
t t

dt
A Gy
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 (14)

Решение уравнения (14) определяет j(t),
t ∈ [t0, tf]:

 −τ= + τ∫
0

( )( ) ( ) .CL CL
t

t t
f

t

t t dA Ae e Gyj j

Решение данной линейной задачи дает ана-
литические выражения для управления в форме 
обратной связи, для профиля развития крити-
ческой ситуации (А-профиль) и для минималь-
ного значения критерия качества, а следова-
тельно, и для оценки вероятности. Условие су-
ществования этого решения — управляемость 
пары (A, B) и гурвицевость матрицы A.

Опишем кратко алгоритм оценки вероятно-
сти наступления редкого события на базе опи-
санного решения линейной задачи.

Алгоритм 1 (линейный случай)

Шаг 1. Решить уравнение (12) для D.
Шаг 2. Вычислить W(t) и M(t) с помощью 

соотношений (11).
Шаг 3. Вычислить управление v с использо-

ванием (8).
Шаг 4. Применить управление v к системе 

путей (7) и определить j(t).
Шаг 5. Вычислить функционал действия 

, ft tS  через (13) и получить вероятностную меру 
из (5): ∗ −∈ = −ε 2

,ln { / } .
f

n
t tP R D Sx
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Шаг 6. Если вектор x(t) состояния системы 
(2) находится в ε-окрестности точки j(t) систе-
мы путей, то в случае P* > ρ, где ρ — заданное 
пороговое значение вероятности наступления 
редкого события, приходим к выводу, что ред-
кое событие произойдет.

Случай нелинейной системы. SDRE-техника. 
В нелинейном случае рассматриваем систему 
путей (3), которую представляем в SDC-форме:

 
= + =

= =

0 0( ) ( ) , ( ) ,

( ) ( ) , ( ) ( ).

d
t

dt
A B v

f A B

j j j j j j

j j j s j j
 (15)

Решение задачи (15), (4), (6) в форме обратной 
связи, полученное с помощью SDRE-метода и 
"замораживания" коэффициентов, имеет вид 
уравнений (8)–(10), в которых, следуя гипоте-
зе "замороженных" коэффициентов [10], ∀j(t),
t ∈ [t0, tf], обозначим A ≡ A(j), B ≡ B(j).

Заметим, что для расчета матриц W(t) и M(t) 
можно использовать аналитические соотноше-
ния (11), (12), которые рассчитываются при те-
кущих значениях вектора состояния от текуще-
го времени t до конечного времени tf на каждом 
шаге. Условие существования этого решения — 
поточечная управляемость пары (A(j), B(j)) и 
гурвицевость матрицы A(j) ∀j(t), t ∈ [t0, tf].

Таким образом, шаги, перечисленные ниже 
в алгоритме 2, должны быть выполнены для ана-
лиза вероятности больших уклонений в режиме 
реального времени на основе метода SDRE.

Алгоритм 2 (нелинейный случай, SDRE-техника)

На каждом временном шаге повторить сле-
дующие шаги.

Шаг 1. Измерить j и оценить A(j) и B(j).
Шаг 2. Решить уравнение ( 12) для D.
Шаг 3. Вычислить W(t) и M(t) с помощью 

соотношения (11).
Шаг 4. Вычислить управление v по формуле (8).
Шаг 5. Применить управление v к системе 

путей (15) и определить j(t).
Шаг 6. Вычислить функционал действия 

, ft tS  и получить вероятностную меру из соот-
ношения (5): ∗ −∈ = −ε 2

,ln { / } .
f

n
t tP R D Sx

Шаг 7. Если вектор x(t) состояния системы 
(2) находится в ε-окрестности точки j(t) систе-
мы путей, то в случае P* > ρ, где ρ — заданное 
пороговое значение вероятности наступления 
редкого события, приходим к выводу, что ред-
кое событие произойдет.

Функционал действия также можно опре-
делить на основе выражения (13), но нужно 
понимать, что это будет субоптимальное ре-
шение, которое не даст точную вероятностную 
оценку, а позволит лишь качественно судить 
о приближении к критической ситуации.

Случай нелинейной системы. ASRE-техника. 
Решение задачи (15), (4), (6) методом ASRE со-
стоит из нескольких этапов. Первая итерация со-
стоит в решении задачи 0, определенной в виде:
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где = =(0) (0)
0 0( ), ( ).A A B Bj j

Задача (16) является линейной стационар-
ной, так как все аргументы матриц заданы и 
являются постоянными. Решение этой задачи 
приведено выше.

В общем случае для некоторой итерации k 
задача формулируется следующим образом:

 = +( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ,k k k k kd
t t

dt
A B vj j

 = ∫0
0

( ) т ( )
,

1
( ) ( ) ,

2

f

f

t
k k

t t
t

S dtv v v  (17)

где − −= =( ) ( 1) ( ) ( 1)( ) ( ( )), ( ) ( ( )).k k k kt t t tA A B Bj j
По сути, (17) — это нестационарная линейная 

задача (где j(k–1)(t) и v(k–1)(t) — решения задачи 
на шаге k – 1). Ее решение имеет вид (8)–(10). 
Решая задачу k, получим j(k)(t) и v(k)(t), t ∈ [t0, tf].

Замечание. Нестационарная задача (17) может 
быть решена также с помощью переходной матри-
цы системы. Пример можно увидеть в работе [9].

Итерации продолжаются до тех пор, пока 
не будет выполнено условие сходимости. Схо-
димость достигается путем задания требуемой 
нормы ошибки между последовательностью ре-
шений:

 −δ = − μ( ) ( 1)( ) ( ) ,k kt t mj j  (18)

где μ > 0 — некоторая константа. В работе [8] до-
казано, что последовательность решений j(k)(t),
v(k)(t) сходится к решению исходной задачи 
(15), (4), (6) при условии, что A(j) и B(j) не-
прерывны по Липшицу по своим аргументам, 
пара (A(j), B(j)) поточечно управляема и ма-
трица A(j) — гурвицева ∀j(t), t ∈ [t0, tf].

На основе метода ASRE можно предложить 
следующий алгоритм анализа вероятности боль-
ших уклонений в режиме реального времени.

Алгоритм 3 (нелинейный случай, ASRE-техника)

Задать k = 0 и параметр сходимости μ.
Шаг 1. Задать A(0) = A(j0), B

(0) = B(j0). Ре-
шить задачу 0, используя алгоритм 1.
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Шаг 2. Определить ошибку δ по формуле (18). 
Если δ > μ, то перейти к шагу 2, иначе принять 
j(t) ≈ j(0)(t), v(t) ≈ v(0)(t) и перейти к шагу 6.

Шаг 3. Увеличить k = k + 1, задать A(k)(t), 
B(k)(t) и решить задачу k, используя (8)—(10).

Шаг 4. Применить управление v(k)(t) к си-
стеме (17) и определить j(k)(t).

Шаг 5. Определить ошибку δ по формуле (18). 
Если δ > μ, то перейти к шагу 3, иначе j(t) ≈ j(k)(t),
v(t) ≈ v(k)(t).

Шаг 6. Вычислить функционал действия 
, ft tS  и получить вероятностную меру из соот-

ношения (5): ∗ −∈ = −ε 2
,ln { / } .

f

n
t tP R D Sx

Шаг 7. Если вектор x(t) состояния системы 
(2) находится в ε-окрестности точки j(t) систе-
мы путей, то в случае P* > ρ, где ρ — заданное 
пороговое значение вероятности наступления 
редкого события, приходим к выводу, что ред-
кое событие произойдет.

Анализа переключения возбудимых режимов 
модели ФХН

Модель ФХН представляет собой двумерную 
нейроподобную модель осциллятора с кубиче-
ской нелинейностью, одной быстрой и одной 
медленной переменными. Двумерная модель 
ФХН является результатом упрощения четырех-
мерной модели Ходжкина—Хаксли [11, 16]. Эта 
модель может использоваться как для описания 
динамики нейронов, так и в других системах, 
в том числе для описания электронных схем 
[17], сердечнососудистых тканей [18] и клима-
тических систем [19]. Модель ФХН описывается 
уравнениями в следующей форме [1, 20]:

 λ = − − υ

υ = − υ +

�

�

3( )
( ) ( ) ( );

3
( ) ( ) ( ) .

u t
u t u t t

t u t b t a

 (19)

Здесь u воспроизводит трансмембранный 
потенциал, а восстанавливающая переменная 
υ — активацию исходящего тока (будем также 
называть их активатором и ингибитором соот-
ветственно); λ — малый параметр, характеризу-
ет разнотемповость переменных; a, b — посто-
янные параметры системы.

В частном случае при b = 0 параметр a явля-
ется пороговым параметром системы. Значени-
ям |a| > 1 соответствует возбудимый режим, при 
котором траектории системы стремятся к точке 
(–a; a3/3 – a), а значениям |a| < 1 — автоколеба-
тельная динамика (рис. 1, а, см. вторую сторо-
ну обложки, где штриховой линией обозначен 
возбудимый режим, а сплошной линией — ко-
лебательный режим) [1, 20]. Во втором случае 
нейрон испускает спайки, т. е. автоколебания 

(сплошная линия), тогда как в первом случае он 
находится в покое, т. е. колебания отсутствуют 
(рис. 1, б, см. вторую сторону обложки — штри-
ховая линия).

Основной интерес состоит в том, чтобы от-
слеживать возможную генерацию колебаний 
системы при нахождении в устойчивом состо-
янии (–a; a3/3 – a) для различных значений 
параметра a (в том числе для |a| > 1) под дей-
ствием стохастического возмущения.

Рассмотрим стохастическое возмущение од-
номерным винеровским процессом модели (19):

 λ = − − υ + ε

υ = − υ +

� �

�

3( )
( ) ( ) ( ) ( ),

3
( ) ( ) ( ) .

u t
u t u t t w t

t u t b t a

Рассмотрим случай 1, когда |a| < 1, и система 
находится в точке устойчивого равновесия. При 
этом случайные возмущения выводят систему 
из области притяжения аттрактора и приводят 
переменную состояния u(t) к амплитудному 
значению режима автоколебаний y(tf) за время 
tf. Для первого примера, опираясь на рис. 1, б 
(см. вторую сторону обложки), примем a = 0,2, 
tf = 2,5, y(tf) = 2, λ = 0,1. Результаты модели-
рования системы путей показаны на рис. 2, а 
(см. вторую сторону обложки). Для метода 
ASRE было выполнено пять итераций, траекто-
рии системы путей для задач 0, 2 и 4 показаны 
на рис. 2, а, соответственно в виде кривых P0, 
P2, P4. Траектория выхода на автоколебания 
для метода SDRE показана синей сплошной 
линией. Видно, что при t > 2,083 начинается 
стремительный рост амплитуды с выходом на 
критическое значение. Промасштабированное 
значение функционала действия для указанно-
го примера показано на рис. 2, б (см. вторую 
сторону обложки). Из результатов видно, что 
методы SDRE и ASRE дают схожий результат.

Траекторию пути ϕ*(t), оптимального в смыс-
ле (4) выхода на амплитуду автоколебаний, 
можно сопоставить со свободным движением 
системы: это показано на рис. 3 (см. третью сто-
рону обложки), где штриховой линией выделен 
путь ϕ*(t) — оптимальная траектория выхода на 
режим автоколебаний.

Рассмотрим случай 2, когда |a| > 1, и система (1) 
имеет точку устойчивого равновесия (–a; a3/3 – a).
При этом случайные возмущения выводят си-
стему из области притяжения этого аттракто-
ра и приводят активатор u(t) к амплитудному 
значению режима автоколебаний y(tf) за время 
tf  . Примем a = 2,2, tf = 2,5, y(tf) = 2, λ = 0,1. Ре-
зультаты моделирования системы путей пока-
заны на рис. 4, а (см. третью сторону обложки), 
промасштабированные значения функционала 
действия — на рис. 4, б (см. третью сторону об-
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ложки). В данном случае уже вторая итерация 
метода ASRE показала неудовлетворительный 
результат. Это обусловлено тем, что на данной 
итерации не было выполнено условие гурвице-
вости матрицы A(j) ∀j(t), t ∈ [t0, tf].

При уменьшении требуемого времени выхо-
да в режим возбудимости до tf = 0,5 (случай 3) 
метод ASRE сохранил свою сходимость, было 
выполнено шесть итераций. Квазипотенциаль-
ная экстремаль и функционал действия для за-
дачи 0, 4 и 5 показаны на рис. 5 (см. третью 
сторону обложки), соответственно, кривыми 
P0, P4, P5. Видно, что решения методами ASRE 
и SDRE различаются. Рост вероятности выхода 
на возбудимый режим для задачи P5 наблюда-
ется с момента t > 0,15, тогда как для метода 
SDRE рост вероятности начинается с t > 0,25.

Замечание. Неудачный пример 2 для мето-
да ASRE демонстрирует ограничения метода, 
хотя подобная ситуация может складываться и 
для SDRE-метода в ходе расчетов на некотором 
временном шаге, поскольку важным аспектом 
применения SDC-методов является необходи-
мость обеспечить определенное представление 
для динамики в форме системы с матрицами, 
зависящими от состояния. Эту задачу принято 
называть задачей параметризации или факто-
ризации системы (см., например, [9]). Действи-
тельно, можно было бы ожидать, что различные 
SDC-матрицы приводят к одному и тому же
результату, но на практике это не так. Кроме 
того, использование разных представлений 
для SDC-матриц дает разные результаты в тер-
минах траектории системы и функционала
качества.

Данный результат наталкивает на мысль о 
том, что можно модифицировать предложенные 
алгоритмы. По аналогии с линейным случаем 
можно предположить, что условие, которое тре-
буется для представленных решений методами 
SDRE и ASRE, — это управляемость пары (A(j), 
B(j)) и гурвицевость матрицы A(j). Поэтому 
SDC-матрицы должны выбираться так, чтобы 
эти условия выполнялись. При этом желатель-
но выбрать факторизацию, которая обеспечи-
вает максимальную управляемость, поскольку 
с этим строго связана производительность ре-
шения. Повышенная управляемость приводит 
к снижению усилий управления и, вероятно, 
к снижению затрат возмущений. Учитывая 
нелинейную динамику, выбор матрицы A(j), 
зависящей от состояния, является степенью 
свободы, которую можно использовать для 
обеспечения наилучших характеристик с точки 
зрения сходимости алгоритма и усилия управ-
ления. Влияние способов факторизации на ре-
зультаты анализа больших уклонений является 
предметом дальнейших исследований.

Заключение

В статье предложен метод анализа больших 
уклонений, основанный на решении задачи оп-
тимального управления Лагранжа—Понтрягина 
для нелинейных систем на основе SDC-подхода. 
В работе используются два наиболее распростра-
ненных и эффективных метода SDRE и ASRE. 
Предложенный способ анализа больших укло-
нений позволяет получить решение в форме об-
ратной связи по состоянию, что упрощает реше-
ние задачи Лагранжа—Понтрягина, поскольку 
исключает необходимость вычисления гранич-
ных значений для сопряженных переменных. 
Предполагается, что эта особенность может быть 
использована при решении задач долгосрочного 
прогноза возникновения критических ситуаций 
на основе анализа больших отклонений.
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Abstract

In this article, we consider the development of numerical methods of large deviations analysis for rare events in nonlinear stochastic 
systems. The large deviations of the controlled process from a certain stable state are the basis for predicting the occurrence of a criti-
cal situation (a rare event). The rare event forecasting problem is reduced to the Lagrange-Pontryagin optimal control problem. The 
presented approach for solving the Lagrange-Pontryagin problem differs from the approach used earlier for linear systems in that it 
uses feedback control. In the nonlinear case, approximate methods based on the representation of the system model in the state-space 
form with state-dependent coefficients (SDC) matrixes are used: the state-dependent Riccati equation (SDRE) and the asymptotic 
sequence of Riccati equations (ASRE). The considered optimal control problem allow us to obtain a numerical-analytical solution that 
is convenient for real-time implementation. Based on the developed methods of large deviations analysis, algorithms for estimating the 
probability of occurrence of a rare event in a dynamical system are presented. The numerical applicability of the developed methods 
is shown by the example of the FitzHugh-Nagumo model for the analysis of switching between excitable modes. The simulation results 
revealed an additional problem related to the so-called parameterization problem of the SDC matrices. Since the use of different rep-
resentations for SDC matrices gives different results in terms of the system trajectory, the choice of matrices is proposed to be carried 
out at each algorithm iteration so as to provide conditions for the solvability of the Lagrange-Pontryagin problem.

Keywords: large deviations, rare event, nonlinear system, optimal control, state-dependent coefficient, FitzHugh-
Nagumo model
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Рассматривается задача построения виртуальных датчиков в технических системах, описываемых линейными 
моделями, для решения задач функционального диагностирования. Приводятся соотношения, позволяющие постро-
ить датчик минимальной сложности, оценивающий заданную компоненту вектора состояния. Теоретические резуль-
таты иллюстрируются примером.

Ключевые слова: линейные системы, дефекты, функциональное диагностирование, виртуальные датчики, наблю-
датели, идентификация
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Виртуальные датчики в задаче функционального диагностирования

Введение

Функциональное диагностирование (ФД) 
является одним из мощных средств повыше-
ния эффективности эксплуатации сложных 
технических систем, оно позволяет проводить 
проверку правильности функционирования 
системы в процессе выполнения ею своих ос-
новных функций и оперативно поставлять ин-
формацию о возникающих сбоях и дефектах 
[1, 2]. Одним из существенных препятствий 
на пути эффективной реализации методов ФД 
является недостаточное число датчиков, ко-
торыми оснащена диагностируемая система. 
Неэффективность этих методов здесь может 
проявиться как в значительной сложности по-
строенных средств диагностирования, так и 
в невозможности локализации и идентифика-
ции дефектов, что не позволит получить реше-
ние задачи обеспечения отказоустойчивости 
системы.

Простейшим выходом из этой ситуации яв-
ляется использование дополнительных датчи-
ков, что приводит к дополнительным затратам 
и не всегда реализуемо на практике. К тому же 
датчики являются одними из наименее надеж-
ных элементов системы.

Более простым и изящным способом явля-
ется использование так называемых виртуаль-
ных датчиков [3, 4], которые строятся на осно-
ве наблюдателей Люенбергера и в работах [3, 4] 
имеют размерность, совпадающую с размерно-
стью исходной системы. В настоящей работе 
ставится и решается задача построения вирту-
альных датчиков минимальной размерности, 
оценивающих заданные компоненты вектора 
состояния объекта диагностирования.

1. Основные соотношения

Предполагается, что диагностируемая си-
стема описывается уравнениями

 
= + + ρ
= +

�( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ).

x t Fx t Gu t L t

y t Hx t Dd t
 (1.1)

Здесь x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm и y(t) ∈ Rl — век-
торы состояния, управления и выхода (показа-
ния имеющихся датчиков), F, G, L, H и D — из-
вестные матрицы соответствующих размеров; 
функция d(t) отражает дефекты в некотором 
датчике, при их отсутствии d(t) = 0, при по-
явлении дефектов d(t) становится неизвестной 
функцией времени; слагаемое Lρ(t) описывает 
действующее на систему возмущение; ρ(t) пред-
полагается неизвестной функцией времени.

Рассмотрим ситуацию, когда задача иденти-
фикации дефекта, т. е. оценки функции d(t), 
не может быть решена из-за недостаточного 
числа имеющихся датчиков, а использование 
дополнительных датчиков невозможно или не-
целесообразно по ряду причин. Требуется по-
строить виртуальный датчик для переменной 
yv(t) = Hvx(t) с известной матрицей-строкой Hv; 
способ ее определения приведен в разделе 4.

Решение рассматриваемой задачи состо-
ит в построении наблюдателя, оценивающего 
переменную yv(t) и, таким образом, выполня-
ющего функцию виртуального датчика. Такой 
наблюдатель должен обладать двумя свойства-
ми. Во-первых, для обеспечения его устойчи-
вости он должен оценивать некоторую компо-
ненту вектора выхода y*(t) = H*xv(t), которая 
при D = 0, L = 0 и после окончания переходно-
го процесса определяется матрицей R* в виде 
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y*(t) = R*y(t), для формирования невязки r(t) =
= R*y(t) – y*(t); здесь xv(t) — вектор состояния 
наблюдателя. Компонента y*(t) и эта матрица 
неизвестны, они определяются в процессе ре-
шения основной задачи. Во-вторых, наблюда-
тель должен оценивать заданную переменную
yv(t) = Hvx(t). Для решения задачи введем со-

ставную матрицу 
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

0
v

H
H

H
 и примем внача-

ле, что D = 0.
Уравнение искомого наблюдателя имеет вид

 

= + + +

=

= +

� * * 0 *

* *

*

( ) ( ) ( ) ( ) ( );

( ) ( );      

( ) ( ) ( ),

v v v

v

v v v

x t F x t J y t G u t J r t

y t H x t

y t H x t Qy t

 (1.2)

где F*, J*, Jv, G*, H*, H*v, Q — матрицы, подле-
жащие определению,

 
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
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0 0
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( )v v

H y t
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Решение задачи осуществляется в два этапа: 
на первом строится модель

 
= + +

= =

� * * 0 *

* * *

( ) ( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( )
v v

v

x t F x t J y t G u t

y t H x t R y t
 (1.3)

с последующей проверкой возможности вы-
полнения равенства

 = +*( ) ( ) ( ),v v vy t H x t Qy t  (1.4)

на втором ищется матрица Jv, обеспечивающая 
устойчивость наблюдателя.

2. Построение модели

Для получения решения на первом этапе 
матрицы F* и H* ищутся в каноническом виде

 

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=
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*
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0 1 0 0
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(1 0 0 0).

F

H

 (2.1)

Известно [5], что если пара (F*, H*) наблю-
даема, такое представление существует; в про-
тивном случае модель (1.3) можно представить 

в канонической форме наблюдаемости [5] и 
также искать матрицы F* и H* в виде (2.1).

Как и при решении задачи ФД, предпола-
гается, что после окончания переходного про-
цесса векторы x(t) и xv(t) связаны матрицей Φ, 
подлежащей определению:

 = Φ( ) ( ).vx t x t

Из (1.1) и (1.3) тогда можно получить урав-
нения, связывающие матрицы, описывающие 
эти системы [6, 7]:

 = Φ Φ = Φ + = Φ* * * * 0 *, , .R H H F F J H G G  (2.2)

Из (1.3), (2.1) и (2.2) можно получить следу-
ющие уравнения [6, 7]:

+= Φ Φ = Φ + = −

Φ =
* 1 1 * 0

0

; , 1,..., 1;

.
i i i

k k

R H F J H i k

F J H
 (2.3)

Как показано в работах [6, 7], уравнения 
(2.3) могут быть сведены в одно уравнение

 
− −= + +

+ +

1 2
* *1 0 *2 0
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k k k

k

R HF J H F J H F

J H

Запишем его в виде

 − − =( )
* *1 *( ... ) 0,k

kR J J V  (2.4)

где
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В работах [6, 7] показано, что для обеспече-

ния нечувствительности к возмущению строка 
− −* *1 *( ... )kR J J  должна удовлетворять до-

полнительному условию

 − − =( )
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kR J J L

где
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Последнее уравнение и уравнение (2.4) мож-
но записать вместе:

 − − =( ) ( )
* *1 *( ... )(  ) 0;k k

kR J J V L  (2.5)

полученное уравнение имеет нетривиальное 
решение, если

 < + +( ) ( )rank(  ) ( 1) .k kV L l l k  (2.6)

Для построения модели из условия (2.6) 
определяется минимальная размерность k и из 
уравнения (2.5) — строка − −* *1 *( ... ),kR J J  
затем на основе соотношений (2.2) строится 
матрица Φ и проверяется выполнение равен-
ства (1.4). Для этого представим его в виде

 = Φ +*( ) ( ) ( ),v vH x t H x t QHx t

что эквивалентно равенству
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* *( ) .v v vH H QH H Q
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 (2.7)

Если
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то матрица-строка Hv выражается через матри-

цу 
Φ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

,
H

 и построенная модель оценивает за-

данную компоненту yv = Hvx; матрицы H*v и 
Q определяются из алгебраического уравнения 
(2.7). Если (2.8) не выполняется, нужно найти 
другое решение уравнения (2.5) при прежней 
или увеличенной размерности k.

Предполагая, что условие (2.8) выполняется, 
примем G* = ΦG, на чем заканчивается проце-
дура построения модели.

3. Построение наблюдателя

Для построения матрицы Jv, обеспечиваю-
щей устойчивость наблюдателя, проведем ряд 
тождественных преобразований первого урав-
нения (1.2):

 

= + + + =
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Для анализа устойчивости введем ошибку 
по состоянию = Φ −( ) ( ) ( )ve t x t x t  и с учетом со-
отношений (1.1), (1.2) и (2.2) запишем и преоб-
разуем уравнение для �( ):e t
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Из полученного выражения ясно, что если 
матрица (F* – JvH*) устойчива, то e(t) → 0 при 
t → ∞. Известно, что если пара (F*, H*) наблю-
даема, то существует такая матрица Jv, что
(F* – JvH*) устойчива. Из соотношения (2.1) 
с очевидностью следует наблюдаемость пары 
(F*, H*) и, следовательно, существование мат-
рицы Jv, обеспечивающей устойчивость матри-
цы (F* – JvH*).

Будем искать Jv в виде = т
1 2( ... ) .v kJ a a a  

Тогда
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Коэффициенты a1, a2, ..., ak связаны с соб-
ственными числами λ1, λ2, ..., λk матрицы F* – JvH* 
известными соотношениями:

 −

= − λ + λ + + λ

= λ λ + λ λ + λ λ =

= − λ λ λ

1 1 2

2 1 2 1 3 1

1 2

( ... ),

... , ...,

( 1) ... .

k

k k k

k
k

a

a a

Исходя из заданных требований к качеству 
переходного процесса можно задать собствен-
ные числа λ1, λ2, ..., λk и определить коэффици-
енты a1, a2, ..., ak.

Отметим, что из-за наличия слагаемого 
J*y0(t) в модели (1.3) может появиться обратная 
связь по переменной yv(t) = H*vxv(t) + Qy(t), что 
приведет к матрице F*, отличной от канониче-
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ского вида (2.1). В этом случае выбор коэффици-
ентов a1, a2, ..., ak должен быть осуществлен так, 
чтобы собственные числа матрицы F* – JvH*
удовлетворяли требованию устойчивости. 
Сделать это можно, выразив в общем виде соб-
ственные числа матрицы F* – JvH* через ко-
эффициенты a1, a2, ..., ak, задав числа λ1, λ2, ..., 
λk и найдя из полученных уравнений искомые 
коэффициенты.

4. Определение матрицы Hv

Вид матрицы Hv определяется решаемой 
диагностической задачей. В качестве приме-
ра рассмотрим задачу идентификации дефекта 
в системе (1.1) при D ≠ 0, т. е. оценки функции 
d(t). Опуская детали решения (их можно найти 
в работе [6]), отметим только, что вначале стро-
ится модель, нечувствительная к возмущению:

 
= + +
= =

�0 0 0 0 0

0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( ),

x t F x t J y t G u t

y t H x t R y t

подобная (1.3), на основе которой далее стро-
ится скользящий наблюдатель.

Особенность задачи идентификации дефекта 
в датчиках состоит в том, что для реализации 
скользящего режима должно выполняться усло-
вие R0D = 0. Для его учета вводится матрица D0 
максимального ранга такая, что D0D = 0, тогда 
R0 = SD0 для некоторой матрицы S. Известно [6], 
что матрицы S и J0 определяются из уравнения

 − − =( ) ( )
01 0 0 0( ... )( ) 0k k

kS J J V D  (4.1)

подобного (2.4), где
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Оно имеет нетривиальное решение, если

 < + −( ) ( )
0 0rank(   ) ( 1) 1.k kV D l k  (4.2)

Невыполнение этого условия при всех k < n 
может быть обусловлено наличием как требова-
ния R0D = 0, так и требования нечувствитель-

ности к возмущению, задаваемому матрицей 
( )
0
kD  в (4.1). Использование виртуального дат-

чика yv(t) = Hvx(t) может решить эту проблему.
Для определения матрицы Hv введем мат-

рицу 
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠0e
D

D  и матрицу 0
eD  максимального 

ранга такую, что =0 0.e eD D  Исходя из струк-
туры матриц ( )

0
kV  и B(k) можно заметить, что 

условие, которому должна удовлетворять ма-
трица Hv, имеет вид
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поскольку это увеличивает шансы удовлетво-
рить условию (4.2), а следовательно, требова-
ниям R0D = 0 и нечувствительности к возму-
щению.

Отметим также, что решение многих задач 
диагностирования существенно упрощает-
ся в случае, когда доступны все компоненты 
вектора состояния системы. В частности, при 
решении задачи идентификации на основе 
скользящих наблюдателей здесь удается суще-
ственно ослабить ограничения на исходную 
систему (см., например, [8]). В этом случае ма-
трица Hv выбирается из условия

 
⎛ ⎞

=⎜ ⎟
⎝ ⎠

rank ,
v

H
n

H

которое обеспечивает доступность всех компо-
нент вектора состояния системы.

5. Пример

Рассмотрим систему управления
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2 2 2 3
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x t u t b x t x t

x t u t b x t

x t b x t x t

x t b x t x t b x t t

y t x t y t x t

 (5.1)

Уравнения (5.1) описывают так называемую 
трехтанковую систему (см. рисунок), состоя-
щую из трех резервуаров, соединенных между 
собой трубами. Жидкость поступает в пер-
вый и второй танки и выливается из третьего 
танка. Уровни жидкости в танках обозначены 
x1(t), x2(t) и x3(t); b1, b2 и b3 — коэффициенты, 
значения которых определяются геометриче-
скими размерами системы.
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Поскольку неизмеряемой является компо-
нента x1(t), примем yv(t) = x1(t), Hv = (1 0 0) и 
построим соответствующий виртуальный на-
блюдатель. Для простоты примем ϑ1 = 1, ϑ2 = 1,
ϑ3 = 0, b1 = b2 = b3 = 1. Приведем матрицы, 
описывающие систему (5.1):
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Нетрудно проверить, что условие (2.6) выпол-
няется при k = 1, однако при этом не выпол-
няется условие (2.8), поэтому принимаем k = 2. 
Составная матрица (V(2)  L(2)) имеет вид
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Можно проверить, что с матрицей (V(2)  L(2)) 
уравнение (2.5) имеет два решения:
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Первое из них дает модель
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и Q = 0. Нетрудно видеть, что пара (F*, H*) на-
блюдаема, поэтому существует такая матрица Jv, 
что (F* – JvH*) устойчива. Можно принять Jv =
= (2  1)т, что дает λ1 = –1, λ2 = –2. Соответствую-
щий наблюдатель описывается уравнениями

 

= + − +

= − + − +

= =

�
�

1 2 2 * 2

2 2 1 * 1

* 1 2

( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( );

( ) ( ) 2 ( ) ( )) ( );

( ) ( );    ( ) ( ).

v v

v v

v v v

x t x t y t y t u t

x t x t y t y t u t

y t x t y t x t

Второе решение дает модель
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и Q = (–1  0). Здесь можно принять λ1 = λ2 = –1,
что дает Jv = (2  1)т. Наблюдатель имеет вид
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Заключение

В работе предложен метод построения вир-
туальных датчиков в технических системах, 
описываемых линейными моделями. На основе 
наблюдателей Люенбергера получены соотно-
шения, позволяющие построить датчики мини-
мальной размерности, оценивающие заданные 
компоненты вектора состояния диагностируе-
мой системы. Синтезированные виртуальные 
датчики дают возможность в ряде случаев не 
только уменьшить сложность средств диагности-
рования и повысить глубину диагностирования, 
но и рассмотреть задачи, которые без использо-
вания таких датчиков не могли быть решены.

Трехтанковая система
Three-tank system



303Мехатроника, автоматизация, управление, Том 22, № 6, 2021

Список литературы

 1. Мироновский Л. А. Функциональное диагностирова-
ние динамических систем. М.-СПб.: МГУ-ГРИФ, 1998.

 2. Шумский А. Е., Жирабок А. Н., Гаджиев Ч. Диагности-
рование и отказоустойчивое управление динамическими систе-
мами. Электронное издание. Владивосток: ДВФУ, 2016. 178 с.
URL: http://elib.dvfu.ru/vital/access/manager/Repository/fefu:4053

 3. Blanke M., Kinnaert M., Lunze J., Staroswiecki M. Di-
agnosis and fault tolerant control. Berlin: Springer-Verlag, 2003.

 4. Witczak M. Fault diagnosis and fault tolerant control strat-
egies for nonlinear systems. Berlin: Springer, 2014.

 5. Квакернаак Х., Сиван Р. Линейные оптимальные си-
стемы управления. М.: Наука, 1977.

 6. Жирабок А. Н., Зуев А. В., Шумский А. Е. Диа-

гностирование линейных динамических систем: подход на 

основе скользящих наблюдателей // Автоматика и телемеха-

ника. 2020. № 2. С. 18—35.

 7. Жирабок А. Н., Зуев А. В., Бобко Е. Ю., Филатов А. Л.

Решение задачи аккомодации в нелинейных системах с ис-

пользованием линейных методов // Мехатроника, автомати-

зация, управление. 2020. № 1. С. 21—27.

 8. Zhirabok A., Zuev A., Filaretov V. Fault identification in 

underwater vehicle thrusters via sliding mode observers // Int. Jour-

nal of Applied Mathematics and Computer Science. 2020. Vol. 30, 

N. 4. P. 679—688.

Virtual Sensors in the Fault Diagnosis Problem
A. N. Zhirabok1,2, zhirabok@mail.ru, Kim Chkhun Ir1, kim.ci@dvfu.ru,

1Far Eastern Federal University, Vladivostok, 690950, Russian Federation,
2Institute of Marine Technology Problems, 690950, Russian Federation

Corresponding author: Zhirabok A. N., Dr. of Sci., Professor, Far Eastern Federal University,
Vladivostok, 690950, Russian Federation, e-mail: zhirabok@mail.ru

Accepted on March 12, 2021

Abstract

The paper is devoted to the problem of fault diagnosis (isolation and identification) in linear dynamic systems under 
disturbances. The performances of fault diagnosis depend on the sensors which are in the system under diagnosis. To improve 
the performances, additional sensors can be applied. But sometimes it is impossible to use such sensors; besides they have 
low reliability. In this paper, we suggest to use so-called virtual sensors instead of additional ones. To obtain such sensors,
Luenberger observers can be used. Such an observer is designed in two steps. On the first step, the model of minimal di-
mension invariant with respect to the disturbances and estimating a predetermined component of the system state vector and 
some other components of the system state vector is designed. The second components are necessary to provide stability of 
the observer by means of generating residual and using feedback. Such components are determined during t he process of the 
problem solution which is based on the canonical form of matrices describing the model. On the second step, the feedback 
matrix is found based on the required quality of transient. To obtain this matrix, eigenvalues are selected and coefficients of 
the characteristic equation are calculated. The rule to find the predetermined component of the system state vector to be esti-
mated by virtual observer is suggested. Theoretical results are illustrated by practical example of well known three tank system.
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Методы управления групповым движением мобильных роботов (обзор)

Abstract

The multi-robot formation control is an essential issue in robotics. This review focuses on important lines of research on current 
control issues and strategies on a group of unmanned autonomous vehicles/robots formation. In this paper, we provide a brief description of 
each method characterizing its key benefits and drawbacks. A multilayered classification of both centralized and decentralized formation 
control methods is proposed. We consider the classification of robot communication topologies in terms of centralized control. Seminal 
works dedicated to the practical application of centralized approach are briefly discussed. The majority of centralized methods are 
represented by a " leader-follower" approach, taking into account the robot’s dynamics models. Furthermore, the most common models of 
vehicle dynamics are mentioned. In the framework of decentralized approach, behaviour-based algorithms, as well as swarm algorithms, 
are discussed. Then, we present an outlook of both centralized and decentralized virtual structure methods used in robot formation 
control. The described modifications of these methods allow tracing the evolution of the virtual structure approach to hybrid algorithms 
used for cooperative movement of a group of robots. This paper deals with formation control approach considering communication delays 
and low carrying capacity in an inter-vehicular communication network as very few works discussed this issue despite its relevance. 
We pointed out the main development trends of formation control approaches. The most effective approach is the integration of various 
methods of the formation control so that their disadvantages are nullified. As the same time, the most common disadvantage of discussed 
formation control methods is their weak conceptual framework in terms of kinematic and dynamic constraints of robots.

Keywords: mobile robot, unmanned autonomous vehicle, formation control, formation navigation, leader-follower approach, 
behaviour-based approach, swarm intelligence, virtual structure approach

Управление согласованным движением группы мобильных роботов является одной из актуальных проблем совре-
менной робототехники. В настоящем обзоре представлены результаты анализа наиболее перспективных направле-
ний исследований в данной области. Рассмотрены основные методы управления движением группы мобильных робо-
тов с сохранением заданной геометрии строя. Представлено краткое описание каждого метода, показаны основные 
преимущества и недостатки. Предложена многоуровневая классификация методов управления движением, охваты-
вающая как централизованные, так и децентрализованные методы. В рамках централизованного управления движе-
нием группы мобильных роботов рассмотрена классификация топологий организации связи между роботами, кратко 
описаны наиболее значимые работы, посвященные применению данного подхода на практике. Отмечено, что боль-

РОБОТЫ, МЕХАТРОНИКА
И РОБОТОТЕХНИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ
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1. Introduction

An application of multi-robot systems covers a wide 
range of applied problems for both civil [1—3] and 
military purposes [4—6], while the number of robots 
in a group can reach several hundred units [7]. One of 
the most urgent scientific problems of group robotics 
today is the problem of coordinated motion control 
of mobile robots with their maintenance of the for-
mation geometry. For example, in [8, 9] a formation 
control is considered when transporting passengers 
and goods indoor as well as on public roads and over 
rough terrain [10]. The most of papers dealing with 
public transportation are related to CACC — Coop-
erative Adaptive Cruise Control [11, 12]. In the CACC 
system, autonomous vehicles [13] are combined into a 
platoon and drive at the same speed, maintaining the 
desired shape or formation geometry communicating 
over the wireless network [1].

An impressive number of articles are devoted 
to the problem of motion control for mobile ro-
bot group while maintaining their formation. For 
example, the query "robot formation control" in 
Google Scholar search engine is produced more 
than 838,000 results. In the last five years alone, 
the number of articles is devoted to the coordina-
ted control of the robotic group movement is about 
64,000. To determine the trends in the design of 
group motion control methods over the past quarter 
of a century, the authors of this paper 
have summarized the disparate results 
of researches in this area and have 
proposed a multi-level classification 
based on the "strategy for controlling 
a group of robots".

The remaining part of this paper 
is organized as follows. In Section 2, 
a proposed classification of methods 
for the formation control is presented. 
Section 3 is devoted to reviewing all 
the main methods based on a leader-
follower approach. In Section 4, we 

consider methods of motion control for a mobile 
robot group are most often implemented by reac-
tive, or "behavioural" algorithms are known as a 
behaviour-based approach. In Section 5, methods 
based upon a virtual structure approach are dis-
cussed. Finally, conclusions are made in Section 6.

2. Proposed classification of methods and 
approaches used for formation control

In this section, we introduce the proposed by the 
authors’ classification of methods used for forma-
tion control shown in Fig. 1.

The most frequent formation control methods 
are divided into three classes: leader-follower meth-
ods (the centralized control strategy), behavioural 
methods (the decentralized control strategy) and 
virtual structure methods, which can be both cen-
tralized and decentralized.

Centralized strategies are suggested a robot group 
is controlled by the so-called Central Control Unit 
(CCU), which plans robot paths and assigns tasks for 
each robot individually [14]. The robot group can also 
assign a leader robot (static or dynamic) which tracks 
a predefined path, while the others act as followers 
and track the leader according to their states. The 
main advantage of this method consists of the relative 
simplicity of robots-followers and used control algo-

шинство централизованных методов реализуют подход «ведущий-ведомый». Рассмотрены алгоритмы, учитывающие 
при управлении строем динамику движения отдельных роботов, приведены наиболее распространенные динамические 
модели роботов. В рамках децентрализованного подхода к управлению согласованным движением групп роботов рас-
смотрены как коллективные, так и стайные алгоритмы управления. Представлен обзор класса методов на основе 
использования "виртуальной структуры", включающего как централизованные, так и децентрализованные методы 
управления согласованным движением группы роботов. Продемонстрирована эволюция данного подхода, рассмотрены 
его модификации, применяющиеся в гибридных алгоритмах управления согласованным движением группы. Рассмо-
трены работы, посвященные методам управления движением группы роботов с учетом возникающих в каналах связи 
запаздываний, а также ограниченной пропускной способности, указана недостаточная проработанность данных 
методов. В работе показаны основные тенденции развития методов группового движения роботов. Отмечено, что 
наиболее перспективным является комбинирование различных алгоритмов группового управления, что позволяет 
нивелировать недостатки, возникающие при использовании их по отдельности. Показано, что наиболее распростра-
ненным недостатком существующих методов управления является недостаточная проработка алгоритмов управле-
ния группой мобильных роботов с точки зрения учета кинематических ограничений роботов, а также их динамики.

Ключевые слова: мобильный робот, безэкипажное транспортное средство, управление строем, навигация строя, 
подход "ведущий-ведомый", поведенческий подход, роевой интеллект, метод виртуальной структуры

Fig. 1. Classification of methods for the formation control
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rithms. The behaviour of robots can be analyzed using 
standard methods of the control theory. The disad-
vantages of leader-follower methods can be attributed 
to the fact that the error of the leader or the control 
center punishes the whole group and often leads to 
not-mission capable for further execution [15].

The methods relating to the decentralized ap-
proach include methods based on imitation of the 
animal behaviour, the so-called "behavioural" or 
"reactive" approaches [16]. For the first time, such 
a reactive approach was described by Craig Reyn-
olds in 1987 [17]. In this method, each agent of 
the group has a pre-programmed set of behaviours 
which it chooses scenario-depended: the state of the 
environment, the behaviours of the other agents.

As an advantage of this class of methods, we can 
note their convenience for robots performing tasks 
in a dynamically changing environment and with 
moderate interaction between robots [15].

In the class of virtual structure methods, the de-
sired position of each robot within the given struc-
ture and the shape of formation are specified. Thus, 
each robot is assigned its virtual leader and it has to 
minimize the error between its current and the de-
sired position in the formation. It’s important to stress 
that the path of the formation is only set to the entire 
virtual structure and not for each robot individually. 
This class includes both centralized and decentralized 
methods. Centralized virtual structure implies that 
positions of the robots are observed by CCU, which 
adjusts robot behaviour and appoints their poses in the 
formation. While using a decentralized approach, ro-
bots exchanging information, distribute their positions 
in formations they are involved.

The advantage of this class of methods, first 
of all, is the simplicity of setting the coordinated 
movement of the group, which is required, for ex-
ample, when carrying bulky cargo. The disadvan-
tages include the need to plan the path for the entire 
structure and when bypassing both static and dy-
namic obstacles, as a result of which the trajectories 
of individual robots may not be optimal [15].

3. Leader-follower approach

According to the centralized stra-
tegy, a mobile robot group is con-
sidered by a hierarchical structure. 
There is either a CCU or a leading 
robot at the top level of this structure.

Leader robots can be assigned in 
the group accor ding to the number of 
robots and their homogeneity. Typi-
cally, a robot-follower equipped with a 
smaller set of navigation sensors than 
the leader. The information exchange 
between robots is organized following 

one of the communication topologies, an overview of 
them is given in [18]. The most commonly used com-
munication topologies are presented in Fig. 2.

In many situations, the leader-follower approach is 
mostly used to control vehicle platoons on the high-
way [19—23] or on the varying terrain [24, 25]. For 
example, Öncü et al. [19] consider the Cooperative 
Adaptive Cruise Control (CACC) system, which con-
trols a group of vehicles of the same type driving along 
the highway. Communication between vehicles is or-
ganized according to the principle of a bidirectional 
topology (Fig. 2 c); a wireless communication channel 
with transport delays and limited bandwidth is used 
for data exchange. These communication limitations 
were considered by authors during the development 
of a control system for a group of vehicles movement 
[19]. The described system made it possible to ensure 
the reliable control of a vehicle platoon with an inter-
val between cars of 20 m and a speed of 65 km/h with 
communication delays less than 750 ms.

The stability of the proposed method was analyzed 
in terms of string stability methods. The studied pa-
rameters were the transport delay in the communica-
tion channel, the number of cars in the group and the 
size of intervals between vehicles in the column. In the 
formation control system, as well as in the numerical 
simulation of the formation movement, a third-order 
dynamic car model was used (1) taking into account 
the delay in the wheel drive control loop:
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where ri, vi, ai — the absolute position, the velocity 
and the acceleration of the i-th vehicle, respectively; 
Ti — the parameter characterizing the internal 
actuator dynamics; ui — the acceleration for the i-th 
vehicle; τa,i — the constant actuation delay.

The effectiveness of the proposed algorithm was 
shown in [20], where the problem of forming a pla-
toon and its further safe movement at a speed of
100 km/h in the presence of a transport delay up to 
0.15 s has been solved.

Fig. 2. Leader-follower topologies:
a — predecessor following topology; b — predecessor-leader following topology; c — bi-
directional topology; d — bidirectional-leader topology; e — two-predecessor following 
topology; f — two-predecessor-leader following topology
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The method of formation control of non-identical 
vehicles while exchanging information over a wire-
less network of the IEEE 802.11p standard was pro-
posed in [20]. This study was also taken into account 
transport delay in the communication network, packet 
loss as well as the switching time between different 
communication topologies (Fig. 2 a—f). In the in-line 
simulation in the Plexe simulator [21], the third-order 
linear model [22] similar to (1) was used. The stability 
of the control system for group motion was analyzed 
via Lyapunov-Razumikhin and Lyapunov-Krasovskii 
theorems. The transport lag margin in the communi-
cation channel was determined using the methods of 
linear matrix inequalities [20, 23].

It is widely known that the formation control of 
various shapes (diamond, chain, double column, 
etc.) is still a fundamental problem in unmanned ve-
hicles. A detailed review of the control method in the 
formation of the "convoy" moving in a 2D-plane is 
presented in [24]. The navigation method for a group 
of heterogeneous mobile autonomous robots using 
the rules of the nearest neighbour was presented in 
[25]. The essence of this method is that robots of 
the group planning their trajectories taking into ac-
count the positions of their neighbours. The leader 
of such group moves along a planned trajectory and 
all other robots repeat his path with a given displace-
ment [25, 24]. Further, this control method includes 
a mechanism for the reconfiguration of the forma-
tion, which is designed to avoid obstacles.

In general, the leader-follower approach can be 
used in sub-tasks of the group’s motion control. For 
example, the leader-follower approach was used for the 
coordinated group’s formation control while changing 
the formation shape [26]. In the control system [26],
a-priori defined robot-leader sends commands to  the 
rest of the group. The robots-followers move to their 
desired positions while avoiding collisions with ob-
stacles and other robots, if the robot-follower finds its 
neighbour, then it moves after the neighbour until this 
robot-leader is in the desired position. In addition, the 
Hungarian algorithm was used in [26] to solve the prob-
lem of he minimizing the cost of moving by robots.

4. Behaviour-based approach

Decentralized methods of motion control of the 
robot group are most often implemented by reac-
tive, or "behavioural" algorithms. These algorithms 
are based on the imitation of behavioural reactions of 
various organisms common in the living nature. Such 
algorithms are based on the concept of using com-
petencies (behaviours) in known situations. Based on 
the information received from the robot’s sensors, its 
control system selects the most appropriate behaviour 
for the environment. The basic principles of the be-
havioural approach are described in [27]:

— the behaviours of each robot are represented by 
standard algorithms implemented both at the software 
and hardware levels built with separate modules;

— each behaviour receives input information 
from the robot’s sensors (radars, tactile sensors, li-
dars or cameras) and/or from other modules of its 
control system, and can also send commands to the 
robot’s actuators and/or other modules of the ro-
bot’s control system;

— the behaviours can independently receive data 
from the same sensors and send commands to the 
same actuators;

— the behaviours are relatively simple software 
modules added to the control system sequentially;

— the behaviours are performed in parallel taking 
into account interaction dynamics among behaviours 
and between behaviours and the environment.

The behavioural-based methods are used for con-
trol of a robot group while motioning in the formation 
of a certain geometric shape (pattern). For example, in 
[10], the problem of a moving convoy over rough ter-
rain is considered. Using behavioural-based methods, 
the logic of movement of individual robots included 
in the group is implemented by simple behaviours: a 
movement to the target point, avoiding collisions with 
obstacles and other robots, a maintaining the shape 
of the formation (column, line, diamond and wedge). 
Two variants of the formation organization were also 
considered: relative to the geometric center and rela-
tive to the leading robot. As the experiments have 
shown, the formation relative to the leading robot is 
best suited for tasks where a column of robots is led by 
a human who independently navigates the terrain and 
drive around various obstacles. It was also noted that 
in this approach, the loss of communication or break-
down of one of the robots does not affect the overall 
behaviour of the system. The method of forming a 
group relative to its geometric center, as the authors 
note, has better performance [10], but the failure of 
one of the robots can stop the movement of the whole 
group. It is also noted that in the version of movement 
with the leader, the load on the communication net-
work is reduced since there is no need for all robots 
to participate in the exchange of location information: 
only the leader transmits his position, and the neces-
sary positions of the other robots of the group are 
calculated relative to him.

As another example describing the principle of op-
eration of the behavioural approach, we can cite the 
robot motion control system described in the article 
[28]. In this paper, the behavioural-based method is 
used to control a group of robots, which task was to 
move the box in a dynamically changing environ-
ment. The control algorithm describes four possible 
situations in which robots may find its way into the 
process of performing a given task, using two pa-
rameters: the complexity of the task and the number 
of active robots. The architecture of the behaviour 
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actions selection algorithm of each robot is schemati-
cally shown in Fig. 3. Each robot recognizes one of 
the four possible situations and chooses the appropri-
ate action for it. Thus, robots act according to the 
principles of a behavioural approach, responding to 
changes in the environment and adaptively selecting 
actions that correspond to the current situation.

A key node in this control system using a behav-
ioural approach is a coordination system that links the 
available responses and output of the robot’s actuators. 
The following coordination methods are usually used: 
an arbitration or a mixed strategy. When the arbitration 
method is used, only one of the available behaviours 
can participate in the computation of the control signal. 
This method is simple to implement, but unstable [29]. 
It is also noted that the choice of the correct rule (be-
haviour) is a non-trivial task [29]. In the mixed strategy 
method, all behaviours are simultaneously involved in 
the computation of the control signal, but the contribu-
tion of each is proportional to its applicability (weight) 
for the current situation. Оne of the implementations 
of the method with mixed strategy considered in the 
article [30] is presented in Fig. 4.

In such a control system, there is a supervisor 
unit that, based on data from the robot’s sensors, 
tunes the weight for a set of actions, which are then 
added up and the resulting action is applied to the 
lower level of the robot’s control system.

A modification of the behavioural approach called 
NSB-control (Null-Space-based Behavioral Control) 
was proposed in [31, 32]. In the proposed control sys-
tem there is a supervisor unit that assigns a certain 

weight to each action based on the robot’s sensor data. 
In other words, each pre-described behaviour is as-
signed a priority, so that the robot can perform sev-
eral actions simultaneously. Low-priority behaviours 
are not executed if they conflict with high-priority 
behaviours. Using this method, algorithms for the 
movement of robots in the formation of a certain geo-
metric shape, the tasks of escorting a moving object, 
the movement of a flock, and patrolling a certain area 
were implemented in [31]. A detailed review of these 
algorithms is presented in the article [32]. The behav-
ioural-based approach is also used in works devoted 
to the transportation of large-sized cargo by a group 
of UAVs, where the same problem of maintaining a 
certain form of structure is solving [33—35].

An algorithm using the principles of platoon move-
ment is proposed in [36]. To maintain the formation 
of a certain geometric shape, the method of poten-
tials was applied. Using simulation, it was shown that 
the proposed algorithm ensures the movement of a 
robot group in the formation of a given shape, while 
the same speed of movement of robots is provided 
during the movement. A similar approach was ap-
plied in the article [37], which describes the method 
of controlling a group of non-holonomic robots mo-
ving along a straight road. A safe distance between 
robots and maintaining the shape of the system was 
provided using the method of potentials. The La-
Salle invariance principle was applied to analyze the 
stability of the robot’s formation control system [38]

Another category of behavioural methods which 
used for controlling the movement of groups of ro-
bots is the swarm intelligence methods. Swarm intel-
ligence methods are usually taken as an approach to 
managing and optimizing distributed systems using 
stable, decentralized, self-organizing methods based 
on the behaviour of social insects [39]. This category 
of methods of group motion control is well-known 
ant algorithms, a pack of wolves, swarm of bees, etc. 
Some of the most popular algorithms [40], as well 
as examples of their application, are shown in Table.

A detailed description of the above algorithms is 
given in the monograph [55]. In the [56], the algorithm 
of an ant colony optimization (ACO) was applied to 

solve the problem of rearrangement a 
group of robots in order to reduce the 
distances travelled by each robot in 
the process of changing the formation 
shape. Also, the ACO algorithm was 
used in the problem of forming a group 
of robots into the formation of a given 
shape. In [57], ants and the pheromones 
that they emit were implemented as 
mobile software agents. The diagram of 
the algorithm is shown in Fig. 5.

One agent, called the ant, controls 
the robot’s actions, and another agent, 
called the pheromone, tells the ant agent 

Fig. 3. The architecture of behaviour actions selection algorithm

Fig. 4. Architecture of the control system for multi-robot formation control
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in which direction the robot is moved. Each ant agent 
knows only a fraction of the information about the 
shape of the formation. In order to spread partially 
known information among its neighbours, each ant 
agent generates pheromone agents and sends them to 
the surrounding robots (Fig. 5 a). The sent pheromone 
agent searches for the ant agent to which it was di-
rected, and when the pheromone finds it, the ant agent 
leads the robot by following the pheromone agent’s in-
structions, thus forming a building element (Fig. 5 b).

To solve the problem of a robot’s rearrangement 
in the group, the known bat algorithm is also used. 
In [58], this algorithm was used to find the time-
optimal method of group rearrangement. The al-
gorithm has shown high efficiency in controlling a 
group of robots described by inaccurate mathemati-
cal models, in comparison with the CPTD (control 
parameterization and time discretization) method 
[59] and "line of sight" [60].

5. Virtual structure approach

The concept of the virtual structure was first in-
troduced in [61] for methods of coordinated motion 
control of robot groups. In [61], a movement of three 
robots in shape formation of a triangle was described. 
The idea of the proposed method was to make similar 
the shapes of formation to a rigid formation, which 
elements are always at a fixed distance from each 
other, due to a system of physical constraints.

In a similar system, the perturbation of one ele-
ment extends to all the others. An important feature 
of this class of methods is that if one of the robots 
cannot continue moving, for example, in the event 
of a breakdown, then the other robots do not al-
low the formation to break up until some high-level 
control process detects the failure and decides on 
further actions (Fig. 6). Among the advantages of 
the virtual structure method in comparison with the 
leader-follower approach, it is noted:

— a leader robot does not require due to high 
fault tolerance appointment of a group;

— the method of virtual structure can implement 
the movement of a robot group in the formation of 
any possible shape;

— the virtual structure method does not require 
high computational burden for each robot in a cen-
tralized approach;

— there are no complex protocols for communi-
cation and decision-making.

According to the paper [61], the proposed meth-
od can be used in problems that require coordi-
nated movement of robot groups transporting large 
objects, for example, boxes. This method can also 
be used in problems related to laser interferometry, 
in which it is required that several objects move in 
space, maintaining a fixed geometry with an accu-
racy of 1 cm [62].

In [62], the main directions of development of the 
proposed virtual structure algorithm were identified: 
the use of flexible or deformable structures, as well 
as hierarchical virtual structures. In [63], the virtual 
structure method was proposed for controlling robot 
groups moving along several lanes of the highway 
while maintaining the formation of a given shape. To 
achieve that, the control problem was divided into 
two subtasks: a high-level one for controlling the 
formation using the virtual structure method, and 
a low-level one for trajectory control of the robot’s 
movement using a predictive model. The proposed 
method provided both the movement of robots in 

Algorithms inspired by swarm intelligence

Algorithm
Algorithm 

details
Algorithm 

survey

Particle Swarm Optimization (PSO) [41], [42] [43], [44]

Ant Colony Optimization (ACO) [45] [46]

Artificial Bees Colony Optimization 
(ABCO)

[47] [48]

Bacteria Foraging Optimization (BFO) [49] [50]

Glowworm Swarm Optimization (GSO) [51] [52]

Grey Wolf Optimizer (GWO) [53] [54]

Fig. 5. The process of forming a shape by the group of ant agents

Fig. 6. The trajectory of three robots with a robot failure
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the formation of a given shape and the prevention 
of collisions between robots. In [64] was proposed 
the architecture of an adaptive management system 
to arrange robots using a virtual structure, and the 
control system for the motion of a group of nonholo-
nomic robots with reconfigurable formation shape 
was developed. Two controllers were used, the first 
one provided stable control of the group during a 
change in the configuration of the formation, and 
the second one controlling the movement of robots 
relative to a given position in the formation.

Among the works devoted to methods of control-
ling the formation of robots using flexible virtual 
structures, one can note the article [65]. The control 
system for a robot group is used three control algo-
rithms: an algorithm for maintaining the shape of the 
system and avoiding collisions between robots, an at-
traction algorithm that ensures convergence to a given 
shape of the system, and an algorithm for avoiding 
obstacles. The stability of the proposed control system 
to external disturbances using the Lyapunov method 
was studied in [66]. The flexible virtual structure was 
described as a system of masses, springs, and damp-
ers connecting each robot to its neighbours. The pro-
posed method allowed a group of robots to behave like 
a flexible body, which can be used to avoid obstacles.

In [67], the architecture of a distributed control 
system for the motion of a robot group in an unstruc-
tured environment was considered. The architecture 
has used as a combination of a behavioural approach 
and a virtual structure method that, as the authors 
note [67], has the advantages of both control meth-
ods. The robot motion control system includes two 
algorithms: an algorithm for maintaining the shape 
of the system (a robot moves to its place in a virtual 
structure) and an algorithm for avoiding obstacles 
(Fig. 7). The robot control system based on the ro-
bot’s sensors data selects the optimal algorithm for 
the current situation, like a supervisor using the ar-
bitration method in a behavioural approach.

In subsequent works [68, 69], the authors proposed 
a modification of the control system for a group of 
unmanned vehicles: Multi-Layer and Multi-Control-
ler (MLMC) architecture for dynamic navigation 
in the formation of a UGV’s group in constrained 

environments. This control method also consists of 
two approach combination: the centralized leader-
follower based approach and the decentralized be-
havioural-based approach, i.e. hybrid (centralized/
decentralized) control as well as cognitive/reactive. 
The centralized part of the control algorithm is used 
to solve global tasks performed by the group, and 
the decentralized part is responsible for the naviga-
tion of robots and their local tasks, such as avoid-
ing obstacles. In a group of robots controlled by this 
system, there is a leader leading the entire group and 
planning the path to avoid obstacles, taking into ac-
count the kinematic limitations of the other robots 
in the group. Also, these restrictions are used by the 
group control system during shape formation re-
configurations. In [70], the stability of the described 
control system is analyzed during the movement of a 
triangular structure in a circle with a change in the 
direction of movement using the Lyapunov method.

6. Conclusion

In this paper, we presented a literature review 
on the current research efforts on formation control 
for a group of robots/vehicles. Some well-developed 
control methodologies have been introduced. Over 
the last quarter of a century, there has been a ten-
dency towards combination of different group motion 
control algorithms in order to eliminate the disad-
vantages that arise when using them separately. The 
problem of controlling the movement of a formation 
of robots does not lose its relevance, while the most 
promising methods for controlling a group of robots 
are hybrid methods that combine elements of both 
centralized and decentralized system.

In our opinion, the most promising methods are 
based on combinations of different approaches, es-
pecially those that use the virtual structure method 
as part of the multi-controller architecture. It is 
important to note the high versatility of the lat-
ter method, its low computational burden, as well 
as the low communication network load. It is also 
possible to use a decentralized virtual structure in 
hybrid control methods for a group of robots.

When developing the described control systems 
for groups of mobile robots, the authors usually fol-
low only the kinematic constraints of mobile ro-
bots, with the exception of methods related to group 
movement on a one-lane road or highway in which 
dynamic models of second-and third-order vehicles 
are used. Also, only in a few of the reviewed works, 
the authors take into account the limitations im-
posed by the communication system (delays and 
bandwidth limitations). These shortcomings are 
present in most of the described works, from which 
it can be concluded that a thorough study of these 
problems is required.

Fig. 7. Architecture of multi-robot formation control using hybrid 
control (deliberative/reactive)
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Исследование динамических режимов систем стабилизации тока 
мощных электромагнитов с широтно-импульсной модуляцией

Введение

Для ряда физических исследований и тех-
нологических процессов, связанных с управ-
лением электроприводом, требуются высоко-
стабильные магнитные поля с широким диа-
пазоном их изменения. Такие поля создаются 
мощными электромагнитами, как правило, 
имеющими кованый сердечник.

Источниками питания электромагнитов слу-
жат стабилизаторы тока мощностью до 100 кВт 
с широким диапазоном регулирования выход-
ного тока. Особыми требованиями к ним явля-
ется высокая точность поддержания заданного 
значения тока (до 0,01 %) при действии различ-
ных возмущений и малое значение длительной 
нестабильности (до 0,001 % за 6...8 ч работы).

Схема стабилизации тока включает, как 
правило, многофазный управляемый выпря-
митель, охваченный обратной связью по на-
пряжению, для предварительного регулиро-
вания напряжения и широтно-импульсный 
преобразователь для точного регулирования 

тока, охваченный соответствующей обратной 
связью. Система автоматического регулирова-
ния напряжения здесь является подчиненной 
системой в контуре регулирования тока.

Необходимость высокой точности работы 
стабилизации тока предъявляет соответству-
ющие требования к условиям устойчивости 
систем автоматического регулирования тока 
в условиях действия внешних и внутренних 
помех, поэтому в данной работе мы сделали 
попытку приближенного исследования дина-
мических режимов работы систем с широтно-
импульсной модуляцией (ШИМ).

Поскольку электромагнит является коле-
бательным звеном, то анализ устойчивости 
системы управления здесь оказывается обяза-
тельным. Исследованиям устойчивости автома-
тических систем управления с ШИМ посвяще-
но достаточно много работ [1—9]. Затруднения 
вызывает то обстоятельство, что такие системы 
являются не только дискретными, но и нели-
нейными и не описываются дискретными (раз-
ностными) уравнениями. Для описания таких 

Настоящее исследование посвящено рассмотрению метода оценки устойчивости работы системы с широтно-им-
пульсной модуляцией (ШИМ), основанного на замене ее эквивалентной системой с амплитудно-импульсной модуля-
цией (АИМ). Проведено приближенное исследование динамических режимов работы систем с ШИМ с учетом устой-
чивости для системы автоматического регулирования тока питания электромагнитов в условиях действия внеш-
них и внутренних помех. Представлены варианты выполнения схем широтно-импульсных регуляторов для питания 
электромагнита на основе однополярного и двухполярного элементов с ШИМ. Показана возможность линеаризации 
систем с ШИМ для последующей детальной оценки устойчивости таких систем. Показана перспективность при-
менения функционально-дифференциальных уравнений для анализа устойчивости автоматических систем с ШИМ. 
Представлена оценка динамических режимов систем с ШИМ, основанная на принципе эквивалентности сигналов 
с ШИМ и АИМ, которая опирается на равенства площадей модулированных сигналов, на основе чего установлена 
связь между статическими коэффициентами передачи элементов с АИМ и ШИМ. Представлены выражения для 
исследования замкнутой одноконтурной схемы автоматического управления, содержащей идеальный импульсный 
элемент, экстраполятор нулевого порядка с коэффициентом передачи и непрерывной частью, имеющей линейную 
передаточную функцию. На примере системы стабилизации тока мощных электромагнитов с широтно-импульсным 
регулятором проанализированы частотные характеристики эквивалентной импульсной системы с учетом замены 
широтной модуляции на амплитудную. На основе проведенного анализа полученной передаточной функции предло-
жены пути оценки устойчивости исходной системы с ШИМ с использованием критерия устойчивости Найквиста. 
Сделан вывод о преимуществе системы с ШИМ по сравнению с системой с АИМ в части устойчивости, а также 
даны рекомендации по применению полученных данных при анализе переходных процессов в таких системах.

Ключевые слова: широтно-импульсная модуляция, линеаризация, нелинейная дискретная система, амплитудно-
импульсная модуляция, устойчивость автоматической системы
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систем могут быть использованы функцио-
нально-дифференциальные уравнения, причем 
нелинейные операторы, моделирующие им-
пульсные элементы, в ряде случаев являются 
разрывными. Принципы описания импульс-
ных систем с ШИМ приведены в работах [1, 10].

Постановка задачи исследования

Широтно-импульсный регулятор может быть 
выполнен по двум схемам, показанным на рис. 1.

В схеме на рис. 1, а относительная величина 
пульсаций напряжения первой гармоники на 

ЭМ U1 составляет 
πγ

=
πγ1

2 sin
•100 %U  и дости-

гает 127,3 % при γ = 0, где γ = tи/T — отношение 
длительности импульса tИ к его периоду T.

В схеме на рис. 1, б ключи работают с одной 
частотой и одинаковой относительной дли-
тельностью импульсов, но со сдвигом на пол-
периода частоты квантования. Для нее отно-
сительная величина первой гармоники пуль-
саций U2 будет равна

 

πγ
= γ

πγ
π − γ

= γ
πγ

2

2

2 sin 2
•100 %, при 0 0,5;

2

sin[2 (1 )]
•100 % при 0,5 1,0.

U

U

m m
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При γ = 0,5 пульсации в данной схеме от-
сутствуют. Частота квантования системы вы-
бирается по минимуму пульсаций и должна, 
по меньшей мере, в два раза превосходить наи-
высшую частоту возмущающих воздействий, 
на которую рассчитан стабилизатор тока.

Системы с ШИМ представляют собой рас-
пространенную разновидность дискретных 
систем. Но в таких системах даже с линейной 
частью первого порядка возможны автоколе-
бательные режимы при насыщении модуля-
тора. В нашем случае передаточная функция 
электромагнита с кованым сердечником для 
медленно меняющихся токов имеет вид [11—13]

 
+

= =
+ +

1

3 4
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( ) ,
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MI s K T s

W s
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Рис. 1. Схемы широтно-импульсного регулятора
t1 — длительность импульса; t2 — длительность паузы; T — период импульса; UЭМ — напряжение на ЭМ; U1 — напряжение 
с ключа Кл 1; U2 — напряжение с ключа Кл 2
Fig. 1. Pulse regulator circuits
t1 — pulse duration; t2 — pause duration; T — pulse period; UEM — voltage on EM; U1 — voltage from KL 1 key; U2 — voltage from KL 2 key
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I(s) — изображение выходного тока электро-
магнита; U(s) — изображение напряжения пи-
тания электромагнита; μ — магнитная про-
ницаемость материала; σ — полный коэффи-
циент рассеяния; y0 — толщина сердечника; 
LS, LM — индуктивности рассеяния и обмотки 
электромагнита, соответственно; RM — сопро-
тивление обмотки постоянному току.

Задачей данной работы является исследова-
ние динамических режимов систем стабилиза-
ции тока с ШИМ в целях оценки устойчиво-
сти таких систем методом линеаризации.

Линеаризация дискретной системы с ШИМ

Теория дискретных функций [10] позволяет 
достаточно полно аналитически исследовать 
системы с ШИМ при любом порядке линей-
ной части, но требует решений, которые пред-
ставляют сложную задачу даже для специали-
стов, владеющих аппаратом дискретных пре-
образований.

Начиная с 60-х годов прошлого века многие 
исследователи предлагали различные методы 
исследования динамики систем с ШИМ, осно-
ванные на допустимости применения того или 
иного математического аппарата, учитывающего 
информативные свойства ШИМ-сигнала [14].

Несколько специалистов (P. E. Andean [15], 
R. E. Nease [16]) предложили простую методику 
исследования динамических режимов систем 
с ШИМ, основанную на принципе эквива-
лентности сигналов с ШИМ и амплитудно-им-
пульсной модуляцией (АИМ) при равенстве их 
площадей. Этот приближенный метод несет по-
грешность в оценке поведения систем с ШИМ, 
но позволяет свести их исследование к клас-
су достаточно изученных линейных систем 
с АИМ. Такой подход можно назвать линеари-
зацией нелинейной дискретной системы. По-
ложим его в основу нижеприведенных оценок.

Прежде всего установим связь между стати-
ческими коэффициентами передачи элементов 

с АИМ и ШИМ исходя из равенства площадей 
модулированных сигналов, представленных на 
рис. 2.

При этом можно записать такие известные 
соотношения:

 = = ψА А Ш( )/ ; ( ) / ,K А x x K x T x

где KA и KШ — коэффициенты (крутизны) пе-
редачи элементов с АИМ и ШИМ; AA(x) — ам-
плитуда выходного сигнала элемента с АИМ; 
ψ(x) — относительная длительность импульсов 
элемента с ШИМ; T — период квантования.

Кроме того, принято:
 � для однополярного элемента с ШИМ (см. 

рис. 1, а)

 ψ = γ = < γ <1 1 1/ , 0 1;t T

 � для двухполярного элемента с ШИМ (см. 
рис. 1, б)

 
ψ = γ − γ = γ =

< γ < − < ψ <
1 1 1 2 2

1

2 1, / , / ,

0 1, 1 1.

t T t T

С учетом этих соотношений можно запи-
сать следующие формулы для площадей им-
пульсов:

 = γ = ψА А Ш Ш( ) ; ( ) .S A x T S A x T

Отсюда, приравнивая площади импульсов 
SA и SШ, после несложных преобразований 
получаем

Рис. 2. Связь между статическими коэффициентами передачи 
систем с АИМ и ШИМ
Fig. 2. Communication between static coefficients Transmission of 
systems with AIM and PWM
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где = ψ γА,Ш Ш( ) ( )/ ;A x A x  γ = const — относи-
тельная длительность импульса при АИМ.

Таким образом, амплитуда AA,Ш(x) стано-
вится таким же носителем информации о вход-
ном сигнале, как и при обычной АИМ.

Теперь будем исследовать обычную замкну-
тую одноконтурную схему системы автомати-
ческого управления, содержащую идеальный 
импульсный элемент, экстраполятор нулевого 
порядка с коэффициентом передачи KA,Ш и 
непрерывной частью, имеющей передаточную 
функцию KН,Т(s), являющейся отношением 
изображений выходного тока электромагнита 
I(s) и задающего сигнала системы стабилиза-
ции тока Uу(s). Для получения достаточно об-
щих выводов представим KН,Т(s) в виде суммы 
простых дробей:
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где число корней знаменателя передаточной 
функции будет равно n = v + k + 2l, причем 
здесь v — нулевых корней; k — вещественных 
некратных и l — число пар комплексно-сопря-
женных некратных коней.

Далее можно воспользоваться изображени-
ем в плоскости z для смещенной передаточной 
функции разомкнутой системы с экстраполя-
тором нулевого порядка и запоминанием на 
неполный интервал квантования γT, которое 
запишем в следующем виде:

 ∗ ∗ ∗σ = σ − εА,Ш 1( , ) [ ( , ) ( , )],iK z K Y z Y z  (2)

где KA,Ш — передаточный коэффициент экс-
траполятора; ∗ σ( , ),Y z  ∗ ε1 ( , )iY z  — смещенные 
z-преобразования передаточных функций им-
пульсной системы; σ и εi — относительные 
смещения. В свою очередь,
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где σz  обозначена операция определения сме-
щенного z-преобразования передаточной функ-
ции ′Н,Т( );K s
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В формуле (4) принято, что

 ∗
ε ′ε = Н,Т( , ) { ( )},
iiY z z K s  (5)

где εi — относительное фиктивное смещение.
Все дальнейшие выводы получены нами 

при оперировании формулами (1)—(5) для раз-
личных типов модуляторов. Для однополярно-
го модулятора (см. рис. 1, а) из формулы (1) 
получим

 
∗

∗ ∗⎡ ⎤ε
σ = σ −⎢ ⎥

⎣ ⎦
1

0 А,Ш
( , )

( , ) ( , ) ,
Y z

K z K Y z
z

 (6)

где σ < γ1 и ε1 = 1 + σ – γ1.
Если σ > γ1, то для преобразования следует 

пользоваться выражением (4б) при вычислении 
выражения (2). Этот случай (однополярного мо-
дулятора) нами здесь не рассматривается.

Для двухполярного модулятора (см. рис. 1, б)
из выражения (2) находим

 
∗ ∗ ∗

∗ ∗

σ = σ − ε −

− σ + ε

Д А,Ш 1 1

2 1 2

( , ) [ ( , ) ( , )

( , ) ( , )].

K z K Y z Y z

Y z Y z
 (7)

При этом примем следующие значения 
параметров относительных смещений:

а) для положительного импульса модулятора 
σ < γ1, ε1 = 1 + σ – γ; в случае σ > γ1 необходимо 
пользоваться выражением (4а), вычисляя 
составляющую ∗ ε1 1( , )Y z  в выражении (7);

б) для отрицательного импульса модулятора

 
σ = γ + σ ε = γ + σ − γ − γ + σ −

γ < γ + σ <
2 1 2 1 2 1

2 1

; 2 1

при 0 1;m
 (8)

 
σ = γ + σ ε = + γ + σ − γ − γ + σ

γ + σ < γ <
2 1 2 1 2 1

1 2

; 1 2

при 0 1.m
 (9)

Таким образом, при соблюдении условия (8) 
и γ + σ1 0,5,l  после преобразований по формуле 
(7) получаем:

∗

∗
∗ ∗ ∗

σ =

⎡ ⎤ε
= σ − σ + ε +⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

Д

1
А,Ш 2 2

( , )

( , )
( , ) ( , ) ( , ) .

K z

Y z
K Y z Y z Y z

z

 (10)
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При γ + σ1 0,5,m  учитывая (9), имеем

 
∗ ∗ ∗

− ∗ ∗

σ = σ − σ +

+ ε − ε

Д А,Ш 2

1
2 1

( , ) [ ( , ) ( , )

{ ( , ) ( , )}].

K z K Y z Y z

z Y z Y z
 (11)

В дальнейших исследованиях для упрощения 
выкладок положим σ = 0, т. е. будем определять 
несмещенные значения z-преобразований пере-
даточных функций ∗( ,0)K z  по формулам (6), 
(10) и (11) для импульсной системы, непрерыв-
ная часть которой описана выражением (1).

Для однополярного модулятора при ν = 1 
найдем

∗ ∗ ∗ ∗= + +0 А,Ш 1 2 3( ,0) [ ( ,0) ( ,0) ( ,0)],K z K K z K z K z  (12)

где
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Здесь взаимосвязь параметров с элементами 
слагаемых формулы (1) будет следующей:

 
−α= = =

ϕ = − β = + β

0

2 2
0 0

; / ; /2;

tg ( )/( ); .

jT
j j j j j j

j j j j j j j j
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Функции λ0( , )jF z  и λ1( , )jF z  вычисляются 
по единому выражению:

 
λλ = λ β + ϕ −

− − λ β − ϕ

1( , ) { cos( )

cos[(1 ) ]},
j i i j jj

j i j j

F z d z T

d T

со значениями λ0 = 0 и λ1 = 1 – γ1, а функция 
N(z) — по выражению

 = − β +2 2( ) 2 cos .j j jN z z zd T d

Для двухполярного модулятора примем 
γ1 l 0,5 и, соблюдая условия (8), по формуле 
(12), оперируя выражениями (1) и (10), 
расчитаем составляющие z-преобразованной 
несмещенной передаточной функции:
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−
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1
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Параметры полученных выражений нахо-
дятся так же, как в формуле (12), но λ0 = 0,
λ1 = 1 – γ1, λ2 = 2γ1 – 1 и λ3 = γ1. Аналогичным 
образом при γ1 m 0,5 по формуле (11) найдем:

 ∗ γ − γ −
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−
1 1

1
3 1
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В этих выражениях λ0 = 0, λ1 = 1 – γ1, λ3 = γ1,
но λ2 = 2γ1.

Устойчивость линеаризованной модели 
системы с ШИМ

Проанализируем частотные характеристи-
ки эквивалентной импульсной системы, в ко-
торой широтная модуляция заменена ампли-
тудной. Кроме того, ограничим число корней 
выражения (1) одним нулевым и k веществен-
ными. Тогда, используя w-преобразование для 
однополярного модулятора, имеем
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где 
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i
i

dT
d

 ω* — размерная псевдочастота.
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Выполнив аналогичные преобразования в 
формуле (12), с учетом выражений (13) и (14) 
при γ1 l 0,5 найдем:
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Наконец, при γ1 m 0,5 для двухполярного 
модулятора, преобразуя (12) с учетом выраже-
ний (15) и (16), получим:
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где λ λ= −3 0
1 ;i in d d  λ λ= −2 1
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−
= ⋅

+
Передаточная функция линеаризованной 

замкнутой эквивалентной системы при нуле-
вом смещении будет равна

 
ω

Φ ω =
+ ω

( ,0)
( ,0) .

1 ( ,0)
K

K

Поскольку при заданном значении относи-
тельной длительности импульсов γ1 полюсы и 
нули передаточной функции остаются посто-
янными по величине и могут быть легко опре-
делены, то для исследования ее устойчивости 
можно воспользоваться аналогом критерия 
Найквиста [17].

Для удобства исследований амплитудно-
фазовых характеристик вида (17)—(19) при ва-
риациях γ1 и ω* запишем эти выражения сле-
дующим образом:

 ∗ ∗ ∗ω = ω + ω( ,0) ( ,0) ( ,0).K j P jQ

Сопоставление характеристик систем с АИМ 
(эквивалентной модуляцией) и ШИМ выпол-
ним по приращению вещественных частей вы-
ражения (18) при γ1 = 1 и при γ1 < 1 и получим
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Из формулы (20) очевидно условие лучшей 
устойчивости системы с ШИМ, чем с АИМ, 
поскольку ∗Δ ω <0( ,0) 0P  при ω* → ∞.

Таким же способом найдем приращение 
вещественных характеристик систем с АИМ и 
с ШИМ при γ1 > 0,5 и двухполярной модуляции. 
Вычитая из вещественной части выражения 
(17) при γ1 = 1 вещественную часть выражения 
(18) и проводя ряд преобразований, получаем:
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Из формулы (21) видно, что ∗Δ ω <Д( ,0) 0P  
при ω* → ∞, но это условие начинает выпол-
няться при больших значениях частот, чем 
в случае однополярного ШИМ.

Исследовать в общем виде приращение 
∗Δ ω( ,0)P  при наличии в линейной части си-

стемы колебательных звеньев из-за громоздко-
сти выражений не удается, но можно сделать 
вывод, что условия устойчивости для таких 
систем с ШИМ изменяются по сравнению 
с системами, имеющими амплитудную моду-
ляцию, в зависимости от конкретных значе-
ний параметров колебательных звеньев. По-
этому устойчивость таких систем следует про-
верять по соотношениям (17)—(19) численным 
образом, что позволяет исследовать устойчи-
вость систем с ШИМ практически при любом 
составе их непрерывной части [18].

Заключение

1. Метод линеаризации систем с ШИМ пу-
тем замены последних на эквивалентную си-
стему с АИМ может с успехом использоваться 
для аналитического исследования устойчиво-
сти при относительно несложной непрерывной 
части системы или для численного исследова-
ния при любом составе непрерывной части.
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2. Можно утверждать, что условия устойчиво-
сти систем с ШИМ, содержащих в линейной ча-
сти только интеграторы и апариодические звенья, 
будут лучше, чем в таких же системах с АИМ.

3. Если будут заданы качественные пока-
затели переходного процесса, то можно уста-
новить пределы изменения относительной 
длительности импульсов ШИМ и с большей 
достоверностью оценить устойчивость экви-
валентной системы с АИМ при фиксирован-
ных минимальных и максимальных значениях 
γ1 (если отсутствует насыщение широтно-им-
пульсного модулятора).

4. При наличии насыщения в модуляторе 
эквивалентная система с АИМ должна рассма-
триваться как нелинейная, причем для оценки 
возможности возникновения автоколебаний 
могут быть использованы методы, разработан-
ные для нелинейных систем с АИМ.

5. Для приближенной оценки переходных 
процессов в системе с ШИМ при заданных 
постоянных минимальных и максимальных 
значениях γ1 расчитываются аналогичные ре-
жимы в эквивалентной системе с АИМ. Най-
денные показатели качества переходных про-
цессов используются как предельные для си-
стемы, имеющей ШИМ.
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Abstract

This study is devoted to the consideration of a method for assessing the stability of systems with pulse-width modula-
tion, based on the linearization of its equivalent system with pulse-width modulation. An approximate study of the dynamic 
modes of operation of systems with pulse-width modulation, taking into account the stability for the system of automatic 
control of the supply current of electromagnets under the conditions of external and internal interference, is carried out. 
Variants of execution of schemes of pulse-width regulators for the power supply of an electromagnet based on a unipolar 
and bipolar element with pulse-width modulation are presented. The possibility of linearization of systems with pulse-width 
modulation for the subsequent detailed assessment of the stability of such systems is shown. The prospects of using functional 
differential equations for stability analysis of automatic systems with pulse-width modulation are shown. The frequency 
characteristics of an equivalent pulse system are analyzed using the example of a current stabilization system of high-power 
electromagnets with a pulse-width regulator, taking into account the replacement of the latitude modulation by the ampli-
tude one. Based on the analysis of the resulting transfer function, which is a stable linearized equivalent open system, the 
ways of evaluating the stability of the original system with pulse-width modulation using the Nyquist stability criterion are 
proposed. The conclusion is made about the advantage of a system with PWM, in relation to a system with AIM, in terms 
of stability, and recommendations are given for the use of the obtained data in the analysis of transients in such systems.
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Динамическая задача оптимального управления ориентацией 
космического аппарата с ограничением на фазовые переменные

Введение

Исследуется динамическая задача опти-
мального по времени управления разворотом 
космического аппарата (КА) из произвольного 
начального положения покоя в заданное ко-
нечное положение покоя, когда ограничены не 
только управляющие функции, но и фазовые 
переменные (ограничения наложены на сило-
вой момент и угловую скорость). Простран-
ственное движение КА относительно центра 
масс описывается кватернионом [1]. Постро-
ение оптимальной программы вращения ос-
новано на кватернионных моделях, принципе 
максимума и универсальных переменных [2].

Вопросы управляемого движения твердого 
тела вокруг центра масс исследовались неод-
нократно [1—14] (в том числе с помощью гиро-

динов [3—5]). Многие авторы отмечают [6, 7], 
что аналитическое решение задачи оптималь-
ного разворота в замкнутой форме, если бы 
оно было найдено, имело бы большой практи-
ческий интерес, так как позволяет применять 
на борту КА готовые законы программного 
управления и изменения оптимальной траек-
тории движения КА. Немало работ исследуют 
проблемы наискорейшего разворота [1, 5—10]. 
Некоторые решения получены для осесим-
метричных КА [9—11] (причем в работе [11] 
дано лишь численное решение краевой задачи 
принципа максимума путем замены перемен-
ных и сведением ее к краевой задаче разворота 
сферически-симметричного тела). Однако ана-
литическое решение задачи пространственно-
го разворота для КА с произвольным распре-
делением масс при произвольных граничных 

Представлено аналитическое решение задачи оптимального управления переориентацией космического аппарата 
(КА) из произвольного начального углового положения в требуемое конечное угловое положение при наличии ограни-
чений как на управляющие функции, так и на фазовые переменные (ограничены силовой момент и угловая скорость). 
Минимизируется время разворота. Рассматривается случай, когда существенным ограничением является максимально 
допустимая кинетическая энергия вращения. Построение оптимального управления разворотом основано на принци-
пе максимума и кватернионных переменных и моделях. Показано, что оптимальным является кусочно-непрерывное 
управление, при котором во время вращения КА направление кинетического момента постоянно относительно инер-
циальной системы координат, при выполнении оптимального разворота момент сил параллелен прямой, неподвижной 
в инерциальном пространстве. В зависимости от заданных начального и конечного положений и моментов инерции 
КА возможны два типа оптимального управления — релейное управление с одной точкой переключения, когда на всем 
интервале управления действует максимально возможный управляющий момент (участки разгона и торможения), и 
релейное управление с двумя точками переключения, включающее интенсивный разгон, движение по инерции с выклю-
ченным моментом и выходом на ограничение по энергии вращения, а затем финальным торможением с максимальным 
управляющим моментом. Записаны аналитические уравнения и соотношения для нахождения оптимальной программы 
управления. Даны расчетные формулы для определения временных характеристик маневра и вычисления длительности 
разгона и торможения. Предложенный алгоритм управления позволяет максимально быстро осуществлять переориен-
тацию КА с ограниченной кинетической энергией вращения. Для динамически симметричного твердого тела (космиче-
ского аппарата) поставленная задача оптимального управления решается до конца — получены зависимости как явные 
функции времени для управляющих переменных и соотношения для расчета ключевых параметров закона управления. 
Приводятся численный пример и результаты математического моделирования движения КА при оптимальном управ-
лении, демонстрирующие практическую реализуемость разработанного метода управления ориентацией КА.

Ключевые слова: космический аппарат, ориентация, кватернион, энергия вращения, принцип максимума, управ-
ляющая функция, релейное управление
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условиях по угловому положению КА не най-
дено; известны лишь некоторые особые случаи 
решения задачи разворота (например, [1, 12]).

Проблема создания высокоэффективных 
алгоритмов управления ориентацией КА оста-
ется актуальной и сегодня. Предлагаемое ниже 
решение позволяет максимально быстро раз-
ворачивать КА с ограниченной кинетической 
энергией вращения, что крайне важно для 
практики космических полетов. Вопросы бы-
стродействия маневров при экономном управ-
лении движением КА остаются до сих пор ак-
туальными, поэтому решаемая задача является 
практически важной.

Уравнения углового движения
и постановка задачи управления

Полагаем, что управление угловым положе-
нием КА осуществляется посредством испол-
нительных механизмов, со здающих вращаю-
щие моменты относительно всех трех главных 
центральных осей инерции КА. Угловое дви-
жение КА как твердого тела описывается ди-
намическими уравнениями Эйлера [1]
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и кинематическим уравнением, записанным 
в кватернионной форме [1],

 Λ = Λ� �2 ,w  (2)

где Ji — главные центральные моменты инер-
ции КА; ωi — проекции вектора w абсолютной 
угловой скорости КА на оси связанного базиса 
EКА, образованного главными центральными 
осями эллипсоида инерции КА; Мi – проек-
ции главного момента М сил на оси связанно-
го базиса EКА =( 1, 3)i ; Λ — кватернион [1], за-
дающий движение связанного базиса ЕКА от-
носительно инерциального базиса I. Считается, 
что область допустимых управлений М описы-
вается условием [10]

 + +
2 2 2

21 2 3
0

1 2 3

,
M M M

u
J J J

m  (3)

где u0 > 0 — некоторая положительная величи-
на, характеризующая мощность исполнитель-
ных органов системы ориентации КА. Далее 

полагаем, что для допустимых движений ки-
нетическая энергия вращения КА не должна 
превышать некоторой положительной величи-
ны Eдоп, т. е. управление ограничено условием

 ω + ω + ω2 2 2
1 1 2 2 3 3 доп2 ,J J J Em  (4)

где Eдоп — максимально допустимая энергия 
вращения. Практическое значение имеют зада-
чи, когда разворот выполняется из положения 
покоя в положение покоя относительно опор-
ного базиса I (и угловые скорости в начальный 
и конечный моменты времени равны нулю, так 
как базис I не вращается); рассматривается зада-
ча разворота с закрепленными левым и правым 
концами траектории движения. Поэтому урав-
нения (1), (2) имеют следующие краевые условия:

 Λ(0) = Λн, w(0) = 0; (5)

 Λ(Т) = Λк, w(T) = 0, (6)

где Т — время окончания маневра переори-
ентации. Кватернионы Λн и Λк имеют произ-
вольные наперед заданные значения, для кото-
рых Λк ≠ ±Λн и ||Λн|| = ||Λк|| = 1 (кватернион Λ 
принят нормированным [1] для удобства). За-
дачу оптимального управления сформулируем 
следую щим образом: необходимо перевести КА 
из состояния (5) в состояние (6) в соответствии 
с уравнениями (1), (2) и ограничениями (3), (4) 
за минимальное время Т. Оптимальное реше-
ние М(t) ищется в классе кусочно-непрерыв-
ных функций.

Математическая формулировка
необходимых условий оптимальности

В соответствии с принципом максимума [15] 
введем сопряженные переменные ϕi, соответ-
ствующие угловым скоростям ωi. Вместо сопря-
женных переменных ψj, соответствующих ком-
понентам λj кватерниона Λ =( 0, 3)j , использу-
ем универсальные переменные ri =( 1,3)i  [2], 
поскольку критерий оптимальности не содер-
жит позиционных координат (элементов ква-
терниона ориентации Λ). Запишем гамильтони-
ан задачи оптимального управления (1)—(6) [2]:

 H = –1 + ϕ1(М1 + (J2 – J3)ω2ω3)/J1 +
 + ϕ2(М2 + (J3 – J1)ω1ω3) /J2 +
 + ϕ3(М3 + (J1 – J2)ω1ω2) /J3 + ω1r1 + ω2r2 + ω3r3.

Оптимальные функции ri как компоненты 
вектора r удовлетворяют уравнениям
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Уравнения для сопряженных функций ϕi 
имеют вид
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Гамильтониан Н составлен без учета ограни-
чения ||Λ|| = 1 для фазовых переменных в силу ра-
венства ||Λ(0)|| = 1, о чем договорились выше. Век-
тор r неподвижен относительно инерциального 
базиса I, из-за чего |r| = const ≠ 0. Решение r(t) 
системы (7) определяется начальным Λн и конеч-
ным Λк положениями КА. Оптимальная функ-
ция r(t) вычисляется через кватернион Λ(t) [1,  2]:

 Λ= Λ� � � ,Ecr

где = Λ= Λ �� �н нconst (0)Ec r  (составляющие 
вектора cE — проекции вектора r на оси инер-
циального базиса I). Система уравнений (7), 
(8) совместно с требованием максимальности 
гамильтониана H дает необходимые условия 
оптимальности. Обозначим

 = ω + ω + ω2 2 2
1 1 2 2 3 3( ) ( )/2.E t J J J

Для нахождения максимума гамильтониана 
запишем функцию H в виде

 = ϕ + ϕ + ϕ +1 1 1 2 2 2 3 3 3/ / / ,invH M J M J M J H

где Hinv не зависит явно от управляющих функ-
ций Mi. Пусть j = {ϕ1, ϕ2, ϕ3} — вектор сопряжен-
ных переменных ϕi. Нетрудно видеть, что в слу-
чае j ≠ 0 максимум функции Н для управлений 
Мi(t) при ограничении (3) достигается, если
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В начале и в конце разворота ограничение 
(4) несущественно, оно переходит в строгое не-
равенство, так как угловые скорости в началь-
ный и конечный моменты времени равны нулю:
w(0) = w(T) = 0. Поэтому в интервалах движения, 
когда E(t) < Eдоп, оптимальное решение опреде-
ляется замкнутой системой уравнений (1), (2), 
(7)—(9) с учетом требований (5), (6). Системе 
(1), (7)—(9) удовлетворяют функции ϕi, про-
порциональные ri. С учетом условий разворота

w(0) = w(Т) = 0 система уравнений (1), (7)—(9) 
имеет единственное решение, в котором ϕi и 
угловые скорости ωi связаны с переменными ri 
зависимостями

 ϕ = ( ) ;i ia t r  (10)

 ωi = b(t)ri / Ji, (11)

где b(t) — скалярная функция времени; a(t) = 
= a(0) – t (значение a(0) определяется времен-
ными параметрами разворота). Подставив ра-
венства (10), (11) в систему (8) с учетом урав-
нений (1), (7), (9) получим три тождества, что 
доказывает истинность решения (10), (11). Зна-
чение r(0) такое, чтобы в результате интегриро-
вания уравнений (1), (2), (7), (11) с начальными 
условиями Λ(0) = Λн для траектории движения 
Λ(t) выполнялось равенство Λ(Т) = Λк.

Разворот КА совершается максимально бы-
стро, если в каждый момент времени t угловая 
скорость максимальна, насколько это позволяют 
ограничения (3) и (4). Если E(t) < Eдоп, то опти-
мальным является управление (9), и М ≠ 0, если 
j ≠ 0. При условии E(t) = const = Eдоп область 
возможных значений вектора u с компонента-
ми = /i i iu M J  сокращается из шара |u| m u0
до плоского круга, ограниченного окружностью, 
образованной пересечением сферы с плоско-
стью, перпендикулярной вектору, компонента-
ми которого являются ωi iJ  (поскольку для 
выполнения E(t) = const = Eдоп должно выпол-
няться =� 0E  и, следовательно, М•w = 0; знак 
умножения "•" означает скалярное произведение 
векторов). Оптимальный момент М обязан на-
ходиться внутри сечения эллипсоида (3) плоско-
стью, перпендикулярной угловой скорости w,
с тем, чтобы =� 0,E  пока не наступит момент на-
чала остановки вращения (а он существует, по-
скольку w(T) = 0).

При разгоне (начиная с момента t = 0), когда 
E(t) < Eдоп и кинетическая энергия вращения 
E(t) возрастает, имеем a(t) > 0 и М ≠ 0 и, как 
следствие,
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u J
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(управляющий момент (12) делает раскрутку 
максимально быстрой [13]). На участке тормо-
жения (в интервале времени слева от момента 
t = T), когда E(t)<Eдоп и кинетическая энергия 
вращения E(t) уменьшается, a(t) < 0 и М ≠ 0, 
чтобы <� 0,E  т.е.
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(слева от момента t = T управляющий момент 
М и кинетический момент L имеют противо-
положные направления, и длительность оста-
новки вращения минимальна [13]). На участках 
разгона и торможения, когда E(t) < Eдоп, кине-
тическая энергия вращения изменяется в соот-
ветствии с уравнением = ±�

0 2E u E  ("+" соот-
ветствует разгону, "–" — торможению). Поэтому 
для участка разгона = 2 2

0 2,( /)E t u t  а для участ-
ка торможения = −2 2

0( ) ( ) /2.E t u T t  Посколь-
ку в момент начала торможения кинетическая 
энергия такая же, как в момент окончания разго-
на, то длительности разгона и торможения оди-
наковы и равны τ = = maxр 02 / ,Et u  где Emax =
= E(T/2) — максимальная энергия вращения.

Найдем, каким будет оптимальное управле-
ние М, чтобы удовлетворялось условие =� 0E  
с одновременной максимизацией гамильтони-
ана H. При вращении с постоянной кинетиче-
ской энергией E(t) = Eдоп необходимо, чтобы

 М1ω1 + М2ω2 + М3ω3 = 0. (14)

Для решения уравнений (10), (11) при усло-
вии E(t) = const = Eдоп имеем

 ϕ1 М1/J1 + ϕ2 М2/J2 + ϕ3 М3/J3 =
 = а(t)(М1ω1 + М2ω2 + М3ω3)/b(t) = 0,

и поэтому

 H = ω1r1 + ω2r2 + ω3r3 – 1 (15)

(очевидно, b(t)≠0, когда E(t) = Eдоп). Угловые 
скорости ωi, при которых достигается макси-
мум гамильтониана H (с учетом E(t) = Eдоп), 
будут следующими:

 ω =
+ +

доп

2 2 2
1 1 2 2 3 3

2
.

/ / /

i
i

i

r E

J r J r J r J
 (16)

При выполнении соотношений (10), (11) га-
мильтониан H равен

 
= − + + + +

+ + +
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Подставив зависимости (16) для оптималь-
ных угловых скоростей ωi в динамические 
уравнения (1) с учетом уравнений (7) для оп-
тимальных функций ri, получим оптимальный 
силовой момент М = 0 для моментов времени, 

когда E(t) = const = Eдоп (на участке между раз-
гоном и торможением), при этом =� 0,H  так 
как на этапе разгона оптимальный момент М 
и вектор j имеют одинаковое направление и 
в момент окончания разгона ri = Jiωi/b. Легко 
убедиться, что

 + + =2 2 2
1 1 2 2 3 3/ / / const,r J r J r J

Поскольку |r| ≠ 0 и H = const внутри отрезка 
времени, на котором E(t) = const = Eдоп (так
как =� 0),H  то

 = = + + +2 2 2
1 1 2 2 3 3(1 )/( /cons / / .t )H r r r Jb J J

Это означает, что в оптимальном развороте в ин-
тервале времени, когда E(t) = const = Eдоп, будет 
|L| = const, что подтверждает вывод об оптималь-
ности значения М = 0 в моменты времени, когда 
E(t) = const. Вращение по инерции есть частный 
случай закономерности (11) с учетом (7). На мо-
мент достижения равенства E(t) = Eдоп направ-
ления оптимального вектора j и кинетического 
момента L совпадают, поэтому единственным 
решением системы (1), (7), (8) в интервале време-
ни, когда E(t) = const, являются зависимости (10), 
в которых = −� 1.a  Из свойства непрерывности 
функции a(t) следует, что a(t) = a(0) – t для лю-
бого момента времени t, пока a(t) l 0. Как только 
a(t)<0, так управление (9) становится оптималь-
ным, потому что j ≠ 0 и силовой момент (9) (а 
значит, и (13)) не нарушает требования (4), по-
скольку при таком управлении будут выполнять-
ся условия  М•L < 0 и <� 0.E  Следовательно, ре-
шение (10), (11), в котором a(t) = a(0) – t, справед-
ливо для всего интервала управления t ∈ [0, T].
В оптимальном решении a(0) > 0 и a(T) < 0.

Структура оптимального управления

В зависимости от условий разворота (соче-
тания значений Λн, Λк и J1, J2, J3, u0) в опти-
мальном движении из начального положения 
Λн в конечное положение Λк максимальная ки-
нетическая энергия вращения может быть 
меньше Eдоп, а может возникнуть необходи-
мость вращения в течение какого-то времени 
с выполнением равенства E(t) = const = Eдоп. 
Определим условия, когда оптимальное управ-
ление исключает наличие моментов времени, 
в которые КА вращается с постоянной кине-
тической энергией. Для того чтобы ≠� 0E  на 
всем отрезке времени t ∈ [0, T], время T долж-
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но быть меньше, чем доп 02 2 / .E u  Чтобы рас-

считать время оптимального разворота T, ис-
пользуем значение функционала пути [14]

 = ω + ω + ω∫ 2 2 2
1 1 2 2 3 3

0

,
T

S J J J dt  (17)

которое не зависит от характера изменения 
скалярной функции b(t), если движение КА 
удовлетворяет уравнениям (7), (11) [14]. Исходя 
из соотношений =max2 2 ,T E S  Emax = u0

2τ2/2 
и T = 2τ получаем = =02 / fastTT S u  — ми-
нимально возможное время разворота при 
ограничении (3) даже без учета требования (4) 
к кинетической энергии вращения. Для оп-
тимального управления с одной точкой пере-
ключения в момент времени t = T/2 необхо-
димо выполнение условия доп 02 2 / .fast E uT m  
Если и0S m 2Eдоп, то во время максимально 
быстрого разворота вращение КА в режиме 
E(t) = const невозможно. Если и0S > 2Eдоп, то 
наличие участка движения КА с постоянной 
кинетической энергией вращения неизбежно; 
разница S – 2Eдоп /и0 определяет длительность 
участка движения по инерции.

Таким образом, в зависимости от значения 
функционала пути (17), вычисленного для дви-
жения в соответствии с уравнениями (7), (11), 
реализуется один из двух вариантов оптималь-
ного управления: если и0S m 2Eдоп, то опти-
мальным является релейное управление с од-
ной точкой переключения, при котором a(Т) = 
= –a(0), а если и0S > 2Eдоп, то оптимальным 
является релейное управление с двумя точками 
переключения, при котором a(0) > –a(T). Рис. 1 
отражает оптимальное управление, при кото-
ром существует отрезок времени с E(t) = const 

(при выполнении условия S > 2Eдоп/и0 для зна-
чения (17)); t1 — ближайший к началу разворота 
момент достижения равенства E(t) = Eдоп; t2 — 
момент смены знака скалярной функции a(t) 
(начиная с момента времени t = t2 функция a(t) 
удовлетворяет условию a(t) < 0). Для t > t2 имеем 
a(t) < 0, и оптимальным является управление 
(9), потому что при таком силовом моменте бу-
дет выполняться условие <= �• 0EМ w  и огра-
ничение (4) несущественно вплоть до t = T. 
В интервалах t < t1 и t > t2 оптимальным управ-
лением является (9), при котором будет выпол-
нено условие |M| = const = u0/C, где 

= + + =2 2 2
1 1 2 2 3 3 � c t/ on/ s ,/С p J p J p J  pi = ri / r0,

r0 = const = |r| ≠ 0.
На участке вращения с максимально допу-

стимой кинетической энергией оптимальный 
момент М определяется из трех условий: из 
ограничения (3), требования (14) и условия, 
что в каждый текущий момент времени t, пока 
E(t) = const = Eдоп, гамильтониан H принимает 
максимальное значение. Из структуры гамиль-
тониана (15) следует, что во время вращения 
КА с постоянной максимально допустимой 
кинетической энергией оптимальным являет-
ся такое управление М, при котором в каждый 
текущий момент времени t (пока E(t) = const =
= Eдоп) угловая скорость w удовлетворяет соот-
ношениям (16).

Требование (14) привело к структуре (15), 
при которой гамильтониан H не зависит яв-
ным образом от силового момента М. Опти-
мальное значение М вычисляем путем под-
становки оптимальных угловых скоростей (16) 
в уравнения (1) с учетом (7) для переменных 
ri и проверки выполнения условий (3), (14)
(т. е. проверяем, чтобы момент М находился 
внутри области допустимых значений). В ре-
зультате получим М = 0. Очевидно, что най-
денное управление удовлетворяет (3), (14). Та-
ким образом, структура оптимального управ-
ления полностью определена:
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Заметим, что вращение по инерции пол-
ностью соответствует (10), (11) ((16) является 
частным случаем (11) и не противоречат (10)). 
Поэтому найденное оптимальное решение (10), 

Рис. 1. К определению точек переключения
Fig. 1. For determining the points of switching
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(11) справедливо на всем интервале управле-
ния t ∈ [0, T].

Константу r0 определим из условия транс-
версальности H(Т) = 0 (так как время оконча-
ния оптимального процесса не фиксировано). 
Найдем H(Т) с учетом (10):

 − + − + + =

= − −

=

= 2 2 2
0 1 1 2 2 3 3

0 0

1 ( )(

(

/ / / )

1 .

)

( )

H T

a T u r J r J r J

u a T r C

Значение a(Т) оптимальной функции a(t) 
в конечный момент времени равно a(Т) =
= –1/(u0r0C). При любом типе оптимально-
го управления (с одной или с двумя точками 
переключения) a(Т) = –τ (напомним, τ — дли-
тельность разгона и торможения). Поэтому r0 =
= 1/(u0τC). Отсюда оптимальное значение r0 
равно = д0 оп( 21 ),/r C E  если присутствует уча-
сток вращения с постоянной максимально до-
пустимой кинетической энергией Eдоп. Для оп-
тимального управления с одной точкой пере-
ключения τ = 0/ ,S u  поэтому = 00 1/( ).C u Sr

Время оптимального разворота T рассчиты-
вается на основании функционала пути (17). По-
скольку оптимальное движение КА удовлетворя-
ет уравнениям (7), (11), то значение S не зависит 
от характера изменения скалярной функции b(t) 
и является минимально возможным [14]. Если 
и0S > 2Eдоп, то имеет место участок вращения 
КА с E(t) = const, а время оптимального разво-
рота T, длительности разгона τ и неуправляемо-
го вращения вычисляются по формулам

 
= + τ =

= −

доп доп 0 доп 0

св доп доп 0

/ 2 2 / , 2 / ,

/ 2 2 / .

T S E E u E u

t S E E u

Если и0S m 2Eдоп, то в оптимальном движе-
нии не существует моментов времени, когда 
E(t) = const (tсв = 0), и время оптимального раз-
ворота равно = =0�2 / .fastT TS u

Уравнения (7), (11) удовлетворяются на всем 
отрезке времени t ∈ [0, T], поэтому оптималь-
ное движение определяется зависимостями

Λ= Λ− + − � � �0 р тsign sig[ ( ) ( ) /2]n ;pm t t t tМ c  (18)

 Jiωi = m0(tр + tт – |t – tр| – |t – tт|)pi/2, (19)

где m0 = u0/C, pi — компоненты вектора р = r/|r|, 
tр — время окончания разгона; tт — момент 
начала торможения, = = Λ Λ�� �0 ннcons ,tpc р
р0 = р(0):

 = ор 0 д п 0min( / , 2 / ),t S u E u

 = 0 опт дmax( / ,� / 2 ),S ut S E

 Λ= ΛΛ Λ� �� � � �н 0 н .p p

Зависимости (7), (18), (19) с учетом равенств 
ri = r0рi — единственное решение задачи опти-
мального управления (1)—(6). Из (7), (18) и со-
отношений ri = r0рi видно, что при оптималь-
ном управлении момент М действует вдоль 
прямой, неподвижной в инерциальной системе 
координат. Оптимальным (в смысле миниму-
ма времени Т) будет разворот КА, при котором 
направление кинетического момента остается 
неизменным относительно инерциальной си-
стемы координат (векторы М и L коллинеар-
ны). На всем отрезке времени t ∈ [0, T] от-
ношение кинетической энергии вращения Е 
к квадрату модуля кинетического момента КА 
постоянно:

 += =+2 2 2
1 1 2

2
2 3 3

2/ 0,5 const.| | ( / / / )/| |r J r J rr JЕ L

Для функций a(t), b(t) оптимального реше-
ния справедливы соотношения:

 a(0) = Т – 1/(u0r0C), a(Т) = –1/(u0r0C),
 b(t) = u0(T – |t – tр| – |t – tт|)/(2r0C).

Время разворота T и оптимальное значение 
r0 равны

 
= +

=

0 доп доп 0

0 0 доп

max(2 / ; / 2 2 / ),

max(1/ , 1/ 2 )/ .

T S u S E E u

r u S E C

Максимальный модуль кинетического мо-
мента =max 0 допmin( ,2 )/ .L u S E C  Максималь-
ная энергия вращения за время оптимального 
разворота Emax = min(u0S / 2, Eдоп).

Если u0S m 2Eдоп, то в законах (18), (19) 
== =т 0р / /2t T S ut  (оптимальным является 

релейное управление с одной точкой переклю-
чения); при этом Emax = u0S/2, и ограничение 
(4) несущественно. Время оптимального разво-
рота составляет = 02 / .T S u  Если u0S > 2Eдоп, 
то tт > tр (tр = τ, tт = T – τ), в оптимальном 
развороте имеется участок вращения по инер-
ции (реализуется релейное управление с дву-
мя точками переключения и tсв ≠ 0). Решение 
задачи оптимального по времени разворота 
с ограничением на фазовые переменные (4) 
подчиняется уравнениям (7), (10), (11), а управ-
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ляющие переменные Мi и угловые скорости ωi 
изменяются в соответствии с законами (18), 
(19). Решение (18), (19) оптимально, потому что 
оно — единственное; только оно одно (и ника-
кое другое) удовлетворяет необходимым усло-
виям оптимальности. Оптимальный вектор р0 
рассчитывается в результате решения краевой 
задачи принципа максимума. Константы S, С, 
m0 полностью определяют программу движе-
ния при оптимальном законе управления про-
странственным разворотом КА.

Частный случай оптимального управления 
разворотом КА

Задача построения оптимального управле-
ния М(t) состоит главным образом в нахожде-
нии такого вектора р0 = р(0) (и значения S), 
чтобы в результате движения в соответствии 
с уравнениями (2), (7), (11) и начальными ус-
ловиями (5) выполнялись равенства (6). Ука-
занная система имеет аналитическое решение 
только для динамически симметричного и 
сферического тел.

Для динамически симметричного КА (на-
пример, когда J2 = J3) задача оптимального 
управления разворотом решается до конца. 
Оптимальное движение представляет собой 
одновременное вращение КА как твердого 
тела вокруг своей продольной оси ОХ и вокруг 
вектора р, неподвижного в инерциальном про-
странстве и составляющего с продольной осью 
КА определенный постоянный угол. Угловые 
скорости относительно осей ОХ и р изменяют-
ся пропорционально, и поэтому для оптималь-
ного решения p(t) справедливы уравнения

 β αΛ = Λ � �o 1/2 /2
к н ,p eе e

 р1 = р10, р2 = р20cosκ + p30sinκ,

 р3 = –р20sinκ + p30cosκ, 
−

κ = ω∫2 1
1

2 0

( ) ,
tJ J

t dt
J

где pi0 = рi(0); е1 — орт продольной оси КА; α, 
β – углы поворота КА вокруг продольной оси 
ОХ и вокруг вектора р соответственно (|α| m π, 
0 m β m π); продольная угловая скорость ω1(t) 
вычисляется по формулам (19) с учетом р1 = р10.
Зависимость pi 0, α, β от Λн и Λк определяется 
значением Λ = Λ Λ� �р н к  из системы

 
−

α = β2 1
10

1

;
J J

p
J

 
β α β α
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β α β α
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2 2 2 2
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β α β α

+ = ν20 30 2sin cos sin sin ;
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p p

 
β α β α

− + = ν20 30 3sin cos sin cos ,
2 2 2 2

р p

где ν0, ν1, ν2, ν3 — компоненты кватерниона раз-
ворота Λр; –π m α m π, 0 m β m π. Существование 
решения р0 для любых значений кватерниона 
разворота Λр доказано ранее в работе [10]. Про-
граммные значения функций ωi рассчитывают-
ся по формулам (19). В явном виде оптимальное 
решение Mi(t) запишем следующим образом:

 M1 = m(t)р10, − γ= κ +2
102 1 sin( ,) ( )M m t p

 − γ= κ +2
103 ( ) 1 cos( ),tM m p

где

 m(t) = m0[sign(tр – t) + sign (tт – t)]/2;

 = β2 0р доп 0min( / , 2 / );Et J m u

 β β= 2 0 2 допт max( / , / 2 );t J m J C E

 γ = − 2
20 10arcsin( / 1 ),p p  если р30 l 0,

 или γ = π − − 2
20 10arcsin( / 1 ),p p

 если р30 < 0 (|р10| ≠ 1);

случай |р10| = 1 не рассматривается, так как 
он соответствует плоскому вращению вокруг 
продольной оси ОХ ). В любой текущий момент 
времени t кватернион ориентации Λ описыва-
ется функцией

 θ ρΛ = Λ � �o 1/2 /2
н( ) ,pt eе e

где ρ = − θ2 1 10 1( ) / ;J J p J  θ = ∫
2 0

1
( ) ,

t

t dt
J

L  или 

θ = + − − − −∫0
р т

2 0

( | | | |) .
2

t

р т
m

t t t t t t dt
J

Для несимметричного КА (когда ≠ ≠1 2 3J J J )
решение системы уравнений (2), (7), (11) нахо-
дится только численными методами, напри-
мер, методом последовательных приближений 
(в частности, [12, 16]). Как было показано рань-
ше [14], оптимальное значение р0 не зависит 
от характера изменения модуля кинетического 
момента |L| в процессе разворота, если КА вра-
щается по траектории с наименьшим значени-
ем интеграла (17), описываемой уравнениями 
(7), (11). Следовательно, краевую задачу прин-
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ципа максимума можно решить с помощью 
метода итераций, подробно описанного в пре-
дыдущей работе [12].

Компьютерная апробация алгоритма 
оптимального управления

Приведем численный пример решения зада-
чи оптимального управления. Рассмотрим раз-
ворот на 180 ° из исходного положения Λн, при 
котором оси КА совпадают по направлению 
с осями опорного базиса I, в заданное конечное 
положение Λк; элементы кватерниона Λк равны:
λ0 = 0; λ1 = 0,707107; λ2 = 0,39; λ3 = 0,59. Моменты 
инерции КА: J1 = 25603 кг•м2, J2 = 91495 кг•м2,
J3 = 80662 кг•м2, а u0 = 0,07077 Н•кг–1/2, Eдоп =
= 5 Дж. После решения краевой задачи принци-
па максимума получили следующие значения:
p0 = {0,455215; –0,347544; 0.819751} и S = 665 м•кг1/2. 
Исходя из рассчитанного р0 получили m0 =
= 16,8 Н•м. Так как и0S > 2Eдоп, то опти-

мальное управление имеет две точки пере-
ключения с участком вращения по инерции. 
Время достижения максимально допусти-
мой кинетической энергии Eдоп составляет 

= =дор п 02 /Et u  44,7 с, а момент начала тормо-
жения = =дт оп2/ Et S  210,3 с. Время разворота 
Т = 255 с, и = =д0 оп( 2/ )1 Er C  75 с.

Результаты численного моделирования дви-
жения КА во время оптимального разворота 
представлены на рис. 2—4. Из рис. 2 четко вид-
ны все три фазы — раскрутка, неуправляемое 
вращение, торможение до w = 0. Максималь-
ная величина кинетического момента соста-
вила Lmax = 750,7 Н•м•с. В отличие от угловых 
скоростей переменные λ0, λ1, λ2, λ3 и p1, p2, p3 — 
гладкие функции времени.

Заключение

Исследуется задача оптимального по вре-
мени разворота КА с учетом ограничений на 
управляющий момент и кинетическую энер-
гию вращения. Нахождение оптимальной по 
быстродействию программы переориентации 
КА с кинетической энергией вращения, не 
превышающей допустимого уровня, весьма ак-
туально. Ограниченность максимальной кине-
тической энергии вращения позволяет в экс-
тренных случаях погасить угловую скорость за 
время, не превышающее заданного значения
(в том числе в нештатной ситуации, когда 
требуется срочно прекратить маневр и макси-
мально быстро стабилизировать КА).

Представлено аналитическое решение пред-
ложенной задачи. Доказано, что двухимпульс-
ное управление, когда между разгоном и тор-

Рис. 4. Изменение компонент единичного вектора р во время 
оптимального разворота
Fig. 4. Changing the components of the unit vector p during opti-
mal slew maneuver

Рис. 3. Изменение компонент кватерниона L во время опти-
мального разворота
Fig. 3. Changing the components of quaternion L during optimal 
slew maneuver

Рис. 2. Изменение угловых скоростей во время оптимального 
разворота
Fig. 2. Changing the angular velocities during optimal slew 
maneuver
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можением КА вращается по инерции, является 
оптимальным. Показано, что в течение всего 
интервала управления направление кинети-
ческого момента постоянно в инерциальной 
системе координат, и КА вращается вдоль 
"траектории свободного движения". Выписа-
ны формализованные уравнения и расчетные 
выражения для построения оптимальной про-
граммы разворота. Приведены выражения для 
нахождения временных характеристик маневра. 
Для длительности разгона и торможения даны 
аналитические формулы. Приведены пример 
и результаты математического моделирования 
движения КА при оптимальном управлении, 
которые подтверждают практическую реализу-
емость описанного метода управления.

Рассмотренная задача достаточно актуаль-
на. Значение и важность состоят в том, что 
искомое управление и соответствующее ему 
движение ограничено максимально допусти-
мой энергией вращения. Наличие ограничений 
как на управляющие функции, так и на фазо-
вые переменные — принципиальное отличие 
предложенной задачи относительно известных 
работ; задача оптимального разворота включа-
ет ограничения на силовой момент и угловую 
скорость КА, что придает полученному реше-
нию существенную новизну. Наличие готовых 
формул для синтеза оптимальной программы 
движения во время поворотного маневра делает 
выполненное исследование практически значи-
мым и пригодным для непосредственного при-
менения в практике космических полетов.
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Abstract

An analytical solution to the optimal control problem of spacecraft reorientation from an arbitrary initial angular position 
into a required final angular position under the restrictions on control functions and phase variables is presented (the cont-
rolling moment and angular velocity are restricted). Time of slew maneuver is minimized. The specific case was considered 
when maximum admissible kinetic energy of rotation is significant restriction. Constructing the optimal control of reorientation 
is based on Pontryagin’s maximum principle and the quaternionic variables and models. It is shown that optimal mode is 
piecewise-continuous control when a direction of spacecraft’s angular momentum is constant relative to the inertial coordinate 
system during rotation of a spacecraft; for a performing an optimal turn, the moment of forces is parallel to a straight line fixed 
in inertial space. Two types of optimal control are possible depending on the given initial and final positions and spacecraft’s 
moments of inertia — relay control with one switching point when the controlling moment is maximal over the entire time 
interval of control (segments of acceleration and braking), and relay control with two switching point consisting of intensive 
acceleration, motion by inertia with the absented moment and an exit onto restriction of rotation energy, and then final brak-
ing with the maximum controlling moment. The analytical equations and relations for a finding the optimal control program 
are written down. The calculation formulas for determining the time characteristics of maneuver and computing a duration of 
acceleration and braking are given. The proposed algorithm of control provides maximally fast implementation of spacecraft 
reorientation under the limited kinetic energy of rotation. For an axially symmetric solid body (spacecraft), the optimal control 
problem, in dynamical statement, was solved completely — we obtained the dependences as explicit functions of time for the 
control variables, and relations for calculating the key parameters of the law of control are derived. The numerical example 
and results of mathematical simulation of spacecraft motion under the optimal control are presented, demonstrating the practi-
cal feasibility of the developed method for control of spacecraft attitude.

Keywords: spacecraft, attitude, quaternion, energy of rotation, maximum principle, control function, relay control
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Инвариантность управления боковым движением вертолета
по углу крена. Аналитический синтез

Введение

Современное развитие методов инвариант-
ного управления [1—3], управления линейны-
ми системами на основе точного размещения 
полюсов (pole placement, eigenvalue assignment, 
modal control) [4—9] позволяет осуществлять 
эффективный синтез законов стабилизации, 
в том числе аналитически, динамических си-
стем с многими входами и многими выходами 
(MIMO-систем) не только по каждому из подхо-
дов в отдельности, но и комплексно, когда обе-
спечивается как инвариантность по отношению 
к какому-либо возмущению, так и заданное раз-
мещение полюсов. В данной статье применение 
такого подхода в варианте аналитического син-
теза рассматривается по отношению к боковому 
движению одновинтового вертолета (ОВ).

Постановка задачи

ОВ как объект управления будем рассматри-
вать в форме Коши в виде взаимосвязанного 
бокового движения (крен—рысканье). В форме 
"вход—состояние" ОВ имеет вид [1, 2]

 = +�( ) ( ) ( ),x t Ax t Bu t  (1)

где матрицы кусочно-постоянных коэффици-
ентов равны
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где ΔV — отклонение боковой скорости; Δωx — 
отклонение угловой скорости крена; Δωy — от-
клонение угловой скорости рыскания; Δγ — от-
клонение угла крена; Δuz — угол отклонения 
конуса несущего винта в поперечном направ-
лении и Δuрв — шаг рулевого винта.

Параметры модели
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являются коэффициентами линеаризации
[1, 2, 9—12].

Для линеаризованной модели четвертого порядка изолированного бокового движения одновинтового вертолета 
как MIMO-системы, содержащей два входа, аналитически синтезировано управление, которое обеспечивает инвари-
антность движения по углу крена при наличии возмущений в каналах управления, а также требуемое размещение по-
люсов замкнутой системы, заданных любыми конкретными значениями из области их устойчивости. Подход к син-
тезу инвариантного управления заключается в поиске матрицы коэффициентов обратной связи линейной системы, 
которая удовлетворяет условиям инвариантности, представляющим собой систему степенных матричных уравне-
ний определенной конструкции. В основе синтеза лежит применение теорем, основанных на использовании условия 
регуляризации матричного уравнения и условий инвариантности при возмущениях в каналах управления, а также 
теорем, позволяющих с использованием оригинальной декомпозиции объекта управления размещать полюса МИМО-
системы. Под регуляризацией матричного уравнения понимается решение задачи обеспечения заданного множества 
сингулярных значений у обращаемой симметричной квадратной матрицы. Инвариантность MIMO-системы рассма-
тривается по отношению к неизмеряемым возмущениям в каналах управления. Использование такого подхода к син-
тезу инвариантного управления позволило получить аналитическое решение, которое обладает универсальностью и 
может быть применено на различных режимах полета одновинтовых вертолетов, имеющих различные динамические 
свойства. Показаны результаты численного синтеза бокового движения одновинтового вертолета с использованием 
полученных законов инвариантного управления, подтверждающие достоверность аналитических выражений.

Ключевые слова: инвариантность, возмущения в каналах управления, МИМО-система, декомпозиция, размеще-
ние полюсов, аналитический синтез, боковое движение одновинтового вертолета, полюса динамической системы
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Для унификации записи уравнений в даль-
нейших исследованиях введем следующие обо-
значения:
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тогда ОВ как объект управления  в разверну-
том виде запишется следующим образом:
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Полагая, что все компоненты вектора со-
стояния полностью наблюдаемые, синтезиру-
ем управление, инвариантное по крену к воз-
мущениям в каналах управления с заданным 
размещением полюсов, которые в аналитиче-
ском виде запишем обобщенно в виде

 ( ) = 1 2 3 4eig { }cA s s s s  (3)

(здесь и далее заданные полюса могут прини-
мать любые значения, определяемые теми или 
иными тактико-техническими требованиями).

Матрица С, определяющая контролируе-
мую координату для нашей задачи, имеет вид

 ( )= 0 0 0 1 ,C  (4)

а условие инвариантности выхода y динамической 
MIMO-системы (2), заданной в пространстве со-
стояний относительно входного возмущения w,

 

( )= + +

=
=

�( ) ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ),

( ) ( ),

x t Ax t B u t w t

u t Fx t

y t Cx t

 (5)

где y — вектор выхода; F — матрица коэффи-
циентов обратной связи, в соответствии с ра-
ботой [3] имеет вид системы степенных ма-
тричных уравнений
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 (6)

Для обеспечения условий (6) требуется най-
ти такую матрицу F, что выполняются все ра-
венства из системы уравнений (6), функцио-
нально зависящие от этой матрицы.

Аналитический синтез инвариантного управления

В работе предлагается решение сформули-
рованной задачи на основе подхода, изложен-
ного в работе [3]. В общем случае вместо систе-
мы (4) рассмотрим MIMO-систему вида

 
= + + +
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� т( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
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x t Ax t BFx t LB x t Bw t

y t Cx t
 (7)

где L — матрица наблюдателя состояния, или, 
в соответствии с работой [3], матрица инъек-
ции Морса.

Тогда справедлива следующая теорема [3].
Теорема. Для системы (5), где имеют место 

равенства CB = 0

 + += Σ −т т
0 ;L B AB  (8)

 + + + += Σ − + Σ −т т т
0 0( ( ) )А B B A B AB B  (9)

выполняются условия инвариантности
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При этом выполняется включение для мно-
жеств собственных значений (полюсов)

 ( )+ + ⊃ Σт
0eig( ) eig .A LB BF  (11)

Здесь Σ0 — матрица, определяющая собствен-
ные значения (полюса) замкнутой системы [3].

Условие (9) можно назвать спектральным ус-
ловием, поскольку оно определяет спектральные 
свойства замкнутой системы. На фигурирую-
щую в соотношениях (7), (8) матрицу Σ0 могут 
накладываться различные условия в зависи-
мости от дополнительных требований. Напри-
мер, это может быть требование устойчивости, 
устойчивости с заданным запасом и др.

С учетом (1), (4) проверим выполнение пер-
вого условия (6): CB = 0.

Отметим, что для (6) также справедливы не-
равенства

 ≠ ≠ ≠ ≠2 3 40, 0, 0, 0.CAB CA B CA B CA B

Вычислим далее псевдообратную матрицу
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где при условии неравенства нулю
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компоненты псевдообратной матрицы опреде-
ляются выражениями
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С учетом множества (3) назначим матрицу 
заданного размещения полюсов Σ0 в следую-
щем простом (диагональном) виде:

Σ =0 1 2diag( , ).s s

В соответствии с выра-
жением (9) вычислим ма-
трицу обратной связи
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Используя соотношение (8), найдем далее 
матрицу инъекции Морса [3]:
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В результате матрица замкнутого управле-
нием ОВ = + +т

cA A LB BF  принимает следу-
ющий вид:
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Проверка условий инвариантности (8) показы-
вает, что они действительно выполняются. При 
этом собственные значения матрицы Ac не со-
ответствуют требованию заданного размещения 
полюсов (3). Для разрешения данной проблемы 
скорректируем полученную матрицу инъекции 
Морса. Для этих целей воспользуемся декомпози-
ционным методом модального синтеза, который 
ранее многократно применялся авторами для ре-
шения различных задач синтеза [13—16].

С учетом соотношений размерностей век-
тора состояния (четыре) и вектора управле-
ния (два) при декомпозиции рассматриваемой 
MIMO-системы будут иметь место только два 
уровня декомпозиции: нулевой и первый. За-
дадим собственные значения по уровням де-
композиции в виде скаляров (скалярных ма-
триц) следующего вида:

 Σ = Σ =1 3 2 4, .s s

Для первого уровня декомпозиции необхо-
димые матрицы для расчета коррекции матри-
цы инъекции Морса определяются следующи-
ми выражениями [13]:
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где RC ⊥  — правый делитель нуля (аннулятор) 
матрицы C. Аналитические значения указан-
ных в формулах (15) матриц имеют вид
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При этом скорректированная матрица инъек-
ции Морса может быть вычислена по формулам

 − −= Σ −1 ;cL C A C  (16)

 − ⊥ + += − Σ −т
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где помимо приведенных ранее матриц из фор-
мул (15) фигурирует псевдообратная матрица
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В результате вычислений согласно (16), (17), 
при условии, что
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Окончательно матрица замкнутой MIMO-
систем ы, вычисленная по формуле

 � �= + ,c cA A LC

с учетом (16) примет вид
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.

c c c

c c c

c

c c c

c c c

c
c c c

c c

c c

c c cc

a a a

a a a
A

a a

a l a l a l l s

a l a l a l l s

a l a l a l la

a a

s

s a l a l a la
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При этом собственные 
значения матрицы �A  оказы-
ваются равными заданным

� { }= 1 2 3 4eig( ) , ,cA s s s s

т. е. поэлементно совпадают с множеством (3). 
Окончательная проверка условий инвариант-
ности (8) для случая �= ccA A  также подтверж-
дает получение требуемого результата.

Результаты численных исследований

Воспользуемся следующими числовыми 
значениями матриц коэффициентов:

 

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− − −⎜ ⎟=
⎜ ⎟− − −
⎜ ⎟

−⎝ ⎠
− −⎛ ⎞

⎜ ⎟− −⎜ ⎟=
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

0,1520 0,4226 0,9063 0,0960

18,6430 1,0600 1,6000 0
,

1,7570 0,1530 0,1360 0

0 1 0,4663 0

0,0320 0,0010

1,8740 8,9660
.

1,4600 0,3040

0 0

A

B

Назначим полюса замкнутой системы в со-
ответствии с (3) в виде

 ( ) { }= − − − −eig 1, 2, 5, 7 .cA  (20)

Используя аналитические выражение (10) и 
(11), получим

 

−
−

⎛ ⎞
=

− − −

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟=
⎜ ⎟−
⎜ ⎟

−

⎜ ⎟
⎠

−⎝ ⎠

⎝

1,5663 0,7870 0,0060 0,0013

1,7500 0,1628 0,0915 0,0003

0,6156� 0,0842

1,3066 0,3716
.

0,5394 0,2671

0,2837 0,28 7

,

3

F

L

При этом матрица замкнутой системы (12) равна

 

− − −
−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟

−

−
− − −

−⎝ ⎠

0,1197 0,0008 0,0182 0,0960

0,0241 1,9583 1,2295 0,0001

0,
.

0,0000

0192 0,0325 1,0413 0,0020

0,0089 0, 00002

cA

Проверка соблюдения условий инвари-
антности (10) дает положительный результат, 
а собственные значения равны

 ( ) { }= − − −eig 1, 2, 0,1261, 0,0068 ,cA

что не соответствует условию (20).
Коррекция инъекции Морса, осуществлен-

ная по описанной выше методике на основании 
применения выражения (18), с учетом s3 = –5,
s4 = –7 дает

�

− − − −⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟=
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟

− − − −⎝ ⎠

3

0,0001197 0,0000008278 0,00001823 3,76857

0,000024149 0,0019583 0,0012295 0,003086
10 ,

0,0000192 0,0000325 0,0010413 0,078637

0,00000018586 0,000000007 0,00000018 0,01188

cA

что соответствует собственным значениям (18) 
и условиям инвариантности (8).

Заключение

Для линеаризованной модели изолированно-
го бокового движения одновинтового вертолета, 
рассматриваемой как MIMO-система, получены 
аналитические выражения законов стабилиза-
ции, обеспечивающие условия инвариантности 
по углу крена при воз мущениях в каналах управ-
ления и заданное размещение полюсов. Приведе-
ны результаты численного решения задачи управ-
ления боковым движением ОВ с использованием 
полученных аналитических соотношений.
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Abstract
For the linearized fourth-order model of the isolated lateral motion of a single-rotor helicopter as a MIMO system containing 

two inputs, the control is analytically synthesized, which ensures the invariance of the roll angle motion in the presence of distur-
bances in the control channels, as well as the required placement of the poles of  the closed-loop system, given any specific values 
from the area of their stability. The approach to the synthesis of invariant control consists in finding a matrix of feedback coefficients 
of a linear system that satisfies the invariance conditions, which are a system of power matrix equations of a certain design. The 
synthesis is based on the application of theor ems based on the use of the regularization condition of the matrix equation and the 
invariance conditions under disturbances in the control channels, as well as theorems that make it possible to place the poles of the 
MIMO system using the original decomposition of the control object. Regularization of a matrix equation is understood as a solution 
to the problem of providing a given set of singular values for an inverted symmetric square matrix. The invariance of the MIMO 
system is considered with respect to unmeasured disturbances in the control channels. The use of such an approach to the synthesis 
of invariant control made it possible to obtain an analytical solution that is versatile and can be applied in various flight modes of 
single-rotor helicopters with different dynamic properties. The results of the numerical synthesis of the lateral motion of a single-
rotor helicopter using the obtained laws of invariant control, which confirm the reliability of the analytical expressions, are shown.

Keywords: invariance, disturbances in control channels, MIMO system, decomposition, pole placement, analytical 
synthesis, side motion of a single-rotor helicopter, poles of a dynamic system

For citation:

Zubov N. E., Ryabchenko V. N. Lateral Motion Control Invariance Helicopter on the Roll Angle. Analytical Synthesis, Mekhatronika, 
Avtomatizatsiya, Upravlenie, 2021, vol. 22, no. 6, pp. 331—336.

DOI: 10.17587/mau.22.331-336

 9. Zubov N. E., Ryabchenko V. N., Sorokin I. V. Synthesis Of 
Stabilization Laws Of A Single-Airscrew Helicopters Lateral Mo-
tion For Lack Of Information About Its Lateral Speed: Analytical 
Solution, Mekhatronika, Avtomatizatsiya, Upravlenie, 2018, vol. 19, 
no. 4, pp. 273—281.

 10. Zubov N. E., Ryabchenko V. N., Sorokin I. V. Output 
Control of the Longitudinal Motion Spectrum of a Single-Rotor 
Helicopter, Russian Aeronautics, 2020, vol. 63, no. 2, pp. 249—259.

 11. Romanenko L. G., Romanenko A. G., Samarova G. G. 
Aircraft Longitudinal Control Without a Pitch Command in the 
Autopilot, Russian Aeronautics, 2014, vol. 57, no. 4, pp. 25—29.

 12. Romanenko L. G., Samarova G. G., Romanenko A. G. 
Aircraft Lateral-Directional Control without a Roll Command in 
the Autopilot, Russian Aeronautics, 2014, vol. 57, no. 2, pp. 19—23.

 13. Zubov N. E., Mikrin E. A., Oleinik A. S., Ryabchen-
ko V. N. The spacecraft angular velocity estimation in the or-
bital stabilization mode by the results of the local vertical sensor 
measurements,Vestn. MGTU, Priborostr., 2014, no. 5, pp. 3—15.

 14. Zubov N. E., Mikrin E. A., Ryabchenko V. N., Proletar-
skii A. V. Analytical synthesis of control laws for lateral motion of 
aircraft, Russian Aeronautics, 2015, vol. 58, no. 3, pp. 263—270.

 15. Zubov N. E., Mikrin E. A., Misrikhanov M. S., Ole-
inik A. S., Ryabchenko V. N. Terminal bang-bang impulsive con-
trol of linear time invariant dynamic systems, Journal of Computer 
and Systems Sciences International, 2014, vol. 53(3), pp. 430—444.

References

 1. Misrikhanov M. S. Invariant Control of Multidimensional 
Systems: Algebraic Approach, Мoscow, Nauka, 2007.

 2. Mikrin E. A., Zubov N. E., Misrikhanov M. S., Ryab-
chenko V. N. Invariant control of low-altitude flight of a single-rotor 
helicopter, Automation. Modern Technologies, 2015, no. 6, pp. 3—8.

 3. Zubov N. E., Mikrin E. A., Misrikhanov M. S., Ryabchen-
ko V. N. Invariance conditions for MIMO systems based on regu-
larization, Doklady Mathematics, 2015, vol.92, no. 3, pp. 664—666.

 4. Dion J. M., Commault C. Feedback decoupling of structured 
systems, IEEE Trans. on Automat. Contr., 1993, AC-38, pp. 1132—1135.

 5. Van der Woude J. W., Murota K. Disturbance decoupling 
with pole placement for structured systems; a graph theoretic approach, 
SIAM J. on Matr. Anal. and Appl., 1995, vol. 16, no. 3, pp. 922—942.

 6. Wang Q. G. Decoupling Control, Springer-Verlag, 2003.
 7. Zubov N. E., Mikrin E. A., Ryabchenko V. N. Matrix 

Methods in the Theory and Practice of Automatic Control Sys-
tems for, Мoscow, MGTU Im. N. E. Baumana, 2016, 666 p.

 8. Ryabchenko V. N., Zubov N. E., Sorokin I. V., Proletar-
skii A. V. Complete Pole Placement Method For Linear Mimo 
Systems, Mekhatronika, Avtomatizatsiya, Upravlenie, 2018, vol. 19, 
no. 1, pp. 11—18.

Издательство "НОВЫЕ ТЕХНОЛОГИИ"
107076, Москва, Стромынский пер., 4

Телефон редакции журнала: (499) 269-5510, (499) 269-5397

Технический редактор Е. В. Конова.   Корректор M. Ю. Безменова.

Сдано в набор 29.03.2021. Подписано в печать 17.05.2021. Формат 60Ѕ88 1/8. Бумага офсетная.
Усл. печ. л. 8,86. Заказ MH621. Цена договорная.

Журнал зарегистрирован в Комитете Российской Федерации по делам печати, 
телерадиовещания и средств массовых коммуникаций

Свидетельство о регистрации ПИ № 77-11648 от 21.01.02

Учредитель: Издательство "Новые технологии"

Оригинал-макет ООО "Адвансед солюшнз". Отпечатано в ООО "Адвансед солюшнз".
119071, г. Москва, Ленинский пр-т, д. 19, стр. 1. Сайт: www.aov.ru






	obl_MAU_06_2021-1pl
	obl_MAU_06_2021-2pl
	mh621_web
	obl_MAU_06_2021-3pl
	obl_MAU_06_2021-4pl

