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СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ,
УПРАВЛЕНИЕ И ОБРАБОТКА ИНФОРМАЦИИ

УДК 681.5.01 DOI 10.17587/mau.21.667-674

Г. К. Шадрин, канд. техн. наук, shadrin.g.k@yandex.ru,
Восточно-Казахстанский технический университет им. Д. Серикбаева, г. Усть-Каменогорск, Казахстан

Синтез алгоритма управления нелинейным объектом на основе 
коррекции динамики объекта и компенсации возмущений1

ном для аффинных систем. Далее опять исполь-
зуются линейные методы. После такой линеа-
ризации не нужно автоматически или вручную 
подстраиваться под новый режим, но преобра-
зования, связанные с этим подходом сложны, 
нетривиальны и применимы далеко не для всех 
объектов [3—5, 8]. Распространен также прием, 
заключающийся в представлении нелинейного 
объекта в виде линейной модели с параметрами, 
зависящими от состояния (State Dependent Coef-
ficient, SDC) ([9—12, 21] и др.), и последующем 
составлении и решении уравнения Риккати, па-
раметры которого также зависят от состояния 
(SDRE-метод). Метод связан со значительным 
объемом вычислений в процессе управления.

В данной статье также используется струк-
тура объекта в виде SDC, но задача управления 
решается по-иному. Здесь используется метод 
коррекции динамики объекта и компенсации 
возмущений, предложенный в работе [13], об-
ладающий рядом преимуществ, среди которых 
можно отметить физическую наглядность зада-

Введение

По  своей физической природе практически 
все процессы как объекты управления являют-
ся нелинейными, нестационарными и много-
мерными. Для построения систем управления 
этими процессами целесообразно использо-
вать также нелинейные методы, учитывающие 
многоканальность и нестационарность объекта. 
Однако теория нелинейных систем управления 
пока не располагает универсальными инженер-
ными методами структурного синтеза для таких 
объектов, есть лишь проработки для отдельных 
их классов [1—4]. Распространенным приемом 
является "обычная" линеаризация объекта в об-
ласти рабочей точки и применение хорошо раз-
витых линейных методов синтеза ([1—6] и др.). 
Другой подход заключается в линеаризации об-
ратной связью [3, 4, 7, 20] и применяется в основ-

1Работа поддержана КН МОиН РК № AP 05130525.

Предложен новый подход для решения задачи управления нелинейным нестационарным многоканальным объектом 
с сосредоточенными параметрами и аддитивными возмущениями. Уравнения объекта представлены в векторно-ма-
тричном виде с числом выходных переменных, равным числу управляющих воздействий. Поставлена задача управления 
выходом объекта в условиях доступности для контроля выходных переменных и переменных состояния. Уравнения 
объекта предварительно преобразовываются к линейному виду с параметрами, зависящими от состояния, времени 
и управляющих воздействий (форма State Dependent Coefficient, SDC). Затем используется метод коррекции динамики 
объекта и компенсации возмущений. Проработан вариант преобразования к форме SDC на основе метода Е. А. Барба-
шина. Введены определения обратных моделей объекта по каналам отработки задания и возмущений. Представлены 
алгебраические уравнения, решением которых определяются функциональные матрицы обратных моделей. Введены 
определения фильтров-эталонов, позволяющих совместно с обратными моделями выполнить физическую реализацию 
управляющего устройства. Рассмотрены уравнения, которым должны удовлетворять матрицы фильтров-эталонов.

На примерах выяснено, что часть коэффициентов фильтров-эталонов можно задавать произвольно. На основе 
метода коррекции динамики объекта и компенсации возмущений с использованием обратных моделей и фильтров-
эталонов построен физически реализуемый алгоритм управления данным объектом. Составляющие итогового алго-
ритма находятся алгебраическими преобразованиями функциональных матриц математической модели объекта и 
фильтров-эталонов. Представлены уравнения, воспроизводящие процессы в замкнутой системе управления. Из урав-
нений следует асимптотическая устойчивость этой системы и соответствие переходных процессов своим филь-
трам-эталонам. Несмотря на то, что при построении системы использован принцип компенсации, получена много-
канальная система, работающая по принципу обратной связи. Преимуществом данного подходя является простая 
процедура структурного синтеза алгоритма управления по физически наглядным исходным данным. На примерах по-
казана эффективность полученных алгоритмов. Компьютерным моделированием показано соответствие поведения 
систем заданным требованиям. Намечены дальнейшие направления исследований.

Ключевые слова: система управления, многомерный нелинейный объект, компенсация возмущений, обратная мо-
дель, фильтр-эталон, алгоритм управления
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ния исходных данных, получение многоканаль-
ного алгоритма управления алгебраическими 
методами в аналитической форме, отсутствие 
статической ошибки регулирования. Метод ча-
стично проработан для линейных систем с по-
стоянными параметрами [13, 14] и др., однако 
при использовании алгебраических преобразо-
ваний функциональных матриц [17] он вполне 
может быть “приспособлен” для объектов в фор-
ме SDC. Представление объектов достаточно об-
щего вида в форме SDC может быть выполнено 
сравнительно простыми средствами на основе 
метода, развитого Е. А. Барбашиным [15, 16].

В статье основное внимание обращено на 
практическое применение предлагаемого ме-
тода синтеза, поэтому доказательства утверж-
дений и теорем опущены, но представлены 
четыре характерных примера. Доказательства 
могут быть выполнены несложным путем под-
становок и преобразований алгебраических 
векторно-матричных уравнений.

Постановка задачи

Рассматривается нелинейный нестационар-
ный многоканальный объект управления с ад-
дитивными возмущениями

 0 0 0 0

0 0 0 0

( , , ), ( , );

, ,

t′ ′= =
′ ′= + = +x y

x x u t y x

x x f y y f

�
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b a
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где x0 ∈ X0 ⊂ Rn — вектор состояния; u ∈ U ⊂
⊂ Rm — вектор управления; y0 ∈ Y0 ⊂ Rm — век-
тор выхода; t ∈ T ⊂ R — время; X0, U, Y0, T — 
заданные множества; β(•) ∈ Rn, α(•) ∈ Rm —
заданные векторные функции; fy ∈ Rm, fx ∈ Rn — 
неизвестные векторные возмущающие воздей-
ствия. Переменные и функции в соотношени-
ях (1) ограничены в областях своего определе-
ния. Другие требования к ним определяются 
отдельно для каждого класса объектов или 
конкретного объекта. Доступными для кон-
троля являются x0, y0. Объект (1) должен быть 
управляем по состоянию на множестве X0.

Для синтеза алгоритма управления в данной 
статье используется метод коррекции динамики 
объекта и компенсации возмущений. Идея ме-
тода согласно работе [13] заключается во вклю-
чении последовательно с объектом управления 
его обратной математической модели и вычита-
нии из соответствующих переменных обратной 
модели всех внешних аддитивных воздействий. 
Недоступные для контроля воздействия оцени-
ваются по рассогласованию соответствующих 
переменных объекта и обратной модели. Для 
возможности реализации управляющего устрой-
ства в цепи внешних воздействий обратной мо-
дели включены фильтры-эталоны, определяю-

щие динамику поведения системы управления. 
Исходные уравнения (1) объекта управления 
должны быть представлены в форме SDC:

 0 0 0 0

0 0 0
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где A(x0, u, t), B(x0, u, t), C(x0, u, t), D(x0, u, t) — 
функциональные матрицы соответствующих 
размерностей.

Таким образом, нужно простыми средства-
ми привести объект (1) к форме (2) и методом 
коррекции динамики объекта и компенсации 
возмущений, предложенным в работе [13], раз-
работать алгоритм управления, обеспечива-
ющий воспроизведение задания y ∈ Y0 ⊂ Rm 
на выходе этого объекта в условиях действия 
аддитивных возмущений fy, fx с точностью до 
заданных эталонных динамических систем.

Преобразование уравнений
объекта управления к форме SDC
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( , )
( , ),

( , )

t
t

t
⎡ ⎤

=⎢ ⎥
⎣ ⎦

z
f z

z

b

a
 

запишем систему (1) в виде 0

0
( , ).t

′⎡ ⎤
=⎢ ⎥′⎣ ⎦

x
f z

y

�
 Пред-

ставим согласно методу Е. А. Барбашина [15, 16]
функцию f(z, t) как f(z, t) = L(z, t)z, причем

 
1

0

( , )
( , ) ( , ) ; ( , ) .

t
t t d t

∂
= θ θ =

∂∫
f z

L z J z J z
z

 (3)

Тогда (1) получаем в виде

 0 0

0
( , ) .t

′⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥′ ⎣ ⎦⎣ ⎦

x x
L z

y u

�
 (4)

Распишем матрицу Якоби в соотношении (3):

 

0 0

0

0

0

1 0 2 0

3 0

( , , ) ( , , )

( , )
( , )

( , ) ( , , )
.

( , )

t t

t
t

t t

t

∂ ∂⎡ ⎤
⎢ ⎥∂ ∂⎢ ⎥= =
⎢ ∂ ⎥
⎢ ⎥∂⎣ ⎦

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

x u x u
x u

J z
x

0
x

J x u, J x u

J x 0

b b

a
 (5)

Согласно выражениям (3), (5) имеем

1 1

1 0 2 0
0 0

1

3 0
0

0 0

0

( , , ) ( , , )

( , )

( , )

( , , ) ( , , )
.

( , )

t d t d

t

t d

t t

t

⎡ ⎤
θ θ θ θ θ θ⎢ ⎥

⎢ ⎥= =⎢ ⎥
⎢ ⎥θ θ
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫ ∫

∫

J x u J x u

L z

J x 0

A x u B x u

C x 0

 (6)
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Подставляя выражение (6) в (4), получаем 
уравнения объекта управления (1) в виде

 
0 0 0 0

0 0

0 0 0 0

( , , ) ( , , )
;

( , )

, .

t t

t

′⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥′ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
′ ′= + = +x y

x A x u B x u x

y C x 0 u

x x f y y f

�

� �
 (7)

Замечание 1. Первообразные функции в (6) 
при нижнем пределе интегрирования должны 
быть равны нулю.

Рассмотренное преобразование уравнений (1) 
к виду (7) не единственное [12, 19], но предло-
женный алгоритм отличается простотой и, пред-
положительно, достаточной универсальностью.

Определение обратных моделей
и фильтров-эталонов

В дальнейшем для краткости записи вместо 
(x0, u, t) используется обозначение (•).

Определение 1. Систему

 ( ) ( ) , ( ) ( ) ,ϕ ϕ′ ′= ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅1x E x F y u G x H y� �  (8)

где x ∈ Rn — вектор переменных состояния; 
m

ϕ′ ∈y R  — вектор входных переменных; u1 — 
аддитивная составляющая вектора управления 
u; ( ), ( ), ( ), ( )⋅ ⋅ ⋅ ⋅E F G H  — матрицы соответству-
ющих размерностей, назовем обратной моде-
лью объекта управления по каналам отработки 
задания и fy, если при u = u1, x0(0) = x(0) со-
блюдаются равенства x0(t) = x(t), 0( ) ( ),t t′ =x x� �  

0( ) ( ).t tϕ′ ′=y y
Замечание 2. Принято, что ненулевая раз-

ность начальных условий для x0 и x входит 
в состав возмущений объекта (1).

Утверждение 1. Матрицы ( ), ( ), ( ), ( )⋅ ⋅ ⋅ ⋅E F G H  
могут быть найдены решением функциональных 
уравнений

 
( ) ( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) .

⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =
⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =

A E B G 1 C F 1

A F B H 0 C E 0
 (9)

В (9) и далее в матричных уравнениях нулем 
обозначены нулевые матрицы, а единицами — 
диагональные единичные матрицы соответ-
ствующих размерностей.

Определение 2. Систему

 
0

( ) ( ) ; ( ) ( ) ;

,

ϕ ϕ′ ′ ′ ′= ⋅ + ⋅ Δ Δ = ⋅ + ⋅ Δ

′ = − x

x E x F y u G x H y

x x f

� �� � �
� �� �

 (10)

где n∈x R�  — вектор переменных состояния;
Δu — аддитивная добавка к вектору управления 
u; 

0

n∈xf R  — вектор оценки fx; 
m

ϕ′Δ ∈y R  — 
вектор входных переменных, назовем обратной 
моделью объекта управления по каналам отра-
ботки fx.

Замечание 3. Из-за необходимости диффе-
ренцирования векторов x, ′x�  обратные модели 
(8), (10) не могут быть физически реализованы. 
Для возможности их реализации в состав систе-
мы управления включаются фильтры-эталоны.

Определение 3. Систему

 1 2 3 4( ) ( ) ; ( ) ( ) ,ϕ ϕ ϕ ϕ′ ′ ′= ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅x x y y x y� F F F F  (11)

где xϕ ∈ Rn — вектор переменных состояния;
y′ ∈ Rm — вектор входных переменных; 1( ),⋅F  

2 3 4( ), ( ), ( )⋅ ⋅ ⋅F F F  — матрицы соответствующих 
размерностей, назовем фильтром-эталоном по 
каналам отработки задания и fy, если при x(0) =
= xϕ(0) соблюдаются равенства x(t) = xϕ(t),

( ) ( )t tϕ=x x� �  и обеспечивается единичный коэф-
фициент передачи в статике.

Замечание 4. Одинаковые начальные условия 
x(0) = xϕ(0) легко выполняются, так как эти пере-
менные являются частью алгоритма управления.

Утверждение 2. Матрицы 1 2 3( ), ( ), ( ),⋅ ⋅ ⋅F F F  
4( )⋅F  удовлетворяют системе функциональных 

уравнений

 
1 3 2

1
3 1 2 4

( ) ( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) , ( ) .−

⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =

⋅ ⋅ ⋅ = − ⋅ =

E F 1 E 0

1 0

F F F

F F F F
 (12)

Определение 4. Систему

 1 3( ) , ( ) , ,r rϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ′ ′ ′= ⋅ Δ = ⋅ = − xx x y x x x f� � �� � � � �F F  (13)

где n
ϕ ∈x R�  — вектор переменных состояния; 

n
ϕ ∈xf R  — вектор оценки fx; 1 3( ), ( )r r⋅ ⋅F F  — ма-

трицы соответствующих размерностей, назо-
вем фильтром-эталоном по каналам отработ-
ки fx, если при (0) (0)ϕ=x x� �  соблюдаются равен-
ства  ( ) ( ),t tϕ=x x� �  ( ) ( ).t tϕ′ ′=x x� �� �

Утверждение 3. Матрицы 1 3( ), ( )r r⋅ ⋅F F  долж-
ны удовлетворять функциональному уравнению:

 1 3( ) ( ) ( ) ( ) .r r⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ =E F 1F F  (14)

Замечание 5. Вычитание 
0xf  из x��  в (11) и 

ϕxf  из ϕx��  в (13) соответствует методу коррек-
ции динамики объекта и компенсации возму-
щений [13].

Замечание 6. Соотношения (12) и (14) не 
определяют однозначно все функции матриц 
фильтров-эталонов, оставшиеся степени сво-
боды используются для придания замкнутой 
системе заданных свойств.

Разработка алгоритма управления

Из соотношений (7), (8) и (11) следует, что 
фильтр-эталон и обратная модель по каналам 
отработки задания и fy включены последова-
тельно с объектом управления. Тогда согласно 
принятому методу синтеза
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0

′ = − yy y f  (15)

где fy0
 — оценка fy, вычисляемая по формуле

 
0 0 .ϕ′= −yf y y  (16)

Фильтр-эталон и обратная модель по кана-
лам отработки fx включены также последова-
тельно и формируют Δu, поэтому оценки fx0

, fxϕ 
в соотношениях (10), (13), вычисляются следу-
ющим образом:

 
0 0 0, ,ϕ ϕ′ ′= − = −x xf x x f x x� � � �� � � �  (17)

где 0 0 .= −x x x�� � �  Запишем управляющий сигнал 
u и рассогласование ε в виде

 1 0, .= + Δ = −u u u y ye  (18)

Уравнения (7), (8), (10), (11), (13) вместе 
с (15)—(18) представляют собой замкнутую 
систему управления, составленную по методу 
коррекции динамики объекта и компенсации 
возмущений. Алгоритм и процессы управления 
в этой системе определяются теоремами 1 и 2.

Теорема 1. Алгоритм управления объектом 
(7) при соблюдении (8), (10), (11), (13), (15)—(18) 
записывается в виде

 
1 2

3 1 0

( ) ( ) ;

( ) ( ) ( ) ;
ϕ ϕ

ϕ ϕ

= ⋅ + ⋅

= ⋅ + ⋅ + ⋅

x R x

u R x N x P

�
�

F e

e
 (19)

 

1 1 2 3

3 3 2

1 3

1 1 3

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( ) ( ); ( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( ) ( ) ( );

; .
r r

ϕ ϕ

⋅ = ⋅ + ⋅ ⋅
⋅ = ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅
⋅ = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅
⋅ = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅
= − = −

R

R N P P G

N G H

N G H

x x x y y�

F F F

F F

F F

F F

e

 (20)

Теорема 2. Процессы управления объектом (7) 
посредством регулятора (19) описываются урав-
нениями

 

1 2 0 2

0 1 0

3 0

( ) ( ) ( ) ( )( );

( ) ;

( ) ( ) .
r

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

= ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ −

= ⋅ +

= − ⋅ − ⋅ + −

y

x

y

x x C x y f

x x f

x C x y f

� �
�� �

�

F F F

F

e F

 (21)

Примеры

Пример 1. Одномерный объект управления 
задан в виде

 
3 2

0 0 0 0

0 0 0 0

, ,

, ,y x

x ax u y x

y y f x x f

′ ′= =
′ ′= + = +

�
� �

 (22)

где x0 > 0. Требуется разработать управляющее 
устройство, которое, изменяя u, поддерживает 
значение y0 на заданном уровне y > 0 с точно-
стью до фильтров-эталонов.

Приводим объект (22) к виду (7), для чего по 
выражениям (5) и (6) вычисляем

3 2
0

0

1 1
3 3 3 2

0 3 2
0 0 0
1

00
0

3
( ) ;

2 0

3 1 3
( ) .4 4

02 0

au ax u

x

au d x u d
au ax u

xx d

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎡ ⎤
θ θ θ θ⎢ ⎥ ⎡ ⎤

⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥θ θ ⎣ ⎦
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫

∫

J z

L z

В итоге преобразованное уравнение (22) 
принимает вид

 
3 2

0 00

0
0

1 3
.4 4

0

x xau ax u

y ux

⎡ ⎤′⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥′ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

�
 (23)

Используя (23), составляем систему (9):

 

3 2
0 0

3 2
0 0

1 3
( ) ( ) 1, ( ) 1,

4 4
1 3

( ) ( ) 0, ( ) 0,
4 4

au ax u x

au ax u x

⋅ + ⋅ = ⋅ =

⋅ + ⋅ = ⋅ =

E G F

F H E

откуда получаем

 0

2 2
0 0

1
0

( ) ( )
.

4( ) ( )
3 3

x

u

ax u x

⎡ ⎤
⎢ ⎥⋅ ⋅⎡ ⎤ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⋅ ⋅⎣ ⎦ −⎢ ⎥
⎣ ⎦

E F

G H
 (24)

Обозначим для данного примера

 

1 2 1 2

3 3

1 1

3 3

( ) ( ) ( ) ( )
;

( ) ( ) 0

( ) ( )
.

( ) ( )
r r

r r

⋅ ⋅ ϕ ⋅ ϕ ⋅⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⋅ ϕ ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⋅ ϕ ⋅⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⋅ ϕ ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦

0

F F

F

F

F

 (25)

Используя (24), (25), составляем систему (12):

 
3 3 2

0 1

3 0 2 1
0

1 1
( ) 1, ( ) ( ) 1,

( )

1
или ( ) , ( ) ( ) .

x

x
x

ϕ ⋅ = ϕ ⋅ ϕ ⋅ = −
ϕ ⋅

ϕ ⋅ = ϕ ⋅ = −ϕ ⋅
 (26)

В (26) назначаем ϕ1(•) свободным коэффи-

циентом ϕ1, тогда ϕ3(•) = x0, 2 1
0

1
( ) .

x
ϕ ⋅ = −ϕ  За-

писывая (14) и назначая ϕr1(•) свободным коэф-
фициентом ϕr1, аналогично получаем ϕr3(•) = x0. 
Таким образом, имеем

 

1 11 2
0

3
0

1 1

3 0

1
( ) ( )

,
( )

0

( )
.

( )
r r

r

x

x

x

⎡ ⎤ϕ −ϕ⋅ ⋅⎡ ⎤ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⋅⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦
⋅ ϕ⎡ ⎤ ⎡ ⎤

=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦

0

F F

F

F

F

 (27)
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Подставляя (27) в (20), находим 1( ) 0,⋅ =R  

12
00

4
( ) ,

33

u
xax u

⋅ = ϕ −N  1 12
00

4
( ) ,

33
r

u
xax u

⋅ = ϕ −N  

12 2
0

4
( ) ,

3ax u
⋅ = − ϕP  3

0

( ) ,
3
u
x

⋅ = −R  и после преоб-

разований получаем уравнения регулятора (19) 
для данного примера:

 
1 13 1 0
0 0 0

0 0 0

1
, ,

, .

rx u x
x ax x

x x x y y

ϕ ϕ

ϕ ϕ

⎛ ⎞ϕ ϕ
= − ε = ϕ − ε⎜ ⎟

⎝ ⎠
= − ε = −

� �

�
 (28)

Подставляя функции из (23), (27) в (21), 
определяем уравнения, описывающие процес-
сы в замкнутой системе управления:

 
1 1 0 1

0

0 1 0 0 0 0

1
( ),

, .

y

r x y

x x x y f
x

x x f x x x x y f

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

= ϕ + ϕ − ϕ −

= ϕ + ε = − − + −

� �

�� � �
 (29)

Исследование качества регулирования и 
параметрической чувствительности выполне-
но методом компьютерного моделирования и 
заключается в анализе переходных процессов 
в системе, составленной из соотношений (22) 
и (28) при изменении коэффициента a в (22).

На рис. 1 показаны переходные процессы 
при номинальных значениях a = 1, ϕ1 = –1,
ϕr1 = –2 в (28), исходном задании y = 9 и зна-
чениях a в (22), равных 0,5, 1, 1,5. Ступенчатые 
внешние воздействия амплитудой пять единиц 
здесь разнесены во времени: через одну секун-
ду y, затем fy и наконец fx. Анализ показывает 
соответствие этих процессов уравнениям (29).

Пример 2. Имеем технологическую емкость 
с жидкостью и сливным трубопроводом. В ем-
кость подается управляемый поток жидкости. 

Требуется, изменяя входной поток, поддержи-
вать заданный вес жидкости в емкости в ус-
ловиях действия возмущений. Данный объект 
описывается уравнениями [18]

 0
0 0 0, ,

dx
a x bu y cx

dt
= − + =  (30)

где x0, y0 — уровень и вес жидкости в емкости; 
u — входной поток жидкости, x0 > 0. Возму-
щения в (30) не показаны. Коэффициенты a, 
b, c зависят от параметров емкости, жидкости 
и сливного трубопровода. Преобразуя (30) по-
средством (5) и (6), получаем

 
1/2

0 00

0
.

0

x xax b
y uc

−⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤−
= ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥′ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

�
 (31)

Используя соотношения (9), (12), (14), (31) и 
назначая ϕ1, ϕr1 свободными коэффициентами, 
находим параметры обратной модели и филь-
тров-эталонов:

 

1/2
0

1 2 1 11 1

3 3

1
0

( ) ( )
,

( ) ( ) 1

1( ) ( ) ( )
, .

( ) 0 ( )
0

r r

r

c

ax
b cb

с
с

с

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥⋅ ⋅⎡ ⎤ ⎢ ⎥=⎢ ⎥⋅ ⋅ ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤⋅ ⋅ ⋅ ϕϕ −ϕ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⋅ ⋅ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

E F

G H

F F F

F F

Тогда регулятор (19) для данного примера 
принимает вид

 

1

1/2 1/2
0 1 0 0 1

0 0 0

,

1 1
( ) ,

, ,

r

x
с

u ax x ax x
b c

x x x y y

ϕ

− −
ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ
= − ε

⎛ ⎞= + ϕ + − ϕ ε⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − ε = −

�

�

�

 (32)

а процессы в замкнутой системе управления 
описываются уравнениями

 

1 1 0 1

0 1 0

0

1
( ),

,

.

y

r x

y

x x x y f
с

x x f

сx сx y f

ϕ ϕ ϕ

ϕ

ϕ ϕ

= ϕ + ϕ − ϕ −

= ϕ +

ε = − − + −

� �

�� �
�

 (33)

На рис. 2 показаны результаты исследова-
ния качества регулирования и чувствитель-
ности системы управления на компьютерной 
модели, состоящей из уравнений (30) и (32). 
Здесь, как и в примере 1, ступенчатые изме-
нения y, fy и fx амплитудой пять единиц раз-
несены во времени. При моделировании в (32) 
приняты расчетные значения a = b = c = 1,
ϕ1 = ϕr1 = –1 и исходное задание y = 3. Коэф-
фициенты a, b, c в (30) поочередно изменялись 
на ±50 % от своих номинальных значений. 
Здесь также процессы соответствуют (33).

Рис. 1. Графики изменения y0(t) и u(t) в системе (22), (28) 
при разных a
Fig. 1. Graphs of y0(t) and u(t) in (22), (28) for different values of a
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Пример 3. Имеем нестационарный линей-
ный объект управления

 
01 01 01 2 02 1
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0 1 01 2 02
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,

x

x

y

x a kt x a x u f

x x f
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�
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где t > 0. Составляя и решая уравнения (9), 
(12), (14) для (34) и назначая ϕ1, ϕ2, ϕr1, ϕr2 сво-
бодными коэффициентами, находим матрицы 
обратной модели и фильтров-эталонов:
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Подставляя выражения (35), (36) в (20), по-
лучаем уравнения (19) алгоритма управления:
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На рис. 3 показаны переходные функции, по-
лученные на компьютерной модели системы (34), 
(37). Здесь единичные ступенчатые изменения y, fy 
и fx, как и ранее, разнесены во времени. При мо-
делировании принято: a01 + kt = –1 + 0,2t, a2 = –1,
c1 = 0, c2 = 1, ϕ1 = ϕr1 = –1,73, ϕ2 = ϕr2 = –1. От-
метим, что данный объект управления без регуля-
тора через пять секунд становится неустойчивым.

Пример 4. Двухканальный неустойчивый 
объект управления задан в виде
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где x1 > 0, x2 > 0. Требуется, как и ранее раз-
работать управляющее устройство, которое, 
изменяя u1, u2, поддерживает значения y01, y02 
на заданном уровне с точностью до фильтров-
эталонов. Должна быть обеспечена автоном-
ность системы по каналам управления.

Преобразуя (38) с использованием соотно-
шений (5) и (6), получаем
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Задавая матрицы свободных коэффициен-
тов в виде
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используя (39), по выражениям (9), (13) находим
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Рис. 2. Графики изменения y0(t) в системе (30), (32) при ва-
риациях a, b, c в (30)
Fig. 2. Graphs of y0(t) in (30), (32) for different a, b, c values in (30)

Рис. 3. Графики изменения y0(t) и u(t) в системе (34), (37)
Fig. 3. Graphs of y0(t) and u(t) in (34), (37)
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Отметим, что для обеспечения автоном-
ности по каналам управления коэффициенты 
в (40) на неглавных диагоналях приняты рав-
ными нулю.

Регулятор для объекта (38), определенный 
подстановкой (40), (41) в (19), (20), после преоб-
разований принимает вид
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где ϕ1 < 0, ϕ2 < 0, ϕr1 < 0, ϕr2 < 0; y1, y2 — задания 
соответственно для y01 и y02. Процессы в зам-
кнутой двухканальной системе регулирования 
согласно (21) описываются уравнениями
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 (43)

Компьютерное моделирование системы, со-
ставленной из соотношений (38) и (42), пока-
зало соответствие ее поведения при внешних 
воздействиях уравнениям (43).

Заключение

При разработке данного алгоритма управле-
ния обратную связь и интегральную составляю-
щую в алгоритме управления нигде не постули-
ровали, использовали лишь принцип компенса-
ции. Эти связь и составляющая появились при 
оценке аддитивных возмущений на переменные 
объекта управления и вычитании после фильтра-
ции этих оценок из соответствующих перемен-
ных обратной модели. Благодаря такому подхо-
ду удалось разработать процедуру структурного 
синтеза алгоритма управления многоканальным 
нелинейным нестационарным объектом. В полу-
ченной замкнутой системе проводится коррекция 
собственной динамики объекта управления по-
средством его обратных математических моделей 
и замена этой динамики желаемой динамикой 
фильтров-эталонов. "Платой" за такое решение 
является необходимость информации о выход-
ных переменных и переменных состояния объек-
та. Применение наблюдателей состояния требует 
дополнительной проработки. Легкость и нагляд-
ность синтеза регуляторов показана в общем слу-

чае и на простых примерах. Определение филь-
тров-эталонов в общем случае является нефор-
мальным и требует дальнейших исследований.

Полученный алгоритм благодаря своим пре-
имуществам может найти применение для ре-
шения практических задач управления слож-
ными линейными и нелинейными объектами.
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Abstract

This paper introduces a new approach to control of nonlinear non-stationary multichannel plant with lumped parameters 
and additive perturbations. Controlled plant is represented as a set of equations in matrix-vector form, with number of output 
variables equal to the number of controlled variables. The problem is stated as follows: to control plant output provided that 
output variables and state variables are observable. Plant equations are converted into a state dependent coefficient (SDC) 
form, then method of correction of plant dynamics and compensation of perturbations is used. A variant of conversion to the 
SDC form based on E. A. Barabashin’s method is suggested. Reverse models of the plant are defined with respect to reference 
and deviation channels. Algebraic equations are presented, which, when solved, yield reverse models. Definitions of etalon 
filters are introduced, allowing a physical implementation of a controller when used in conjunction with reverse models. Con-
ditions to which matrices of etalon filters must conform are considered. It was found by examples that part of coefficients of 
etalon filters can be chosen arbitrarily. Using the method of correction of controlled plant dynamics and perturbations, utilizing 
reverse models and etalon filters, a physically implementable controller algorithm was constructed. Then it was transformed 
to physically implementable form using equivalent transformations. Components of the final algorithm are obtained by the 
means of algebraic transformations of functional matrices of the plant and etalon filter. Equations for closed control system 
are presented. It follows from these equations that system is asymptotically stable and that transient processes correspond 
with their respective etalon filters. Even though compensation method was used, a multichannel closed-loop control system 
was obtained. An advantage of suggested method is that it allows a simple procedure for the control algorithm synthesis using 
evident physical initial data. The efficacy of obtained algorithms was verified using several examples. Computer simulation 
showed that control systems are robust and comply with specified requirements. Directions for further research were suggested.
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Анализ процессов механизированной добычи нефти
методами теории электрических цепей

Введение

Согласно Энергетической стратегии Россий-
ской Федерации до 2030 г. [1] одной из основ-
ных проблем развития нефтегазового комплек-
са является нерациональное недропользование, 
так как в основном все промыслы истощены, и 
нефтедобыча перешла на свой последний этап 
эксплуатации — стадию эксплуатации скважин 
механизированными способами. Для достиже-
ния стратегических целей развития отрасли не-
обходима разработка и внедрение современных 
методов увеличения нефтеотдачи [2—4]. Сле-
дует отметить, что данная проблема является 
актуальной не только для России (коэффици-
ент извлечения нефти в 2008 г. составил 30 %), 
но и для основных нефтедобывающих стран, 
где средняя проектная нефтеотдача составляет 
также около 30 % [5, 6].

Основным способом механизированной до-
бычи является применение штанговых глубин-
но-насосных установок (ШГНУ) и погружных 
электроцентробежных насосов (ЭЦН). Так, в РФ 

на 41 % скважин эксплуатируется ШГНУ и на 
54 % — ЭЦН [7]. Публикуемые данные свиде-
тельствуют о том, что более 85 % скважин с ме-
ханизированной добычей в США оснащены 
ШГНУ [8, 9]. ШГНУ является одним из самых 
универсальных способов механизированной до-
бычи нефти. ШГНУ столь популярны из-за своей 
простоты, надежности и возможности примене-
ния в широком диапазоне условий эксплуатации.

При механизированной добыче нефти ис-
пользуются скважинные насосы трех основных 
типов: штанговые глубинные (ШГН), электро-
центробежный (ЭЦН) и вставные (ВН) насо-
сы. Применяются также насосы других типов: 
диафрагменные, инжекторные, вибрационные, 
гидропоршневые, но они распространены зна-
чительно реже, и их доля в общем энергопо-
треблении ничтожно мала [10].

Современное состояние нефтедобывающей 
отрасли характеризуется тем, что большин-
ство нефтедобывающих производств относятся 
к промыслам в поздней стадии эксплуатации, 
отличающимся повышенной обводненностью 

Исследованы проблемы развития нефтегазового комплекса на последнем этапе эксплуатации, когда добыча неф-
ти осуществляется механизированными способами. Описаны основные способы механизированной добычи в РФ и 
США. Особое внимание уделяется большой обводненности продукции на этой стадии добычи нефти. Проведен ли-
тературный обзор рассматриваемой проблемы и поставлена задача анализа и построения моделей процессов добычи 
нефти на стадии эксплуатации скважин механизированными способами с применением теории электрических цепей 
в целях рационального комплексного управления всеми процессами. Описывается типовая технологическая схема 
процесса добычи нефти механизированными способами. Обсуждается подобие технологических процессов добычи 
нефти процессам в электрических цепях: процесс закачки очищенной пластовой воды в нагнетательные скважины 
посредством блочных кустовых насосных станций (БКНС) установок подобен процессу подпитки аккумуляторной 
батареи с помощью генератора электроэнергии; процесс заполнения добывающей скважины вытесненной из пласта 
газожидкостной смесью под давлением нагнетательных скважин подобен процессу заряда конденсатора от аккуму-
ляторной батареи; процесс подъема жидкости из добывающих скважин с помощью насосов добычи — процессу раз-
рядки конденсатора на активную нагрузку. Приведена упрощенная электрическая схема типовой технологической 
схемы процессов добычи нефти на этой стадии. По приведенной электрической схеме замещения технологических 
процессов согласно законам теоретической электротехники построены модели процессов заряда аккумуляторной 
батареи, заряда и разряда конденсатора. Приведена таблица соответствия параметров технологических и элек-
трических схем, на основе которой предложены упрощенные модели процессов закачки очищенной пластовой воды 
в нагнетательные скважины посредством БКНС, заполнения добывающей скважины под давлением нагнетательной 
скважины, подъема жидкости из добывающих скважин посредством насосов откачки, и условия, при которых до-
стигаются различные режимы работы процессов механизированного способа добычи нефти.
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продукции за счет закачки воды в пласт для 
поддержания пластового давления. Высокая 
обводненность продукции увеличивает стои-
мость добычи и приводит к коррозии трубопро-
водов и аппаратуры [11]. Так, например, в США 
обводненность нефти составляет порядка 90 % 
[12], тогда как на некоторых месторождениях 
мира эта цифра достигает 98 %. Средняя об-
водненность в РФ составляет порядка 86 % [13].

В течение последних десятилетий основным 
методом воздействия на пласты большинства 
месторождений является метод заводнения 
пластов [14—16], который характеризуется зна-
чительными объемами закачки воды в пласт. 
В результате применения заводнения в пласте 
формируются два типа остаточной нефти. Пер-
вый тип остаточной нефти образуется в про-
мытых водой зонах нефтяного пласта и содер-
жит большее количество тяжелых компонентов 
(смол, асфальтенов), чем исходная нефть [17]. 
Положение флюидов в поровом пространстве 
определяется смачиваемостью породы [18, 19]. 
Причинами образования остаточной нефти 
первого типа являются высокое межфазное на-
тяжение на границе раздела вода—нефть—по-
рода и огромная суммарная поверхность кон-
такта нефти с породой [20].

Второй тип остаточной нефти мало отлича-
ется от исходной нефти месторождения, так как 
образуется в результате неполного вытеснения 
нефти из неоднородного коллектора. Причи-
нами формирования остаточной нефти второго 
типа являются неоднородное строение породы-
коллектора (наличие зон с различной проница-
емостью), а также различные скорости фильтра-
ции вытесняемого и вытесняющего флюидов [18, 
21]. К остаточной нефти второго типа относится 
[20, 22]: нефть, остающаяся в слабопроницаемых 
поропластах и участках, не охваченных водой 
(27 %); нефть в застойных зонах однородных 
пластов (19 %); нефть, остающаяся в линзах и 
у непроницаемых экранов, не вскрытых скважи-
нами (24 %). Таким образом, остаточная нефть 
второго типа является основным резервом при 
увеличении охвата пласта заводнением.

Отбор пластовой воды из залежей часто в де-
сятки раз превышает текущий отбор нефти. 
В этих условиях регулирование закачки воды и 
отбора жидкости, чтобы не закачивать лишний 
объем воды в пласт и не извлекать из пласта по-
путной воды, которая не совершает полезной ра-
боты по вытеснению нефти, становится одной 
из наиболее актуальных и значимых задач [23].

Для регулирования процессов закачки воды 
в пласт и отбора жидкости из добывающих 
скважин необходимо иметь модель указанных 
процессов. Имея модель процессов, можно 
ставить задачи управления процессами.

Постановка задачи

Имеются различные модели [23—25], опи-
сывающие отдельные процессы нефтедобычи. 
Например, в работе [24, стр. 164—169] объем 
максимально возможного отбора жидкости из 
скважины при сохранении достаточной надеж-
ности работы насосного оборудования опреде-
ляют из условия совместной работы системы 
пласт—насос—лифт:

 
пр прод кон заб

ф.нас т

( );

( , , , ),

Q K P P

Q f H L q

= −

= Δ η
 (1)

где Qпр — приток жидкости из пласта к сква-
жине; Kпрод — коэффициент продуктивности 
скважины; Pкон — контурное давление; Pзаб — 
забойное давление; Qф.нас — фактическая по-
дача насоса; H — глубина спуска насоса по 
вертикали; ΔL — удлинение ствола скважины 
в месте подвески насоса (для наклонных сква-
жин); qт — теоретическая подача насоса; η — 
коэффициент подачи насоса.

Для прогнозирования количества отбо-
ра жидкости из скважины решают систему 
уравнений (1), первое из которых описывает 
приток жидкости из пласта, а второе — пода-
чу насосной установки. Ясно, что количество 
отбираемой общей жидкости Qоб.ж зависит от 
значения притока жидкости к скважине Qпр и 
фактической подачи насоса Qф.нас:

 об.ж пр ф.нас( , ).Q f Q Q=

В заводненных месторождениях особенное 
значение имеет объем добываемой нефти, а не 
общей жидкости. Однако при больших прито-
ках пластовой жидкости к скважине содержание 
нефти в ее составе существенно уменьшается, 
что приводит к неэффективным затратам элек-
троэнергии и ресурсов оборудования и к добыче 
дополнительной воды. Для устранения этого не-
достатка в работе [22] предложено управлять от-
бором жидкости так, чтобы повысить количество 
отбираемой нефти в составе общей жидкости:

 н об.ж н,Q Q K=

где Kн — доля нефти в общей жидкости.
Однако эти модели являются частными и не 

описывают вес процесс нефтедобычи в поздней 
стадии эксплуатации месторождения. В резуль-
тате построенные модели не адекватно опи-
сывают весь процесс нефтедобычи. В данной 
статье для устранения этого недостатка и упро-
щения построения моделей процессов нефтедо-
бычи ставится задача сравнительного анализа 
технологических процессов с хорошо изучен-
ными электрическими аналогами.
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Решение задачи

Известна типовая технологическая схема 
процесса нефтедобычи в поздней стадии экс-
плуатации месторождений (рис. 1, см. третью 
сторону обложки), где газожидкостная смесь (1) 
из скважины (2) с помощью насосов добычи (3) 
поднимается на поверхность и по выкидным 
линиям (4) направляется в автоматизированные 
групповые замерные установки (5) для опре-
деления количества добываемой продукции 
по каждой скважине. После замера продукция 
скважин транспортируется по сборным коллек-
торам (6) до сепаратора (7). На сепараторе про-
исходит первичное отделение газа (8). Частично 
разгазированная жидкость (9) с сепаратора по-
ступает на установку предварительного сброса 
воды (УПСВ) (10) для сброса подтоварной воды 
из пластовой жидкости.

Пластовая вода, отделившаяся в аппаратах 
УПСВ (10) по водоводам (11) через установ-
ки песколовки (12) и нефтеловушки (13) по-
ступает в блочные кустовые насосные стан-
ции (БКНС) (14), с помощью которых через 
нагнетательные скважины (15) закачивается 
в пласт (16). Под давлением воды в продуктив-
ных горизонтах вытесняется газожидкостная 
смесь из пласта в добывающую скважину.

Для анализа технологической схемы до-
бычи нефти механическими способами и по-
строения модели технологических процес-
сов воспользуемся их подобием процессам 
в электрических цепях. Так, процесс закачки 
очищенной пластовой воды в нагнетатель-
ные скважины посредством БКНС подобен 
процессу подпитки аккумуляторной батареи 
с помощью генератора электроэнергии. Про-
цесс заполнения добывающей скважины вы-
тесненной из пласта газожидкостной смесью 
под давлением нагнетательных скважин подо-
бен процессу заряда конденсатора от аккуму-
ляторной батареи. Процесс подъема жидкости 
из добывающих скважин с помощью насосов 
добычи подобен процессу разрядки конденса-
тора на активную нагрузку. Учитывая то об-
стоятельство, что указанные процессы проис-
ходят последовательно, электрическую схему 
замещения нефтедобычи механическими спо-
собами для одной нагнетательной и группы 
добывающих скважин можно представить 
в виде, показанном на рис. 2.

Здесь для простоты схемы замещения мы 
ограничились одной нагнетательной скважи-
ной, а в действительности к точкам а и б при-
текают жидкости под давлением и других на-
гнетательных скважин.

Схема состоит из генератора электроэнер-
гии (Г) с выходной электродвижущей силой Е, 

ключа (К1), электрического диода (Д), аккуму-
ляторной батареи (АБ) с емкостью САБ, сопро-
тивления заряда аккумуляторной батареи (Rз.АБ),
сопротивления заряда (Rз.1, ..., Rз.n) конденсато-
ров C1, ..., Cn, ключей (K2.1, ..., K2.n), сопротивле-
ния разряда (Rp.1, ..., Rp.n) конденсаторов C1, ..., Cn.
В схеме i1 — сила тока заряда АБ; iз.1, ..., iз.n — 
силы тока заряда конденсаторов C1, ..., Cn; ip.1, ..., 
ip.n — силы тока разряда конденсаторов C1, ..., Cn.

Соответствие параметров технологического 
процесса нефтедобычи параметрам ее электри-
ческой схемы замещения приведены в таблице.

В схеме можно выделить три контура. В пер-
вом контуре происходит заряд аккумуляторной 
батареи, во втором — заряд конденсатора под 
напряжением аккумуляторной батареи, в тре-
тьем — разряд конденсатора на активную на-
грузку. Контуры II1, ..., IIn и III1, ..., IIIn относятся 
к добывающим скважинам, число которых обыч-
но в несколько раз больше, чем нагнетательных.

Обратимся к некоторым результатам из теоре-
тических основ электротехники [26, с. 332—335].

Напряжение между обкладками конденсатора 
при зарядке изменяется по следующему закону:

 (1 ),
t t

cU U U U
− −
τ τ= − = −e e  (2)

где Uc — напряжение на обкладках конденса-
тора; U — напряжение зарядного устройства; 
t — текущее время; τ = rC — постоянная вре-
мени заряда конденсатора.

Зарядный ток, который проходит по сопро-
тивлению, определяется следующим равенством:

 з ,
t

U
i

r

−
τ= e  (3)

причем в момент включения зарядный ток 
имеет максимальное значение I = U/r и с тече-

Рис.2. Электрическая схема замещения нефтедобычи в позд-
ней стадии эксплуатации месторождения
Fig. 2. Equivalent electrical circuit of oil production in the late 
stage of field development
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нием времени постепенно уменьшается, стре-
мясь к нулю.

За время t = τ зарядный ток уменьшается в
е ≈ 2,72 раз:

 з
1

0,37 ,
2,72

U
i I I

r
= ≈ =

e
а напряжение на конденсаторе за это же время 
возрастает от 0 до 0,63U:

 
1

1 0,63 .cU U U⎛ ⎞= − ≈⎜ ⎟
⎝ ⎠e

Напряжение на электродах конденсатора 
при его разрядке изменяется по закону

 .
t

cU U
−
τ= e  (4)

Разрядный ток определяется равенством

 
t

c
p

U U
i

r r

−
τ= = e  (5)

и изменяется пропорционально напряжению 
на обкладках, причем максимальное значение 
он имеет в начальный момент (при t = 0):

 р.max .
U

i I
r

= =

Перепишем формулы (2)—(5) для контуров 
на рис. 2.
 � Для контура I1 напряжения на зажимах ак-

кумуляторной батареи и зарядный ток iз.АБ 
аккумуляторной батареи определяются ра-
венствами
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−
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где 1 з.АБ АБR Cτ =  — постоянная времени заря-
да аккумуляторной батареи через сопротивле-
ние Rз.АБ.

На рис. 3 (см. третью сторону обложки) при-
ведены графики изменения напряжения и силы 
тока заряда аккумуляторной батареи согласно 
формулам (6) и (7). Необходимо отметить, что ак-
кумуляторная батарея при такой схеме подпитки 
всегда имеет остаточное напряжение. Вследствие 
этого в зависимости от установленных режимов 
подзаряда с помощью генератора и разрядки на 
конденсаторы С1, ..., Cn напряжение UАБ(t) на за-
жимах аккумуляторной батареи и зарядный ток 
i1(t) находятся в следующих пределах:

 АБ АБ max 1 з.max0 ( ) , 0 ( ) .U t U i t im m m m

Как следует из рис. 2, значения UАБ(t) и i1(t) 
без учета притоков от других аккумуляторов 
в точки а и б зависят от параметра

 1
1
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1
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j
j

i

i
=

α =
∑

Справедливы следующие соотношения:
— при α1 > 1 напряжение UАБ(t) возрастает, 

а сила тока i1(t) убывает;
— при α1 = 1 напряжение UАБ(t) и сила тока 

i1(t) имеют постоянные значения;
— при α1 < 1 напряжение UАБ(t) убывает, 

а сила тока i1(t) возрастает.
Следовательно, управляя значением α1, можно

достичь необходимого режима работы I1-го кон-

Соответствие параметров технологического процесса нефтедобычи параметрам ее электрической схемы замещения

Compliance of the parameters of the technological process of oil production with the parameters of its electrical equivalent circuit

Параметры технологического процесса нефтедобычи Параметры электрической схемы замещения

PБКНС — давление на выходе БКНС Е — электродвижущая сила генератора

БКНС Г — генератор
Вентиль К1 — переключатель
Обратный клапан Д — электрический диод 
PНС — давление нагнетательной скважины UАБ — напряжение аккумуляторной батареи
QВ — расход воды в нагнетательной скважине i1 — сила тока заряда аккумуляторной батареи
RБКНС — сопротивление нагнетательной скважины Rз.АБ — сопротивление заряда аккумуляторной 

батареи
Rдс  j — общее сопротивление пласта от нагнетательных скважин до j-й 
добывающей скважины

Rз  j — сопротивление заряда j-го конденсатора

Qпр  j — приток пластовой жидкости к j-й добывающей скважине iз  j — сила тока заряда j-го конденсатора
Pот.дс  j — давление при отборе жидкости из j-й добывающей скважины Uc  j — напряжение заряда j-го конденсатора
VДС  j — объем j-й добывающей скважины Cj — емкость j-го конденсатора
K2.1, ..., K2n — ключ, вкл./откл., насоса откачки добывающих скважин 
1, ..., n

K2.1, ..., K2n — переключатель разряда конденса-
торов 

Qот  j — производительность насоса откачки j-й добывающей скважины ip  j — сила тока разряда j-го конденсатора
Rот  j— сопротивление на выходе j-го насоса откачки Rp  j — сопротивление разряда j-го конденсатора 
P0дс  j — давление j-й добывающей скважины до начала отбора жидкости U0j — напряжение на j-м конденсаторе до на-

чало его разряда
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тура схемы замещения. Режим работы на рис. 3 
(см. третью сторону обложки) выражается сме-
щением тонкой линии параллельно оси UАБ, i1.
 � Для контура IIj напряжение и зарядный ток 

на конденсаторе Cj при зарядке имеют вид
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где з зj j jt R C=  — постоянная времени заряда 
конденсатора через сопротивление заряда Rзj.

В результате аналогичных рассуждений для 
контура IIj получим:

 с с max з з max0 ( ) , 0 ( ) .j j j jU t U i t im m m m

Согласно рис. 2 значения Ucj и iзj зависят от 
соотношения токов заряда и разряда конден-
сатора Cj:
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з
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.j
j

j

i

i
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Нетрудно убедиться, что:
— при αзj >1 Ucj(t) возрастает, а iзj(t) убывает;
— при αзj = 1 Ucj(t) и iзj(t) имеют постоянное 

значение;
— при αзj < 1 Ucj(t) убывает, а iзj(t) возрастает.
Управляя значением αзj, можно достичь не-

обходимого режима работы контура IIj схемы 
замещения, т. е. конденсатора.
 � Для контура IIIj напряжение при разрядке кон-

денсатора Cj и его разрядный ток имеют вид
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сj jU t U
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где pj рj jR Cτ =  — постоянная времени, харак-
теризующая разряд конденсатора Cj на сопро-
тивление; U0j — напряжение на конденсаторе 
Cj до начала его разряда.

На рис. 4 (см. третью сторону обложки) 
приведены графики изменения напряжения 
и силы тока разрядки конденсатора согласно 
формулам (10) и (11).

С учетом таблицы соответствия параметров 
технологического процесса нефтедобычи про-
цессам в электрических цепях, схемы ее заме-
щения (см. рис. 2) и формул (6)—(11) для про-
цессов нефтедобычи легко можно составить 
соответствующие выражения и графики из-
менения давления и расхода воды в нагнета-
тельной скважине, изменения давления и при-
тока жидкости к j-й добывающей скважине и 

изменения давления и отбора жидкости из j-й 
добывающей скважины.

Для процесса закачки очищенной пласто-
вой воды в нагнетательные скважины посред-
ством БКНС имеем следующие выражения для 
расчета давления в них и расхода воды, посту-
пающей к ним:
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где HC HC HCR Cτ =  — постоянная времени на-
полнения нагнетательной скважины под дав-
лением на выходе БКНС.

Для процесса заполнения добывающей 
скважины, вытесненной из пласта газожид-
костной смесью под давлением нагнетатель-
ных скважин, имеем следующие выражения 
для давления при заполнении j-й добывающей 
скважины и притока жидкости к ней:
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Здесь з дс дсj j jt R V=  — постоянная времени 
наполнения добывающей скважины под дав-
лением пластовой жидкости; Rдсj — общее со-
противление пласта от нагнетательных сква-
жин до j-й добывающей скважины; Vдсj — объ-
ем j-й добывающей скважины.

Для процесса отбора жидкости из добываю-
щих скважин с помощью насосов добычи имеем 
следующие выражения для давления из j-й до-
бывающей скважины и отбора жидкости из нее:
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Здесь от.д от дсj j jR Vτ =  — постоянная време-
ни, характеризующая отбор жидкости из до-
бывающей скважины с помощью насосов до-
бычи; Rотj — сопротивление на выходе j-го 
насоса откачки; Vдсj — объем j-й добывающей 
скважины, а P0дсj — давление в ней до начала 
отбора жидкости.

Заключение

Результаты анализа процессов механизиро-
ванной добычи нефти методами теории элек-
трических цепей показали:
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1. Технологические процессы: закачка воды 
в нагнетательные скважины посредством 
БКНС; заполнение добывающей скважины вы-
тесненной из пласта газожидкостной смесью 
под давлением нагнетательных скважин; подъ-
ем жидкости из добывающих скважин с по-
мощью насосов добычи аналогичны соответ-
ствующим электрическим процессам — заряду 
аккумуляторной батареи от генератора, заряду 
конденсатора от аккумуляторной батареи и раз-
ряду конденсатора на активную нагрузку.

2. Использование электрических аналогов тех-
нологических процессов упрощает процедуру по-
строения моделей и повышает их адекватность.
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Abstract

The authors investigate the problems of the development of the oil and gas complex at the last stage of operation, when oil 
is extracted by lifting. The main methods of lifting employed in the Russian Federation and the USA are described. A particu-
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lar focus is placed on large water cuts at this stage of oil production. Literature on the issue under investigation is reviewed 
and the problem is set to analyze and construct models of oil production processes at the stage of well operation by lifting 
methods using network analysis (electrical circuits) in order to rationally manage all processes comprehensively. A typical flow 
chart of the oil production process by lifting methods is described. Technological processes of oil production are compared 
to processes in electric circuits. Thus the process of pumping purified formation water into injection wells by means of block 
cluster pumping units is similar to the process of recharging a battery using an electric power generator. The process of filling a 
production well with gas-liquid mixture displaced from the formation under pressure of injection wells is similar to the process 
of charging a capacitor from a battery, the process of lifting liquid from production wells using production pumps — to the 
process of discharging a capacitor on an active load. The simplified electrical diagram of a typical flow chart of oil production 
processes at this stage is given. Based on the given equivalent electrical circuit of technological processes, according to the laws 
of theoretical electrical engineering, models of the battery charging, capacitor charging and discharging processes are built. 
The table of correspondence of the parameters of technological and electrical circuits is presented on the basis of which the 
authors propose simplified models of the processes of pumping purified formation water into injection wells using unit cluster 
pumping stations, of filling a production well under pressure of the injection well, lifting liquid from production wells by means 
of suction pumps and conditions under which various operating modes of lifting processes are achieved.
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Метод адаптивного управления мостовым краном
с прямым отслеживанием перемещения груза

Введение

Роль мостовых кранов в современной про-
мышленности, транспорте и других областях 
сложно переоценить. Однако для повышения 
эффективности их использования требуется ав-
томатизация, направленная на гашение маят-
никовых колебаний груза, парирование внеш-
них возмущений, причем в условиях априорной 
неопределенности параметров объекта управле-
ния и возмущений. Решению этой актуальной 
задачи в разных ее постановках посвящено не-
малое число работ, например [1—17].

В статье [1] предлагается использовать модер-
низированный ПД регулятор с сигмоидальной 
функцией, в работе [2] — принцип модального 
управления, в статье [3] предполагается допол-
нительное устройство для гашения колебаний 
на основе настраиваемого ПИД регулятора. 
В работе [4] авторы предлагают формировать 
закон управления на основе заранее назначен-
ной эталонной траектории перемещения груза. 
Однако эти и им подобные работы предполага-
ют наличие априорной информации о параме-
трах крана и возмущений, либо об отсутствии 
последних. Известно, что данные регуляторы 
не обеспечивают должного качества управле-
ния при значительном многообразии вариантов 
груза, длины троса и внешних возмущений.

В работе [5] предлагается метод управления 
краном со свойствами робастности, однако он 
может иметь разное время сходимости про-
цессов в замкнутой системе управления, что 
является критичным для практики. В работе 
[6] реализован метод управления с частичной 
адаптируемостью к весу переносимого груза, 
но он не решает задачу по адаптивному управ-
лению в полном объеме. Много предлагаемых 
решений подразумевают предварительную на-
стройку системы управления перед использо-
ванием крана, поэтому не способны обеспечить 
качественное парирование колебаний в услови-
ях текущей априорной неопределенности (см., 
например, [7]).

Работы [8, 9] связаны с использованием не-
четкого управления, которое не способно каче-
ственно решать задачу управления в условиях 
неконтролируемых возмущений. Имеются ре-
шения задачи управления кранами на основе 
скользящих режимов, в том числе, в сочетании 
с нечетким управлением и нейроконтроллерами, 
представленные например, в работах [10—12]. 
Данные системы отличаются робастными свой-
ствами к переменным параметрам объекта и воз-
мущениям, но связаны практически с постоян-
ным возбужденным состоянием системы, что 
влечет дополнительные расходы на управление и 
быстрое расходование ресурса приводов.

Предлагается метод автоматического управления мостовым краном, нацеленный на непосредственное отслеживание 
горизонтального перемещения груза на заданной высоте в назначенную точку в условиях текущей априорной неопределен-
ности параметров груза и внешних возмущений. К последним относятся воздействия ветра, изменения трения перемеще-
ния тележки крана и др. Рассматриваемый в статье подход заменяет решение двух традиционных задач: отслеживание 
перемещения тележки крана в заданную точку и демпфирование угловых колебаний груза. Кроме того, предлагаемый 
метод управления основан на схеме адаптивного управления, включающей идентификатор, неявную эталонную модель 
и использование "упрощенных" условий адаптируемости. Последние сводятся лишь к требованию сходимости невязки 
идентификации при функционировании алгоритма текущей идентификации и к выбору в определенном диапазоне посто-
янной оценки коэффициента при управлении. Эта оценка выбирается достаточно большой по модулю, чтобы обеспечить 
наибольший запас устойчивости замкнутой системы управления по амплитуде с обеспечением требуемого качества 
управления. Для текущей параметрической идентификации предлагается использовать рекуррентный метод наименьших 
квадратов с фактором забывания. Эталонная модель назначается в виде колебательного звена с собственной частотой, 
не превышающей таковую для объекта управления с неподвижным основанием и находящейся в экспериментально уста-
новленном диапазоне. Для уточнения собственной частоты эталона требуется оценка длины подвеса груза с точностью 
не хуже 30 %. Предложен простейший алгоритм для получения такой оценки. Он основан на средней скорости вертикаль-
ного перемещения груза, которая, как правило, приблизительно известна. Приведены результаты компьютерных исследо-
ваний эффективности предлагаемой адаптивной системы управления на основе параметров разработанной эксперимен-
тальной установки мостового крана с учетом характеристик типовых датчиков информации и приводов. Данный подход 
показал высокую эффективность в широком диапазоне вариантов груза и возмущений. Он может являться основой для 
создания реальных систем управления кранами любых типов, работающих с подвешенным грузом.

Ключевые слова: мостовой кран, демпфирование колебаний, алгоритм текущей идентификации, адаптивная си-
стема управления, закон управления, эталонная модель
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Известны подходы с текущим оцениванием 
неизвестных параметров системы управления 
[13, 14]. Управление строится в два этапа: на 
первом формируется "S-траектория" тележки, 
на втором реализуется энергетически опти-
мальный адаптивный закон управления для 
реализации указанной траектории. Процедура 
синтеза закона управления использует гради-
ентный алгоритм идентификации параметров 
закона, что является недостатком. Это связано 
с проблемами выбора параметров алгоритма 
идентификации для конкретных случаев, а так-
же низкими идентифицирующими свойствами. 
Подобными свойствами обладает подход, рас-
смотренный в работе [15], предлагающий стро-
ить адаптивный закон управления краном на 
основе использования функции Ляпунова.

В работе [16] предлагается использовать 
адаптивную систему управления с иденти-
фикационным алгоритмом. С его помощью 
в начальный момент времени оцениваются 
параметры крана, затем строится закон управ-
ления с использованием функции Ляпунова. 
Поскольку идентификация параметров крана 
происходит только в начальный момент вре-
мени, закон управления не может учитывать 
текущую неопределенность.

Известно решение проблемы адаптивной 
автоматизации управления мостовым краном 
с текущей идентификацией параметров объек-
та управления, синтезом закона управления на 
основе этих оценок и заданной неявной эта-
лонной модели [17]. Основой решения являют-
ся "упрощенные" условия адаптируемости [18]. 
Однако данная система управления основана 
на раздельном управлении тележкой мостово-
го крана и угловым движением подвеса груза.

Настоящая работа является логическим про-
должением работы [17] и увязывается с адаптив-
ным отслеживанием непосредственно переме-
щения груза — одновременным решением задач 
перемещения груза на требуемое расстояние и 
гашения колебаний. Это упрощает построение 
адаптивной системы управления в условиях те-
кущей априорной неопределенности, дает более 
качественное решение указанных задач.

Уравнение динамики объекта управления

Математическое описание мостового крана 
при перемещении груза по одной оси доста-
точно хорошо изучено в работе [5]. Схема этого 
движения представлена на рис. 1.

На рис. 1 введены следующие обозначения: 
тележка крана массой m1 с линейным переме-
щением по оси X; на тележку действует управ-
ляющая сила fупр и сила трения fтр (вязкое и 
сухое трение); груз массой m2 и центральным 
моментом инерции J; на груз действует гори-

зонтальная сила ветра fвет; груз связан с теле-
жкой с помощью подвески — троса длиной l 
(будем считать l = const, максимальное значе-
ние этого параметра обозначим lmax); φ — угол 
отклонения троса от вертикальной оси; x — 
расстояние, пройденное тележкой; xгр — рас-
стояние, пройденное грузом в измерении по 
оси X; примем, что xгр измеряется при макси-
мальной длине подвески: l = lmax.

Если не учитывать массу троса и трение 
углового перемещения в силу их малости, 
а также начальные значения переменных по 
положению и скорости, уравнения поступа-
тельного и вращательного движения системы 
"тележка—груз" можно представить в виде [5]
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где g — ускорение свободного падения; произ-
водные переменных взяты по времени t; fс.тр — 
сила сухого трения; kx — коэффициент вязкого 
трения линейного перемещения тележки; ука-
занные параметры в общем случае являются 
заранее неизвестными и, возможно, перемен-
ными (за исключением g, m1, lmax).

Учитывая небольшие углы отклонения гру-
за (типовое значение |φ| < 30°), малую скорость 
углового перемещения и физические законы 
движения, примем следующие упрощения: 
sinφ ≈ φ, cosφ ≈ 1, φ

.2sinφ ≅ 0. С учетом этого си-
стему (1) перепишем относительно перемен-
ных ,x φ����  и xгр в виде [17]
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Рис. 1. Схема движения крана по одной оси
Fig. 1. The scheme of crane movement along one axis
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Приближенное описание динамики в виде 
(2) обосновано также использованием после-
дующей аппроксимации (2) и (1) за счет оценок 
параметров, доставляемых алгоритмом теку-
щей идентификации.

Последнее из равенств (2) можно записать 
в виде

 гр 1 упр 2 3 4,x a f a a x a≈ + φ + +�� �  (3)

где

1 1 max 1;xa a l aφ+�  2 2 max 2;xa a l aφ+�

3 3 max 3;xa a l aφ+�  4 4 max 4.xa a l aφ+�

В силу исходной установки на прямое сле-
жение за перемещением груза уравнение (3) 
далее будем считать объектом управления и 
использовать его как исходное при синтезе за-
кона управления.

Закон управления

Поскольку динамика объекта управления 
соответствует колебательному процессу, то 
в качестве эталонной модели, задающей тре-
буемые характеристики перемещения груза, 
примем неявную модель в виде колебательного 
звена со значениями переменных в начальный 
момент времени, равными соответствующим 
для исходного объекта:

 зад
м м1 м м0 м гр( ),x a x a x x= + −�� �  (4)

где xм — переменная, описывающая эталонную 
динамику движения груза по оси X; зад

грx  —
заданное значение xгр, или целевое место до-
ставки груза; выбираемые параметры эталон-
ной модели: м1 м м2 ;a − ξ ω�  2

м0 м( ) ;a − ω�  ξм, 
ωм — эталонные значения относительного ко-
эффициента затухания и собственной часто-
ты, соответственно [19].

Очевидно, что собственная частота эталон-
ной модели не может быть больше такой же 
для объекта управления, иначе это противо-
речит физическим законам движения объекта 
управления и усложняет управление. В об-
ласти целевой точки зад

грx  объект управления 

близок к маятнику с неподвижным основани-
ем, собственная частота которого равна /g l . 
Поэтому примем

 мmin м ,g lω ωm m  (5)

где ωм min — ограничение ωм снизу по условиям 
быстродействия системы управления. Уточне-
ние этой зависимости будет приведено далее.

Отметим, что если правая часть уравнения 
(3) описывается в соответствии с назначенным 
эталоном (4), тогда, в силу принятых условий 
и соотношений (2), динамика объекта будет 
близка к эталонной модели:

 зад
гр м1 гр м0 гр гр( ).x a x a x x≅ + −�� �  (6)

Далее, подставляя в уравнение (3) вместо 
его левой части правую часть уравнения (6) и 
заменяя грx�  на x�  (этот момент будет рассмо-
трен далее), определяем идеальное управляю-
щее воздействие fупр, построенное на точных 
значениях параметров объекта (a1, a2, a3, a4):
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Для поиска в текущем времени оценок ука-
занных параметров будем использовать алго-
ритм идентификации (идентификатор) — ре-
куррентный метод наименьших квадратов 
с фактором забывания [20]:
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где индекс i = 1, 2, 3, ... — указывает на 
дискретные моменты времени с шагом Δt; 

[ ]т2 3 4, ,i i i ia a aθ
� � � �
�  — вектор искомых оце-

нок; индекс "т" означает транспонирование; 
[ ]т, , 1i i iy xφ ��  — вектор регрессоров, соот-

ветствующий искомым оценкам; εi — невязка 
идентификации; гр 1 упрi i iz x a f−

����  — отклик 
объекта, где оценка 1a

�
 определяется отдельно 

(показано ниже); Pi — матричный (3Ѕ3) коэф-
фициент усиления алгоритма; β — назначае-
мый фактор забывания прошедших измерений 
для слежения за изменяющимися во времени 
искомыми параметрами; ϑ — положительное 
число, задающее начальную скорость измене-
ния оценок; E3 — единичная (3Ѕ3) матрица.

Предположим, что через малый промежуток 
времени работы системы невязка идентифика-
ции будет близка к нулю (ε ≅ 0), тогда в соот-
ветствии с системой (8) можно в непрерывном 
времени записать вместо соотношения (3):

 гр 1 упр 2 3 4.x a f a a x a≈ + φ + +
� � � ��� �  (9)
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Это дает возможность строить закон управ-
ления, сформированный вместо (7) на теку-
щих оценках параметров объекта управления:
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На основании работы [21] этот закон управ-
ления в замкнутой системе управления обе-
спечит 0,≅ε →  а значит справедливость (9), если
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где 1 1max
2a a

�
l  — верхнее ограничение оцен-

ки параметра a1, которое определяется экс-
периментально по качеству результирующего 
управления.

Для выполнения последнего условия про-
анализируем параметр a1. Из соотношений (2), 
(3) и условия 2,J mη�  где η > 0 — коэффици-
ент [22], следует, что
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Замечание 1. Особенность выбора ωм. Из опы-
та исследования адаптивной системы управле-
ния (3), (4), (8), (10) установлено (по крайней 
мере, для рассматриваемой ниже установки), 
что наилучшее качество адаптивного управ-
ления при наибольшем быстродействии обе-
спечивается в случае, если частоту эталонной 
модели (5) задавать как ( )м 0,4 0,6 / .g lω ≈ ÷  
Если назначить

 м 30%0,5 / ,g lω =
�

 (13)

где 30%l
�

 — оценка длины подвеса груза с по-
грешностью не хуже ±30 % от истины, то усло-
вие (13) будет удовлетворять указанному диапа-
зону для ωм. В силу такого слабого требования 
к точности оценки длины подвеса последнюю 
можно определять, например, по следующему 
простому соотношению:

 0 ср спуска подъема( ),l l l t t′= + −
� �

где 0l
�

 — начальное значение оценки; срl ′  — 
средняя скорость подъема/спуска груза (по-
ложительная величина, считается известной); 
tподъема, tспуска — время подъема или спуска 
груза соответственно — измеряемые величины 
(считаем, что подъем и спуск происходит го-
раздо медленней остальных процессов).

Замечание 2. Замена сигнала грx�  на x�  при 
выводе закона управления (7) и (10) обуслов-
лена тем, чтобы структура системы с управле-
нием (7) или (10) соответствовала структуре 
объекта управления (3), а также исходных для 
него зависимостей (2). В противном случае по-
является внутренняя неустойчивость. Такая 

замена не вносит большого рассогласования 
с введенным эталоном (4), поскольку сигнал 

грx�  отличается от x�  только угловой составля-
ющей lmaxφ, поэтому эта замена дает отличие 
только на переходных процессах.

Для устранения внутренней неустойчиво-
сти многомерного исходного объекта (2) так-
же нужно использовать достаточно большую 
оценку 1,a

�
 что снижает размах управления 

(10). Это, в свою очередь, соответствует сни-
жению общего коэффициента усиления в кон-
туре замкнутой системы управления и по-
вышению запаса устойчивости по амплитуде 
[19]. Поэтому на основании (11) с учетом (12) 
рассматриваемую оценку целесообразно пред-
ставлять в виде

 1 1 max
consta a≡ =

� �
 (14)

и исключать из алгоритма идентификации (8).

Результаты моделирования

Основные параметры объекта управления 
приняты в соответствии с разработанным ма-
кетом мостового крана [23]: m1 = 2 [кг]; | fупр| m
m 10 [H]; l = lmax = 1,5 [м]. На макете для из-
мерения переменных φ�  и грx��  используется 
датчик GY-521, построенный на микромеха-
ническом чипе MPU-6000/MPU-6050, измеря-
ющем угловые скорости и ускорения по трем 
осям [24], установленный на крюке подъемно-
го механизма (около груза). Сигнал φ рассчи-
тывается интегрированием измеренной про-
изводной φ� . Определение переменной x осу-
ществляется по энкодеру, установленному на 
тележку, а x�  — пропусканием сигнала x через 
реальное дифференцирующее звено с единич-
ным коэффициентом усиления и постоянной 
времени 0,01 [с]. В соответствии с этим шумы 
измерения переменных φ� , грx��  и x считались 
гауссовскими центрированными, со средне-
квадратичным отклонением соответственно: 
0,05 [град/с]; 0,1 [м/с2]; 0,1•10–3 [м].

Параметры эталона (4): ξм = 0,9; считаем, что 
ωм удовлетворяет (13) при точной оценке l, поэ-
тому ωм = 1,28 [c–1]; зад

грx  = 1 [м]. Параметры ал-
горитма идентификации (8): Δt = 0,01 [c]; ϑ = 10;
β = 0,99. Закон управления (10) вычислялся 
дискретно с тем же временным шагом. Управ-
ление фильтруется на апериодическом звене 
с постоянной времени 0,05 [с], моделирующем 
привод. Также была сформирована задержка 
0,01 [с] при подаче управления на объект. Смо-
делировано воздействие ветра на подвешен-
ный груз, начинающееся в момент времени
7,5 [с] и имеющее ступенчатый вид с размахом, 
пропорциональным массе груза. Исследование 
проводили в среде MATLAB.
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На рис. 2—4 приведены результа-
ты исследования системы управления 
при различных параметрах объекта.

В результате предварительных ис-
следований системы управления и на 
основании соотношений (11), (12) и 
(14) экспериментально была определе-
на величина 1

1 1 max
0,1 [кг ]a a −≡ =

� �
 —

намного больше истинного значения 
(см. рис. 3), она мало зависит от из-
менения параметров объекта управ-
ления.

Рис. 2 соответствует следующим 
парамет рам: m2 = 1 [кг], J = 0,008 [кг•м2], 
при этом рис. 3 отображает процесс 
текущей идентификации в этом ис-
следовании. На рис. 4 представлены 
переходные процессы при параметрах 
груза: m2 = 5 [кг], J = 0,02 [кг•м2].

Хотя текущие оценки параметров 
далеки от истины, невязка идентифи-
кации близка к нулю, и траектория 
перемещения груза близка к эталон-
ной, внешнее возмущение париру-
ется. Подобным образом были про-
ведены исследования разработанной 
системы управления макетом мосто-
вого крана в широком диапазоне ти-
повых вариантов переносимого груза
(l = lmax = 1,5 [м]), указанных в таблице. 

Рис. 4. Переходный процесс системы управления при m2 = 5 кг, J = 0,02 кг•м2

Fig. 4. The transition process of control system with m2 = 5 kg, J = 0,02 kg•m2

Рис. 3. Текущая идентификация в системе управления при m2 = 1 кг, J =
= 0,008 кг•м2

Fig. 3. Continuous identification in the control system at m2 = 1 kg, J = 0,008 kg•m2

Рис. 2. Переходный процесс системы управления при m2 = 1 кг, J = 0,008 кг•м2

Fig. 2. The transition process of control system with m2 = 1 kg, J = 0,008 kg•m2

Варианты груза
The options of load

№ Параметры объекта управления Тип и размеры груза № Параметры объекта управления Тип и размеры груза

1 m2 = 0,01 [кг], J = 0,00004 [кг•м2] Полнотелый шар 
с радиусом 0,1 [м]

7 m2 = 2 [кг]; J = 0,018 [кг•м2] Контейнер
0,303 [м] Ѕ 0,122 [м] Ѕ 

0,129 [м]
2 m2 = 0,1 [кг], J = 0,0004 [кг•м2] 8 m2 = 5 [кг]; J = 0,045 [кг•м2]

3 m2 = 1 [кг], J = 0,004 [кг•м2] 9 m2 = 8 [кг]; J = 0,0723 [кг•м2]

4 m2 = 4 [кг], J = 0,016 [кг•м2] 10 m2 = 1 [кг]; J = 0,0076 [кг•м2] Труба длиной 0,3 [м] 
и радиусами

0,0125 [м], 0,0123 [м]
5 m2 = 8 [кг], J = 0,032 [кг•м2] 11 m2 = 4 [кг]; J = 0,0303 [кг•м2]

6 m2 = 0.01 [кг]; J = 0,00009 [кг•м2] Контейнер 0,303 [м] Ѕ 
0,122 [м] Ѕ 0,129 [м]

12 m2 = 8 [кг]; J = 0,0606 [кг•м2]

Рис. 5. Время регулирования линейного переме-
щения груза по вариантам груза
Fig. 5. Time of regulation of linear movement of load 
by variants
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Оценивалось время регулирования — интервал 
времени, за который груз достигает заданного 
положения с точностью не хуже ±5 % от задан-
ного. Зависимость этого времени от параметров 
груза по таблице представлена на рис. 5. Время 
регулирования не превышает 3,5 с. Этому же 
времени соответствует успокоение угловых ко-
лебаний груза до амплитуды 0,5°. Подобные ре-
зультаты без смены параметров системы управ-
ления были получены и при других параметрах 
крана и возмущениях.

Заключение

Представленный метод управления мосто-
вым краном и результаты исследования указы-
вают на высокую эффективность построения 
системы управления по предложенному под-
ходу. В конкретных условиях система требует 
минимальной предварительной настройки, 
связанной с выбором параметров алгоритма 
(8), возможного уточнения (13), определения 
оценки 1a

�
 в соответствии с соотношениями 

(11), (12), (14) и, наконец, с выбором длины 
подвеса, соответствующей целевой точке до-
ставки груза. При работе в условиях текущей 
неопределенности система управления быстро 
подстраивается под реальные характеристики 
объекта управления и внешних неконтроли-
руемых возмущений, гасит колебания груза, 
обеспечивает высокую точность позициониро-
вания груза в заданном положении. Систему 
управления можно построить на доступном 
недорогом оборудовании. Предлагаемый метод 
может являться основой для создания реаль-
ных систем управления кранам любых типов, 
работающих с подвешенным грузом.
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Abstract
The paper proposes a method of automated control of an overhead crane aimed at direct tracking of horizontal movement of 

the load at a set height to the designated position under the conditions of continuous a priori uncertainty of the load parameters and 
external disturbances. The latter include wind effects, friction changes in the crane trolley movement, etc. The approach replaces two 
conventional problems: tracking of the crane trolley movement to a set position and damping of angular oscillations of the load. In 
addition, the proposed control method is based on an adaptive control approach with an identifier and an implicit reference model 
using "simplified" adaptation conditions. The latter are reduced to the requirement of convergence of the identification residual at 
applying an algorithm for continuous identification and the selection in a certain range of constant evaluation of the control coef-
ficient. The said evaluation is chosen sufficiently large in its absolute value to provide the largest margin of stability of the closed 
control system in amplitude with the required quality of control. In order to implement continuous parametric identification, it is 
proposed to apply recursive least squares method with a forgetting factor. The reference model is chosen in the form of an oscil-
latory link with an eigenfrequency not exceeding that of a controlled object with a fixed base and falling within an experimentally 
set range. For closer definition of the reference eigenfrequency, an evaluation of the load suspension length with an accuracy of at 
least 30 % is required. The simplest algorithm for obtaining such an estimate is proposed. It is based on the average velocity of the 
vertical movement of the load, which is generally approximately known. The paper proposes a simple algorithm for obtaining such 
an evaluation and provides the results of model studies of the efficiency of the proposed adaptive control system on the basis of the 
performance of the developed experimental overhead crane unit, taking into account the characteristics of standard data sensors and 
drives. The proposed method has demonstrated its high efficiency in a wide range of loads and disturbance conditions. It can serve 
as a basis for development of functional control systems for any type of cranes for moving suspended loads.

Keywords: overhead crane, oscillations damping, current identification algorithm, adaptive control system, control law, 
reference model
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A Step-by-Step Algorithm for Finding the Optimal Strategy
for the Behavior of a Group of Robots

Рассматривается решение многокритериальной задачи, включающее распределение целей, планирование траек-
торий и оптимизацию расхода энергии, при реализации коллективного взаимодействия роботов. Для поиска опти-
мальной стратегии группового поведения предлагается использовать генетический алгоритм в соответствии с вы-
бранными условиями (ограничениями) и критериями оптимальности.

Abstract

The solution of the multi-criteria problem, which includes the distribution of objectives, the planning of trajectories and the 
optimization of energy consumption, is considered in the realization of the collective interaction of robots. It is proposed to use a 
genetic algorithm according to the chosen conditions (constraints) and optimality criteria to find the best strategy for group behavior. 
The considerable difficulty in choosing how to control a team of autonomous mobile robots represents the distribution of tasks among 
agents that operate under conditions of parametric and information uncertainty, possess "modest" hardware, power and functionality. 
Therefore, the implementation of a multi-stage search for an optimal solution requires a specialized approach that takes into account the 
whole range of dynamic parameters, allowing for real-time target correction and degradation of robots until they fail. The basis of the 
proposed neurogenetic algorithm is a new algorithm for calculating the fitness function, in which the results of the neural network method 
of trajectory planning for a group of robots are used, as well as information about the initial charge of the batteries of robotic agents of 
the collective, the energy consumption of each agent and the preliminary estimation of the energy required by some agent to perform 
the individual tasks available to it. In order to ensure an acceptable performance of the algorithm and given the high dynamism of the 
external environment, it was decided to limit the search for solutions to only one step (the next working beat of the collective). The paper 
presents the results of the simulation of the task of finding the optimal behavior of robots, the algorithm of calculation of the specialized 
fitness function and the options of step-by-step search of the global strategy of distribution of tasks, which make it possible to increase 
the efficiency of the use of the team of robots due to the guaranteed production of the result while minimizing the total time of completion 
of all the tasks, as well as to increase the working time of the team due to the correct energy consumption.
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Introduction

The current target areas for mobile robotic sys-
tems are modern production lines, environmental 
monitoring, handling and storage, inspection and 
investigation of hard-to-reach/hazardous environ-
ments, threatening human life, etc.

The most effective use of mobile robots in these 
domains is when they are used collectively when 
they come together to solve a single target. How-
ever, the following issues of group management re-
lated to the organization of the collective interac-
tion of robots arise:

1) Distribution goals and tasks to robots, taking 
into account the nature of the objectives, function-
ality and environment of each robot;

2) The planning of the trajectories and the al-
location of subspaces for each robot, taking into 
account possible conflicts in operation;

3) Optimization of energy consumption of indi-
vidual robots when moving through working space 
and performing functional tasks in order to increase 
the efficiency of work of the whole team.

Therefore, the problem of group control of mobile 
robots with the definition of a multi-criteria prob-
lem, which includes the distribution of objectives, 
planning and optimization of energy consumption, 
is topical. Analysis of current research has shown 
that insufficient attention has been paid to group 
control of robots with integrated performance op-
timization at both the strategic, tactical and energy 
levels. Quite often, research offers its own method 
of solving only a private problem, which is usually 
either not applicable or requires considerable refine-
ment in solving a complex problem. Consider in 
more detail some of the methods of solving private 
problems encountered in group control of mobile 
robots.

Among the many publications on task distribu-
tion are: centralized distribution algorithms [1, 2], 
multi-agent RTS control algorithms under uncer-
tainty, using neural networks [3], fuzzy logic [4] and 
dynamic programming algorithms [5], augmented 
and virtual reality technology [6], potential fields 
[7], cognitive adaptive method [8]. In some cases, 
heterogeneous groups of robots act as distribution 
algorithms target and treat the problem as a com-
plex combinatorial problem [9, 10]. In addition, 
methods of relaxation of Lagrange [11] and ant al-
gorithms [12] are often used. It should be noted 
that a large part of the algorithms presented in the 
above-mentioned publications are designed to solve 
target allocation problems in a particular case where 
the number of robots in the working space corre-
sponds to the number of objectives.

The problem of planning optimal routes for mo-
bile robots, which is closely related to operational 
planning, has been addressed in numerous stud-
ies, but as a separate application. Currently known 
solutions can be divided into two main classes — 
precision and approximation [13]. Among the latter 
are various ways of implementing intelligent plan-
ning algorithms constructed using neural networks, 
fuzzy or genetic algorithms (GA) [14]. Intelligent 
methods show the best results in solving planning 
problems that are difficult to implement on-board 
computing systems of mobile robots using classical 
breakthrough or potential algorithms.

Optimization of energy consumption in the col-
lective use of robots and trajectories/movements of 
individual robots has been repeatedly raised by re-
searchers [15—20]. Most often, energy efficiency im-
provements were achieved through hardware modifi-
cations: the use of adjustable speed drives and special 
software with the emulation of a mobile robot in a 
virtual model based on analytical data and working 

Существенную сложность при выборе способов управления группой автономных мобильных роботов представляет 
распределение задач между агентами, которые действуют в условиях параметрической и информационной неопре-
деленностей, обладают "скромными" аппаратными, энергетическими и функциональными возможностями. Поэтому 
реализация многопараметрического поиска оптимального решения требует специализированного подхода, учиты-
вающего весь комплекс динамических параметров, допускающего коррекцию целей в реальном масштабе времени и 
деградацию роботов вплоть до их выхода из строя.

Основой предлагаемого нейрогенетического алгоритма является новый алгоритм расчета фитнесс-функции, 
в котором используются результаты нейросетевого метода планирования траекторий для группы роботов, а так-
же информация о начальном заряде батарей роботов — агентов коллектива, энергопотреблении каждого агента и 
предварительная оценка энергозатрат, необходимых агенту на выполнение доступных ему отдельных заданий. Для 
обеспечения приемлемой производительности алгоритма и с учетом высокого динамизма внешнего окружения было 
принято решение ограничиться поиском решений только на один шаг (следующий рабочий такт коллектива). В ра-
боте приводятся результаты моделирования задачи поиска оптимальной стратегии поведения роботов, алгоритм 
расчета специализированной фитнесс-функции и варианты пошагового поиска глобальной стратегии распределения 
заданий, которые позволяют повысить эффективность использования коллектива роботов за счет гарантирован-
ного получения результат при минимизации суммарного времени выполнения всех поставленных заданий, а также 
увеличить время работы коллектива за счет корректного расхода энергии.

Ключевые слова: стратегия группового поведения, коллектив роботов, нейрогенетический алгоритм, фитнесс-
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in real time [15] or the application of parallel elastic 
elements to reduce energy consumption in a two-
legged walking robot Sandia [16].

Interesting approach in work [17] where the algo-
rithm of optimization of energy consumption in the 
swarm of feeding robots is presented, which imple-
ments rules of adaptation of robots based on infor-
mation about environment and quality of commu-
nication. Reduction of electrical consumption and 
minimization of energy consumption are achieved 
in a group of robots by using a computer cluster, on 
which the software code is realized for rapid calcula-
tion of movement of robots in a group, simulation of 
movements in a labyrinth [18, 19]. Variants of evo-
lutionary algorithms for optimizing the energy con-
sumption of a group of robots during their movement 
and information exchange are also known [20].

According to the results of the survey, at present, 
there is no uniform method for the group control 
of the mobile robot team to solve the problems of 
target distribution, route planning and energy op-
timization as a single complex task. As the number 
of robots and the complexity of the task assigned to 
the team increase exponentially, the time to make 
decisions grows. Therefore, it is important to devel-
op non-resource-based planning and control algo-
rithms that take into account the specific capabili-
ties of mobile robot on-board computing systems.

This work proposes a strategy for control a het-
erogeneous group of mobile robots with optimal 
performance parameters at strategic, tactical and 
energy levels.

Setting the goal of optimizing
a group behavior of robots

A working field of size NЅM, containing n robots 
and m tasks, coordinates of robots (xi, yi, i ∈ [1, n]), 
location coordinates of tasks ( * *, , [1, ]j jx y j m∈ ) is 
considered. The goal of the team of robots is to 
perform tasks located in the field. Some field cells 
have an identifier for the incoming tasks (Vj vector). 
Robots have a class identifier (Fi), with only one 
robot and/or one task in a single field cell.

Robots are divided into classes that uniquely de-
fine the group of tasks it can perform, the energy 
consumption of the robot in different modes, and 
the speed of movement. There are three modes/
states of the robot: sleep (waiting for the task), 
movement, and implementation of the task, each 
with its own energy consumption (for the i-robot — 

, ,SL MV WR
i i iW W W  respectively). Each robot has an 

initial charge ( R
iP ).

Tasks are divided into several classes. Each class 
has its own energy consumption ( WR

jW ) — the en-

ergy that the robot must use to complete a given 
class of task. A robot can perform the same or a 
lower class task, but only if it has enough energy to 
execute it.

Given the above characteristics and constraints, 
it is necessary to synthesize an algorithm to find the 
optimal distribution of tasks among available ro-
bots, while minimizing the energy and time spent.

The optimality criteria used are:
1) total energy consumption: 

1( ) ( ) min;
z

z W zΣ
∈

φ = →
Z

2) implementation time of all tasks: 
2 max( ) ( ) min;

z
z t z

∈
φ = →

Z
3) a number tasks in a queue: 

3 out( ) ( ) min .
z

z N z
∈

φ = →
Z

Here z  is a vector of problem numbers, each 
element of which zi, 1,i n=  defines the problem for 
the i-robot in the next step. The domain of valid z  
vector values forms a set Z.

The three-criteria problem is to choose the opti-
mal distribution of tasks among available robots: to 
find the values of variable parameters z , which with-
in the limit fulfill all the above conditions 1)—3). The 
vector optimality criterion 1 2 3( ( ), ( ), ( ))z z zφ φ φJ  is 
defined on the set Z, and the value of each of the 
private optimality criteria must be minimized ( ),i zφ  

1, :i n=

 1 2 3: min( ( ), ( ), ( )).
z

J z z z
∈Ζ

φ φ φ

To find a solution, it is proposed to use GA ac-
cording to the listed conditions (limitations) and op-
timum criteria. At the same time, the synthesis of 
GA and the coding of the decision are carried out 
according to the method presented in other authors’ 
papers, where the applicability of GA for solving 
such a class of problems is proved [21] and the best 
results according to two criteria are obtained [22] but 
the motion trajectory module worked autonomously.

The main changes have been made in the algo-
rithm for forming a fitness function for GA with 
parallel operation of the neural network system of 
trajectory planning, which makes it possible to ob-
tain optimal routes for each of the evaluated work-
plans, So the synthesized algorithm can be conside-
red a class of hybrid, neurogenetic.

The search for the optimal strategy is carried out 
for the multi-criteria task on one step in time (dis-
crete), taking into account the energy consumption, 
the trajectory of the robots’ motion and the time 
to complete the tasks. The optimal distribution of 
tasks is determined by the initial charge of the bat-
tery, the energy consumption of each robot and the 
energy spent on individual tasks. To plan trajecto-
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ries of motion, a neural network algorithm is used 
to find the optimal set of paths of the whole group 
of robots from starting points to target coordinates 
(problems) [23]. The GA is used as the basic ap-
proach for solving the multi-criteria problem. Each 
mode of operation and class of operation (problem) 
is characterised by their level of energy consump-
tion, so the use of GA makes it possible to solve a 
multi-criteria optimization problem taking into ac-
count the integral criterion of efficiency, taking into 
account also the hardware realizable possibility of 
energy redistribution between robots. The classical 
search for such solutions relates to the multi-criteria 
optimization problem, so the main purpose of the 
synthesized algorithm is to find a minimum on a 
set of allowable combinations of the distribution and 
the use of the GA with the chosen conditions and 
optimality criteria will allow for an acceptable time 
for on-board computing systems to obtain a prob-
lem distribution close to optimal in parallel with the 
search for energy-efficient trajectories.

The following algorithm has been synthesized to 
calculate the fitness function:

1. Chromosome decoding. Genes are decrypted 
into problem numbers for each robot.

2. Compute the trajectory of robots to chromosome-
encoded targets using a neural network algorithm.

3. Calculates the parameter WΣ for the estimated 
task combination.

4. Calculate the time taken by robots to complete 
assigned tasks. Select the maximum time.

5. Calculates the parameter Nout for the estima-
ted problem combination as the difference between 
the number of all tasks m and the number of non-
zero elements in the vector z .

6. Output of the derived fitness function vector 
for the individual in question z .

The algorithm of the developed fitness function, 
taking into account the characteristics of the type 
of GA used, as well as the problem itself in the form 
of a flowchart, is shown in Fig. 1.

Finding the best one-step strategy for robots

In order to prove the functionality and efficiency 
of the neurogenetic algorithm, computer simula-
tions are conducted on the generated set of variants 
of the distribution of robots and problems in the 
working field. Two variants of the simulated situa-
tions are shown below, the same for the baseline is 
only the size of operating field 10x10.

Example 1. One step strategy. There is a group of 
three robots that needs to do six tasks. The robots 

Fig. 1. Basic fitness function algorithm
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are located in the cells of the working field with co-
ordinates: {6,2} a robot of Class 3, {4,10} — Class 1
and {1,7} — Class 2; the energy reserve is equal to 
40 units. The tasks are located on the working field 
with coordinates 1, 2 and 6 — {8,3}, {1,6} and {2,7}, 
the task 2 of Class 3 — {5,4}, the tasks 3 of Class 4 
and 5 — {4,9} and {2,10}. The energy consumption 
of the robots is given in table 1. The time required 
to complete the tasks is: for the robot of class 1, 
{3,–,–}; for the robot of class 2, {5,4,–}; for the ro-
bot of class 3, {5,7,2}.

The location of the robots and tasks in the work-
ing field is shown in Fig. 2.

The results of the one-step task distribution 
simulation are presented in table 2. 

The minimum number of outstanding tasks is 
three, which is determined by the difference between 
the number of robots and the number of tasks (6-3). 

Fig. 3 and Fig. 4 show the trajectories of the robots 
and the velocity (dynamics) of movement on the 
working field for the fifth solution — the solution 
with the maximum number of completed tasks.

Step-by-step search
for a global assignment strategy

Since the initial task is to find a distribution 
strategy for all tasks, we use the resulting algorithm 
to find a common strategy for the behavior of 
the robots in achieving the goal. We will find the 
optimal solution for assigning tasks to each of the 
next steps until all the tasks have been completed 
to do this. Step refers to the time from the starting 
point to the end of the task to be solved.

According to the original assignment, the task 
is removed after its completion, which leads to a 
change in the structure of the task: one of the tasks 
is eliminated, and the robot performing it is ready 
to proceed to the next.

Fig. 4. Movement dynamics of robots for solution 5 (example 1)

Fig. 3. The path travelled by robots for solution 5 (example 1)

Fig. 2. Location of robots and tasks in the workfield

Table 1

Robot energy consumption 

Robot 
class

WSL,
en. unit

kMV,
unit/unit 
of length

Mv, unit of 
length/unit 

of time

Task 
class

WWR,
en. unit

1 2,1 0,7 100 1 3,2

2 1,1 1,2 200 2 2,8

3 1,7 0,9 150 3 5,8

Table 2

Decisions received 

Decison, 
№ 

Robot, №
WΣ,

en. unit
tmax,

unit of time
Nout

1 2 3

1 0 0 0 0 0 6

2 0 0 2 3,68 2,0 5

3 3 0 2 8,16 12,4 4

4 1 0 2 8,36 10,9 4

5 3 6 2 12,74 19,8 3
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Therefore, after the task has been completed 
by the robot, it is necessary to restart the optimal 
strategy algorithm for the next step. Due to the 
discreteness of the field and the specificity of the 
task, the following points should be taken into 
account when switching to the following iteration 
of optimization:

1) a robot which, at the time of restart, is located at 
an intermediate point (moves between the grid nodes) 
is considered to be in the nearest traversed node;

2) the implemented task is considered complete 
(removed from the list of tasks) and transparent (not 
an obstacle) to robots;

3) one of the best three-criteria solutions must 
be chosen.

To select optimal solutions from the group, either 
an integral criterion is used or a command is expected 
from the decision maker. In order to automate the 
calculations, the choice of the final 
decision will be made on the basis of 
the following criteria:

— select a solution with a mini-
mum execution time among the de-
cisions with a minimum number of 
unresolved tasks;

— if two solutions meet this condi-
tion, the one that uses less energy is 
selected.

This rule may vary depending on 
the global tasks.

We note that the algorithm is re-
peated with the original population 
obtained by the decision in the previ-
ous step.

The proposed algorithm also takes 
into account the situation where a 
robot can be removed from a task. 
That is, if a robot has started a task, 
and the results of calculating the next 
step show that it is more efficient to 
redirect it to another task, it stops 
doing the task. At the same time, the 
time required to complete a task is 
reduced by the time that the robot has 
already spent on it.

Example 2. The complete problem 
is solved, i.e. the robots have to 
complete all the tasks on the working 
field and there are static obstacles 
(black areas in Fig. 5).

The solution in the form of 
trajectories and displacement dynamics 
is presented in Fig. 6 and Fig. 7. The 
total time of the task was 62.1 units 
of time and the robots spend part of 

Fig. 5. Location of robots, tasks and obstacles in the field of work 
for example 2

Fig. 7. Dynamics of robots for example 2

Fig. 6. Trajectories of robots for example 2
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their time doing roadblocks. We note that despite 
the obstacles, the algorithm allows the robots to be 
reallocated according to the respective tasks with the 
required efficiency.

This is a consequence of the introduction of the 
following specific actions into the algorithm for 
finding the optimal strategy:

1. In the next step robot coordinates shall be 
rounded to the nearest cell (to be achieved by 
reducing the grid size);

2. The solution obtained for each of the steps 
modifies the task list (the list contains only the 
remaining tasks) for the robots.

A further modification of the proposed approach 
consists in improving the strategy algorithm by 2—5 
steps forward for each time frame, which will allow 
for a deeper analysis of the initial and intermediate 
states and a more efficient solution to the problem 
as a whole but it would require a lot of computing 
resources.

Conclusion

The work synthesizes the algorithm of step-by-
step search of optimal behavior of the group of 
robots. The proposed algorithm is based on: a three-
parameter adaptability function, the GA, a neural 
network algorithm for finding disjoint pathways for 
a group of robots and an algorithm for step-by-step 
solving of a common problem.

Using the developed algorithm, different source 
data generated strategies for a group of robots that 
minimized the sum of task time. Similarly, solutions 
can be obtained by minimizing the total energy 
consumption of a group of robots or maximizing 
the number of tasks completed in a limited time.

As part of further work, it is planned to implement 
the algorithm of finding the optimal strategy with 
several steps missing.
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Метод формирования программной скорости движения
рабочего инструмента многостепенного манипулятора1

Введение

Повышение  скорости выполнения техно-
логических операций (ТО) многостепенными 
манипуляторами (ММ) сопряженно с увеличе-
нием силомоментных взаимодействий между их 
степенями подвижности, что, как показано в ра-
боте [1], приводит к значительному увеличению 
сигналов управления самонастраивающимися 
корректирующими устройствами, компенсиру-
ющими возникшие взаимовлияния. Это может 
привести к тому, что один или сразу несколько 
электроприводов ММ войдут в режим насыще-
ния, при котором их рабочие инструменты (РИ) 
могут сойти с предписанных траекторий движе-
ния, вызывая появление аварийных ситуаций.

Традиционным и наиболее распространен-
ным подходом к решению задачи формирования 
программной скорости движения РИ ММ явля-
ется применение профилей скорости [2], опреде-
ляющих зависимость этой скорости от времени. 
Несмотря на простоту реализации этот подход 
предполагает настройку скорости исходя из наи-

1Исследование выполнено при финансовой поддержке 
РФФИ в рамках грантов № 20-38-70161, 20-08-00701, 19-08-00347.

более нагруженных режимов работы ММ, что 
приводит к значительному занижению скорости 
даже в благоприятных условиях работы.

В работах [3—9] описаны подходы к заданию 
оптимальной скорости движения РИ ММ. Эти 
подходы позволяют учитывать ограничения на 
скорость движения каждой степени подвиж-
ности ММ [3—7], ускорения [3—8] и даже на 
производные этих ускорений [3—5, 9]. В рабо-
те [10] рассмотрен подход к решению задачи 
оптимального по быстродействию управления 
движением РИ ММ с учетом ограничений на 
управляющие моменты в электроприводах. 
Общим недостатком перечисленных подходов 
является необходимость задания ограничений 
на указанные скорости и ускорения, кото-
рые с учетом силомоментных взаимовлияний 
между всеми степенями подвижности ММ на 
различных участках траекторий их движения 
могут существенно изменяться. Однако задачи 
определения переменных значений этих огра-
ничений в указанных работах не решаются, 
что снижает возможность применения опи-
санных методов.

В работе [11] предложены алгоритмы опти-
мального и квазиоптимального по быстродей-

Рассмотрено решение задачи повышения производительности робототехнических систем, в состав которых входят 
многостепенные манипуляторы, а их исполнительные элементы имеют ограничения по мощности. Для решения этой за-
дачи разработан метод автоматического формирования предельно высоких программных скоростей движения рабочих 
инструментов указанных манипуляторов, позволяющий сохранить заданную динамическую точность управления с учетом 
взаимовлияний между всеми их степенями подвижности и заданных ограничений на входные сигналы электроприводов.

Созданный метод заключается в вычислении максимально допустимой скорости движения рабочего инструмента 
манипулятора. Основной особенностью метода являются условия выбора требуемых данных для быстрого расчета 
всех необходимых параметров управления.

На основе предложенного метода синтезирована система формирования скорости движения рабочего инструмента 
трехзвенного манипулятора с поворотными степенями подвижности, приводимыми в движение двигателями постоян-
ного тока. Этот манипулятор может перемещать рабочие инструменты по произвольным гладким пространственным 
траекториям, построенным с помощью параметрических сплайнов третьего порядка. Выполненное моделирование под-
твердило высокую эффективность предложенного метода в сравнении с другими известными методами задания про-
граммной скорости и позволило существенно повысить программную скорость движения рабочих инструментов за счет 
непрерывной работы хотя бы одного из электроприводов манипулятора вблизи зоны насыщения его усилителя мощности 
без входа в нее. При этом повышение быстродействия системы происходило без уменьшения динамической точности.

Разработанный метод может быть применен для формирования предельно высокой программной скорости дви-
жения рабочих инструментов манипуляторов с любыми кинематическими схемами и различным числом степеней 
подвижности.

Ключевые слова: многостепенной манипулятор, ограничения, формирование скорости, высокая точность, про-
граммные сигналы
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ствию контурного управления ММ с учетом 
ограничений на управляющие моменты в элек-
троприводах. Однако их применение на практи-
ке заставляет системы управления (СУ) работать 
в режиме высокочастотных переключений со 
всеми присущими этому режиму недостатками.

В работе [12] представлен метод автоматиче-
ского формирования программных скоростей 
движения РИ ММ с учетом динамических 
ошибок их пространственных перемещений, 
а в работе [13] — метод, обеспечивающий ав-
томатическое формирование программной 
скорости по значениям входных напряжений 
и якорных токов всех электроприводов ММ. 
Общим недостатком этих методов является 
то, что они только косвенно позволяют учесть 
вход в насыщение усилителей мощности и 
электроприводов ММ. В результате для их ис-
пользования необходимо заранее проводить 
многократное моделирование движения РИ 
ММ для каждой конкретной траектории, на-
страивая параметры синтезируемых СУ.

Таким образом, проведенный анализ по-
казывает, что решение задачи высокоскорост-
ного управления движением РИ ММ с учетом 
ограничений по управляющим сигналам все 
еще далеко от своего эффективного решения.

1. Постановка задачи

Целью работы является создание метода ав-
томатического формирования предельно вы-
сокой скорости движения РИ ММ по заранее 
задаваемым параметрическими сплайнами тра-
екториям, при которой сохраняется требуемая 
динамическая точность управления, а усилите-
ли мощности и электроприводы ММ неизмен-
но работают в линейной зоне без входа в режим 
насыщения.

2. Особенности объекта управления

Рассматривается ММ с кинематической схе-
мой типа PUMA, но общность решаемой задачи 
сохраняется и для манипуляторов с иными ки-
нематическими схемами. Влиянием ориентиру-
ющих степеней подвижности, расположенных 
вблизи РИ, будем пренебрегать, так как их сило-
вое и моментное воздействие на переносные сте-
пени пренебрежимо мало. Кроме того, полагаем, 
что все электроприводы ММ работают в линей-
ной зоне усиления усилителей мощности, где их 
СУ обеспечивают требуемую динамическую 
точность работы, при которой обобщенные ко-

ординаты qi ММ мало отличаются от их про-
граммных значений *

iq . Это позволяет прене-
бречь детальным описанием регуляторов, не на-
рушая работоспособности предлагаемого метода.

Исполнительными элементами ММ яв-
ляются электродвигатели постоянного тока 
с постоянными магнитами. Уравнения элек-
трической и механической цепей i-го электро-
привода при малых значениях индуктивности 
якорной цепи, а также вязкого и сухого трения 
имеют вид [1]

 
дв

;
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где 1,3i =  — номер i-й переносной степени 
подвижности ММ; qi, ,i iq q� ��  — соответственно 
значения обобщенных координат ММ, а также 
их скоростей и ускорений; Ri — активные со-
противления якорных цепей электродвигате-
лей; JEi — суммарные моменты инерции их ро-
торов и приведенных к ним моментов инерции 
вращающихся частей редукторов; ipi — переда-
точные числа редукторов; KMi и Kωi — соответ-
ственно коэффициенты крутящих моментов и 
противоЭДС; Kyi, Ui — соответственно коэф-
фициенты усиления усилителей мощности 
электродвигателей и напряжения на их входах; 
Ii — якорный ток электродвигателя; Mдвi — об-
щий момент, развиваемый i-м электродвигате-
лем; Pi — моменты, возникающие на выходном 
валу редуктора i-го сочленения при произ-
вольном движении манипулятора.

Обобщенное моментное воздействие Pi име-
ет вид [1]

 вн ,i i i i i iP H q h q M= + +�� �  (2)

где Hi — компонента, характеризующая инерци-
онные свойства соответствующей части манипу-
лятора; hi — составляющая момента, пропорци-
ональная iq� ; Mвнi — моментное воздействие на 
i-е сочленение манипулятора, учитывающее 
гравитационные силы и взаимовлияния его сте-
пеней подвижности в процессе движения.

С учетом выражений (1) и (2) уравнение на-
груженного электропривода в i-й степени под-
вижности манипулятора может быть представ-
лено в виде [1]
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Выражение (3) будет использовано при соз-
дании метода автоматического формирования 
предельно высокой скорости движения РИ ММ.
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3. Уравнение движения РИ ММ

Движение РИ ММ на предельно высокой 
скорости будет обеспечиваться при условии, 
что хотя бы один из его электроприводов с уче-
том текущей нагрузки будет работать на преде-
ле своей мощности, вращаясь с предельно вы-
сокими скоростью и ускорением вблизи зоны 
нелинейных искажений усилителя мощности, 
но не будет входить в нее. В результате при со-
гласованном управлении всеми остальными 
электроприводами ММ удастся обеспечить пре-
дельно высокую переменную скорость v движе-
ния РИ по любым гладким пространственным 
траекториям в декартовой системе координат 
(СК) Oxyz, связанной с основанием ММ.

Уравнение (3) описывает зависимость обоб-
щенной скорости iq�  и ускорения iq��  электропри-
вода от его входного напряжения Ui при текущих 
значениях Hi, hi, Mвнi. Но с учетом кинематики 
ММ и текущего положения РИ на траектории 
уравнение (3) желательно было бы переписать так, 
чтобы оно описывало зависимость скорости v и 
ускорения v�  движения РИ от Ui. Тогда, задавая 
значение Ui для одного из электроприводов ММ 
предельно допустимым, с помощью нового урав-
нения можно было бы получить закон изменения 
предельных значений v и v� . Однако формировать 
зависимости v и v�  от всех текущих значений Ui 
при произвольном пространственном движении 
РИ ММ сложно, так как потребуется в реальном 
масштабе времени определять все необходимые 
переменные параметры нового уравнения, ис-
пользуя сигналы qi, iq�  и iq��  всех электроприводов 
ММ, поступающих с датчиков всех его степеней 
подвижности. Поэтому в работе предлагается 
применять приближенный метод расчета про-
граммных значений v* и *v�  при движении РИ 
вдоль траекторий, используя в уравнении (3) вме-
сто сигналов qi, iq�  и iq��  близкие к ним их про-
граммные значения * *,i iq q�  и *,iq��  если все
электроприводы ММ работают в линейной зоне 
их усилителей мощности, их следящие системы 
обеспечивают им высокую динамическую точ-
ность управления, а программные траектории 
движения РИ ММ задаются гладкими параме-
трическими сплайнами Безье третьего порядка.

В результате для установления зависимости 
закона изменения v* и *v�  от соответствующих 
предельных значений Ui с учетом текущей кине-
матики и динамики конкретного ММ, а также 
заранее заданной траектории движения его РИ 
программные значения обобщенных скоростей 

*
iq�  и ускорений *

iq�� , как будет показано ниже, 
должны быть выражены, соответственно, через 
программные значения v* и *v� движения РИ.

Для указанного преобразования уравнения 
(3) вначале необходимо получить аналитиче-
ские зависимости *

iq�  и *
iq��  от v* и *v� . Для этого 

требуется установить закон изменения обоб-
щенных координат *

iq  при перемещении про-
граммной точки по траекториям, задаваемым 
указанными сплайнами [14], проходящими че-
рез набор заданных точек, и дважды его про-
дифференцировать по времени. Коэффициен-
ты этих сплайнов, описываемых полиномами 
третьей степени, формируются так, чтобы обе-
спечить непрерывность первых и вторых про-
изводных координат x, y и z по их параметру τ 
на концах каждого сплайна, т. е. гарантиро-
вать совпадение касательных в точках сопря-
жения всех сплайнов и равенство радиусов их 
кривизны в этих точках.

На рис. 1 показана траектория движения 
РИ ММ, состоящая из множества параметри-
ческих сплайнов Безье третьего порядка [14]. 
Движение по k-му сплайну начинается в точке 
Pk,0 при значении параметра τ = 0 и заканчи-
вается в точке Pk,3, когда τ = 1, а точки Pk,1 
и Pk,2 определяют вид кривой сплайна. Когда 
РИ переходит на (k + 1)-й сплайн, параметр τ 
обнуляется, но векторы v* в конце k-го сплай-
на, где τ = 1, и в начале следующего (k + 1)-го 
сплайна, где τ = 0, остаются равными, хотя при 
переходе от k-го к (k + 1)-му сплайну происхо-
дит скачкообразное изменение параметра τ с 1 
на 0. Это обеспечивается за счет раздельного 
расчета v* на конце k-го и в начале k + 1-го 
сплайнов по представленным ниже аналити-
ческим выражениям, в которых точка сопря-
жения не является точкой разрыва.

Каждый k-й сплайн, являясь частью про-
граммной траектории движения РИ, задается 
параметрическими полиномами третьей сте-
пени [15]:

Рис. 1. Программная траектория движения РИ ММ
Fig. 1. Reference trajectory of movement of the multilink manipu-
lator working tool



699Мехатроника, автоматизация, управление, Том 21, № 12, 2020

 

3

, , , , 2

, , , ,

, , , ,

,

1

x k x k x k x k

y k y k y k y k

z k z k z k z k

x A B C D

y A B C D

z A B C D

⎡ ⎤τ
⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ τ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥τ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

 (4)

где Ax,k, Ay,k, Az,k, Bx,k, By,k, Bz,k, Cx,k, Cy,k, Cz,k, Dx,k, 
Dy,k, Dz,k — коэффициенты k-го сплайна при со-
ответствующий степенях параметра τ ∈ [0, 1],
определяемые координатами точек Pk,0, Pk,1, 
Pk,2, Pk,3.

В этом случае закон изменения значений 
обобщенных координат *

iq  при движении про-
граммной точки по k-му сплайну (4) можно 
описать системой, состоящей из трех нелиней-
ных уравнений [2] и формируемой на основе 
аналитического решения обратной задачи ки-
нематики (ОЗК):

 *
iq (t) = fi (x(τ(t)), y(τ(t)), z(τ(t))), (5)

где x(τ(t)), y(τ(t)) и z(τ(t)) — изменяющиеся во 
времени координаты программной точки, за-
даваемые параметрическими сплайнами Безье 
третьего порядка в СК Oxyz; t — время (для 
удобства записи далее опускается).

В целях получения соотношений для *
iq�  и 

*
iq��  в функции v* и *v�  вначале продифферен-

цируем выражение (5) по времени. В результа-
те будем иметь

 * .i i i
i

f f fx y z d
q

x y z dt
⎛ ⎞∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ τ

= + +⎜ ⎟∂ ∂τ ∂ ∂τ ∂ ∂τ⎝ ⎠
�  (6)

Для получения производных ∂x/∂τ, ∂y/∂τ, 
∂z/∂τ продифференцируем выражение (4) по t. 
В результате получим
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 (7)

где 3Ax,kτ
2 + 2Bx,kτ + Cx,k = ∂x/∂τ = Fx,

3Ay,kτ
2 + 2By,kτ + Cy,k = ∂y/∂τ = Fy,

3Az,kτ
2 + 2Bz,kτ + Cz,k = ∂z/∂τ = Fz.

Поскольку * 2 2 2 ,v x y z= + +� � �  то с учетом 
выражения (7) можно записать v* = dτ/dt Ѕ

Ѕ 2 2 2
x y zF F F+ +  и, соответственно, [15]

 
*

2 2 2
.

x y z

d v
dt F F F

τ
=

+ +
 (8)

Знак v* определяет направление перемеще-
ния РИ по траектории. Если v* > 0, то про-
граммная точка движется от начала сплайна 
Pk,0 к его концу Pk,3, а если v* < 0, то движение 
происходит в обратную сторону. При достиже-

нии программной точкой конца k-го сплайна, 
где τ = 1 для v* > 0, происходит обнуление па-
раметра τ, и номер сплайна меняется на k + 1.
Если же программная точка находится в начале 
k-го сплайна, где τ = 0 и v* < 0, то τ становится 
равным 1, и номер сплайна меняется на k – 1.

С учетом соотношений (7) и (8) выражение 
(6) может переписать в виде
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где [ ]/ / /i i i if x f y f z= ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂g  — вектор-строка 

первых производных; 
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a  — еди-

ничный вектор, совпадающий с направлением 
вектора скорости * * т[ ]v x y z= =v � � �a  в СК Oxyz.

С учетом соотношения (9) можно записать
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Gi — симметричная матрица вторых произ-
водных.
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С учетом того, что
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где Wx = ∂2x/∂τ2 = 2(3Ax,kτ + Bx,k), Wy = ∂2y/∂τ2 = 
= 2(3Ay,kτ + By,k), Wz = ∂2z/∂τ2 = 2(3Az,kτ + Bz,k), 
выражение (11) можно переписать сначала 
в виде
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а после подстановки в него dτ/dt (8) — в виде
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С учетом (12) выражение (10) можно пере-
писать в виде

 * * т *2( ) ,i i i iq v v= + +�� � �g a a G a g a  (13)

где слагаемые т ,ia G a  i �g a  и ig a  после выполне-
ния соответствующих матричных операций 
становятся скалярами.

Полученные соотношения (9) и (13), описы-
вающие связь программных значений * *,i iq q� ��  и 
v*, *v� , с учетом подхода, предложенного выше, 
можно подставить вместо iq�  и iq��  в уравнение 
(3) для установления искомой зависимости за-
конов изменения *v�  и v* от соответствующих 
предельных значений Ui. Однако, как показано 
в работе [1], величины ,i iq q�  и iq��  входят и в ве-
личины Hi, hi и Mвнi в выражении (2). Поэтому 
их следует также заменить в Hi, hi и Mвнi вы-
ражения (2) на соответствующие программные 
значения * * *, ,i i iq q q� �� . В итоге получим про-
граммные компоненты
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где 1,3, 1,3, ;i j i j= = ≠  * * * * т
1 2 3[ ]q q q=q  — век-

тор обобщенных координат; sj,i — функции 
программных координат, некоторые из кото-
рых обнуляются. Индексы всех sj,i в соотноше-
ниях (14) и (15) выбраны так, чтобы для каж-
дой i-й степени подвижности при 1,3j =  были 
обозначены все возможные функции sj,i — пер-
вые три при различных обобщенных скоростях 

*
jq�  в (14), четвертая s4,i (составляющая гравита-

ционных сил) в выражении (15) и остальные 
шесть при различных *

jq��  и *2
jq�  в (15).

После подстановки компонент * *,i iH h  (14)
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Заменив *
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iq��  в уравнении (16), используя 
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где
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Решая нелинейные дифференциальные урав-
нения первого порядка (17), в которых вместо Ui 
( 1,3i = ) подставляются их предельно допусти-
мые значения, при которых любой из электро-
приводов ММ будет находиться в преднасыщен-
ном состоянии, можно определить предельно 
допустимое значение v*. При перемещении РИ 
по траектории с этой скоростью согласно (4), (5) 
и (8) будут автоматически формироваться про-
граммные сигналы *

iq  для следящих электро-
приводов всех степеней подвижности ММ.

4. Описание работы системы формирования 
программной скорости движения РИ ММ

Ниже рассмотрен алгоритм формирования 
предельно скоростного движения РИ по траек-
тории, заранее задаваемой параметрическими 
сплайнами (4), и описана работа системы, реа-
лизующей этот алгоритм.

Выполнение алгоритма начинается с по-
строения в рабочей области ММ с помощью 
выражения (4) программной траектории дви-
жения РИ в СК, связанной с его основанием, 
и расчета программных сигналов *

iq  (5), со-
ответствующих исходному положению про-
граммной точки (k = 0 и τ = 0).

Перемещение этой точки по построенной про-
граммной траектории начинается после расчета 
значения начальной скорости v*(Δt), где Δt > 0 — 
шаг дискретизации системы. Для 
расчета v*(Δt) с начальным услови-
ем v*(0) = 0 для всех трех степеней 
подвижности ММ формируются 
три пары уравнений (17), и в них 
в слагаемые di вместо значений
Ui ( 1,3i = ) подставляются их 
предельно допустимые значения 
с противоположными знаками. Все 
эти уравнения решаются на шаг Δt 
и определяются соответствующие 
им шесть значений скорости v*(Δt). 
Из них выбирается то, которое 

в своей паре (для i-го электропривода) является 
максимальным, но не превышающим наиболь-
шего значения в других парах, при котором хотя 
бы один электропривод находится в преднасы-
щенном состоянии, а остальные — в отдалении 
от насыщения. Именно выбранное значение 
v*(Δt) используется для последующего расчета
dτ/dt (8) при определении нового значения τ и 
соответствующего ему положения программной 
точки (4) и координат *

iq (Δt) (5). При этом вели-
чина v* не должна превышать и предельно допу-
стимого значения для конкретного вида работы.

В последующем во время движения ММ 
только на входе выбранного электропривода 
будет формироваться предельное значение Ui, 
а входные напряжения других электроприво-
дов будут определяться их регуляторами, обе-
спечивая согласованное движение всех степе-
ней подвижности ММ и точное перемещение 
РИ по заданной траектории.

Расчет значений v*(NΔt) (N = 2, 3, ..., K, где K 
определяет последнее положение программной 
точки) для следующего и последующих дискрет-
ных моментов времени осуществляется анало-
гично. Но шесть уравнений (17) будут формиро-
ваться уже с учетом текущего положения про-
граммной точки на траектории, координат

*
iq ((N – 1)Δt) ММ (5) и текущего значения

v*((N – 1)Δt), используемого в качестве очередного 
начального условия. Эта процедура повторяется 
до начала торможения РИ в конце траектории.

В результате для каждого реального дис-
кретного момента времени t будут рассчитаны 
программные сигналы *( )iq t , которые после за-
пуска ММ в реальном масштабе времени будут 
поступать на входы его следящих электропри-
водов, обеспечивая предельно быстрое движе-
ние РИ, при котором все электроприводы ММ 
будут работать в линейной зоне усиления без 
входа в режим насыщения.

На рис. 2 показана обобщенная схема систе-
мы формирования программной скорости 

Рис. 2. Схема системы формирования программной скорости движения РИ ММ
Fig. 2. Scheme of the system of formation of reference movement speed of the multilink 
manipulator working tool
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движения РИ ММ. На этом рисунке введены 
следующие обозначения: БФС — блок форми-
рования v*(t); БФТ — блок задания траектории 
движения РИ (программных значений x, y, z) 
в СК Oxyz; C = {Ax,k, Ay,k, Az,k, Bx,k, By,k, Bz,k, 
Cx,k, Cy,k, Cz,k, Dx,k, Dy,k, Dz,k} — массив коэффи-
циентов, описывающих k-й сплайн; ОЗК — 
блок решения обратной задачи кинематики 
(формирования программных значений обоб-
щенных координат *

iq  ( 1,3)i = ); ЭПi ( 1,3i = ) — 
электроприводы постоянного тока с усилите-
лями мощности, обеспечивающие повороты 
соответствующих степеней подвижности ММ; 
ТРi ( 1,3)i =  — типовые регуляторы, обеспечи-
вающие требуемые показатели качества рабо-
ты каждого замкнутого электропривода; СКУi 
( 1,3)i =  — самонастраивающиеся корректи-
рующие устройства, стабилизирующие пара-
метры каждого электропривода при взаимо-
влияниях между степенями подвижности дви-
жущегося ММ [1]; εi ( 1,3)i =  — ошибки 
соответствующих ЭПi.

Вначале рассмотрим работу системы, когда 
траектория движения РИ, представляемая 
в виде сплайнов, полностью известна и неиз-
менна. В этом случае все ее параметры заносят-
ся в БФТ. Перед началом движения РИ на вы-
ходе БФС (рис. 2) v* = 0. Исходное положение РИ 
ММ в начале первого сплайна (исходные про-
граммные координаты — x0, y0 и z0) рассчитыва-
ется с использованием выражения (4), определя-
ется массивом коэффициентов C, когда
τ = 0 и k = 0, и формируется на выходе БФТ. На 
выходе блока ОЗК с использованием координат 
x0, y0 и z0 формируются программные сигналы 

*
iq  ( 1,3)i =  (5), которые отрабатываются всеми 

следящими электроприводами ММ, и система 
приходит в исходное состояние.

Затем в БФС с учетом текущих значений τ, 
k и C вычисляются элементы векторов а (9) и 
�a  (12), а с учетом *

iq  ( 1,3)i =  — элементы век-
торов gi и матриц Gi ( 1,3)i = , входящих в вы-
ражения (9) и (13), а также *

iH  и sj,i, s4,i, sj + 4,i, 
sj + 7,i ( 1,3j = , 1,3i = , j i≠ ), входящие в *

ih  (14) 
и *

внiM  (15). Все эти элементы, векторы и ма-
трицы используются в БФС при решении ше-
сти указанных выше уравнений (17) при раз-
личных предельных значениях Ui и начальном 
условии v*(0) = 0. После выбора одного из ше-
сти решений v*(Δt) оно используется для рас-
чета в БФТ очередных значений dτ/dt (8), τ, k, 
C и новых координат РИ x(Δt), y(Δt), z(Δt) (4), 
которые поступают в блок ОЗК для вычисле-
ния *

iq (Δt) (5). Эти значения сохраняются в па-
мяти блока ОЗК, но на входы следящих элек-
троприводов не поступают.

Описанная процедура расчета новых значе-
ний v*(NΔt) и *

iq (NΔt) (N = 1, 2, 3,...), а также 
сохранения *

iq (NΔt) в памяти блока ОЗК про-
должается по указанному алгоритму до конца 
заданной траектории движения РИ. После за-
вершения определения последовательностей 
v*(NΔt) и *

iq (NΔt) ( 1,3i = , N = 1, 2, 3, ..., K) на 
выходы блока ОЗК в дискретные моменты вре-
мени с интервалами Δt начинают поступать те-
кущие значения *

iq (NΔt), которые отрабатыва-
ются соответствующими следящими электро-
приводами ММ.

Если движение РИ выполняется в заранее 
неизвестной обстановке, требующей постоян-
ной коррекции заданной траектории, то метод 
предварительного формирования фиксиро-
ванной последовательности *

iq (NΔt) ( 1,3i = ,
N = 1, 2, 3,..., K) использовать уже нельзя и не-
обходимо рассчитывать значения *

iq (NΔt) не-
посредственно в процессе движения РИ. В ре-
зультате система (рис. 2) должна успевать не 
только рассчитывать скорость v* и все значе-
ния *

iq (NΔt) на каждом дискретном шаге, но и 
отрабатывать эти сигналы соответствующими 
следящими электроприводами. Для этого по-
требуется использовать достаточно мощные 
вычислительные средства.

Таким образом, при использовании систе-
мы (рис. 2) будет обеспечиваться предельно 
быстрое движение РИ ММ по траекториям, 
задаваемым сплайнами. Предложенный ме-
тод можно применять для формирования про-
граммных скоростей движения РИ ММ с лю-
быми кинематическими схемами и с различ-
ным числом степеней подвижности. При этом 
будут только изменяться выражения, описы-
вающие решение ОЗК (5), и выражения для 
определения значений параметров ai, bi, ci, di, 
входящих в уравнение (17).

5. Исследование работы системы 
формирования программной скорости

При исследовании разработанной на основе 
предложенного метода системы формирования 
программной скорости рассматривалось дви-
жение РИ трехстепенного ММ (см. рис. 1) по 
траектории, показанной на рис. 3, представ-
ленной синусоидой с амплитудой 0,38 м, рас-
положенной под углом 45° к горизонтальной 
плоскости. Основание ММ расположено в на-
чале СК Oxyz.

Электроприводы рассматриваемого ММ име-
ют следующие параметры: Ri = 0,5 Ом, KMi =
= 0,04 Н•м/А, Kωi = 0,04 В•с/рад, Kyi = 1,
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JEi = = 10–3 кг•м2, ipi = 100 ( 1,3)i = . Номиналь-
ный момент инерции Jnom i вала i-го электродви-
гателя и вращающихся частей редуктора, ис-
пользуемый в законе самонастройки (см. СКУi 
на рис. 2) [1], равен 10-4 кг·м2. Длины звеньев 
ММ l1 = 0,5 м, l2 = 0,5 м, l3 = 0,5 м, массы этих 
звеньев m1 = 25 кг, m2 = 15 кг, m3 = 15 кг, масса 
груза mg = 5 кг. Моменты инерции Jsi и Jni i-х 
звеньев ММ относительно их продольных осей 
и осей, проходящих через центры масс и пер-
пендикулярных их продольным осям, соответ-
ственно, равны Js1 = 0,1 кг•м2, Js2 = 0,007 кг•м2, 
Js3 = 0,005 кг•м2, Jn2 = 0,55 кг•м2, Jn3 = 0,31 кг•м2. 
В качестве ТРi (см. рис. 2) использованы оди-
наковые типовые ПИД регуляторы, описываемые 
уравнениями: ,p I dU k k dt k= ε + ε + ε∫ �  kp = 1883,
kI = 130, kd = 140, где ε — ошибка управления 
соответствующего электропривода. Ограниче-
ния линейной зоны сигналов Ui всех электро-

приводов ±22,5 В. Предельное значение сигна-
ла Ui, вводимое в выражение (17), равно ±20 В.

На рис. 4—5 показаны результаты исследо-
вания работы созданной системы.

Из приведенных графиков видно, что при 
перемещении РИ по гладкой траектории (см. 
рис. 3), составленной из четырех параметриче-
ских сплайнов (4), из точки 1 в точку 2 про-
граммные значения всех обобщенных коорди-
нат *

iq  (рис. 4) изменялись плавно, а программ-
ная скорость движения v* непрерывно 
настраивалась, неизменно обеспечивая пооче-
редную работу одного из электроприводов 
(рис. 5, а) в преднасыщенном состоянии. При 
этом увеличение v* происходило на участках 
траектории с малой кривизной, а уменьше-
ние — при подходе к участкам с большой кри-
визной. Отклонение D характерной точки РИ 
ММ (см. рис. 4) от заданной траектории не 
превышало установленного значения 0,6 мм.

Если движение ММ происходит без под-
стройки v* с ее предельным, но постоянным 
значением 0,25 м/с, при котором все электро-
приводы во время перемещения РИ по тра-
ектории (см. рис. 3) только подходят к грани-
це линейной зоны, не входя в насыщение, и 
в следящей системе (см. рис. 4) используют-
ся те же самые типовые регуляторы ТРi, то 
средняя скорость движения РИ по указанной 
траектории снижается более чем в 3 раза. За-
коны изменения Ui всех электроприводов ММ 
в этом случае при предельном, но постоянном 
значении v*, показаны на рис. 5, б.

Снижение ошибки контурного управления 
РИ ММ возможно, но вместо типовых ТРi не-
обходимо использовать уже более качествен-
ные регуляторы [1].

Из рис. 4 видно, что при моделировании 
в системе в некоторые моменты времени те-
ряется плавность изменения v* (например, мо-

мент времени 2,05 с). Это связа-
но с пренебрежением в якорных 
цепях электроприводов ММ (см. 
уравнения (3)) их индуктивно-
стью. Это позволило в создан-
ном методе резко снизить объ-
ем вычислений при настройке 
текущего значения v*. Однако 
в реальных электроприводах ин-
дуктивность присутствует и, как 
показали проведенные исследо-
вания, при увеличении ее значе-
ния возможен выход некоторых 
электроприводов ММ из линей-
ной зоны их работы. Для исклю-

Рис. 3. Программная траектория
Fig. 3. Reference trajectory

Рис. 4. Законы изменения * , = 1, 3,iq i  v* и D (scale *
iq  = 1 рад; v* = 1 м/с; D = 1 мм)

Fig. 4. Behavior of * , = 1, 3,iq i  v* and D (scale *
iq  = 1 rad; v* = 1 m/s; D = 1 mm)
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чения этой ситуации в выражении (17) следует 
просто уменьшить величину Ui. Это приведет 
к незначительному уменьшению v*, но произ-
водительность работы синтезированной систе-
мы все равно останется более чем в три раза 
выше производительности системы с постоян-
ным предельным значением v*, при котором 
будет полностью исключен выход электропри-
водов за пределы линейной зоны их работы и 
обеспечена заданная динамическая точность 
движения РИ по предписанной траектории.

Сравнение быстродействия работы предло-
женной системы с другими аналогичными си-
стемами [12, 13] при обеспечении схожей точно-
сти их работы показывает ее существенное пре-
имущество за счет полного исключения входов 
всех электроприводов в режим насыщения и 
значительного уменьшения времени прохожде-
ния по заданным гладким траекториям.

Заключение

В статье рассмотрен новый метод автоматиче-
ского формирования предельно высокой (пере-
менной) программной скорости движения РИ 
различных ММ по траекториям, формируемым 
параметрическими сплайнами третьего порядка. 
Эта скорость обеспечивает постоянное нахожде-

ние хотя бы одного электропривода 
ММ в преднасыщенном состоянии 
(в линейной зане работы всех ис-
пользуемых электроприводов) при 
неизменном сохранении высокой 
динамической точности управления.
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Abstract

The solution of task of increasing the productivity of robotic systems containing multilink manipulators is presented in 
this paper. Their actuators have power limitations. To solve this task, a method has been developed for automatic formation 
of extremely high reference speeds of their working tools. This method allows to maintain a set dynamic control accuracy, 
taking into account interactions between all degrees of freedom of these manipulators and restrictions on input signals of 
their electric drives. The created method consists in calculating the maximum allowable speed of the working tool of the 
manipulator. The main feature of the method is conditions for selecting required data for quick calculation of all necessary 
control parameters. A system for forming the speed of the working tool of the manipulator with three rotational degrees of 
freedom was synthesized based on the proposed method. These degrees of freedom are driven by DC motors. This manipu-
lator can move working tools along arbitrary smooth spatial trajectories formed using third-order parametric splines. The 
performed simulation confirmed the high efficiency of the proposed method in comparison with other known methods for 
forming the reference speed. This method provides significant increasing of the reference speed of the working tools due to 
continuous operation of at least one of the manipulator electric drives near the saturation zone of its power amplifier without 
entering it. At the same time, the system speed was increased without reducing dynamic accuracy. The created method can 
be used to generate the extremely high reference speed of the working tools of manipulators with any kinematic schemes 
and various numbers of degrees of freedom.
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Динамический синтез алгоритмов управления манипулятором 
параллельно-последовательной структуры1

Обсуждается разработка алгоритма динамического синтеза управляющих сигналов исполнительных приводов, 
обеспечивающих реализацию требуемых траекторий и законов движения рабочего органа манипулятора. Рассматри-
вается манипулятор параллельно-последовательной структуры (гибридный), состоящий из манипулятора трипода, 
установленного на поворотном основании и манипулятора последовательной структуры с тремя управляемыми сте-
пенями свободы. Перемещение рабочего органа из известного положения в заданное конечное положение реализуется 
изменением длин исполнительных звеньев трипода и изменением углов поворота звеньев манипулятора последова-
тельной структуры. В качестве математической модели управляемых движений манипулятора рассматриваются 
нелинейные уравнения динамики, полученные с помощью уравнений Лагранжа с неопределенными множителями с до-
полнительными голономными связями. Перемещения манипулятора определяются характером выполняемой техно-
логической операции. В статье решена задача осуществления программных траекторий рабочего органа, заданных 
в параметрической форме. Сначала определяются законы изменения обобщенных координат манипулятора, удов-
летворяющие заданным граничным условиям. С этой целью программные законы перемещения рабочего органа пред-
ставляются в дискретной форме, и определяется множество точек, характеризующих последовательные положения 
исполнительных приводов трипода, путем решения оптимизационной задачи о конфигурации манипулятора (пози-
ционная задача) из условия минимума изменения длин исполнительных звеньев в каждой точке траектории рабочего 
органа. Затем проводится интерполяция этих значений либо конечным набором сплайнов третьего и четвертого 
порядка, либо для первого и последнего участков траектории сплайнами пятого порядка и методом точечной квадра-
тичной аппроксимации — для промежуточных участков траектории. Методика синтеза динамических алгоритмов 
стабилизации рабочего органа относительно заданного положения и реализации программных траекторий основана 
на формировании управля ющих сигналов исполнительных приводов путем решения обратной задачи динамики с ис-
пользованием алгоритма формирования управляющих сигналов из условия, чтобы отклонения от текущих значений 
программных траекторий были решениями дифференциального уравнения второго порядка. Контуры управления ис-
полнительными двигателями синтезируются в процессе построения алгоритма траекторного управления. Приво-
дятся результаты численного моделирования, подтверждающие работоспособность предложенного алгоритма на 
примере поступательного перемещения рабочего органа.

Ключевые слова: манипулятор параллельно-последовательной структуры (гибридный), программные траектории, 
алгоритмы синтеза программных управляющих сигналов

Введение

Манипуляторы  с механизмами параллельно-
последовательной структуры находят все боль-
шее применение в различных отраслях промыш-
ленности: в машиностроении при механической 
обработке деталей сложной геометрии [1—3], 
в приборостроении при измерении отклонений 
позиционирования [4], при упаковке продукции 
[5], а также в технологических процессах при 
производстве и переработке сельскохозяйствен-
ной продукции [6]. К наиболее важным задачам 
при разработке таких манипуляторов относятся 

1Статья подготовлена при финансовой поддержке гранта 
РФФИ № 19-48-340013 р_а.

кинематический и динамический анализ, раз-
работка методов синтеза перемещений рабочего 
органа в пространстве с требованием устойчиво-
сти заданных параметров при наличии началь-
ных возмущений, координация движений при-
водных исполнительных механизмов. На вход 
системы управления должны поступать управ-
ляющие сигналы, формирующие программные 
законы перемещения исполнительных приводов 
манипулятора. На выходе — заданные обобщен-
ные координаты и скорости рабочего органа. 
Необходимо синтезировать оптимальные про-
граммные законы управления движением ис-
полнительных приводов, учитывающие характе-
ристики приводных двигателей, их влияние на 
динамику управляемых механизмов.
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Постановка задачи

Рассматривается манипулятор параллельно-
последовательной структуры (рис. 1) с семью 
управляемыми степенями свободы. Жесткость 
конструкции обеспечивает пирамида, состав-
ленная из трех активных звеньев переменной 
длины AM, BM, CM, а дополнительную манев-
ренность и манипулятивность — исполнитель-
ное звено AD и захват последовательной струк-
туры с тремя управляемыми степенями свобо-
ды [7] (рис. 2, см. четвертую сторону обложки).

Пространственное положение манипуля-
тора и рабочего органа захвата определяются 
относительно абсолютной системы координат 
Oxyz. С корпусом каждого исполнительного 
звена захватного устройства (рис. 2) связа-
ны подвижные системы координат O1x1y1z1, 
O2x2y2z2, O3x3y3z3. Ось Oizi каждого звена на-
правлена по оси вращения этого звена относи-
тельного предыдущего звена.

Конструкция манипулятора обеспечивает 
голономные связи между координатами точки 
M[ ( ), ( ), ( )]M M Mx t y t z t  — центра масс сфериче-
ского шарнира — и длинами исполнительных 
звеньев [8]:

2 2 2
1

2 2 2
2

2 2 2
3

2 2
4

( ) ( sin ) ( cos ) ;

( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( );

( ) ( sin ) ( cos ) .

M M M

M M M

M M M

l t x y ОА z OA

l t x OB y z t

l t x OB y z t

l t OK ОА OA DK

= + + ϕ + − ϕ

= − + +

+ + +

= − ϕ + ϕ +

=

Для реализации технологических процессов 
при механической обработке, сварке, упаковке
и т.п. [1, 3] необходимо перемещать рабочий ор-
ган манипулятора по заданной программной 
траектории, сохраняя заданное пространствен-
ное положение рабочего органа. Определение 
аналитических выражений для закон ов изме-
нения длин исполнительных цилиндров lk(t),
(k = 1, ..., 4) и законов изменения углов ϕ(t), 
α(t), ψ(t), β(t) основывается на дискретизации 
траектории xE(t), yE(t), zE(t) характерной точки 
рабочего органа манипулятора (см. рис. 1) и за-
конов изменения углов α(t), ψ(t), β(t) в моменты 
времени ti = iΔτ, i = 0, 1, 2, 3, ..., n. Множество 
значений lk(ti), (k = 1, ..., 4), характеризующих 
последовательные положения исполнительных 
приводов, определяется решением оптимизаци-
онной задачи о конфигурации манипулятора [9]. 
Затем проводится интерполяция этих значений 

либо конечным набором сплайнов третьего и 
четвертого порядка [10], либо для первого и по-
следнего участков траектории сплайнами пято-
го порядка и методом точечной квадратичной 
аппроксимации — для промежуточных участ-
ков траектории [11]. Таким образом, находятся 
полиномы, выражающие обобщенные коорди-
наты как функции времени.

В статье приводится решение задачи синте-
за алгоритма управления манипулятора, обе-
спечивающего перемещение рабочего органа 
в заданное положение за заданное время по 
программной траектории. Для решения этой 
задачи используется математическая модель 
динамики манипулятора.

Полная модель динамики манипулятора

В качестве обобщенных координат прини-
маются параметры (см. рис. 1) q1 = ϕ, q2 = γ, 
q3 = xM, q4 = yM, q5 = zM, которые описывают 
конфигурацию манипулятора — трипода с по-
воротным основанием. Координаты (рис. 2, 
см. четвертую сторону обложки) q6 = α, q7 = ψ,
q8 = β описывают состояние трехзвенного за-
хватного устройства. Угол β(t) не влияет на 
пространственное положение рабочего органа. 
Закон его изменения определяется характером 
технологического процесса.

Конструкция сферического узла, в котором 
сходятся звенья переменной длины |AM |, |BM |, 

Рис. 1. Расчетная схема манипулятора-трипода на поворот-
ном основании с трехстепенным захватным устройством
Fig. 1. The design scheme of the manipulator-tripod on a rotating 
base with a three-stage gripper

(1)
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|CM |, обеспечивает геометрическую связь меж-
ду координатами q1, ..., q4 (см. рис. 1):

 ( , ) arctg 0.
sin

M

M

x
f

y OA
−

γ ϕ = γ − =
+ ϕ

 (2)

Число независимых обобщенных координат 
манипулятора равно семи.

В качестве исполнительных звеньев исполь-
зуются приводные механизмы, состоящие из 
двигателя постоянного тока, необратимого ре-
дуктора и шариковинтовой передачи. Статиче-
ская характеристика привода с двигателем по-

стоянного тока с независимым возбуждением 
имеет вид

 ,k k kF ru sl= − �  (3)

где Fk — усилие на штоке исполнительного 
звена; r, s — коэффициенты, зависящие от па-
раметров двигателя и механической передачи; 

uk — управляющее напряжение; kl
�  — скорость 

штока исполнительного звена.
Характеристики приводов поворота звеньев 

захватного устройства имеют такую же форму.
Выражение кинетической энергии [12] через 

обобщенные координаты и скорости имеет вид
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где mA — приведенная масса поворотного осно-
вания ABC; m1 — масса пятиподвижного сфе-
рического шарнирного узла; m2, m3, m4 — массы 
звеньев захвата ME; mW — масса переносимого 
груза; M = m1, m2, m3, m4 — приведенная масса 
манипулятора; lc3, lc4, lcW — расстояния до цен-
тров масс звеньев захвата ME и груза; I4y, I4x, 
IWy, IWx — приведенные к осям относительного 
вращения моменты инерции звеньев 3 и 4 за-
хвата ME и переносимого груза относительно 
собственных координатных осей.

Приведенные моменты инерции можно за-
писать в виде

2 2
2 2 2 3 3

2 2
4 4

2 2
3 4 3 4

2 2
4

( cos )

( cos ) ( cos )

( ) sin [ ( ) sin

( ) cos ]cos ;

z c c

c W W

y z Wz x x Wx

y Wy

I I m l m a l

m a l m a l

I I I I I I

I I

α = + + + ψ +

+ + ψ + + ψ +

+ + + ψ + + + β +

+ + β ψ

 4 const;z WzI I Iβ = + =

 

2 2 2 2
3 3 4 4

2 2
2 3 3

2 2
4 2 3 2 2

2 2
3 3 4 4

2 2
4

2 2
4

1( ) sin

( sin cos

) sin [

( cos ) ( cos )

( cos ) ( ) cos

( ) sin ]cos ;

c c W cW

x x y

z Wz y z c

c c

W cW x Wx

y Wy

zI m l m l m l I

I I I

I I I I m l

m a l m a l

m a l I I

I I

γ = + + ψ + +

+ + ψ + ψ +

+ + α + + + +

+ + ψ + + ψ +

+ + ψ + + β +

+ + β α

 
2 2 2

3 3 3 4 4

2 2
4 4( ) cos ( ) sin .

z c c W cW

x Wx y Wy

I I m l m l m l

I I I I

ψ = + + + +

+ + β + + β
 (5)

Потенциальная энергия [12] находится по 
формуле

 2 2 3 4

3 3 4 4
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Смысл геометрических параметров, входя-
щих в выражения (3)—(5) ясен из рис. 1 и рис. 2
(см. четвертую сторону обложки).

Для описания динамики манипулятора вос-
пользуемся уравнениями Лагранжа с неопре-
деленными множителями с дополнительными 
голономными связями [13, 14]:

 
,

1, ..., 8,

j
j j j j

d T П f
Q

dt q q q q

j

T⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
− = − + λ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

=

�  (7)

где T — кинетическая энергия манипулято-
ра; Qj — обобщенная сила, соответствующая 
j-й координате; λ — множители Лагранжа; 

/ jП q−∂ ∂  — обобщенная сила потенциальных 
сил, соответствующая j-й координате.

Воспользовавшись формализмом (7) и урав-
нением голономной связи (2), получаем восемь 
дифференциальных уравнений, описывающих 
динамику манипулятора.
 � По координате q1 = ϕ:
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Тогда уравнение (4) принимает форму
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 � по координате q2 = γ

 2( ) ;E T = λ  (9)

 � по координатам q3 = xM, q4 = yM, q5 = zM, 
уравнения имеют вид
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 � по координатам q6 = α, q7 = ψ, q8 = β:
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 7

3 3 4 4

( )

( ) sin sin ;c c W cW

E T T

m l m l m l g
ψ= +

+ + + ψ α
 (14)

4

( sin sin cos cos )

( cos cos cos

cos cos sin 2 ) ;

2
2 cos

I

I

T

β

β

β + γ α − α ψ + αγ α − αψ ψ −

− α ψ

αψ ψ ψγ β =

αγ β +
+ β + α

�� �� �� � � � �

� � � �
� �  (15)

 4 4 4( ).Wy Wxy xI I I I I= + − −

В соотношениях (8)—(15) Es(T) — это эйле-
ров оператор над функцией T:

 ( ) .s
s s

d T T
E T

dt q q

⎛ ⎞∂ ∂
= −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠�

Полученные уравнения (8)—(15) совместно 
с уравнением связи (2) могут использовать-
ся для определения динамических ошибок 
при выполнении программных перемещений 

( ), ( ), ( )pr pr pr
M M Mx t y t z t  рабочего органа [15]. Ре-

шение этой задачи связано с интегрировани-
ем дифференциальных уравнений [16]. Однако 
из-за инерционности механизмов редуктора и 
шариковинтовой пары исполнительных зве-
ньев фактическая траектория xM(t), yM(t), zM(t) 
может отличаться от заданной. Если известны 
законы перемещения захвата манипулятора, 
необходимые для выполнения технологиче-
ского процесса, можно найти движущие силы 
Fk(t), k = 1, ..., 4, и моменты Tψ(t), Tα(t), Tβ(t), 
обеспечивающие выполнение программного 
движения, а также значения динамических на-
грузок в кинематических парах [17].

Результаты расчетов служат для выбора при-
водных электродвигателей, проведения проч-
ностных расчетов элементов конструкции мани-
пулятора, а также являются исходными данны-
ми для проектирования системы управления.
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Динамический алгоритм системы управления 
перемещением рабочего органа по 

программным траекториям

Формирование управляющих усилий ис-
полнительных приводов манипулятора-трипо-
да осуществляется методом решения обратной 
задачи динамики с использованием алгоритма 
управления по ускорению [18]. Контуры управ-
ления исполнительными двигателями синтези-
руются в процессе построения алгоритма тра-
екторного управления. Синтез алгори тма ста-
билизации программных перемещений захвата, 
заданных в параметрической форме, осущест-
вляется по назначенной траектории, с исполь-
зованием сигналов датчиков обратной связи.

Принимаем, что программная траектория 
точки крепления захвата манипулятора задана 
в параметрической форме ( ), ( ), ( ).pr pr pr

M M Mx t y t z t  
Эти функции дважды дифференцируемы по 
времени и удовлетворяют граничным условиям

 

0 0 0(0) , (0) , (0) ,

(0) (0) ( ) ( ) 0,

(0) (0) ( ) ( ) 0,

(0) (0) ( ) ( ) 0,

pr pr pr
M M MM M M

pr pr pr pr
M M M M

pr pr pr pr
M M M M

pr pr pr pr
M M M M

x x y y z z

x x x x

y y y y

z z z z

= = =

= = τ = τ =

= = τ = τ =

= = τ = τ =

� �� � ��

� �� � ��

� �� � ��

 (16)

где τ — время перемещения захвата по траек-
тории.

Аналитические выражения в виде поли-
номов для программных законов изменения 
длин 1 2 3 4( ), ( ), ( ), ( )pr pr pr prl t l t l t l t  исполнитель-
ных звеньев, углов поворота звеньев захват-
ного устройства αpr(t), ψpr(t), ϕpr(t) и конструк-
тивный угол γpr(t) определяются методами, 
изложенными в работах [10, 11]. Подставляя 
эти выражения в уравнения математической 
модели динамики манипулятора (8)—(15), по-
лучаем уравнения, из которых находятся за-
коны изменения программных управляющих 
усилий и моментов Tψ(t), Tα(t), Tβ(t). Алгоритм 
формирования управляющих сигналов испол-
нительных приводов манипулятора-трипода и 
моментов находим из условия, что отклонения 

( ) ( ) ( )pr
j jjq t q t q tΔ = −  текущих значений обоб-

щенных координат q1 = ϕ, q3 = xM, q4 = yM,
q5 = zM, q6 = α, q7 = ψ, q8 = β от программных 
соответствуют решению дифференциального 
уравнения второго порядка

 1 2( ) ( ) ( ) 0,j j j j jq t b q t b q tΔ + Δ + Δ =�� �  (17)

где b1j, b2j — постоянные положительные ко-
эффициенты, определяющие характер пере-
ходного процесса.

Процесс (17) будет реализован в том случае, 
когда ускорения ( )jq t��  изменения длин испол-
нительных звеньев определяются выражениями

 1 2( ) ( ) ( ) ( ).pr
j j j j jjq t q t b q t b q t= + Δ + Δ�� �� �  (18)

Параметры этих уравнений позволяют из-
менять динамические характеристики управ-
ляемых перемещений захвата манипулятора. 
После подстановки выражения (18) в соот-
ношения (8)—(15) находятся искомые законы 
изменения управляющих усилий, а управляю-
щие напряжения находятся из уравнения (3).

Устойчивость алгоритма обеспечивается 
выбором коэффициентов bj1, bj2 уравнения (18). 
Действительно, после подстановки управляю-
щих усилий в соотношения (8)—(15), получаем 
дифференциальные уравнения кинематиче-
ской траектории движения замкнутой системы

 
1 2

1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ),

j j j j j j

pr pr pr
j j jj j j

K q t b q t b q t

K q t b q t b q t

+ + =

= + +

�� �

�� �
 (19)

где K1 = mA |OA|2, Kj = M + mW, j = 3, ..., 5, K6 = Iα,
K7 = Iψ, K8 = Iβ.

Общими решениями (18) являются функции

 1 2
1 2( ) ( ) ,t tpr

j j jjq t q t C Cβ β= + +e e  (20)

где C1j, C2j  — постоянные, определяемые на-
чальными условиями; β1, β2 — корни характе-
ристического уравнения (19).

Так как b1j > 0, b2j > 0, то действительная 
часть корней β1, β2 всегда отрицательная, по-
этому ( ) ( )pr

j jq t q t→  при t → ∞. Методика вы-
бора оптимальных значений этих коэффици-
ентов изложена в работе [18].

Алгоритмы формирования управляющих 
напряжений, поступающих на входы электро-
двигателей исполнительных приводов манипу-
лятора, находим с учетом статической харак-
теристики электроприводов (3)

На рис. 3 приведена структурная схема си-
стемы управления, соответствующая сформу-
лированному алгоритму управления исполни-
тельными звеньями.

На рис. 3 q(t) = [ϕ, xM, yM, zM, α, ψ, β] — 
вектор обобщенных координат манипулятора.
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В блоке 1 осуществляется кинематический 
синтез программных законов изменения обоб-
щенных координат манипулятора, в блоке 2 — 
решение уравнений системы (8)—(15), в блоке 3
определяются законы изменения програм-
мных управляющих усилий pr

kF  и моментов 
, , ,pr pr prT T Tψ α β  в блоке 4 — законы изменения 

программных управляющих напряжений .pr
ku  

Обратные связи в контурах управления при-
водными двигателями осуществляются по 
переменным qj(t), ( )jq t� . Значения этих пере-
менных используются при вычислении выра-
жений управляющих напряжений, а также при 
вычислении отклонений по положению Δqj(t), 
скорости ( )jq tΔ �  и ускорению ( )jq tΔ �� .

Изложенная методика требует большого 
объема вычислений, поэтому ее рационально 
можно использовать для частных видов дви-
жения манипулятора. Анализ технологиче-
ских процессов показывает, что большинство 
операций может быть выполнено манипулято-
ром с помощью конечного вида перемещений 
рабочего органа [19], для которых необходимо 
заранее сформировать базу математических 
моделей манипулятора и синтезировать систе-
мы управления. Частные виды перемещений 
звеньев манипулятора алгоритмизируются 
с помощью выражений кинетической и потен-
циальной энергий (4)—(6) заданием значений 
переменных q1 = ϕ, q2 = γ, q3 = xM, q4 = yM,
q5 = zM, q6 = α, q7 = ψ, q8 = β, которые опи-
сывают конфигурацию манипулятора-трипода 
с поворотным основанием и состояние трех-
звенного захватного устройства.

Пример формирования базы моделей
и управлений

Кинематический синтез. В качестве приме-
ра реализации предложенных методов расчета 
программных перемещений исполнительных 
звеньев рассмотрим горизонтальное поступа-
тельное прямолинейное движение манипулято-
ра последовательной структуры с тремя управ-
ляемыми степенями свободы xE = xM = const, 
zE = zM = const, yE(t) = yM(t) из начальной точ-
ки с координатами yE(0) = 1100 мм в конечную 
точку, с координатами xE(0) = xE(τ) = 200 мм, 
zE(0) = zE(τ) = 190 мм, yE(τ) = 1600 мм за время 
τ = 12 c. Принимаем закон движения вдоль оси 
Oy [20] в виде

 

2 2

3

3

( ) (0) (10 15 / 6 / )

( ( ) (0)), 0.

E E

E E

y t y t t Ѕ

t
Ѕ y y t

= + − τ + τ

τ − τ
τ

l l
 (21)

Уравнение движения (21) удовлетворяет гра-
ничным условиям (16). Пространственное по-
ложение рабочего органа задаем направляю-
щими косинусами α23 = 0, α33 = –1, α13 = 0 под-
вижной системы координат O4x4y4z4 рабочего 
органа относительно неподвижной системы 
координат Oxyz (см. рис. 2 на четвертой сторо-
не обложки). В этом случае обобщенные коор-

динаты захватного устройства равны ,
2
π

α = −  

β = 0, ψ(t) = –γ(t).

Кинематический синтез законов перемеще-
ния исполнительных звеньев проводим ин-
терполяцией первого и последнего участков 

Рис. 3. Функциональная схема системы управления
Fig. 3. Functional capture of the control system
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траектории сплайнами пятого порядка и ме-
тодом точечной квадратичной аппроксимации 
промежуточных участков траектории [11]. Этот 
метод позволяет удовлетворить граничным ус-
ловиям (16) и условиям непрерывности [21] на 
промежуточных участках траектории. Выбор 
числа узловых точек зависит от вида программ-
ного перемещения захвата. В рассматриваемом 
примере разбиваем интервал времени τ пере-
мещения захвата на двенадцать равных частей. 
Находим координаты xE(ti), yE(ti), zE(ti) узловых 
точек (21) в моменты времени ti = iτ/12, i = 0, 
1, 2, 3, ..., 12:

 xE(ti) = xE(0) = 200 мм,
 yE(ti) = y(ti), zE(ti) = zE(0) = 190 мм. (22)

Определяем [5, 6] конфигурацию манипуля-
тора в начальный момент времени lk(0) = lk0,
(k = 1, ..., 4), α(0) = 0, ψ(0) = ψ0 = –γ0. Затем на-
ходим конфигурацию манипулятора в каждый 
момент времени ti. Таким образом, в моменты 
времени ti известны длины исполнительных 
цилиндров lk(ti), (k = 1, ..., 4). Полученные зна-
чения используется для вычисления аппрок-
симирующих и интерполирующих полиномов, 
определяющих законы перемещения исполни-
тельных приводов манипулятора. В результате 
расчетов по методике, изложенной в работе 

[11], получены функции ( )pr
kl t :

 

1

5 4 3
1

5 4 3
1

2

5 4 3
1

2

( )

( ) 37,87 87,23 49,49 ,

1 0,

( ) 0,013 0,384 3,67

12,64 26,82 1268,95, 11 1,

( ) 46,64 2691,51 62085,95

71642,34 4,12 9,49, 12 11;
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l l

l l

 

2

5 4 3
2

5 4 3
2

2

5 4 3
2

2

( )

( ) 18,156 41,40 21,42 ,

1 0,

( ) 0,015 0,463 4,136

7,208 14,341 1209,208, 11 1,

( ) 15,28 882,04 20349,27

234567,65 1,35 3,11, 12 11.
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3

5 4 3
3

5 4 3
3

2

5 4 3
3

2

( )

( ) 25,22 57,64 30,96 ,

1 0,

( ) 0,02 0,49 4,53

10,11 20,06 1317,122, 11 1,

( ) 20,34 1173,95 27081,68

312156,61 1,80 4,14, 12 11;

prl t

P t t t t

t

Q t t t t

t t t

H t t t t

t t t

=

⎧ = − + −
⎪
⎪
⎪ = − + −⎪= ⎨
− + +⎪

⎪ = − + − +⎪
⎪+ − +⎩

l l

l l

l l

 (23)

 

4

5 4 3
4

5 4 3
4

2

5 4 3
4

2

( )

( ) 21,55 49,47 27,33 ,

1 0,

( ) 0,011 0,33 3,02

7,83 16,03 973,54, 11 1,

( ) 24,98 1441,63 33256,53

383350,63 2,21 5,09, 12 11.

prl t

P t t t t

t

Q t t t t

t t t

H t t t t

t t t

=

⎧ = − + −
⎪
⎪
⎪ = − + −⎪= ⎨
− + +⎪

⎪ = − + − +⎪
⎪+ − +⎩

l l

l l

l l

Для оценки точности отслеживания при-
водами манипулятора заданных программных 
перемещений захвата манипулятора строятся 
траектория и закон перемещения характерной 
точки E[xE(t), yE(t), zE(t)] рабочего органа ма-
нипулятора (см. рис. 1) по сформированным 
законам изменения длин исполнительных ци-
линдров (23). С этой целью, решая прямую за-
дачу о положениях, определяем координаты 
точки M(xM, yM, zM) через обобщенные коорди-
наты манипулятора lk(t) (k = 1, ..., 4), затем на-
ходим [12] законы изменения координат точки 
E[xE(t), yE(t), zE(t)].

На рис. 4, 5 (см. четвертую сторону облож-
ки) приведены зависимости (23) длин ( )pr

kl t  и 
скоростей ( )pr

kl t� исполнительных звеньев от 
времени, которые находятся как первые про-
изводные от функций ( )pr

kl t .
Динамический синтез. Уравнения динами-

ки манипуляционной системы в конкретном 
случае перемещения рабочего органа получаем 
из соотношений (8)—(15) с учетом xM = const, 
yM(t), zM = const, α = –π/2, β = 0, ψ(t) = –γ(t),
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 sin .I Tβ βγ α =��  (30)

Управляющие усилия ( )pr
kF t , моменты 

( ), ( ), ( )pr pr prT t T t T tα ψ β  и напряжения ( )pr
ku t , ре-

ализующие законы движения по программной 
траектории, находятся из уравнений (24)—(30) 
после подстановки выражений (18) для текущих 
значений ускорений. На рис. 6, 7 (см. четвер-
тую сторону обложки) приведены законы из-
менения управляющих усилий и управляющих 
напряжений электродвигателей линейных ис-
полнительных звеньях манипулятора-трипода. 
Расчеты проводили для следующих значений 
параметров актуаторов (максимальная допусти-
мая скорость 60 мм/с, ход штока 610 мм) мани-
пулятора и траектории: M = 5,5 кг, mгр = 2 кг).

Заключение

В статье предлагается алгоритм синтеза 
управляющих напряжений, основанный на 

решении обратной задачи динамики мани-
пулятора, описываемой нелинейными диф-
ференциальными уравнениями. Алгоритм 
формирования управляющих напряжений 
формируется с учетом кинематических пара-
метров манипулятора по всем степеням свобо-
ды. Математическое моделирование показало, 
что предложенный алгоритм позволяет реали-
зовать перемещение захвата по программной 
траектории с ошибкой не более 1 %. Алго-
ритм хорошо функционирует и при наличии 
начальных возмущений. Форма уравнений, 
характеризующих характер изменения откло-
нений, позволяет изменять динамические ха-
рактеристики управляемых перемещений ма-
нипулятора. Приведенный алгоритм вычисле-
ния управляющих усилий относится к числу 
алгоритмов компенсирующего типа. Для по-
вышения точности определения управляющих 
усилий необходимо математическую модель 
манипулятора дополнить динамической моде-
лью динамики редуктора и шариковинтовой 
пары. Представленный алгоритм реализован 
в виде программы вычисления управляющих 
напряжений с помощью аппарата символьной 
математики MathCAD.
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Abstract

The paper is devoted to the development of an algorithm for the dynamic synthesis of control signals of actuators ensu-
ring the required paths and application of motion laws of the manipulator’s effector. A parallel-sequential structure (hybrid) 
manipulator has been considered, which consists of a manipulator-tripod on a rotary base and a sequential structure 
manipulator with three controlled degrees of freedom. The effector moves from a known position to a given final one by 
changing the lengths of the tripod executive links and the rotation angles of the sequential structure manipulator links. Non-
linear dynamic equations obtained using the Lagrange equations with undetermined multipliers and additional holonomic 
constraints have been considered as a mathematical model of the controlled manipulator motions. The manipulator motions 
are determined by the nature of the process operation performed. In the paper, the issue of implementing the program ef-
fector paths predetermined in a parametric form has been resolved. First, the manipulator joint trajectories satisfying the 
given boundary conditions are determined. To do this, the effector motion laws are presented in a discrete form, and a point 
set characterizing the successive positions of the tripod actuators is determined by solving the optimization problem for the 
manipulator configuration (positional problem) providing minimum changes in the executive link lengths at each point of 
the effector path. Then, these values are interpolated by either a finite set of third and fourth-order splines or interpolation 
of the first and last path sections by fifth-order splines and the technique of point-based quadratic approximation of the 
intermediate path sections. The technique for the synthesis of dynamic algorithms for stabilizing the effector relative to a 
given position and implementing the program paths is based on generating the control signals of actuators by solving the 
inverse dynamic problem using a control signal generation algorithm provided that deviations from the current program 
path values are the solutions of a second-order differential equation. The actuator control circuits are synthesized when 
building the trajectory control algorithm. The numerical simulation results have been given that confirm the operability of 
the algorithm proposed on an example of the effector translation.

Keywords: parallel-sequential structure (hybrid) manipulator, program paths, program control signal synthesis algo-
rithms
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