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СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ,
УПРАВЛЕНИЕ И ОБРАБОТКА ИНФОРМАЦИИ

Исследуется решение так называемой задачи максимального быстродействия линейной системы управления, в ко-
торой, в отличие от классической задачи оптимального быстродействия с управлением релейного характера, для ли-
нейного объекта определяется линейный алгоритм управления, обеспечивающий предельное быстродействие системы. 
Эта задача имеет важное прикладное значение вследствие широкого применения на практике линейных законов управ-
ления. Задача сформулирована применительно к непрерывным объектам управления высокого порядка, описываемым 
соответствующей передаточной функцией или эквивалентной системой обыкновенных дифференциальных уравнений. 
Время переходного процесса (время регулирования) синтезируемой системы понимается в смысле классической теории 
автоматического управления и определяется с использованием "трубки", значение которой принимается, в отличие 
от известных работ, равной требуемому (желаемому) небольшому значению перерегулирования системы в несколько 
процентов (2...5 %). Равенство величин, характеризующих "трубку" и желаемое перерегулирование синтезируемой си-
стемы, обеспечивает в дальнейшем однозначность решения задачи максимального быстродействия, которая ставится 
в следующей формулировке: требуется найти линейный алгоритм обратной связи, обеспечивающий замкнутой системе 
регулирования заданный порядок астатизма и переводящий объект управления из начального состояния в конечное, 
определяемое постоянным сигналом задания регулятора, с минимальным значением времени переходных процессов си-
стемы и заданным значением перерегулирования при выполнении ограничения на сигнал управления.

В настоящее время данная задача решена приближенно алгебраическим методом синтеза систем управления при 
определении желаемой передаточной функции конструируемой системы на основе типовых (эталонных) нормированных 
передаточных функций. Приближенный характер решения определяется тем, что эталонные передаточные функции, 
применяемые при синтезе быстродействующих систем, установлены эмпирически. В данной работе предлагается ма-
тематически обоснованное решение задачи максимального быстродействия с использованием теории аналитического 
конструирования оптимальных регуляторов. Максимальное быстродействие и заданные ограничения на перерегулирова-
ние и сигнал управления в синтезируемой системе обеспечиваются предложенным способом выбора весовых коэффициен-
тов квадратичного функционала качества. Подчеркнем, что предложенный метод синтеза быстродействующих систем 
в отличие от алгебраического метода применим к более широкому классу объектов управления: как минимально-фазовым, 
так и не минимально-фазовым, как содержащим нули, так и не содержащим. Метод иллюстрируется примером синтеза 
быстродействующей системы управления четвертого порядка, содержащим результаты ее моделирования.

Ключевые слова: линейный одномерный объект, быстродействие, перерегулирование, астатизм системы, анали-
тическое конструирование оптимального регулятора, фильтры Баттерворса
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Синтез линейных систем управления с максимальным 
быстродействием и заданным перерегулированием

тельно, задача быстродействия полностью ре-
шена для объектов второго порядка методом 
фазовой плоскости [2—4]. Для объектов тре-
тьего порядка быстродействующее управление 
точно (аналитически) найдено только в от-
дельных случаях, в частности, для трех после-
довательно соединенных интеграторов [2, 3],
соединения двух интеграторов и апериодиче-
ского звена [2], соединения интегратора и двух 
апериодических звеньев [2]. При этом суще-
ственным образом использовались геометриче-
ские методы, например, построение проекций 
вынужденных траекторий объекта в трехмер-
ном фазовом пространстве на соответствующие 
плоскости. Для объектов высокого порядка

Введение

Для повышения эффективности функцио-
нирования многих технологических процес-
сов, производственных агрегатов, электроме-
ханических систем желательно, чтобы системы 
управления, входящие в их состав, отвечали 
критерию оптимальности по быстродействию, 
который непосредственно определяет их про-
изводительность. Однако строгое решение за-
дач оптимального управления по критерию 
быстродействия в форме обратной связи пред-
ставляет серьезную теоретическую проблему 
даже для линейных объектов относительно 
невысокого порядка (n = 4, 5) [1—7]. Действи-
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(n l 4) применение геометрических методов су-
щественно затруднено и, как следствие, для них 
практически неизвестны аналитические реше-
ния задач оптимального быстродействия [6, 7].

С другой, прикладной, точки зрения реализа-
ция строго оптимальных по быстродействию ре-
лейных алгоритмов управления, отличающихся 
математической сложностью, серьезно затрудне-
на и требует многократно больших технико-эко-
номических затрат в сравнении с линейными ал-
горитмами управления. При этом отметим, что 
применение оптимальных релейных алгоритмов 
в условиях действия интенсивных случайных 
возмущений является и нецелесообразным по 
причине увеличения ими среднеквадратичной 
ошибки регулирования системы по сравнению 
с теми же линейными законами управления [8]. 
Необходимо также подчеркнуть, что более 90 % 
прикладных задач управления техническими 
объектами решаются с использованием линей-
ных законов обратной связи, например, стан-
дартных П, ПИ и ПИД регуляторов [9].

В связи с указанными причинами в настоя-
щей работе рассматривается задача синтеза ли-
нейной системы управления с минимальным 
временем переходных процессов, понимаемым 
в смысле классической теории систем автома-
тического управления. В отличие от класси-
ческой задачи оптимального быстродействия, 
решением которой является релейный алго-
ритм управления [1], указанная задача в даль-
нейшем называется задачей максимального 
быстродействия линейных систем управления. 
В настоящее время она приближенно решена 
алгебраическим методом синтеза [10—17] при 
определении желаемой передаточной функции 
(ЖПФ) проектируемой замкнутой системы 
на основе типовых (эталонных) нормирован-
ных передаточных функций (НПФ). В рабо-
тах Д. П. Кима [12, 13] проведен анализ че-
тырех видов НПФ, обладающих повышенным 
быстродействием и используемых в решении 
рассматриваемой задачи управления. При-
ближенный характер ее решения определяется 
тем, что применяемые НПФ установлены эм-
пирически. В настоящей работе предлагается 
математически обоснованное решение задачи 
максимального быстродействия с использова-
нием теории аналитического конструирования 
оптимальных регуляторов (АКОР) [16, 19, 20], 
причем в постановке, требующей, чтобы син-
тезируемая система управления имела строго 
заданное перерегулирование σz = 4,321 %.

Постановка задач управления и исследования

Рассмотрим одномерные объекты, динами-
ка которых адекватно описывается передаточ-
ной функцией (ПФ)

1 2
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с постоянными параметрами bi, aj, а их управ-
ление подчиняется ограничению max( ) .u t um

Для данных объектов сформулируем задачу 
максимального быстродействия по аналогии 
с основной задачей управления работы [10]: 
требуется найти алгоритм управления в форме 
линейной обратной связи
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по вектору состояния системы управления X(t) 
размерности N с искомыми параметрами ki, обе-
спечивающими замкнутой системе регулирова-
ния заданный порядок na астатизма, заданное 
перерегулирование σz = 4,321 % при выполнении 
ограничения на сигнал управления max( ) ,u t um  
и переводящий объект (1) из произвольного на-
чального состояния в конечное, определяемое 
сигналом задания xz регулятора, с минималь-
ным значением времени переходных процессов 
системы tp, понимаемым в смысле классической 
теории систем автоматического управления. На-
помним, что временем tp называют наименьшее 
время отработки системой ступенчатого воздей-
ствия xz•1(t), по истечении которого отклонение 
выходной переменной объекта от установивше-
гося значения не превышает принятого значения 
Δ "трубки" [15, 16]. Завершая постановку задачи 
управления, особо подчеркнем, что в данной 
работе для обеспечения единственности реше-
ния сформулированной задачи принимается
Δ = σz = 4,321 %, где заданное значение перере-
гулирования системы соответствует колебатель-
ному звену с коэффициентом демпфирования 

2/2 0,7071ζ = �  — фильтру Баттерворса вто-
рого порядка [16].

Сформулированная задача максимально-
го быстродействия является своеобразным 
вариантом задачи управления, исследуемой 
в работе [10], в которой быстродействующий 
регулятор отыскивается в форме передаточной
функции определенной структуры. Данный 
регулятор находится алгебраическим методом 
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синтеза с использованием ЖПФ синтезируемой 
замкнутой системы, определяемой на первом эта-
пе синтеза в форме НПФ. Как известно [13, 17], 
НПФ, или передаточной функцией в форме Вы-
шнеградского, называется передаточная функ-
ция, у которой в знаменателе свободный член и 
коэффициент при старшей степени равны еди-
нице. Произвольная ПФ (1) может быть преоб-
разована в нормированную заменой перемен-
ной s новой переменной q = αs, 0 :n

na aα =

 
1 2

0 1 2
1 2

1 2 1

...
( ) ,

... 1

m m m
m

n n n
n

b q b q b q b
W q

q a q a q a q

− −

− −
−

+ + + +
=

+ + + + +
 (3)

где ,i
i m i

n

b
b

a −=
α

 ,k
k m k

n

a
a

a −=
α

 i = 0, 1, ..., m;

k = 1, 2, ..., n – 1.
Соответственно, коэффициенты ненорми-

рованной ПФ (1) связаны с коэффициентами 
НПФ соотношениями

 , 0, 1, 2, ..., ;m i
i ib b i m−= α =  (4 а)

0 ; 1; , 1,2, ..., 1.n n k
n k ka a a a i n−= α = = α = −  (4 б)

Между свойствами систем с передаточными 
функциями (1) и (3) существует тесная связь 
[13—16]: характер их переходных процессов 
(монотонность, апериодичность, перерегули-
рование, показатели точности в установив-
шемся режиме) совпадает. Исключение состав-
ляет только длительность переходных процес-
сов систем — время регулирования tp системы 
(1) и время регулирования τp системы (3) отли-
чаются и связаны соотношением

 α = tp /τp. (5)

Поэтому на первом этапе алгебраического 
метода синтеза определяется НПФ, обладаю-
щая всеми заданными требованиями к системе 
управления (кроме требования к времени регу-
лирования), которая называется желаемой НПФ.

В работе [10], базирующейся на результатах 
[17], в качестве желаемой НПФ используется 
функция вида W(q) = 1/M(q), причем норми-
рованный полином M(q) имеет комплексные 
корни с одинаковыми вещественными ча-
стями η и мнимыми частями, образующими 
арифметическую прогрессию с разностью и 
первым членом, равным γ. В работе [17] по-
казано, что существует значение μ = γ/η, при 
котором время регулирования системы мини-
мально. Ниже, в соответствии с этой работой, 
приводятся характеристические полиномы для 

пяти значений степеней, начиная с n = 2, при 
оптимальных значениях μ:

 

2
2

3 2
3

4 3 2
4

5 4 3
5

2

6 5 4
6

3 2

2: ( ) 1,38 1;

3: ( ) 2,05 2,39 1;

4: ( ) 2,6 3,8 2,8 1;

5: ( ) 2,5 5,3

5,46 3,64 1;

6: ( ) 3,73 8,0

10,3 8,56 4,18 1.

n M q q q

n M q q q q

n M q q q q q

n M q q q q

q q

n M q q q q

q q q

= = + +

= = + + +

= = + + + +

= = + + +

+ + +

= = + + +

+ + + +

 (6)

На следующем этапе синтеза осуществляет-
ся обратное преобразование (4) функции W(q) =
= 1/M(q) с коэффициентом преобразования (5) 
и находится желаемая передаточная функция 
синтезируемой системы. Далее автор работы 
[10], зная ЖПФ замкнутой системы и опи-
сание объекта (1), по формальной процедуре 
алгебраического метода синтеза определяет 
ПФ быстродействующего регулятора. Рассмо-
тренное решение задачи быстродействия име-
ет следующие недостатки: 1) как будет показа-
но далее, полиномы Mi(q) для объектов выше 
второго порядка не обеспечивают максималь-
ное быстродействие системам автоматическо-
го управления (САУ); 2) используемый метод 
синтеза в силу его особенностей применим не 
ко всем рассматриваемым объектам (в после-
дующих работах [12—14] предлагаются способы 
обобщения алгебраического метода синтеза).

В работе [18] автором предложен метод син-
теза линейных быстродействующих систем 
управления, практически свободный от ука-
занных недостатков, основанный на исполь-
зовании результатов теории аналитического 
конструирования оптимальных регуляторов 
(АКОР) [16, 19, 20]. Этот метод опишем подроб-
нее в связи с тем, что он в дальнейшем будет 
уточнен и модифицирован для решения сфор-
мулированной задачи управления. Метод пред-
полагает выполнение следующих процедур.

1. Обеспечение астатизма проектируемой 
системы. Для получения требуемого порядка 
na астатизма в качестве нового управления U(t) 
выбирается сигнал, подаваемый на вход допол-
нительного na-кратного интегратора, включен-
ного последовательно с исходным объектом.
В этом случае "расширенный" объект управле-
ния будет описываться передаточной функцией

( ) ( )[ ( )]
( ) , .

[ ( )] ( )( )a

m m
an

Nn

B s B sL x t
W s N n n

L U t A sp A s
= = ≡ = +  (7)
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Описанию объекта в форме ПФ (7) с ис-
пользованием сведений о его физической при-
роде или теории решения задач о построении 
динамической реализации системы [16, 19] ста-
вится в соответствие математическое описание 
в некотором фазовом пространстве с вектором 
состояния Z(t):

 ( ) ( ) ( ),z zZ t A Z t B U t= +�  (8)

где Az, Bz — матрицы параметров объекта, имею-
щие соответственно размерности N Ѕ N, N Ѕ 1.

2. Определение описания объекта в кано-
нической форме. С целью упростить решение 
сформулированной задачи управления осу-
ществляется преобразование фазовых коорди-
нат объекта Z(t) = DX(t) с использованием та-
кой невырожденной матрицы D, при которой 
описание объекта принимает каноническую 
форму Фробениуса

 ( ) ( ) ( )x xX t A X t B U t= +�  (9)

с матрицами следующей структуры:

 

1 2

0 1 ... 0 0

0 0 1 0 ...
, .

... ... ... ... 0

...

x x

N

A B

a a a b

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

Как известно, матрица перехода D, обладаю-
щая указанным свойством, может быть найдена 
разными способами. Один из способов основан 
на использовании матриц управляемости объ-
екта в новом и старом базисах [16, 19]:

 

1 2 1

12 1

, , , ...,

, , , ..., .

N
x x x x x x x

N
z z z z z z z

D B A B A B A B Ѕ

Ѕ B A B A B A B

− −

−−

=
 (10)

Нетрудно видеть, что для полностью управ-
ляемого объекта (8) эта матрица является не-
особенной: detD ≠ 0.

Необходимо отметить, что, во-первых, ком-
поненты вектора состояния X объекта в кано-
нической форме Фробениуса

 1 зад 2 1

3 2 1

( ) ( ), ( ) ( ),

( ) ( ), ..., ( ) ( )N N

x t x x t x t x t

x t x t x t x t−

= − =

=  =

�
� �

 (11)

имеют ясный математический и физический 
смысл — это отклонения выходной перемен-
ной объекта от заданного режима и производ-
ных данного отклонения. Во-вторых, данное 
каноническое описание объекта можно пред-

ставить в форме дифференциального уравне-
ния N-го порядка

 ( ) ( ) ( ),A p x t bU t=  (12)

где 1 2
1 2 1( ) ...N N N

N NA p p a p a p a p a− −
−= + + + + +  — 

полином от оператора дифференцирования
p = d/dt.

3. Решение задачи АКОР. Следующий шаг в 
решении целевой задачи быстродействия (1), (2) 
состоит в решении для объекта (9) своеоб разной 
задачи АКОР Летова—Калмана, формулируе-
мой следующим образом. Требуется определить 
закон обратной связи U(X ) ≡ U(x1, x2, ..., xN),
который в совокупности с объектом (9) об-
разует асимптотически устойчивую систе-
му, переводящий ее из начального состояния
X(t = 0) = X0 в конечное нулевое состояние
X(t → ∞) = 0 с минимальным значением ква-
дратичного функционала
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2 2
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т 2
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N
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I q x t rU t dt

X t QX t rU t dt q r
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∞
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 (13)

(Q — диагональная матрица, составленная из 
коэффициентов qi), причем для получения по-
вышенного быстродействия проектируемой 
системы значения весовых коэффициентов 
критерия качества принимаются равными

 q1 = 1, q2 = q3 = ... = qN – 1 = 0, (14)

а значение коэффициента r выбирается при 
последующем моделировании системы из ус-
ловия выполнения ограничения max( ) .U t Um

Как известно [16, 19, 20], решение задачи (9), 
(13) определяет линейный алгоритм управления

 1 т( ) ( ), ,xU t KX t K r B P−= − =  (15)

в котором матрица Р находится как положи-
тельно определенное решение матричного 
уравнения Риккати

 т 1 т 0,x x xPA A P r PB B P Q−+ − + =  (16)

4. Определение закона обратной связи. С ис-
пользованием обратного преобразования фа-
зовых координат X(t) = D–1Z(t) находим иско-
мый алгоритм управления

 1( ) ( ),U t KZ t K KD −= =  (17)

для исходного объекта управления (8).
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Заметим, что при моделировании синтези-
рованной системы для увеличения ее быстро-
действия весовой коэффициент r функциона-
ла (13) необходимо уменьшать до некоторого 
небольшого значения: уменьшение r снижает 
уровень ограничения, накладываемого на сиг-
нал управления при минимизации функцио-
нала качества, тем самым увеличивая значе-
ния U(t) и, соответственно, быстродействие 
САУ. Однако при уменьшении r необходимо не 
допустить превышения значений управления 
установленного уровня Umax.

Необходимо подчеркнуть, что с уменьшени-
ем значений r и увеличением быстродействия 
системы перерегулирование в ней может пре-
высить заданный уровень σz. Соответственно 
основная задача (задача исследования) работы 
состоит в модификации описанного метода 
синтеза в целях обеспечения в проектируемой 
системе управления заданного значения пере-
регулирования σz = Δ = 4,321 % и достижения 
при этом перерегулировании максимального 
быстродействия системы.

Предельные передаточные функции 
оптимальных систем

Первоначально покажем, что система, син-
тезированная описанным методом, может 
иметь перерегулирование большее, чем σz, при 
достаточно малых значениях r функционала 
качества. С этой целью воспользуемся извест-
ным результатом [8, 19], утверждающим, что 
характеристический полином G(s) оптималь-
ной системы управления объектом (12) по кри-
терию (13) удовлетворяет уравнению

 2
1( ) ( ) ( ) ( ) / .G s G s A s A s q b r− = − +  (18)

В этом случае говорят, что функция G(s) 
определяется операцией факторизации поли-
нома правой части выражения (18). Напомним, 
что передаточная функция оптимальной си-
стемы описывается дробью W(s) = 1/G(s).

Проведем нормирование по Вышнеград-
скому полинома (18), который предварительно 
представим в форме

 
2

1

2 2 1
2 2 1 1 0

( ) ( ) /

... ,N N
N N

A s A s q b r

A s A s A s A−
−

− + =

= + + + +
 (19)

с соответствующими коэффициентами Ak, 
причем

 2 2
0 1 1 2/ , ( 1) .N

NA a q b r A= + = −

Воспользовавшись заменой переменной s 
преобразования Лапласа новой переменной

 q = αs при 22
1/ ,N r q bα =  (20)

найдем значения коэффициентов ,kA  k = 0, 1, 
..., 2N, преобразованного полинома после их 
умножения на константу 2 2

1/ Nr q b = α  (дан-
ное умножение не изменяет характеристиче-
ского уравнения системы и соответственно 
ее свойства):

2
2 2 2

1( / ) , 0,1,...,2 .
N k

N k N
k k kA A A r q b k N

−
−= α = =  (21)

Значения коэффициентов (21) при предель-
ном уменьшении r → 0 (соответственно пре-
дельном увеличении быстродействия систе-
мы) приближаются к нулю, за исключением 

2 ( 1)N
NA = −  при k = 2N и
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1 1
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1
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r q b r
A A a

rq b q b

r
a

q b
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= + →

при k = 0. Подчеркнем, что при четном N пре-
дельные значения крайних коэффициентов 
полинома 0 2 1,NA A= =  т.е. предельный, пре-
образованный указанным образом полином (19), 
является нормированным по Вышнеградско-
му. Таким образом, при малых значениях па-
раметра r → 0 корни характеристического по-
линома G(q) оптимальной замкнутой системы 
управления стремятся к устойчивым корням 
двучлена

 2( ) ( ) ( 1) 1,N NG q G q q− = − +  (22)

которые на комплексной плоскости q совпада-
ют с вершинами правильного 2N-угольника, 
вписанного в окружность единичного радиу-
са. В литературе такое распределение корней 
известно как распределение (размещение) Бат-
терворса порядка N [7, 16, 19, 21].

Устойчивые корни этого распределения 
(корни с отрицательными вещественными 
частями) определяют полюса динамических 
систем, называемых фильтрами Баттерворса. 
Они описываются передаточными функциями
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WB(q) = 1/DN(q), где полиномы Баттерворса 
имеют следующий вид [16]:

2
1 2

2
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2 2
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2
5

2

2 2
6

2

( ) 1, ( ) 1,4142 1,

( ) ( 1)( 1),

( ) ( 0,7654 1)( 1,8478 1),

( ) ( 1)( 0,6180 1)

( 1,6180 1),

( ) ( 0,5176 1)( 1,4142 1)

( 1,9319 1).

D q q D q q q

D q q q q

D q q q q q

D q q q q Ѕ

Ѕ q q

D q q q q q Ѕ

Ѕ q q

= + = + +

= + + +

= + + + +

= + + +

+ +

= + + + +

+ +

 (23)

Данные фильтры Баттерворса порядка N =
= 2, 3, 4, 5, 6 имеют значения перерегулирова-
ния σ2 = 4,321, σ3 = 8,147, σ4 = 10,828, σ5 = 12,777, 
σ6 = 14,251 % и при дальнейшем увеличении 
N перерегулирование также увеличивается, 
но с уменьшающейся скоростью [16]. Следова-
тельно, все фильтры Баттерворса, за исключе-
нием случая N = 2, имеют перерегулирование 
большее, чем принятый уровень σz = 4,321 %. 
Соответственно, указанное решение исходной 
задачи (1), (2) требует уточнения.

Для нахождения решения задачи максималь-
ного быстродействия необходимо соответству-
ющим образом определить весовые коэффици-
енты квадратичного критерия (13). Напомним, 
что выбор значений (14) коэффициентов осу-
ществлялся в целях предельного увеличения
быстродействия синтезируемой системы управ-
ления в соответствии с рекомендациями ра-
боты [22]. В данной работе показано, что 
для объектов, описываемых в фазовом про-
странстве с каноническим вектором состоя-
ния ( 1) т( , , ..., ) ,NX x x x −= �  введение в квадра-
тичный функционал качества составляющих 

2( ),i iq x t  i = 2, 3, ..., N – 1, только увеличивает 
время переходных процессов синтезируемой 
оптимальной системы, так как это в процес-
се минимизации функционала (13) приводит 
к ограничению значений скорости, ускоре-
ния и других более высоких производных вы-
ходной переменной объекта. В соответствии 
с данным утверждением для получения значе-
ний перерегулирования в проектируемой си-
стеме, меньших, чем в рассмотренных филь-
трах Баттерворса, необходимо наложить на 
весовой коэффициент функционала качества 
ограничение q2 > 0. Действительно, так как 
большее значение перерегулирования системы 
определяется большим значением скорости 
системы в момент времени нарастания [17], то 

перерегулирование системы можно уменьшить 
ограничением указанной скорости и, соответ-
ственно, введением в функционал качества (13) 
слагаемого 2 2

2 2 2( ) ( )q x t q x t=�  с определенным 
значением весового коэффициента q2 > 0. При 
этом, в соответствии с логикой работы [22], 
значения остальных коэффициентов функцио-
нала целесообразно, как и раньше, оставить 
равными 3 4 1... 0Nq q q −= = = =  для получения 
максимального быстродействия проектиру-
емой системы при желаемом значении пере-
регулирования. Здесь укажем, что значение 
одного весового коэффициента функционала 
качества без изменения решения задачи АКОР 
можно задавать произвольно; на этом основа-
нии далее полагается q1 = 1.

Проведем более детальный математический 
анализ предложенного способа выбора значе-
ний коэффициентов квадратичного критерия 
качества. По аналогии с фильтрами Баттер-
ворса найдем предельное при r → 0 решение 
задачи АКОР для объекта (12) по критерию (13) 
с весовыми коэффициентами

 q1 = 1, q2 > 0, q3 = ... = qN – 1 = 0. (24)

Для функционала качества (13) с коэффи-
циентами (24) согласно работе [8] характери-
стический полином G(s) оптимальной системы 
управления объектом (12) будет удовлетворять 
уравнению

2 2 2
2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( / ) / .G s G s A s A s s q b r q b r− = − − +  (25)

Как и ранее, с использованием замены 
переменной (20), проведем нормирование по-
линома (25), представив предварительно его 
в форме (19). Значения коэффициентов пре-
образованного полинома после их умножения 
на величину q1b

2/r = α2N определяются также 
выражением (21) и, соответственно, они при 
предельном уменьшении времени переходных 
процессов системы (уменьшении r → 0) при-
ближаются к нулю, за исключением коэффи-
циентов 0 21, ( 1)N

NA A= = −  и

 

1

2 2
2 2 2 2

1

1
2

2 2
1 3 2 2

1

2 .

N
N

N

N
N

r
A A A

q b

q b r
a a a

r q b

−

−

−

⎛ ⎞
= α = =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (26)

Заметим, что соответствующим выбором 
весового коэффициента q2 критерия можно 
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при r → 0 обеспечить значение 2 const,A a= =  
если положить

 

1
2

2
2

1

.

N
Nq b r

a
r q b

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Это равенство выполняется при

 
1

2
2 12, ( )

N
N Na

q c r c q b
b

−

= =  (27)

с коэффициентом пропорциональности с. В дан-
ном случае при условии (27) и при r → 0 корни 
полинома G(q) оптимальной системы управле-
ния будут приближаться к устойчивым корням 
полинома

 

2 2

1
2 2

1

( ) ( ) ( 1) 1,

/( ) 0.

N N

N
N

G q G q q aq

a cb q b
−

− = − − +

= >
 (28)

Таким образом, здесь возникает следующая 
задача: факторизацией полинома (28) опре-
делить функцию G(q) и соответствующую ей 
нормированную передаточную функцию оп-
тимальной системы

 
1 2

1 2 1

0( ) ( )

1

1/

/( 1)N N N
N Nq g q g q

W q G

q

q

g− −
− −

=

= + +

=

+ + +�
 (29)

при таком значении параметра а, при котором 
динамическая система (29) имела бы перерегу-
лирование, равное σz = 4,321 %.

Данную задачу можно решить с использо-
ванием системы компьютерной математики 
MathCAD 15, в которой имеется процедура, 
позволяющая в режиме аналитических вычис-
лений находить все 2N решений алгебраиче-
ского уравнения

 2 2( 1) 1 0N Nq aq− − + =  (30)

при произвольном численном значении параме-
тра a > 0. С этой целью была разработана про-
грамма, выполняющая следующие операции:

1) расчет всех решений pi, i = 1, 2, ..., 2N, ал-
гебраического уравнения (30) при выбранном 
положительном значении параметра a;

2) выбор решений pi, i = 1, 2, ..., N, имеющих 
отрицательные вещественные части, и расчет 
с их использованием коэффициентов норми-
рованного полинома

 1

1 2
1 2 1

( ) ( )

1;

N

i
i

N N N
N N

q p

q g q g q g q

G q
=

− −
− −

= + =

= + + + + +

∏

�

3) нахождение переходной функции дина-
мической системы (29) и определение для нее 
перерегулирования σ и длительности переход-
ных процессов;

4) если значение σ системы управления от-
личается от σz = 4,321 % более, чем на 0,001 %, 
то уточняется значение параметра a и осущест-
вляется переход к операции 1.

Результаты вычислений по данной програм-
ме при значениях N = 2, ..., 6 представлены 
в табл. 1.

В данной таблице параметры Ti, ζi соответ-
ствуют постоянным времени и коэффициентам 
демпфирования элементарных, последователь-
но соединенных звеньев апериодического и ко-
лебательного характера, которые можно выде-
лить в системе с передаточной функцией W0(q).

Подчеркнем, что передаточная функция 
W0(q), полученная как предельное решение 
указанной выше задачи АКОР, описывает ди-
намическую систему, которая имеет минималь-
ное относительное время переходных процес-
сов при заданном значении перерегулирования
σz = 4,321 %. Этот вывод подтверждает также 
сравнительный анализ показателей данной ди-
намической системы и известных систем по-
рядка N = 2, ..., 6, описываемых нормирован-
ными передаточными функциями с повышен-
ным быстродействием [12, 13]. Эти показатели 
представлены в табл. 2.

Первая строка табл. 2 отвечает фильтрам 
Баттерворса с передаточными функциями 
WB(q) = 1/DN(q), в которых полиномы DN(q) 
описываются выражениями (23).

Данные строк 2—4 заимствованы из табл. 3 
работы [12]. Вторая строка соответствует дина-
мическим системам с НПФ вида

 2 /2( ) 1/( 2 1)NW q q q= + ζ +
 при четном значении N

и

 2 ( 1)/2( ) 1/( 1)( 2 1) NW q q q q −= + + ζ +
 при нечетном значении N,

причем коэффициент демпфирования ζ = 0,7.
Третья строка табл. 2 соответствует ана-

логичным динамическим системам со значе-
нием ζ = 0,75.
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Четвертая строка отвечает системам управ-
ления с передаточной функцией W(q) = 1/M(q), 
в которой полиномы M(q) описываются выра-
жениями (6).

Данные пятой строки сформированы на ос-
нове результатов табл. 1.

Согласно данным табл. 2 система управле-
ния с передаточной функцией W0(q) = 1/G(q) 
в сравнении с другими системами действи-
тельно имеет лучшее быстродействие за счет 
обеспечения заданного перерегулирования
σz = Δ = 4,321 %. Поэтому передаточную функ-
цию W0(q) аналогично перечисленным стан-
дартным НПФ можно рекомендовать к выбору 
в качестве эталонной передаточной функции 
при синтезе систем управления алгебраиче-
ским методом [13, 15]. Подчеркнем, что дина-
мические системы с функциями W0(q), опреде-
ляемыми как предельные решения указанной 
задачи АКОР, можно рассматривать как моди-
фицированные фильтры Баттерворса, имею-
щие фиксированное значение перерегулирова-
ния σz = 4,321 %. Известные фильтры Баттер-
ворса получаются как их частный случай при 
значении параметра a = 0.

Метод синтеза
быстродействующих линейных САУ

Используя результаты предыдущего раздела, 
уточним метод синтеза быстродействующих си-
стем управления, изложенный в разделе 1.

Процедуры 1, 2 и 4 данного метода остаются 
прежними.

В процедуре 3 выбор весовых коэффици-
ентов квадратичного функционала (13) изме-

Таблица 1
Table 1

Параметры и показатели систем с ПФ W0(q)

Parameters and indicators of systems with the ntfs W0(q)

N a
Коэффици-
енты G(q)

Корни G(q) Ti ζi σ, % τp

2 0
1 2g = 1,2 2/2 2/2ip ±= − 1

1 0,72 0/2 7107ζ = = 4,3213 2,9744

3 0,4760 g1 = 2,150236
g2 = 2,073758

p1 = –0,918078
p2,3 = –0,577840 ± 0,869099i

T1 = 1,089232
T2 = 0,958164

ζ1 = 1
ζ2 = 0,553665

4,32090 3,8124

4 0,79572 g1 = 2,850881
g2 = 3,665902
g3 = 2,707730

p1,2 = –0,461477 ± 0,966015i
p3,4 = –0,892388 ± 0,275923i

T1 = 0,9340713
T2 = 1,070582

ζ1 = 0,431054
ζ2 = 0,955374

4,32102 4,5736

5 1,06233 g1 = 3,541902
g2 = 5,741368
g3 = 5,598041
g4 = 3,346055

p1 = –0,858401
p2,3 = –0,372580 ± 1,010266i
p4,5 = –0,871247 ± 0,495656i

T1 = 1,164957
T2 = 0,928695
T3 = 0,997635

ζ1 = 1
ζ2 = 0,346013
ζ3 = 0,869187

4,32095 5,3220

6 1,29958 g1 = 4,227217
g2 = 8,284891
g3 = 9,99870
g4 = 7,946964
g5 = 3,986719

p1,2 = –0,887857 ± 0,114812i
p3,4 = –0,796768 ± 0,665763i
p5,6 = –0,308735 ± 1,030546i

T1 = 1,117007
T2 = 0,963107
T3 = 0,929542

ζ1 = 0,991742
ζ2 = 0,767373
ζ3 = 0,286982

4,32100 6,0633

Таблица 2
Table 2

Параметры и показатели быстродействующих НПФ

Parameters and indicators of high-speed ntfs

Вид НПФ,
ее параметры

По-
каза-
тели

N

2 3 4 5 6

1. Фильтры 
Баттерворса

τp 2,974 6,111 6,953 9,716 11,03

σ 4,321 8,147 10,828 12,777 14,251

2. Колеба-
тельный
с ζ = 0,7

τp 2,90 4,41 7,26 5,99 9,43

σ 4,60 1,52 6,69 3,45 8,08

3. Колебатель-
ный с ζ = 0,75

τp 3,13 4,69 5,02 6,43 6,80

σ 2,84 0,77 3,88 1,79 8,08

4. Оптималь-
ный по Пос-
пелову Г. С., 
Красовско-
му А. А.

τp 4,38 4,07 4,57 5,71 6,22

σ 5,00 0,49 4,73 0,00 5,00

5. Опти-
мальный по 
Летову А. М. 
(АКОР)

τp 2,974 3,812 4,573 5,322 6,063

σ 4,321 4,321 4,321 4,321 4,321
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няется на соотношения (24), причем значение 
коэффициента q2 вычисляется с использова-
нием соотношения (27), в котором значение 
параметра a выбирается из табл. 1 на основе 
известного порядка N проектируемой системы. 
Такое значение коэффициента q2 обеспечивает 
системе требуемое значение σz = 4,321 %.

Добавляется процедура 5 — моделирова-
ние системы с управлением (17) в целях опре-
деления значения весового коэффициента 
r критерия (или, что то же самое, параметра 

22
1/N r q bα = ), обеспечивающего выполнение 

заданного ограничения max( ) .u t um  Начальное 
значение α рекомендуется задавать с исполь-
зованием соотношения p p/ ,t ∗α = τ  где pt

∗  — же-
лаемое время типового переходного процесса 
синтезируемой системы, которое считается из-
вестным проектировщику САУ; τp — относи-
тельное время переходного процесса выбран-
ной НПФ, определяемое по табл. 1 или табл. 2.

Пример 1. Пусть передаточная функция 
объекта управления имеет вид

 3 2
0( ) 1/(0,1 0,8 1,7 1),W p p p p= + + +

а управляющий сигнал подчиняется ограни-
чению max( ) 10u t u =m  (такой объект рассма-
тривался в работах [10, 23]). Требуется опре-
делить линейный регулятор с максимальным 
быстродействием, обеспечивающий системе 
переходный процесс с перерегулированием
σz = Δ = 4,321 % и нулевой статической ошиб-
кой регулирования.

Выполняем процедуры предложенного ме-
тода синтеза.

1. Обеспечение астатизма системы.
Так как ПФ объекта третьего порядка (17) 

не содержит нулевой полюс, то для того чтобы 
статическая ошибка проектируемой системы 
управления была равна нулю, полагаем порядок 
астатизма na = 1, и тогда "расширенный" объ-
ект управления порядка N = n + na = 3 + 1 = 4
описывается передаточной функцией

 3 2( ) 1/[ (0,1 0,8 1.7 1)].W p p p p p= + + +  (31)

С учетом того, что интегратор, обеспечи-
вающий астатизм системы, стоит перед ис-
ходным объектом и описывается уравнением 
( ) ( ),u t U t=�  для объекта (31) введем следующие 

фазовые координаты zi(t):

 1 2 1

3 2 4

( ) ( ), ( ) ( ),

( ) ( ), ( ) ( ),
zt x x t z t z t

z t z t z t u t

z = − =

= =

�
�

где u(t) — сигнал управления исходного объек-
та;  U(t) — управление "расширенного" объекта.

В данном фазовом пространстве матрицы 
Az, Bz описания (8) принимают вид

 

00 1 0 0

0 0 1 0 0
,

10 17 8 10 0

0 0 0 0 1

z zA B

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟= =
⎜ ⎟⎜ ⎟− − −
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

.

2. Определение описания объекта в кано-
нической форме. Непосредственно по переда-
точной функции (31) в каноническом фазовом 
пространстве

 1 2 1

3 2 4 3

( ) ( ), ( ) ( ),

( ) ( ), ( ) ( )
zx t x x t x t x t

x t x t x t x t

= − =

=  =

�
� �

определяем матрицы описания в форме Фро-
бениуса

 

1 2 3 4

0 1 0 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0 1 0
,

0 0 0 1 0 0 0 1

0 10 17 8

0

0
.

0

1

x

x

A

a a a a

B

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
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− − − − − − −⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Матрицу преобразования фазовых коорди-
нат Z(t) = DX(t) вычисляем с использованием 
матриц управляемости объекта в новом и ста-
ром базисах (10):

 
1

0,1 0 0 0

0 0,1 0 0
,

0 0 0,1 0

1 1,7 0,8 1

10 0 0 0

0 10 0 0
.

0 0 10 0

10 17 8 1

D

D

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟

− − −⎝ ⎠
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

3. Решение задачи АКОР.
Предварительно в соответствии с указан-

ными рекомендациями задаемся значениями 
весовых коэффициентов q1 = 1, q3 = q4 = 0
функционала качества (13). Для нахождения 
в первом приближении коэффициента r функ-
ционала воспользуемся результатом моделиро-
вания работы [10], в которой синтезированная 
для объекта (32) быстродействующая систе-
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ма управления имеет время регулирования 

p 0,878 ct ∗ =  и найдем

 p p/ 0,878/4,4736 0,192t ∗α = τ = =

и далее на основе соотношения (20) вычислим

 2 8 8 6
1 1 1 (0,192) 1,847 10 .r q b −= α = ⋅ ⋅ = ⋅

С использованием формулы (27) рассчиты-
ваем последний весовой коэффициент функ-
ционала

 

1
2 3/4

12

64
2

0,7957
( ) (1) 0,7957;

1

0,7957 1,847 10 0,0293.

N
N

N

a
c q b

b

q c r

−

−

= = =

= = ⋅ =

Решение задачи АКОР ( ) ( )U t KZ t=  при 
данных коэффициентах функционала качества 
в соответствии с формулами (15)—(17) дало сле-
дующие значения коэффициентов регулятора 

(65,835 27,831 3,004 7,751),K =  причем, как 
показало моделирование, замкнутая систе-
ма управления имеет p 0,94 c, 4,1 %,t ≈ σ ≈  
а значения сигнала управления при отработке 
задания xz = 1 не превышают уровня 6 единиц. 
Эти результаты моделирования относительно 
близки к исходным данным синтеза.

Последующие несколько итераций решения 
задачи АКОР при изменении коэффициента r по-

зволили уточнить значение этого коэффициента 
r = 3,5•10–7, обеспечивающее уровень сигнала 
управления не более требуемых 10 единиц. В   этом 
случае оптимальный регулятор, имеющий па-
раметры (158,308 58,05 5,749 10,723),K =  
обеспечивает переходные процессы системы, 
показанные на рисунке, где приведен график 
исходного сигнала управления u(τ) = z4(τ).

Из данного рисунка также следует, что ис-
следуемая система управления четвертого по-
рядка имеет нулевую статическую ошибку, 
перерегулирование σ = 4,163 % и время пере-
ходных процессов tp = 0,745. Эти результаты 
практически совпадают с результатами систе-
мы регулирования [23], имеющей параметры 

( )158,093 57,788 5,523 10,757 ,K =  σ = 4,321 %
и tp = 0,738. Приведенные результаты модели-
рования отвечают исходным данным синтеза 
быстродействующего регулятора и свидетель-
ствуют о работоспособности предложенного 
метода синтеза систем управления.

Заключение

В работе предложен математически обосно-
ванный метод синтеза линейных систем, имею-
щих минимальное время регулирования, кото-
рое понимается в смысле классической теории 
автоматического управления и определяется 
с использованием значения Δ = σz = 4,321 %
"трубки", равной заданному (желаемому) зна-
чению перерегулирования синтезируемой си-
стемы. Решение данной так называемой зада-
чи максимального быстродействия линейной 
системы получено с использованием теории 
аналитического конструирования оптималь-
ных регуляторов (АКОР). Максимальное бы-
стродействие и заданные ограничения на пере-
регулирование и сигнал управления в синтези-
руемой системе обеспечиваются предложенным 
способом выбора весовых коэффициентов ква-
дратичного функционала качества. Данный 
способ предусматривает преобразование задачи 
АКОР к канонической форме, в которой объ-
ект управления описывается матричным диф-
ференциальным уравнением в форме Фробени-
уса, а функционал качества определяется как 
интеграл от суммы квадратов канонических 
фазовых координат объекта с весовыми коэф-
фициентами qi, i = 1, 2, ..., N, а также квадрата 
сигнала управления с коэффициентом r. Пока-
зано, что решение задачи максимального бы-

Переходные процессы быстродействующей системы четвер-
того порядка
Transients responses of a high-speed system of the fourth order
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стродействия линейной системы находится как 
решение указанной задачи АКОР при q1 = 1,
q3 = q4 = ... = qN = 0 и некоторых положитель-
ных значениях коэффициентов q2, r. Значения 
этих коэффициентов предлагается выбирать 
в процессе моделирования синтезированной 
системы управления соответственно из условий 
обеспечения заданного перерегулирования и 
заданного ограничения на сигнал управления.

Предельным решением указанной задачи 
АКОР при r → ∞ и 2 , constNq c r c= =  опреде-
лены передаточные функции динамических 
систем с предельным (максимальным) быстро-
действием, которые при определенных значе-
ниях константы c имеют перерегулирование
σz = 4,321 %. Данные динамические системы 
названы модифицированными фильтрами 
Баттерворса в связи с тем, что известные филь-
тры Баттерворса получаются аналогичным об-
разом при константе c = 0. Параметры и по-
казатели динамики этих фильтров порядка
N = 2, 3, ..., 6 представлены в табл. 1. Най-
денные передаточные функции модифициро-
ванных фильтров Баттерворса рекомендуется 
использовать в качестве эталонных переда-
точных функций быстродействующих систем, 
синтезируемых алгебраическим методом.
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Abstract

We study the solution of the so-called maximum speed problem of a linear control system, in which, unlike the classi-
cal optimal speed problem with a relay-type control, a linear control algorithm is determined for a linear object that pro-
vides the maximum speed of the system. It is of practical importance due to the widespread practical application of linear 
control laws. The problem is formulated in relation to continuous, one-dimensional high-order control objects described by 
the corresponding transfer function or an equivalent system of ordinary differential equations in a certain phase space. The 
time of the transition process ttp of the designed system is understood in the sense of the classical theory of automatic con-
trol and is determined using the zone Δ = σpr = 4,321 %, equal to the given (desired) value of the overshoot of the synthe-
sized system. This overshoot corresponds to an oscillatory link with a damping coefficient 2/2  — the Butterworth filter 
of the second order. Accordingly, the maximum performance problem is put in the following formulation: it is required to 
find a linear feedback algorithm that provides the closed control system with a given astatism order na and transferring the 
control object from the initial state to the final one, determined by the constant signal of the regulator’s task, with the 
minimum value of transient time ttp and set value overshoot σ = σpr when performing a constraint on the control signal |u(t)| 
m umax. At present, this problem has been solved by an approximately algebraic method of synthesizing linear control sys-
tems in determining the desired transfer function of a projected closed system based on typical (reference) normalized 
transfer functions (NTF). The approximate nature of the decision is determined by the fact that the NTF used in the 
synthesis of high-speed systems are established empirically. This paper proposes a mathematically sound solution to the 
problem of maximum speed using the theory of analytical design of optimal controllers (ADOC). The maximum speed and 
set limits on the overshoot and the value of the control signal in the synthesized system are provided by the proposed 
method for selecting the weights of the quadratic quality functional. We emphasize that the proposed method for the syn-
thesis of high-speed systems, in contrast to the algebraic method, is applicable to a wider class of control objects: both 
minimal-phase and non-minimal-phase, as containing zeroes, and not. The method is illustrated by an example of the 
synthesis of a high-speed fourth-order control system containing the results of its simulation.

Keywords: linear one-dimensional object, speed, overshoot, system astatism, analytical design of optimal controller, 
Butterworth filters
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Итерационные методы решения систем
многозначных логических уравнений при моделировании

цифровых систем управления объектами

Введение

При проектировании цифровых систем 
управления объектами функционально-логи-
ческое моделирование на уровне соединения 
блоков и элементов схемы технических средств 
является необходимым для проверки правиль-
ности проекта. Для проверки правильности 
функционирования разрабатываемой системы 
управления осуществляется моделирование 
изменений логических сигналов как на выходе 
всей системы управления, так и в узлах соеди-
нения блоков и элементов технических средств 
цифровой системы. При этом для каждого из-
менения входных сигналов необходимо опре-
делять новые логические значения сигналов 
в узлах схемы [1—3], т. е. осуществлять реше-
ние системы многозначных (конечно значных) 
логических уравнений. Многозначность ло-
гических переменных обусловлена наличием 
кроме состояний 0 и 1 высокоимпедансного 
(отключенного) состояния на линиях и ши-
нах цифровых блоков, представлением сигна-
лов на шинах одним многозначным сигналом 
[4, 5], а также представлением процесса пере-
ключения значений сигналов в виде несколько 

значных логических сигналов, что использует-
ся при моделировании в целях верификации 
временных диаграмм [6, 7]. Кроме того, в на-
стоящее время ведется разработка цифровых 
блоков, использующих четырехзначное пред-
ставление логических сигналов, а также логи-
ческих сигналов другой значности [8—11].

Специфический вид системы уравнений, 
а также тот факт, что модели блоков цифровых 
систем задаются не аналитически, а в виде под-
программ, обусловливают использование ите-
рационных методов решения уравнений. Целью 
данной работы является исследование системы 
многозначных (конечнозначных) логических 
уравнений с точки зрения существования кор-
ней и их определения итерационными метода-
ми применительно к используемым методам 
функционально-логического моделирования 
цифровых систем на этапе проектирования.

Условия существования решений и их число

Рассмотрим систему

 1 1( ,..., , ,..., ),i i n n n lx f x x x x+ +=  (1)

Статья посвящена анализу методов решения систем многозначных логических уравнений методами итерации. С помо-
щью итерационных методов решения реализуется математическое описание основного процесса функционально-логическо-
го моделирования, которое выполняется на этапе проектирования цифровых систем управления объектами для проверки 
правильности проекта. Рассмотрение многозначных (конечнозначных) значений логических сигналов на выводах блоков и 
элементов цифровых систем объясняется тем фактом, что в ряде случаев для анализа правильности временных соотно-
шений при моделировании технических средств цифровых систем используется несколько значное представление двоичных 
логических сигналов, а также тем, что в последнее время ведется разработка логических элементов, реализующих четы-
рех и более значную логику. На основе анализа структуры системы логических уравнений, используемой при моделировании 
цифровой аппаратуры, с применением графовых и логических моделей проводится анализ существования решений и их 
числа. Анализируются итерационные методы простой и обобщенной итерации, показывается связь между числом реше-
ний системы уравнений и ее графовым представлением, отражающим заданную схему соединения элементов технических 
средств цифровой системы управления. Для метода обобщенной итерации рассматриваются варианты с различным стро-
ением следа итерации, в частности, показывается, что при определенном строении следа итерации обобщенная итерация 
превращается в простую итерацию или итерацию Зейделя. Показано, что обобщенная итерация наиболее адекватно 
описывает процесс моделирования переключения логических сигналов в моделируемой схеме технических средств цифровых 
систем управления. Показано соответствие между различными вариантами функционально-логического моделирования 
цифровых систем и используемыми методами итерационного решения систем логических уравнений.

Ключевые слова: функционально-логическое моделирование проектов, цифровые системы управления объектами, 
многозначные логические уравнения, методы простой и обобщенной итерации
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где xi, i = 1, ..., n + l, — логические переменные 
значности |Zi|; xi, i = n + 1, ..., n + l, — входные 
переменные; fi, i = 1, ..., n, — логические функ-
ции значности |Zi|; Zi — конечное множество 
значений i-х переменной и функции, причем 
для каждого xi, i = 1, ..., n, в системе (1) имеется 
только одно уравнение.

Одновременно с системой (1) будем рассма-
тривать ее представления в виде ориентиро-
ванного графа G(V, E), V = V′ ∪ Vвх, где каждой 
вершине v, v ∈ V, изоморфна переменная xi,
i = 1, ..., n, (множество V′) или входная пере-
менная xi, i = n + 1, ..., n + l, (множество Vвх). 
Ориентированное ребро eij направлено от vi
к vj, если xi является аргументом fj  . На рис. 1
в качестве иллюстрации приведена схема со-
единений логических элементов двоичной ло-
гики и соответствующий граф.

При фиксированных значениях входных
переменных сети � �1 � �, ...,n n lx x+ +  система (1) име-
ет следующий вид:

 1� � , ..., , � 1,.( ..,) ,i i nx h x x i n= =  (2)

Если мы рассматриваем частный случай 
двузначной логики, то решение 1( , ..., � )nx x′ ′  си-
стемы (2) существует, если для всех функций, 
входящих в систему (2), значения 1( , ..., � )i nh x x′ ′  
определены, т. е. равны либо нулю, либо еди-
нице. Сформулируем условия существования 
решения для системы (2) в более общем случае 
конечнозначности переменных.

Для конечнозначной логической функции 

1 ),. .( . ,i nh x x  c областью значений 1{ , ..., }
ii kz z=Z  

введем в рассмотрение булеву функцию

 1
1

1

1 при ( ,..., ) ,
( ;� ,..., , )� �

0 при ,..., ) .(
n

n
n

h x x z
eq h x x z

h x x z≠
=⎧

=⎨
⎩

Теорема 1. Для существования решения 

1 1, ..., n nx x x x′ ′= =  системы конечнозначных 
логических уравнений (2) необходимо и доста-
точно, чтобы

 1
� 1� � 1�

( ; , ..., , 1,)
ikn

i
i n j

i j
eq h x x z

= =

⎛ ⎞
′ ′ =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∩ ∪  (3)

где 1{ , ..., , ..., }
i

i i i
j kz z z  — множество Zi значений 

функции hi.
Число решений системы (2) равно числу 

различных наборов 1( , ..., ),nx x′ ′  для которых 
выполняется условие (3).

Доказательство
Для истинности i-го члена конъюнк-

ции (3) для 1, ..., nx x′ ′  необходимо, что-
бы 1( ; , ..., , ) 1.i n ieq h x x x′ ′ ′ =  При этом ix′  мо-
жет принимать одно из значений множества 

1{ , ..., }.
i

i i
kz z  Если ix′  равно одному из значений 

из множества 1{ , ..., },
i

i i
kz z  то дизъюнкция из 

(3) истинна.
Для истинности конъюнкции необходимо, 

чтобы все члены конъюнкции были истинны, 
т.е. необходимо, чтобы

 1
� 1� � 1�

( ; , ..., , 1.)
ikn

i
i n j

i j
eq h x x z

= =

⎛ ⎞
′ ′ =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∩ ∪  (4)

Следовательно, условие (3) является необхо-
димым для существования решения (2).

Пусть на некотором наборе 1, ..., nx x′ ′  спра-
ведливо условие (3). Поскольку конъюнкция 
логических выражений истинна при равенстве 
единице каждой из них, то для каждого урав-
нения (2) справедливо условие (4). Следова-
тельно, существует такое ,ijz  что � � ,i

i
jx z′ =  т. е.

одним из термов левой части равенства (4)

Рис. 1. Сеть логических элементов (а) и ее представление в виде ориентированного графа (б)
Fig. 1. Logical element network (a) and its representation as an oriented graph (б)
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является 1( ; , ..., , ),i n ieq h x x x′ ′ ′  причем послед-
нее выражение равно единице. Тогда при 

1 1, ..., n nx x x x′ ′= =  i-е уравнение (2) превраща-
ется в тождество. Достаточность условия (3) 
доказана.

В силу достаточности условия (3) число ре-
шений системы (2) равно числу различных на-
боров 1 ,, ..., nx x′ ′  для которых выполняется ус-
ловие (3).

Теорема доказана.
Следствие. Если функции 1 2, , ..., nh h h  в си-

стеме уравнений (2) можно упорядочить так, 
чтобы каждая последующая функция зависела 
только от значений предыдущих, т. е. в виде

 
1 2 1 3 1 2 1 2 –1
, ( ),� , , ..., ,( ) ( ),,...,

n ni i i i i i i i i ih h x h x x h x x x  (5)

то система (2) имеет единственное решение.
Действительно, в силу Теоремы 1 для это-

го необходимо иметь единственный набор 

1
,..., ,

ni ix x′ ′  такой что

 

1

1 –1

1
1

� 1� � �1

1 –1
� 1�

( ; ) •...• ( ; ,..., , ) •...

...• ( ; ,..., , ) 1.

l

l l

n

n

kk
l

i j i i j
j j

k
n

i n j
j

eq h z eq h x x z

eq h x x z

= =

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
′ ′⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞

′ =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∪ ∪

∪

В силу того, что конъюнкция выражения 
равна единице при равенстве единице всех вы-
ражений, справедливость следствия эквива-
лента тому, что существует единственный на-
бор 

1
,..., ,

ni ix x′ ′  такой что

1

1 1 –1

1 –1

1

� 1� � �1

� �1

( ; ) 1; ...; ( ; ,..., , ) 1;

...; � ( ; ,..., , ) 1.�

l

l l

n

n n

kk
l

i j i i i j
j j

k
n

i i i j
j

eq h z eq h x x z

eq h x x z

= =

=

′ ′= =

′ ′ =

∪ ∪

∪
 (6)

При фиксированных значениях входных 
переменных функция 

1i
h  есть константа. Сле-

довательно, существует, и притом единствен-
ное, значение 1,jz  при котором 

1

1� � ,i jh z=  т. е. 

1

1( ; ) 1.i jeq h z =
Примем 

1

1� .�i jx z′ =
Рассмотрим l-е равенство из соотношения 

(6). Пусть из предыдущих равенств (с перво-
го по (l – 1)-е) определен единственный на-
бор 

1 –1
,..., .

li ix x′ ′  Функция 
li

h  на этом наборе 
имеет какое-то определенное значение, т. е. 
определено единственное значение ,ljz  такое 
что 

1 –1
( ,..., , 1.; )

l l

l
i i i jeq h x x z′ ′ =  Примем � � .l

l
jx z′ =  

Продолжив подобные рассуждения для остав-
шихся 

� �1
,..., ,

l ni ix x
+

′ ′  получим единственный на-
бор 

1
,... .,

ni ix x′ ′
Следствие доказано.
Системе логических уравнений, которые 

могут быть упорядочены в виде (5), соответ-
ствует структурный ориентированный граф 
без циклов. В этом случае элементы логиче-
ской сети являются ранжируемыми, и путем 
последовательной подстановки выражений для 
fj вместо всех xj в 1 –1,..., .,( ),..i j if x x x  можно 
выразить все логические переменные (1) через 
входные переменные:

 � �1 � �, ..., , 1, ...,( ) ,i i n n lx p x x i n+ += =

где pi — всюду определенные многозначные 
логические функции.

Рассмотрим вопрос о числе решений си-
стемы (2) в зависимости от структуры графа
G(V, E). Граф G ′(V′, E′) получается из графа 
G(V, E) удалением вершин множества Vвх и 
выходящих из них ребер (вершины IX, X, XI, 
ребра IX, I; X, I; XI, III, рис. 1, б). Система (2) 
может иметь число решений, отличное от еди-
ницы, только в том случае, если граф G ′(V′, E′)
имеет циклы. Ациклическая часть графа
G ′(V′, E′), представляющая связь циклической 
части со входными переменными (вершины I, 
II, ребра I, II; II, VI; II, VIII; I, IV, рис. 1, б),
соответствует переменным, значения которых 
однозначно определяются состоянием вход-
ных переменных. Выходная ациклическая 
часть графа G ′(V′, E′) (вершины VII, VIII, ребра 
V, VIII; IV, VII, рис. 1, б) представляет пере-
менные, состояния которых однозначно опре-
деляются состояниями входов сети (возможно 
через состояния переменных входной ацикли-
ческой части) и состояниями переменных ци-
клической части. Состояния переменных вы-
ходной ациклической части всегда определены 
и не влияют на решение системы (2). Удалим 
из графа G ′(V′, E′) входную и выходную аци-
клические части и получим граф G ′′(V′′, E′′) 
(рис. 2, а).

Найдем в G ′′(V′′, E′′) такое множество вер-
шин Vц, что после удаления ребер, выходящих 
из этих вершин, граф циклов не содержит, и 

ц

v
v∈
∏
V

Z  минимально. Каждую вершину v, v ∈ Vц

преобразуем в две не связанные между собой 
вершины v1 и v2 таким образом, что в вершину 
v1 входят все ребра, входившие в v, а из верши-
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ны v2 выходят все ребра, выходившие из вер-
шины v. Тогда при заданных значениях вход-
ных переменных можно выразить переменные 

1 1
ц1 ц,... ,, kx x  соответствующие вершинам v1 мно-

жества Vц, в виде 1 2 2
ц ц1 ц( ,..., ), 1, ..., .i i kx q x x i k= =  

Так как переменные 1
цjx  и 2

ц �jx тождественны, 
то решение системы (2) может быть заменено 
решением системы

 1 1 ц,..., ; 1,..., ; {( ) .,..., }i i k kx q x x i k v v= = = V  (7)

Число решений системы (7), а следова-
тельно, и системы (2), не может превосходить 

ц

.v
v∈
∏
V

Z  Таким образом, доказана следующая 

теорема.

Теорема 2. Решение системы (2) эквивалент-
но решению системы (7), причем число реше-
ний системы (2) не превышает 

ц

.v
v∈
∏
V

Z

Пусть в примере (см. рис. 1) система уравне-
ний имеет вид

 

1 9 10

2 1

3 4

4

11

3 5

6

4

5 4

2 56

7 4 46 6

8 2 5 2 5

• ;

;

• ;

• • ;

• ;
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• • ;

• • ,

x x x

x x

x x

x x

x x

x x x

x x x x x

x x x x

x

x

x

x

x

=⎧
⎪
⎪
⎪

=

=

=

=
= +

= +

= +

⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎩

причем Z1 = Z2 = Z3 = Z4 = Z5 = Z6 = Z7 =
= Z8 = Z9 = Z10 = Z11 = {0, 1}.

При x9 = 1, x10 = 1, x11 = 1 система запишет-
ся в виде

 

1

2 1

3 4

4 1 3 5

5 4 6

2 56

7 4 46 6

8 2 5 2 5

;

;

;

;

;

;

1;

• •

•

• •

• .•

x

x x

x x

x x x x

x x x

x x x

x x x x x

x x x x x

=⎧
⎪

=⎪
⎪ =⎪
⎪ =⎪
⎨

=⎪
⎪ = +⎪
⎪ = +
⎪

= +⎪⎩

 (8)

После определения однозначно заданных
x1 = 1, x2 = 0 и учета их значений в уравнениях 
для x4, x6, x8 (удаление входной ациклической 
части графа G ′(V′, E′)) получим:

 

3 4

4 3 5

5 4 6

56

7 4 46 6

8 5

;

• ;

• ;

• • ;

.

x x

x x x

x x x

x x

x x x x x

x x

⎧ =
⎪

=⎪
⎪⎪ =
⎨

=⎪
⎪ = +⎪
⎪ =⎩

Значения переменных x7, x8 однозначно 
определяются значениями x4, x5, x6, т. е. зна-
чениями переменных циклической части, и не 
влияют на решение полученной системы урав-
нений. В связи с этим будем рассматривать ре-
шение системы

 

3 4

4 3 5

5 4 6

56

;

• ;

• ;

,

x x

x x x

x x x

x x

⎧ =
⎪

=⎪
⎨

=⎪
⎪ =⎩

которая соответствует графу G′′(V′′, E′′) (рис. 2, а).
Приняв Vц = {III, IV}, получим

 3 3 5

5 5

• ;

.

x x x

x x

=⎧
⎨ =⎩

Эта система уравнений имеет три решения:

 3 3 3

5 5 5

0 0 1
;� ; � .

0 1 1

x x x

x x x

⎧= = =⎧ ⎧⎪
⎨ ⎨ ⎨= = =⎪⎩ ⎩⎩

Рис. 2. Циклическая часть G′′(V′′, E′′) графа G′(V′, E′) (а) и 
разделение вершин множества Vц = {III, V} на входные и вы-
ходные (б)
Fig. 2. Cycle part G′′(V′′, E′′) of graph G′(V′, E′) (a) and vertex 
set Vц = {III, V} dividing onto input and output vertex ones (б)
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В соответствии с этим система (8) имеет 
также три решения:

 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

4 4 4

5 5 5

6 6 6

7 7 7

8 8 8

1 1 1

0 0 0

0 0 1

1 1 0

0 1 1

1 0 0

1 0 1

0 1 1
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x x x

x x x
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= = =
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⎪
⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎩ ⎩

в чем можно убедиться путем подстановки 
приведенных значений в систему (8).

Решение систем логических уравнений мо-
жет быть осуществлено различными способа-
ми [12]. Однако специфический вид уравне-
ний, а также тот факт, что при моделировании 
цифровых систем модели блоков задаются не 
аналитически, а в виде программных модулей, 
вычисляющих значения функции f1, ..., fn по 
заданным значениям аргументов x1, ..., xn, обу-
словливают использование итерационных ме-
тодов решения [3, 13].

Решение системы уравнений
методом простой итерации

При решении системы (2) методом простой 
итерации используются формулы

 

( ) ( 1) ( 1)
11 1

( ) ( 1) ( 1)
1

);

( )

( ,...

,..., ,

,j j j
n

j j j
n n n

x h x x

x h x x

− −

− −

⎧ =
⎪
⎨
⎪ =⎩

�  j = 1, 2, ...; (9)

где (0) (0)
1 ,..., nx x  — начальное приближение.

Система (9) есть унарная операция π 
[14], заданная на множестве состояний 

1 1

1 1
1{( ,..., ) ,..., }.

n n

n n
j j j j nz z z z= ∈ ∈W Z Z  Моделью 

итерации может служить граф H(W, Q). Опе-
рация π задает множество ориентированных 
ребер Q таким образом, что в графе имеется 
ребро q(wk, wl), если π(wk) = wl, где wk и wl — 
метки вершин. У рассматриваемого графа из 
каждой вершины выходит ровно одно ребро. 
Если r — решение системы (2), то π(r) = r, и 
вершина с меткой r имеет петлю. Верно и об-
ратное: если вершина с меткой r имеет петлю, 
то r — решение системы (2).

Множество наборов функций h1, ..., hn 
в системе (2) изоморфно множеству графов 

H(W, Q), имеющих 
� 1�

n

i
i =
∏ Z  вершин, каждая из 

которых инцидентна ровно одному выходяще-
му ребру. В связи с этим исследование реше-
ния системы (2) можно заменить исследовани-
ем свойств графов указанного вида.

Граф H(W, Q) состоит из одной или более 
компонент связности. На рис. 3 показан пример 
такого графа для случая двузначной логики.

Каждая компонента связности имеет цикл, 
достижимый из всех вершин компоненты. 
Если цикл является петлей, то компонента 
содержит решение; если цикл петлей не яв-
ляется, то компонента решения не содержит. 
Итерация сходится в том случае, если началь-
ное приближение принадлежит компоненте 
связности, имеющей петлю. Так, при выборе 
начального приближения 101 или 110 (рис. 3) 
итерация сходится к корню 111, а при выборе 
начального приближения 011 — к корню 100. В 
случае же начальных приближений 000 или 001 
итерация не сходится. Для того чтобы итерация 
сходилась при любом начальном приближении, 
необходимо, чтобы каждая компонента связно-
сти графа H(W, Q) имела вершину с петлей.

Рассмотрим множество операций π =
2 3{ , , ,...},= π π π  выполняемых над элементами 

множества W при одной, двух и т.д. итераци-
ях. Операция π2 есть преобразование ix =  

1 1 1,..., ,. ).., � ,..., ; 1,.. .( ( ) ( ,) .i n n nh h x x h x x i n= =  Опе-
рация π3 есть преобразование

 
1 1 1 1

1 1 1 1

( ,..., ,..., � ,..., ,...,

..., ( ,..., ,..., � ,..

( ( ) (

., ;

1,...

)

, .

)

( ( ) ( ))
i i n n n

n n n n

x h h h x x h x x

h h h x x h x x

i n

=

=

Рис. 3. Граф H(W, Q) простой итерации
Fig. 3. Graph H(W, Q) for simple iteration
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Таким образом, определена циклическая 
полугруппа ,• ,= πB  порождающим элемен-
том которой является π. Так как число логиче-
ских функций от n конечнозначных перемен-
ных конечно, то пара показателей 1 2,l l  полу-
группы B [14] такова, что l2 > 1, т. е. 2 1,l lπ = π  
где l1 > l2.

Если каждая компонента связности Hj(Wj, Qj)
графа H(W, Q) имеет вершину с петлей, т. е. 
итерация сходится при любом начальном при-
ближении, то � �1 � � 2 ... .l l l+ +π = π = π =  Иными 
словами, начиная с πl, все элементы полугруп-
пы B совпадают, где l — длина максимальной 
цепи в графе H(W,Q), причем πl(w) = rj, где w — 
любая вершина, принадлежащая Hj(Wj, Q j), 
а rj — корень компоненты Hj. Если граф
H(W, Q) имеет одну компоненту связности, то 
πl(w) = r для w ∈ W, а r — единственное реше-
ние системы (2). Таким образом доказана сле-
дующая теорема.

Теорема 3. Если в циклической полугруппе 
B, задаваемой соотношениями (9), 1 ,l l+π = π  
то итерация всегда сходится, и отображение 
πl дает решение в зависимости от начального 
приближения. Если решение одно, то πl = r, 
где r — константа, являющаяся решением (2). 
Значение l есть длина максимальной цепи без 
петель в графе H(W, Q).

Пример. Пусть дано отображение π, задава-
емое системой булевых уравнений

 1 1 2 1 2

2 2 1 2

• • ;

• .

x x x x x

x x x x

⎧ = +⎪
⎨

= +⎪⎩
 (10)

Тогда 1 22 3

2 1 2

• 0
;� .

• 1

x x

x x x
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

π = π =⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ ⎝ ⎠⎝ ⎠
Итак, решением системы (10) является x1 = 0,

x2 = 1, итерация сходится при любом началь-
ном приближении, длина максимальной цепи 
без петель в графе H(W, Q) (рис. 4) равна трем.

При решении системы уравнений (2) методом 
простой итерации эффективно использование 

алгоритма событийного моделирования [15, 16]. 
При этом на каждой итерации пересчитываются 
только те переменные, среди аргументов кото-
рых есть изменившие свое значение.

Решение системы уравнений
методом обобщенной итерации

Итерационное решение системы (2) в общем 
случае может осуществляться по следующему 
алгоритму:
 � принять начальные приближения значений 

переменных за текущие значения;
 � при текущих значениях переменных вычис-

лить новые значения переменных с номера-
ми из , {1, , };n⊆ …J J  обновить их текущее 
значение;

 � если решение не получено, повторить пре-
дыдущий пункт для нового подмножества 
переменных.
Последовательность подмножеств номе-

ров пересчитываемых переменных J1J2... =
= 

1 2

1 1 2 2
1 1{ , , }{ , , }m mj j j j… … …  назовем следом ите-

рации. Если часть следа k k l+… …J J  содержит 
все элементы множества {1, ..., n}, и на послед-
них l шагах итерации ни одна переменная не 
изменила своего значения, то получено реше-
ние системы (2).

Обобщенная итерация со следом JJ..., где J 
= {1, ..., n}, представляет собой простую ите-
рацию, а со следом 1 2 1 2... ... ...,n nJ J J J J J  где
Ji = {i}, — итерацию Зейделя. На множестве 
Δ операций, реализуемых при обобщенной опе-
рации, определена мультипликативная полу-
группа. Элементы основного множества Δ полу-
группы будем обозначать 

1 2...δJ J , где J1J2... = l —
след итерации. Операция умножения определя-
ется равенством 1 2 1 2 .l l l lδ δ = δ  Полугруппа над Δ 
имеет 2n – 1 порождающих элементов:

 
1

,� � � ;
� �

,( ), ,� � � ,
i

i n

x i

g x x i

∉⎧
δ = ⎨ … ∈⎩

J J

J

где J — есть множество непустых подмножеств 
{1, ..., n}.

На множестве операций δJ, в свою очередь, 
определена аддитивная полугруппа с операци-
ей 

1 2 3
,δ + δ = δJ J J  где 3 1 2,= ∪J J J  и порождаю-

щими элементами

 
1, , ,� � �( ) ;

, � � � ,

1, , .

i ni

j

g x x j i

x j i

i n

… =⎧⎪δ = ⎨ ≠⎪⎩
= …

Рис. 4. Граф H(W, Q) для системы (10)
Fig. 4. Graph H(W, Q) for (10)
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Каждой системе уравнений (2) при решении 
ее методом обобщенной итерации изомор-
фен ориентированный граф Q(W, K) (рис. 5),
в котором каждой вершине w с меткой 

1

1( , , , , )
i n

i n
j j jz z z… …  инцидентны 2n – 1 выходящих 

ребер, помеченных порождающими элемента-
ми δJ. Ребра с метками δi могут быть либо пет-
лями, либо входящими ребрами одной из |Zi| – 1
вершин с меткой 

1

1( , , , , ),
i n

i n
j j jz z z′… …  ,

i i

i i
j jz z′ ≠  

если 
1 1

1 1( , , , , ) ( , , , , ).
i n i n

i n i n
j j j j j jz z z z z z′δ … … = … …  

Остальные ребра δJ являются входящими 
ребрами вершин с метками 1( , , ),

i n

n
j jz z′ ′…  где 

i i

i i
j jz z′ =  при i ∈ J и 1( , , )

i i n

i n
j i j jz g z z′ = …  при i ∈ J. 

Если вершина 1 1( , , )
i nj jz z…  есть решение систе-

мы (2), то все выходящие из этой вершины ре-
бра с метками δi, а следовательно и с метками 
δJ являются петлями. Верно и обратное, если 
все выходящие из вершины 1( , , )

i n

n
j jz z…  ребра 

с метками δi являются петлями, то 1( , , )
i n

n
j jz z…  

являются решением (2). Таким образом, спра-
ведлива следующая теорема.

Теорема 4. Обобщенная итерация со следом 
J1J2...Jk сходится при начальном приближении 

(0) (0)
1 ,..., ,nx x  если существует решение системы 

(2) 
1

1
1 ,..., ,

n

n
j n jx z x z= =  и вершина 

1

1( ,..., )
n

n
j jz z=  

в графе Q(W,K) достижима из вершины с меткой 
(0) (0)
1( ,..., )nx x  по пути 

1 2
... .

kJ J Jδ δ δ  Необходимым 
условием достижимости решения из вершины 
с меткой (0) (0)

1( ,..., )nx x  является принадлежность 
решения той же компоненте связности.

Особый интерес представляет итерация, со-
ответствующая синхронному моделированию 
ранжированной схемы. Пусть выбрано множе-
ство Xц переменных обратной связи, и струк-
турный граф путем разделения каждой верши-
ны v, v ∈ Vц, на v1 и v2 преобразован в аци-
клический. Проранжируем вершины v ∈ V,
а следовательно, и уравнения системы (1), при-
своив вершине v ранг, равный длине макси-
мального пути от любой из входных вершин 
до вершины v. Пусть Rl — множество номеров 
уравнения (вершин v), имеющих ранг l. Рас-
смотрим итерацию со следом R1R2... RLR1R2... 
RL.... Очевидно, что 

1 2
1

{1,..., }; ,
L

l l l
l

n
=

=R R R∩∪  

при l1 ≠ l2. Таким образом, при выполнении опе-
рации 1 2... LR R RRδ = δ  каждое уравнение вычисля-
ется ровно один раз. Величина δR является по-
рождающим элементом циклической полугруп-
пы на множестве операций (δR)k, k = 1, 2, ... .
Так как множество значений переменных из Xц

Рис. 5. Граф Q(W, K) для системы уравнений на рис. 3
Fig. 5. Graph Q(W, K) for equations on Fig. 3
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есть 
ц

| |,
i

i
x ∈
∏

X
Z  то (0) (0)

ц ц( ) ( ),
l kR RX Xδ = δ  где l > k, 

причем 
ц

| | 1.
i

i
x

k
∈

−∏
X

Zm  Таким образом спра-

ведлива следующая теорема.
Теорема 5. Если итерация с ранжированием 

при заданном начальном приближении дает 
решение (2), то для получения решения каж-
дое уравнение необходимо пересчитывать не 
более, чем 

ц

| | 1
i

i
x ∈

−∏
X

Z  раз.

Выбор метода решения логических уравнений 
при моделировании цифровых систем

При выборе метода решения систем много-
значных логических уравнений в целях полу-
чения квазивременных логических диаграмм 
необходимо учесть следующие факторы.

1. Целью моделирования является проверка 
функций, выполняемых схемой технических 
средств, интерпретация микропрограмм или 
фрагментов программного обеспечения. В свя-
зи с этим важным является нахождение уста-
новившихся значений сигналов с минималь-
ными затратами машинного времени.

2. Система моделирования должна исполь-
зовать такой метод решения уравнений, алго-
ритм которого является универсальным отно-
сительно моделируемых схем. Такой алгоритм 
не должен требовать участия человека, на-
пример, для выбора множества цепей обрат-
ной связи.

3. Отличительными особенностями цифро-
вых систем является двунаправленность шин 
и линий, что приводит к изменению струк-
турного графа G(V, E) в зависимости от вну-
треннего состояния системы и, как следствие, 
к изменению рангов компонентов в процессе 
моделирования.

4. При проектировании технических средств 
цифровых систем разработчики широко ис-
пользуют тот факт, что времена срабатыва-
ния блоков не равны нулю и имеют конечные 
значения. Так, использование конвейерного 
регистра в цифровых системах на основе ми-
кропрограммирования позволяет совместить 
во времени выполнение текущей микроко-
манды и выборку следующей микрокоманды 
из ПЗУ. При этом выполнение микрокоманды 
осуществляется во время интервала задержки 
выдачи следующей микрокоманды из ПЗУ от-
носительно момента подачи ее адреса.

При моделировании аппаратуры на блоках 
малой степени интеграции эффективно исполь-
зуется решение уравнений методом итераций 
Зейделя с квазиразрывом цепей обратной связи 
и ранжированием уравнений [15]. Физически 
это соответствует синхронному моделирова-
нию с нулевыми задержками. При этом мини-
мизируются временные затраты на вычисление 
обратной связи. Действительно, при известных 
сигналах обратной связи для вычисления значе-
ний сигналов схемы итерация с ранжировани-
ем наиболее эффективна, так как каждый сиг-
нал в этом случае вычисляется только один раз. 
Однако автоматический выбор цепей обратной 
связи и ранжирование компонентов требуют 
дополнительных затрат машинного времени.
В случае использования блоков с двунаправ-
ленными выводами при изменении внутренних 
состояний таких блоков необходимо проводить 
перевычисление рангов компонентов.

Событийный алгоритм простой итерации 
требует несколько больших затрат, так как 
даже при известных сигналах обратной связи 
значение ряда переменных приходится пере-
считывать более одного раза. Однако в этом 
случае не требуется осуществлять ранжирова-
ние компонентов; двунаправленный характер 
выводов блоков также не приводит к дополни-
тельным сложностям. Событийный алгоритм 
простой итерации является универсальным 
относительно схемы моделируемых техниче-
ских средств.

Кроме того, простая итерация предполагает 
равные задержки блоков технических средств, 
что соответствует интуитивному представле-
нию разработчиков при составлении принци-
пиальной схемы.

На основе вышеизложенного, а также учи-
тывая опыт создания и эксплуатации систем 
моделирования на функционально-логическом 
уровне, задаваемых схемой соединения блоков, 
обеспечивающей получение квазивременных 
логических диаграмм, можно сделать вывод об 
эффективности использования в этом случае 
событийного алгоритма простой итерации.

Алгоритм решения систем логических урав-
нений в системе моделирования имеет следу-
ющий вид:

1. Принять за начальное приближение зна-
чения логических переменных и состояния 
внутренних регистров, полученные на преды-
дущем такте.
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2. Определить входные сигналы на данном 
такте.

3. Обратиться к моделям mi, входы которых 
подключены к изменившимся сигналам в уз-
лах, вычислить новые значения внутренних 
переменных Ri и выходных сигналов моделей 
mi. Если поданная на какую-либо модель ком-
бинация входных сигналов в сочетании с вну-
тренним состоянием запрещена, то модель 
установить в состояние ошибки; моделирова-
ние остановить.

4. Если число изменений входного сигнала 
какой-либо модели превысит заданное, то оста-
новить моделирование по зацикливанию, выдав 
сообщение об отсутствии решения системы (2).

5. Для всех узлов схемы, к которым подклю-
чены выходы моделей с изменившимися сиг-
налами, вычислить новые логические значе-
ния в узле. Если для какого-нибудь узла логи-
ческое значение сигнала не определено, выдать 
сообщение об ошибке в объединении блоков.

6. Если для каких-либо узлов схемы значения 
логических значений сигналов изменились, то 
перейти к пункту 3. Если все значения остались 
без изменений, то решение (2) найдено.

Таким образом, подача запрещенных ком-
бинаций сигналов на модели блоков обнару-
живается на шаге 3 алгоритма; отсутствие уста-
новившихся сигналов на выводах блоков, т. е. 
отсутствие решение системы (2), — на шаге 4 
алгоритма; ошибки в объединении блоков — 
на шаге 5 алгоритма. Ошибки в выполнении 
функций технических средств, а также в про-
граммно-микропрограммном обеспечении об-
наруживаются разработчиком путем анализа 
значений логических сигналов и состояний 
внутренних регистров блоков на каждом шаге 
моделирования.

Заключение

Проведен теоретический анализ итераци-
онных методов решения конечнозначных, 
в частном случае двоичных, систем логиче-
ских уравнений. Рассмотрены условия суще-
ствования и определения числа решений. Раз-
личные итерационные методы соответствуют 
различным инженерным подходам при функ-
ционально-логическом моделировании проек-
тов цифровых систем. Проведенное исследова-
ние позволяет определить соответствие между 
математическими результатами и ситуациями, 

возникающими при моделировании проектов 
цифровых систем управления объектами.
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Abstract

The article is devoted to the analysis of methods for solving systems of multivalued logical equations by iteration 
methods. Iterative methods for solving such systems of equations are a mathematical description of the main process of 
functional-logical simulation, which is used at the stage of designing digital systems for objects control to verify the correct-
ness of the design. Consideration of multi-valued values of logical signals at the outputs of blocks and elements of digital 
systems is explained by the fact that in some cases, to analyze the correctness of time relationships when simulating the 
hardware of digital systems, a several valued representation of logical signals is used, as well as that recently, logical ele-
ments are being developed that implement four or more valued logic. Based on the analysis of the structure of the system of 
logical equations used in digital hardware simulation, using graph and logical models, an analysis is made of the existence 
of solutions and their number. Iterative methods of a simple and generalized iteration are analyzed, a relationship is shown 
between the number of solutions of the system of equations and its graph representation, which reflects a given circuit of 
connecting elements of the hardware of a digital control system. For the generalized iteration method, options with a dif-
ferent structure of the iteration trace are considered, in particular, it is shown that, with a certain structure of the iteration 
trace, the generalized iteration turns into a simple iteration or Seidel iteration. It is shown that the generalized iteration 
most adequately describes the process of simulating the switching of logical signals in a simulated circuit of digital control 
systems hardware. The correspondence between various options of functional-logical simulation of digital systems and the 
used methods of iterative solution of systems of logical equations is shown.

Keywords: functional-logical simulation of design, digital systems for object control, multivalued logical equations, 
methods of simple and generalized iteration
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Алгоритмы построения доверительного интервала
для математического ожидания помехи

и их применение для контроля динамики развития аварий1

Введение

Известно, что техническое состояние объ-
ектов контроля отражают оценки статистиче-
ских характеристик исследуемых процессов. 
Однако в работах [1—15] было показано, что 
для выявления раннего скрытого периода за-
рождения неисправностей объектов контроля 
целесообразнее вычислять характеристики не 
самого случайного сигнала, а его помехи, ко-
торая возникает в момент появления дефекта. 
Поэтому были разработаны алгоритмы вычис-

1Работа выполнена при финансовой поддержке Научно-
го Фонда Государственной Нефтяной Компании Азербайд-
жанской Республики "SOCAR" в рамках научного проекта: 
"Разработка системы, обеспечивающей адекватность иден-
тификации и раннюю диагностику нефтяных установок на 
основе позиционно-бинарной технологии".

ления дисперсии, среднего квадратического 
отклонения, функции плотности распределе-
ния, моментов высокого порядка помехи. Эти 
характеристики помехи были использованы 
как информативные признаки начала зарож-
дения дефекта на раннем этапе.

Однако с помощью только этих оценок не-
возможно контролировать динамику развития 
неисправности с течением времени. В то же 
время во многих случаях динамика изменения 
технического состояния оказывается важнее, 
чем контроль начала возникновения неис-
правности. Это связано с тем, что в некоторых 
случаях, несмотря на то, что в техническом со-
стоянии исследуемого объекта произошло из-
менение, динамика его развития может быть 
незначительной или полностью отсутствовать. 
В этих случаях не требуется останавливать 
объект на ремонт.

Обсуждается разработка алгоритмов построения доверительного интервала для математического ожидания по-
мехи зашумленного сигнала. Показано, что характеристики помехи можно использовать как информативные признаки 
начала зарождения дефекта технического объекта. Отмечено, что задача определения динамики изменения техниче-
ского состояния объекта оказывается более важной, чем контроль начала возникновения неисправности, поскольку при 
незначительном развитии неисправности или отсутствии ее развития не возникает необходимость в остановке объ-
екта на ремонт. Сильная же динамика развития дефекта требует принятия безотлагательных мер. Отмечено, что 
своевременное решение этой задачи особенно актуально для объектов нефте- и газодобычи и других подобных объектов.

Показано, что доверительные интервалы для характеристик помехи зашумленного сигнала могут быть использо-
ваны как информативные признаки определения динамики развития неисправности. Разработаны алгоритмы опре-
деления доверительного интервала для математического ожидания помехи.

Предложена технология определения скрытого периода зарождения неисправности технических объектов и ди-
намики ее развития с использованием доверительного интервала для математического ожидания помехи. Для этого 
в момент времени, когда объект находится в нормальном состоянии, строится доверительный интервал для мате-
матического ожидания помехи, и составляется множество возможных значений, попавших в этот интервал. Через 
определенный промежуток времени эта процедура повторяется. Отмечено, что при возникновении неисправности 
ширина доверительного интервала увеличивается. Поэтому находится разность множеств возможных значений 
математического ожидания помехи в предыдущий и настоящий моменты времени. Устанавливается соответствие 
между значением этой разности и степенью развития повреждения. По разности множеств возможных значений 
математического ожидания помехи выявляется динамика развития неисправности во времени. Затем делаются 
соответствующие выводы типа "неисправность развивается с равномерной интенсивностью", "неисправность раз-
вивается интенсивно", "неисправность развивается очень интенсивно" и т.д. В зависимости от степени развития 
неисправности проводятся соответствующие профилактические или ремонтные работы с остановкой или без оста-
новки работы объекта контроля.

Для проверки достоверности разработанного алгоритма построения доверительного интервала для математи-
ческого ожидания помехи зашумленного сигнала и технологии определения скрытого периода зарождения неисправ-
ности технических объектов и динамики ее развития проведены вычислительные эксперименты с использованием 
средства компьютерной математики MATLAB.

Ключевые слова: полезный сигнал, помеха, зашумленный сигнал, характеристики помехи, математическое ожи-
дание помехи, доверительный интервал, степень неисправности объекта, динамика развития неисправности



522 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 21, № 9, 2020

В некоторых же случаях динамика развития 
неисправности может быть настолько интен-
сивной, что несвоевременное устранение воз-
никшего дефекта может привести к аварии 
с катастрофическими последствиями. Это 
особенно важно для таких объектов, как уста-
новки бурения нефтяных скважин, установки 
добычи нефти с использованием штанговых 
глубинных насосных установок, компрессор-
ные станции, морские платформы и т.д.

Вместе с тем исследования показали, что 
ширина доверительного интервала, в пределах 
которого с заданной вероятностью лежат вы-
численные оценки статистических характери-
стик помехи, является важным информатив-
ным признаком изменения технического со-
стояния объекта контроля.

В частности, традиционно предполагается, 
что помеха, которая появилась в результате 
возникновения дефекта, имеет нулевое ма-
тематическое ожидание. Но при этом вопрос 
о вероятности, с которой математическое ожи-
дание попадает в некоторый интервал, и о том, 
как меняется ширина этого интервала в зави-
симости от изменения технического состояния 
объекта контроля, не рассматривался.

Данная работа посвящена вопросам постро-
ения доверительного интервала для математи-
ческого ожидания помехи зашумленного сиг-
нала, которая возникает в результате появле-
ния дефекта, и использования этого интервала 
как информативного признака определения 
динамики развития неисправности.

Постановка задачи

Известно, что на сегодняшний день имеется 
множество методов, с помощью которых опре-
деляется доверительный интервал, в который 
попадают оценки статистических характери-
стик случайных сигналов с некоторой вероят-
ностью [16, 17]. Эта задача особенно актуальна 
при обработке случайных зашумленных сиг-
налов g(t), поступающих от соответствующих 
датчиков в системах контроля, когда сигнал 
g(t) состоит из полезной составляющей x(t) и 
помехи ε(t): g(t) = x(t) + ε(t), и можно вычислить 
только такие характеристики g(t), как матема-
тическое ожидание mg, дисперсию Dg, среднее 
квадратическое отклонение σg, корреляцион-
ную функцию Rgg(τ) по формулам [16, 17]:
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 Δt — шаг дискретизации;
μ = 0, Δt, 2Δt, 3Δt, ... — временной сдвиг.

В работах [1—19] было показано, что поме-
ха ε(t), как правило, состоит из помехи ε1(t) от 
внешних факторов, а также от помехи ε2(t), ко-
торая возникла в момент зарождения повреж-
дения: ε(t) = ε1(t) + ε2(t).

В работах [1—15] также отмечено, что харак-
теристики помехи ε2(t) даже на ранней стадии 
появления неисправности меняются во време-
ни в зависимости от степени и динамики раз-
вития повреждения и отражаются на значениях 
характеристик суммарной помехи ε(t). Поэтому 
характеристики помехи ε(t) являются информа-
тивным признаком начала зарождения дефекта 
и степени его изменения. В связи с этим были 
разработаны алгоритмы вычисления таких ха-
рактеристик помехи ε(t) зашумленного сигнала 
g(t), как дисперсия, среднее квадратическое от-
клонение, функция плотности распределения.

При этом традиционно предполагается, что 
помеха ε(t) является стационарной, эргодиче-
ской, имеет нулевое математическое ожидание 
mε = 0 и подчиняется нормальному закону рас-
пределения [1—17]:

 

2

2
( )

21
( ; , ) ( ) .

2

m

N m N
ε

ε

ε−
−

σ
ε ε

ε

ε σ = ε =
σ π

e  (5)

Однако в реальности в указанных случаях 
строгое равенство mε = 0 нарушается и выполня-
ется приближенное равенство mε ≈ 0, и значение 
математического ожидания меняется в пределах 
некоторого доверительного интервала.

В данной работе показано, что ширина до-
верительного интервала для оценки матема-
тического ожидания помехи также является 
информативным признаком изменения состо-
яния технических объектов.

Поэтому требуется разработать алгоритмы 
вычисления доверительного интервала для 
оценки математического ожидания помехи. 
Показана возможность применения нижних и 
верхних границ для определения ранней ста-
дии возникновения неисправности техниче-
ских объектов и динамики ее развития.

1. Разработка алгоритмов
определения доверительного интервала 

математического ожидания помехи

Ниже предлагается технология определения 
доверительного интервала для математическо-
го ожидания помехи ε(t). Известно, что довери-
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тельный интервал для оценки математического 
ожидания помехи при известном среднем ква-
дратическом отклонении σε составляет [16, 17]

 ;p pm z m z
N N
ε ε

ε ε
σ σ⎛ ⎞− +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (6)

где N — объем выборки; zp — критическое зна-
чение распределения, которое можно найти, 
задавая определенную доверительную вероят-
ность p = 1 – α = Φ(z); Φ(z) — функция Ла-
пласа. Например, чтобы построить интервал, 
имеющий 95%-ный доверительный уровень, 
необходимо выбрать α = 0,05; тогда для веро-
ятности p = 0,95 имеем z0,95 = 1,96.

Из формулы (6) очевидно, что для опреде-
ления доверительного интервала для матема-
тического ожидания помехи необходимо вы-
числить среднее квадратическое отклонение 

Dε εσ =  помехи. Для этого воспользуемся 
выраже нием (4) для вычисления корреляцион-
ной функции Rgg(μ) зашумленного сигнала g(t).

Известно, что для стационарного случайно-
го сигнала g(t), обладающего свойством эрго-
дичности, корреляционная функция вычисля-
ется по выражению [16, 17]
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 mx — математическое ожи-
дание x(t).

Учитывая, что полезный сигнал x(t) и по-
меха ε(t) некоррелированны:
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получаем

 ( ) ( ) ( ).gg xxR R Rεεμ = μ + μ  (9)

Таким образом, корреляционная функ-
ция Rgg(μ) зашумленного сигнала g(t) состоит 
из суммы корреляционных функций Rxx(μ) и 

Rεε(μ) соответственно полезного сигнала x(t) и 
помехи ε(t).

При этом на практике для инфранизкоча-
стотных медленно протекающих технологи-
ческих процессов, когда μ = Δt многократно 
мало по сравнению с временем наблюдения T, 
помеха ε(t) формируется из высокочастотных 
спектров вследствие возникновения таких по-
вреждений, как трещины, поломки, пробо-
ины, деформации и т.д. в результате износа, 
коррозии, нагарообразования, накипи и т.д. и 
имеет более высокий спектр, чем сама полез-
ная составляющая x(t). Значение же полезной 
составляющей за промежуток времени Δt не 
успевает измениться, и x(t + Δt) совпадает со 
значением x(t), т. е.

 ( ) ( ).x t t x t+ Δ =  (10)

Это равенство выполняется для случаев, ког-
да T составляет, например, 10...20 ч, а Δt в за-
висимости от специфики исследуемого процес-
са — секунды или минуты. В этом случае шаг 
дискретизации Δt выбирается исходя из конеч-
ного времени корреляции τend помехи ε(t) с по-
лезным сигналом.

Тогда для указанных производственных объ-
ектов при выполнении условия (10) получаем:

 ( ) (0).xx xxR t RΔ =

Так как шаг дискретизации Δt выбран исхо-
дя из конечного времени корреляции τend поме-
хи, то корреляционную функцию Rεε(μ) можно 
представить в виде [3—15]

 
( ) при 0;

( )
0 при .

R
R

t
εε

εε
μ μ =⎧

μ = ⎨
μ Δ⎩ l

 (11)

Поэтому получаем:

 (0) ( ) (0).gg ggR R t Rεε− Δ =  (12)

Тогда оценку дисперсии D ∗
ε  помехи ε(t) за-

шумленного сигнала g(t) можно вычислить как

 (0) (0) ( )gg ggD R R R t∗
ε εε= = − Δ  (13)

или

 1

1

1
(0) ( ) ( )

1
( ) (( 1) ).

N

i

N

i

D R g i t g i t
N

g i t g i t
N

∗ ∗
ε εε

=

=

= = Δ Δ −

− Δ + Δ

∑

∑

� �

� �
 (14)

Однако в работах [1—15] была выведена бо-
лее общая формула вычисления дисперсии по-
мехи для реальных объектов:
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1

1

1

1
( ) ( )

1
2 ( ) (( 1) )

1
( ) (( 2) ).

N

i

N

i

N

i

D g i t g i t
N

g i t g i t
N

g i t g i t
N

∗
ε

=

=

=

= Δ Δ −

− Δ + Δ +

+ Δ + Δ

∑

∑

∑

� �

� �

� �

 (15)

Естественно, что среднее квадратическое 
отклонение ∗

εσ  помехи ε(t) будет определяться 
по выражению [16, 17]:

 .D∗ ∗
ε εσ =  (16)

Тогда с учетом выражения (6) и условия
mε = 0 можно вычислить доверительный ин-
тервал для математического ожидания m∗

ε
помехи:

 ;p pm z m z
N N

∗ ∗
ε ε

ε ε
⎛ ⎞σ σ

− +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (17)

или

 .p pm z m m z
N N

∗ ∗
∗ε ε

ε ε ε
σ σ

− +m m

Так как mε = 0, то получаем

 .p pz m z
N N

∗ ∗
∗ε ε
ε

σ σ
− m m  (18)

Так как математическое ожидание не может 
быть отрицательным числом, то нижний пре-
дел доверительного интервала ограничивает-

ся нулем, а верхний предел — числом .pz
N

∗
εσ

 
Следовательно,

 0 .pm z
N

∗
∗ ε
ε

σ
m m  (19)

Таким образом, нижняя граница довери-
тельного интервала для математического ожи-
дания помехи равна

 0,nm∗
ε =  (20)

а верхняя граница

 .v pm z
N

∗
∗ ε
ε

σ
=  (21)

Построив доверительный интервал для ма-
тематического ожидания через определенные 
моменты времени, можно не только выявить 
скрытый период момента зарождения дефекта, 
но и определить динамику его развития.

2. Технология определения скрытого периода 
зарождения неисправности технических 

объектов и динамики ее развития 
с использованием доверительного интервала 

для математического ожидания помехи

Известно, что обычно доверительный ин-
тервал используют для того, чтобы с заданной 
вероятностью утверждать, в каком диапазоне 
находится истинное значение статистической 
характеристики [16—18]. Согласно известной 
формуле (6) доверительный интервал для мате-
матического ожидания можно сузить или рас-
ширить за счет снижения уровня значимости 
или увеличения объема выборки или наобо-
рот. Это делается для того, чтобы определить, 
насколько значение оценки точно, так как чем 
у2же доверительный интервал,  тем точнее зна-
чение оценки математического ожидания.

Однако в предлагаемом алгоритме ширина 
доверительного интервала для математического 
ожидания помехи при постоянном уровне зна-
чимости и объеме выборки используется как ин-
формативный признак для контроля динамики 
развития неисправности технического объекта. 
Остановимся на этом вопросе подробнее.

1. В момент времени t0, когда объект нахо-
дится в нормальном состоянии, вычисляются 
оценки дисперсии 

0t
D ∗

ε−  и среднего квадра-
тического отклонения 

0t
∗
ε−σ  помехи по выра-

жениям (13)—(16).
Вычисляется верхний предел 

0v tm∗
ε −  до-

верительного интервала для математиче-
ского ожидания помехи 

0t
m∗

ε−  в момент t0: 
0

0
.t

v t pm z
N

∗
ε−∗

ε −
σ

=  Нижний предел всегда оста-

ется равным нулю 
0

0.n tm∗
ε − =

Строится доверительный интервал

 0

0
0 .t

t pm z
N

∗
ε−∗

ε−
σ

m m  (22)

Составляется множество возможных значе-
ний математического ожидания помехи в мо-
мент времени t0, попавших в построенный до-
верительный интервал:

 
{ }
{ }

0 0 0 0 0

0 0 0 0

или

0

t t n t t v t

t t t v t

M m m m m

M m m m

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
ε− ε− ε − ε− ε −

∗ ∗ ∗ ∗
ε− ε− ε− ε −

=

=

m m

m m
 (23)

2. Через определенный промежуток време-
ни в момент t1 заново вычисляются оценки 
дисперсии 

1t
D ∗

ε−  и среднего квадратического
отклонения 

1t
∗
ε−σ  помехи.

Вычисляется оценка верхнего 
1v tm∗

ε −  преде-
ла доверительного интервала для математи-
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ческого ожидания помехи 1

1
,t

v t pm z
N

∗
ε−∗

ε −
σ

=  и 
строится доверительный интервал

 1

1
0 .t

t pm z
N

∗
ε−∗

ε−
σ

m m  (24)

Составляется множество возможных значе-
ний математического ожидания помехи в мо-
мент времени t1:

 
{ }
{ }

1 1 1 1 1

1 1 1 1

или

0 .

t t n t t v t

t t t v t

M m m m m

M m m m

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
ε− ε− ε − ε− ε −

∗ ∗ ∗ ∗
ε− ε− ε− ε −

=

=

m m

m m
 (25)

3. Следует отметить, что при возникнове-
нии неисправности значение среднего квадра-
тического отклонения помехи возрастает. Тог-
да при постоянном уровне значимости и объе-
ме выборки значение оценки верхнего предела 

1v tm∗
ε −  доверительного интервала для матема-

тического ожидания помехи в момент времени 
t1 будет больше верхнего предела доверитель-
ного интервала для математического ожида-
ния 

0t
m∗

ε−  в момент t1. Очевидно, что в этом 
случае доверительный интервал (24) в момент 
времени t1 будет шире, чем доверительный ин-
тервал (22) в момент времени t0.

Поэтому находится разность множеств воз-
можных значений математического ожидания 
помехи 

1t
M ∗

ε−  в момент времени t1 и возмож-
ных значений математического ожидания по-
мехи 

0t
M ∗

ε−  в момент времени t0:
при 

1 0v t v tm m∗ ∗
ε − ε −>

 
{ }

0 1 1 0 1 0

1 1 1 1 0

\ :

и ,

t t t t t t

t t t t t

M M M M M

m m M m M

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
ε− − ε− ε− ε− ε−

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
ε− ε− ε− ε− ε−

= = ∩ =

= ∈ ∉
 (26)

т. е. тех значений математического ожидания, 
которые входят в множество 

1
,tM ∗

ε−  но не вхо-
дят в множество 

0
.tM ∗

ε−
Устанавливается соответствие между значе-

нием разности 
0 1t tM ∗

ε− −  и степенью повреждения.
4. Через некоторое время в момент t2 заново 

вычисляются оценки дисперсии 
2t

D ∗
ε−  и сред-

него квадратического отклонения 
2t

∗
ε−σ  помехи.

Если 
2 1

,t t
∗ ∗
ε− ε−σ = σ  то динамика развития не-

исправности не наблюдается, т. е. объект на-
ходится в стабильном неисправном состоянии.

Если 
2 1

,t t
∗ ∗
ε− ε−σ > σ  то вычисляется оценка 

верхнего 
2v tm∗

ε −  предела доверительного интер-
вала для математического ожидания помехи 

в момент t2: 
2

2
,t

v t pm z
N

∗
ε−∗

ε −
σ

=  и строится дове-

рительный интервал

 2

2
0 .t

t pm z
N

∗
ε−∗

ε−
σ

m m  (27)

Составляется множество возможных значе-
ний математического ожидания помехи в мо-
мент времени t2:

 
{ }
{ }

2 2 2 2 2

2 2 2 2

или

0 .

t t n t t v t

t t t v t

M m m m m

M m m m

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
ε− ε− ε − ε− ε −

∗ ∗ ∗ ∗
ε− ε− ε− ε −

=

=

m m

m m
 (28)

Находится разность множеств возможных 
значений математического ожидания помехи 

2t
M ∗

ε−  в момент времени t2 и возможных значе-
ний математического ожидания помехи 

1t
M ∗

ε−  
в момент времени t1:

при 
2 2v t v tm m∗ ∗

ε − ε −>

 
{ }

1 2 2 1 2 1

2 2 2 2 1

\ :

и ,

t t t t t t

t t t t t

M M M M M

m m M m M

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
ε− − ε− ε− ε− ε−

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
ε− ε− ε− ε− ε−

= = ∩ =

= ∈ ∉
 (29)

т. е. тех значений математического ожидания 
помехи, которые входят в множество 

2
,tM ∗

ε−  но 
не входят в множество 

1
.tM ∗

ε−
5. Затем сравниваются разности 

1 2t tM ∗
ε− −  и 

0 1t tM ∗
ε− − . Если разность 

1 2 0 1
,t t t tM M∗ ∗

ε− − ε− −=  то 
неисправность развивается с равномерной ин-
тенсивностью. Если 

1 2 0 1
,t t t tM M∗ ∗

ε− − ε− −>  то не-
исправность развивается интенсивно, а если 

1 2 0 1
,t t t tM M∗ ∗

ε− − ε− −.  то неисправность развива-
ется очень интенсивно. Тогда в зависимости 
от степени динамики развития неисправности 
следует провести соответствующие профилак-
тические или ремонтные работы с остановкой 
или без остановки работы исследуемого объ-
екта контроля.

6. После проведения ремонтных работ в мо-
мент времени t3 заново вычисляется верхний 
предел 

3v tm∗
ε −  доверительного интервала для 

математического ожидания помехи:

 3

3
.t

v t pm z
N

∗
ε−∗

ε −
σ

=

Строится доверительный интервал

 3

3
0 .t

t pm z
N

∗
ε−∗

ε−
σ

m m  (30)

Составляется множество возможных значе-
ний математического ожидания помехи в мо-
мент времени t3, попавших в построенный до-
верительный интервал:

 
{ }
{ }

3 3 3 3 3

3 3 3 3

или

0 .

t t n t t v t

t t t v t

M m m m m

M m m m

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
ε− ε− ε − ε− ε −

∗ ∗ ∗ ∗
ε− ε− ε− ε −

=

=

m m

m m
 (31)

Так как при отсутствии неисправности зна-
чение среднего квадратического отклонения 
помехи уменьшается, то при постоянном уров-
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не значимости и объеме выборки значение 
оценки верхнего предела 

3v tm∗
ε −  доверительно-

го интервала для математического ожидания 
помехи в момент времени t3 оказывается мень-
ше верхнего предела доверительного интервала 
для математического ожидания помехи в мо-
менты t1 и t2 и будет приближаться к значению 

0v tm∗
ε −  в момент t0. Очевидно, что в этом случае 

доверительный интервал (31) в момент време-
ни t3 будет у2же,  чем доверительные интервалы 
(24), (27) в моменты времени t1 и t2.

Таким образом, сравнивая значения разно-
стей множеств возможных значений математи-
ческого ожидания помехи 

it
M ∗

ε−  в момент вре-
мени ti и возможных значений математическо-
го ожидания помехи 

1it
M

+

∗
ε−  в момент времени 

1,it +  можно делать вывод о динамике развития 
неисправности.

3. Результаты вычислительного эксперимента 
и сравнительного анализа

Для про верки достоверности алгоритма вы-
числения доверительного интервала для ма-
тематического ожидания помехи ε(t) зашум-
ленного сигнала g(t) были выполнены вычис-
ли тельные эксперименты с ис поль зо ванием 
средства компью терной математики MATLAB, 
которые проводились следующим образом.

Сначала был сформирован полезный сиг-
нал x(t). Известно, что любой стационарный 
случайный процесс x(t) на бесконечном интер-
вале T можно сколь угодно точно аппроксими-
ровать линейной комбинацией гармонических 
колебаний со случайной амплитудой и фазой 
[10]. В общем виде совокупность функций

1
1

2

2
( ) cos

2
sin

n

k k k

k k

x t a t
T

b t
T

ν ν
ν=

ν ν

⎛ πν⎛ ⎞= + φ +⎜ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝

πν ⎞⎛ ⎞+ + φ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎠

∑

характеризует собой случайный процесс, если 
известны функции распределения вероятно-
сти коэффициентов aνk, bνk и фаз φ1νk, φ2νk [10]. 
Поэтому при проведении вычислительных 
экспериментов был смоделирован полезный 
случайный сигнал

 
( 0,2)

( ) 40 sin 2 100
nk

x t
T

⎛ ⎞⋅
= π + φ +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
в виде возмущенной гармонической дискрет-
ной функции с начальной фазой φ, которая 
имеет равномерное распределение вероятно-
стей, где k ∈ [0, K], K = 300, показатель степе-
ни n = 1,5; период сигнала T = 100; начальная 

фаза φ задавалась в виде rand(size(k))·π /3, где 
функция rand(size(k)) формирует вектор, сораз-
мерный с вектором k, элементами которого яв-
ляются случайные величины, распределенные 
по равномерному закону в интервале (0, 1) [10].

Допускалось, что полезный сигнал — стаци-
онарный эргодический процесс, и x(t) – одна 
из его реализаций.

С помощью генератора случайных чисел 
были сформированы нормально распределен-
ные помехи εi(t) с задан ны  ми значениями сред-
них квадратических отклонений i iDε εσ =  и 
нулевым математическим ожиданием mεi = 0. 
Предполагается, что это есть истинные поме-
хи в моменты времени ti. Для простоты экс-
перимента для трех моментов времени t1, t2 и 
t3 были сформированы три помехи ε1(t), ε2(t), 
ε3(t) с задан ны  ми значениями средних квадра-
тических отклонений 

1
18,45,∗

εσ =  
2

23,06,∗
εσ =  

3
27,67∗

εσ =  и нулевым математическим ожида-
нием mε = 0. Затем формировались зашумлен-
ные сигналы g1(t) = x(t) + ε1(t), g2(t) = x(t) + ε2(t), 
g3(t) = x(t) + ε3(t).

После этого были вычислены оценки сред-
них квадратических отклонений помехи по 
предложенным алгоритмам (13)—(16), ко-
торые составили 

1
19,193,∗

εσ =  
2

23,267,∗
εσ =  

3
27,441.∗

εσ =  Из приведенных результатов 
очевидно, что эти значения практически со-
впадают с заданными значениями 

1
18,45,∗

εσ =  

2
23,06,∗

εσ =  
3

27,67.∗
εσ =  Поэтому вычислен-

ные оценки 
1 2 3
, ,∗ ∗ ∗

ε ε εσ σ σ  можно использовать 
для определения доверительного интервала 
для математического ожидания помехи.

Затем были вычислены верхние границы 
доверительного интервала для математическо-
го ожидания для всех трех помех ε1(t), ε2(t), ε3(t) 
по выражениям

 1 2 3

1 2 3
, , ,v p v p v pm z m z m z

N N N

∗ ∗ ∗
ε ε ε∗ ∗ ∗

ε ε ε
σ σ σ

= = =  (32)

и определены доверительные интервалы в мо-
менты времени t1, t2 и t3:

1 1 2 2 3 3
0 , 0 , 0 .v v vm m m m m m∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

ε ε ε ε ε εm m m m m m  (33)

Таким образом, были получены следующие 
значения верхних границ доверительного интер-

вала: 
1

3,07,vm∗
ε =  

2
3,6907,vm∗

ε =  
3

4,4289,vm∗
ε =  и 

построены доверительные интервалы для мате-
матического ожидания помехи:

 
1 2 1

0 3,07, 0 3,69, 0 4,42.m m m∗ ∗ ∗
ε ε εm m m m m m

Из приведенных результатов следует, что 
ширина доверительного интервала для мате-
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матического ожидания помехи с течением вре-
мени t2—t1 и t3—t2 увеличилась. По разностям

 
{ }
2 1 2 1 2 1

2 2 2 2 1

\ :

и ;

M M M M M

m m M m M

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
ε −ε ε ε ε ε

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
ε ε ε ε ε

= = ∩ =

= ∈ ∉
 (34)

 
{ }
3 2 3 2 3 2

3 3 3 3 2

\ :

и ,

M M M M M

m m M m M

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
ε −ε ε ε ε ε

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
ε ε ε ε ε

= = ∩ =

= ∈ ∉
 (35)

т. е. по разностям 3,69 – 3,07 и 4,42 – 3,69 после 
соответствующего обучения судят о динамике 
развития неисправности в системе контроля. 
При этом математическое ожидание помехи 
равно нулю и не меняется со временем, а ме-
няется доверительный интервал. Поэтому до-
верительный интервал является более инфор-
мативным признаком изменения технического 
состояния объекта контроля.

Аналогичные результаты получены и при 
проведении других вычислительных экспери-
ментов. Например, смоделирован полезный 
случайный сигнал

 

1

2

1

2

( 0,5)
( ) 20 cos 2

( 1,5)
25 sin 2 100

n

n

k
x t

T

k
T

⎛ ⎞⋅
= π + φ +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞⋅

+ π + φ +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

в виде возмущенной гармонической дискрет-
ной функции с амплитудами и начальными 
фазами φ1, φ1, которые имеют равномерное рас-
пределение вероятностей (или с равномерной 
плотностью вероятности), где k ∈ [0, K], K = 200,
показатели степеней n1 = 1,5, n2 = 0,5; период 
сигнала T = 100; амплитуды задаются в виде 
rand(size(k)), rand(size(k)); начальные фазы φ1,
φ2 — в виде rand(size(k))π/3, rand(size(k))π/3 
[10]. Помехи сформированы аналогично по-
мехам первого эксперимента со средними 
квадратическими отклонениями 

1
22,677,εσ =  

2
27,21,εσ =  

3
31,75.εσ =  Результаты вычисли-

тельных экспериментов приведены в таблице.

Таким образом, из результатов множества 
вычислительных экспериментов очевидно, что 
увеличение ширины доверительного интерва-
ла для математического ожидания помехи яв-
ляется достаточно эффективным информатив-
ным признаком контроля динамики развития 
неисправности.

Заключение

Разработанные в работе алгоритмы постро-
ения доверительного интервала для математи-
ческого ожидания по мехи позволяют не только 
определить начало скрытого периода появле-
ния неисправности, но также определить ди-
намику ее развития. При этом в качестве ин-
формативного признака принимается ширина 
доверительного интервала для математического 
ожидания помехи, которая меняется во време-
ни в соответствии с развитием дефекта. При-
менение разработанных алгоритмов в системах 
контроля позволит повысить эффективность 
функционирования этих систем [18—22].
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Abstract

The paper deals with the development of algorithms for constructing the confidence interval for the mathematical ex-
pectation of the noise of a noisy signal. It is noted that the noise characteristics can be used as informative attributes of the 
beginning of the initiation of a defect in a technical object. It is also indicated that the problem of determining the dynamics 
of changes in the technical condition of an object is more important than the control of the onset of a malfunction. This 
is based on the fact that with a slight development of a malfunction or lack of development, there is no need to stop the 
object’s operation for repair. In contrast, strong dynamics of development of a defect requires urgent action. It is noted that 
a timely solution to this problem is especially relevant for oil and gas production facilities and other similar facilities. It is 
shown that confidence intervals for the noise characteristics of a noisy signal can be used as informative attributes of deter-
mining the dynamics of a malfunction. Algorithms for determining the confidence interval for the mathematical expectation 
of the noise are developed. Technologies are proposed for determining the latent period of the initiation of the malfunction 
of technical objects and the dynamics of its development using the confidence interval for the mathematical expectation 
of the noise. To this end, at the instant of time when the object is in a normal state, a confidence interval is constructed 
for the mathematical expectation of the noise, and a set of possible values that fall into this interval is compiled. After a 
certain period of time, this procedure is repeated. It is noted that when a malfunction occurs, the width of the confidence 
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interval increases. Therefore, the difference between the sets of possible values of the mathematical expectation of the noise 
at the previous and current instants is found. A correspondence is established between the value of this difference and the 
degree of damage development. By determining each time the differences of the sets of possible values of the mathematical 
expectation of the noise, the dynamics of the development of the malfunction in time is revealed. Then the corresponding 
conclusions are made, such as "the malfunction develops with uniform intensity", "the malfunction develops intensively", 
"the malfunction develops very intensively", etc. Depending on the degree of malfunction development, appropriate preven-
tive or repair work is carried out with or without stopping the operation of the control object. To verify the reliability of the 
developed algorithm for constructing the confidence interval for the mathematical expectation of the noise of a noisy signal 
and the technology for determining the latent period of initiation of malfunction of technical objects and the dynamics of its 
development, computational experiments are carried out using the MATLAB computing environment.

Keywords: useful signal, noise, noisy signal, noise characteristics, mathematical de ri vation of noise, confidence inter-
val, degree of object’s malfunction, dynamics of malfunction development.
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Градиентный алгоритм параметрической оптимизации ПИ-регулятора 
с переменной структурой с зоной нечувствительности

РОБОТЫ, МЕХАТРОНИКА
И РОБОТОТЕХНИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ

Abstract

In the automatic system, the presence of an object with a delay that exceeds the value of the maximum time parameter of 
the controlled object reduces the operating quality of generic controllers (integral, proportionally-integral, proportionally-integral-
differential). The occurrence of this kind of delay in the system requires addressing a particular class of regulators that compensate 
for the negative effects of the delay. This paper examines the PI controller known for its advantages with variable or switchable 
parameters, which belongs to the class of controllers with variable structure (henceforward — VSC) that do not use sliding mode. Due 
to the fact that the controller used contains switchable parameters and the object with delay is considered, it is extremely difficult to use 
analytical approaches to parametric optimization of the system. This lays one under a necessity to use algorithmic methods. This work 
employs a gradient-based algorithm in which the components of the gradient are calculated using sensitivity functions with their known 
advantages. The generated Automatic Parametric Optimization (APO) Algorithm calculated the optimal VSC parameters for a given 
object, based on the minimum of the integrated quadratic criterion. The reliability of the found vector of the controller setting, formed 
by the APO algorithm, is confirmed by the computational methodology. With accuracy sufficient for practice, the APO algorithm 
solved the problem of parametric optimization. The positive experience of optimizing the PI controllers with variable parameters 
allows one to apply it to other VSC, which do not use a sliding mode, and thus further expand the practice of using a gradient-based 
algorithm based on sensitivity functions for such a class of VSC under various laws of switching structures of the controller.

Keywords: PI controller, systems with variable structure, sensitivity functions, gradient-based algorithm, automatic systems with 
delay, variable parameters of the controller

Наличие в автоматической системе объекта с запаздыванием, превышающего по значению максимального вре-
менного параметра объекта регулирования, снижает качество работы типовых регуляторов (интегральный, про-
порционально-интегральный, пропорционально-интегрально-дифференциальный). Присутствие в системе такого за-
паздывания требует обращения к тому или иному классу регуляторов, компенсирующих отрицательные влияния 
запаздывания. В настоящей работе рассматривается известный своими преимуществами ПИ регулятор с пере-
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Introduction

The important class is represented by the objects 
with delay that have it in the output signals [1—5]. 
With the relation τоb/Tobm > 1, τob is the value of de-
lay, Tobm = max(Tob1, Tob2, ..., Tobn) the time constant 
of the controlled object, classical continuous control-
lers (integral, proportionally-integral, proportional-
ly-integral-differential) do not provide an acceptable 
value for the criteria for evaluating transients [1, 3, 5].
A common way of controlling such objects is to use 
controllers that have a delay link in their structure 
[6—18]. Another way to compensate for the delay of 
the object is to apply a PI controller with variable 
parameters belonging to the class of controllers with 
variable structure (henceforward — VSC) [4, 5]. To 
avoid switching the VSC structures in the steady-
state mode (for example, due to interference), it is 
necessary to introduce a dead band [4].

Positive operating experience [19] on the appli-
cation of the parametric optimization algorithm, 
which uses a gradient procedure based on elements 
of sensitivity theory to calculate adjustable param-
eters of the controller with variable structure, de-
termines the intention to apply it to the controller 
considered and thus solve the problem of parametric 
optimization for the automatic system in question.

Problem formulation

The structural diagram of the automatic system 
under examination is presented in Fig. 1.

Let us represent a further description of the pro-
cesses in the automatic system for Fig. 1 when using 

the switching function without parameters [5] and 
the selected PI controller with dead band [4]:
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3(q5, q6)) is the VSC 
vector with a given switching function Ψ(t, ε(t, q))
q5 = 0, q6 = 0 are non-optimizable parameters;
α is the controller's dead band is in this work
α = 5 %, which is the maximum accuracy allowed 
for x(t) in automation practice; λ(t) is the setting 
action; x(t) is the controlling action; x(t) is the 
output coordinate of the automatic control system 
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= +q  is the operator of the classic PI 

controller with variable parameters; Gp(p) is the ope-
rator of the controlled object; p = d/dt is the diffe-
rentiation operator; ∧, ∨ are the logical operations.

The operator of the controlled object Gp(p) is 
selected as a way to describe the processes of most 
industrial units:
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where kob is the static gain factor; Tob1, Tob2 are time 
constants; τob is the time of delay.

менными или переключаемыми параметрами, относящийся к классу регуляторов с переменной структурой (РПС), не 
использующих скользящий режим. Ввиду того, что используемый регулятор содержит переключаемые параметры и 
рассматривается объект с запаздыванием, то использование аналитических подходов к параметрической оптими-
зации системы крайне сложно. Это приводит к необходимости обращаться к алгоритмическим методам.

В настоящей работе используется градиентный алгоритм, в котором составляющие градиента вычисляются 
с помощью функций чувствительности с их известными преимуществами. Сформированный алгоритм автомати-
ческой параметрической оптимизации (АПО) вычислил оптимальные параметры РПС для заданного объекта исходя 
из минимума интегрального квадратичного критерия. Достоверность найденного вектора настройки регулятора, 
сформированного алгоритмом АПО, подтверждается вычислительной методикой. Алгритм АПО с достаточной для 
практики точностью решил поставленную задачу параметрической оптимизации. Полученный положительный опыт 
оптимизации ПИ регулятора с переменными параметрами позволяет применить его к другим РПС, не использующим 
скользящий режим и, таким образом, в дальнейшем расширить практику применения градиентного алгоритма на ос-
нове функций чувствительности для такого класса РПС при различных законах переключения структур регулятора.

Ключевые слова: ПИ регулятор, системы с переменной структурой, функции чувствительности, градиентный 
алгоритм, автоматические системы с запаздыванием, переменные параметры регулятора

Fig. 1. The structural diagram of the automatic system
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Data from the works on the APO algorithms [19, 
20] are taken as the basic values of the object (2) 
operator parameters:

 Tob1 = 20, Tob2 = 40, kob = 1, τob = 50. (3)

Based on the parameters (3), the object (2) has 
large delay, as τob/Tob2 > 1.

As the criterion of optimization of the genera-

ted APO algorithm, an integral quadratic criterion 
is chosen that is common in the practice of para-
metric optimization of controllers by gradient-based 
algorithms:

 2

0

( , ) .I t dt
∞

= ε∫ q  (4)

Optimization algorithm

The basis of the generated APO algorithm is a 
gradient procedure and, therefore, it is necessary to 
calculate the gradient components of the selected op-
timization criterion. In this paper they are obtained 
using sensitivity functions. We present the sensitivity 
equations for system (1) with controller (4) [21]:
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where 
kt

uΔ  is the magnitude of the controlling ac-
tion jump at the moment of its rupture tk; δ(t – tk) 
is the delta function, shifted to the time of tk.

Adjustable parameters q = (q1, ..., q4)do not de-
pend on the VSC dead band, since it is determined 
by the specified parameter α. We show further that 
q is also independent of the selected switching 
function Ψ(t, ε(t, q)). For the accepted condition 
for switching the structures of the controller (1), the 
first moment of rupture t0 depends on τob, which al-
lows us to write the following expression:
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is determined from the switching condition in 
the VSC:

 Ψ(tk(q), ε(tk, q), q) = 0. (7)

We differentiate condition (9) with respect to the 
implicit variable qj and obtain:
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Let is represent expressions for calculating 
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According to (1) for the adopted switching con-
dition Ψ(tk, ε(tk, q)) at the moments tk(k = 1, 2, ...), 
the derivative ( , ) 0,ktε =q�  which allows us to re-
write (10)—(12) as follows:
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Based on the above expressions, we rewrite equa-
tions (5):
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Due to the limited volume of the article, we 
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According to the gradient-based algorithm, du-
ring the optimization process, the vector q of ad-
justable parameters changes in accordance with the 
expression [22]:

 q[l] = q[l – 1] – Γ∇qI(ε(t, q[l – 1]))
 (l = 1, 2, ...), (17)

where Γ = {γi} is the weight vector obtained in the 
process of preliminary research Γ = {0,1; 0,001; 0,1; 
0,0001}; ∇qI(ε(t, q])) is the gradient vector (4). Let us 
present an expression to determine the vector gradi-
ent ∇qI(ε(t, q)) associated with the calculation of the 
vector of sensitivity functions (14):
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The problem to be solved belongs to the field 
of nonlinear programming and implies an infinite 
number of steps to achieve the result, which re-
quires the termination of the optimization process 
to be implemented on a computer, the following 
condition was applied in [19, 20], which was tested 
for algorithms based on sensitivity theory:
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Here ΔI[l] = I(q[l]) – I(q[l – 1]) is the difference 
in the value of the optimality criterion (4) in two 
iterations.

The generated APO algorithm for calculating 
custom parameters is considered complete when the 
following condition is fulfilled:
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where nSI, 1 2 3 4
, , ,I I I In n n n∂ ∂ ∂ ∂  

are given positive values that 
characterize the number of 
corresponding changes of the 
sign of the optimality crite-
rion increments and the sign 
of each of the gradient com-
ponents. In this work, the 
values of the parameters nSI, 

1 2 3 4
, , ,I I I In n n n∂ ∂ ∂ ∂  are pro-

posed to be selected within the range 10÷15, based 
on the practice of starting the APO algorithm.

Optimization algorithm sanity check

For the generated APO algorithm, it is necessary 
to conduct its sanity check, which consists in veri-
fying the reliability of the calculated values of the 
adjustable parameters q* from the point of view of 
finding the local minimum of criterion (4).

According to the methodology from [19], the 
APO algorithm is launched from various ini-
tial values of the vector of adjustable parameters 

0 0 0 0 0
1 2 3 4( , , , )k k k k kq q q q=q  (k = 1, 2, ...). The ob-

tained corresponding totals at the optimal point 
* * * * *

1 2 3 4( , , , )k k k k kq q q q=q  should ensure that the nec-
essary conditions for the extremum are satisfied:
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where Δ is the calculation error.
Additionally, to verify the reliability of the re-

sults of the generated APO algorithm, the following 
condition is involved:

 I(q*) m I(q). (23)

for the entire possible range of change of the adjust-
able parameters.

Based on what was said above in this paper, the 
sanity indicator of the generated APO algorithm is 
the fulfillment of conditions (22), (23) for q*.

The results of the study

Let us represent the above described methodo logy 
for verifying the sanity of the APO algorithm by prac-
tical examples with the setting action λ(t) = 1•0,5(t). 
Fig. 2 demonstrates that the genera ted APO algorithm 
of the system with controller (1) provides the calcula-
tion of *

kq  for different types of starting transients in 
the automatic system with various 0

kq .
For the presented launches of the APO algo-

rithm, conditions (23) are satisfied, which is con-
firmed by the contents of Fig. 2a.

Fig. 2. Graphs of transients x(t): at the initial q0(1) and final q*(2) points of operation of the 
APO algorithm (a); values of the optimization criterion I (4) during the operation of the APO 
algorithm (b)
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Fig. 4. The values of adjustable parameters of the controller q1(l), 
q2(l), q3(l), q4(l) during the operation of the APO algorithm

Fig. 3. The values of the gradient components dI/dq1(l), dI/dq2(l), 
dI/dq3(l), dI/dq4(l) of optimization criteria (4) during the opera-
tion of the APO algorithm

Fig. 3 shows that when launching the APO algo-
rithm from various initial values of the vector of
adjustable parameters 0

kq , the corresponding total 
values at the optimal point *

kq , calculated by the APO 
algorithm, ensure that the necessary extremum condi-
tion (22) of criterion (4) is satisfied at these points.

According to Fig. 4 shown below, the values of the 
vector of adjustable parameters q[l]k during the ope-
ration of the APO algorithm tend to one area, which 
indicates the convergence of the APO algorithm.

The above data show the fulfillment of criteria 
(22), (23), which indicates that the optimal control-
ler parameters (1) are determined by the generated 
APO algorithm based on the minimum of criterion 
(4) with object parameters (3).

Conclusion

With the help of the generated gradient-based 
algorithm, the present work solves the problem of 
parametric optimization of a PI controller with 
variable parameters for an object with large delay in 
case of an integral quadratic criterion. The sanity of 
the generated APO algorithm is confirmed by the 
computational technique from [19].
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Обеспечение динамической точности системы воздушных сигналов 
самолета с неподвижным невыступающим приемником потока1

Введение

При  пилотировании для обеспечения без-
опасности полета самолета в неспокойной ат-
мосфере необходима информация о воздуш-
ных сигналах, определяющих аэродинамику и 
динамику движения относительно окружаю-
щей воздушной среды [1, 2].

Применяемые на самолетах системы воз-
душных сигналов (СВС) [3] построены на ос-

1Работа выполнена по гранту РФФИ №18-08-00264.

нове аэрометрического, аэродинамического и 
флюгерного методов измерения параметров 
набегающего воздушного потока и содержат 
установленные на фюзеляже и вынесенные 
в набегающий поток приемники воздушных 
давлений, приемники температуры торможе-
ния и флюгерные датчики аэродинамических 
углов атаки и скольжения. Это приводит к ус-
ложнению системы, нарушению аэродинами-
ческих характеристик самолета, особенно при 
маневрировании, а также является причиной 
дополнительных погрешностей СВС [4].

Рассматривается функциональная схема системы воздушных сигналов самолета с неподвижным невыступающим 
приемником потока, построенным на основе оригинального ионно-меточного датчика аэродинамического угла и истинной 
воздушной скорости, на приемной плате которого установлено отверстие-приемник для восприятия статического дав-
ления набегающего воздушного потока. Отмечается, что недостатки традиционных систем воздушных сигналов (СВС) 
самолета, построенных на основе вынесенных за обшивку фюзеляжа и установленных в набегающем воздушном потоке 
приемников воздушных давлений, приемников температуры торможения, флюгерных датчиков аэродинамических углов 
атаки и скольжения, устраняются в оригинальной СВС с неподвижным невыступающим приемником потока.

Приводятся модели операторной чувствительности и динамических погрешностей измерительных каналов, об-
условленных случайной стационарной атмосферной турбулентностью и случайными пульсациями потока в месте 
расположения ионно-меточного датчика на фюзеляже самолета.

Для снижения стационарных динамических погрешностей измерительных каналов СВС с неподвижным невысту-
пающим приемником потока, обусловленных атмосферной турбулентностью, рекомендуется использовать опти-
мальный линейный фильтр Винера, методика синтеза которого раскрывается на примере канала измерения истинной 
воздушной скорости.

Для снижения стационарных случайных динамических погрешностей измерительных каналов СВС с неподвижным 
невыступающим приемником из-за пульсаций потока вблизи фюзеляжа в месте расположения ионно-меточного дат-
чика рекомендовано использовать принцип комплексирования. В качестве дополнительного компонента комплексной 
системы воздушных сигналов предлагается использовать аэромеханическую измерительно-вычислительную систе-
му, построенную на основе метода VIMI с наблюдателем Люэнбергера, которая моделирует движение самолета на 
данном режиме полета и по параметрам полета, измеряемым с высокой точностью с помощью невыступающих при-
емников, "восстанавливает" воздушные сигналы, входящие в уравнения движения самолета.

Приводится структура, методика и алгоритмы определения воздушных сигналов в каналах аэромеханической 
измерительно-вычислительный системы с наблюдателем Люэнбергера. На примере измерения истинной воздушной 
скорости проводится анализ и количественная оценка остаточной динамической погрешности комплексированного 
канала комплексной СВС самолета с неподвижным невыступающим приемником потока.

Ключевые слова: воздушные сигналы, измерение, невыступающий приемник, динамические погрешности, филь-
трация, комплексирование
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Измерение воздушных сигналов самолета 
с помощью одного интегрированного непод-
вижного невыступающего приемника потока 
обеспечивается в оригинальной СВС, построен-
ной на основе оригинального ионно-меточного 
датчика аэродинамического угла и истинной 
воздушной скорости (ДАУ ВС) [5, 6], функцио-
нальная схема которой приведена на рис. 1.

На приемной плате 1 ДАУ ВС, расположенно-
го на обшивке фюзеляжа, установлены искровой 
разрядник 2, подключенный к генератору меток 
(ГМ), приемные электроды (ПЭ) 3, подклю-
ченные к блоку предварительных усилителей 
(БПУ), и отверстие-приемник 4 для восприятия 
статического давления набегающего воздушного 
потока, подключенный с помощью пневмопро-
вода 5 к датчику абсолютного давления (ДАД).

С помощью приемных электродов и блока 
БПУ регистрируются время и угол траектории 
движения созданной искровым разрядником 
ионной метки с явно выраженным электриче-
ским зарядом. Выходные сигналы U(α) БПУ 
подаются на вход измерительной схемы. Из-
мерительная схема включает канал измерения 
истинной воздушной скорости, каналы грубого 
и точного отсчета измеряемого аэродинамиче-
ского угла.

Выходы ДАД и измерительной схемы под-
ключены ко входам вычислительного устрой-
ства (ВУ), в котором по разработанным ал-
горитмам вычисляются воздушные сигналы 
самолета, в виде цифровых кодов выдаваемые 
потребителям.

Восприятие информации о набега-
ющем воздушном потоке вблизи фю-
зеляжа помимо того, что влечет воз-
никновение методических погрешно-
стей, обусловленных искажениями, 
вносимыми движением самолета [7], 
из-за влияния атмосферной турбу-
лентности и аэродинамических воз-
мущений, связанных с обтеканием 
фюзеляжа, также является причиной 
значительных случайных динамиче-
ских погрешностей измерительных 
каналов СВС с неподвижным не-
выступающим приемником потока. 
Этот факт определяет актуальность 
исследования эффективных направ-
лений обеспечения помехоустойчи-
вости и повышения динамической 
точности СВС с неподвижным невы-
ступающим приемником потока.

Модели динамических характеристик 
и погрешностей СВС с неподвижным 
невыступающим приемником потока

В соответствии с особенностями работы 
СВС с неподвижным невыступающим прием-
ником потока (рис. 1) операторную чувстви-
тельность (передаточную функцию), опре-
деляющую динамические характеристики 
линейных измерительных каналах, можно 
представить в виде
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где τз = R/V — чистое время запаздывания, об-
условленное временем пролета ионной метки 
от точки 0 расположения искрового разряд-
ника до окружности радиуса R, на которой 
расположены приемные электроды ПЭ; τ1 и 
τ2 — постоянные времени схем регистрации и 
обработки информативных сигналов ионно-
меточного датчика; τп — постоянная времени 
датчика абсолютного давления.

Для оценки собственной динамической по-
грешности измерительных каналов СВС ис-
пользуются входные воздействия, характери-
зующие наиболее неблагоприятные условия их 
работы, например, скачкообразное изменение 
входного сигнала, изменение входного сигнала 
с постоянной скоростью или по гармоническо-
му закону с определенной частотой.

Рис. 1. Функциональная схема системы воздушных сигналов самолета с непод-
вижным невыступающим приемником потока
Fig. 1. Functional scheme of the aircraft’s air data system with the motionless flush-
mounted receiver of flow
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При характерном законе изменения входно-
го сигнала СВС, например истинной воздуш-
ной скорости Vв(t), собственная динамическая 
погрешность измерительного канала опреде-
ляется как
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В условиях реальной эксплуатации входные 
сигналы СВС с неподвижным невыступаю-
щим приемником потока являются случайной 
функцией времени (процессами).

При стационарном характере случайного 
процесса изменения входного сигнала СВС, 
например истинной воздушной скорости, 
определяемого автокорреляционной функцией 
или спектральной плотностью мощности, дис-
персия собственной динамической погрешно-
сти канала истинной воздушной скорости бу-
дет определяться выражением вида [8]
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где 
в
( )VS ω  — спектральная плотность мощно-

сти процесса изменения истинной воздушной 
скорости.

Согласно работе [9] стационарные процес-
сы изменения воздушных сигналов самолета, 
например истинной воздушной скорости на 
отдельных этапах и режимах полета, можно 
описать экспоненциально коррелированным 
процессом с корреляционной функцией и 
спектральной плотностью мощности вида

 в

в в в

2
2

2 2( ) ; ( ) ,V Va V
V V V

V

a
K S

a
− τ σ

τ = σ ω =
π + ω

e  (4)

где 
в

2
Vσ  и aV — дисперсия и параметр, опре-

деляющий спектр частот случайного процесса 
изменения истинной воздушной скорости.

Основной случайной помехой измерительных 
каналов СВС является атмосферная турбулент-
ность, математические модели которой приведе-
ны в работе [1], например, по каналу истинной 
воздушной скорости спектральная плотность 
продольного турбулентного движения имеет вид

 
2 2

т в
2 2 2 2

т в

/
( ) ,

( / )
T T T

T

T

bL V
S

L V b
ξ ξ ξ

ξ
ξ

σ σ
ω = =

π π+ ω + ω
 (5)

где 
Tξσ  — среднеквадратическое значение ско-

рости турбулентного возмущения, значение ко-

торого находятся в диапазоне от 0,4 м/с (полет 
в спокойной атмосфере) до 2,7 м/с (сильная "бол-
танка"); LT — масштаб турбулентности, который 
зависит от состояния атмосферы и изменяется 
в диапазоне от 200 до 1000 м; т в/ .

T
b L Vξ =

Тогда дисперсия вынужденной динамиче-
ской погрешности канала истинной воздуш-
ной скорости будет определяться выражением
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Аналогичный подход можно использовать и 
для анализа случайных стационарных погреш-
ностей других измерительных каналов СВС 
с неподвижным невыступающим приемником 
потока, обусловленных атмосферный турбу-
лентностью.

Дополнительные случайные погрешности 
СВС с неподвижным невыступающим прием-
ником потока обусловлены аэродинамически-
ми возмущениями в месте расположения ион-
но-меточного датчика на фюзеляже самолета.

Опыт разработки и исследования ионно-
меточных датчиков аэродинамического угла 
и истинной воздушной скорости, установлен-
ных на обшивке фюзеляжа самолета, показы-
вает, что автокорреляционную функцию ста-
ционарной помехи можно представить в виде
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где σф, аф и bф — параметры, определяющие 
преобладающий уровень и спектр частот слу-
чайных пульсаций в месте установки на фюзе-
ляже ионно-меточного датчика. При этом зна-
чения коэффициента аф, обратного интервалу 
корреляции τ, значительно меньше отношения 
LT/Vв турбулентного возмущения, а частоты 
пульсаций, определяемые параметром bф, су-
щественно выше частот пульсаций атмосфер-
ной турбулентности.

Методы повышения динамической точности 
измерительных каналов СВС с неподвижным 

невыступающим приемником потока

Как показано в работах [9, 10], для эффектив-
ной фильтрации стационарных экспоненциаль-
но-коррелированных случайных погрешностей 
измерительных каналов широкое применение 
получил оптимальный линейный фильтр Ви-
нера, устанавливаемый на выходе канала.
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Используя методику синтеза оптимального 
фильтра Винера в частотной области, опреде-
лим структуру и параметры фильтра приме-
нительно к каналу истинной воздушной ско-
рости СВС с неподвижным невыступающим 
приемником потока, в следующей последова-
тельности:

1. В соответствии со спектральными плот-
ностями мощности полезного сигнала 

в
( )VS ω  

и турбулентной помехи ( ),
TТ S ξ ωξ  определяе-

мыми соотношениями (4) и (5), найдем спек-
тральную плотность мощности Sz(ω) суммар-
ного входного сигнала z(t) = x(t) + ξT(t) канала 
истинной воздушной скорости:
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2. Спектральная плотность мощности сум-

марного входного сигнала Sz(ω) раскладывает-
ся на комплексно-сопряженные сомножители 
Sz(ω) = ψ+( jω)ψ–( jω) вида
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где ψ+( jω) имеет все нули и полюса в верхней 
полуплоскости ω, ψ–( jω) — в нижней полупло-
скости ω.

3. Принимая допущение, что измеряемый 
сигнал x(t) и помеха ξТ(t) некоррелированы, 
определяем взаимную спектральную плотность 
мощности 

и
( )zyS ω  реального входного сигнала 

z(t) и выходного сигнала yи(t) идеального изме-
рительного канала как
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4. Вычисляем соотношение вида
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5. Соотношение B( jω) раскладывается на 
составляющие B+( jω) и B–( jω), имеющие все 
корни и полюса верхней и нижней полупло-
скости ω:
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6. Методом неопределенных коэффициен-
тов определяем значения А1 и составляющей 
B+( jω), приравнивая вещественные и мнимые 
члены числителя соотношения (9):
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7. Определяем комплексную частотную ха-
рактеристику оптимального измерительного 
канала с фильтром Винера:
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8. Используя связь jω = p операторов Фурье 
и Лапласа, находим операторную чувствитель-
ность оптимального измерительного канала 
с фильтром Венера:
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9. Зная операторную чувствительность W(p) 
реального измерительного канала, находим пе-
редаточную функцию оптимального линейного 
фильтра Винера, устанавливаемого на выходе 
канала истинной воздушной скорости, в виде

опт опт
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ФВ 1 опт
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W p T p W p
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10. Дисперсию остаточной динамической по-
грешности оптимального измерительного ка-
нала с фильтром Винера определяем как

2
опт

2 опт 1
ост опт

2

2
опт

опт 1
1 2опт

2

1 1
1

2 1

1 1
.

2 1

x x

x
p j

p j

aT p
S

a pT p

bT p
S d I I

b pT p

∞
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= ω

∞
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ξ−∞
= ω

⎛ ⎞⎛ ⎞ σ+ ⎜ ⎟σ = − +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟π ++⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞σ⎛ ⎞+ ⎜ ⎟+ ω = +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟π ++⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫

∫

 (12)

11. Используя результаты работы [11, 12], 
определяем интегралы I1 и I2 и выражение для 
дисперсии остаточной динамической погреш-
ности оптимального измерительного канала 
истинной воздушной скорости с фильтром Ви-
нера СВС дозвукового самолета с неподвиж-
ным невыступающим приемником потока на 
основе ионно-меточного датчика аэродинами-
ческого угла и истинной воздушной скорости.

Рассмотренная методика позволяет проводить 
анализ и обеспечивать динамическую точность 
и других измерительных каналов СВС в услови-
ях турбулентных возмущений атмосферы.

Как показали расчеты, применение оп-
тимального линейного фильтра Винера по-
зволяет уменьшить дисперсию динамической 
погрешности измерительных каналов СВС са-
молета с неподвижным невыступающим при-
емником потока в 12...16 раз и более.

Для уменьшения случайных динамических 
погрешностей измерительных каналов СВС са-
молета с неподвижным невыступающим при-
емником потока, обусловленных искажениями 
и пульсациями потока обтекания фюзеляжа 
в месте расположения ионно-меточного дат-
чика, целесообразно использовать принцип 
комплексирования, реализация которого обе-
спечивается без выступающих в набегающий 
воздушный поток приемников и датчиков до-
полнительной информации.

Построение и динамические погрешности 
комплексной СВС самолета с неподвижным 

невыступающим приемником потока

Анализ вариантов построения комплексируе-
мых каналов без выступающих за контур фюзе-
ляжа приемников и датчиков первичной инфор-
мации позволяет рекомендовать для построения 
комплексной СВС с неподвижным невыступа-
ющим приемником аэромеханическую измери-
тельно-вычислительную систему, реализующую 

метод VIMI [13, 14]. Данный метод использу-
ет для целей измерения воздушных сигналов, 
определяющих аэродинамику и динамику дви-
жения самолета, уравнения равновесия (балан-
са) действующих аэродинамических, инерци-
альных сил и силы тяги, а также моменты этих 
сил в данный момент времени на каждом уста-
новившемся этапе и режиме полета.

Указанный баланс сил и моментов, действую-
щих на самолет, математически представляется 
в виде системы дифференциальных уравнений, 
описывающих продольное и боковое движение 
на характерных режимах полета. Моделируя 
движение самолета по известной для каждо-
го типа самолета системе дифференциальных 
уравнений, по параметрам системы, которые из-
меряются бортовыми средствами с высокой точ-
ностью, с помощью наблюдателя Люэнбергера 
восстанавливаются текущие значения "плохоиз-
меряемых параметров" — воздушных сигналов 
самолета на данном этапе и режиме полета [13].

При построении наблюдателя Люэнбер-
гера система дифференциальных уравнений, 
моделирующая движение самолета, с исполь-
зованием метода пространства состояний [15] 
представляется в виде векторно-матричных 
уравнений вида

 ; ,= + =X AX BU Y CX�  (13)

где Х = [Vв, α, β, Н, Vп, ϕс, ωх, ωy, ωz, γ, ϑ, ψ]т —
вектор текущего состояния самолета с фазо-
выми координатами, определяющими истин-
ную воздушную скорость Vв, углы атаки α и 
скольжения β, абсолютную высоту полета Н, 
путевую скорость Vп и угол сноса ϕс, угловые 
скорости ωх, ωy, ωz вращения самолета отно-
сительно осей связанной системы координат, 
углы крена γ, тангажа ϑ и рыскания ψ; А — 
матрица системной характеристики самолета;
U = [δэ, δн, δз, δв, δт] — вектор управления с фа-
зовыми координатами, определяющими углы 
отклонения элеронов δэ, руля направления δн, 
закрылков δз, руля высоты δв, рукоятки управ-
ления тягой δт; В — матрица управления; С — 
матрица измерения фазовых координат само-
лета Vв, α, β, Н, Vп, ϕс, ωх, ωy, ωz, γ, ϑ, ψ.

В соответствии с уравнениями (13) строится 
математическая модель наблюдателя Люэнбер-
гера с теми же значениями входного вектора U, 
схема и работа которого раскрывается на рис. 2.

Структура аэромеханической измерительно-
вычислительной системы, моделирующей ре-
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альное движение самолета (реальная система) 
в соответствии с уравнениями (13), показана на 
верхней части рис. 2. Структура наблюдателя 
Люэнбергера, формирующего оценку матрицы 
фазовых координат вектора состояния Х само-
лета, представлена в нижней части рис. 2.

С использованием цепи обратной связи с ма-
трицей коэффициентов усиления К, которая 
определяется по методу фильтра Калмана—Бью-
си [15], переходная характеристика наблюдателя 
Люэнбергера подбирается таким образом, чтобы 
минимизировать разность .Δ = −Y Y Y

	

Тогда наблюдатель Люэнбергера будет опи-
сываться системой векторно-матричных урав-
нений вида

 ( ),= + + −X AX BU KC X X
	 	 	�  (14)

где Δ = −X X X
	

 — погрешность оценки вектора 
состояния самолета по измеренным (с высокой 
точностью) и восстановленным наблюдателем 
Люэнбергера воздушным сигналам самолета.

Как показано в работе [13], разность ΔХ век-

тора состояния Х и вектора оценки X
	

 опреде-
ляется уравнением вида

 ( ) ,Δ = − ΔX A KC X�  (15)

которое представляет собой гомогенную си-
стему, решением которой является нулевой 
вектор, т.е. даже при значениях измеренного Х 
и оцененного X

	
 векторов состояния наблюда-

тель Люэнбергера выдает после затухания на-
чальной погрешности ΔХ вектор оценки .=X X

	

Таким образом, подавая в вычислительный 
блок наблюдателя Люэнбергера параметры 
вектора состояния самолета Х, измеренные 

бортовыми средствами с высокой точностью, 
наблюдатель вычисляет воздушные сигналы 
на выходе аэромеханической измерительной 
системы, которые предлагается использовать 
в качестве комплексируемых каналов ком-
плексной СВС самолета с неподвижным невы-
ступающим приемником потока.

Динамические погрешности комплексной СВС 
с неподвижным невыступающим

приемником потока

Методику анализа динамических погрешно-
стей каналов комплексной СВС самолета с аэ-
ромеханическими измерительно-вычислитель-
ными каналами (ИВС) с наблюдателем Люэн-
бергера рассмотрим на примере комплексного 
канала измерения параметров вектора истин-
ной воздушной скорости, включающего ион-
но-меточный канал СВС и соответствующий 
канал аэромеханической ИВС (рис. 3).

Выходной сигнал Vвм ионно-меточного ка-
нала СВС с неподвижным невыступающим 
приемником потока кроме полезного сигнала 
Vв, определяющего параметры вектора истин-
ной воздушной скорости самолета, включает 
случайную динамическую погрешность ΔVвм 
из-за искажения и пульсаций потока в ме-
сте установки на фюзеляже ионно-меточного 
датчика. Выходной сигнал Vвам аэромеханиче-
ского измерительно-вычислительного канала 
кроме полезной соствляющей Vв включает на-
ложенную на нее динамическую погрешность 
ΔVвам. Выходы ионно-меточного канала СВС 
и аэромеханического измерительно-вычисли-
тельного канала подаются на вход устройства 
обработки информации (УОИ), реализующего 

Рис. 2. Схема, поясняющая структуру и работу аэромехани-
ческой измерительно-вычислительной системы с наблюдате-
лем Люэнбергера
Fig. 2. Scheme explaining the structure and operation of the 
aeromechanical measurement and calculation system with the 
Luenberger observer

Рис. 3. Схема комплексного канала измерения параметров 
вектора истинной воздушной скорости самолета
Fig. 3. Scheme of the complex instrumentation channel of the 
parameters of the aircraft’s true airspeed vector
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алгоритмы обработки (фильтрации Ф1, Ф2), 
обеспечивающие эффективное уменьшение 
динамических погрешностей ΔVвм и ΔVвам.

Как показано в работе [14], корреляционная 
функция 

1
( )K ξ τ  стационарной случайной по-

грешности канала измерения истинной воз-
душной скорости аэромеханической измери-
тельно-вычислительной системы с наблюдате-
лем Люэнбергера можно представить в виде

 1
1

2
1 1( ) (1 ),aK a− τ

ξ τ = σ + τe  (16)

где σ1, а1 — параметры, определяющие уровень 
аддитивной и мультипликативной составляю-
щей случайной погрешности канала измере-
ния истинной воздушной скорости, построен-
ного с использованием метода VIMI и наблю-
дателя Люэнбергера.

Корреляционная функция 
2
( )K ξ τ  динами-

ческой погрешности ионно-меточного канала 
СВС с неподвижным невыступающим при-
емником потока, обусловленная случайными 
пульсациями потока в месте расположения 
ионно-меточного датчика, определяется выра-
жением (7). При этом динамическая погреш-
ность ионно-меточного канала СВС в сравне-
нии с динамической погрешностью аэроме-
ханического измерительно-вычислительного 
канала имеет большую дисперсию и является 
низкочастотной.

Как показано в работе [14], передаточную 
функцию канала измерения истинной воз-
душной скорости аэромеханической измери-
тельно-вычислительной системы можно пред-
ставить в виде колебательной модели вида

 2 2 2

1
( ) ,

1 2
W p

Tp T p
=

+ α +
 (17)

где α и Т — параметры передаточной функции.
Известно [8], что динамическая погреш-

ность двухкомпонентной комплексной систе-
мы определяется параметрами одного из филь-
тров Ф1 и Ф2, так как структура и параметры 
другого фильтра определяются из условия 
инвариантности, поэтому рассматриваемый 
комплексный канал измерения истинной воз-
душной скорости можно построить по схеме 
с одним фильтром, например, по схеме со сле-
дящей системой [9] с передаточной функцией 
фильтра вида

 ф 2 2

1 1 2
( ) .

Tp
W p

Т p

+ α
=  (18)

Спектральные плотности мощности дина-
мических погрешностей комплексируемых ка-
налов, используя их корреляционные функции 
вида (7) и (16), можно записать в виде
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 (19)

Дисперсии остаточных динамических по-
грешностей на выходах каналов фильтрации 
будут определяться как

22
2 21 1

1 1 1 2 2 2 2 2 2
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22 22
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 (20)

Обозначив для верхнего канала фильтрации 
2

0 ,d T=  1 12 ( ),d T a T= α +  2 2 2
2 1 1 11 ( ) 4 ,d a b T a T= + + + α

2 2
3 1 1 12[ ( )],d a T a b= + α +  2 2

4 1 1( ),d a b= +  0 1 0,g g= =  
2 2

2 4 ,g T= − α  3 1g =  и используя аналогичные 
обозначения и для нижнего канала фильтра-
ции 2

0 ,d T=  1 22 ( ),d T a T= α +  2
2 21 4 ,d a T T= + + α  

2
3 2 22[ ],d a a T= + α  4

4 2 ,d a=  0 2 3 0,g g g= = =  
4

1 ,g T=  дисперсии D1 и D2 остаточных дина-
мических погрешностей каналов фильтрации 
можно определить как

 4 1 3 3 0 3 1 2
2 2

4 0 3 1 4 1 2 3

( )
,

2 ( )
i

d d g g d d d d
D

d d d d d d d d

+ −
=

+ −
 (21)

где i — номер дисперсий остаточных погреш-
ностей комплексируемых каналов.

Оценим эффективность реализации ком-
плексного канала измерения истинной воз-
душной скорости СВС с неподвижным невы-
ступающим приемником на следующем число-
вом примере.

Если случайная динамическая погрешность 
определения истинной воздушной скорости в 
каналах аэромеханической измерительно-вы-
числительной системы, построенной с исполь-
зованием метода VIMI и наблюдателя Люэн-
бергера, оценивается значениями σ1 = 1,5 м/с 
(5,4 км/ч), а1 = 0,01 с–1, случайная динамиче-
ская погрешность измерения истинной воз-



542 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 21, № 9, 2020

душной скорости ионно-меточного датчика 
определяется значениями σ2 = 3 м/с (10,8 км/ч),
а2 = 0,1 с–1, а параметры корректирующего 
фильтра зададим равными α = 1 с–1, Т = 40 с,
тогда при независимости случайных динами-
ческих погрешностей комплексируемых кана-
лов дисперсия суммарной остаточной динами-
ческой погрешности комплексного канала ис-
тинной воздушной скорости будет равна

DΣ = D1 + D2 = 53,4•10–2 (м/с)2; V Dσ =  =
= 0,73 м/с = 2,63 км/ч, что свидетельствует об 
эффективности использования варианта ком-
плексирования.

Рассмотренная методика может быть ис-
пользована и при комплексировании других 
измерительных каналов комплексной СВС 
с неподвижным невыступающим приемником 
потока.

Заключение

1. Полученные модели случайных возмуще-
ний турбулентной атмосферы и обусловленных 
ими динамических погрешностей измеритель-
ных каналов системы воздушных сигналов на 
основе неподвижного невыступающего прием-
ника потока позволяют обоснованно решать 
задачу их оценки и уменьшения.

2. Показано, что использование оптималь-
ных линейных фильтров Винера, методика син-
теза которых раскрывается на примере канала 
истинной воздушной скорости, позволяет су-
щественно уменьшить динамические погреш-
ности измерительных каналов СВС с непод-
вижным невыступающим приемником потока.

3. Для уменьшения динамических погреш-
ностей измерительных каналов СВС, обуслов-
ленных искажением и пульсациями потока 
в месте установки ионно-меточного датчика 
с приемниками первичной информации, це-
лесообразно использовать принцип комплек-
сирования с реализацией комплексируемых 
каналов в виде аэромеханической измеритель-
но-вычислительной системы, реализующей 
метод VIMI с наблюдателем Люэнбергера. Рас-
смотренная методика построения аэромехани-
ческой измерительно-вычислительной СВС и 
построенный на ее основе комплексный канал 
истинной воздушной скорости убедительно 
свидетельствует об эффективности комплек-
сирования каналов СВС с неподвижным невы-
ступающим приемником потока и каналов аэ-

ромеханической измерительно-вычислитель-
ной системы.
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Abstract

The article views, that draw-backs of aircraft’s traditional air data systems (ADS), built based installed in incoming air 
flow and installed outside the fuselage the pitot tube booms, temperature braking receivers, vane sensors of incidence angle 
and gliding angle are eliminated in original ADS with motionless flush-mounted receiver of flow. The functional scheme 
of aircraft’s air data system with motionless flush-mounted receiver of flow, built based on the original ion-mark sensor of 
aerodynamic angle and true airspeed, on receiving board of which the hole-receiver is installed to perceive the static pres-
sure of incoming air flow. Models of operator sensitivity and dynamic errors of instrumentation channels due to random 
stationary atmospheric turbulence and random flow pulsations at location of the ion-mark sensor on fuselage of the aircraft 
are presented. Recommended to use the optimal linear Wiener filter, the synthesis method of which is revealed on example 
of the true airspeed instrumentation channel to reduce the stationary dynamic errors of instrumentation channels of air 
data system with motionless flush-mounted receiver due to atmospheric turbulence. Recommended to use the principle of 
integration to reduce the stationary random dynamic errors of instrumentation channels of air data system with motionless 
flush-mounted receiver due to flow pulsations near fuselage at location of ion-mark sensor. Proposed to use aeromechani-
cal measuring and computing system built based VIMI method with Luenberger observer as an additional component of 
integrated air data system. Integrated system simulates the movement of aircraft in this flight mode and by flight parameters 
measured with high accuracy using flush-mounted receivers "restores" air signals included in equations of movement of 
aircraft. The structure, method and algorithms for determining air signals in channels of aeromechanical measuring and 
computing system with a Luenberger observer are presented. Using the example of true airspeed measurement, the analysis 
and quantitative assessment of residual dynamic error of integrating channel of integrated aircraft’s air data system with 
motionless flush-mounted receiver of flow is carried out.

Keywords: air signals, measurement, flush-mounted receiver, dynamic errors, reduction, filtering, integration
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Использование низкоорбитальных группировок малых или сверхмалых спутников для решения задач дистанцион-
ного зондирования Земли представляется перспективным направлением развития космической деятельности. Реа-
лизация такой перспективы требует изучения широкого круга новых задач, одной из которых является разработка 
систем управления такими группировками. Принципиально новым аспектом в содержании этой задачи являются 
возможности использования связи между спутниками и сети связи космической системы в целом. При этом выбор 
подхода к разработке системы управления зависит от того, в каком режиме может происходить информационный 
обмен — в режиме реального времени или с временными задержками. В статье рассматриваются различные вариан-
ты орбитального построения группировок спутников, предопределяющие режимы информационного обмена. Объек-
том исследований является космическая система, в которой информационный обмен может происходить с времен-
ными задержками. Задачей исследований является разработка методики для оценки влияния пропускной способности 
сети связи на эффективность функционирования космической системы. Показателями эффективности являются 
оперативность выполнения заявок и производительность космической системы — объем данных, доставляемый груп-
пировкой спутников на Землю в течение определенного периода времени. Основой методики является имитационная 
модель, в которой моделируется функционирование спутников и объектов наземной инфраструктуры, использование 
разработанного прототипа системы управления и соответствующий информационный обмен в сети связи.

Ключевые слова: группировка спутников, DTN сеть, CGR маршрутизация, автономное планирование, имитаци-
онное моделирование
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Методика оценки влияния пропускной способности каналов связи
на эффективность функционирования группировки спутников1

Введение

Целесообразность  использования группиро-
вок малых спутников в настоящее время являет-
ся одним из наиболее актуальных направлений 
исследований, если не самым актуальным во-
просом перспективы развития космической де-
ятельности. Термин "малые спутники" в данном 
случае используется для краткости и предпола-
гает также рассмотрение группировок из сверх-
малых (мини-, макро-, нано-) спутников [1].

Актуальность изучения данного вопро-
са обусловлена предположениями о том, что 
группировки малых спутников способны обе-
спечить эффективное и экономически выгод-
ное выполнение космической деятельности. 
Сложность изучения вопроса обусловлена тем, 
что обоснование этих предположений требует 
проведения большого комплекса междисци-
плинарных системных исследований.

В данной статье рассматриваются группиров-
ки спутников, предназначенные для выполнения 
задач дистанционного зондирования Земли. При 
этом в отличии от функционирующих в настоя-
щее время группировок [2—5] будет рассматри-
ваться модель группировки с использованием 
межспутниковой связи, что предполагает органи-
зацию сети связи космической системы, узлами 
которой являются спутники и наземные станции 

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ 
(проект № 18-01-00840).

управления и приема информации. Наличие та-
кой сети связи открывает новые возможности для 
построения системы управления группировками 
спутников, а именно, новые возможности инфор-
мационного взаимодействия наземных станций 
с группировками спутников и информационного 
взаимодействия между спутниками.

Таким образом, объектом исследований 
в статье является система управления груп-
пировкой спутников, в которой используется 
связь между спутниками. Целью исследований 
является оценка влияния пропускной способ-
ности сети связи на эффективность функцио-
нирования космической системы в целом.

Статья организована следующим образом. 
В первой части рассматриваются возможные 
подходы к разработке системы управления 
в зависимости от орбитального построения 
группировки. Подход к разработке системы 
управления группировкой принципиальным 
образом зависит от возможностей сети связи. 
В связи с этим во второй части рассматрива-
ется вопрос организации сети связи при вы-
бранном варианте орбитального построения. 
Метод планирования съемок в рамках выбран-
ного подхода рассматривается в третьей части. 
Для проведения экспериментальных исследо-
ваний использовалась имитационная модель 
системы управления и функционирования 
группировки спутников. Описания этой мо-
дели и полученных результатов исследований 
приводятся соответственно в четвертой и пя-
той частях статьи.
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1. Орбитальное построение
группировки спутников

Одной из основных характеристик сети 
связи, которая должна учитываться при про-
ектировании системы управления, является 
оперативность информационного обмена. В за-
висимости от типа орбитального построения 
группировки информационный обмен может 
происходить в режиме реального времени или 
с временными задержками. Режим реального 
времени возможен только в том случае, если 
сеть связи космической системы всегда являет-
ся связанной, т.е. в любой момент времени в те-
кущей топологии существует маршрут передачи 
данных между любой парой узлов сети. В про-
тивном случае информационный обмен про-
исходит с временными задержками. С точки 
зрения проектирования системы управления 
можно выделять два фрагмента сети, которые 
образуются каналами связи "спутник—Земля" 
и "спутник—спутник". В зависимости от орби-
тального построения группировки возможны 
следующие три варианта комбинации опера-
тивности связи в этих фрагментах:

1. В обоих фрагментах сети, т.е. во всей 
сети в целом, информационное взаимодей-
ствие происходит в режиме реального време-
ни. Предполагается, что малые спутники ис-
пользуются на низких орбитах, что требует 
применения значительного числа спутников. 
Например, в таких футуристических проектах, 
как OneWeb и Сфера, предполагается исполь-
зование 700 и 640 спутников соответственно. 
Для обеспечения связи в режиме реально-
го времени также могут использоваться гео-
стационарные спутники-ретрансляторы или 
группировки спутников связи. Информацию 
о проблемах и перспективах реализации таких 
проектов можно найти в работе [6].

2. Режим реального времени связи обеспе-
чивается только во фрагменте сети "спутник—
спутник", а во фрагменте "спутник—Земля" 
связь происходит с временными задержками. 
Такая ситуация, как правило, рассматривается 
в случае, когда орбитальное построение груп-
пировки имеет форму роя. В частности, в одном 
из первых проектов по отработке информаци-
онного взаимодействия, Edison Demonstration of 
Small Sat Network (EDSN) [7], рассматривалась 
группировка из восьми спутников, находящих-
ся на расстоянии друг от друга менее 100 км.

3. Информационной обмен в рамках всей 
сети в целом происходит с временными задерж-
ками. Такая ситуация рассматривается в случа-
ях, когда группировка состоит из значительно 
меньшего числа спутников по сравнению с пер-
вым вариантом, а ее построение рассчитывается 

исходя из наилучшего покрытия целевых райо-
нов наблюдения на основе подходов J. G. Walker 
[8] и Г. В. Можаева [9]. Историю развития этих 
подходов и обзор существующих методов мож-
но найти в работе [10].

В зависимости от оперативности информа-
ционного обмена в выделенных фрагментах 
сети можно говорить о следующих двух об-
стоятельствах, предопределяющих специфи-
ческие особенности проектирования систем 
управления группировки спутников в целом.

Обстоятельство 1. Если во фрагменте сети 
"спутник—Земля" информационный обмен бу-
дет происходить с временными задержками, 
тогда использование возможностей автоном-
ного планирования может обеспечить более 
высокую эффективность использования ре-
сурсов спутников. Если информационный об-
мен будет проходить в режиме реального вре-
мени, тогда потребность в автономном плани-
ровании представляется менее актуальной.

В существующих системах связь со спут-
ником возможна периодически, когда он на-
ходится в зоне видимости наземных пунктов 
управления. При расчете целеуказаний спут-
нику используются данные о состоянии его 
ресурсов и выполнении целевых операций, 
актуальные на момент времени предшествую-
щего сеанса связи. Вследствие этого исполь-
зуются методы планирования, которые не 
могут обеспечивать использование ресурсов 
спутника с высокой эффективностью [11—14]. 
Поэтому в течение двух десятилетий ведутся 
активные исследования и внедрение в реаль-
ную практику возможностей автономного пла-
нирования [15—18]. Если же информационный 
обмен в этом сегменте сети будет происходить 
в режиме реального времени, то при назем-
ном планировании могут использоваться те 
же данные, что и на борту спутников при ав-
тономном планировании. В этом случае пред-
ставляется вполне обоснованным дальнейшее 
развитие и использование традиционных си-
стем наземного планирования [19].

Обстоятельство 2. Если связь между спут-
никами будет происходить с временными за-
держками, тогда существуют определенные 
ограничения на выбор и/или разработку про-
токолов информационного взаимодействия 
между спутниками.

Данное обстоятельство можно пояснить на 
примере протокола CNP (от англ. Contract Net 
Protocol), который в распределенных системах 
в большинстве случаев рассматривается в ка-
честве основы организации информационного 
взаимодействия. Целью взаимодействия в этом 
протоколе в рассматриваемой предметной об-
ласти может быть выбор спутника для выпол-
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нения съемки целевого района наблюдения 
[13]. В обобщенном виде схема этого протокола 
состоит из двух этапов. На первом этапе спут-
ник, инициатор протокола, посылает другим 
спутникам группировки, респондентам прото-
кола, запросы о возможности выполнения за-
явки. В ответах на запросы спутники респон-
денты, в частности, указывают возможный ин-
тервал времени проведения съемки. На основе 
полученной информации спутник-инициатор 
принимает решение и на втором этапе посыла-
ет выбранному спутнику назначение на прове-
дение съемки. Однако, если связь происходит 
с временными задержками, тогда не исключа-
ется ситуация, когда выбранный спутник по-
лучит сообщение о назначении выполнения 
заявки, когда указанный им интервал времени 
съемки уже прошел. Этот пример показывает, 
что использование CNP-протокола является 
возможным только в случае связи в режиме 
реального времени.

Таким образом, в зависимости от выбора 
варианта орбитального построения группи-
ровки спутников при проектировании системы 
управления могут рассматриваться различные 
по содержанию задачи. Далее в статье рассма-
триваются задачи в случае третьего варианта 
орбитального построения группировки, так как 
он представляется наиболее реалистичным.

2. Организация сети связи
и маршрутизация сообщений

В рассматриваемом варианте объекты кос-
мической системы, спутники и наземные 
станции, образуют DTN-сеть (от англ. Delay-
and-Disruption Tolerant Network), в которой 
передача данных между узлами происходит 
с временными задержками, в режиме "сохра-
нить—передать".

Интервалы времени, когда пары узлов сети 
находятся в зоне радиовидимости, могут рас-
считываться на основе моделирования полета 
спутников группировки. Это обстоятельство 
используется в основе CGR-метода (от англ. 
Contact Graph Routing) маршрутизации[20], ко-
торый активно развивается в течение послед-
него десятилетия [21—30]. Суть данного метода 
кратко можно представить следующим обра-
зом. Временной график интервалов радиови-
димости называется планом контактов, рас-
считывается в наземном пункте управления и 
передается во все узлы сети. В узлах сети по 
мере возникновения потребности в передаче 
данных на основе плана контактов рассчиты-
ваются графы контактов, которые описывают 
динамику изменения топологии сети, начи-
ная с текущего момента времени. Вершинами 

графа являются контакты, а направленные 
ребра графа описывают последовательные во 
времени пары контактов, которые можно ис-
пользовать для формирования маршрутов. 
Построение такого "контринтуитивного" гра-
фа обеспечивает возможность использования 
традиционного метода маршрутизации с по-
мощью алгоритма Дейкстры.

Время поиска маршрутов зависит от размер-
ности графа контактов, и с ее ростом исполь-
зование такого подхода может становиться не-
приемлемым по времени. Экспериментальный 
анализ CGR-алгоритма показал, что основное 
время тратится не столько на поиск маршру-
тов, сколько на построение графа контактов. 
В связи с этим в работе [31] была предложена 
модификация этого алгоритма, CPR-алгоритм 
(от англ. Contact Plan Routing), реализующий 
возможность поиска маршрутов на основе пла-
на контактов без построения графа контактов 
и, тем самым, обеспечивающий сокращение 
времени маршрутизации на один или два по-
рядка в зависимости от размерности сети.

Интенсивность трафика передачи данных 
в сети предопределяется интенсивностью по-
тока заявок на выполнение наблюдений и объ-
емом получаемых данных. При этом поток за-
явок должен формироваться с учетом ограни-
чения пропускной способности каналов связи 
"группировка спутников—Земля", которое 
формально можно описать следующим обра-
зом. Пусть V  A(t*) — объем данных, который 
может быть доставлен на Землю группиров-
кой спутников до момента времени t*, начиная 
с текущего момента времени t0:

 ( ) ( )
1

 ( )*
n

A
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V t s i d i
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где s(i) — скорость передачи данных и d(i) — 
длительность каналов связи спутников груп-
пировки с наземными пунктами, запланиро-
ванных на горизонте времени [t0, t*]. Пусть 
VB(t*) — суммарный объем данных, который 
ожидается получить при выполнении заявок, 
посланных группировке спутников на этом же 
горизонте времени. Тогда при формировании 
потока заявок должно соблюдаться вполне 
очевидное ограничение:

 V B(t*) m V  A(t*).

Наряду с этим каналы связи между спут-
никами также имеют ограничение пропускной 
способности, и в узлах DTN-сети могут воз-
никать заторы, которые можно описать следу-
ющим образом. В связи с режимом передачи 
данных "сохранил—передал" в узлах сети могут 
возникать очереди сообщений, подлежащих 
передаче. Оптимальным решением является 
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передача каждого из этих сообщений по крат-
чайшему пути. Однако это может становиться 
невозможным из-за ограничений пропускной 
способности каналов связи. В этом случае для 
части сообщений выбираются более длинные 
маршруты, и, как следствие, увеличивается 
время нахождения этих сообщений в узле сети 
и время выполнения заявок в целом.

Таким образом, формирование потока заявок 
должно происходить с учетом двух рассмотрен-
ных ограничений. Однако в отличие от первого 
ограничения, влияние которого рассчитыва-
ется аналитически, оценки влияния второго 
ограничения могут быть получены только экс-
периментально на основе имитационного мо-
делирования функционирования группировки 
спутников и DTN-сети. Результаты этих экспе-
риментов рассматриваются в следующей части 
статьи после краткого описания схемы функ-
ционирования космической системы и исполь-
зуемой в экспериментах имитационной модели.

3. Схема функционирования
космической системы

В начальной части статьи было показано, 
что для рассматриваемого типа орбитального 
построения группировки повышение эффек-
тивности ее функционирования требует ис-
пользования возможностей автономного пла-
нирования работы спутников. При этом также 
были показаны специфические особенности, 
которые необходимо учитывать при разработке 
протоколов информационного взаимодействия. 
Далее в этом подразделе приводится краткое 
описание схемы функционирования косми-
ческой системы, разработанной с учетом этих 
двух обстоятельств.

В основу предлагаемой схемы положено 
предположение о том, что основой автономного 
планирования и информационного взаимодей-
ствия являются результаты предварительного 
наземного планирования, которые сводятся 
к следующему. По каждой заявке рассчиты-
вается упорядоченная по времени последова-
тельность возможностей выполнения требуе-
мой съемки. Под возможностями понимаются 
интервалы времени, когда район наблюдения 
будет находится в зоне видимости какого-либо 
спутника группировки.

Использование этих результатов позволяет 
рассматривать следующую схему информацион-
ного взаимодействия и автономного планирова-
ния. Каждая заявка первоначально передается 
по сети спутнику с наиболее ранней возмож-
ностью выполнения съемки. При получении 
заявки на спутнике выполняется автономное 
планирование, целью которого является оцен-

ка возможности выполнения съемки в рамках 
соответствующего интервала времени с учетом 
анализа текущего состояния ресурсов спутника.

В результате автономного планирования мо-
жет быть получено одно из трех возможных ре-
шений: выполнение съемки является возмож-
ным, не возможным или возможным за счет пе-
реназначения заявки с меньшим приоритетом 
другому спутнику. В двух последних случаях 
соответствующая заявка передается спутнику 
с последующей наиболее ранней возможностью 
ее выполнения. Детальное описание этой схе-
мы информационного взаимодействия и авто-
номного планирования дано в работе [32].

В предлагаемой схеме потенциально возмож-
ные минимальные сроки выполнения каждой 
заявки обеспечиваются при выполнении двух 
условий: заявку выполняет первоначально 
выбранный спутник, и доставка полученных 
данных на Землю выполняется по кратчайше-
му маршруту в сети. Нарушение этих условий 
влечет увеличение сроков выполнения заявок. 
Возможными причинами нарушения первого 
условия могут быть: не своевременная доставка 
заявки первоначально выбранному спутнику, 
либо случай, когда она оказалась не заплани-
рованной или перепланированной вследствие 
появления заявки с большим приоритетом. 
Возможной причиной нарушения второго ус-
ловия может быть невозможность передачи 
данных по кратчайшему маршруту вследствие 
возникновения заторов, либо вследствие не-
достаточности уровня заряда аккумуляторной 
батареи у какого-то спутника, через который 
проходит маршрут передачи.

Возникновение заторов является событиями 
системного уровня. В отличие от них все осталь-
ные события являются случайными. Поэтому 
определение возникновения заторов и оцени-
вание их влияния на эффективность функци-
онирования группировки спутников являлось 
целью экспериментальных исследований.

4. Имитационное моделирование

Элементами имитационной модели являются 
модели спутников и объектов наземной инфра-
структуры, которые описываются с помощью 
агентов, имитирующих функционирование фи-
зических устройств и/или систем. В частности, 
модель спутника состоит из агентов системы 
связи, системы планирования операций, при-
нимающих и передающих устройств, устройства 
наблюдения и аккумуляторной батареи.

Агенты системы связи на основе плана кон-
тактов моделируют установление каналов свя-
зи, управляют очередью отправки и маршру-
тизацией сообщений и данных, в соответствии 
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с методами и алгоритмами, рассмотренными 
во второй части статьи.

Агент системы планирования реализует ав-
тономное планирование операций наблюдения 
и перераспределение заявок в соответствии 
со схемой планирования и информационного 
взаимодействия, рассмотренной в третьей ча-
сти статьи. Автономное планирование выпол-
няется с учетом прогноза изменения уровня 
заряда аккумуляторной батареи.

Агенты принимающих и передающих 
устройств имитируют, соответственно, при-
ем и передачу сообщений и данных. Агент 
устройства наблюдения имитирует выполне-
ние запланированных съемок целевых райо-
нов. Агент аккумуляторной батареи имитирует 
изменение текущего уровня заряда по мере вы-
полнения запланированных операций.

План контактов и интервалы времени, ког-
да спутники будут находиться на солнечной 
стороне орбиты, и будет происходить заряд их 
аккумуляторных батарей, рассчитываются на 
основе моделирования полета спутников до 
начала эксперимента.

Агентно-ориентированное построение моде-
ли спутника включает описание схемы обмена 
данными между агентами. Например, агенты 
физических устройств, имитирующих выпол-
нение соответствующих типов операций, до на-
чала операции запрашивают агента аккумуля-
торной батареи о достаточности уровня заряда 
для выполнения операции и информируют его 
после выполнения операции для пересчета зна-
чения текущего уровня заряда.

5. Результаты экспериментов

Как уже отмечалось во второй части статьи, 
целью экспериментов было получение оценок 
влияния пропускной способности каналов 
связи между спутниками на эффективность 
функционирования группировки спутников 
в целом. С этой целью в ходе экспериментов 
наряду с введенными во второй части статьи 
показателями V A(t*) и V B(t*) рассматривались 
следующие параметры: X — интенсивность по-
тока заявок; V C(t) — суммарный объем дан-
ных, который находится у спутников группи-
ровки на момент времени t.

Интенсивность потока заявок X определяет-
ся в виде соотношения

 X = (V B(t*) – VB(t))/(V A(t*) – V A(t)).

Для наглядного пояснения на рис. 1 (см. 
вторую сторону обложки) приведены приме-
ры графиков рассматриваемых показателей на 
двенадцатичасовом интервале времени моде-

лирования с 19.12 до 7.12 утра следующего дня. 
По оси ординат дан объем данных нарастаю-
щим итогом в мегабитах:

— потенциал — максимальный объем дан-
ных, который может быть передан;

— заявки — объем данных, ожидаемых по-
сле выполнения заявок;

— в сети — объем данных, находящихся на 
спутниках группировки;

— передано — объем переданных данных;
— съемки — объем данных, полученных в 

результате выполнения заявок.
На рис. 1 введенным показателям соответ-

ствуют следующие наименования:V  A — "По-
тенциал", V  B — "Заявки", V  C— "В сети". В дан-
ном случае рассматривается пример, в котором 
интенсивность потока заявок оценивается как 
100 %. На рис. 1 также отображены графики 
двух дополнительных параметров:
 � V  D — "Съемки";
 � V  E — "Передано".

Эти дополнительные параметры являются 
исходными для расчета графика изменений 
значений показателя V  C:

 V  C(t) = V D(t) – V E(t).

Параметр V  C(t) используется с двоякой це-
лью. С одной стороны, динамика изменения его 
значений во времени является относительной 
интегральной оценкой возникновения заторов 
в узлах сети. Чем больше заторов будет возни-
кать в узлах сети, тем больше времени данные 
будут находиться в узлах сети, и тем больше бу-
дет значение этого параметра. С другой сторо-
ны, он позволяет выявлять порог интенсивно-
сти потока заявок, после которого сеть перестает 
справляться с передачей текущего трафика. По-
казателем этого является тренд роста значений 
этого параметра. Следует также отметить, что 
существует предельный порог значений этого 
параметра VC: суммарный объем памяти спут-
ников. Состояние DTN-сети, при котором зна-
чение данного параметра приближается к пре-
дельному порогу, называется "остановом сети".

При проведении экспериментов были рас-
смотрены одна наземная станция и группиров-
ка из 16 спутников, имеющая орбитальное по-
строение Walker-delta, заимствованное из работы 
[30]. Полагалось, что спутники обладают одним 
приемопередающим устройством, обеспечиваю-
щим передачу сигналов на расстояние до 10 000 
км. Описание рассчитанного в этом случае пла-
на контактов можно найти в работе [33].

В экспериментах рассматривали скорости 
передачи данных 300 и 600 Мбит/с и 25 рай-
онов наблюдения. Объем получаемых данных 
при выполнении каждой съемки полагался рав-
ным 2 Гбайт. Потоки заявок с интенсивностью 
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100 % моделировались следующим образом.
В случае скорости 300 Мбит/с заявки на съемку 
каждого из 25 районов наблюдения генерирова-
лись через каждый час, в случае 600 Мбит/с — 
через каждые 30 мин. Для моделирования по-
токов заявок с интенсивностью менее 100 % 
генерировались заявки на съемку меньшего 
числа районов наблюдения.

На рис. 2 и 3 приведены соответственно 
тренды изменения значений параметра VC и 
число заторов, возникающих в сети, при раз-
личных интенсивностях потока заявок.

В ходе экспериментов была выявлена ожида-
емая пропорциональная зависимость. Чем выше 
интенсивность потока заявок, тем выше ско-
рость роста (тренда) показателя V C. Поэтому на
рис. 2 приведены тренды роста показателя V C

при двух значениях интенсивности потока, до-
статочных для выявления порога, после которого 
сеть перестает справляться с передачей текущего 
трафика. При скорости 300 Мбит/с порог возни-
кает на уровне 60...64 % интенсивности потока, 
при скорости 600 Мбит/с — на уровне 56...60 %.

С учетом выявленных допустимых порогов 
интенсивности потоков заявок производитель-

ность космической си-
стемы — объем данных, 
доставляемых на Землю 
в течении часа, — можно 
оценить с помощью фор-
мулы

V = vOna,

где vO — средний объем 
данных, получаемых при 
съемке; n — число заявок, 
генерируемых в течении 
часа; a — допустимый по-
рог интенсивности пото-
ка заявок. В соответствии 
с этим в рамках условий 
экспериментов произво-
дительность в случаях 
скорости передачи данных 
300 и 600 Мбит/с оцени-
вается соответственно как 
30 и 60 Гбайт в час, или 
720 и 1440 Гбайт в сутки.

Оценки оперативности 
выполнения заявок при-
ведены на рис. 4. В каче-
стве оценки оперативно-
сти рассматривается сред-
нее время выполнения 
всех заявок.

Из рис. 4 видно, что 
в случае потока с интен-
сивностью ниже выявлен-
ного порога сеть обеспе-
чивает квазиоптимальное 
выполнение заявок. При 
возрастании интенсивно-
сти потока свыше этого 
порога оперативность вы-
полнения заявок начинает 
заметно деградировать.

Возможности имитаци-
онной модели также по-
зволяют исследовать про-
чие факторы, представля-

Рис. 2. Скорость нарастания объемов данных в сети (у спутников):
а — 300 Мбит/с; б — 600 Мбит/с
Fig. 2. Rate of data volume growth in the network (for satellites):
а — 300 Mbit/s; б — 600 Mbit/s

Рис. 3. Оценка числа заторов в сети:
а — 300 Мбит/с; б — 600 Мбит/с
Fig. 3. Estimation of congestion number in the network:
а — 300 Mbit/s; б — 600 Mbit/s

Рис. 4. Оценка оперативности выполнения заявок:
а — 300 Мбит/с; б — 600 Мбит/с
Fig. 4. Assessment of requests execution efficiency:
а — 300 Mbit/s; б — 600 Mbit/s
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ющие интерес для анализа сети. В частности, 
на рис. 5 (см. вторую сторону обложки) приве-
дены оценки использования пропускной спо-
собности каналов связи "группировка спутни-
ков—Земля".

В данном случае оценки получены при 
100%-ной интенсивности потока заявок и ско-
рости передачи данных 300 Мбит/с. Однако 
данный пример является типовым. В общем 
случае пропускная способность этих каналов 
связи используется, как правило, не более, чем 
на 75...80 %, что частично является следствием 
возникновения заторов при передаче данных 
в межспутниковых каналах связи.

Заключение

Как было отмечено во введении, обосно-
вание целесообразности использования груп-
пировок малых спутников в перспективе раз-
вития космической деятельности в настоящее 
время является крайне актуальным направ-
лением исследований. Предложенную в дан-
ной статье методику и ее дальнейшее развитие 
можно рассматривать в качестве возможного 
подхода для конструктивного изучения част-
ных вопросов в рамках данной проблемы.

В случае группировок в отличии от оди-
ночных спутников возникает новый объект 
управления, который требует разработки новых 
принципов и подходов к разработке системы 
управления. Принципиально новым в объекте 
управления является межспутниковая связь, 
которая может использоваться для реализации 
информационного взаимодействия как между 
спутниками, так и между группировкой спут-
ников и объектами наземной инфраструктуры. 
Предлагаемая методика позволяет оценивать 
эффективность функционирования группи-
ровки спутников и космической системы в це-
лом в зависимости от пропускной возможности 
сети в случае, когда орбитальное построение 
группировки влечет формирование сети связи 
класса DTN.

Основой предлагаемой методики является 
имитационная модель функционирования кос-
мической системы, в которой можно задавать 
такие входные параметры, как количественный 
состав и варианты орбитального построения 
группировки, количественный состав и геогра-
фическое расположение объектов наземной ин-
фраструктуры, скорость передачи данных в ка-
налах связи, дальность распространение радио-
сигналов, число каналов связи, которое может 
устанавливать приемопередающее устройство. 
Развитие методики, главным образом, предпо-
лагает дальнейшее развитие этой имитацион-

ной модели и описание в ней технических пара-
метров и логики функционирования существу-
ющих и/или разрабатываемых перспективных 
устройств и систем, которые могут рассматри-
ваться в качестве конструктивных элементов 
спутников. Получаемые в результате имитаци-
онного моделирования оценки эффективности 
функционирования группировки спутников 
можно будет рассматривать в качестве показа-
телей для решения вопроса о том, использова-
ние каких спутников — малых или сверхма-
лых — представляется более целесообразным и 
обоснованным.
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Abstract

The use of low-orbit constellation of small or super-small satellites for solving problems of remote sensing of the Earth 
is a promising direction for the development of space activities. The implementation of this perspective requires the study 
of a wide range of fundamentally new tasks, one of which is the development of control systems for such constellations. A 
fundamentally new aspect in the content of this task is the possibility of using communication between satellites and the 
communication network of the space system as a whole. At the same time, the choice of approach to the development of the 
control system depends on the mode in which information exchange can take place, in real time or with time delays. The 
article discusses various options for the orbital construction of satellite groupings that determine the modes of information 
exchange. The object of research is a space system in which information exchange can occur with time delays. The aim of 
the research is to develop a methodology for assessing the impact of the communication network bandwidth on the efficiency 
of the space system. Efficiency indicators are the time of request execution and the performance of the space system — the 
data volumedelivered by a satellite constellation to the Earth over a certain period. The basis of the methodology is a simu-
lation model that simulates the operation of satellites and ground infrastructure objects, the use of the developed prototype 
of the control system and the corresponding information exchange in the communication network.
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