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СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ,
УПРАВЛЕНИЕ И ОБРАБОТКА ИНФОРМАЦИИ

Предложен подход к анализу структурной идентифицируемости нелинейных динамических систем в условиях не-
определенности. Показано, что структурная идентифицируемость нелинейной системы возможна только в случае 
выполнения условия S-синхронизации. Рассмотрены условия, при которых можно получить модель для выделения 
нелинейной части системы. Предложен способ получения множества, содержащего информацию о нелинейной части 
системы. Введен класс геометрических структур, которые отражают состояние нелинейной части системы. Гео-
метрические структуры определены на указанном множестве. Приведены условия структурной неразличимости гео-
метрических структур на множестве S-синхронизирующих входов. Рассмотрены условия локальной идентифицируе-
мости нелинейной части. Показано, что не S-синхронизирующий вход дает незначимую геометрическую структуру, 
что ведет к структурной неидентифицируемости нелинейной части системы. Описан способ оценки структурной 
идентифицируемости нелинейной части. Приведены условия параметрической идентифицируемости линейной ча-
сти системы. Показано, что структурная идентифицируемость является основой для структурной идентификации 
системы. Предложен метод иерархического погружения для оценки структурных параметров нелинейной системы. 
Показан пример его применения.

Ключевые слова: структура, нелинейная динамическая система, структурная идентифицируемость, S-син хро-
ни зи руемость, иерархическое погружение, структурная идентификация, гистерезис Бука—Вена

УДК 681.5.015 DOI: 10.17587/mau.21.323-336

Н. Н. Карабутов, д-р техн. наук, проф., kn22@yandex.ru,
МИРЭА (Российский технологический университет), г. Москва,

Московская государственная акдемия водного транспорта

S-синхронизация, структурная идентифицируемость
и идентификация нелинейных динамических систем

Ставится задача: определить условия, при 
каких можно идентифицировать систему на 
основе множества

 = = < ∞{ , 0, , }.o nI y n N N  (2)

Условие n-идентифицируемости сводится к 
тому, чтобы матрица 2 1

0 0 0 0[ ... ]mX AX A X A X−  
была невырожденной. Приведены условия 
1-иден тифицируемости. В работе [2] рассмо-
трен случай идентифицируемости, когда поря-
док динамической системы меньше m.

Из вышесказанного следует, что оценка 
идентифицируемости системы (1) выполняется 
в параметрическом пространстве. Назовем ее 
IP-идентифицируемостью (IPI). Исследованию 
IPI посвящено множество публикаций. В них 
в отличие от подхода, изложенного в работе 
[2], результаты идентифицируемости пытаются 
представить в виде, принятом в задачах пара-
метрического оценивания. В работе [4] введе-
но понятие структурной идентифицируемости. 

Введение

Проблема идентификации динамических 
систем, несмотря на множество полученных 
результатов, продолжает оставаться одной из 
актуальных областей исследования. Получены 
основополагающие результаты по параметри-
ческой идентификации систем. Наряду с этим 
выполнялись исследования по оценке иден-
тифицируемости динамических систем. Под-
ход к оценке идентифицируемости основан 
на идеях Р. Калмана [1]. Дальнейшее развитие 
этих идей дано в работах [2, 3]. Р. Ли [2] дает 
определение идентифицируемости.

Рассматривается система

 
+ =

=
1

т

,

,

n n

n n

X AX

y C X
 (1)

где Xn ∈ Rm — состояние системы; A ∈ RmЅm,
yn ∈ R — выход системы; n = Jn = [0, N] — дис-
кретное время.
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Показано, что локальная идентифицируемость 
является необходимым условием глобальной 
идентифицируемости. Параметр, который яв-
ляется структурно локально идентифициру-
емым, но не является структурно глобально 
идентифицируемым, называется структурно 
глобально неидентифицируемым. Параметр, 
который не является структурно локально 
идентифицируемым, называется структурно 
локально неидентифицируемым. Для проверки 
структурной идентифицируемости могут при-
меняться различные подходы и методы [5, 6]. 
В работе [7] введено понятие локальной пара-
метрической идентифицируемости и дано его 
теоретическое обоснование. Рассматривается 
система, описываемая системой дифференци-
альных уравнений

 = =�
0 0( , , ), ( ) ,X F t X P X t X  (3)

где Xn ∈ Rm — состояние системы; P ∈ Rm — 
вектор параметров; F(•) — нелинейная вектор-
функция.

Замечание 1. В большинстве работ, посвя-
щенных рассматриваемой проблеме и доступ-
ных автору, речь не идет об оценке структуры 
системы в общепринятом в теории идентифи-
кации смысле. Поэтому понятие структурной 
идентифицируемости не отражает суть рассма-
триваемой проблемы. Но так как эта термино-
логия активно применяется в задачах оценки 
идентифицируемости, то в этом разделе будем 
придерживаться этой терминологии, чтобы 
продолжить анализ полученных результатов.

Другие подходы к оценке структурной иден-
тифицируемости рассмотрены в работах [8—10].

Много работ посвящены IP-иден ти фи ци-
руе мости нелинейных систем (см. например, 
[9—12]). В работе [10] для исследования иден-
тифицируемости применяется подход, основан-
ный на анализе чувствительности системы по 
выходу. Показана эффективность данного под-
хода при исследовании идентифицируемости 
комбинации параметров системы. В работе [9] 
получены локальные условия параметрической 
идентифицируемости при различных вариан-
тах измерения экспериментальных данных. 
Критический анализ подходов, применяемых 
для оценки идентифицируемости биологиче-
ских моделей, дан в статье [11]. Рассмотрены 
модели оценки идентифицируемости нелиней-
ных систем на основе разложения в ряд Тей-
лора, таблиц идентифицируемости и алгебры 

дифференциалов. Вопросам исследования прак-
тической идентифицируемости посвящена рабо-
та [12]. Дано применение предлагаемого подхода 
к задачам биологии. Эти же вопросы рассмат-
риваются в статьях [13, 14].

В работе [15] рассмотрены вопросы иденти-
фицируемости модели, описываемой системой 
одновременных уравнений

 + Γ = ,n n nBY X U  (4)

где B    ∈    RmЅm — невырожд енная матрица;
Xn ∈ Rk — экзогенный вектор (внешних) пере-
менных; Γ ∈ R mЅk; Un ∈ R m — вектор внеш-
них случайных возмущений; Yn ∈ R m — вектор 
эндогенных переменных. Известны априорная 
информация о внешних и внутренних пере-
менных, случайном характере Un, ограничения 
на коэффициенты и правило нормализации 
переменных. Введены понятия наблюдаемо 
эквивалентных структур; параметра, иденти-
фицируемого на структуре; идентифицируе-
мой структуры. Рассмотрены различные слу-
чаи задания априорной информации о струк-
туре и получены условия идентифицируемости 
в виде ранга матрицы, зависящей от перемен-
ных системы (3).

Замечание 2. Несмотря на то, что система (4) 
относится к классу статических, ее иденти-
фикация представляет определенный интерес 
в плане постановки задачи. Здесь также фи-
гурирует понятие "структура". В рамках даль-
нейшего изложения будет полезно сравнить 
существующие трактовки и постановки задач 
структурной идентифицируемости.

В работе [16] введено понятие идентифици-
руемости и гладкой идентифицируемости для 
нелинейных систем. Показана связь между 
ними. В работе [17] установлена связь между 
идентифицируемостью и наблюдаемостью не-
линейных биологических систем. Вопросы 
структурной идентифицируемости систем вре-
менных рядов, описываемых нелинейными ре-
гресионными и авторегрессионными уравне-
ниями, рассмотрены в работе [18]. В статье [19] 
для нелинейных процессов в биологии сделана 
попытка оценки совместной наблюдаемости, 
управляемости и достижимости системы.

Итак, проведенный анализ показывает, что 
под идентифицируемостью модели понимают 
возможность оценки ее параметров. Предлага-
емые методы основаны на оценке невырожден-
ности информационной матрицы. Аналогичные 
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результаты получены в теории параметрическо-
го оценивания, и условие невырожденности 
(полноты ранга) матрицы представлено в легко 
проверяемом условии предельной невырожден-
ности входа и выхода системы. Как правило, 
структура модели задается априори, и поэтому 
не всегда понятно, какой смысл вкладывается 
в понятие структурной локальной идентифици-
руемости. Понятие структуры широко эксплу-
атируется в задачах оценки идентифицируемо-
сти. Идентифицируемость нелинейной систе-
мы также сводится к задаче параметрической 
идентифицируемости на основе применения 
различных методов линеаризации модели по 
параметрам. Эта обширная область исследова-
ний не охватывает задачи структурной иденти-
фицируемости нелинейных динамических си-
стем в следующем смысле: можно ли в условиях 
неопределенности принять решение об оценке 
структуры (формы, зависимости) нелинейной 
части системы. Задача в таком виде не стави-
лась. В таком разрезе рассматриваются именно 
структурные аспекты идентифицируемости си-
стемы. Кроме того, не рассматривался вопрос: 
какой вход, даже обладающий свойством пре-
дельной невырожденности (постоянства воз-
буждения), позволяет обеспечить структурную 
идентифицируемость системы в указанном 
выше смысле. Данная постановка впервые была 
предложена в работе [20].

В данной работе рассматривается задача 
структурной идентифицируемости нелинейной 
системы. Следует заметить, что сама по себе это 
очень сложная проблема, так как до настоящего 
времени не разработаны методы формализации 
структуры системы. Понятие структурной иден-
тифицируемости (h-идентифицируемости) было 
введено в работе [20]. В отличие от изложенных 
выше методов предлагаемый подход направлен 
на решение задачи оценки структуры нелиней-
ной части динамической системы. Он основан 
на анализе специального класса структур, отра-
жающих состояние нелинейной части системы. 
Ниже дается изложение и обобщение результа-
тов, полученных в работах [21, 22].

Постановка задачи

Рассмотрим систему

 ϕ= + ϕ +

=

�

т

( ) ,

,

uX AX B y B u

y C X
 (5)

где u ∈ R, y ∈ R — вход и выход системы;
A ∈ R qЅq, Bu ∈ R q, Bϕ ∈ R q, C ∈ R q — матрицы 
соответствующих размерностей; ϕ(y) — неко-
торая скалярная нелинейная функция. Мат-
рица A является гурвицевой. Далее полагаем, 
что Bϕ = Bu = I = [0, 0, ..., 0,1]т, C = [1, 0, ..., 0]т.

Относительно структуры функции χ = ϕ(y) 
могут делаться различные предположения. 
Они определяются уровнем априорной инфор-
мации. При наличии априорной информации 
могут применяться методы, основанные на про-
цедурах линеаризации [23]. При исследовании 
абсолютной устойчивости нелинейных систем 
относительно χ = ϕ(y) полагают, что [24]

 ϕχ ∈ = ϕ ξ ξ ξ ξ ≠ ϕ =2{ ( ) , 0, (0) 0},lF  (6)

где ξ ∈ R — вход нелинейного элемента. ξ яв-
ляется линейной комбинацией переменных со-
стояния. Дальнейшим обобщением условия (6)
является секторное условие, задающее область, 
которой принадлежит нелинейная функция:

 ϕχ ∈ = γ ξ ϕ ξ ξ γ ξ ξ ≠

ϕ = γ γ < ∞

2 2
1 2

1 2

{ ( ) , 0,

(0) 0, 0, }.

m m

l

F
. (7)

Часто нелинейная часть системы (5) может 
описываться статическими зависимостями. 
Поэтому далее рассматривается случай систе-
мы (5) с ϕ(y), описываемой статическим (ал-
гебраическим) уравнением. Будем считать, что 
функция ϕ(y) является гладкой.

Пусть для системы (5) известно информаци-
онное множество

 = ∈ = 0I { ( ), ( ), [ , ]}.o ku t y t t J t t  (8)

Задача: на основе анализа и обработки Io оце-
нить структурную идентифицируемость (СИ) и 
структуру нелинейной части системы (5).

В силу отмеченных во введении причин при-
менение параметрических методов идентифи-
кации в условиях неопределенности не позво-
ляет подойти к решению задачи СИ. Поэтому 
воспользуемся подходом к структурной иден-
тификации, предложенным в работе [22]. Он 
основан на переходе в специальное структур-
ное пространство и построении структур Sey, 
отражающих свойства нелинейной части (5). 
Анализ Sey напрямую связан с решением зада-
чи структурной идентифицируемости системы. 
Чтобы отличить излагаемый далее подход от 
IP-идентифицируемости, ниже будут исполь-
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зоваться термин h-идентифицируемости (HI). 
Изложим метод построения Sey-структуры.

Метод построения Sey-структуры

Построение Sey-структуры требует предвари-
тельного формирования множества IN, g, содер-
жащего информацию о функции ϕ(y). Изложим 
способ получения IN, g, следуя работе [25].

Множество для формирования Sey-структуры

Применим к y(t) операцию дифференциро-
вания и обозначим полученную переменную x1. 
Учет x1 приводит к расширению информаци-
онного множества Io:Ient = {Io, x1}.

Замечание 3. Если переменные u, y измеря-
ются с ошибкой, то к u, y следует применить 
процедуру фильтрации или сглаживания.

Выделим подмножество Ig ⊂ Ient, соответству-
ющее частному решению системы (5) (устано-
вившемуся состоянию). Множество Ig = Ient\Itr 
не содержит данные Itr о переходном процессе 
в системе. Применим математическую модель

 � = т т
1( ) [1 ( ) ( )] ,
lx t H u t y t  (9)

для выделения линейной составляющей в x1. Пе-
ременная x1 определена на интервале Jg = J\Jtr. 
Здесь H ∈ R3 — вектор параметров модели.

Определим вектор H как решение задачи

 
�= −

→
11

min ( )| ,l opte xxH
Q e H  

где Q(e) = 0,5e2.
Найдем прогноз для переменной x1 на осно-

ве модели (9) ∀t ∈ Ig и сформируем ошибку 
�= −1 1( ) ( ) ( ).

lxe t t x t  e(t) зависит от нелинейности 
ϕ(y) в системе (5). Итак, получено множество 
IN, g = {y(t), e(t) t ∈ Jg}. Далее будем применять 
обозначение y(t), полагая, что y(t) ∈ IN, g.

Замечание 4. Выбор структуры модели (9) 
является одним из этапов структурной иден-
тификации системы (5). Результаты моделиро-
вания показывают, что модель (9) применима 
в системах идентификации объектов со стати-
ческими нелинейностями. Решение задачи вы-
бора структуры модели (9) для более сложного 
класса нелинейностей дано в работе [21].

Структуры Sey, Sek

Анализ свойств системы (5) на основе фа-
зового портрета S, описываемого функцией

Γ:{y} → {y′}, в условиях неопределенности не 
всегда позволяет сделать заключение о не-
линейных свойствах системы. Поэтому вос-
пользуемся множеством IN, g и перейдем в про-
странство Pye = (y, e), которое будем называть 
структурным.

Рассмотрим функцию ∀t ∈ Jg, которая на 
плоскости (y, e) описывает изменение струк-
туры Sey. Так как IN, g содержит информацию 
о ϕ(y), то Sey будет в обобщенном виде описы-
вать изменение нелинейной функции. Чтобы 
получить представление о ϕ(y), вход системы 
(5) должен удовлетворять определенным усло-
виям. Он должен обладать свойством постоян-
ства возбуждения (предельной невырожденно-
сти). Такой вход позволяет получить замкну-
тую структуру Sey. В некоторых случаях может 
применяться также структура Sek, которая опи-
сывается функцией Γek:{ks} → {e}, где ks(t) ∈ R — 
коэффициент структурности [21]:

 =
( )

( ) .
( )s

e t
k t

y t
 

В результате применения модели (9) система 
(5) может быть представлена в виде

 

( )

т

1

,
:

,

: , ,

y
X AX I

S
y C X
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⎨

=⎪⎩
=

�� �

��  (10)

где ∈� qX R  — переменная, описывающая общее 
решение системы (5); ζ ∈ R — ограниченное 
возмущение, возникающее в результате приме-
нения процедуры определения переменной e.

Рассмотрим проблему идентифицируемости 
систем Sy, Sϕ.

О необходимости оценки 
h-идентифицируемости нелинейной системы

Из введения следует, что основное внимание 
при исследовании идентифицируемости систем 
уделено вопросам IP-идентифицируемости. 
Как показывают результаты моделирования 
[20], сведение проблемы СИ нелинейных си-
стем к IP-идентифицируемости не всегда 
оправдано. Такой подход справедлив только 
в условиях априорной определенности. Часто 
для системы априорная информация может от-
сутствовать или быть неполной. Поэтому при-
менение различных процедур аппроксимации 
нелинейности может привести к неадекватно-
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му учету свойств системы. Это может вызвать 
сложности, которые отмечены в работе [28]. 
Поэтому вопрос структурной идентифициру-
емости требует детального изучения. В даль-
нейшем данную проблему будем трактовать 
как h-идентифицируемость.

h-идентифицируемость и S-синхронизирумость

Замечания, сделанные в разделе "Метод 
построения Sey-структуры", показывают, что 
подходы, применяемые для оценки IP-иден-
ти фи цируемости, являются неприменимыми 
в случае оценки h-идентифицируемости. Ниже 
излагается подход к оценке HI, предложенный 
в работе [25].

Система Sϕ

Рассмотрим систему Sϕ и свойства IN, g, позво-
ляющие решить задачу структурной идентифика-
ции, а следовательно, и h-иден ти фи цируемости. 
Анализ IN, g позволяет определить важные свой-
ства информационного множества Io.

Пусть выполняются следующие условия.
В1. Исходное множество Io дает решение за-

дачи параметрической идентификации модели 
(5). Это значит, что вход u(t) является предель-
но невырожденным на интервале J.

В2. Вход u(t) обеспечивает получение ин-
формативной структуры Sey(IN, g). Это означает, 
что анализ Sey дает решение задачи оценки не-
линейных свойств системы (5).

Определение 1. Вход u(t) будем называть 
представительным, если он удовлетворяет ус-
ловиям В1, В2.

Пусть структура Sey является замкнутой, и 
ее площадь не равна нулю. Обозначим высоту 
Sey через h(Sey), где высота понимается как рас-
стояние между двумя точками противополож-
ных сторон структуры Sey.

Теорема 1 [25]. Пусть: 1) линейная часть си-
стемы (5) является устойчивой, а нелинейность 
ϕ(•) удовлетворяет условию (7); 2) вход u(t) яв-
ляется ограниченным, кусочно-непрерывным и 
предельно невырожденным; 3) существует такое
δS > 0, что h(Sey) l δS. Тогда структура Sey явля-
ется идентифицируемой на множестве IN, g.

Определение 2. Структуру Sey, имеющая 
указанные свойства, называется h-иден ти фи-
ци руемой.

Предположим, что Sey является h-иден ти фи-
ци руемой.

Особенности понятия h-иден ти фи ци руе мо-
сти отмечены в работе [20].

Следует отметить, что может существовать 
"плохой" вход, который удовлетворяет усло-
вию предельной невырожденности. Такой вход 
может давать так называемую незначимую
Sey-структуру (NSey-структура). Но при этом
NSey-структура может быть h-иден ти фи ци руе-
мой. Идентификация нелинейности в услови-
ях неопределенности на основе анализа NSey-
структуры может давать результаты, нетипич-
ные для исследуемой системы.

Приведем условия существования NSey-
струк туры. Рассмотрим класс нелинейных 
функций, к которым применима операция го-
мотетии. Гомотетия [26] представляет собой 
метод получения одной части геометрической 
фигуры из другой на основе ее поворота и рас-
тяжения около определенной точки на плоско-
сти (y, e). Этот подход применим для нелиней-
ностей, симметричных относительно некото-
рой точки или прямой.

Пусть = ∪ ,
ey ey

l r
ey S SS F F  где ,

ey ey

l r
S SF F  — ле-

вый и правый фрагменты Sey. Определим для 
,

ey ey

l r
S SF F  секущие

 γ = γ =, ,r r l l
S Sa y a y  (11)

где al, ar — числа, определяемые с помощью 
метода наименьших квадратов (МНК).

Теорема 2 [21]. Пусть: 1) структура Sey яв-
ляется h-идентифицируе мой и имеет вид 

= ∪
ey ey

l r
ey F FS SS , где ,

ey ey

l r
S SF F  — левый и правый 

фрагменты Sey; 2) секущие для ,
ey ey

l r
S SF F  описы-

ваются уравнениями (11). Тогда Sey является 
NSey-структурой, если

 − > δ|| | | || ,l r
ha a  (12)

где δh > 0 — некоторое заданное число.
Замечание 5. Теорема 2 может быть доказа-

на на основе гомотетии множеств [26]. Она ос-
нована на оценке близости множеств , .

ey ey

l r
S SF F  

Подход, основанный на методе секущих, явля-
ется более простым в реализации.

Замечание 6. NSey-структуры характерны 
для систем с многозначными нелинейностями. 
Часто они являются результатом неадекватно-
го применения входных воздействий.

Рассмотрим структуру Sey. Введем обозначе-
ния: Dy = dom(Sey) — область определения Sey, 

= = −( ) max ( ) min ( )y y y
t t

D D y t y tD  — диаметр Dy. 
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Пусть u(t) ∈ U, где U — допустимое множество 
входов для системы (5). Множество U содер-
жит представительные входы.

Определение 3. Вход u(t) ∈ US ⊆ U будем на-
зывать S-синхронизирующим систему (5), если 
на множестве {y(t), t ∈ J} область определения Dy 
структуры Sey имеет максимальный диаметр Dy.

Рассмотрим эталонную структуру ref
eyS , 

под которой понимаем структуру Sey, позво-
ляющую отразить все свойства функции ϕ(y). 
Обозначим диаметр ( )ref

y eyD S  через .ref
yD  ref

yD  
существует для системы (5), для которой вход 
является S-синхронизирующим.

Из определений 2, 3 следует, что если 
≅ ,ref

ey eyS S  то − ε ,ref
y y yD D m  где εy l 0 , ≅ — 

знак близости. Элементы подмножества US об-
ладают свойством

 ∈ − ε
SU| ( ( ( ) )) | .ref

y ey u y yD u t D mS  (13)

Синхронизацию u(t) ∈ U будем понимать 
как выбор такого входа uh(t) ∈ U, который по-
зволяет отразить все особенности Sey, харак-
терные для ϕ(y). Это возможно только в слу-
чае, когда u(t) обеспечивает max .

h
y

u
D  В отличие 

от понятия синхронизации, принятого в тео-
рии колебаний, здесь выбор свойств входа на-
правлен на возможность получения структуры 
Sey ≠ NSey. Так как такой подбор uh(t) ∈ U можно 
трактовать как синхронизацию между струк-
турами модели и системы, то выполнение ус-
ловия =, max

h
h y y

u
Dd  приводит к h-иден ти фи-

ци руе мости системы. Условие h-иден ти фи ци-
руе мо сти принимает вид

 ∈ − ε
SU ,( ( ( ) )) ,y ey u h y yD u t mS d  (14)

а

 ∈ − > ε
SU\U ,( ( ( ) ))y ey u h y yD u tS d  (15)

есть условие появления NSey.
Итак, представлено два критерия (12) и (15) 

существования незначимой структуры Sey. 
В этом случае структура системы Sϕ, а следо-
вательно, и системы (5) является структурно 
неидентифицируемой.

Пусть вход uh(t) синхронизирует множество Dy. 
Если u(t) является S-синхронизирующим, то 
будем писать uh(t) ∈ S. Заметим, что для системы 
(5) существует конечное множество {uh(t)} ∈ S.
Выбор оптимального uh(t) зависит от dh, y и ус-
ловия (14). Обеспечение условия (14) является 

одной из предпосылок структурной идентифи-
цируемости системы (5).

Определение 4. Структуру Sey (систему (5)) 
будем называть структурно идентифицируе-
мой или δh

h -идентифицируемой, если Sey яв-
ляется h-иденти фицируемой и выполняются 
условия ||ar | – |ar || m δh и (13).

Из этого определения следует, что если си-
стема (5) δh

h -идентифициру ема, то структура 
Sey имеет максимальный диаметр области Dy.

Пусть структура S содержит m особенностей. 
Под особенностями функции ϕ(y) будем пони-
мать как потерю непрерывности на интерва-
ле I j

y  (множество, на котором изменяется i-е 
свойство), так и точки перегиба функции или 
экстремумы. Эти особенности являются при-
знаками нелинейности исследуемой функции.

Определение 5. Модель (9) будем называть 
SM-идентифицирующей, если структура Sey 
является δh

h -идентифицируемой.
Теорема 3 [22]. Пусть: 1) вход u(t) являет-

ся предельно невырожденным и обеспечивает 
S-синхронизацию системы (5); 2) фазовый пор-
трет S системы (5) содержит m особенностей; 
3) Sey-структура является δh

h -идентифицируе-
мой и содержит фрагменты, соответствующие 
особенностям фазового портрета S. Тогда мо-
дель (9) является SM-идентифицируемой.

Теорема 3 показывает, что если модель (9) 
не является SM-идентифици рующей, то необ-
ходимо менять структуру модели (9) или ин-
формационное множество для ее построения.

Рассмотрим структуру Sey. Обозначим cS — 
центр структуры Sey на множестве Jy = {y(t)}, 
а центр области Dy — .

yDс
Теорема 4. Пусть на множестве US синхрони-

зирующих входов u(t) системы (5): 1) существует 
такое ε m 0, что − ε;

yDс с mS  2) выполняется 
условие ||al| – |ar|| m δh, где a

l, ar — коэффици-
енты секущих (11). Тогда система (5) является

δh
h -идентифицируемой, а вход uh(t) ∈ S.

Доказательство теоремы 4. Рассмотрим 
вход uh(t) ∈ US. Так как выполняется условие
|al| – |ar || m δh, то структура Sey является симме-
тричной относительно точки cS на плоскости 
(y, e). Следовательно, диаметры областей опре-
деления фрагментов ,

ey ey

l r
S SF F  структуры Sey со-

впадают с точностью до некоторой величины 
eF l 0 на множестве {y(t)}, т. е.

 − ε( ) ( ) ,l l r r
S S S S

D D m FF F F F
D D  (16)
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где ,l r
S SF F

D D  — области определения , .
ey ey

l r
S SF F

Тогда центр структуры Sey равен 
yDс =  

0,5( , ).l r
S SF F

= D D  Так как + = ,l r
S S

yD D D
F F

 то

существует такое ε l 0, что − ε.
yDс с mS

Выполнение условий 1), 2) гарантирует, что
u(t) = uh(t) и =, max .

h
h y y

u
Dd  Следовательно, при 

uh(t) структура Sey будет содержать все особен-

ности, характерные для функции ϕ(y). Отсю-
да следует, что uh(t) ∈ S, а система (5) является

δh
h -идентифицируемой. �

Может существовать некоторое подмноже-
ство {uh, i(t)} ⊂ US ⊆ U (i l 1), элементы которого 
обладают свойством S-синхронизируемости. 
Каждому uh,  i(t) соответствует структура 
Sey, i(uh, i) с диаметром Dy, i области определения 
Dy, i. Так как uh, i(t) ∈ S, то диаметры Dy, i будут 
обладать свойством dh, Σ-оп тимальности. Пусть 
гипотетическая структура Sey (структура ref

eyS ) 
системы (5) имеет диаметр dh, Σ.

Определение 6. Структура Sey, i обладает свой-
ством dh, Σ-оптимальности на множестве Uh, 
если существует такое εΣ > 0, что |dh, Σ – Dy, i| m
m εΣ ∀ = 1,#Uhi  (здесь и далее # — мощность 
множества).

Определение 7. Если существует подмно-
жество входов {uh, i(t)} = Uh ⊂ U (i l 1), эле-
менты которого uh, i(t) ∈ S и соответствующие 
им структуры Sey, i(uh, i) обладают свойством 
dh, Σ-оп ти мальности, то структуры Sey, i(uh, i) яв-
ляются структурно неразличимыми на множе-
ствах {uh, i(t)}, Jy(u(t) = uh, i(t)).

Из определений 6, 7 следует, что в случае 
существования множества Uh оценку δh

h -
идентифицируемости можно получить по лю-
бому входу u(t) ⊂ Uh.

Определение 8. Структуры Sey, i(uh, i), обла-
дающие свойством dh, Σ-оп тимальности, будем 
называть локально структурно идентифициру-
емыми на множестве Uh.

Структуру Sey, i(uh, i), обладающую свойством 
dh, Σ-оптимальности, будем обозначать Σ

,ey iS ,
а локально структурно идентифицируемую 
структуру Sey, i(uh, i) — , .LSI

ey iS
Итак, из изложенного выше следует, что 

структура Sey является локально структурно 
идентифицируемой на множестве Uh ⊆ US, если

 ( ) Σ∃ ∈ ≅ → ≅S , что ( ) .LSI
h ey ey ey eyu S S S S  (17)

Замечание 7. Здесь рассматривается случай 
симметричных нелинейностей. Поэтому оста-
ются справедливыми сделанные выше замеча-

ния и условия существования NSey-структуры. 
Если нелинейная функция не обладает свой-
ством симметрии, то требуется дальнейшее 
исследование данной проблемы. Это связано 
с тем, что любая нелинейность имеет свои 
особенности и их учет возможен только при 
имеющейся априорной информации о системе.

Определение 9. Структуры Sey, i (uh ∉ US), не 
обладающие свойством dh, Σ-оптимальности, 
будем называть локально структурно неиден-
тифицируемыми на множестве Uh.

Замечание 8. Изложенный подход применим 
к нелинейной системе с динамическим зако-
ном изменения нелинейности, где требуется 
многоуровневый анализ идентифицируемости 
структур. Ниже на примере будет рассмотрен 
метод иерархического погружения [21].

Система Sy

Рассмотрим систему Sy, которая описыва-
ет почти общее решение системы (5). Понятие 
"почти общее" связано с наличием возмущения 
ζ ∈ R, которое появляется в результате при-
менения модели (9). Условия идентифицируе-
мости такой системы известны. Единственная 
особенность связана со свойствами ζ. Предпо-
лагаем, что u ∈ PEα, где PEα — свойство пре-
дельной невырожденности

 PEα : u
2(t) l α, 

справедливо для ∃α > 0 и ∀t l t0 на некотором 
интервале T > 0.

Так как модель (9) является SM-иден ти фи-
ци рующей, то αζ ∈ � ,PE  α >� 0. Матрица A явля-
ется гурвицевой, поэтому Reλi < 0.

Для получения условия идентифицируемо-
сти рассмотрим передаточную функцию Sy

 −= − ζт 1( ) ,qy C sI A I  (18)

где Iq ∈ R qЅq — единичная матрица, s = d/dt.
Пусть A ∈ R qЅq является матрицей Фробе-
ниуса с вектором параметров AS ∈ R q, AS =
= т

,1 ,2 ,[ , , ..., ] .s s s qa a a  Разделим левую и пра-

вую части (18) на полином 
−

=
= + μ∏

1

1
( ) ( ),

q

i
i

v s s  где

μi > 0. Тогда для y получим следующее иденти-
фикационное представление:

−

=

=

⎧ ⎫
= ζ − + ζ +⎨ ⎬+ μ⎩ ⎭

∑1
1 1

2

( )

1
( ) ( ) ( ( ) ( )) .

q

i i
i i

y s

s b s a y s b s a y s
s

 (19)
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Из соотношения (19) имеем следующее 
уравнение для y:

 ζ
=

ζ ζ

= − + + + ζ

= −μ + = −μ + ζ

∑�

� �

1 1
2
( ) ;

, .

g

i yi i i
i

yi i yi i i i

y a y a p b p b

p p y p p
 (20)

Введя вектор P = [y, py2, ..., pyq; ζ, pζ2, ..., pζq]
т,

получаем

 = = −� т т
1 2 1 2, [ , , ..., ; , , ..., ],q qy A P A a a a b b b  (21)

где ai и bi зависят от параметров системы Sy  .
Для (20) нетрудно получить представле-

ние в пространстве состояний. В отличие от 
представления Sy (10) здесь идет анализ в про-
странстве (ζ, y). Покажем глобальную иденти-
фицируемость (21). Рассмотрим систему

 � � � � � � � � �= = −
т т

1 2 1 2

.
, [ , , ..., ; , , ..., ].qqa a ay A P A b b b  (22)

Введем переменную �= −e y y  и из соотно-
шений (21) и (22) получим

 �= − + Δ� т
1 ,ae e A P  

где �Δ = − .A A A
Рассмотрим критерий V(e) = 0,5e2. Для �V  

получим

� �
�

= − + Δ − + Δ Δ� 2 т 2 т т1
1

1

1
.

2 2

a
aV e e A P e A PP A

a
m  (23)

Из условия (23) следует, что ΔA = 0, если 
вектор P(t) является предельно невырожден-
ным, т.е. P(t) ∈ PEσ. σ > 0.

Теорема 5. Система Sy является глобально 
идентифицируемой по выходу, если: 1) система 
Sϕ является S-синхронизируемой; 2) Sy является 
управляемой; 3) вектор P(t) является предель-
но невырожденным; 4) возмущение ζ является 
ограниченным и предельно невырожденным.

Доказательство теоремы 5 следует из выше 
изложенного.

Подход к оценке 
h

hd -идентифицируемости

Рассмотрим задачу построения интеграль-
ного показателя, который позволял бы на 
основе обработки множества IN, g принимать 
решение об δh

h -идентифицируемости систе-
мы (5). Он должен быть основан на анализе 
свойств структуры Sey.

В нелинейной динамике и теории фракта-
лов для оценки показателя размерности струк-
туры применяются подходы, основанные на 
принципе покрытия [27]. Предложены различ-
ные виды размерности. Одним из простейших 
показателей является топологическая размер-
ность. Она оценивает геометрию структуры и 
не всегда отражает ее внутренние особенно-
сти. Аттракторы и фракталы часто являются 
неоднородными. Такие неоднородные фрак-
тальные объекты называют мультифрактала-
ми [22]. Sey-структуры динамических систем 
с многозначными нелинейностями являются 
примером неоднородных структур.

Различные показатели покрытия (корреля-
ционная размерность, информационная раз-
мерность и т. п.) оценки размерности являются 
приближенными и трудоемкими [27]. Они не 
всегда дают оценку геометрического различия 
фрагментов структуры. Поэтому далее вводит-
ся интегральная характеристика структуры, 
которая представляет собой функцию распре-
деления переменной e на множестве {y(t)} [22]. 
Такой подход исключает различные априор-
ные предположения относительно покрытия 
структуры локальными объектами. Суть пред-
лагаемого подхода состоит в следующем.

Пусть для системы (5) получена структура Sey. 
Выполним фрагментацию = ∪ ,

ey ey

l r
ey S SS F F  где 

,
ey ey

l r
S SF F  — левая и правая части структуры Sey. 

Фрагменты ,
ey ey

l r
S SF F  описываются функциями 

el(y), er(y), где {el} ⊆ {e}, {er} ⊆ {e}. Построим для 
,

ey ey

l r
S SF F  частотные функции распределения 

(гистограммы) H  l, H  r. На основе H  l, H  r полу-
чим интегральные функции распределения IH  l, 
IH  r. Пусть { }= Δ =I , 1,i e i kH  — область опреде-
ления функций H  l, H  r. Область значений функ-
ций IH  l, IH  r представим в виде векторов

 
=

=

т
1 2

т
1 2

( ) [ , , ..., ] ;

( ) [ , , ..., ] .

l l l l
k

r r r r
k

L

R

IH IH IH IH

IH IH IH IH
 

Здесь k — исло карманов, заданных на IH; 
Δe — величина кармана по e. Применим модель

 � = ( )lHR a L IH  (24)

и с помощью МНК определим параметр aH.
Модель является адекватной, если параметр 

aH ∈ O(1), где O(1) — окрестность 1. Если ус-
ловие aH ∈ O(1) выполняется, то система (5) 
является δh

h -иден тифицируемой и Sey ≠ NSey. 
В противном случае структура Sey является 
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незначимой и, следовательно, структурно не-
идентифицируемой.

Утверждение 1 [22]. Пусть для системы 
(5): 1) получена структура Sey, которая имеет 
вид = ∪ ,

ey ey

l r
ey S SS F F  где ,

ey ey

l r
S SF F  — фрагменты 

структуры Sey, определенные на множестве 
{y(t)}; 2) для ,

ey ey

l r
S SF F  известны частотные H  l, 

H  r и интегральные IH  l, IH  r функции распре-
деления; 4) зависимость между R(IH  r)и L(IH  l) 
имеет вид (24). Тогда система (5) является δh

h -
иден тифицируемой, если aH ∈ O(1).

Определение 10. Если система (5) является 

δh
h -идентифицируемой, то структура Sey имеет 
размерность DHh = aH ∈ O(1).

Определение 10 показывает, что если u(t) ∈ S,
то размерность структурно идентифицируемой 
системы близка к 1. Такое значение DHh го-
ворит о том, что структура Sey не имеет слож-
ных участков, и фрагменты ,

ey ey

l r
S SF F  являются 

структурно идентичными или гомотетными. 
Если же DHh ∉ O(1), то это может быть при-
знаком NSey-структуры или системы с более 
сложной формой нелинейностью.

Результаты, полученные с помощью ут-
верждения 1, можно дополнить гистограмм-
ным анализом структуры Sey [21, 22].

Структурная идентификация нелинейных 
систем на основе иерархического погружения

Приведем постановку задачи структурной 
идентификации. Рассмотрим объект, описы-
ваемый уравнением

 
т

( ) ( , , ) ( );

( ) ( ) ( ),

X t F X A t Bu t

y t C X t t

= +

= + ξ

�
 (25)

где X ∈ Rm — вектор состояния; F : Rm Ѕ Rk Ѕ
Ѕ J → Rm — гладкая непрерывно дифференци-
руемая m-мерная вектор-функция; t ∈ J ⊂ R,
y ∈ R — выход объекта; u ∈ R — вход; A ∈ Rk — 
вектор параметров; B ∈ Rm, ξ ∈ R — кусочно-не-
прерывное ограниченное возмущение, C ∈ Rm.

Для системы (25) известна априорная ин-
формация

 I ( ,S ,G , , ) S G I I I ,X u
a S S S S a aX u ξ

αξ ⊂ ∪ ∪ ∪ ∪  (26)

которая представляет собой множество, содер-
жащее доступную информацию о структуре 
вектор-функции F ∈ SS, параметрах ( , ) GSA B ⊂ ,
а также о характеристиках входа Iu

a , выхода I y
a  

и возмущения ξI .a

Множество SS может содержать информа-
цию о классе операторов, описывающих ди-
намику системы (25), а также некоторые их 
структурные параметры AS. Мощность AS 
определяется уровнем Ia. Как правило, в зада-
чах идентификации формирование как SS, так 
и AS основано на опыте и интуиции исследо-
вателя. Учитывая неформализуемость SS в (26), 
мощность подмножеств SS, AS может быть за-
дана нечетко, а чаще всего является неопреде-
ленной. Это существенно усложняет процесс 
решения задачи структурной идентификации.

О системе (25) имеется экспериментальная 
информация

 = ∈ = 0I { ( ), ( ), [ , ]}.o ku t y t t J t t  (27)

Относительно возмущения (помехи) ξ могут 
делаться различные предположения. Суще-
ственно то, что ξ является ограниченным.

Рассмотрим оператор � ⋅ ∈( ) ,m
iF R  являю-

щийся претендентом на формирование струк-
туры вектор-функции F(X, A, t) в системе (25). 
Считаем, что оператор � ⋅ ∈( ) Si SF  и параметри-
зован с точностью до пары � � ∈ ⊂( , ) A Si i S SA B .
Для оценки качества выбранных кандидатов 
применим модель

 � � � � �= +
.
( ) ( , , ) ( ).X t F X A t Bu t  

Задача: на основе имеющейся априорной Ia 
и экспериментальной Io информации, приме-
няя метод параметрической идентификации, 
оценить структуру вектор-функции F в систе-
ме (25) таким образом, чтобы минимизировать 
мощность множества SS

 
�

= *arg min #S .S
F

F  (28)

Выполнение критерия (28) эквивалентно 
следующему условию:

 
� �

= * *

( ),

arg min # A ( , ).S
A B

A B  

Здесь не конкретизируется класс методов па-
раметрической идентификации, так как их вид 
зависит от элементов множества SS. Выбор кри-
терия идентификации #SS отражает нестандарт-
ность и сложность рассматриваемой задачи.

Из приведенной постановки задачи видно, 
что проблема структурной идентификации яв-
ляется сложной и не поддается формализации 
на уровне Ia. Немаловажное значение имеет 
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опыт и интуиция исследователя. Поэтому вме-
сто критерия (28) при решении прикладных 
задач часто используют интуитивные и эври-
стические подходы. Ниже излагается методика 
иерархического погружения (ИП) для реше-
ния задачи структурной идентификации. Рас-
сматривается пример конкретной нелинейной 
системы, так как в общем случае невозможно 
адекватно априори описать множества SS и AS.

Рассматривается система с гистерезисом 
Бука—Вена [29]

 
+ + = =

= α + − α

�� � ( , , ) ( ), ,

( , , ) ( ) (1 ) ( );

mx cx F x z t f t y x

F x z t kx t kdz t
 (29)

 −= − β − γ� � �� 1( | || | sign | | ),n nz d ax x z z x z  (30)

где m > 0 — масса; c > 0 — демпфирование;
F(x, z, t) — восстанавливающая сила; d > 0, n > 0,
k > 0, α ∈ (0, 1); f(t) — возбуждающая сила;
α, β, γ — некоторые числа. Далее систему (29), 
(30) будем обозначать SBW. Считаем, что из-
вестна информация Io, а данные о структуре 
системы SBW являются неполными. Необходи-
мо оценить структурные составляющие моде-
ли Бука—Вена (30). Далее полагаем, что n = 1,5, 
c = 2, m = 1, β = 0,5, α = 0,7, k = 0,6, d = a = 1. 
Возбуждающая сила f(t) = 2 – 2sin(0,15πt). Си-
стема SBW моделировалась с начальными усло-
виями: x(0) = 1, =�(0) 0,x  z(0) = 1.

Применяя подход, изложенный в разделе 
"Метод построения Sey-структур", получим 
структуру Sey и фазовый портрет S (рис. 1, 2).

Модель (9) имеет вид

 � = − +
.

0,199 0,471 .x x f  (31)

На рис. 2 представлен выход модели �e , ап-
проксимирующей e(t). Модель имеет вид

 γ = − =20,033 0,153, 0,983,ey eyy r  (32)

где γ = �ey e  — секущая структуру Sey; 
2
eyr  — ко-

эффициент детерминации. Если сравнить 
рис. 1, 2, то можно заметить, что области опре-
деления z и e совпадают. Из рис. 2 следует, что 
SBW-система является нелинейной.

Структурная идентифицируемость следу-
ет из теоремы 4 с δh = 0,002. SBW-система яв-
ляется S-синхронизирумой, а модель (31) — 
SM-иден тифици рующей. Центр структуры Sey
cS = –0,001. Секущие (11) имеют вид

 
− =

−

γ =

γ = =

2
,

2
,

0,0313 0,146 912,

0,032 0,

, 0,

,15 92 .0 6,

ye l

ye r

l
e

r
e

y r

y r
 (33)

Модели (33) структурно согласуются с (32). 
Эти результаты позволяют перейти к этапу 
оценки структурных составляющих модели 
Бука—Вена (МБВ) (30).

Найдем производную от e(t), применив опе-
рацию численного дифференцирования. Так 
как эта процедура чувствительна к ошибкам 
вычисления, то выполним сглаживание �( ).e t  
Обозначим полученную переменную через 
ε = �.e  Дальнейший анализ показал, что ε не 
зависит от x. Следовательно, ε может зависеть 
от �x  или z. Это был первый этап ИП.

Рис. 1. Фазовый портрет и выход модели (30)
Fig. 1. Phase portrait and output of model (30)

Рис. 2. Структура Sey

Fig. 2. Framework Sey
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Рассмотрим структуру ε ��xS , описываемую 
отображением �

�
ε

Γ → ε.
.

: ,
x

x  где �
.
x  — оценка 

производной �x  (второй этап ИП). Построим 
секущую γε для ε ��xS :

 �
�

�εε
γ ==. 2.

.
0,0324 , 0 86, .

x x
x r . (34)

Адекватность модели (34) отражает рис. 3. 
Рис. 3 и соотношение(34) подтверждают влия-
ние �x  на свойства гистерезиса (30).

Следующий этап ИП сводится к определе-
нию связи между переменными z с ε. В каче-
стве оценки z используем переменную e. 
В дальнейшем для нее будем использовать 

обозначение � =z e . Анализ показывает, что 
между �z  и ε отсутствует линейная связь. Сле-
довательно, может существовать корреляция 
между ε и комбинацией �z  и �

.
x  (см. выше). Ис-

ключим влияние линейной составляющей по 
�
.
x  на ε. Для этого сформируем переменную 

�εϑ = ε − γ . .
x

 Перейдем в пространство Pϑμ, где 
� �μ =

.
| | ,h xz  h > 0. Введение абсолютной величи-

ны связано с обеспечением действительного 
значения μ при � < 0.z  Пример оценки связи на 
основе анализа структуры Sϑμ показан на рис. 4, 
где h = 0,5. Структура Sϑμ является δh

h -иденти-
фицируемой.

Секущая γϑμ структуру Sϑμ имеет вид: γϑμ =
= 0,354μ, ϑμ =2 0,82,r  h = 0,5. Следует заметить, 
что выбор h может не соответствовать пара-
метру n в выражение (30). Причина такого не-
соответствия следует из предлагаемого подхо-
да. Истинные оценки для параметров модели 
Бука—Вена могут быть получены только на 
этапе параметрической идентификации.

Замечание 9. Для установления структур-
ных связей можно в качестве выхода использо-
вать секущую (34).

Справедливость предложенного подхода 
подтверждает рис. 5, который отражает взаи-
мосвязь эталонной и полученной оценок ги-
стерезиса. Секущая γzz структуру имеет вид

 γ = − =20,033 0,0068, 0,836.zz zzz r  

Итак, проведенный структурный анализ 
показал, что динамика гистерезиса зависит 

Рис. 5. Оценка близости z и �
.
z

Fig. 5. Proximity evaluation z and �
.
z

Рис. 4. Структура для оценки влияния переменной μ
Fig. 4. Framework for evaluating impact of variable μ

Рис. 3. Структура для оценки влияния производной выхода 
SBW-системы
Fig. 3. Framework for evaluating impact �

.
x  of SBW-system
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от переменных z и �x . Выход системы (29) не-
посредственно не влияет на изменение гисте-
резиса. Структурный анализ требует приме-
нения адекватного математического аппарата 
для принятия решений о структуре системы 
SBW. Рассмотренный здесь подход представляет 
собой метод ИП в пространство состояния си-
стемы и его расширение.

Возникает вопрос: до какого этапа (уровня) 
может применяться метод ИП?

Рассмотрим информационное множество 
Ii(Io), на котором определена структура Si, 
где i — уровень иерархического погружения. 
Примеры множеств Ii(Io) представлены выше.
Там же рассмотрены соответствующие им струк-
туры. Пусть NSi+1 является незначимой структу-
рой [22]. Это значит, что на уровне i + 1 система 
является структурно неидентифицируемой.

Теорема 6. Система SBW является структур-
но идентифицируемой на заданном информаци-
онном множестве Ii(Io) с помощью структуры 
Si, если на уровне i + 1 Si+1 = NSi+1.

Утверждение теоремы 6 непосредственно 
следует из представленных выше результатов. 
Пример остановки метода иерархического по-
гружения демонстрирует рис. 6, где представ-
лена структура εμ� � ,S  где � �μ =�

.
| || |,z x  ϑμε = ϑ − γ �� .  

Здесь же показана секущая структуру εμ� � .S
Если переменную ε�  аппроксимировать на 

множестве � μ�
.

{ ( ), ( )},x t t  т. е. получить модель 
� � �ε = μ +�� �1 2

.
,a a x  и ввести невязку κ = ε − ε�� � �,  то по-

следующая аппроксимация κ�  с помощью ли-
нейной модели, зависящей от переменной μ� ,

дает основание сделать вывод, что эта связь 
является существенной (четвертый этап ИП). 
Тем самым этот вывод обосновывает наличие 
в уравнении (30) третьего слагаемого в правой 
части.

Заключение

Введено условие S-синхронизации нелиней-
ной системы и показано, что его выполнение 
гарантирует структурную идентифицируемость 
системы. Получены условия структурной иден-
тифицируемости нелинейной части системы. 
Эти условия основаны на анализе специального 
класса геометрических структур, отражающих 
состояние нелинейной части системы на каж-
дом уровне их применения. Получены условия 
структурной идентифицируемости линейной 
части системы. Предложен метод структурной 
идентификации нелинейной части системы. Он 
представляет собой процедуру иерархического 
погружения, которая основана на синтезе гео-
метрической структуры на каждом шаге погру-
жения и последующем ее структурном анализе 
с целью установить зависимости, присущие не-
линейной части системы. На каждом шаге этой 
процедуры проверяется условие структурной 
идентифицируемости геометрической струк-
туры, а значит, и адекватность полученных 
структурных связей. Данная процедура реали-
зована на примере нелинейной системы с ги-
стерезисом Бука—Вена. Дана постановка задачи 
структурной идентификации.
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Abstract

An approach to the structural identifiability analysis of nonlinear dynamic systems under uncertainty is proposed. We 
have shown that S-synchronization is the necessary condition for the structural identifiability of a nonlinear system. Condi-
tions are obtained for the design of a model which identifies the nonlinear part of the system. The method is proposed for the 
obtaining of a set which contains the information on the nonlinear part. A class of geometric frameworks which reflect the 
state of the system nonlinear part is introduced. Geometrical frameworks are defined on the synthesized set. The conditions 
are given for the structural indistinguishability of geometric frameworks on the set of S-synchronizing inputs. Local identifi-
ability conditions are obtained for the nonlinear part. We are shown that a non-synchronizing input gives an insignificant 
geometric framework. This leads to a structural non-identifiability of the system nonlinear part. The method is proposed 
for the estimation of the structural identifiability the nonlinear part of the system. Conditions for parametric identifiability 
of the system linear part are obtained. We show that the structural identifiability is the basis for the structural identification 
of the system. The hierarchical immersion method is proposed for the estimation of nonlinear system structural parameters. 
The method is used for the structural identification of a system with Bouc-Wen hysteresis.

Keywords: framework, nonlinear dynamic system, structural identifiability, S-synchronizability, hierarchical immer-
sion, structural identification, Bouc-Wen hysteresis
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Abstract

This paper presents a proposed new indirect method determining instantly oil well debit using developed mathematical models. As a 
result integrated analysis using the models it has been revealed correlation between oil well debit and well throw out flow temperature. 
Therefore putting purpose was obtained. Mathematical models are developed for the distribution of fluid flow te mperature  along the length 
of the tubing from the well bottom to the wellhead and along the length of the oil pipeline from the collector of oil wells to the oil treatment 
unit. On the basis of experimental data, the authors propose formulas in the form of the relationship between oil emulsion (OE) viscosity, 
the flow temperature and concentration of water globule in OE and the coefficient of heat transfer from the fluid flow in the wellbore (WB) 
to the rock, and heat capacity and thermal conductivity of gas, water, rock and steel of the WB walls. This effect is demonstrated in the 
constructed diagrams. It is shown bottom temperature jump as a result of the Joule Thomson drosseling effect then connective transmitted 
up at flow rate v. In such case well-head or well outlet oil mixture (OM) flow temperature depend more of volume of stream flow than of 
bottom hole temperature. Thought in the paper, do not taking into consideration great casing annulus areas influence to the well outlet flow 
temperature. As shown from supporting paper the relative values og the thermal conductivity of the liquid column and gas column present in 
the casing annulus order less than well bore (WB) wall thermal conductivity. Consequently well outlet OM flow temperature will depends 
not only of the volume of stream flow, also of the bottom hole temperature and of the gas column and liquid column.

A new method for determining the oil well flow rate by measuring the downstream temperature is developed. A mathematical model is 
proposed that allows calculating the thermal profile of the fluid along the wellbore for determining the oil well flow rate with account of the 
geothermal gradient in the rock surrounding the wellbore. It is shown, that unlike the existing methods the new proposed method allows 
determining the instantaneous discharge of a well very easily. One of the actual challenges in fluid (oil, water and gas) transportation 
from wells to oil treatment installation is determination of a law of temperature distribution along the length of a pipeline at low ambient 
temperature. That temperature leads to increase in viscosity and deposition of wax on inner surface of a pipe. To overcome that challenge it 
is needed to consider several defining characteristics of formation fluid (FF) flow. Complexity of a solution is caused by two factors. From 
the one hand, in most cases (especially on a late stage of field development) FF is an oil emulsion (OE) that contains gas bubbles. From the 
other hand, temperature gradient between fluid flow and the environment has significant value (especially in the winter period of the year). 
At the same time, the higher content of emulsified water droplets (EWD) in OE and lower flow temperature, the higher FF viscosity, and 
consequently productivity (efficiency) of oil pumping system is reduced. Performed research and analysis of field experimental data showed 
that a function of oil viscosity versus temperature has a hyperbolic law; a function of OE viscosity versus concentration of EWD has a 
parabolic one. A heat balance for a certain section of a pipeline in steady state of fluid motion using a method of separation of variables was 
established taking into account above mentioned factors, Fourier’s empirica l laws on heat conductivity and Newton’s law on heat transfer. As 
a result, unlike existing works, an exponential law of distribution of temperature along the length of a pipeline is obtained. A law takes into 
account nonlinear nat ure of change in viscosity of OE from change in temperature of flow and concentration of water in an emulsion. As a 
result, in contrast to the existing works, the proposed exponential law of temperature distribution along the length of the pipeline is obtained, 
taking into account the nonlinear nature of variation of OE viscosity with the change in the flow temperature and the concentration of water 
in the emulsion. The results of the calculation are presented in the form of a table and graphs.

Keywords: thermodynamics, heat friction, heat capacity, heat transfer, energy, entropy, enthalpy

АВТОМАТИЗАЦИЯ И УПРАВЛЕНИЕ
ТЕХНОЛОГИЧЕСКИМИ ПРОЦЕССАМИ
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Математические модели распределения температуры жидкости
по вертикальных и горизонтальных трубах скважины

string toward the well-head, the temperature of the 
entire borehole rises. As a result of the radial tem-
perature gradients, the fluid pressure in the sealed 
annular space between tubes increases, posing a well 
integrity failure scenario known as annular pres-
sure build up. This paper addresses the two-phase 
flow problem using different algorithms. It is shown 
that the thermodynamic and transport properties of 
the hydrocarbon mixture were calculated using the 
multiflash package and were solved together with 

Предлагается новый непрямой метод определения мгновенного дебита нефтяных скважин с использованием раз-
работанных математических моделей. В результате комплексного анализа с использованием моделей выявлена кор-
реляция между дебитом нефтяной скважины и температурой выходящего потока. Разработаны математические 
модели распределения температуры потока жидкости по длине насосно-компрессорных труб от дна скважины до 
устья скважины и по длине нефтепровода от коллектора нефтяных скважин до установки подготовки нефти. На 
основании экспериментальных данных авторы предлагают формулы в виде зависимости между вязкостью нефтяной 
эмульсии (НЭ), температурой потока и концентрацией водяных капель в НЭ и коэффициентом теплопередачи от по-
тока жидкости в стволе скважины (СС) к породе, а также  теплоемкостью и теплопроводностью газа, воды, камня 
и стали стенок СС. Этот эффект демонстрируется на построенных графиках.

Показано, что температура на дне подскакивает в результате эффекта дросселлирования Джоуля-Томсона и 
передается со скоростью потока v. В этом случае температура потока нефтяной смеси (НС) в устье скважины 
или на выходе скважины зависит больше от объема потока, чем от температуры в забое скважине. В статье не 
учитывается сильное влияние затрубного пространства на температуру потока на выходе скважины. Как видно из 
изложение, относительные значения теплопроводности столба жидкости и столба газа, присутствующих в затруб-
ном пространстве, на порядок меньше теплопроводности стенки скважины. Следовательно, температура потока 
НС на выходе скважины будет зависеть не только от объема потока, но также от температуры в забое скважины, 
а также столба газа и столба жидкости.

Разработан новый метод определения дебита нефтяной скважины путем измерения температуры на выходе 
трубопровода. Предложена математическая модель, позволяющая рассчитать тепловой профиль жидкости вдоль 
ствола скважины для определения дебита нефтяной скважины с учетом геотермального градиента в породе, окру-
жающей ствол скважины. Показано, что в отличие от существующих методов, новый предложенный метод позво-
ляет очень легко определить мгновенный дебит скважины.

Одной из актуальных проблем при перекачке пластового флюида (нефти, воды и газа) от скважин до установки 
подготовки нефти является определение закона распределения температуры по длине нефтепровода при низкой тем-
пературе окружающей среды, приводящей к повышению вязкости и парафиновых отложений на внутренней поверх-
ности трубы. Решение данной проблемы требует учета некоторых определяющих характеристик потока пластового 
флюида (ПФ). Сложность решения обусловлена двумя факторами. С одной стороны, в большинстве случаях (особенно 
на поздней стадии разработки месторождения) ПФ является нефтяной эмульсией (НЭ), содержащей газовые пузырьки, 
с другой стороны градиент температуры между потоком жидкости и окружающей средой имеет существенное значе-
ние (особенно в зимний период года). При этом с повышением содержания эмульгированных водяных капель (ЭВК) в НЭ и 
с понижением температуры потока вязкость ПФ повышается и, следовательно, снижается производительность (эф-
фективность) нефтеперекачивающей системы. Проведенные исследования и анализ промысловых экспериментальных 
данных показали, что изменение вязкости нефти от значения температуры описывается гиперболическим законом, 
а вязкость НЭ от концентрации ЭВК — параболическим. С учетом этих факторов и эмпирических законов Фурье о те-
плопроводности и закона Ньютона о теплопередаче составлен баланс тепла для определенного участка нефтепровода 
при установившемся режиме движения жидкости с использованием метода разделения переменных.

В результате, в отличие от существующих работ, получен экспоненциальный закон распределения температуры 
по длине нефтепровода, учитывающий нелинейный характер изменения вязкости НЭ от изменения температуры по-
тока и концентрации воды в эмульсии. Результаты расчета приведены в виде таблицы и графиков.

Ключевые слова: термодинамика, тепловое трение, теплоемкость, теплообмен, энергия, энтропия, энтальпия

1. Introduction

Various techniques and approximation for pre-
dicting flow process in the wellbore have been pre-
sented in literature.

Heat transfer issues in offshore wells have become 
more relevant in recent years with the exploration of 
high-pressure, high-temperature reservoirs [1, 2].

In this work, we demonstrate that when high-
temperature reservoir fluid flows through the tubing 
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the momentum and energy equations to determine 
the local vapor mass fraction and the equilibrium 
temperature. In [1], a thermal resistance network 
was used to model the heat transfer in the radial 
direction in the concentric multi-string well geome-
try. Boundary conditions were defined based on the 
geothermal gradient, the hydrocarbon flow rate and 
pressure at the bottom hole. The results identified 
several flow pattern transitions along the 3443-m 
long well production string for different flow rates 
and gas/oil ratios.

In [3—5], it is shown that enhanced geometrical 
system which utilizes geometrical energy beneath 
the ground surface at a depth at several thousand 
meters has been an object of keen interest recently. 
Wellbores in the Enhanced Geometrical System 
extend several kilometers from the ground surface, 
providing large heat transfer areas between the flo-
wing fluid and the surrounding formation. In this 
paper, an unsteady flow within vertical injection 
and production wells was modeled, with wellbore 
heat transfer between the fluid and the surrounding 
formation. However, the model obtained in [1, 6, 7] 
is of local and graphical nature.

In [6] two-phase flow phenomena, variable phy-
sical properties and other effects such as the change 
in kinetic energy, variation and the Joule-Thomson 
coefficient were incorporated in the models.

The single-phase flow direct transition from 
bubbly to churn is due to the pipe diameter, which 
is in agreement with the observation reported by 
Omebere-Iyari [8], where no slug flow was observed.

Calculation of the temperature profile of the fluid 
along the wellbore (rising pipe) for determining the 
well flow rate in the case of non-steady temperature 
field in the rock surrounding the wellbore (WB) is 
one of the topical problems in oilfield operation. 
Many studies have been published on this effect 
[9—16]. As a result of integrated analysis, it has 
been revealed that temperature variation in the WB 
characterize hydro-and thermodynamic processes 
taking place in the production interval. In this case, 
the information about the thermal agitation of the 
oil reservoir (OR) may be obtained by measuring 
the fluid flow temperature and pressure in the well-
bore (WB). WB temperature variation character-
izes summary thermal processes taking place both 
in the OR and WB. The bottom hole temperature 
is controlled by thermal phenomena in OR. Series 
of energy transformations take place in vertical (lif-
ting) flow: increase or decrease in potential energy; 
changes in kinetic and internal energy; heat ex-
change between fluid and rock; mixture fluids and 

gases in the production interval entering from the 
different horizons with different temperature resul-
ting in the calorimetric thermal effect; adiabatic ex-
pansion effect in the WB; Joule-Thomson throttling 
effect etc. It was established [9, 12, 16] that thermo-
gram (temperature curve) measured in the WB may 
be used as a flow meter curve.

2. Problem statement

It follows from the analysis of literature given in 
the previous paragraphs that establishing the law 
of temperature distribution along the length of the 
pipeline, with consideration for the non-linear na-
ture of the relationship between the variation of OE 
viscosity and the variation of the temperature of the 
flow of reservoir fluid (water, oil and gas) and the 
water concentration in OE, as well as the initial 
flow temperature and the environment temperature 
is a priority concern.

One of the priority tasks in oil extracting in-
dustry is determining the temperature distribution 
along the length of the oil pipeline from the oil pro-
ducing wells (OW) to the oil treatment unit (OTU) 
at a low temperature of the environment surroun-
ding the oil pipeline, leading to an increase in vis-
cosity, the deposition of asphaltene sediments on 
the inner surface of the pipe, and, consequently, to 
the loss of frictional pressure.

3. Problem solution

3.1. Mathematical models for determining
the temperature profile of the fluid flow along

the wellbore

Heat conducting flow in homogeneous horizon-
tal reservoir rock surrounding the well is very close 
to radial. Heat conducting flow rate in element of 
height dz at the temperature drop ΔT(z) between the 
rock and the oil mixture flow may be specified by 
the following formulas:

 = λ Δ
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where λ is the thermal conductivity coefficient 
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠0 ;

Kkal

MSS
 K(t) is the dimension coefficient of heat 

exchange between the flow and the surrounding 
medium; Q is heat quantity; r0 is the radius of WB 
(M); a is the sum total temperature conductivity of 
the annular space (m2/s); al, ag are the temperature 
conductivity of fluid and gas, respectively (m2/s); H 
is the liquid column in the annular space (M); l is 
the well depth (M).

In the case of a variable temperature drop, equa-
tion (1) takes the following form:
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WB vertical flow energy balance is described by 
the following formulas:
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where G is the stream flow weight (kr/s); F is the 
cross-sectional area of the flow (m2); γ is the speci-
fic weight (kg/m3); A is the heat equivalent of work
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
2,344 ;

•
Kkal

КГ M
 v is the flow rate (M/S); Tn(z) is 

the rock temperature as function of depth z (S0); 
T(z, t) is the flow temperature (S0); S is thermody-
namic function (entropy) of system (Kkal/S0); I is 
the thermodynamic function (enthalpy) of system 
(Kkal).

Since values of coefficient K(t) are time depen-
dent, the vertical flow in WB can never become 
strictly stationary. But due to the damping character 
of the function, the coefficient K(t) changes very 
slow. In this case, one can take that K(t) = const 
and use the known Newton’s heat transfer formula:
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where F(z) is the heat transfer area (m2); α is the 

heat transfer coefficient ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠0

Kkal

MSS
.

When the pressure distribution in WB and the 
heat exchange between the flow and the surroun-
ding medium is known, then energy equations (2), 
(4) and (5) allow us to determine temperature dis-
tribution in WB. Therefore, convenient thermody-
namic functions dS and dI are replaced with
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and we have the following form:
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where V is the volume substance unite mass (m3/kg);
ms is the differential adiabatic coefficient S0/MP Cp 
is the specific heat capacity at constant pressure 
(Kcal/S0).

Equation (6) is the basis for analytical investiga-
tion of the temperature of the vertical flow in WB.

Version I. If the stream flow weight G0 and the 
WB cross sectional area F0 are constant values, we 

have 
∂
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 and on the laminar flow:
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where Ph and Pb are the pressure at the well head 
and bottom hole, respectively (MPa), equation (6) 
is simplified
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In the case of z = 0, the geothermic temperature 
distribution may be described using the formulas

 ( )Γ
∂

= − Γ = −
∂0 0
T

T z T z T z
z

 (16)

where T0 is the bottom hole temperature (°C); Γ is 
the geothermic gradient (°C/M).
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As a result of solving the equation under the 
condition z > vt (when vertical flow temperature 
expands the flow rate), we have
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2

T z t T z

CpG
M t

r r Cp

 (17)

 
−

α = α + α1 2
H l H
l l

 (18)

where: α1 = f1(ρl); α2 = f2(ρ2); ρl = βρ0 + (1 – β)ρw; 
ρl is the liquid density (g/m3); ρg, ρo and ρw are the 
gas, oil and water density, respectively (g/m3).

The geometrical interpretation of the results of 
physical quantities in coordinates [h, T] is plotted 
in Fig. 1.

After the start of well’s operation, the tempera-
ture change in the WB from the bottom hole to 
the well-head in case of an immediate contact of 
the well with surrounding rocks is characterized by 
straight lines 1, 2, 3, 4 which are parallel to the geo-
thermic gradient A0C0. Consequently, the tempera-
ture increase in the WB will be same at all depths 
from the well-head to the crossing points Cn, in 
which the upward movement (C1, C2, C3, C4) takes 
place at flow rates v. For instance, temperature dis-
tribution in the WB at the moment t2 is interpreted 
with the curve C0C2A2.

Bottom hole temperature jump is a result of the 
Joule-Thomson throttling effect then connective is 

transmitted up at the flow rate v. In this case, the 
OM flow temperature at the well-head or the well-
outlet depends more on the volume of stream flow 
than on the bottom hole temperature [9]. The idea 
presented in the paper does not take into account 
the great impact of the annular space areas ion the 
well outlet flow temperature.

As shown in the table, the relative values of the 
thermal conductivity of the liquid column and the 
gas column present in the annular space are much 
lower than the thermal conductivity of the WB wall. 
Consequently, the OM flow temperature at smaller 
well outlet will depends not only on the volume of 
stream flow but also on the bottom hole tempera-
ture and on the gas column and the liquid column. 
As shown in Fig. 1, the line D4B0 is not parallel to 
the geothermic gradient and, consequently, the flow 
temperature at the well outlet will be higher *

0 0( )B B  
than noted.

The straight line A0C0 represents geothermal 
energy, i.e. temperature distribution in the WB be-
fore the start of well’s operation t m 0.

l is the well depth; H, l – H are, respectively, the 
liquid (oil, water) column and the gas column in the 
annular space.

The curve B0C0 corresponds to the temperature 
establishing in the WB after the start of well’s ope-
ration ΔT(0, t) = 0. The maximum increasing flow 
temperature value along the geothermic line, accord-
ing to formulas (10), at t → ∞ has the following form:

 Δ = + Γ
πΓα

0max ( )
2AB
CpG

T M  (19)

where C is an experimental constant, the value of 
which for different gases varies within a range from 
94 to 396.

As shown in formulas (17)-(19), the liquid column 
H and the column l – H in the annular space have 
the greatest effect on the OM flow temperature at 
the well outlet and the heat transfer coefficient.

As shown in Fig. 2, the values of thermal con-
ductivity of liquid and gas are much smaller than 
the value of thermal conductivity of the WB wall. 
This is confirmed by data reduction [13] (Table 1).

Fig. 1. Temperature curves of the oil in WB constructed using 
Newton’s heat transfer law

Table 1

Material Properties

Property Gas Water Sand (rock) Steel

Heat capacity 3,055 4,214 0,856 0,502

Thermal conductivity 0,08 0,72 2,25 16,27

Molecular weight 16 18
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Version II. In the case of movement of the oil 
mixture (OM) in WB (rising pipe), there is a loss of 
energy due to friction. In this case, the loss of energy 
is a transition to heat and, in turn, a change in the 
flow temperature. Heat increases due to the loss of 
energy, some of which goes to heat OM, but another 
part of it is radiated through the WB wall [18]

If Q is oil well flow rate (m3/d), γ is the specific 
weight (Kg/m3), then all the energy lost due to fric-
tion in the section h of the WB in the unit time is 
Qγh and it is a transition to heat:

 
γ

= ;
Q h

Э
E

 (20)

 = λ
2

э

,
l v

h
D g

 (21)

where E is the mechanical equivalent of the work 
(425 (Kg•m)/Kkal); v is the WB flow velocity; λ is 
the resistance coefficient of the fluid flow in WB; 
Dэ is the effective diameter of WB (M); l is the oil 
well length (M); g is gravity acceleration (m/s2); h is 
the resistance pressure loss (M).

Consequently, the quantity of heat on the length 
dz of the section of WB will have the form

 
γ

=
Q i

Э dz
E

 (22)

where i = h/l is hydraulically slope (M/KM).
According to Newton’s law of cooling, the total 

heat loss through the WB wall can be calculated 
from the following formula:

 π − 0( )DК T T dz  (23)

where T is the OM temperature in the selected 
section of WB (S0); D is the inside diameter of the 
pipe; Te is the external environmental temperature 
(S0); K is the WB heat transfer coefficient
(Kkal/(M2•S•°C)).

The total fluid heat loss in the section dz will be:

 − γQ CdT  (24)

where C is the heat capacity (Kkal/(Kq•S0)).
Thus, considering formulas (1)—(3), we have 

heat balance:

 
γ

− γ = π − −( )e
Q i

Q CdT DК T T dz dz
E

 (25)

or

 − = − −( )edT a T T b dz  (26)

where

 
π

=
γ

;
DК

a
Q C

 (27)

 
γ

=
π

.
Q i

b
КDЕ

 (28)

Taking into account the geothermal gradient of 

rock surrounding WB = −
dT

k
dz

 and T = Tb – kz, 
we have:

 − = + − −
1

( ) .bdT T kz T b dz
a

 (29)

As a result of integration of equation (29) under 
condition z = 0, T = Tp, we get:

 −⎛ ⎞= − + + + − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

,az
b

k k
T T kz b b e

a a
 (30)

where Tb is the bottom hole temperature (S0).
Thus, as a result, we have a temperature distri-

bution across the depth of the well from the bottom 
to the well head.

If we do not take into account the friction pres-
sure drop, i.e. b = 0, we can get the law for deter-
mining the temperature in the following form:

 −= − + −1 .az
b

k k
T T kz e

a a
 (31)

By comparing formulas (30) with (31), we ob-
tained a temperature change due to friction

 −Δ = − = −1 (1 ).azT T T b e  (32)

Taking into account formulas (26) and (27) and the 
actual data of the oil well operation: v  = 0,541 M/s;
l = 3000 M; Dэ = 0,036 M; i = 0,055 M/KM;
Qγ = 0,58 Kq/s; C = 0,75 Kkal/(KqS0); K =
= 0,00256 Kkal/(m2•S•S0), as a result of the calcu-
lation, we have: a = 6,7•10–4 (1/M); b = 2,4S0.

In view of the above, we can conclude that 
formulas (22)—(32) and our estimates allow finding 
the temperature distribution in the WB due to oil 
well flow rate.

Now we shall consider the physical meaning of 
the coefficients a, b of equations (30)—(32). Coef-
ficient a has a length inverse to the value (1/M); the 
coefficient b has the value of temperature degree (S0).

If we introduce the flow rate equation

 
π

=
2

,
4
D v

Q  (33)
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then with:

 γ = ρg

according to (24)—(29), we have:

 
ρλ

=
2

.
8

f vb
KE

 (34)

As follows from formula (34), the maximum in-
crease in the flow temperature at the outlet is qua-
dratically proportional to the OM flow rate. In ad-
dition, in this case, as the OM flow rate increases 
and the heat transfer decreases, the value of b grows. 
Therefore, the measurement of the well outlet flow 
temperature is characterized by the well flow rate. 
Thus, an increase in the flow rate of OM results not 
only in the values of the coefficients a, b increasing, 
but also in the stay time of OM in WB decreasing 
and, consequently, in the heat loss at that time re-
ducing.

As can be seen from formulas (24) and (25), es-
timating the values of the coefficients a and b re-
quires determining the values of λf and K.

For a plain-end pipe, the value of λf can be 
more accurately determined using the following 
formulas [18]:

 − −λ = = ρ μ1/4 1/40,3164Re 0,3164[( )/ ]f vD  (35)

where μ is the dynamic viscosity (Pа•s).
We have developed the following formula for de-

termining the values of K:

 −

⎛
= + + +⎜ α λ α⎝

⎞
+ + ⎟λ λ ⎠

2

1 1 1 1 2 2

1
3

2 2 3 3

1 1 1
ln

2

1 1
ln

2

D
K

D h D D

D
h D D

 (36)

where α1, α2, α3 are the coefficients of heat transfer 
from the OM flow to the WB wall, from the WB 
wall to the annular space, from the annular space 
to the surrounding rocks, respectively; λ

1h
 and λ

2h  
are the thermal conductivity coefficients of the WB 
wall and of the annular space, respectively (see the 
proposed diagram in Fig. 2).

1, 2, 3 are WB, casing and rock, respectively; 
3, 4 are WB and casing walls, respectively; δ is the 
high viscosity adsorption layer; r1 + δ, r3 are the 
radiuses of the WB and the casing, respectively; Cl, 
Cg are the liquid column and the gas column, re-
spectively; λ λ

1 2
,h h  and λ

3h
are the thermal conduc-

tivity coefficients of the WB wall, the annular space 
and the rock.

As shown in Fig. 2, heat transfer processes take 
place in several stages:

1) From the flow core to the adsorption layer (σ);
2) From the border (σ) to the inner surface of the 

WB wall (r1);
3) From the inner surface to the outward surface 

of the WB wall (r2);
4) From the outward surface of the WB wall 

through the annular space to the inner casing sur-
face (r3);

5) From the inner to the outward casing surface 
(r4);

6) From the outward casing surface to the rock.
In the first stage, connective heat transfer takes 

place, where the process of heat transfer from the 
OM flow core to the WB wall is complicated and 
depends primarily on the movement mode of the 
OM flow. Main temperature drop in case of a tur-
bulence flow takes place in the fluid border (σ). It 
means that the thermic resistance of the adsorption 
layer plays a crucial role in heat the transfer pro-
cess. Therefore, increasing the degree of turbulence 
decreases the thickness of the adsorption layer, con-
tributing to higher intensity of heat transfer. In this 
case, the value of heat transfer is calculated using 
the Newton formula (23).

In the laminar flow, the thermal motion is in the 
direction perpendicular to the direction of the OM 
flow, where thermal conductivity takes place.

In view of the above, it can be concluded that 
the main resistance in the heat transmission from 
the core of the fluid flow in the WB to the rock is 

Fig. 2. The diagram of heat transfer through cylindrical walls and 
annular space
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in the annular space, where liquid and gas columns 
are almost stationary and heat transfer is realized 
only with thermal conductivity.

The values of the coefficients α1, α2 and α3 are 
determined from the known formula:

 
λ

α = = 0ih
i Nu

d
 (37)

where Nu is the Nusselt criterion, β is the expansion 
coefficient (1/S0).

The values of λh for water and oil can be deter-
mined using N. B. Vargaftik’s formula:

 
γ

λ λ = ε γ3
h Cp

M
 (38)

where M is the molecular weight of fluid.
Since λ

ih
 depends on temperature for oil and 

water the dependence is described by the approxi-
mate linear Graetz formula [17]

 −λ = λ + ς ≈ +0 4(1 ) 3,11•10 (1 0,11 )
i ih h T T  (39)

where ς is the temperature coefficient.
The values λ =

0
( )h f T  for gases separation space 

in the casing can be determined using the approxi-
mate formula:

 
+⎛ ⎞ ⎛ ⎞λ = λ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠

3/2
0 273 1

.
273g gh h

C
T C

 (40)

3.2. Mathematical model of the temperature 
distribution along the length

of horizontal oil pipeline

To determine the pressure loss to overcome the 
friction hтр along the length of a circular pipeline, 
the Darcy-Weisbach equation is used:

 
ϑ

α = λ =
2

тр 2i
l

h il
D p

 (41)

where λ is the hydraulic resistance coefficient that 
depends on the Reynolds number and relative 
roughness of the inner surface of the pipe; l and 
Dare the length and the diameter of the pipeline, 
respectively, m; g is the gravitational acceleration, 
m2/s; Gнэ ϑ is the average flow velocity, m/s.

As a result of friction, the work expressed by the 
following formula is lost in the elementary section 
dz of the pipeline

 
τ

= iz iz
T

G p gidzd
G

E
 (42)

where E is the mechanical equivalent of heat 427 
• • •

;
kg g f m

kcal
 ρнэ are the volumetric flow rate, 

m3/h, and density of oil emulsion OE, kg/m3, re-
spectively, z is the distance change from OW, m, 
τ —time.

In formula (2) is used to determine the law of 
fluid temperature distribution along the length of 
the pipeline. However, this formula does not reflect 
the direct effect of oil viscosity on the value of tem-
perature.

Calculating the heat balance for the elementary 
section dz of the pipe under steady-state fluid mo-
tion and solving the composite differential equation 
by the method of separation of variables, the ex-
ponential relationship between the variation of the 
current value of temperature and the length of the 
pipeline, between the value of temperature in the 
beginning of the pipe and the temperature of envi-
ronment surrounding the pipeline were obtained in 
[18—22]. However, as shown in [18], when calcula-
ting the heat balance, oil viscosity, which is one of 
the defining factors of the flow of fluids (oil, water, 
gas) in the pipe, is not taken into account. The sig-
nificance of this factor is further enhanced by the 
fact that in real conditions, it is not oil (which was 
the subject of research by the authors of [18, 23] 
that flows from OW to OTU but a much more com-
plex oil emulsion (OE) mixed with gas. At the same 
time, the flow of OE and gas mixture, in contrast to 
oil flow, leads to an additional increase in the value 
of λ and therefore hтр. In order to take viscosity into 
account, a simplified version (linear dependence) of 
the variation of viscosity with the variation of the 
current temperature is used in [24, 25] when solving 
the differential equation.

Our studies and analysis of data from field ex-
periments have shown that the relationship between 
the variation of oil viscosity and the variation of 
temperature is described by the hyperbolic law:

 μ =
+
1

0
a

b ct

and OE viscosity is calculated from the following 
formula:

 
β

μ = μ β = μ + + = =
+ +

2 1[1 ]ie i i
a a

sw aw
b ct b ct

 (43)

where t is the temperature of OE, °C; μн, μнэ are oil 

viscosity and OE viscosity, respectively, 
•
g

sm s
(Pz) 

or 1,019•10–4 
2

•kg s

m
 (Pa); w is the concentration of 
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emulsified water droplets in OE; a, b, c, s, α are the 
coefficients determined experimentally.

The amount of heat released from the friction of 
OE along the corresponding section dz of the pipe 
length in time dτ is calculated from the following 
formula:

 
μ

= τ
π

2

4

128
.ie ie

T
G

G dzd
D E

 (44)

The amount of heat lost by OE flowing through 
said section in time dτ is expressed by the formula

 = ρ τp ie ie ie
dt

G G C dzd
dz

 (45)

where ρнэ = wρв + (1 – w)ρн, Cнэ = wCв + (1 – w)
Cн, ρв, ρн, ρнэ are the density of water, oil and OE, 
respectively, kg/m3; Cв, Cн, Cнэ are the specific 
heat of water, oil and OE, respectively, kcal/(kg•S0).

Then, using Newton’s law of cooling, it is pos-
sible to determine the amount of heat lost by the 
pipeline wall to the cooling medium with tempera-
ture t1 over the length dz in time dτ:

 = π − τ1 1( ) ;TpG DK t t dzd  (46)

 
−

= λ
− δ

1
1 cp ;

( )
CT

f CT

t t
K

t t
 (47)

 
λ + λ λ

λ =
δ

1 2
ср

i CT s rph h h
 (48)

where K1 is the heat transfer coefficient, 2 ;
•°C•

kcal

m h
 

λср is the average thermal conductivity of the adhe-
sive oil layer (or asphaltene sediments), the oil pipe-
line wall and the layer of soil covering the pipeline, 

2 0 ;
• •

kcal

m S h
 tст, t1 and tж are the temperature of the 

pipe wall, environment and the fluid in the pipe, 
respectively, S0; δ is the cumulative thickness of the 
near-wall oil layer, the pipe walls and the soil, hн, 
hст and hгр are the thickness of the oil layer, the 
pipeline wall and the soil, respectively, m; λ1, λ2, 
λ3 are the respective thermal conductivities of these 
layers; δ = hн + hст + hгр is the cumulative thick-
ness of the heat transfer layer.

In order to determine the average fluid flow ve-
locity in a circular pipe, the parabolic Stokes’ law 
is used, i.e.

 
⎛ ⎞ ∂

ϑ = − +⎜ ⎟⎜ ⎟μ ∂⎝ ⎠

2
21

4 4ie

D p
r

z
 (49)

where r is the parameter expressing the variation of 
the thickness of fluid from the center of the flow to 
the wall.

In this case, the fluid flow rate G is calculated 
as follows:

 
∂ π⎛ ⎞= π ϑ = − ⎜ ⎟∂ μ⎝ ⎠

∫
4/2

0

2 .
128

D

ie

p D
G rdr

z
 (50)

Taking into account (49) and (50), we get

 
μ μ μ∂ϑ⎛ ⎞= π τ = τ⎜ ⎟∂ π⎝ ⎠
∫

2 2/2

4
0

128
2 ie ie ieG

G r dzd dr dzd
E r D E

where p, ϑ are the pressure, Pa, and the average flow 
velocity of OE, m/h, respectively; τ is time, hrs.

Based on the above, we calculate the heat bal-
ance for the elementary section dz of the pipe under 
steady-state flow of OE:

 

Δ = − − =

μ
= − ρ − π − =

π

2

1 14

128
( ) 0.

r p rn

ie ie
ie ie ie

G G G G

G dt
G C DK t t

dzD E

 (51)

In order to find the temperature distribution (vari-
ation) of OE flow along the length of the oil pipeline 
in the direction from OW to OTU, by integrating the 
formulas of differential equation (22), we get:

+
= − +

+ − − +∫ 12
1 1 1 1 1 2

.
( ) ( )

z
b ct

I dt z c
cJ t J b ct t bJ t J a

 (52)

Where = π1 1,J DK  =
π

2

2 4

128
,ieG

J
D E

 = ρ3 ;ie ie ieJ G C  

t, t1 are the current temperature and the tempera-
ture of the environment surrounding the oil pipe-
line, respectively, S0; c1 is the constant of integra-
tion; z is the distance from OW, m.

Assuming the notation =1 ;cJ r  − =1 1( ) ;J b ct d  
+ =1 1 2 ,bJ t J a e  we transform integral (37) into the 

following form:

 
+

= − +
+ −∫ 12 .z

b ct
I dt z c

rt dt b
 (53)

After some transformations, integral (53) takes 
the following form:

 
+

= − +
+ +∫ 1.( )( )

bI b ct
dt z c

r t n t m
 (54)

Solving integral equation (54), we get:

 + + = − +1 2 1ln[ ( ) ( ) ] .p qK c t n t n z c  (55)

Under the initial conditions z = 0, t = t0, we 
estimate the value of c1

 = + +1 1 2 0 0ln[ ( ) ( ) ]p qc K c t n t n
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where n, m, p, q are the variable coefficients, which 
are determined by technological parameters, i.e.

 = − +2 1/21
[ ( 4 ) ];

2
n d d re

r

 = + +2 1/21
[ ( 4 ) ];

2
m d d re

r
 = −1 ;p c n b

 = − 1 ;q b c m

 =
−1
1

.
( )

K
r n m

Where = − = + =1 1 1 1 2 1( ), , .d J b ct e bJ t J a r cJ
As a result, we obtain the sought-for equation for 

the relationship the variation of the OE flow tem-
perature and the value of the initial temperature (t0) 
and the distance along the length of the oil pipeline 
from OW to the current point (z):

 
⎛ ⎞

+ + = + + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

0 0
3 1

( ) ( ) ( ) ( ) exp .p q p q z
t n t m t n t m

J K

Based on the above, we calculate the values of 
the temperature distribution of OE flow along the 
length of the oil pipeline from OW to OTU in rela-
tion to distance. The results are given in Table 2.

Taking into account the calculated values given 
in the table, a graph of the temperature distribution 
along the length of the pipeline is constructed (Fig. 3).

We can see from the figure that for different val-
ues of the distance increase, the temperature of OE 
flow decreases exponentially. Moreover, at z = ∞, the 
temperature of OE flow is equal to the temperature 
of the environment surrounding the oil pipeline.

Conclusion

The paper proposes a new indirect method for 
determining the instantaneous discharge of oil 
wells using the developed mathematical models. 
As a result of a comprehensive analysis using these 
models, a correlation was found between the oil 
well f low rate and the flow temperature at the well 
outlet, therefore, the flow temperature distribution 
along the length of the tubing from the bottom to 
the well head.

A systematic analysis of the state of the art for 
the problem of determining the temperature distri-
bution of the flow of oil, oil emulsion and three-
phase oil-water-gas system along the length of the 
oil pipeline is carried out. It is demonstrated that 
the mathematical modeling of variation of the flow 
temperature along the length of the pipeline in the 
existing literature does not take into account the 
effect of oil emulsion viscosity on the temperature 
distribution. Therefore, in this paper, we propose 
the hyperbolic law of variation of oil viscosity with 
temperature and the parabolic law of variation of oil 
emulsion viscosity with the concentration of emul-
sified water droplets in oil. Taking these formulas 
into account, we have developed new mathematical 
models for the distribution of fluid flow temperature 
along the length of an oil pipeline from the collec-
tor of oil wells to the oil treatment unit.

Using the empirical laws — Fourier’s law of heat 
conduction, Newton’s law of heat transfer — and 
viscous friction of oil emulsion flow, a mathemati-
cal model is developed for the distribution of oil 
flow temperature along the length of the oil pipeline 
in relation to oil emulsion viscosity. The calculated 
results of the temperature distribution along the oil 
pipeline are given.

Fig. 3. Variation of temperature distribution along the length of 
the pipeline

Table 2

Calculated values of temperature distribution along the length of the pipeline

W
Z (m)

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000

0.1 30 28.439 26.957 25.595 24.342 23.191 22.132 21.169 20.264

0.2 30 18.499 13.628 11.566 10.692 10.322 10.165 10.099 10.071
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Нейронечеткое управление выбросами вредных веществ
авиационного газотурбинного двигателя1

Введение

Современные  тенденции в авиационном 
двигателестроении предполагают разработку 
двигателей, которые являются не только вы-
сококачественными, надежными и безопас-
ными, но и обеспечивающими экологическую
сохранность окружающей среды [1—4]

Ухудшение экологии окружающей среды и 
ужесточение норм на вредные выбросы окси-
дов азота NOx и углерода СО для современных 
двигателей требуют разработки качественно 
новых "чистых" камер сгорания, обеспечиваю-
щих заданные ограничения по вредным выбро-
сам оксидов азота NOx и углекислого газа [1, 5].
В камерах сгорания нового типа уменьшение 
вредных выбросов осуществляется за счет пере-

1 Работа выполнена в рамках договора СЧ НИОКР 
"Разработка и исследование нечетких и нейросетевых си-
стем автоматического управления перспективного турбо-
реактивного двухконтурного двигателя повышенной тяги"
№ 0000000020956180193/2018/537 от "29" 01. 2019 г. с АО 
"ОДК-СТАР"

распределения топлива по различным коллек-
торам. Газодинамическая устойчивость горения 
в камере сгорания обеспечивается равномер-
ным распределением топливовоздушной смеси 
за счет поперечных пульсаций концентрации 
с помощью гомогенных и диффузионных доза-
торов [1, 2, 6]. При перераспределении топлива 
следует удерживать работу двигателя в устой-
чивом режиме, не допуская режима "бедного" 
срыва — срыва пламени в камере сгорания 
(при уменьшении температуры пламени ниже 
1100 К), и режима виброгорения (при увели-
чении температуры выше 1600 К). Кроме того, 
при увеличении температуры пламени свыше 
2000 К происходит резкое увеличение выброса 
вредных веществ [1, 7—10].

Разработка камер сгорания, обеспечиваю-
щих минимальный выброс вредных веществ, 
является перспективной и необходимой зада-
чей в области авиадвигателестроения. Следует 
отметить, что на сегодняшний день создание 
таких камер сгорания находится на стадии 
проектирования, разработки и создания опыт-

Одним из направлений развития авиации является решение экологических проблем, исключающее выделение в ат-
мосферу вредных веществ (оксида азота, оксида углерода) при работе авиационного газотурбинного двигателя (ГТД).

Сложность управления камерой сгорания заключается в том, что необходимо одновременно поддерживать основ-
ные полетные требования как по тяге двигателя, так и по минимизации выбросов вредных веществ. Одновременное 
выполнение этих условий приводит к решению задачи в узком диапазоне изменения параметров. Сложность процес-
сов, протекающих в авиационном двигателе, не позволяет использовать традиционные законы управления. Поэтому 
в статье предложены регуляторы, основанные на аппарате искусственного интеллекта.

В работе представлены синтез и анализ системы автоматического управления (САУ), обеспечивающей устой-
чивую работу на основных полетных режимах. В качестве регуляторов рассмотрены нейронная сеть и нечеткий 
регулятор. Предложены различные модели данных регуляторов. Проведен анализ САУ и осуществлен выбор наилучших 
моделей регулятора.

Для минимизации выбросов вредных веществ представлена динамическая модель эмиссии вредных веществ на 
уровне 18 кг за полный цикл взлет—полет—посадка. Разработана САУ минимизацией вредных веществ на основе 
нейронного регулятора. Приведены результаты экспериментов.

Ключевые слова: авиационный двигатель, выброс вредных веществ, камера сгорания, основные полетные режимы, 
расход топлива, дозаторы (диффузионный и гомогенный), нечеткий регулятор, нейронное управление, метод об-
ратного распространения ошибки, метод Левенберга—Марквардта, динамическая модель эмиссии вредных веществ, 
интегральный показатель эмиссии вредных веществ
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Рис. 1. Зависимость температуры пламени от состава топли-
вовоздушной массы смеси
Fig. 1. Dependence of the flame temperature on the composition of 
the fuel-air mass of the mixture

ных образцов. Экологические требования су-
жают область устойчивого режима работы как 
камеры сгорания, так и двигателя в целом. Су-
ществующие системы автоматического управ-
ления (САУ) двигателями не обеспечивают 
экологические требования. Поэтому разработ-
ка алгоритмов управления процессами в каме-
ре сгорания в условиях как технологических, 
так и экологических ограничений является 
крайне актуальной задачей [1—4].

Постановка задачи

При разработке алгоритмов управления, обе-
спечивающих минимальный выброс веществ, 
следует учитывать следующие особенности 
функционирования камер сгорания (КС).

Камера сгорания является одной из важней-
ших частей газотурбинного двигателя, которая 
обеспечивает процесс горения топливовоз-
душной смеси (ТВС). Температура газов, вы-
ходящих из КС, обеспечивает мощность (тягу) 
и скорость реактивного двигателя [11].

Однако действия, направленные на мини-
мизацию вредных выбросов NOx, могут при-
вести к режиму "бедного" срыва. Поэтому про-
ектирование систем управления КС должно 
обеспечивать устойчивый режим работы каме-
ры в узком диапазоне между режимом "бедного" 
срыва и виброгорения [1, 2, 9—12]. Моменты 
возникновения и протекания режимов "бедно-
го" срыва и виброгорения являются недетер-
минированными процессами, зависящими от 
многих параметров: температуры ламинарного 
пламени в камере сгорания, состава ТВС, дав-
ления в КС, геометрических размеров камеры 
сгорания и других. Наиболее важной харак-
теристикой является температура ламинарно-
го пламени в камере сгорания. Зависимость 
температуры ламинарного пламени в камере 
сгорания и моментов возникновения режимов 
"бедного" срыва и эмиссии оксидов азота от 

коэффициента избытка воздуха α ( α = в

0 т

,
G

L G
 

где Gв — расход воздуха; L0 — стехиометриче-
ский коэффициент, характеризующий хими-
ческий состав топлива; Gт — расход топлива.) 
представлена на рис. 1 [9, 13].

Следует заметить, что данный график мо-
жет сжиматься по осям абсцисс и ординат и 
смещаться по оси абсцисс в зависимости от 
вида топлива, состояния КС, давления топли-

ва в КС, температуры и давления воздуха, тем-
пературы внешней среды и других параметров 
[1, 2, 7].

Обеспечение минимального выброса вред-
ных веществ в КС нового типа достигается за 
счет перераспределения топлива через различ-
ные контуры: диффузионный контур посто-
янной подачи топлива и гомогенные контуры. 
За счет перераспределения топлива и неравно-
мерности температурного поля в КС режимы 
бедного" срыва и виброгорения могут возник-
нуть при различных значениях коэффициента 
избытка воздуха α.

Можно сделать вывод, что КС как объект 
управления (ОУ) является сложным нелиней-
ным стохастическим объектом при отсутствии 
его точного математического описания [1, 2, 4, 
10, 11].

Таким образом, задачей управления КС 
является обеспечение ее устойчивой работы 
в узком диапазоне режимов по коэффициен-
ту избытка воздуха. Если учитывать, что этот 
диапазон необходимо обеспечивать в условиях 
достаточно большого диапазона температуры 
окружающего воздуха, различных режимов 
работы двигателя, влияния внутренних фак-
торов (например, включения-выключения от-
боров воздуха на самолетные нужды и т.п.), то 
задача управления КС становится невероятно 
сложной.

Данная задача может быть решена с помо-
щью применения технологии искусственного 
интеллекта. Анализ работ в данном направ-
лении показал, что задача управления, обе-
спечивающего минимальный выброс веществ, 
в целом не решена [1, 13—18],



350 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 21, № 6, 2020

В данной статье рассмотрен алгоритм 
управления камерой сгорания, который мини-
мизирует выброс вредных веществ на уровне 
18 кг за весь цикл "взлет—полет —посадка".

Решение задачи управления камерой сгорания

Исходными данными для задачи управле-
ния является распределение топлива на основ-
ных полетных режимах (табл. 1)

В табл. 1 представлены следующие пара-
метры: Gт — суммарный объем топлива, по-
ступающий в камеру сгорания; G1 — объем 
топлива, поступающий через диффузионный 
коллектор; G2 — объем топлива, поступающий 
через 1-й гомогенный коллектор; G3 — объем 
топлива, поступающий через 2-й гомогенный 
коллектор; αКС — коэффициент избытка воз-
духа; TКС — температура в камере сгорания; 
PКС — давление в камере сгорания).

Данное перераспределение топлива по кол-
лекторам обеспечивает работу двигателя на ос-
новных полетных режимах.

В табл. 2 приведены Сертификационные ре-
жимы работы двигателя по эмиссии.

Сложность объекта управления — КС — и ее 
основные свойства (многомерность, стохастич-
ность, нелинейность) приводят к необходимо-
сти использования для синтеза САУ интеллек-
туальных регуляторов, построенных на основе 
алгоритмов нечеткой логики и искусственных 
нейронных сетей (ИНС) [19-24]. Выбор алго-
ритмов искусственного интеллекта обусловлен 
и тем, что "чистые" камеры сгорания не созда-
ны в физическом виде, а заданы математиче-
ски основными параметрами в процессе всех 
полетных режимов (см. табл. 1, 2).

Для синтеза САУ предлагается использовать:
 � интеллектуальные регуляторы, обеспечи-

вающие работу КС на основных полетных 
режимах (табл. 1);

 � интеллектуальные регуляторы, обеспечива-
ющие минимальный уровень эмиссии NOx 
(табл. 2).
На первом этапе в качестве интеллектуаль-

ных регуляторов были рассмотрены нечеткие 
и нейронные регуляторы.

Таблица 1
Table 1

Распределение топлива в камере сгорания

Fuel distribution in the combustion chamber

Параметры Малый газ Полетный малый газ Взлет

G т 0 560 560 726 1440 1874 2320 3500 4774 6150 9110

G1 0 560 200 200 200 200 230 290 350 410 560

G2 0 0 360 526 1240 837 1045 1605 2212 2870 4275

G3 0 0 0 0 0 837 1045 1605 2212 2870 4275

αКС(1 + 2) 3,30 3,00 2,31 2,08

αКС(1 + 2 + 3) 4,16 3,80 3,20 2,83 2,54 2,14

TКС 548 577 663 698 727 787 836 880 954

PКС 6,1 7,3 12,2 14,8 17,2 23,2 29,0 34,8 45,9

Таблица 2
Table 2

Сертификационные режимы работы двигателя по эмиссии NOx (условия: без отборов воздуха и мощности)

Certification the operating modes of the engine emissions (conditions: without air and power extraction)

Режим Тяга, % Время работы, мин PКС, кг/см2 TКС, К αКС Tг, К GТ, кг/ч

Взлет 100 0,7 45,77 912 2,26 1855 8879

Набор высоты 85 2,2 40 876 2,47 1755 7315

Заход на посадку (ПМГ) 30 4,0 17,72 700 3,92 1302 2373

Руление (МГ) 7 26 7,16 552 6,15 964 711
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Структура регулятора, обеспечивающего 
функционирование камеры сгорания на ос-
новных полетных режимах (ОПР), представле-
на на рис. 2 .

Расчет регуляторов был осуществлен на ос-
нове обучающей выборки, представленной 
в табл. 3.

Входными переменными являются следу-
ющие параметры: температура в камере сго-
рания TКС, давление в камере сгорания PКС, 
коэффициент избытка воздуха αКС, выброс 
вредных веществ NOx, скорость двигателя 
(обороты двигателя) n. Выходом является рас-
ход топлива Gт.

В качестве интеллектуальных регуляторов 
были рассмотрены:
 � нейронные регуляторы с обучением обрат-

ного распространения ошибки и Левенбер-
га—Марквардта, каждая из моделей содержит 
один (скрытый) слой, содержащий 10 нейро-
нов, функцией активации является сигмои-
дальная структура [19, 23, 24];

 � нечеткие регуляторы — модели Заде, Мам-
дани, Сугено [20, 22, 23].
Работоспособность регуляторов камеры сго-

рания на различных полетных режимах была 
проверена путем включения в контур САУ 
оборотами двигателем (рис. 3).

План эксперимента включает в себя анализ 
переходных процессов САУ КС при изменении 
числа оборотов n = {0,3; 0,5; 0,7; 1,0}, соответ-
ствующим основным полетным режимам (обо-
роты представлены в нормированном виде). 
Качество управления оценивается следующи-
ми основными показателями: tПП — временем 
переходного процесса; σ% — перерегулирова-
нием; e(∞)% — статическая ошибка.

Для интегральной оценки качества выбрана 
следующая целевая функция:

 = σ + + ∞ПП0,6 0,2 0,2 ( ).J t e

Повышенный весовой коэффициент 0,6 
при перерегулировании ошибки определяется 
требованием апериодического характера пере-
ходного процесса (перерегулирование по обо-
ротам двигателя недопустимо). Цель управле-
ния — минимизация J.

В процессе анализа были рассмотрены раз-
личные способы включения регуляторов по-
летных режимов в контур управления по обо-
ротам вентилятора двигателя.

Наилучшие результаты показали САУ 
с нейронным регулятором ИНС с обучением 
по методу Левенберга—Марквардта (J = 5,05)
(рис. 4, см. вторую сторону обложки) и не-
четкий регулятор на основе модели Сугено
(J = 4,93) (рис. 5, см. вторую сторону обложки).

На втором этапе решалась задача миними-
зации вредных выбросов на уровне 18 кг за 

весь цикл взлет—полет—посадка 
(рис. 6), где MNOx — интеграль-
ный показатель выбросов вред-
ных веществ за полный цикл.

Концепция регулирования за-
ключается в том, чтобы не допу-
стить выход текущего интеграла 

Рис. 2. Структура управления КС, обеспечивающая основные 
полетные режимы
Fig. 2. Governance structure of the COP serving as the main 
flight modes

Таблица 3
Table 3

Обучающая выборка

Training sample

NOx αКС TКС PКС n GТ

–1,703682 0,558727 –1,724406 –1,365422 –2,190378 –1,202198

–1,665822 0,505356 –1,700758 –1,355309 –2,118917 –1,195856

–1,627963 0,451986 –1,677109 –1,345197 –2,047456 –1,189514

... ... ... ... ... ...

1,627963 –1,433765 1,526059 1,793974 1,341824 1,951077

1,665822 –1,469345 1,556231 1,839237 1,362241 2,007618

1,703682 –1,504925 1,586403 1,884499 1,382658 2,064158

Рис. 3. Схема САУ по оборотам двигателя (вентилятора) с КС в прямой цепи
Fig. 3. Scheme ACS on engine speed (fan) from the COP in a straight chain
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ния". На рис. 7 приведены зоны регулирования 
на разных режимах работы авиационного ГТД.

Была разработана динамическая модель си-
стемы управления КС, представленная на рис. 8.

Выходы ПБС, ЧБС, ВБР означают границы 
регулирования, представленные штриховкой 
на рис. 7 и определяющие границы полного 
"бедного" срыва, частичного "бедного" срыва и 
виброгорения соответственно. Работу данного 
блока можно описать следующим образом: при 
достижении вышеуказанных границ изменя-
ется перераспределение топлива через диффу-
зионный дозатор:
 � при "полном бедном срыве" уменьшается 

Gт_диф до 0,99 от фактического значения;
 � при "частичном бедном срыве" увеличивает-

ся Gт_диф до 1,01 от фактического значения;
 � при "Виброгорении" увеличивается Gт_диф 

до 1,1 от фактического значения);
 � если ни один из перечисленных режимов 

не активировался, то уменьшается значение 
Gт_диф на величину 0,9995.
В качестве модели эмиссии была выбрана 

нейронная сеть. Для каждого режима была 
составлена обучающая выборка на основании 
данных табл. 2.

На основе данных обучающих выборок для 
каждого режима построена нейронная сеть 
средствами MATLAB (nntool).

Нейронная сеть имеет шесть входных пере-
менных (Time, TКС, GТ, tр, Gт_диф, αКС) и один 
выход NOx. Исходя из точности модели и ми-
нимизации вычислений выбрана нейронная 
сеть с одним скрытым слоем и 100 нейронами 
в этом слое. Обучение проводилось методом 
Левенберга—Марквардта [19, 24].

Интеграция регулятора эмис-
сии вредных веществ в систему 
управления частотой двигателя 
представлена на рис. 9.

Результаты моделирования 
представлены на рис. 10 (см. вто-
рую сторону обложки).

Таким образом, проведенный 
эксперимент показал, что САУ 
КС с нечетким и нейронным ре-
гулятором и регулятором MNOx 
на режиме с минимизацией по 
текущему значению эмиссии от-
вечают полетным требованиям, 
обеспечивают работу в устойчи-
вом диапазоне и допустимый вы-

Рис. 6. Изменение линейного закона накопления интеграла 
MNOx за весь цикл полета
Fig. 6. Change of the linear law of MNOx integral accumulation 
for the whole flight cycle

Рис. 7. Зоны регулирования в разных режимах работы авиа-
ционного ГТД
Fig. 7. Control zones in different modes of operation of the aircraft 
turbine engine

Рис. 8. Динамическая модель нейронной части регулятора на базе персептрона
Fig. 8. Dynamic model of the neural part of the regulator based on the perceptron

MNOx из заданных пределов (18 кг), что по-
зволяет контролировать концентрацию окси-
дов азота и не допускать "частичного бедного 
срыва", "полного бедного срыва" и "виброгоре-
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брос эмиссии не более 18 кг за цикл взлет—по-
лет—посадка".

Заключение

В работе предложен подход к построению 
САУ КС авиационного двигателя, обеспечива-
ющий минимизацию выброса вредных веществ.

Показано, что для проектирования та-
ких САУ необходимо использовать техноло-
гию искусственного интеллекта. В качестве 
интеллектуальных регуляторов рассмотрены 
нейронные регуляторы с обучением обрат-
ного распространения ошибки и алгоритмом 
Левенберга—Маркварда, а также нечеткие ре-
гуляторы но основе моделей Заде, Мамдани и 
Сугено. Для выбранной интегральной целевой 
функции (ошибка перерегулирования, время 
переходного процесса и статическая ошибка) 
получены лучшие показатели САУ для ней-
ронного регулятора (алгоритм Левенберга—
Маркварда) — 5,05, для нечеткого регулятора 
(модель Сугено) — 4,93.

Для минимизации выброса вредных веществ 
разработана динамическая модель системы 
управления КС, построенная на основе ней-
ронной сети, обеспечивающая заданные требо-
вания (допустимый выброс не превышает 18 кг 
за полный цикл взлет—полет—посадка").
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Abstract

One of the directions of aviation development is solving environmental problems, which excludes the emission of harmful 
substances into the atmosphere (nitric oxide, carbon monoxide) during the operation of an aircraft gas turbine engine (GTE) 
[1]. At low temperatures, oxygen and nitrogen are inert gases. At temperatures of 1100... 1600 K, oxides are formed, where 
nitrogen takes a valence of one to five. At temperatures above 1600 K, their atomic decomposition occurs. At temperatures 
in the range of 1100—1600 K, a reduction in NOx is possible with good mixing and a sufficient length of the combustion 
chamber, which determines the burning time of gases. If the combustion process is interrupted due to the poor operation of the 
automation, either vibro-combustion (atomic decomposition of NOx oxide) occurs at a temperature of 1600 K or flame failure 
occurs at 1100 K. Improving the process of converting the chemical energy of fuel and converting it into mechanical energy 
under conditions of uncertainty (variable caloric content of kerosene, changes in environmental parameters, wear of control 
equipment) is possible using neuro-fuzzy control of aviation gas turbine engine emissions into the environment. The control 
signal will be the fuel consumption in the diffusion manifold. In this case, fuel consumption in homogeneous reservoirs will vary 
evenly, provided that the total amount of fuel remains constant for the engine under consideration (the thrust should not change 
in the mode). A dynamic model of a neuro-fuzzy fuel consumption regulator by a diffusion collector has been developed. The 
method of obtaining training samples "% GT" = f (MNOx) for constructing the neural part of the regulator is presented. The 
desired "triangular" region of MNOx location (the integral of emission of nitrogen oxide emissions) is determined, on the basis 
of which control algorithms "with economy" and "without economy" of the MNOx integral are proposed.

Keywords: aircraft engine, metering device (diffusion and homogeneous), low-emission combustion chamber, fuzzy 
control (fuzzification, logical inference unit, defuzzification), neural control (perceptron, error back propagation method, 
Levenberg-Marquardt method)
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Разработка метода формирования траекторий движения группы 
подводных роботов в среде с препятствиями во время их обхода1

Введение

В  настоящее время перспективным мето-
дом повышения эффективности выполнения 
поисковых и обзорных миссий в подводной 
среде является использование групп автоном-
ных подводных роботов (ПР), которые в про-
цессе выполнения этих миссий должны пере-
мещаться в заранее неизвестной обстановке, 
содержащей препятствия. Одним из основных 
видов эффективного группового управления 
является движение роботов в заданном строю 
в режиме лидер—ведомые. В этом режиме ин-
формацию о заданной миссии имеет только 
робот-лидер, который с ее помощью форми-

1Работа поддержана РФФИ (гранты 16-29-04195 и
19-08-00347) и Программой фундаментальных научных ис-
следований по приоритетным направлениям, определяемым 
Президиумом Российской академии наук, № 7 "Новые раз-
работки в перспективных направлениях энергетики, меха-
ники и робототехники".

рует свою траекторию движения. Роботы-ведо-
мые при их движении получают информацию 
о текущем положении лидера и рассчитывают 
свое желаемое положение исходя из предпи-
санного им места в строю относительно ро-
бота-лидера. Это обеспечивает согласованное 
движение всех роботов группы.

В процессе движения в обстановке с препят-
ствиями все роботы группы должны обходить 
эти препятствия на безопасной дистанции без 
столкновений между собой. В настоящее вре-
мя для решения этой задачи создано много 
подходов [1]. В большинстве этих подходов ис-
пользованы различные методы оптимизации 
[2—5] для планирования траекторий движения 
роботов. В частности, проблема безопасно-
го движения группы промышленных роботов 
при выполнении совместных технологиче-
ских операций была рассмотрена в работе [2],
где для предотвращения их столкновений 
между собой вводилось специальное расписа-

Предложен новый метод формирования траекторий движения группы подводных роботов (ПР) в режиме "лидер—ве-
домые" в заданном строю в неизвестной обстановке, содержащей препятствия. В этом режиме в составе группы выделя-
ется ПР-лидер, который имеет информацию о выполняемой миссии и формирует безопасные траектории своего движения 
в зависимости от ее цели и обнаруженных препятствий. ПР-ведомые должны двигаться за лидером, в соответствии 
с выделенным им местом в заданном строе, используя информацию о текущем положении лидера, передаваемую по гидро-
акустическим каналам связи, и об их расстояниях до препятствий, обнаруживаемых с помощью собственных бортовых 
дальномеров. Из-за низкой пропускной способности гидроакустических каналов связи возникает проблема согласования 
положения ПР-ведомых при обходе обнаруженных препятствий, что необходимо для исключения столкновений между ПР 
группы. Указанная проблема решается в работе с помощью предварительного задания для каждого ведомого единственно 
возможной для него траектории перемещения внутри строя, которая обеспечит ему безопасное движение относительно 
других ведомых при обходе конкретного обнаруженного препятствия. Этот подход позволяет при использовании высоко-
точных систем управления не согласовывать текущие положения ПР-ведомых относительно соседей, что не требует 
дополнительного обмена данными между ПР группы. В работе был предложен подход к выбору траекторий движения 
ПР-ведомых внутри строя и метод формирования желаемого положения ПР-ведомых в процессе их движения. Эффек-
тивность предложенного метода подтверждена результатами математического моделирования.

Ключевые слова: подводный робот, групповое управление, строевое правление, планирование траекторий, обход 
препятствий
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ние их движения. Но эти методы можно при-
менять только для рабочей среды с заранее из-
вестными препятствиями.

Проблему управления движением груп-
пы роботов в неизвестной обстановке можно 
решить и с помощью методов, основанных 
на использовании специальных алгоритмов, 
имитирующих поведение живых организмов 
в различных ситуациях [6, 7]. Однако эти ал-
горитмы в основном предназначены для роя 
роботов, в котором не поддерживается опреде-
ленный строй. Эти алгоритмы могут быть не-
приемлемы для выполнения задач, поскольку 
роевое движение роботов предполагает частый 
обмен информацией между ними, что сложно 
реализуемо при малой пропускной способно-
сти акустических каналов связи.

Управление движением роботов строем в за-
ранее неизвестной обстановке с препятствия-
ми рассмотрено в работах [8—10], где избегать 
столкновений с обнаруженными препятствия-
ми предлагается за счет такого изменения типа 
заданного строя или скорости движения робо-
тов группы, чтобы при обнаружении движу-
щегося препятствия группа пропустила его на 
безопасной дистанции.

Проведенный анализ показал, что извест-
ные методы формирования траекторий движе-
ния групп роботов предполагают, что все они 
получают информацию о текущем расположе-
нии друг друга. Это позволяет им согласован-
но корректировать свои траектории в процессе 
обхода препятствий и устранять столкновения 
между собой. Но для ПР этот подход редко ре-
ализуем, поскольку гидроакустические каналы 
связи имеют низкую пропускную способность 
(только сотни байтов в секунду). При этом 
передача информации между ПР происходит 
с большими задержками. Поэтому для группо-
вого управления ПР необходимо разработать 
метод формирования траекторий их движе-
ния, не требующий большого обмена данными 
между роботами группы.

Для решения этой задачи в качестве базо-
вого будет использован метод формирования 
траекторий движения ПР в неизвестной об-
становке, используемый в работах [11—14]. Его 
преимуществом является возможность фор-
мирования гладких пространственных тра-
екторий для обеспечения быстрого и точного 
движения, что особо важно для ПР. Однако 
указанный метод целесообразно использовать 
только для формирования траекторий движе-

ния ПР-лидера, поскольку только он имеет 
информацию о выполняемой миссии и траек-
тории движения всей группы. При этом отсут-
ствие информации у ПР-лидера о текущем по-
ложении ПР-ведомых не позволяет ему сразу 
формировать безопасную траекторию в среде 
с препятствиями с учетом текущих положе-
ний всех ПР-ведомых. Более того, при обходе 
препятствий сохранение заданного строя ПР 
нецелесообразно, так как это может ограничи-
вать безопасный проход всей группы в узких 
местах между препятствиями и увеличивать 
длину траекторий их обхода в поисках более 
безопасных участков.

Постановка задачи

В статье рассматривается задача управления 
группой ПР, движущихся в заданном строю в ре-
жиме "лидер—ведомые" в заранее неизвестной 
обстановке, содержащей препятствия. Группой 
должен управлять ПР-лидер, который должен 
иметь полную информацию о выполняемой 
миссии и формировать безопасные траектории 
своего движения в зависимости от ее цели и об-
наруженных препятствий. ПР-ведомые должны 
двигаться за лидером в соответствии с выде-
ленным им местом в заданном строе (рис. 1), 
используя информацию о текущем положении 
лидера, передаваемую по гидроакустическим 
каналам связи, и об их расстояниях до препят-
ствий, обнаруживаемых с помощью собствен-
ных бортовых дальномеров.

Ставится задача разработки метода форми-
рования траекторий движения ПР-ведомых, 
который обеспечит их безопасное движение от-

Рис. 1. Формирование строя ПР в режиме лидер-ведомые
Fig. 1. AUV formation in leader-followers mode



358 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 21, № 6, 2020

носительно препятствий при отсутствии стол-
кновений между разными ПР группы, а также 
не потребует существенного увеличения обмена 
данных, передаваемых между всеми ПР в про-
цессе коррекции их траекторий движения.

Описание особенностей движения ПР
при решении поставленной задачи

Текущие положения ПР-ведомых в абсо-
лютной системе координат (СК) рассчитыва-
ется их информационно-управляющими си-
стемами по положению ПР-лидера с помощью 
следующего выражения (см. рис. 1):

 , 1, ,Fi L fiX X RX i N= + =�

где XFi ∈ R3 — вектор текущих желаемых ко-
ординат i-го ПР-ведомого в абсолютной СК;
XL ∈ R3 — вектор текущих координат ПР-
лидера в абсолютной СК, передаваемый ПР-
ведомым по каналам связи; =� � �( , ,0)fi fi fiX x y  — 
желаемый вектор смещения i-го ПР-ведомого 
относительно ПР-лидера в горизонтальной 
плоскости, заданный в СК, связанной с лиде-
ром; R ∈ R3Ѕ3 — матрица перехода из связанной 
в абсолютную СК; N — исло ПР-ведомых ПР 
в группе.

При формировании координат z текущих 
положений ПР-ведомых они принимаются рав-
ной текущей координате z ПР-лидера, так как 
большинство задач, выполняемых группой, 
предполагают, что строй всех ПР располагается 
в горизонтальной плоскости. При необходимо-
сти реализации пространственного движении 
группы ПР с сохранением заданной высоты над 
дном каждый ПР группы просто будет форми-
ровать свою координату z с помощью метода, 
описанного в работах [13, 14]. В предлагаемом 
в статье методе при расчете движения всех ПР 
в одной горизонтальной плоскости векторы
координат и матрицы ориентации всех ПР не 
будут учитывать координаты z.

Все ПР группы имеют бортовые дальноме-
ры, позволяющие определять дистанции до 
окружающих препятствий и формирующие 
в процессе движения вектор D = (d1, ..., dn), 
где n — число соответствующих датчиков. По-
скольку движение группы ПР происходит в за-
ранее неизвестной обстановке, то при обнару-
жении препятствий каждый ПР группы дол-
жен корректировать свое движение на основе 
данных, поступающих от его бортовых даль-

номеров. Эта коррекция должна обеспечивать 
выполнение следующих требований.

1. Траектория ПР-лидера формируется не-
зависимо от остальных ПР группы по методу, 
описанному в работах [11—14]. Это требование 
позволяет ПР-лидеру формировать безопасные 
траектории движения на основе только задан-
ной цели миссии и данных, получаемых от его 
бортовых дальномеров.

2. Все ПР-ведомые формируют свои траек-
тории движения независимо друг от друга, ис-
пользуя информацию о текущем положении 
ПР-лидера и данные, поступающие от их борто-
вых дальномеров. Построение этих траекторий 
происходит в абсолютной СК с использованием 
данных, поступающих от бортовых навигаци-
онных систем соответствующих ПР-ведомых.

3. Корректируемые траектории движения 
ПР-ведомых также проходят на безопасном рас-
стоянии от обнаруженных ими препятствий.

4. Корректируемые траектории движения 
ПР-ведомых исключают столкновения между 
разными ПР группы, что достигается обеспе-
чением безопасных расстояний между этими 
ПР в процессе их движения.

5. В процессе обхода препятствий ПР-ве-
домыми сохранение ими заданного строя не 
требуется. Это позволяет ПР-лидеру независимо 
от ведомых формировать траекторию движения 
в неизвестной обстановке. Кроме того, сохране-
ние строя может существенно увеличить время 
выполнения миссий или сделать невозможным 
достижение ее целей, когда проход между пре-
пятствиями может оказаться недостаточным 
для прохода группы ПР заданным стром.

6. Коррекция траекторий движения ПР-
ведомых при обходе препятствий не приводит 
к возрастанию числа передаваемых данных по 
акустическим каналам связи между ПР груп-
пы, так как пропускная способность этих ка-
налов мала и может снизить безопасность пе-
ремещения ПР-ведомых внутри строя.

Метод формирования траекторий движения 
группы ПР

Основной проблемой при формировании 
траектории движения каждого ПР-ведомого 
в процессе обхода им препятствий является 
согласование этой траектории с траектория-
ми остальных ПР для исключения столкно-
вений между всеми ПР-ведомыми. В этом 
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случае каждый из этих ПР должен иметь ин-
формацию о текущем положении остальных 
ПР группы, так как изменение положения 
в строю одного ПР-ведомого может потребо-
вать изменения положения других ПР. Однако 
из-за низкой пропускной способности гидро-
акустических каналов связи реализовать обмен 
данными между всеми ПР группы (а их число 
может быть большим) с достаточной частотой 
редко бывает невозможным.

Однако поскольку желаемое положение всех 
ПР-ведомых задается относительно ПР-лидера, 
то для каждого ведомого заранее можно задать 
единственно возможную для него траекторию 
перемещения внутри строя, которая обеспе-
чит ему безопасное движение относительно 
других ведомых при обходе конкретного об-
наруженного препятствия. В этом случае при 
использовании высокоточных систем управле-
ния ПР-ведомых можно не согласовывать их 
текущие расположения относительно соседей, 
вводя непрерывную передачу многих дополни-
тельных данных о параметрах движения всех 
ПР группы, так как все их перемещения от-
носительно друг друга внутри заданного строя 
будут безопасными в силу предварительного 
(правильного) выбора их траекторий.

Предлагаемый алгоритм формирования тра-
екторий для ПР-ведомых в процессе их движе-
ния в составе группы в среде с препятствиями 
содержит два основных этапа.

Задание траекторий движения внутри 
строя каждого ПР-ведомого. В процессе дви-
жения вдали от препятствий ПР-ведомые со-
храняют заданный строй и свое расположение 
относительно ПР-лидера, а при обходе препят-
ствий должны менять свое положение внутри 
строя так, чтобы сохранить безопасную дис-
танцию между всеми ПР группы.

На рис. 2 показано движение группы ПР 
в обстановке с препятствиями. На этом ри-
сунке сплошной линией показана траектория 
ПРЛ, формируемая ПР-лидером для обхода 
препятствий на безопасном расстоянии. ПР-
ведомые — ПР1 и ПР2 — движутся за лиде-
ром, поддерживая заданную позицию (ниж-
няя часть рис. 2) в строю относительно него 
(их желаемые траектории относительно лидера 
показаны штриховыми линиями).

Когда дальномеры ПР-ведомых обнаружи-
вают близко расположенные к ним препят-
ствия, то они начинают их автономный обход, 
смещаясь со штриховых на пунктирные траек-

тории. Это смещение всегда происходит к тра-
ектории движения лидера, расположенной на 
безопасном расстоянии от препятствий. Ины-
ми словами, при их обходе ПР-ведомые одно-
временно совершают два движения: за лидером 
и (при необходимости) смещение в сторону 
траектории лидера. Это заранее непредсказуе-
мое смещение в коридоре между двумя препят-
ствиями, осуществляемое сразу несколькими 
ПР-ведомыми, может привести к их столкно-
вениям, если они не получают информацию 
о положении других ПР-ведомых, которую 
сложно передать при низкой пропускной спо-
собности гидроакустических каналов связи.

Для устранения указанной ситуации при 
обходе препятствий ПР-ведомые предлага-
ется смещать к траектории движения лиде-
ра по заранее заданному закону (см. штрих-
пунктирные линии в верхней части рис. 2) так, 
чтобы между ПР-ведомыми внутри строя и 
между ними и препятствиями всегда остава-
лась безопасная дистанция. В результате для 
каждого ПР-ведомого появляется возможность 
независимо формировать траектории обхода 
препятствий без дополнительного обмена дан-
ными между ними.

Возможный закон смещения ПР-ведомых 
в СК � �xy , связанной с лидером, внутри строя 
из исходного состояния при обходе различных 
препятствий на рис. 3 показан штриховыми 
линиями, где точки =� � �( , )fi fi fiX x y  соответ-

Рис. 2. Движение группы ПР при обходе препятствий
Fig. 2. Movement of AUV group during obstacle avoidance
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ствуют исходному программному расположе-
нию i-го ПР-ведомого при отсутствии препят-
ствий, ось �x  всегда направлена вдоль текуще-
го движения ПР-лидера.

Эти смещения происходят по параллель-
ным прямым, проходящим через точки � fiX  и 

= ±� �0 ( /2,0),fi fi aX x D  расстояние между которы-
ми не должны быть менее Da min для полного 
исключения столкновения между ПР группы, 
где Da — половина расстояния между ведомы-
ми, расположенными с одной стороны строя 
относительно лидера (имеющими четные или 
нечетные индексы). Знак "+" в координате 
точки � 0

fiX  указывает на то, что ПР-ведомый 
расположен слева от оси �x , а "–", что соот-
ветствующий ведомый — справа от этой оси. 
Координаты точек � 0

fiX  обеспечивают прибли-
жение левых ПР-ведомых к лидеру после их 
смещения, а правых — от лидера. Величина
Da >Da min зависит от числа колонн ПР-ведомых 
и от особенностей строя. Точки � 0

fiX  определя-
ют максимально возможное смещение i-го ПР-
ведомого от своего исходного расположения 
в строю. Эти точки находятся вблизи от ре-
альной траекторий движения ПР-лидера, про-
ходящей на безопасном расстоянии от обна-
руживаемых препятствий. Расстояние между 
точкой � 0

1fX  и ПР-лидером также целесообраз-
но выбирать равным Da (рис. 3).

Несложно показать, что линейная траекто-
рия смещения i-го ПР-ведомого внутри строя 

в СК � �xy , проходящая через две выбранные точ-
ки � 0

fiX  и � fiX , может быть описана уравнением

 ± − + − =� � � � �1
( ) ( ) 0,

2 a fi fi fiD y y y x x  (1)

которое получено из типового уравнения пря-
мой [15], проходящей через две произвольные 
точки на плоскости. Это уравнение ниже будет 
использовано при расчете координат программ-
ных точек для каждого ПР-ведомого в процессе 
обходе им обнаруживаемых препятствий.

Расчет программных положений ПР-ве до-
мых внутри строя при обходе ими обнару жи-
ваемых дальномерами препятствий. В про-
цессе перемещения за ПР-лидером ПР-ведомые 
определяют наличие и близость препятствий 
к траекториям их движения с помощью соб-
ственных бортовых дальномеров. Если это 
расстояние меньше некоторого безопасного — 
Dmin, то программную точку этого ПР-ведомого 
необходимо сместить вдоль траектории, описы-
ваемой уравнением (1), так, чтобы расстояние 
между новым положением программной точки 
и обнаруженной дальномером точкой на пре-
пятствии было равно Dmin. При срабатывании 
сразу нескольких дальномеров оценивается 
расстояние от всех обнаруженных ими точек 
на препятствии до предписанной траектории 
движения ПР-ведомого и выбирается ближай-
шая из них к этой траектории для расчета про-
граммной точки его нового положения.

Если расстояния между всеми обнаружен-
ными дальномерами точками и предписанной 
траекторией движения ПР-ведомого больше 
Dmin, то ПР-ведомый продолжает двигать-
ся за лидером, сохраняя свое заданное место 
в строю, пока какой-либо его дальномер не об-
наружит новое недопустимо близко располо-
женное препятствие, особенности обхода ко-
торого описаны ниже.

В процессе движения ПР-ведомый всегда 
следует за своей программной точкой, положе-
ние которой формируется его бортовой инфор-
мационно-управляющей системой с учетом те-
кущего положения ПР-лидера. При этом ведо-
мый не имеет информацию о траектории 
движения лидера, поэтому заранее не знает и 
траекторию своего дальнейшего движения. 
В связи с этим определение близости точек, об-
наруженных соответствующими дальномерами 
ПР-ведомых на очередном препятствии, к про-
гнозируемым траекториям движения ПР-

Рис. 3. Задание траекторий движения ПР-ведомых при обхо-
де препятствий
Fig. 3. Path planning of AUV-followers during obstacle avoidance
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ведомых возможно только приближен-
но, когда указанные траектории пред-
ставляются в виде прямых линий, 
параллельных оси �x  и проходящих че-
рез текущие положения программных 
точек ведомых (см. вертикальную штри-
ховую линию от ПР-ведомого на рис. 4).

Более детальная схема определения 
величины смещения программной точ-
ки для любого ПР-ведомого при обходе 
им препятствия представлена на рис. 4. 
Она является идентичной для всех ПР-
ведомых, поэтому далее индексы, со-
ответствующие номеру каждого, будут 
опускаться. На этом рисунке показано 
обнаружение препятствия сразу не-
сколькими бортовыми дальномерами 
одного из ПР-ведомых, причем указан-
ные включенные дальномеры распола-
гаются и на левом, и на правом бортах 
каждого ведомого. Для определения 
требуемого смещения программной 
точки конкретного ПР-ведомого не-
обходимо найти крайнюю точку этого 
препятствия, обнаруженную его даль-
номерами, которую он должен обойти в про-
цессе движения за ПР-лидером. Так как тра-
ектория предстоящего смещения программной 
точки (см. уравнение (1)) задана в СК, связан-
ной с ПР-лидером, то и координаты обнару-
женных дальномерами точек следует получить 
в этой СК.

Указанный расчет происходит в два эта-
па. Сначала на борту соответствующего ПР-
ведомого определяются координаты Xdj всех 
зафиксированных дальномерами точек в абсо-
лютной СК:
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f f j j
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f f j j
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d
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где Xdj — координаты в абсолютной СК точки, 
фиксируемой j-м дальномером на препятствии; 
XL, XF — координаты лидера и ведомого в аб-
солютной СК соответственно; ψf — текущий 
угол курса ведомого (угол между продольной 
осью ПР-ведомого и осью x); αj = const — угол 
ориентации его дальномера относительно про-
дольной оси; dj — расстояние до препятствия, 
фиксируемое j-м дальномером.

Затем координаты этих точек Xdj пересчиты-
ваются в СК, связанную с ПР-лидером:
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где � djX  — координаты точки Xdj в СК лидера; 
ψL — текущий угол курса лидера (угол между 
осями �x  и x).

Так как прогнозируемая траектория теку-
щего движения каждого ПР-ведомого является 
прямой, параллельной оси �x , то отклонение 
от точек � djX  до указанной траектории можно 
определить в виде

 δ = − =� � �( )( ), 1, ,j dj dj fS y y y j n
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y
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l
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Множитель �( )djS y  позволяет учесть, с ка-
кой стороны от конкретного ПР-ведомого на-
ходится препятствие, обнаруженное его j-м 
дальномером. При этом величины δj могут 
быть положительными и отрицательными. По-
следнее указывает на то, что обнаруженная на 
препятствии точка лежит между ПР-лидером 
и ПР-ведомым. Если конкретный ПР-ведомый 
и препятствие располагаются по разные сто-
роны от траектории движения ПР-лидера, то 

Рис. 4. Схема построения траекторий движения ПР-ведомых при обходе 
препятствий
Fig.4. Scheme of calculation of program point for AUV-followers during ob-
stacle avoidance
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наличие таких препятствий не будет приво-
дить к смещению ведомых внутри строя, так 
как дистанция до этого препятствия будет за-
ведомо больше Dmin.

Рассчитанные величины δj, = 1,j n , исполь-
зуются для поиска точки � dcX  на препятствии 
с координатами � �, ,dc dcx y  которую должен 
обойти соответствующий ПР-ведомый на без-
опасном расстоянии:

 = δ = δ =� � , если min , 1, .dc dj j jX X j n  (5)

Новое положение программной точки в СК 
� �,x y  для рассматриваемого ПР-ведомого, обе-

спечивающее его безопасный обход обнару-
женного препятствия в составе группы, опре-
деляется с использованием координат точки 
�
dcX  и выражения (1):
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где � �* *,f fx y  — координаты нового положения це-
левой точки � *fX  j-го ПР-ведомого при прохож-
дении им в скорректированном строе за лиде-
ром на безопасном расстоянии от препятствия 
(рис. 4). При этом � *fy  не может быть больше 
нуля, поскольку, как указывалось выше, при 

=� * 0fy  любой ПР-ведомый следует строго за 
своим ПР-лидером, который самостоятельно 
принимает решение об обходе препятствий на 
любом расстоянии от них (если этот обход или 
проход между препятствиями вообще возможен).

Из выражения (6) видно, что при обнаруже-
нии препятствия, находящегося на недопусти-
мо близком расстоянии от желаемой траекто-
рии движения ПР-ведомого, целевая точка бу-
дет смещаться в сторону траектории движения 
ПР-лидера, а после обхода препятствия эта 
программная точка вернется в свое исходное 
положение для задания предписанного поло-
жения конкретного ПР-ведомого в строе.

Однако при обнаружении препятствия це-
левая точка � *fX  ПР-ведомого может резко из-
менить свое положение. Это может привести 
к резким колебаниям ПР-ведомого. Схожая 
ситуация может возникнуть и при наличии 
шумов в показаниях бортовых дальномеров. 
Для устранения указанной ситуации жела-

тельно сглаживать резкие изменения положе-
ний целевых точек с помощью фильтров низ-
ких частот вида [16]:

 � � �= − + β − −� *( ) ( 1) ( ( ) ( 1)),f f ffX k X k X k X k  (7)

где � ( )fX k  — желаемое положение целевой точ-
ки ПР-ведомого с координатами � �( ), ( )f fx k ky  
на текущем шаге работы системы формирова-
ния его траектории; 0 m β m 1 — коэффициент 
сглаживания.

Использование фильтра (7) позволяет из-
бежать резкого изменения положения целе-
вой точки � fX  ПР-ведомого при обнаружении 
препятствий, которая начнет перемещаться 
от него по построенной линейной траектории 
внутри строя со скоростью, зависящей от ко-
эффициента β. Чем меньше значение β, тем 
больше будет скорость перемещения точки � fX  
к своему конечному положению.

Таким образом, использование выражений 
(1)—(7) позволяет автоматически изменять 
расположения ПР-ведомых в пространстве, со-
держащем неизвестные препятствия, обеспе-
чивая их своевременный обход на безопасном 
расстоянии без обмена информацией с осталь-
ными ведомыми и лидером. После обхода пре-
пятствий движение всех ПР заданным строем 
также автоматически восстанавливается.

Исследование эффективности
предложенного метода

Для проверки эффективности предложен-
ного метода было проведено математические 
моделирование движения группы, состоящей 
из трех ПР, в строю типа треугольник. во вре-
мя обхода обнаруженных препятствий с ис-
пользованием известной среды моделирования 
V-REP [17]. Параметры исходного положения 
ПР-ведомых в СК � �:xy  = − −�

1 ( 1,5; 1);fX  Da =
= 0,75 м; смещения ПР-ведомых в сторону оси �x
при обходе препятствий описывались выра-
жением (1), δj = 1м. Полагалось, что все ПР 
группы имеют высокоточные следящие систе-
мы управления [18—20]. Каждый ПР-ведомый 
имел семь дальномеров, расположенных рав-
номерно в их передней полусфере. Траекто-
рии движения ПР-ведомых (рис. 5) при обходе 
препятствий определяются траекторией ПР-
лидера (см. кривую 1), задаваемой сплайнами 
Безье [11] и проходящей через базовые точки 
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WP1 и WP2. Кривые 2 и 3 соот-
ветствуют траекториям движе-
ний левого (ПР1) и правого (ПР2) 
ПР-ведомых соответственно, ко-
торые формировались в процессе 
обхода препятствий по предло-
женному выше методу.

Из рис. 5 видно, что в про-
цессе движения ПР-лидер нахо-
дит безопасный проход к точке 
WP1 между двумя препятстви-
ями на безопасном расстоянии. 
ПР-ведомые не могут пройти 
между этими препятствиями, со-
храняя заданный строй. Поэто-
му правый ПР-ведомый, обходя 
препятствие слева на безопасной 
дистанции, на некотором участ-
ке практически выходит на тра-
екторию ПР-лидера. Левый ведо-
мый обходит левое препятствие 
справа, приближаясь к траек-
тории ПР-лидера. После про-
хода между двумя препятствия-
ми строй всех ПР возвращается 
к исходной конфигурации. Вто-
рое препятствие обходит только 
правый ПР-ведомый, смещаясь 
в сторону траектории ПР-лидера, 
а левый движется за лидером, со-
храняя свое место в строю.

На рис. 6 представлены про-
цессы изменения расстояний E 
между всеми ПР группы. Штри-
ховая кривая — расстояние меж-
ду ПР-лидером и левым ведо-
мым, сплошная черная кривая — 
дистанции между ПР-лидером 
и правым ведомым, а сплошная 
серая — расстояние между ПР-
ведомыми.

Из рис. 6 видно, что в про-
цессе движения все ПР нигде не 
приближаются друг к другу на 
недопустимо близкую дистан-
цию. При обходе препятствий 
расстояния между ними непре-
рывно изменяются, при этом ПР-
ведомые приближаются к траек-
тории ПР-лидера.

На рис. 7 показано мини-
мальное расстояние dc между 
ПР-ведомыми и обнаруженными 

Рис. 5. Траектории движения группы ПР в неизвестной обстановке с препят-
ствиями
Fig. 5. Trajectories of AUV group movement in unknown environment with obstacles

Рис. 6. Процесс изменения дистанций между ПР при движении в заданном строю 
с обходом препятствий
Fig.6. The change of distances between AUVs in the formation during obstacles avoidance

Рис. 7. Расстояния от ПР-ведомых до обнаруживаемых препятствий
Fig. 7. Distances from AUV-followers to obstacles
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их бортовыми дальномерами препятствиями. 
Черная кривая — расстояния от левого ПР-
ведомого до обнаруживаемых препятствий, 
а серая — расстояния от правого ПР-ведомого 
до препятствий. Из рис. 7 видно, что рассто-
яния между движущимися ПР-ведомыми и 
препятствиями не превышают 1 м. Резкие пе-
репады расстояний от ПР-ведомых до обнару-
живаемых препятствий обусловлены тем, что 
число датчиков у каждого ведомого ограни-
чено, поэтому на дальних расстояниях от ПР 
препятствие обнаруживает только один из их 
датчиков и не в сегда. Скачки возможны и при 
подключении других датчиков.

Результаты исследования предложенного 
метода формирования траекторий движения 
группы ПР при обходе препятствий в неиз-
вестной обстановке показали его неизменную 
работоспособность и эффективность.

Заключение

В статье предложен новый метод форми-
рования траекторий движения группы ПР 
в режиме "лидер—ведомые" в заданном строю 
в неизвестной обстановке, содержащей пре-
пятствия. В этом режиме ПР-лидер в соответ-
ствии с заданной миссией выбирает траекто-
рию перемещения на безопасном расстоянии 
от обнаруживаемых им препятствий, а ПР-
ведомые упорядоченно следуют за ним, обходя 
эти препятствия, ориентируясь на показания 
собственных дальномеров. При обходе препят-
ствий они перемещаются по заранее заданным 
траекториям внутри строя к траектории лиде-
ра без столкновений между собой и без допол-
нительного обмена данными для согласования 
их положений. Эффективность предложенного 
метода подтверждена результатами математи-
ческого моделирования.
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Abstract

The new path planning method for AUV group moved in the " leader-followers" mode in a desired formation in an 
unknown environment with obstacles is proposed in paper. In this case one AUV plays role of AUV-leader, which has in-
formation about the mission and plans a safe trajectory of its movement, depending on its purpose and detected obstacles. 
AUV-followers must move behind the leader, in accordance with their assigned place in formation, using information about 
the current position of the leader, received via acoustic communication channels, and information about their distances to 
obstacles, detected by their onboard rangefinders. Due to the low bandwidth of acoustic communication channels, there 
is a problem of matching the position of the AUV-followers during obstacles avoidance. It is necessary to avoid collisions 
between AUV of group. This problem is solved by means of the preliminary forming for each follower of the only possible 
trajectory of movement inside formation which will provide it safe movement relatively other followers when this AUV-
follower moves around detected obstacle. This approach allows do not coordinate the current position of the AUV-followers 
relative to other AUV of group if a high-precision control system is u sed, and as a result it does not require additional 
data exchange between the AUV group. In this paper, an approach to the forming of AUV-follower trajectories inside AUV 
formation and the method of forming the desired position of the AUV-followers on these trajectories are proposed. The ef-
fectiveness of the proposed method is confirmed by the results of mathematical modeling.

Keywords: underwater robot, cooperative control, formation control, path planning, obstacle avoidance, unknown 
environment
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Разработка энергетического метода и исследование алгоритмов 
прогнозирования траектории взлета самолета

Введение

В связи с интенсификацией воздушных пе-
ревозок и расширением эксплуатационных ди-
апазонов вопросы безопасности авиационной 
техники становятся все более острыми.

Из анализа отечественных и зарубежных 
источников следует, что на наземные этапы 
взлета и посадки приходится более полови-
ны всех аварий. Подтверждением высокой 
аварийности на этих этапах служит сводная 
диаграмма процентного распределения ката-
строф пассажирских самолетов на участках 
взлета и посадки за период с 2008 по 2017 гг., 
составленная по доступным отчетам фирмы 
Boeing (рис. 1, см. третью сторону обложки) [1].

Линии тренда показывают увеличение доли 
аварий на посадке и снижение доли аварий на 
взлете. Примечательно, что за весь десятилет-
ний период анализа суммарная аварийность 
на взлетно-посадочных режимах оставалась 
выше 50 % от общего числа катастроф за весь 
полет.

Статистика летных происшествий (ЛП) по 
материалам последних зарубежных [2—4] и от-
ечественных [5, 6] исследований показывает, 
что доля ЛП, обусловленных участием челове-
ка в процессе выполнения полетного задания, 
колеблется в зависимости от методик оценки 
от 50 до 70 %.

Хронологический анализ состояния отече-
ственного парка самолетов также не выявил 

Обсуждаются разработка и исследование метода прогнозирования событий на траектории взлета, набора высоты 
и преодоления высотных препятствий по курсу. Метод прогнозирования базируется на энергетическом подходе к управ-
лению полетом, рассмотренном авторами в предыдущих работах. Математическая формулировка метода основана на 
уравнении баланса энергий, описывающем взаимное влияние всех действующих сил в системе "самолет—двигатель—
внешняя среда". В данной статье уравнение расширено на наземные режимы движения по взлетно-посадочной полосе. 
Для этого в уравнение добавлен член, учитывающий действие тормозящих сил со стороны колес шасси. Уравнение ба-
ланса позволяет непосредственно получить алгоритм расчета длины впередилежащей траектории, необходимой для на-
копления требуемого значения терминальной энергии. Взлетная траектория включает наземный и воздушный участки. 
Поэтому возможность преодоления препятствия фиксируется алгоритмом в точке возможного принятия решения на 
взлет с учетом следующего воздушного участка. Эта точка достигается раньше, чем достигается скорость принятия 
решения, предписываемая руководством по летной эксплуатации. Такое опережающее оповещение о возможности взле-
та улучшает ситуационную осведомленность пилота, что снижает стрессовые нагрузки и уменьшает риск ошибочных 
действий. Для проведения исследований разработан испытательный стенд, на котором возможны одиночные пуски и 
серии статистических испытаний. В окне оператора стенда формируются сценарии взлета, задаются начальные ус-
ловия на ВПП, атмосферные возмущения, конфигурация самолета и координаты препятствия. Задаются параметры 
случайных погрешностей в задании взлетной массы и центровки самолета, а также шумы измерений продольной пере-
грузки. На стенде выполнен большой объем детерминированных и статистических испытаний алгоритмов прогнозирова-
ния событий на траектории взлета. С помощью модуля статистического анализа рассчитаны характеристики ошибок 
прогнозирования дальности до точки принятия решения на взлет и точки отрыва носового колеса. Приведены примеры 
построения графиков плотности вероятностей и гистограммы распределения ошибок по пяти характерным зонам от-
клонений от среднего. Получены доверительные интервалы для расчета математического ожидания. Разработан про-
тотип электронного индикатора траектории взлета с отметками прогнозных характерных координат.

Ключевые слова: метод прогнозирования, энергетический подход, взлет самолета, достоверность прогноза, ста-
тистические испытания
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тенденции к снижению общей аварийности [7].
Более того, анализ показывает, что по мере со-
вершенствования техники доля авиационных 
происшествий, связанных с недостатками си-
стем самолетов и их характеристик, уменьши-
лась с 40 до 15 %, а доля происшествий, об-
условленных отклонениями в работе персона-
ла, в основном экипажа, выросла с 50 до 80 %. 
Такая высокая доля негативных происшествий 
обусловлена повышенной психологической на-
грузкой, скоротечностью процессов и дефици-
том времени на принятие решений.

При этом отмечается, что совершенствова-
ние авиационной техники, методов и средств 
подготовки летного и наземного персонала, 
обеспечения и выполнения полетов в России 
и передовых западных странах шло одинако-
выми темпами с учетом накопленного миро-
вого опыта авиастроения и эксплуатации воз-
душных судов (ВС). Поэтому средние значе-
ния показателей безопасности отечественных 
реактивных и турбовинтовых самолетов в со-
ставе авиационно-транспортной системы были 
и остаются не хуже аналогичных по классу 
западных самолетов. Они отражают уровень 
мирового развития авиационной науки и тех-
ники на периодах создания этих самолетов и 
дальнейшего их совершенствования.

В настоящее время вопросам безопасности 
операций на взлетно-посадочной полосе (ВПП) 
во всем мире уделяется повышенное внима-
ние. По комплексной проблеме безопасности 
операций на ВПП в структуре ИКАО созданы 
международные комиссии с участием отече-
ственных специалистов. Деятельность между-
народных отделений освещается на специаль-
ном сайте http://www.icao.int/RunwaySafety.

Движение по наземным участкам траекто-
рии движения ВС выполняется под контролем 
или при непосредственном участии пилота 
в управлении. Возникновение непредвиден-
ных или нештатных ситуаций при ограниче-
нии на время реакции может провоцировать 
стрессовые состояния пилота. Ввиду высоких 
психологических нагрузок на пилота повыша-
ется вероятность ошибочных или несвоевре-
менных действий.

В связи с этим становится очевидной не-
обходимость улучшения информационной 
поддержки пилота и создание дружественной 
среды взаимодействия пилота с приборным 
оборудованием кабины. С этой целью нами 
были предложены методы и алгоритмы про-

гнозирования движения летательных аппа-
ратов (ЛА) на наземных участках траектории 
[8—13]. Методологической базой разработок 
является энергетический подход к управлению 
пространственным движением ЛА [14—16].

В этих работах получил дальнейшее разви-
тие метод прогнозирования движения ВС на 
этапах разбега по ВПП перед взлетом и по-
следующего набора высоты для пролета над 
высотным препятствием. Введена коррекция 
прогноза дальности до точки принятия реше-
ния. Метод учитывает накопление энергии на 
впередилежащей траектории, включая воздуш-
ный сегмент, и поэтому прогноз возможности 
взлета намного опережает момент достижения 
скорости взлета, требуемой руководством по 
летной эксплуатации. Управление полетом ЛА 
на режиме взлета осуществляется энергетиче-
ской системой.

Внедрение методов прогнозирования на 
борт в сильной степени зависит от признания 
эксплуатантами авиационной техники резуль-
татов прогноза достоверными и правдопо-
добными. Для привлечения доверия к методу 
прогнозирования в работе проведен анализ 
статистических характеристик погрешностей 
прогнозирования.

Был выполнен большой объем статистиче-
ских испытаний алгоритмов прогнозирова-
ния в широком диапазоне условий на ВПП. 
Результаты анализа демонстрируют высокую 
точность и достоверность алгоритмов прогно-
зирования событий на траектории взлета.

Для улучшения ситуационной осведомлен-
ности пилота и визуальной оценки развития 
ситуации предложен прототип индикатора 
взлета в кабине пилота.

1. Энергетический метод прогнозирования 
траектории взлета и пролета ЛА

над высотным препятствием

Принцип управления полной энергией 
(Total Energy Control — TEC) впервые был ис-
следован и применен к управлению полетом 
самолета в работе [17].

В условиях пренебрежения влиянием ветра 
и изменением аэродинамических характери-
стик для режима установившегося полета в ра-
боте [17] получен упрощенный закон управле-
ния тягой двигателя в приращениях относи-
тельно заданных значений.
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В наших ранних работах [9, 10] решалась 
задача установления связи аэродинамических 
характеристик полета ЛА, режима работы его 
силовой установки, а также энергетических 
характеристик внешней среды и использова-
ния этой зависимости для синтеза структуры 
продольного канала модифицированной ав-
томатической системы и поддержки действий 
пилота в ручном режиме.

Введя энергетическую оценку состояния 
атмосферы, мы получили уравнение балан-
са энергий в системе объектов: "летательный 
аппарат—силовая установка—внешняя среда". 
Это уравнение не только показывает прямой 
путь для построения эффективных автомати-
ческих систем управления полетом, но и по-
зволяет оценивать и сообщать пилоту уровень 
опасности ветровых возмущений, а также фор-
мировать директорный индекс для ручного 
управления силовой установкой.

Таким образом, рассмотрение полета ЛА 
с энергетических позиций привело нас к фор-
мированию энергетического подхода к управле-
нию полетом. Энергетический подход к управ-
лению движением в пространстве основан на 
описании движения объекта как в простран-
стве переменных состояния, так и в терминах 
его полной энергии и ее составляющих.

Математической сновой энергетического 
подхода является уравнение баланса энергий, 
которое в обобщенном виде записывается как

 Δ = Δ + Δ + Δдв ,D w
E E E EH H H H

где ΔHE — приращение энергетической высоты; 
Δ дв

EH  — удельная работа двигателя; Δ D
EH  — 

затраты энергии на преодоление силы лобово-
го сопротивления; Δ w

EH  — работа ветра.
Это уравнение устанавливает количествен-

ные соотношения между источником энергии 
и всеми ее потребителями. Уравнение запи-
сано в форме приращений удельной энергии 
движения:

 = = + 2( ) ( ) ( ) ( )* * / / 2 ,EH E mg h V g

где m — геометрическая высота; h — инерци-
альная скорость полета; m — масса самолета.

Единицей измерения удельной энергии 
служит метр, поэтому она называется также 
энергетической высотой. Для каждого члена 
уравнения баланса энергий в работах [14, 15] 
получены интегральные выражения
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где θ — угол наклона траектории; Vв — воз-
душная скорость; Pн — тяга двигателя, нор-
мированная весом самолета; Dн — нормиро-
ванная равнодействующая всех внешних сил; 
αв — угол атаки крыла; ϕдв — угол установки 
двигателя. Множитель fw называется факто-
ром ветра  ≅ −�

в/ / ,w x yf W g W V  в котором Wx и 
Wy — горизонтальная и вертикальная состав-
ляющие ветра.

На режимах движения по ВПП возникают 
силы сопротивления со стороны опор шас-
си. Поэтому уравнение баланса энергий было 
обобщено [9—11] на наземные режимы путем 
добавления члена Δ торм,EH  отражающего про-
цесс поглощения энергии на преодоление ме-
ханических сил торможения:

 Δ = Δ + Δ + Δ + Δдв торм .D w
E E E EEH H H H H

Новый член представлен нами в форме:

 Δ = ∫
2

1

торм
торм ,

t

E
t

H Vk dt

где kторм — обобщенный нормированный ко-
эффициент торможения, равный отношению 
суммарной силы сопротивления со стороны 
шасси к весу самолета. В свою очередь сила 
сопротивления зависит от коэффициента сце-
пления колес с покрытием ВПП и степени об-
жатия тормозных колодок колес. При полном 
обжатии коэффициент торможения равен ко-
эффициенту сцепления.

На этапе разбега при пониженной тяговоо-
руженности по причине отказа двигателей или 
в условиях высокогорья, или при повышен-
ной температуре воздуха, или при предель-
ных полезных нагрузках необходимо оценить 
возможность самолета осуществить разбег до 
взлетной скорости в пределах ВПП и набрать 
достаточную высоту для пролета над препят-
ствиями в виде искусственных сооружений 
или естественных возвышений рельефа мест-
ности по курсу взлета.

В момент пролета над препятствием самолет 
должен иметь скорость не ниже минимальной 
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скорости устойчивого горизонтального полета 
V2, известной для каждого типа самолетов. Та-
ким образом, полная энергия движения в мо-
мент преодоления препятствия 

препHE  должна 
содержать необходимый минимум кинетиче-
ской составляющей и запас потенциальной со-
ставляющей, которая и определяет достижи-
мую высоту Hпреп пролета над препятствием:

 = +
преп

2
2 преп0,5 ( ) .HE m V mgH  (1)

Полная накопленная энергия в конце ка-
кого-либо маневра складывается из текущих 
кинетической и потенциальной составляющих 
и работы всех внешних сил Fi на траектории 
маневра. Траектория подлета к препятствию 
включает наземный и воздушный участки. 
Считая малыми углы набора высоты, длину 
пространственной траектории принимаем рав-
ной ее проекции S. Тогда спрогнозированная 
накопленная энергия на пути равна

 = + + ∑2
прог( ) 0,5 ( ) ( ) ( ),i

i
E t mV t mgh t S F t  (2)

где ∑ ( )i
i

F t  — сумма всех внешних сил: тяги 

двигателя, аэродинамического сопротивле-
ния, трения качения и торможения. Это урав-
нение непосредственно связывает энергетиче-
ское состояние объекта управления и длину 
траектории для достижения этого состояния. 
Моделирование или прямое измерение всех 
действующих сил является нетривиальной за-
дачей. В предлагаемой методике результирую-
щая сила естественным образом вычисляется 
через продольное ускорение a(t):

 Σ = ( ),i
i
F ma t  (3)

которое на борту обычно определяется по из-
меряемой перегрузке nx:

 =( ) ( ).xa t gn t  (4)

Приравнивая выражения для необходимой 
(1) и прогнозной (2) энергий с учетом экви-
валентной замены (3) и измерений (4), в про-
цессе разбега можно найти длину впередиле-
жащего участка траектории, необходимого для 
накопления недостающей полной энергии:

 
= − +

+ − −

ТПР преп

2 2
2 преп

( ) ( ( ( ))

0,5( ( ) ))/ ( ) .x

D t g H h t

V V t gn t L

Заметим, что это выражение инвариант-
но относительно массы. В точке траектории, 
где прогнозируемая длина этого участка об-
нуляется, прогнозное значение энергии будет 
достаточным для пролета над препятствием 
с требуемой скоростью. Эта точка названа точ-
кой принятия решения (ТПР) о безопасном 
взлете: ==ТПР 0( )| .DX x t  Координата этой точки 
вычисляется просто:

 = +ТПР ТПР( ) ( ) ( ).X t X t D t

Отличительной особенностью энергетиче-
ского метода прогнозирования является тот 
факт, что в текущем прогнозе учитывается 
полная энергия, приобретаемая самолетом на 
воздушном сегменте за пределами наземного 
участка. Соотношение энергий на наземном и 
воздушном сегментах траектории пролета над 
препятствием высотой 100 м для самолетов 
массой 70, 90, 105 т представлено на рис. 2 (см. 
третью сторону обложки).

В отличие от методики взлета, предписыва-
емой руководствами по летной эксплуатации, 
метод прогнозирования полной энергии с уче-
том ее прироста на воздушном участке указы-
вает на возможность взлета не в момент дости-
жения скорости принятия решения, а намного 
раньше и в координатах дальности, привязан-
ных к взлетной полосе.

Для повышения ситуативной осведомлен-
ности весьма полезным считается знание запа-
са, или резерва, дальности до обреза взлетной 
полосы в точке принятия решения. Резерв так-
же прогнозируется в процессе разбега:

 = − −рез ВПП ТПР( ) ( ) ( ).L t L X t D t

Энергетический метод прогнозирования 
позволил получить прогнозную оценку еще 
одной характерной точки на траектории разбе-
га. Для каждого типа самолета существует ми-
нимальная скорость на разбеге Vr, при которой 
разрешен подъем передней стойки шасси для 
разворота самолет на взлетный угол тангажа. 
Эта скорость зависит от его взлетной массы, 
конфигурации крыла и регламентируется тех-
ническими условиями на самолет. В нештат-
ных ситуациях пилот должен оценивать не 
только возможность продолжения взлета, но и 
положение самолета на полосе, в котором мож-
но начинать подъем передней стойки. Длина 
дистанции от текущего положения самолета до 
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достижения скорости подъема вычисляется по 
формуле

 = −2 2
2( ) ( ( ))/2 ( ).

rVD t V V t gn t

Объективная оценка этой дальности, в от-
личие от интуитивной, улучшает ситуативную 
осведомленность пилота и снижает предпо-
сылки для ошибочных действий. В процессе 
разбега пилоту может выдаваться сообщение 
о дальности до точки подъема передней стой-
ки. Момент обнуления этой дальности служит 
сигналом готовности для начала разворота са-
молета на взлетный угол тангажа.

Коррекция прогноза дальности

Прогноз движения ЛА, основанный на те-
кущих значениях его координат, не может со-
впадать с реальным процессом, так как все 
силы меняются или под действием возмуще-
ний, или в соответствии с регламентирующи-
ми требованиями правил выполнения полетов. 
На этапе взлета основной силой является тяга 
двигателя, на которую наибольшее влияние 
оказывает скорость разбега. Нами предложено 
для компенсации этого влияния ввести муль-
типликативный корректирующий член в алго-
ритм прогнозирования:

 =кор
ТПР корТПР( ) ( ) .D t D t k

Коэффициент коррекции kкор выбирался 
в нескольких вариантах, учитывающих паде-
ние тяги с ростом скорости, и окончательно 
имеет вид

 =кор 1 0 2/ .k k k VP V

Здесь VP — скорость разбега; V2 — скорость 
устойчивого горизонтального полета; k0 и k1 — 
настроечные коэффициенты, формирующие kкор.

Эффективность коррекции показана на 
рис. 3 (см. третью сторону обложки), где при-
ведены реальная и скорректированная прогноз-
ная дальности до точки достижения скорости 
V1. Их различие на начальном участке разбега 
находится в пределах 100 м, а на дальности свы-
ше 300 м ошибка прогноза снижается до 5 м.

Моделирование взлета при наличии 
препятствий

Для испытаний алгоритмов прогнозирова-
ния траектории разбега, взлета и последую-

щего пролета над препятствием был разрабо-
тан компьютерный стенд, в составе которого 
входит полная модель самолета ТУ-204-120С 
в варианте с двигателями RB.211-535. Пульт 
оператора стенда позволяет устанавливать на-
чальные условия испытаний: массу и центровку 
самолета, имитировать климатические условия, 
высотность аэродрома и вводить ветровые воз-
мущения. Оператору предоставлена возмож-
ность составлять сценарии взлета, как типовые 
в соответствии с действующим руководством 
по летной эксплуатации, так и с учетом манеры 
пилотирования командира экипажа.

В современной конфигурации стенда имеет-
ся режим моделирования с отказом двигателя, 
введена процедура поиска оптимальных коэф-
фициентов энергетической системы управле-
ния (Kh и Kv), расширен перечень настраива-
емых коэффициентов. Добавлено окно режи-
ма статистических испытаний для настройки 
уровня и вида случайных отклонений массы и 
центровки самолета.

Целью моделирования было получение об-
ласти расчетных точек принятия решения, со-
поставление их с рекомендациями стандарт-
ных методик пилотирования и формирование 
базы данных для дальнейшего анализа.

Следует отметить, что на режиме взлета 
управление полетом на воздушном участке 
осуществлялось не штатной, а энергетической 
системой управления. Энергетическая систе-
ма, как было показано ранее [14], экономно и 
рационально расходует ресурсы органов управ-
ления — сектора газа и ручки траекторного 
канала — при выполнении пространственных 
маневров.

Моделирование показало высокое каче-
ство переходных процессов, что иллюстрирует 
рис. 4 (см. третью сторону обложки), где по-
казаны графики высоты и скорости на взле-
те при наличии препятствия высотой 100 м 
на дальности 1000 м от торца ВПП. Графики 
приведены для самолета с тремя различными 
взлетными массами.

Были выполнены серии экспериментов, 
имитирующих взлеты самолета с разной мас-
сой — от минимальной до максимальной и 
расположением препятствий высотой от 50 до 
150 м на удалении от конца ВПП от 500 до 
3000 м. Особый интерес представляли полеты 
с имитацией отказа одного двигателя на на-
чальном участке разбега. В процессе взлета 
фиксировалось положение самолета на ВПП 
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(координата DТПР), в котором текущее энерге-
тическое состояние с учетом прогноза движе-
ния было достаточным для разгона до мини-
мальной скорости полета и подъема на высоту 
препятствия в точке его расположения.

При больших дальностях до препятствий — 
свыше 2000 м — прогноз показывает возмож-
ность взлета практически с самого начала 
разбега для самолета с любой, в том числе 
максимальной, взлетной массой. Это вполне 
объяснимо, так как от точки старта до препят-
ствия длина траектории включает еще и воз-
душный участок.

В процессе моделирования также вычисля-
ли дальности до достижения скорости подъема 
носовой опоры .

rVD  Для самолета ТУ-204 с за-
крылками во взлетном положении (18°) в трех 
исследуемых вариантах загрузки эти скорости 
равны 210, 228 и 245 км/ч соответственно. Ана-
лиз результатов показывает, что на аэродромах 
с препятствиями, расположенными достаточно 
далеко от задней кромки ВПП (далее 1500 м), 
прогноз энергетического состояния для успеш-
ного взлета наступает раньше, чем достигается 
скорость подъема передней стойки, которая и 
является ограничением для начала отрыва от 
ВПП. В случае близко расположенных препят-
ствий оказывается, что достижение скорости 
подъема стойки не гарантирует успешного на-
бора высоты. Для этого необходимо накопить 
достаточный запас энергии, находясь еще на 
ВПП, так как на коротком воздушном участке 
взлета возможно набрать лишь малую долю от 
требуемой полной энергии. В таких ситуациях 
разбег должен быть продолжен до точки при-
нятия решения.

Для иллюстрации опережающих свойств 
прогноза в табл. 1 приведены координаты то-
чек принятия решения, рассчитанные из усло-
вия достижения нормативной скорости V1 и 
координаты точек возможности взлета X_ТВВ, 
в которых прогноз гарантирует накопление 
энергии для преодоления высотного препят-
ствия. Результаты приведены для самолета 
с взлетными массами 70, 90 и 105 т при выпол-
нении взлета с использованием двух сценари-
ев управления траекторией. Первый сценарий 
взлета (комфортный) содержал только задания 
на требуемые переходы по скорости и высоте. 
По второму сценарию (энергичному) задава-
лись принудительное манипулирование секто-
ром газа для более интенсивного достижения 
требуемых значений координат.

Сравнение координат показывает, что про-
гнозная достижимость конечного энергети-
ческого состояния, достаточного для пролета 
над препятствием, фиксируется намного рань-
ше, чем самолет приобретает скорость приня-
тия решения, предписываемую руководствами 
по летной эксплуатации.

2. Статистический анализ алгоритма 
прогнозирования

Для получения оценок качества и достовер-
ности алгоритма прогнозирования был разра-
ботан специальный программный модуль.

По результатам статистических испытаний 
строятся графики функций распределения и 
плотности вероятностей ошибок прогнозиро-
вания. Нормативами ИКАО установлены пять 
уровней тяжести последствий от вероятных 
ошибок пилотирования. В нашей работе также 
используются пять допусковых зон для оцен-
ки числа ошибок прогнозирования справа и 
слева от среднего значения анализируемого па-
раметра. Модуль анализа строит гистограммы 
распределения ошибок прогнозирования по 
пяти зонам. В качестве примера графического 
оформления результатов статистического ана-
лиза модельных испытаний на рис. 5 и 6 показа-
ны график плотности вероятности и гистограм-
ма распределения ошибок прогнозирования.

Номинальные условия взлета: масса m = 
= 105 т, центровка XT = 0,35. Вариации: 3σm =
= 5 %, 3σXT = 10 %. Число испытаний 1000.

Заметна несимметричность закона распре-
деления ошибок, что подтверждается вычис-
ленными в модуле значениями эксцесса (0,241) 
и асимметрии (–0,698).

Таблица 1
Table 1

Сравнение прогнозных и регламентных координат
точки принятия решения на взлет

Comparison of the predicted and regulatory coordinates
of the takeoff decision point

Мас-
са, т

Сценарии X_ТВВ X_V1
Опере-
жение

Ошиб-
ка

70
Комфортный 752,36 1037,65 285,29 –0,81

Энергичный 154,05 602,15 448,10 2,87

90
Комфортный 909,27 1066,63 157,35 –0,78

Энергичный 133,18 784,36 651,18 0,37

105
Комфортный 1052,98 1096,26 43,28 –0,25

Энергичный 957,15 1201,15 244,00 –0,23
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Одним из показателей надежности расче-
та статистических характеристик случайного 
процесса служит степень рассеяния результа-
тов относительно его математического ожи-
дания. В программе статистического анализа 

имеется возможность находить 
число прогнозов, попадающих 
в трубку рассеяния заданной ши-
рины. В табл. 2 приведены дан-
ные по числу ошибок в трубках 
шириной 5 и 10 % от всего диа-
пазона ошибок алгоритма про-
гнозирования. В программе пред-
усмотрена возможность задавать 
ширину трубки непосредственно 
в метрах. В табл. 2 также показа-
на ширина доверительного интер-
вала при уровнях доверия 0,95 и 
0,99. Малый доверительный ин-
тервал свидетельствует о высокой 
стабильности расчета математи-
ческого ожидания при действую-
щих возмущениях.

Для отработки навыков пило-
тирования при информационной 
поддержке на стенде был реализо-
ван прототип индикатора движе-
ния самолета в реальном времени 
по ВПП и на воздушном участке. 
Вариант такого индикатора при-
веден на рис. 7.

В окне индикатора показаны 
графики заданных и реальных 
значений основных параметров 
полета — высоты и скорости. На 
высотной траектории изображен 
символ самолета в его текущем 
положении. Условно изображены 
ВПП и препятствие. Индициру-
ются прогнозные отметки харак-
терных событий, а именно, даль-
ности до точки возможности при-
нятия решения на взлет (DТПР), 
точки достижения регламент-
ной скорости принятия решения 
(DV1) и точки отрыва носового 
колеса (DVr). Показываются так-
же численное значение этих коор-
динат. Для оперативного анализа 
результатов моделирование взлета 
может быть выполнено в ускорен-
ном времени.

Заключение

Число аварий на взлетно-посадочных режи-
мах в течение последнего десятилетия остается 
на уровне выше 50 %. На этих режимах движе-

Рис. 6. Гистограмма распределения ошибок прогнозирования по пяти зонам
Fig. 6. The histogram of the distribution of predicting errors over five zones

Рис. 5. Плотность вероятности ошибок прогнозирования дальности до ТПР
Fig. 5. The probability density of errors in predicting the distance to the decision-
making point

Таблица 2
Table 2

Характеристики достоверности прогноза

Forecast Reliability Characteristics

Масса, т Сценарии МО

Число ошибок 
в допуске

Доверительные 
интервалы, м

(с уровнем доверия)

5 % 10 % 0,95 0,99

70 Комфортный 2,971 234 465 0,135 0,178

Энергичный 7,533 270 504 0,170 0,224

90 Комфортный 4,081 286 520 0,225 0,295

Энергичный 0,554 247 461 0,178 0,234

105 Комфортный –0,245 256 476 0,529 0,696

Энергичный –4,389 238 431 0,534 0,702
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ние ЛА контролируется пилотом. Во избежа-
ние ошибочных действий крайне желательно 
информировать пилота об эволюции ситуации. 
С этой целью разработан и исследован энерге-
тический метод прогнозирования расстояния 
до характерных точек на впередилежащей тра-
ектории ЛА при взлете.

На основе энергетического подхода к управ-
лению разработан алгоритм расчета расстояния 
до ТПР о возможности взлета при наличии вы-
сотных препятствий по курсу. Повышение точ-
ности и достоверности прогноза достигнуто за 
счет введения коррекции результатов первичного 
прогноза. Возможность взлета с гарантирован-
ным пролетом над препятствием обосновывает-
ся намного раньше достижения скорости при-
нятия решения, предписываемой руководством 
по летной эксплуатации. Также синтезирован 
алгоритм расчета расстояния до точки достиже-
ния скорости отрыва носового колеса от ВПП. 
Информационное сообщение о резерве разбега, 
сформированное в поле зрения пилота, позво-
ляет соотнести текущую ситуацию с положени-
ем самолета на ВПП, что повысит ситуацион-
ную уверенность и снизит напряженность. Было 
проведено большое число детерминированных и 
статистических испытаний модифицированного 
алгоритма прогнозирования. Продемонстриро-
вана высокая точность прогноза и высокая до-
стоверность результатов. Предложен прототип 
электронного индикатора взлета в реальном и 
ускоренном времени.
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Abstract

The article is devoted to the development and research of the method of predicting the events on the trajectory of 
takeoff, climb and overcome highrise obstacles on the course. The prediction method is based on the energy approach to 
flight control, created by us in previous works. The mathematical formulation of the method is the energy balance equation 
describing the mutual influence of all acting forces in the aircraft-engine-environment" system. In this article, the equa-
tion is extended to ground modes of movement along the runway. For this, a term is added to the equation that takes into 
account the action of braking forces from the chassis. The balance equation allows us to directly obtain an algorithm for 
calculating the length of the forward trajectory required for the accumulation of the required amount of terminal energy. 
Takeoff trajectory includes ground and air segments. Therefore, the possibility of overcoming the obstacle is fixed by the 
algorithm at the point of a possible decision to takeoff, taking into account the next air segment. This point is reached 
before the decision-making airspeed prescribed by the flight manual is reached. This advance warning of the possibility 
of takeoff improves situational awareness of the pilot, which reduces stress and reduces the risk of erroneous actions. A 
computer stand was developed for the research. Single launches and series of statistical tests are possible. Takeoff scenarios 
are generated in the stand operator window, as well as initial runway conditions, atmospheric disturbances, aircraft con-
figuration, and obstacle coordinates are specified. The parameters of random errors in the takeoff weight and centering are 
assigned, as well as the noise of longitudinal overload measurements are set. A large volume of deterministic and statistical 
tests of algorithms for predicting events on the takeoff trajectory was performed at the stand. Using the statistical analysis 
module, the characteristics of the range prediction errors to the take-off decision point and the nose wheel separation point 
were calculated. Probability densities and histograms of error distribution over five characteristic zones of deviations from 
the mean are constructed. The confidence intervals for calculating the mathematical expectation are obtained. A prototype 
of an electronic indicator of the takeoff trajectory with marks of predictive characteristic coordinates has been developed.

Keywords: Energy approach, predicting method, confidence of prediction, aircraft takeoff, statistic tests
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Алгоритм рационального планирования и распределения ресурсов
при подготовке группы летательных аппаратов
к применению в условиях неопределенности1

Введение

Одной  из задач планирования техническо-
го обслуживания авиационной техники (АТ) 
является распределение инженерно-техниче-
ского состава. В случае жестких ограничений 
по времени подготовки группы ЛА возникает 
задача обоснования требуемого количествен-
ного состава специалистов разного профиля.

В работах [1, 2] приведены алгоритм раци-
онального планирования работ, выполняемых 
несколькими специалистами разного профи-
ля на группе однотипных ЛА в детерминиро-
ванной постановке, т.е. при фиксированной 
длительности выполнения каждой из работ,
а также автоматизированная технология кон-
троля их деятельности в реальном времени.

Рациональное планирование основано на 
том, что последовательность выполняемых 
на каждом ЛА работ строится по принципу 
приоритета работ, имеющих максимальную 
длительность, с учетом того, что соответ-
ствующий специалист в этот момент времени 
свободен (не занят на другом ЛА). При этом 
получаемый рациональный план не намного 
хуже потенциально возможного оптимально-
го решения, получение которого связано с не-

1Исследование выполнено при финансовой поддержке 
РФФИ в рамках научного проекта № № 18-08-00488а.

обходимостью рассмотрения огромного числа 
возможных вариантов.

Ограничением при планировании является 
невозможность одновременного выполнения 
двух и более работ на одном ЛА и невозмож-
ность одновременной работы специалиста на 
двух и более ЛА.

В реальности время выполнения каждой 
из работ отличается от нормативного, что об-
условлено влиянием большого числа случай-
ных факторов (например, возможные неис-
правности и отказы, обнаруженные в полете 
и при проведении работ). В этом случае воз-
никает необходимость оценки разработанного 
плана работ, т.е. оценки длительности выпол-
нения работ на группе ЛА, а именно: оценки 
вероятности выполнения всех работ к задан-
ному моменту времени или оценки потребного 
времени для подготовки группы ЛА к полету 
с заданной гарантированной вероятностью. 
При этом время выполнения всех работ на 
каждом ЛА определяется не только случайной 
длительностью выполнения каждой из работ, 
но и случайным (в общем случае) моментом 
начала каждой из работ, обусловленным мо-
ментом времени освобождения соответствую-
щего специалиста.

Данная задача не является новой, имеется ряд 
методов, позволяющих при определенных усло-
виях получить ее решение. Среди них, прежде 

Предложено решение задачи распределения инженерно-технического состава при подготовке группы летатель-
ных аппаратов (ЛА) к применению, когда длительность выполнения работ — величина случайная. При решении задачи 
в качестве показателя эффективности для выбора варианта планирования работ рассматривается гарантирован-
ное (т.е. с заданной наперед надежностью) время выполнения всех работ на группе ЛА. Сформирована постановка 
задачи и разработан алгоритм рационального планирования и распределения ресурсов при подготовке группы ЛА 
к применению в условиях неопределенности. Рассмотрены частные случаи: выполнение последовательных работ на 
одном ЛА; выполнение последовательных работ на ЛА при ожидании специалиста (заданное и случайное время осво-
бождения специалиста); выполнение последовательности работ на двух ЛА. Полученные частные результаты позво-
ляют построить модель выполнения последовательности работ и получить закон распределения суммарного времени 
выполнения работ и, как следствие, рассчитать гарантированное время выполнения всех работ на группе ЛА.

Ключевые слова: группа летательных аппаратов, техническое обслуживание, алгоритм расчета состава бригады 
специалистов, реальное время, вероятность



376 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 21, № 6, 2020

всего, следует выделить методы анализа сетевых 
моделей со случайными параметрами [4—7].

В работе [4] рассмотрены математиче-
ские модели систем сетевого планирования и 
управления, характеристики которых содержат 
случайные параметры, рассмотрены анали-
тические и стохастические методы расчета па-
раметров сетевой модели. Логическим продол-
жением работ автора [4] является монография 
[5], в которой описаны модели стохастического 
сетевого планирования на различных стадиях 
осуществления крупномасштабных разработок. 
Практическое применение методов стохастиче-
ского моделирования в интересах оценки пла-
на выполнения комплекса работ рассмотрено 
в статье [6]. В работе [7] представлены кален-
дарное планирование и упорядочивание работ 
с учетом стохастической неопределенности, 
прежде всего в части значения времени завер-
шения работ. Планирование производственных 
систем, функционирующих в условиях неопре-
деленности, рассмотрено в работах [8—10].

Аналогичный подход можно использовать 
для решения задачи планирования работ на 
группе ЛА.

Специфической особенностью подготовки 
группы ЛА к применению является наличие 
следующих неопределенностей: времени завер-
шения работ и времени освобождения соответ-
ствующего специалиста для начала очередной 
работы. Применение метода стохастического 
моделирования позволяет учесть указанные 
особенности рассматриваемой задачи и оценить 
гарантированное (т.е. с заданной надежностью) 
время завершения всех работ по плану, разра-
ботанному на основе алгоритма рационального 
планирования.

Постановка задачи

Рассмотрим группу, состоящую из n ЛА,
на каждом из которых необходимо выполнить 
m работ, длительность которых — случайные 
величины с известным законом распределе-
ния. Работы выполняются бригадой, числен-
ность которой характеризуется вектором K =
= {k1, k2, ..., km}, где kl — число специалистов, 
выполняющих l-ю работу на разных ЛА неза-
висимо друг от друга, = 1, .l m

Задан календарный план G, полученный 
с использованием алгоритма рационального 
планирования [1] при фиксированных (не-

случайных) длительностях выполнения работ. 
Календарный план G задается ориентирован-
ным графом G = (Z, E), где Z — множество 
вершин (узлов); E — множество ребер. Каждое 
ребро определяет работу и задается исходя-
щей и входящей вершинами; например работа
i – j — ребро графа, соединяющее вершины i
и j, где вершина i соответствует началу, а вер-
шина j — окончанию работы. Длительность 
Ti – j выполнения работы i – j — величина слу-
чайная, задается законом распределения с точ-
ностью до параметров. Поэтому время задерж-
ки deli начала работы i – j также случайно, но 
оно определяется реализуемыми значениями 
длительности предшествующих работ кален-
дарного плана. Множество вершин zi, соответ-
ствующих событиям, происходящим при вы-
полнении работ на r-м ЛА, обозначим Zr, Zr ⊂ Z.

Будем считать, что время T выполнения 
календарного плана подготовки группы ЛА 
к применению определяется временем подго-
товки того ЛА, на котором суммарное время 
выполнения всех работ (с учетом задержек при-
влекаемых специалистов) будет наибольшим.

Таким образом, ( )−
∈ ∈

+= ∑ ∑
,

max .
r ri j Z i

i j
Z

i
r

T delT

Задача по проверке выполнения календар-
ного плана подготовки группы ЛА к полету 
ставится следующим образом:
 � необходимо найти вероятность выполнения 

в течение заданного времени tзад всех работ 
по подготовке группы ЛА к полету, т.е. най-
ти значение вероятности P(T < tзад) = F(tзад), 
где F(t) — функция распределения случай-
ной величины T;

 � необходимо оценить время, необходимое 
для выполнения всех работ по подготовке 
группы ЛА к полету с заданной гарантиро-
ванной вероятностью   Pзад, т.е. найти зна-
чение времени T* = arg(F(T*) = Pзад), где 
Pзад — близкое к единице значение вероят-
ности, заданное наперед.
Таким образом, необходимо проведение ве-

роятностного анализа последовательности со-
бытий, определяющих ход выполнения работ.

Стохастическое моделирование 
последовательности выполнения работ

на группе ЛА

Календарный план работ при их случайной 
длительности не полностью отражает взаимо-
связь проводимых работ. Так, начало выполне-
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ния очередной работы на ЛА определяется не 
только случайной длительностью выполнения 
предшествующих работ, но и случайным мо-
ментом времени освобождения специалиста, 
выполняющего работу.

Для проведения вероятностного анализа 
последовательности событий, определяющих 
ход выполнения работ, целесообразно постро-
ить граф выполнения работ.

Рассмотрим в качестве примера подготовку 
четырех ЛА бригадой K{1, 2, 2, 1, 2}. На рис. 1 
приведен рациональный календарный план, 
рассчитанный при фиксированных длитель-
ностях выполнения работ; длительность каж-
дой работы принималась равной ее математи-
ческому ожиданию. Номера на календарном 
плане обозначают номера работ с индексом, 
соответствующим номеру специалиста.

На рис. 2 приведен соответствующий граф 
выполнения работ. Работы обозначены номе-
рами, и для каждой работы определены собы-
тия начала и окончания работы. Требование 
того, что работа не может быть начата, пока 
не освободится соответствующий специалист, 
реализуется заданием фиктивных работ (фик-
тивные работы на графе обозначены штрихо-
выми линиями). Событие считается свершив-

шимся, когда предшествующие ему работы 
завершены; например, событие 3 завершено, 
когда окончена предшествующая работа 0-3 на 
ЛА 2 (освободился ЛА 2) и окончена работа 0-1 
на ЛА 4 (освободился специалист 22), в этот 
момент может быть начата работа 3-7, выпол-
няемая специалистом 22 на ЛА 2.

Построенный для фиксированных длитель-
ностей выполнения работ граф теперь может 
быть использован для вероятностного анализа 
последовательности событий, определяющих 
ход выполнения работ. Ввиду случайной дли-
тельности работ критический путь при раз-
личных реализациях будет различным. В связи 
с этим необходимо определить последователь-
но для каждого события закон распределения 
его наступления.

Обозначим: − −
н к,i j i jT T  — случайные момен-

ты начала и окончания работы i – j; Tk — слу-
чайный момент наступления события k. Мо-
мент наступления события k определяется из 
условия −max{ }k

i kT  для всех i, для которых су-
ществуют работы i – k.

Для двух независимых случайных величин 
X1 и X2 закон распределения их максимума
Y = max{X1, X2}определяется формулами [3]

=
+=

1 2

1 2 2 1

( ) ( );( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ,

G y F

g y f

y F y

y FfF y y y

где f1(•), F1(•) — плотность и 
функция распределения случай-
ной величины X1; f2(•), F2(•) — 
плотность и функция распреде-
ления вели чины X2.

Закон распределения максиму-
ма случайных величин не совпа-
дает с распределением исходных 
величин. Поэтому решение зада-
чи по оценке суммарного време-
ни выполнения работ на основе 

Рис. 2. Граф выполнения работ
Fig. 2. Graph of performance of works

Рис. 1. Календарный план работ
Fig. 1. Job schedule
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математического аппарата нахождения закона 
распределения случайных величин − −

н к, ,i j i jT T  
Tk как функций случайных аргументов связа-
но с громоздкими выкладками даже при до-
статочно простом графе работ.

В таких условиях целесообразным являет-
ся использование аппарата стохастического 
моделирования выполнения работ в соответ-
ствии с графом.

Стохастическое моделирование работ за-
ключается в реализации с помощью компью-

тера последовательности выполняемых работ 
в целях оценивания изучаемых интегральных 
характеристик. Длительность каждой работы 
моделируется заданным законом распределе-
ния с известными параметрами [11].

В качестве наглядного примера для модели-
рования рассмотрим календарный график вы-
полнения пяти работ на двух ЛА, когда состав 
бригады задан вектором K{1, 1, 1, 1, 1} (рис. 3, 4,
щтриховыми линиями на графе обозначены 
фиктивные работы).

Результаты стохастического моделирова-
ния времени завершения работ, выполняе-
мых в соответствии с графом при нормаль-
ном законе распределения времени выполне-
ния каждой из работ, приведены на рис. 5, 6. 
Расчеты проводили при следующих пара-
метрах нормального закона распределения:
m1 = 1; m2 = 7; m3 = 8; m4 = 2; m5 = 6 ед.,
σi = 0,15mi ед., = 1, 5,i  где mi и σi — математи-
ческое ожидание и среднее квадратическое 

Рис. 4. Граф выполнения работ
Fig. 4. Graph of performance of works

Рис. 5. Функции распределения времени завершения работ
Fig. 5. The distribution function of completion time of work

Рис. 3. Календарный план работ
Fig. 3. Job schedule
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отклонение времени выполнения i-й работы 
соответственно.

На рис. 5 приведены функции распреде-
ления −

к ( )i jF t  времени завершения каждой из 
работ, выполняемых на ЛА 1 и ЛА 2. Общее 
время подготовки группы ЛА для рассма-
триваемого примера определяется моментом 
окончания работы 8—9 на ЛА 1. Зная функ-
цию распределения −

к
8 9( )F t  можно определить 

вероятность готовности группы ЛА к заданно-
му моменту времени и наоборот — определить 
требуемое время, к которому с заданной веро-
ятностью (надежностью) работы на группе ЛА 
будут завершены. Так, время, в течение кото-
рого группа будет готова с вероятностью 0,90, 
равно 27,7 ед., с вероятностью 0,95—28,3 ед.

На рис. 6 приведены функции распределе-
ния времени задержки начала работ, обуслов-
ленной ожиданием специалиста. Задержка 
определяется как разность между моментом 
времени окончания предыдущей работы на ЛА 
и началом следующей; например, − −−н к

2 4 0 2T T  — 
задержка при завершении события 2.

Как видно из результатов моделирования, 
время задержки — смешанная случайная вели-
чина [12, 13]. Так, задержка начала выполнения 
работы 2 на ЛА 2 (рис. 6, а) — смешанная слу-
чайная величина: с вероятностью 0,731 она при-

нимает дискретное значение 0, а с вероятностью 
0,269 — множество значений больше нуля.

Полученные законы распределения −
к ( )i jF t  

времени завершения каждой из работ, выпол-
няемых на ЛА 1 и ЛА 2, дают возможность 
определить числовые характеристики числа за-
вершенных работ на ЛА к текущему времени t.

К моменту времени t работа i – j может быть 
завершена или нет. Вероятность ее завершения 
к моменту времени t равна значению функции 
распределения −

к ( )i jF t . Введем случайную ве-
личину Ri – j(t) — индикатор окончания работы 
i – j. Эта случайная величина имеет распреде-
ление Бернулли [14, 15].

Если (как в рассматриваемом примере) все 
работы на одном ЛА выполняются последо-
вательно, то вероятность завершения работы 
i – j равна вероятности завершения всех пред-
шествующих работ и собственно работы i – j. 
Найдем числовые характеристики случайной 
величины RΣ(t) — число завершенных работ на 
ЛА к моменту времени t.

Пусть работа i – j является k-й в последо-
вательности работ, выполняемых на ЛА. Тогда 
вероятность того, что на ЛА выполнено ровно 
k работ, равна

 Σ −= = = к( ) ( ( ) ) ( ),k i jt P R t F tkW

Рис. 6. Функции распределения времени задержки начала работ:
а — работа 2 на ЛА 2; б — работа 5 на ЛА 2; в — работа 4 на ЛА 1; г — работа 1 на ЛА 2
Fig. 6. The distribution function of the time delay starting work:
a — work 2 on the aircraft 2; б — work 5 on aircraft 2; в — work 4 on aircraft 1; г — work 1 on aircraft 2
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а вероятность того, что завершено меньше, чем 
k работ, равна

 −Σ < = − к( ( ) ) 1 ( ).i jP R t tk F

Математическое ожидание и дисперсию 
можно вычислить по формулам:

 Σ
=

+= −∑
0

1( ) [ ( )[ ] ( ;)]k

n

k
kR t t W tM k W

 Σ +
=

Σ = − −∑ 2

0
1( ) ( ) [[ ] ( ( )[ ] ]) ,( )

n

k k
k

R t R t t W tD k M W

где + Σ≡ = <1 0( ) 0, ( ) ( ( ) 1).n t t P R tW W
На рис. 7 приведены результаты расчетов 

числовых характеристик числа завершенных 
работ на ЛА 1 в зависимости от времени t.

Обоснование рационального состава
бригады специалистов

Использование приведенного подхода дает 
возможность проверить обоснованность рацио-
нального состава бригады специалистов, вы-
полняющих работы на группе ЛА, при нали-
чии ограничений на время подготовки с учетом 
разброса времени выполнения каждой из работ.

На рис. 8 приведена блок-схема алгоритма 
обоснования состава бригады минимальной 
численности, которая может обеспечить с за-
данной надежностью Pзад подготовку группы 
ЛА в течение заданного времени tзад при слу-
чайной длительности выполнения работ.

Рис. 8. Блок-схема алгоритма для обоснования состава бри-
гады минимальной численности
Fig. 8. Block diagram of the algorithm of substantiation of the 
team of specialists of the minimum number

Рис. 7. Зависимость от времени математического ожидания и дисперсии числа завершенных работ
Fig. 7. Dependence of mathematical expectation and variance of the number of completed works on time
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Так, если бригада минимально возможной 
численности K{1, ..., 1}сможет обеспечить вы-
полнение работ с заданной надежностью в те-
чение заданного времени, то увеличение числа 
специалистов не требуется.

В противном случае формируется множе-
ство вариантов состава бригады при увеличе-
нии ее численности на d специалистов (цикл 
по = −1, 1d n ). Общее число v возможных ва-
риантов равно v = md. Для каждого из этих 
вариантов (цикл по v) осуществляется поиск 
рационального расписания, и если для него 
выполняется требование Wn(tзад) l Pзад, то на 
этом цикл прекращается и полученное реше-
ние является искомым.

Заключение

Разработанный алгоритм предназначен для 
анализа вариантов планирования последова-
тельности работ на группе ЛА бригадой спе-
циалистов разного профиля с учетом случай-
ной длительности выполнения каждой работы. 
Ограничения на возможность одновременного 
выполнения двух и более работ на одном ЛА и 
одновременной работы специалиста на двух и 
более ЛА учитываются при составлении графа 
работ. Стохастическое моделирование после-
довательности выполняемых работ с учетом 
построенного графа работ дает возможность 
получить закон распределения суммарного 
времени выполнения работ и, как следствие, 
рассчитать гарантированное время выполне-
ния всех работ на группе ЛА. Последователь-
ный анализ вариантов работ различным соста-
вом специалистов позволяет обосновать состав 
бригады минимальной численности, которая 
может обеспечить с заданной надежностью 

подготовку группы ЛА в течение заданного 
времени.
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Abstract

The article considers the algorithm of rational planning of work on preparing a group of aircraft for departure, pro-
vided that the duration of each of the work is random. The work is carried out by specialists of different profiles with 
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restrictions — it is not allowed to simultaneously perform two or more work on one aircraft and the simultaneous work of 
a specialist on two or more aircraft. To evaluate the preparation plan for a group of aircraft for departure, the following 
indicators are taken: the time required to complete all work with a given guaranteed probability and the probability of all 
work being completed within a given time. To conduct a probabilistic analysis of the sequence of events that determine the 
progress of work, at the first stage a graph of work is built. When constructing the work graph, the restrictions imposed 
during the statement of the problem are taken into account by introducing fictitious works. At the second stage, on the 
basis of the constructed graph of work performance, a stochastic model is developed in which the duration of each work is 
modeled in accordance with a given distribution law. For many implementations, a distribution function of a random vari-
able is constructed — the total time of preparation of a group of aircraft for departure, by which the values of the required 
performance indicators are determined. Peculiarities of constructing a graph of work performance are analyzed on the 
example of preparation for the departure of four aircraft. A detailed probabilistic analysis of a rational plan in conditions 
of uncertainty — with a random duration of work — was carried out on the example of a rational plan of work on a group 
of two aircraft. As a result of stochastic modeling, the distribution functions of the time moment of the end of each of the 
work, the delay time of the start of work and the time of the end of all work on the group of aircraft are constructed. Based 
on the obtained distribution laws, the dependences of the numerical characteristics of random variables — the number of 
completed work on the aircraft — on the current time were found. The obtained values of the performance indicators allow 
us to assess the acceptability of the checked rational plan. If, with rational planning of work by a team of a given composi-
tion, the guaranteed time to complete work on a group of aircraft is greater than the required value, then the composition 
of the team will increase. An algorithm has been developed to justify the composition of the minimum number of crews, 
which can provide training of a group of aircraft with a given reliability for a given time with a random duration of work.

Keywords: group of aircraft, maintenance, algorithm for calculating the composition of a team of specialists, real time, 
probability
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