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СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ,
УПРАВЛЕНИЕ И ОБРАБОТКА ИНФОРМАЦИИ

Рассмотрена задача идентификации характеристических показателей Ляпунова динамических систем с перио-
дическими коэффициентами в условиях неопределенности. Идентификация характеристических показателей Ля-
пунова выполнена на основе анализа специального класса структур, описывающих динамику их изменения. Описан 
метод получения структур. Введено понятие адекватности полученных оценок характеристических показателей 
Ляпунова. Критерий адекватности основан на анализе области определения структур. Получено решение задачи 
определения области, которой принадлежит мно жество оценок характеристических показателей Ляпунова. Пред-
ложен метод оценки порядка системы. Он основан на анализе свойств почти периодических функций по Бору и 
предложенных структур. Рассмотрен случай, когда линеалы, соответствующие характеристическим показателям 
Ляпунова, могут пересекаться. Это приводит к бесконечному спектру характеристических показателей Ляпунова. 
Определена верхняя оценка для наименьшего показателя и граница подвижности для старшего показателя, и полу-
чено множество показателей системы. Предложен графический критерий, основанный на анализе свойств специаль-
ного класса структур, для оценки адекватности оценок характеристических показателей Ляпунова. Для проверки 
множества полученных оценок применен метод гистограмм. Дано расширение почти периодических функций по Бору 
для решения рассматриваемой задачи. Получена оценка порядка системы на основе анализа структуры.

Ключевые слова: структура, динамическая система с периодическими коэффициентами, характеристический 
показатель Ляпунова, почти периодические функции по Бору
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Применение структур для оценки характеристических показателей 
Ляпунова систем с периодическими коэффициентами

Большинство из них основано на теореме Та-
кенса [7]. Ф. Такенс показал, что фазовый пор-
трет (аттрактор) системы можно реконструиро-
вать на основе одного временного ряда (экспе-
риментальных данных). Следовательно, теорема 
может служить основой для вычисления раз-
личных показателей динамической системы. 
Для определения наибольшего ХПЛ широко 
применяются методы Вольфа [8], Розенштейна 
и Бенеттина [9] и их модификации. Многие ав-
торы обобщают и развивают эти методы. Так, 
в работе [10] предложены алгоритмы вычисле-
ния наибольшего характеристического показа-
теля Ляпунова на основе логарифмирования и 
интерполяции членов временного ряда, а так-
же на основе выделения логарифма. Показано, 
что наилучшие результаты для стационарных 
систем дает применение метода Розенштейна 
и интерполяции. Применение интерполяции 
обеспечивает наилучшие результаты для неста-
ционарных систем. Также предложена модель, 
имеющая форму произведения экспоненты и 
синусоиды с фазовым сдвигом, для компен-
сации нестационарной составляющей во вре-

Введение

Характеристические показатели Ляпунова 
(ХПЛ) широко применяются для анализа ка-
чественного поведения динамических систем. 
Они позволяют оценить поведение траекторий 
различных объектов в физике [1], медицине [2], 
экономике [3], астрономии [4]. ХПЛ чаще всего 
определяют на основе анализа временных рядов. 
Предполагается, что известна априорная инфор-
мация о структуре системы. В работе [5] пред-
ставлен обзор вычисления наибольшего ХПЛ 
для различных классов систем. Алгоритм оцен-
ки ХПЛ для неизвестной динамической системы 
предложен в работе [6]. Он позволяет вычислить 
все ХПЛ и основан на применении сетей с мно-
гомерным упреждением. Базисом сети является 
множество монотонных сигмоидальных функ-
ций. Решение задачи сведено к подбору параме-
тров функций, аппроксимирующих временной 
ряд по квадратичному критерию.

Для вычисления наибольшего ХПЛ не-
стационарных систем по экспериментальным 
данным используются различные алгоритмы. 
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менном ряде данных. Такой подход позволяет 
исключить нестационарную составляющую из 
временного ряда. Эта процедура не примени-
ма для идентификации ХПЛ нестационарной 
системы, так как она убирает слой ценной ин-
формации. Заметим, что реализация метода 
Розенштейна представляет собой трудоемкую 
процедуру, связанную с выбором и уточнением 
ряда параметров системы.

Существуют два основных метода оценки ля-
пуновских показателей по временному ряду [11]. 
Применение этих методов основано на анализе 
аттрактора, предварительно восстановленного 
в фазовом пространстве некоторой размерно-
сти методом Такенса. Первый метод [8] опре-
деляет две близкие траектории в восстанов-
ленном фазовом пространстве и отслеживает 
их поведение на некотором временном интер-
вале (алгоритм Бенеттина). Идентификация 
спектра ляпуновских показателей происходит 
аналогично оценке по исходной системе урав-
нений вместе с уравнениями в вариациях. 
Достоинством этого метода является относи-
тельная простота, а недостатком — трудность 
идентификации всего спектра ляпуновских 
показателей, так как определяющую роль при 
рассмотрении двух близких траекторий играет 
старший ляпуновский показатель. Второй ме-
тод [12, 13] основан на использовании якоби-
ана, так как ХПЛ можно определить как соб-
ственные числа матрицы Якоби для системы, 
которая сгенерировала рассматриваемую реа-
лизацию. Достоинством этого метода является 
возможность оценки спектра неотрицатель-
ных ляпуновских показателей по достаточно 
короткой реализации, а недостатком является 
высокая чувствительность к шумам и ошиб-
кам, для уменьшения которой применяются 
различные приемы и алгоритмы.

Применение теоремы Такенса зависит от 
свойств имеющегося временного ряда [14]. 
Естественно, это влияет на эффективность 
критериев, применяемых для оценки упорядо-
ченности системы (аттрактора). Этим можно 
объяснить сложность реализации многих ме-
тодов идентификации ХПЛ.

Итак, различные модификации методов Ро-
зенштейна, Бенеттина, Вольфа и теорема Такен-
са широко применяются для идентификации 
ХПЛ стационарных систем. Свойства временно-
го ряда, описывающего изменение переменных 
системы, оказывают существенное влияние на 
точность получаемых оценок ХПЛ. Различные 

модификации, которые учитывают имеющу-
юся априорную информацию, используются 
для упрощения указанных методов. Эти под-
ходы применяются для оценки ХПЛ нестацио-
нарных систем. Как правило, рассматриваемые 
методы позволяют находить старший (первый, 
наибольший) показатель Ляпунова. В подавля-
ющем числе публикаций анализируются систе-
мы, в которых может возникать хаос. Нестацио-
нарные системы имеют свою специфику [15, 16]. 
В частности, они могут содержать спектр пока-
зателей Ляпунова. Как правило, большинство 
публикаций посвящено оценке старшего ХПЛ, 
а спектр показателей Ляпунова практически не 
удается идентифицировать. Поэтому требуется 
дальнейшая модификация рассмотренных выше 
подходов и методов для оценки ХПЛ. Не всегда 
предлагаются критерии и процедуры для про-
верки полученных решений.

В работах [17, 18] предложен подход к иден-
тификации показателей Ляпунова, основан-
ный на анализе специального класса структур. 
Структуры описывают динамику изменения 
ХПЛ стационарных динамических систем 
в условиях неопределенности. Они не требуют 
применения рассмотренных выше процедур 
и методов. Ниже дается обобщение метода на 
класс периодических систем.

Постановка задачи

Рассмотрим систему

 
( ) ;

,U

X A t X BU

Y CX W U

= +
= +

�
 (1)

где X ∈ Rm — вектор состояния; U ∈ Rk,
Y ∈ Rn — вход и выход системы; ( ) ,m mA t R ×∈  

,n k
UW R ×∈  ,m kB R ×∈  .n mC R ×∈
Пусть матрица A(t) удовлетворяет следую-

щим условиям:
A1. A(t) является непрерывной матрицей 

Фробениуса и ограниченной

 ( ) ,AA t αm  (2)

где αA > 0, ||•|| — норма матрицы.
A2. A(t) является почти периодической, т. е. 

из любой последовательности [17]

 ( ) ( )i i iA t A t= − τ  (3)

можно выбрать подпоследовательность, равно-
мерно сходящуюся на всей оси к некоторой 
почти периодической матрице ( )A t .
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A3. Матрица A(t) является гурвицевой для 
почти всех t l 0.

Экспериментальная информация для систе-
мы (1) имеет вид

 0 1I { ( ), ( ), [ , ]}.o Y t U t t J t t= ∈ =  (4)

Запишем решение системы (1) в виде

 0( ) ( , , ),X t t U t= X  (5)

где X — оператор, однозначно определяемый 
матрицами A, B.

Из соотношения (5) получаем решение си-
стемы (1) при X0 = X(t0):

 ( ) ( ) ( ),g qX t X t X t= +  (6)

где Xq(t) — частное решение системы (1) с U ∈ Io;
Xg(t) — общее решение системы (1) с U(t) = 0 
при неизвестном X0 ∈ Io.

Пусть Xg(X0, t) — общее решение системы (1) 
с X0 = X0(Y0) ∈ Io.

Задача: определить оценки решения Xg(t) =
= Xg(Xq, X0, t) на множестве Io и принять ре-
шение о спектре собственных чисел и порядке 
системы (1).

Оценка общего решения системы

Применим операцию {X(t)}\{Xq(t)} и сформиру-
ем множество {Xg(t)} для оценки ХПЛ. Восполь-
зуемся подходом, предложенным в работе [18].

Изложим метод решения задачи на примере 
системы (1) второго порядка с одним входом 
и выходом, WU = 0. Введем обозначения: y = Y, 
y ∈ R, u = U, u ∈ R, Dy(ω), Du(ω) — частотные 
спектры u, y, |y(t)| < ∞, |u(t)| < ∞. Так как матрица 
A(t) удовлетворяет условию A3, то Dy(ω) ≠ Du(ω), 
т. е. система (1) является нестационарной. Си-
стема (1) является динамической, поэтому она 
вносит запаздывание выхода относительно вхо-
да. Предлагаемый ниже подход к построению 
модели исключает это запаздывание.

Представим Io в виде

 I I ( ) I ( ),q g
o o q o gJ J= ∪

где ;q gJ J J R= ⊆∪  I ,qo  I g
o  — множества, со-

держащие информацию о Xq и Xg.
Определим оценку частного решения си-

стемы (1) на множестве I ( ).q
o qJ  Так как x1 = y,

y ∈ R, то применим операцию дифференцирова-
ния переменной y и получим оценку компонен-
ты 2 1x x= �  вектора X ∈ R2. Обозначим 2 .x y= �

Утверждение 1 [18]. Модель

 � �( ) ( ),q q qAX t W t t J= ∀ ∈  (7)

применима для идентификации Xq(t) на мно-
жестве I ,qo  где � 2 2

qA R ×∈  — матрица параме-
тров модели, W = [u u′]т.

Свойства модели (7) зависят от выбора ин-
тервала Jq ⊂ J. Модель (7) применима и для 
случая m > 2.

Найдем оценку частного решения � ( )qX t  си-
стемы на множестве I g

o , используя модель (7). 
Затем получим оценку общего решения

 � �( ) ( ) ( ), ,g q gX t X t X t t J= − ∀ ∈

где � � � т( ) [ ( ) ( )] .g g gX t y t y t= �
Предложенный подход обобщается на мно-

гомерный случай.
Далее рассматривается система (1) с одним 

входом u и выходом y. Предполагается, что 
система (1) является идентифицируемой. Для 
проверки этого условия применим подход, 
предложенный в работе [19].

Характеристические показатели Ляпунова
и коэффициент структурности системы

Применим ХПЛ [15] для оценки свойств си-
стемы (1). ХПЛ для действительной функции 
h(t) определяются как

 
ln ( )

[ ] lim ,
t

h t
h

t→∞
χ =  (8)

где lim
t →∞

 — верхний предел.

ХПЛ χ i ( 1, )i m=  ненулевого решения стацио-
нарной системы (1) совпадают с действительны-
ми частями собственных чисел λi матрицы A.

Пусть известна оценка общего решения
Xg(t) ∀t ∈ Jg для системы (1) и выполняется ус-
ловие A3. Применим (8) к � ( )gy t :

 �
�ln | ( )|

[ ] lim ,g
g

t t

y t
y

t→
χ =  (9)

где gt J∈  — верхняя граница t на интервале
Jg ⊂ J.

Соотношение (9) определяет наибольший 
ХПЛ. Если предел (8) существует, то �[ ]gyχ  явля-
ется оценкой максимального собственного чис-
ла матрицы A. Следовательно, �[ ]gyχ  является 
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показателем степени устойчивости системы (1). 
Если m = 2, то на основе � gy�  можно получить

 �
�ln | |

[ ] lim .g
g

t t

y
y

t→
χ =

�
�  (10)

Иногда применяют показатель

 [ ] ln ( )
lim ,
t

h t
h

t→∞
η =  (11)

где lim
t →∞

 — нижний предел. Это нижний пока-

затель Перрона [15].
Идея применения ХПЛ в задачах идентифи-

кации изложена в работе [19]. Предлагаемый 
подход основан на анализе коэффициента 
структурности (КС) [20]. Покажем связь между 
КС и ХПЛ.

Рассмотрим показатель

 � �( ) ln | ( )|, ,g g gg gy y t t J Jρ = ρ = ∀ ∈ ⊂  (12)

где 0[ , ]gJ t t=  определяется в соответствии
с (9), и систему с входом t и выходом �( ).gyρ  
Тогда КС для оценки структурных свойств 
этой системы имеет вид

 
�( ( ))

( , ) .g
s

y t
k t

t

ρ
ρ =  (13)

ks(t, ρ) является основной переменной для вы-
числения показателя �[ ]gyχ  на интервале .gJ

Итак, показана взаимосвязь между ХПЛ 
�[ ]gyχ  и КС ks(t, ρ) на информационном мно-

жестве �I { ( ( )), }.ggy t t Jρ = ρ ∈
Рассмотрим множество

� �
�
�I ( , ) { ( ), } I \{ ( ), }.

g
g g gg g gX

y t y t t J y t t J= ∈ = ∈�  (14)

Предположим, что система (1) является 
устойчивой, т. е. Re(λi(t)) m 0, 1,i m= , ∀t > 0, где 
λi(t) ∈ σ(A) — i-е собственное число матрицы 
состояния.

Задача: оценить спектр σ(A) характеристи-
ческих показателей матрицы A системы (1) и 
ее порядок на основе анализа множеств Iρ, Ig.

Так как множество (14) формируется на 
основе модели (7), то получаемая оценка � gy  
будет содержать ошибки ε. Поэтому функция 
� ( )gy t  будет почти "периодической". Рассмо-
трим более подробно этот вопрос.

Почти периодические функции по Бору

Рассмотрим класс почти периодических 
функций по Бору.

Определение 1 [21]. Числовое множество Ξ = {ξ} 
называется относительно плотным на действи-
тельной оси –∞ < x < ∞, если существует такое 
число l > 0, что каждый отрезок a m x m a + l
длины l содержит хотя бы один элемент наше-
го множества, т. е. при любом a имеем

 [ ], 0.a a l+ ∩ Ξ ≠

Определение 2 [21]. Число T = Tf  (δ) называ-
ется почти периодом функции f    (x) с точностью 
до δ (или δ-почти периодом или δ-смещением), 
если неравенство

 ( ) ( ) , 0ff x T f x+ − < δ δ >  (15)

имеет место для любого x ∈ (–∞, ∞).
Определение 3 [21]. Функция f(x) ∈ (–∞, ∞) 

называется почти периодической в смысле 
Бора (BF-функцией), если относительно плот-
ное множество почти периодов Tf функции f(x) 
с точностью до δ существует, т. е. существует 
такое положительное число l = l(δ), что любой 
отрезок [a, a + l] содержит, по меньшей мере, 
одно число Tf  , для которого справедливо

 | f(x + Tf) – f(x)| < δ при x ∈ (–∞, ∞).

Функция � ( )gy t  принадлежит к классу экс-
поненциально-синусоидальных функций. По-
этому условие (15) может не выполняться. Обе-
спечим принадлежность � ( )gy t  к BF-функции. 
Выполним следующие действия. Рассмотрим 
некоторую точку t ∈ R и ее окрестность Ot. 
Определим среднее значение � ( )gy t  ∀t ∈ Ot :

 � �
,

1
,

tg O i
it

y y
N

α = = ∑

где Nt — число точек в Ot, ti ∈ Ot — текущее по-
крытие интервала Ot с шагом τ.

Для t ∈ R, принадлежащих окрестности 

�
,

y g
t T+O  получим

 �
�

�

�
,

1
.

t Ty g
y g

g i
it T

y y
N+

+
π = = ∑O

Определение 4. [22] Функция � ( ) (0, )gy t ∈ ∞  
называется απ-почти периодической в смысле 
Бора (BFαπ-функцией), если для любого δ > 0 
существует относительно плотное множество 
почти периодов Tf функции � ( )gy t  с точностью 
до δ, т. е. существует положительное число
l = l(δ) такое, что любой отрезок [a, a + l] со-
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держит, по меньшей мере, одно число Tf  , для 
которого выполнено неравенство

 
� �( ) ( )fg gy t T y t+

− < δ
π α

 при t ∈ [0, ∞).

Структуры для оценки
характеристических показателей Ляпунова

Изложим подход к оценке ХПЛ на основе 
анализа специального класса структур. Рас-
смотрим множества

 
�

�
I { ( , ( ( ))), };

I { ( , ( ( ))), }.

s

s

k s gg

k s gg

k t y t t J

k t y t t J′

= ρ ∈

= ρ ∈�

Определим на I ,
sk  I

sk′  отображение 

,
I I .

s s sk k kρ ′→ ×S  Структура 
,sk ρ

S  отражает ди-
намику изменения показателей, зависящих от 
ХПЛ. Рассмотрим на множестве I

sk′  функцию

 � �( ) ( , ( ( ))) ( , ( ( ))),s s sg gk t k t y t k t y t′Δ = ρ + τ − ρ� �  (16)

описывающую изменение первой разности КС 
�
.

( , ( ( )),s gk t y tρ  где τ > 0.

Сформируем множество �
.

I { ( , ( ( ))),
sk s gk t y t′Δ = Δ ρ  

}gt J∈  и рассмотрим структуру 
,
,

sk ρ′ΔSK  опре-
деленную на 

, ,
I I .

s sk kρ ρ′Δ×  Введем преобразо-
вание, соответствующее структуре 

,
:

sk ρ′ΔSK

 
, , ,

I (I ),
s s sk k kB

ρ ρ ρ′ ′Δ Δ→ ×LSK  (17)

где 
,

(I ) { 1;1}.
skB

ρ′Δ ⊂ −  Определим элементы би-
нарного множества 

,
(I )

skB
ρ′Δ  в виде

 
1, если ( ) 0,

( ) .
1, если ( ) 0,

s
g

s

k t
b t t J

k t

′Δ⎧
= ∈⎨ ′− Δ <⎩

l

Замечание 1. Границы верхнего предела в вы-
ражении (9) можно выбрать на основе анализа
изменения 

,sk ρ
S  для некоторого класса систем.

Замечание 2. Выбор области значений
функции b(t) определяется удобством ее гра-
фического анализа. b(t) можно задать на би-
нарном множестве {0;1}.

Изложенный подход был предложен для 
класса стационарных систем. Некоторая моди-
фикация этого подхода требуется при анализе 
απ-почти периодических систем. В частности, 
структура 

,sk ρ′ΔLSK  эффективно работает для 
случая стационарных систем. 

,sk ρ′ΔLSK  являет-
ся неэффективной для периодических систем, 
так как функция b(t) отражает все изменения 
в структуре 

,
.

sk ρ′ΔSK

Оценка порядка системы

Результаты, излагаемые далее, относятся 
к системе (1) с матрицей Фробениуса, y ∈ R, 
WU = 0, U = u, u ∈ R. Считаем, что матрица A 
удовлетворяет условиям A1—A3.

Рассмотрим критерий оценки порядка систе-
мы. Он основан на модификации теоремы   1 [18] 
для учета специфики рассматриваемой системы.

Рассмотрим структуру 
,
,

sk ρ′ΔSK  определен-
ную на 

, ,
I I

s sk kρ ρ′Δ×  и описываемую функцией
( ) : .sk s sf t k k→ Δ  Функция fsk(t) является

BFαπ-функцией. Поэтому fsk(t) содержит обла-
сти Dsk, которые имеют резко изменяющуюся 
амплитуду.

Определение 5. Область Dsk функции fsk назы-
вается απ-областью на интервале Jsk = [t, t + T]
(T > 0) изменения t, если она соответствует из-
менению BFαπ-функции ks(t) на этом интервале.

Теорема 1. Пусть система (1) удовлетворя-
ет условиям A1—A3. Тогда система (1) имеет 
порядок m, если функция fsk(t) на интервале 

*
0[ , ] gt t J⊂  *( )t tm  содержит не менее m об-

ластей Dsk.
Доказательство теоремы 1. Рассмотрим 

случай простых действительных корней. Си-
стема (1) является устойчивой. Пусть собствен-
ные числа системы расположены в порядке 
убывания: λ1 > λ2 > ... > λm. λi(t) ( 1, )i m=  явля-
ется периодической функцией. Функция 
exp(λi(t)t) ∈ � gy , является απ-почти периодической 
на некотором подинтервале .

i
J Jλ ⊂  exp(λi(t)t) 

соответствует ХПЛ χi, принадлежащий линеалу
Li(t), а χi соответствует область i

skD  на структуре 

,sk ρ′ΔSK . Область i
skD  конгруэнтна в прост-

ранстве решений системы (1) линеалу Lm  –  i(t)
(см. определение в работе [15]). Переход между 
линеалами может выполняться m – 1 раз. 
Функция �

.
( ( ))g tyρ  зависит от � ( ),gy t�  поэтому 

каждый такой переход будет приводить к из-
менению свойств структуры 

,sk ρ′ΔSK . �
Замечание 3. Так как собственные числа λi(t) 

матрицы A являются периодическими функ-
циями времени, то линеалы Li(t) и Li + 1(t) мо-
гут пересекаться. Этот случай может приводить 
к бесконечному спектру характеристических по-
казателей Ляпунова. Эта особенность отмечена 
в работе [15].

Замечание 4. Если частотные спектры лине-
алов Li(t) и Li + 1(t) пересекаются, то для систе-
мы (1), согласно замечанию 3, можно постро-
ить пирамиду [15], соответствующую ступен-
чатому набору линеалов
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с почти гладкими гранями. Такое представле-
ние влияет на спектр получаемых характери-
стических показателей Ляпунова.

Структурный подход к оценке 
характеристических показателей Ляпунова

Изложим подход, который не требует обра-
ботки множества I

sk  для идентификации ха-
рактеристических показателей Ляпунова. Он 
предложен в работе [17] и основан на анализе 
свойств структур, введенных в разделе "Струк-
туры для оценки ХПЛ". Подход базируется на 
анализе изменения структуры S, отражающей 
свойства системы в специальном пространстве.

Известно [17], что ХПЛ системы влияют на 
характер изменения S. Рассмотрим структуры 

,sk ρ
S  и 

,
i
sk ρ

SK  (i > 1) как пример структуры S.

Введем структуру 
,
,i

sk ρ
SK  которая определена 

на множестве I I ,is s
k k

×  и структуру 
,
,

sk ρ′ΔSK
где i обозначает i-ю производную � ( )gy t ,

 � ( )
I { ( , ( ( ))), }.i

s

i
s ggk

yk t t t J= ρ ∈  (18)

Структура 
,
,i

sk ρ
SK  как показано в работе [17], 

отражает изменение ХПЛ. Характеристические 

показатели �[ ]i gyχ  соответствуют локальным 
минимумам 

,
.i

sk ρ
SK  χm соответствует глобально-

му минимуму, а χ1 соответствует максимуму 
функции, описывающей изменение 

,
.i

sk ρ
SK

Теорема 2 [17]. Если система (1) является 
устойчивой и содержит простые собственные 
числа, то структуры 

,
,i

sk ρ
SK  1, ,i m=  содержат 

информацию о характеристических показате-
лях Ляпунова.

Расположение локальных минимумов на 

,
i
sk ρ

SK  совпадает с областями Dsk структуры 

,
.

sk ρ′ΔSK  Анализ i
skD  позволяет выделить мно-

жество MLE, содержащее оценки показателей 
системы (1). Мощность MLE может не совпа-
дать с числом характеристических показателей 
системы. MLE характеризует доступное множе-
ство линеалов системы (1).

Выбор времени t  в (10) осуществляется на 
основе анализа изменения структуры 

,
.

sk ρ′ΔSK
Замечание 5. Структура 

,
,i

sk ρΔ
SK  где i > 1, мо-

жет применяться для принятия решения о ХПЛ.
Предлагаемый подход дает оценки наимень-

шего ХПЛ �[ ]i gyη . В этом состоит основное от-

личие данного подхода от процедур, предлага-
емых в литературе. Если структура 

,sk ρ′ΔSK  со-
держит единичное резкое изменение значения, 
то это является признаком того, что 

,
i
sk ρ

SK  

содержит оценку ηm[•]. Так как [ ] [ ] ,• •m iη > χ  
где 1, 1,i m= −  то ηm[•] обозначим через κm и 
будем называть верхней оценкой наименьшего 
ХПЛ. Объясняется это тем, что соответствую-
щий линеал Lm(t) имеет минимальную область 
определения. Функция � ( )gy t  на ( )m tL  не явля-
ется απ-почти периодической, так как ее пара-
метры α, π быстро убывают на Lm(t). Следова-
тельно, условие (15) не выполняется. Поэтому 
линеал Lm(t) содержит только одно значение, 
которое соответствует κm. Итак, справедливо 
следующее утверждение:

Утверждение 2. Пусть система (1) удовлетво-
ряет условиям A1—A3 и структура 

,
i
sk ρΔ

SK  со-
держит точку M, в которой резко изменяется 
значение функции, описывающей изменение 

,
.i

sk ρΔ
SK  Тогда глобальный минимум соответ-
ствует точке M на структуре 

,
,i

sk ρ
SK  и значе-

ние глобального минимума является верхней 
оценкой κm наименьшего �[ ]i gyη .

Замечание 6. Так как решение принимается 
на основе нескольких структур 

,
i
sk ρ

SK  (i l 1), то 
выберем верхнюю границу из κm,i и обозначим 
ее κm.

Множество MLE оценок спектра ХПЛ фор-
мируется на основе анализа минимумов 

,
i
sk ρ

SK  
и замечания 5.

Рассмотрим задачу определения области, ко-
торой принадлежит множество MLE. Связано 
это с тем, что мощность множества MLE может 
быть большой (см. замечание 3). Определим до-
пустимую область для MLE и число, определяю-
щее подвижность старшего показателя Ляпуно-
ва. Эта область ограничена показателем κm сни-
зу. При выборе данных параметров можно 
ограничиться временным диапазоном 0, t⎡ ⎤⎣ ⎦ , 
где t  выбирается согласно (9). Осуществим вы-
бор области изменения χ1 на основе анализа 
структуры 

,
.i

sk ρΔ
SK  Область 

,

1
i
s

sk k ρΔ
⊂ SKD  явля-

ется индикатором наличия χ1. Фрагмент 
,

1
i
sk ρ

V  
на структуре 

,
i
sk ρ

SK , который изменяется на
интервале 

,

1 ,i
sk

J
ρ

 соответствует области 1 .skD  
Следовательно, 

,

1
1 .i

sk
J

ρ
χ ∈  Тогда допустимая 

граница подвижности старшего показателя χ1 
определяется в виде

 
,

1
1 sup .i

sk
J

ρ
χ m  (19)
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Неравенство (19) дает допустимую границу 
(границу подвижности [15]) изменения χ1 в ус-
ловиях неопределенности. Области подвижно-
сти для χi, i > 1, определяются аналогично.

Рассмотрим критерии для оценки элементов 
множества MLE и (19). Понятие адекватности, 
принятое в теории параметрической идентифи-
кации, в данном случае неприменимо. Как сле-
дует из раздела "Введение", подавляющее боль-
шинство публикаций посвящено вычислению 
показателей Ляпунова. Вопросы проверки ка-
чества полученных оценок не рассматривались. 
Такие теоретические показатели, как прочность, 
достижимость не поддаются проверке в усло-
виях неопределенности. Поэтому далее пред-
лагается метод для проверки так называемой 
χ-адекватности полученных оценок ХПЛ. Он 
основан на анализе структур, рассмотренных 
выше, и учете свободного движения системы.

Рассмотрим структуру � �,
,

g gy y�
S  описывае-

мую функцией � �
� �

,
: g gy y

f y y→�
�  в пространстве 

� �( , ).y g gy y= �R  Так как система (1) удовлетво-

ряет условиям A1—A3, то � �,g gy y�
S  содержит об-

ласти, которые отражают απ-почти периоди-
ческое поведение системы. Рассмотрим струк-
туры 

,
i
sk ρΔ

SL  и 
,
,i

sk ρ
SL  которые описываются 

функциями

 � �
, ,

, ,: , : .
i ik ks s

i i
s sf y k f y k

Δρ ρ
ρ ρ→ → ΔSL SL  (20)

Определение 6. Оценки характеристических 
показателей Ляпунова χi являются χ-адек-
ватными в пространстве R, если области их 
определения совпадают с областями απ-почти 
периодичности структуры � �, .

g gy y�
S

Рассмотрим фрагменты 
,

i
s

j
sl k ρΔ

⊂ SLD  (j l 1) по 
аналогии с 

,
i
s

sk k ρΔ
⊂ SKD  в пространстве R y. Обо-

значим области определения j
slD  через dom j

slD .
Теорема 3. Если области определения фраг-

ментов j
slD  структуры 

,
i
sk ρΔ

SL  совпадают с об-
ластями απ-почти периодичности структуры 

� �,
,

g gy y�
S  то оценки χi являются χ-адекватными 

областям απ-почти периодичности � �, .
g gy y�

S

Доказательство теоремы 3. Функция fsk(t) 
содержит не менее m областей j

skD  согласно 
теореме 1. Структуры 

,
i
sk ρΔ

SK  и 
,

i
sk ρΔ

SL  имеют 

одинаковую область значений. Данное утверж-
дение справедливо и для ,j

skD  ,j
slD  которые 

определяют изменение ХПЛ. Конгруэнтность 
областей значений ,j

skD  j
slD  следует из равен-

ства областей значений ,j
skD  .j

slD  Если область 

определения фрагмента j
slD  структуры 

,
i
sk ρΔ

SL  
и область απ-почти периодичности � �,y y�

S  совпа-
дают, то при существовании зависимости между 

функциями 
,

iks

f
ρ

SL  и 
,

iks

f
Δ ρ

SL  получаем, что неко-

торая совокупность элементов множества MLE 
покрывает соответствующую απ-почти периоди-

ческую область � �, .
g gy y�

S  Следовательно, оценки χi 

являются χ-адекватными в пространстве R y. �
В работах [17, 18] предложен метод гистограмм 

для проверки полученных оценок характеристи-
ческих показателей (типа корней) стационарных 
систем. Ниже даются примеры его применения.

Примеры

Пусть выполняются требования к системе 
(1), изложенные в разделе "Постановка задачи", 
и известно множество (4).

1. Рассмотрим систему, фазовый портрет ко-
торой показан на рис. 1. Вход u(t) = 5 + 2sin(0,2πt). 
Рис. 1 показывает, что в системе присутствуют 
колебания.

Применим модель (7) для выделения общего 
решения из y(t) на временном интервале [5; 40] с. 
Модель (7) имеет вид � � т

т( ) [1 ( ) ( )] ,qqy t A u t u t= �  где 
� [ ]т0,302; 0,189; 0,203 .qA −=  Коэффициент де-
терминации равен 0,95. Далее получена оценка 
для � �( ) ( ) ( ).g qy t y t y t= −  Оценка для ( )gy t�  опре-
деляется аналогично, а модель (7) имеет вид

 � [ ][ ]т0,17; 0,89; 0,27( ) 1 ( ) ( ) .qy t u t u t− −=� �  (21)

Коэффициент детерминации модели (21) 
равен 0,99. Построим портрет системы в про-
странстве R y, чтобы убедиться, что система (1) 
принадлежит к классу систем с периодически-
ми коэффициентами. Он показан на рис. 2.

Рис. 1. Фазовый портрет системы (1)
Fig. 1. Phase portrait of the system (1)
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Результаты идентификации ХПЛ показа-
ны на рис. 3—6. Изменение структур 

,sk ρ′ΔSK  
и 1

,sk ρ
S  представлено на рис. 3, где sk ′Δ  имеет

вид (16), ks описывается выражением (13), а

 
�

1 ( ( ))
( , ) .g

s

y t
k t

t

ρ
ρ =

�
 (22)

Множество ХПЛ MLE = {–1,8; [–1,21; –0,88]} 
определяем на основе анализа 

,
.

sk ρ′ΔSK  При-
менив теорему 1, получим, что порядок систе-
мы равен 2. Верхняя оценка для наименьшего 
ХПЛ равна κm = –1,8.

Допустимая граница подвижности старшего 
показателя χ1 равна –0,8. Еще одно множество 
ХПЛ имеем на интервале ks ∈ [–0,2; –0,13], что 
подтверждает вывод, сделанный в замечании 3.

На рис. 4, 5 показаны результаты оцен-
ки χ-адекватности множества ХПЛ. Оцен-
ки χ-адекватности в пространствах R y и 

�
,( , )sgy kΔ ρ′= ΔR  на временном интервале

[3; 55]с представлены на рис. 4.
Области i

skD  функции fsk совпадают с обла-
стями απ-почти периодичности структуры 1

,
,

sk ρ
S  

что подтверждает χ-адекватность оценок ХПЛ.
Рис. 5 представляет результаты χ-адек-

ват ности оценок ХПЛ в пространствах R y и 
�

1
1
,( , ).sgk

y k ρ=R  Они коррелируют с результа-
тами, представленными на рис. 4. Структуры 
отражают состояние системы идентификации 
ХПЛ, начиная с t l 3 с.

Метод гистограмм [17, 18] подтверждает по-
лученные оценки χi. Гистограмма дает спектр 
показателей Ляпунова. Пример распределения 
ХПЛ на основе анализа параметра (22) показан 
на рис. 6, где n — число попаданий χi в задан-
ный интервал.

Рис. 5. Результаты оценки c-адекватности в пространствах 
R y и 1R

k

Fig. 5. Estimation results of c-adequacy in spaces R y and 1R
k

Рис. 4. Результаты оценки c-адекватности в пространствах 
R y и R D

Fig. 4. Estimation results of c-adequacy in spaces R y and R D

Рис. 3. Множество ХПЛ
Fig. 3. Set of Lyapunov exponents

Рис. 2. Фазовый портрет системы в пространстве R y

Fig. 2. Phase portrait of system (1) in space R y

Вернемся к исходной системе (1). Система вто-
рого порядка (1) имеет следующие параметры:

 
1 2

1

2

0 1
( ) ;

( ) ( )

( ) 3 0,2 sin(0,02 );

( ) 4 0,3 sin(0,04 ).

A t
a t a t

a t t

a t t

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
= − + π
= − + π
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Собственные числа матрицы A изменяют-
ся в диапазонах: λ1(t) ∈ [–1,325; –0,819], λ2(t) ∈
∈ [–2,37; –3,48]. Результаты моделирования по-
казывают, что предлагаемый подход позволяет 
получить оценки ХПЛ.

2. Рассмотрим систему, фазовый портрет 
которой показан на рис. 7. Известно инфор-
мационное множество (4) для системы. Вход
u(t) = 5 + 2sin(0,2πt). Из рис. 7 следует, что в си-
стеме присутствуют колебания. Вход имеет 
только одну частоту. Поэтому наличие в струк-
туре колебаний с другими частотами говорит 
о том, что система может относиться к классу 
периодических систем.

Применим для идентификации ХПЛ под-
ход, изложенный в первой части этого раздела. 
Построим модель (7) для получения общего 
решения для y, .y�  Выполним операцию чис-
ленного дифференцирования для вычисле-
ния .y�  Модели (7) имеют вид

 
� [ ][ ]
� [ ][ ]

т

т

( ) 1 ( ) ( ) ;

( ) 1 ( ) (

0,75; 0,07; 0,22

0,394; 0,059; ,0 .0 )78

q

q

y t u t u t

y t u t u t

−

− −

=

=

�

� �

Коэффициенты детерминации для этих мо-
делей равны 0,99. Далее находим оценки сво-
бодного движения системы.

Рассмотрим структуры 
,
,

sk ρ′ΔSK  1
,
,

sk ρ
S  пред-

ставленные на рис. 8, и на основе их анализа 
оценим порядок системы. Результаты анализа 
показывают, что система имеет третий порядок. 
Получено множество показателей Ляпунова
MLE = {–2,04; –1,842; –1,77; –1,167; –0,878} на ос-
нове анализа 1

,sk ρΔ
SK  и 2

,
.

sk ρΔ
SK  Верхняя оценка 

для наименьшего ХПЛ равна κm = –2,04. До-
пустимая граница подвижности старшего по-
казателя χ1 равна –0,8.

Результаты проверки χ-адекватности ХПЛ 
представлены на рис. 9, 10. Из рисунков следу-

Рис. 8. Множество ХПЛ
Fig. 8. Set of Lyapunov exponents

Рис. 7. Фазовый портрет системы
Fig. 7. Phase portrait of the system

Рис. 6. Распределение показателей Ляпунова
Fig. 6. Distribution of Lyapunov exponents

Рис. 9. Результаты оценки c-адекватности в пространствах 
R y и R D

Fig. 9. Estimation results of c-adequacy in spaces R y and R D
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ет, что ХПЛ-оценки являются χ-адекватными. 
Рис. 10 представляет распределение показателей 
Ляпунова. Оно совпадает с полученным множе-
ством MLE. Форма структуры � �,y y�

S  (см. рис. 8, 9)
определяется параметрами системы (1).

Исходная система имеет следующие соб-
ственные числа матрицы состояния:

 λ1(t) = –1 + 0,2sin(0,02πt);
 λ2(t) = –2 + 0,3sin(0,04πt);
 λ3(t) = –3 + 0,2sin(0,06πt).

Заключение

Предложен подход к оценке ХПЛ, приня-
тый в задачах нелинейной динамики. Он отли-
чается от большинства существующих подхо-
дов, основанных на анализе временного ряда 
и теореме Такенса. Решение задачи базируется 
на формировании массива, содержащего ин-
формацию об общем решении системы. Стро-
ится виртуальная геометрическая структура, 
анализ которой позволяет сделать заключение 
о свойствах системы. Введено понятие απ-
почти периодической функции в смысле Бора, 
так как рассматриваемые процессы не являют-
ся периодическими в общепринятом смысле. 
Предложены структуры, отражающие динами-
ку изменения характеристических показателей 
Ляпунова. На основе этих структур сформи-
рован массив ХПЛ. Получены верхняя оцен-
ка наименьшего показателя и граница под-
вижности для старшего показателя, а также 
множество показателей системы. Предложен 
графический критерий, основанный на ана-
лизе свойств специального класса структур, 

для оценки адекватности полученных оценок 
показателей. Применен метод гистограмм для 
проверки множества полученных оценок.

Результаты моделирования подтвердили ра-
ботоспособность предложенных методов и ал-
горитмов.
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Abstract

The identification problem of Lyapunov exponents is considered for dynamic systems with periodic coefficients under 
uncertainty. Indexes identification is based on the analysis of a special class of frameworks describing dynamics of in-
dexes change. The method of frameworks obtaining is described. The adequacy concept of obtained estimations Lyapunov 
exponents is introduced. The adequacy criterion is based on the analysis of the structure definition domain. The domain 
which belongs to the set of Lyapunov exponents estimates is determined. The method proposed for the order estimation of 
the system. The method is based on the properties analysis of almost periodic to Bohr functions and proposed frameworks. 
The case when lineals for Lyapunov exponents are crossed is considered. WE obtain to an infinite spectrum of Lyapunov 
exponents. Upper bound for the smallest index and mobility limit for the large index are obtained and the index set of the 
system is determined. The graphics criteria based on the analysis of framework properties are proposed for the adequacy 
estimation of obtained indexes. The histogram method is applied to check of estimations set. It is shown that a dynamic 
system with periodic coefficients can have a set of Lyapunov exponents. The extension of almost periodic functions on Bohr 
is proposed to the problem solve of Lyapunov exponents evaluation. The system order estimation is obtained on the basis 
of the framework property analysis.
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Параметрический синтез робастного регулятора
на основе метода доминирующих полюсов*

Введение

Реальные  системы автоматического управ-
ления имеют параметры, которые неточно за-
даны или изменяются в определенных преде-
лах по заранее неизвестным законам. Поли-
номы их передаточных функций могут быть 
приведены к интервальному виду (полиномы 
с интервальными коэффициентами). Согласно 
работе [1] такие системы классифицируются 
как линейные интервальные динамические 
системы (ЛИДС). Известно, что динамические 
свойства ЛИДС определяются ее доминирую-
щими полюсами, так как влияние остальных 
(свободных) полюсов оказывается незначи-
тельным из-за их удаленности от доминиру-
ющих [2].

*Работа выполнена при финансовой поддержке Россий-
ского научного фонда (проект № 18-7 9- 00264).

Коэффициенты характеристического поли-
нома ЛИДС имеют фиксированные пределы 
изменения, и поэтому полюсы ЛИДС локали-
зуются в замкнутых областях. Желаемое рас-
положение робастным регулятором доминиру-
ющих и свободных полюсов ЛИДС предпола-
гает, что области их локализации не должны 
выходить за допустимые границы при любых 
значениях интервальных параметров.

Решение задачи размещения полюсов ЛИДС 
рассматривается в работах [3, 4]. Однако пред-
лагаемые в этих работах методы синтеза ре-
гуляторов предусматривают, что все элементы 
вектора состояния доступны для измерения. 
В связи с этим желательно более простое с точ-
ки зрения реализуемости размещение полюсов 
ЛИДС регулятором пониженного порядка по 
выходу системы.

Для стационарных систем такая задача реше-
на в работах [5, 6]. Особенностью подхода, пред-

Рассматривается линейная система управления, представленная характеристическим полиномом с интерваль-
ными коэффициентами, в которые линейно входят параметры робастного регулятора. Решается задача их опреде-
ления в целях сохранения в системе гарантируемой динамики в условиях интервальной неопределенности параметров 
объекта. При параметрическом синтезе регулятора предлагается использовать корневые показатели качества — 
минимальную степень устойчивости и максимальную степень колебательности. Для их обеспечения параметриче-
ский синтез регулятора проводится на основе метода доминирующих полюсов. Применение данного метода предусма-
тривает задание пары комплексно-сопряженных доминирующих полюсов, определяющих желаемые значения степени 
робастной устойчивости и робастной колебательности системы, а также правой границы области локализации 
всех остальных (свободных) полюсов. Для применения метода доминирующих полюсов используется свойство степени 
устойчивости и степени колебательности линейной интервальной системы определяться теми ее полюсами, кото-
рые являются образами определенных вершин многогранника коэффициентов интервального характеристического 
полинома. Параметры регулятора предлагается разделить на зависимые и свободные. Первые должны обеспечить 
заданное расположение доминирующих полюсов в одной из вершин многогранника коэффициентов (в доминирующей 
вершине). Свободные параметры регулятора призваны обеспечить требуемое удаление свободных полюсов от доми-
нирующих. Для определения координат доминирующей вершины и проверочных вершин для локализации свободных по-
люсов проведено интервальное расширение основного фазового уравнения теории корневого годографа. В результате 
получены двойные интервальные фазовые неравенства, решение которых позволяет определить координаты искомых 
вершин многогранника коэффициентов характеристического полинома. Знание доминирующего вершинного полинома 
и заданных доминирующих полюсов позволяет выразить зависимые параметры регулятора через свободные. Полу-
ченные выражения используются для локализации свободных полюсов интервальной системы в заданной области. Для 
этого в каждой из найденных проверочных вершин проводится D-разбиение по свободным параметрам регулятора. 
После выбора значений свободных параметров из общей для всех D-разбиений области рассчитываются зависимые 
параметры регулятора. Приводится числовой пример параметрического синтеза ПИД регулятора, гарантирующего 
корневые робастные показатели качества интервальной системы четвертого порядка.

Ключевые слова: линейная интервальная система, доминирующие полюсы, свободные полюсы, проверочные верши-
ны, параметры регулятора, D-разбиение
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ложенного в работе [6], является возможность 
не только обеспечить требуемое расположение 
доминирующих полюсов, но и размещать сво-
бодные полюсы в желаемой области. Интер-
вальное расширение такого подхода для ЛИДС 
проводится в работах [7, 8]. Оно позволяет рас-
положить желаемым образом доминирующие 
полюсы ЛИДС, но не гарантирует, что области 
локализации свободных полюсов не выйдут за 
заданную границу и тем самым не нарушится 
принцип доминирования. Поэтому представля-
ет интерес параметрический синтез линейного 
регулятора по выходу, который обеспечивал бы 
желаемое расположение областей локализации 
доминирующих и свободных полюсов ЛИДС.

Постановка задачи

Пусть интервальный характеристический 
полином (ИХП) ЛИДС имеет вид

 
0

( , ) [ ( )] ,
n

i
i

i
D s k d k s

=
= ∑  (1)

где [ ( )]id k  — интервальные коэффициенты
( ( ) ( ) ( )i i id k d k d km m ), образующие многогран-
ник с 2n + 1 вершинами; k — вектор параметров 
регулятора, линейно входящих в коэффициенты 
ИХП (1). Так как доминирующие полюсы опре-
деляют минимальную степень устойчивости и 
максимальную колебательность ЛИДС, то об-
ласти их локализации могут быть ограничены 
усеченным сектором G, как показано на рис. 1. 
На этом же рисунке указана и граница области Г 
расположения свободных полюсов ЛИДС.

Задачей параметрического синтеза линей-
ного регулятора является нахождение таких 

значений его параметров kl, l = 1, 2, ..., r, кото-
рые при возможных вариациях коэффициен-
тов ИХП (1) гарантировали бы расположение 
доминирующих полюсов ЛИДС в усеченном 
секторе G одновременно с локализацией сво-
бодных полюсов в заданной области Г (рис. 1).

Интервальные углы выхода реберных ветвей 
из доминирующего полюса

Отображение ребер многогранника коэф-
фициентов ИХП на корневую плоскость об-
разует многопараметрический интервальный 
корневой годограф (МИКГ). Исходя из угло-
вых свойств корневого годографа [9] угол вы-
хода реберной ветви МИКГ из комплексного 
полюса P1 можно найти по формуле

 1 0
2

,  0, ,
n

i
i p

p
r i i n

=
Θ = π − Θ + Θ =∑  (2)

где Θp и Θ0 — углы между вещественной осью 
и векторами, направленными из комплексно-
го полюса P1 соответственно к p-му полюсу и 
к i-м нулям с координатами (0; j0), ri = 1 при 
значении коэффициента ,iid d>  ri = 0 при зна-
чении .iid d<

По условиям задачи задана пара комплек-
сно-сопряженных доминирующих полюсов P1 
и P2, определяющих одновременно минималь-
ную степень устойчивости ЛИДС и ее мак-
симальную колебательность. Очевидно, что 
расположение доминирующих полюсов в за-
данных точках позволяет определить значение 
угла Θ0 в выражении (2). Относительно углов 
полюсов Θp заметим, что один угол, образо-
ванный сопряженным с P1 полюсом P2, равен 
90°, а остальные углы от свободных полюсов 
являются интервальными и зависят от их воз-
можного расположения в области Γ. На этом 
основании к соотношению (2) применим ин-
тервальное расширение:

 1 0
2

[ ] [ ] [ ], 0, .
n

i
i p

p
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=
Θ = π − Θ + Θ =∑  (3)

В выражении (3) интервал 1[ ]iΘ  зависит от 
суммы углов свободных полюсов. Определим их 
сумму для двух характерных случаев, когда левее 
границы области Γ лежит пара свободных полю-
сов P3 и P4 (рис. 2, а, см. вторую сторону облож-
ки) или один вещественный свободный по-
люс P3 (рис. 2, б, см. вторую сторону обложки).

Рис. 1. Области локализации доминирующих и свободных 
полюсов
Рис. 1. Areas of dominant and unrestricted poles allocation
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Допуская возможность произвольного распо-
ложения свободных полюсов на рис. 2, а и 2, б,
можно сделать следующие заключения.

1. Если пара комплексно-сопряженных по-
люсов P3 и P4 мигрирует в области, располо-
женной левее границы Γ (рис. 2, а), то сумма 
углов [Θ3] и [Θ4], образованных полюсами P3 и 
P4 относительно полюса P1, принадлежит ин-
тервалу [0°; 2α], где 1 0.Pα = ∠ η

2. Если вещественный полюс P3 мигриру-
ет в отрезке, расположенном левее границы Γ 
(рис. 2, б), то угол [Θ3], образованный полю-
сом P3 относительно полюса P1, принадлежит 
интервалу [0°; α], где 1 0.Pα = ∠ η

На основании этих заключений можно 
сделать вывод: сумма углов для произвольно-
го числа m свободных полюсов ЛИДС лежит 
в интервале [0°; αm]. Таким образом, выраже-
ние (3) может быть записано в виде

 1 0[ ] [0 ; ] 90 , 0, .i
ir m i i nΘ = π − ° α − ° + Θ =  (4)

Определение доминирующей вершины
на основе двойных интервальных

угловых неравенств

Для того чтобы полюс P1 в доминирующей 
вершине V определял степень устойчивости 
ЛИДС, следует наложить ограничения на углы 
выхода 1[ ]iΘ  реберных ветвей МИКГ из P1.
С учетом (4) запишем:

090 [0 ; ] 90 270 , 0, .ir m i i n° π − ° α − ° + Θ ° =m m  (5)

Если же необходимо, чтобы P1 определял 
степень колебательности ЛИДС, то

 0 0 0[0 ; ] 90 180 ,

0, .
ir m i

i n

Θ π − ° α − ° + Θ Θ + °

=

m m
 (6)

Очевидно, что условием определения полю-
сом P1 одновременно степени устойчивости и 
степени колебательности ЛИДС является со-
ставленное на основе (5) и (6) двойное нера-
венство

0 0[0 ; ] 90 270 , 0, .ir m i i nΘ π − ° α − ° + Θ ° =m m  (7)

Для выполнения неравенства (7) при из-
менении любого из коэффициентов di из до-
минирующей вершины V необходимо в (7) для 
коэффициента ri выбрать значение 0 или 1:
ri = 0 не меняет угол выхода ветви МИКГ по реб-

ру di, а при ri = 1 угол изменяется на 180°. Для 
выбора ri преобразуем (7) к более удобному виду:

 0 0(1 ) 90 [ ; 0 ] 360 ,

0, .
ii m r i

i n

Θ − + ° −α ° ± π ° − Θ

=

m m
 (8)

Решениями (8) для всех i является набор 
значений ri, задающих пределы di и, следова-
тельно, координаты доминирующей вершины 
V многогранника коэффициентов ИХП. Опре-
делим такую вершину для различных вари-
антов расположения доминирующих полюсов 
ЛИДС третьей и четвертой степеней. Согласно 
условию (8) исходной информацией для этого 
являются углы Θ0 и α, а также число m сво-
бодных полюсов. Заметим, что α определяется 
углом Θ0 и степенью ρ доминирования. Данная 
степень находится как отношение расстояния 
от заданной пары доминирующих полюсов до 
границы области Γ к расстоянию от домини-
рующих полюсов до мнимой оси. Результаты 
расчетов сведены в табл. 1.

Из табл. 1 следует, что в координатах доми-
нирующей вершины предел коэффициента d3 
ИХП при переходе от Θ0 = 120° к Θ0 = 135° из-
меняется с максимального на минимальный. 
Однако при Θ0 = 135° он может быть как 3d , 
так и 3d , т. е. следует рассматривать две воз-
можные доминирующие вершины.

Определение граничных вершин
для локализации свободных полюсов

Так как степень устойчивости ЛИДС опре-
деляется корнями ИХП в вершинах много-
гранника его коэффициентов, то можно за-

Таблица 1
Table 1

Координаты доминирующих вершин

Coordinates of dominant vertices

Θ0 α m Координаты доминирующей вершины

120 8,8
1 0 1 2 3, , ,d d d d

2 0 1 2 3 4, , , ,d d d d d

135 5,6

1
0 1 2 3, , ,d d d d

0 1 2 3, , ,d d d d

2
0 1 2 3 4, , , ,d d d d d

0 1 2 3 4, , , ,d d d d d

150 3,2
1 0 1 2 3, , ,d d d d

2 0 1 2 3 4, , , ,d d d d d
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ключить, что правая вертикальная граница 
области локализации свободного полюса про-
ходит через образ одной из вершин многогран-
ника. Учитывая это, выберем вершины, обра-
зы которых лежат на границе области Γ и все 
выходящие из них реберные ветви МИКГ на-
правлены внутрь этой области. Назовем такие 
вершины граничными.

Очевидно, что если граничные вершины 
лежат в области Γ, то это гарантирует локали-
зацию в ней всех свободных полюсов ЛИДС. 
Решим задачу выбора граничных вершин так-
же с использованием угловых неравенств. Для 
этого рассмотрим рис. 3, а и 3, б (см. вторую 
сторону обложки), где вместе с заданными до-
минирующими полюсами показано возмож-
ное расположение свободных полюсов ЛИДС.

На рис. 3, а граничным свободным полю-
сом является вещественный полюс P3, левее 
которого могут располагаться другие комплек-
сно-сопряженные и вещественные свободные 
полюса ЛИДС. Сумма углов, определяемых 
относительно P3 свободными и доминирую-
щими полюсами, равна нулю. Поэтому выра-
жение для углов выхода из P3 реберных ветвей 
МИКГ имеет вид

 3 0 180 , 0, .i i i i nΘ = Θ = ° =  (9)

Для того чтобы все реберные ветви МИКГ 
выходили из P3 строго влево по вещественной 
оси, все углы (9) должны быть равны 180°. За-
пишем это условие в виде уравнений:

 180 180 ,ii r° ± π = °  (10)

решением которых является набор значений ri 
и соответствующие ему координаты одной из 
граничных вершин многогранника интерваль-
ных коэффициентов.

Рассмотрим далее второй случай (рис. 3, б), 
когда на границу области Γ попадает пара ком-
плексно-сопряженных свободных полюсов P3 
и P4. Пусть эти полюсы могут принимать про-
извольные значения на вертикальной прямой. 
Тогда сумма углов всех других полюсов отно-
сительно полюса P3 определяется выражением

[ ] [ ]
2
[ ] 90 180 , 360 0 , 90 ( 2),

n

p
p

m
=

Θ = ° + ° ° + ° ° −∑  (11)

где 90° — угол от полюса P4; [180°, 360°] — ин-
тервал суммы углов от пары комплексно-со-
пряженных доминирующих полюсов; m — 

число свободных полюсов ЛИДС (m l 2). Если 
допустить, что комплексные свободные полю-
сы P3 и P4 могут принимать любые значения 
на вертикальной границе области Γ, то сумма 
углов, определяемых относительно P3 i нулями 
(0, j0) реберных передаточных функций, опре-
деляется интервальным выражением

 [ ] [ ]0 90 ,180 , 0, .i i i nΘ = ° ° =

С учетом этого и в результате замены в вы-
ражении (11) интервала [180°, 360°] на 2•[90°, 180°] 
получим выражения углов выхода реберных 
ветвей МИКГ из P3 в виде

 
[ ] [ ]

[ ] ( )
3[ ] 90 ,180 90 180 ,360

0 ,90 2 , 0, .

i i

m i n

Θ = ° ° − ° − ° ° −

− ° ° − =
 (12)

Чтобы определить координаты граничных 
вершин для локализации свободных полюсов 
ЛИДС, зададим в соотношении (12) для интер-
вала 3[ ]iΘ  нижний и верхний пределы (соот-
ветственно 90° и 270°). После преобразований 
получим систему двойных интервальных угло-
вых неравенств:

[ ] [ ] ( )180 90 ,180 ( 2) 0 , 90 2 360 ,

0, .

i m

i n

° ° ° − − ° ° − °

=

m m
 (13)

На основе решений (10) и (13) получены и 
приведены в табл. 2 координаты граничных вер-
шин для локализации в области Г свободных 
полюсов ЛИДС третьего и четвертого порядков.

Таблица 2
Table 2

Координаты граничных вершин

Coordinates of boundary vertices

n m Координаты граничных вершин

3 1 0 1 2 3, , ,d d d d

4 2

0 1 2 3 4, , , ,d d d d d

0 1 2 3 4, , , ,d d d d d

0 1 2 3 4, , , ,d d d d d

Основные соотношения для параметрического 
синтеза линейного регулятора

Зададим передаточную функцию интер-
вального объекта управления ЛИДС в виде 

ОУ
( )

( ) ,
( )

A s
W s

B s
=  где 

0
( ) ,

m
i

i
i

A s a s
=

= ∑  
0

( ) ,
n

j
j

j
B s b s

=
= ∑
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,i i ia a am m  ,j j jb b bm m  n l m. Для обеспечения 
в ЛИДС гарантируемой динамики, определяе-
мой парой доминирующих полюсов, использу-
ем ПИД регулятор с передаточной функцией

 
2

0 1 2
РЕГ( ) ,

k k s k s
W s

s
+ +

=

где k0, k1 и k2 — настраиваемые параметры. 
Разделим их на зависимые параметры k1, k2 и 
свободный параметр k0. Зададим пару доми-
нирующих полюсов s1 = –α + jβ, s2 = –α – jβ и
на основе решения интервальных фазовых не-
равенств (8) определим доминирующую вер-
шину V многогранника интервальных коэф-
фициентов ЛИДС. По соответствующим этой 
вершине пределам коэффициентов ИХП сфор-
мируем вершинный полином

1
1 0( , ) ( ) ( ) ... ( ).V V n V n V

n nD s k d k s d k s d k−
−= + + +  (14)

Подставив в (14) значение корня s1 и выде-
лив в уравнении вещественную и мнимую ча-
сти, получим систему уравнений

 0 1 2

0 1 2

Re ( , , , , ) 0;

Im ( , , , , ) 0.

V

V

D k k k

D k k k

⎧ α β =⎪
⎨

α β =⎪⎩
 (15)

Из уравнений системы (15) найдем зависи-
мости 1 1 0 2( , , , );k f k k= α β  1 2 0 2( , , , ),k f k k= α β  
на основании которых выразим зависимые па-
раметры k1, k2 регулятора через свободный па-
раметр k0. Подставив k1(k0), k2(k0) в (1), полу-
чим ИХП с одним параметром k0:

 1
1 0 1 0 0 0( , ) [ ( )] [ ( )] ... [ ( )].n n

n nD s k d k s d k s d k−
−= + + +

Далее, используя выражения (10) и (13), 
определим набор граничных вершин для лока-
лизации свободных полюсов ЛИДС и в них 
проведем D-разбиение по параметру k0. После 
выбора свободного параметра k0 из области 
пересечения отрезков устойчивости всех вер-
шинных D-разбиений рассчитываются значе-
ния зависимых параметров k1 и k2 ПИД регу-
лятора по полученным выше выражениям.

Методика размещения полюсов
интервальной системы

В результате проведенных исследований раз-
работана методика размещения полюсов ЛИДС. 
Она содержит следующие этапы:

1. Выбирается линейный регулятор с тремя 
или четырьмя настраиваемыми параметрами, 
которые разделяются на два зависимых (для 
двух доминирующих полюсов) и свободные 
(не больше двух параметров, необходимых для 
D-разбиения).

2. Записывается ИХП ЛИДС в виде (1).
3. Задаются координаты доминирующих по-

люсов ЛИДС, определяющие желаемую грани-
цу области G, а также граница области Γ.

4.   Составляются интервальные неравен-
ства (8), и на основании их решения формиру-
ется доминирующий вершинный полином (14).

5. В полином (14) подставляются координа-
ты доминирующего полюса и находятся выра-
жения зависимых параметров регулятора через 
свободные.

6. С использованием полученных в п. 5 зави-
симостей ИХП (1) приводится к виду, содержа-
щему только свободные параметры регулятора.

7. На основании решений (10) и (13) форми-
руются граничные вершинные полиномы для 
локализации свободных полюсов ЛИДС в об-
ласти Γ.

8. Для всех полученных в п. 7 полиномов 
проводится D-разбиение по свободным пара-
метрам регулятора. Их значения выбираются 
из области пересечения областей устойчиво-
сти всех D-разбиений.

9. По полученным в п. 5 выражениям при вы-
бранных значениях свободных параметров вы-
числяются два зависимых параметра регулятора.

Пример

Пусть объект управления ЛИДС задан ин-
тервальной передаточной функцией:

[ ] [ ] [ ] [ ]

0

3 2

( )

100
.

1;1,5 40;80 150;200 1024;1200

W p

s s s

=

=
+ + +

Тогда ИХП системы с ПИД регулятором 
2

0 1 2
РЕГ( )

k k s k s
W s

s
+ +

=  и единичной обратной 

связью имеет вид

 [ ] [ ] [ ]
[ ]

0 1 2

4 3 2
2

1 0

( , , , )

1;1,5 40;80 ( 150;200 100 )

( 1024;1200 100 ) 100 .

D s k k k

s s k s

k s k

=

= + + + +

+ + +

Желаемая степень робастной устойчивости 
и степень робастной колебательности ЛИДС 
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задана ее доминирующими полюсами в точках 
s1 = –1 + j2 и s2 = –1 – j2. Задана также грани-
ца свободных полюсов ЛИДС X( jβ) = –9 + jβ,
–∞ < β < ∞.

Параметры регулятора разделены на сво-
бодный k0 и зависимые k1 и k2. В результате 
решения интервального неравенства (8) опре-
делены координаты доминирующей вершины 

0 1 2 3 4( , , , , )V d d d d d  и соответствующий ей доми-
нирующий вершинный полином

 
4 3

0 1 2

2
2 1 0

( , , , ) 80

(200 100 ) (1024 100 ) 100 .

VD s k k k s s

k s k s k

= + +

+ + + + +
 (16)

После подстановки s1 = –1 + j2 в (16) полу-
чена система уравнений вида (15), из которой 
определены зависимости k1(k0) = 0,4k0 – 634 и 
k2(k0) = 0,2k0 – 39. На основании этих зависи-
мостей сформирован ИХП, содержащий толь-
ко свободный параметр k0 регулятора:

 

[ ] [ ]
[ ]

[ ]

4 3
0

2
2 0

1 0 0

( , ) 1;1,5 40;80

( 150;200 100 ( ))

( 1024;1200 100 ( )) 100 .

D s k s s

k k s

k k s k

= + +

+ + +

+ + +

 (17)

Для локализации свободных полюсов ЛИДС 
левее вертикальной прямой, проходящей через 
точку (–9; j0), на основании ИХП (17) сфор-
мированы три вершинных полинома для трех 
граничных вершин из табл. 1:

 
4 3 2

1 0 2 0

1 0 0

( , ) 80 (150 100 ( ))

(1200 100 ( )) 100 ;

D s k s s k k s

k k s k

= + + + +
+ + +

 
4 3 2

1 0 2 0

1 0 0

( , ) 1,5 40 (150 100 ( ))

(1200 100 ( )) 100 ;

D s k s s k k s

k k s k

= + + + +
+ + +

 
4 3 2

1 0 2 0

1 0 0

( , ) 1,5 40 (200 100 ( ))

(1200 100 ( )) 100 .

D s k s s k k s

k k s k

= + + + +
+ + +

Для каждого из этих полиномов определе-
на своя область D-разбиения параметра k0 и 
затем найдена общая область k0 l 35,25. Зна-
чение свободного параметра k0 выбрано на ле-
вой границе этой области. После подстановки
k0 = 35,25 в выражения зависимых параметров 
регулятора получены следующие их значения: 
k1 = 7,76, k2 = 6,66. При найденных значениях 
параметров ПИД регулятора построен и по-
казан на рис. 4 (см. вторую сторону обложки) 
МИКГ рассматриваемой ЛИДС.

Из рис. 4 видно, что расположение домини-
рующих и свободных полюсов системы гаран-
тирует в ЛИДС заданные корневые показатели.

Заключение

В результате проведенных исследований 
разработана методика желаемого размеще-
ния областей локализации доминирующих и 
свободных полюсов ЛИДС в условиях интер-
вальности коэффициентов ее характеристиче-
ского полинома. Границы областей полюсов 
определяют в ЛИДС минимально допустимую 
степень устойчивости и максимально допу-
стимую колебательность. Основой методики 
является нахождение у многогранника коэф-
фициентов полинома доминирующей и гра-
ничных вершин, образы которых определяют 
границы областей локализации соответствен-
но доминирующих и свободных полюсов. Для 
выбора этих вершин проведено интервальное 
расширение основного фазового уравнения 
теории корневого годографа. В результате по-
лучены условия для углов выхода реберных 
ветвей МИКГ из образов указанных вершин 
в виде интервальных фазовых неравенств. Их 
решениями являются координаты вершин и 
соответствующие им вершинные полиномы 
ЛИДС. На основе этих полиномов и метода 
D-разбиения проведен параметрический син-
тез линейного регулятора, обеспечивающего 
в ЛИДС гарантируемую динамику.
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Abstract

In the paper a linear control system described by its characteristic polynomial with interval coefficients including 
parameters of controller linearly is considered. Problem of the research is finding parameters of a controller guarantee-
ing dynamic characteristics of a system despite interval parametric uncertainty of its object. It is proposed to base a 
controller synthesis on root quality indices: minimal stability degree and maximal oscillability degree. Desired values of 
these indices will be provided with the help of dominant poles method. Applying this method consists in placing a pair of 
complex-conjugate dominant poles; all other poles — unrestricted poles — will be placed by defining a right border of their 
allocation area on a complex plane. To apply dominant poles method, a feature of stability degree and oscillability degree 
to be determined by images of certain vertices of a parametric polytope was used. To synthesize a controller, it is proposed 
to divide its parameters in two groups: dependent ones and unrestricted ones. The first group of controller parameters is 
to provide desired allocation of dominant poles in one of vertices of parametric polytope (a dominant vertex). Unrestricted 
parameters of a controller are to provide desired distance between dominant poles and allocation area of unrestricted poles. 
To find coordinates of a dominant vertex and verifying vertices providing unrestricted poles allocation, an interval extension 
of basic phase equation of a root locus theory was developed. This resulted in interval phase inequalities, whose solution 
allows finding coordinates of desired vertices of characteristic polynomials coeffi cients polytope. Knowing a dominant vertex 
polynomial and dominant poles allows expressing dependent parameters of a controller from unrestricted ones. Obtained 
expressions allow placing unrestricted poles in a desired area of a complex plane. To do this, a D-partition by unrestricted 
parameters of a controller is performed in all verifying vertices of parametric polytope of a system. After choosing values 
of unrestricted parameters from intersection of all stability domains obtain during D-partition, dependent parameters of a 
controller can be calculated. An example of synthesizing a PID-controller guaranteeing desired values of dynamics char-
acteristics for an interval control system of the fourth order is provided.

Keywords: linear interval dynamic system, dominant poles, unrestricted poles, dominant vertex, controller synthesis, 
D-partition inequalitites
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Рассматривается задача аккомодации к дефектам в системах, описываемых нелинейными моделями, с использо-
ванием линейных методов. Для решения, основанного на полной развязке от дефектов, используется логико-динами-
ческий подход, позволяющий нелинейные системы анализировать линейными методами. Теоретические результаты 
иллюстрируются примером.

Ключевые слова: нелинейные системы, отказоустойчивость, аккомодация, развязка, логико-динамический подход
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Решение задачи аккомодации в нелинейных системах
с использованием линейных методов*

1. Введение

Известны  различные подходы к дости-
жению отказоустойчивости [1]. Один из них 
заключается в формировании специального 
управления, которое позволяет при появлении 
дефекта сохранять важнейшие характеристики 
системы, возможно, в ущерб второстепенным. 
Данный подход принято называть аккомода-
цией к дефектам, для реализации которой раз-
работан ряд методов, в частности, на основе 
оптимального управления, H∞-оптимизации, 
слежения за эталонной моделью, адаптивного 
управления [1]. Особенностью всех этих ме-
тодов является необходимость оперативного 
оценивания искажаемых дефектами параме-
тров системы и формирования нового закона 
управления на основе полученных оценок.

В целях повышения эффективности аккомо-
дации в настоящей работе предлагается исполь-
зовать метод полной развязки от воздействий, 
вызываемых дефектами. Реализация этого ме-
тода не требует предварительного оценивания 
параметров, но гарантирует не искажаемое де-
фектами движение системы лишь в некотором 
подпространстве ее пространства состояния.

Известно решение задачи развязки [2, 3] для 
нелинейных систем, описываемых моделью

 ( 1) ( ( ), ( ), ( )),  ( ) ( ( )),x t f x t u t d t y t h x t+ = =  (1.1)

где f и h — произвольные нелинейные функ-
ции, функция d(t) отражает дефекты в сис-

*Работа выполнена при финансовой поддержке Россий-
ского научного фонда (проект № 16-09-00046-П).

теме: при их отсутствии d(t) = 0, при появ-
лении дефектов d(t) становится неизвестной 
функцией времени. Задача полной развязки 
ставится следующим образом: для заданной 
функции y*(t) = h*(x(t)) построить компенсатор 
S0, описываемый моделью

 0 0 0

0 0

( 1) ( ( ), ( ), ( ));

( ) ( ( ), ( ), ( )),

x t f x t u t y t

u t g x t y t v t

+ =
=

 (1.2)

так чтобы значения y*(t) при t l 0 в замкнутой 
системе были независимы от функции d(t), где 
v(t) — новое управление.

Коротко опишем решение этой задачи [2, 3].
Напомним, что функция α называется (h, f )-
инвариантной, если α( f(x, u, d)) = f*(α(x),
h(x), u, d) для некоторой функции f*; функция α 
называется f-инвариантной, если α( f(x, u, d)) = 
= f**(α(x), u, d) для некоторой функции f**; функ-
ция α называется контролируемо инвариантной, 
если она f-инвариантна в замкнутой системе с 
компенсатором (1.2). Для формулировки глав-
ного результата введем векторную функцию α0 
с максимальным числом компонент, такую что 
α0(f(x, u, d)) не зависит от переменной d.

Теорема [2, 3]. Переменная y*(t) системы (1.1) 
может быть развязана от функции d(t) с по-
мощью компенсатора (1.2), если существуют
(h, f )-инвариантная функция α и контролируе-
мо инвариантная функция ξ, такие что

 0
*,hα α ξm m m  (1.3)

где запись β m γ означает, что существует функ-
ция δ такая, что δ(β(x)) = γ(x) для всех x [4].
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В работах [2, 3] предложен способ определе-
ния функций α и ξ и построения компенсатора 
(1.2) с вектором состояния x0 = α(x).

На основе полученного решения полной 
развязки решается задача аккомодации [3, 5], 
в которой для системы (1.1) находится функ-
ция h* с максимальным числом компонент, 
такая что с помощью компенсатора (1.2) пере-
менная y*(t) = h*(x(t)) может быть развязана от 
d(t). Получение такой функции обеспечивает 
максимизацию размерности подпространства, 
в котором происходит не искажаемое дефекта-
ми движение системы.

Для решения задачи используется матема-
тический аппарат алгебры функций, который 
требует выполнения ряда специальных опера-
ций с нелинейными функциями, поэтому ниже 
для р  ешения используется логико-динамиче-
ский подход (ЛДП) [6], в котором функция α 
ищется в классе линейных функций и решение 
может быть получено линейными методами.

2. Решение задачи развязки
на основе логико-динамического подхода

Полная развязка для линейно й части. На-
помним, что для применения ЛДП исходная 
система должна быть приведена к виду

 
1 1

* *

( 1) ( ) ( ) ( )

( ( ), ( ))

;

( ( ), ( ))

( ) ( ),   ( ) ( ).

q q

x t Fx t Gu t Dd t

A x t u t

C

A x t u t

y t Hx t y t H x t

+ = + + +

⎛ ⎞ϕ
⎜ ⎟

+ …⎜ ⎟
⎜ ⎟ϕ⎝ ⎠

= =

 (2.1)

Здесь F и G — матрицы, описывающие ли-
нейную часть системы; H, H*, C и D — по-
стоянные матрицы; ϕ1, ..., ϕq — произвольные 
нелинейные (возможно, негладкие) функции;
A1, ..., Aq — матрицы-строки. Предполагается, 
что компенсатор S0 описывается моделью
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+

⎛ ⎞ϕ
⎜ ⎟
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=

 (2.2)

где x0 — вектор состояния; F0, G0, J0, C0, A01, 
..., A0q — матрицы, подлежащие определению; 

т т т
0 0( ) .z x y=  Для упрощения здесь и далее бу-

дут использоваться обозначения x+ и x вместо 
x(t + 1) и x(t), аналогично — для других пере-
менных.

Напомним основные шаги ЛДП: 1) замена 
нелинейной системы (2.1) ее линейной частью; 
2) решение проблемы для полученной линей-
ной системы с дополнительными ограничени-
ями; 3) преобразование найденного решения 
для линейной системы путем добавления пре-
образованной нелинейной части в модель, по-
строенную на шаге 2.

Решение рассматриваемой задачи будет со-
стоять в нахождении для системы (2.1) матриц, 
соответствующих функциям в (1.3), для кото-
рых выполняются отношения также в соответ-
ствии с (1.3).

Нетрудно видеть, что аналогом функции α0,
для которой α0( f(x, u, d)) не зависит от пере-
менной d(t), служит матрица D0 максималь-
ного ранга, такая что D0D = 0. Аналогом век-
торной функции α служит матрица Φ, для 
которой справедливы следующие уравнения, 
соответствующие введенному понятию (h, f )-
инвариантности и условию α0 m α:

 0 0 0,  ,  0F F J H G G DΦ = Φ + = Φ Φ = . (2.3)

Также известно [6], что для нелинейной части 
справедливы два дополнительных отношения

 т т т
0 0,  ( ) ;С С A A H= Φ = Φ  (2.4)

матрицы F0, J0, G0, A0, C0 подлежат определению.
Последнее выражение в (2.4) является до-

полнительным ограничением на матрицу Φ, 
которое учитывается на шаге 2 ЛДП. Равен-
ство (2.4) выполняется, если и только если 
строки матрицы A линейно зависят от строк 
матриц Φ и H, что эквивалентно равенству

 т т т т тrank( ) rank( ).H H AΦ = Φ  (2.5)

Если модель (2.1) содержит несколько нели-
нейностей, матрица A в соотношениях (2.4) и 
(2.5) заменяется на Ai, i = 1, ..., q.

Отметим, что из D0D = 0 и ΦD = 0 следует, что 
Φ1 = QD0 для некоторой матрицы Q. Матрицы Q 
и J0 ищутся как решения уравнения [7]

 ( ) ( )
01 0( ... )( ) 0,k k

kQ J J V B− − =  (2.6)
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где
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Для построения системы S0 примем k := n – p
и проверим условие

 ( ) ( )rank ( ) ( 1).k kV B l k< +  (2.7)

Если оно выполняется, то существует такая 
строка (Q –J01 ... –J0k), что (2.6) имеет реше-
ние. Тогда строки матрицы Φ могут быть най-
дены из соотношения (2.3), G0 = ΦG, матрица 
F0 ищется в каноническом виде [7]. В резуль-
тате линейная часть системы S0, инвариантная 
к d(t), построена.

Если равенство (2.5) не выполняется, по-
ложим k := k – 1 и повторим проверку усло-
вия (2.7). Если (2.5) не выполняется для всех k, 
проблема аккомодации не может быть решена.

Таким образом, предложенный подход по-
зволяет найти решение для линейной части. 
Более детальный анализ требуется для учета 
нелинейной составляющей.

Полная развязка с учетом нелинейной со-
ставляющей. Рассмотрим множество всех ли-
нейно независимых решений уравнения (2.6) 
для некоторого k, представленных в виде

(1) (1) (1) ( ) ( ) ( )
01 010 0( ... ), ..., ( ... ),N N N

k kQ J J Q J J− − − −  (2.8)

N — число таких решений.
Теорема [7]. Пусть матрицы (1) ( ), , ,NΦ … Φ  

полученные на основе уравнений (2.3), опи-
сывают множество линейно независимых ре-
шений задачи для линейной части. Тогда про-
извольная линейная комбинация решений из 
выражений (2.8) с весовыми коэффициентами 
v1, ..., vN дает матрицу (1) ( )

1 ,N
Nv vΦ = Φ + … + Φ  

которая также описывает некоторое решение 
этой задачи.

Предположим, что значение k максималь-
но и удовлетворяет условию (2.7), а множество 
всех решений представлено в виде (2.8). Чтобы 

найти вектор v = (v1, ..., vN) с учетом нелиней-
ной части, перепишем (2.4) в виде
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По аналогии с (2.4) уравнение (2.9) имеет 
решение, если

 т т т т тrank(( ) ) rank(( ) ).H H AΣ ΣΦ = Φ  (2.10)

Предполагая, что условие (2.10) выполняет-
ся, рассмотрим для простоты случай, когда 
A — матрица-строка. Здесь (2.9) можно пред-
ставить в виде 1 02( ... ) ,kA a v a v A HΣ= Φ +  где 

01 1( ... ),kA a a=  или в виде 02 ,vA A A HΣ= Φ +  
где Av считается неизвестной матрицей. Решим 
это алгебраическое уравнение и найдем ма-
трицы Av и A02. Если Av может быть представ-
лена в виде 1( ... )kvA a v a v=  для некоторых ко-
эффициентов a1, ..., ak и вектора v = (v1, ..., vN), 
то поиск решения закончен, в результате полу-
чаются матрицы 01 1( ... )kA a a=  и A02 и вектор v
весовых коэффициентов. Матрицы Q, J0 и Φ 
можно найти из равенств
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В результате динамическая часть компенса-
тора, описываемого моделью (2.2), построена.

Так как размерность k — максимальная, 
лучшим вариантом для функции α в (1.3) бу-
дет α(x) = Φx.

3. Построение аналога функции x

Для построения матрицы Φ* — аналога 
функции ξ — введем новую матрицу C*: если 
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C(i, j) ≠ 0 и функция ϕj содержит компонен-
ты вектора управления u, полагаем C*(i, j) = 1, 
в противном случае C*(i, j) = 0.

Обозначим ir ′  — минимальное целое p, та-
кое что 1

* 0p
iH F G− ≠ , i = 1, 2, ..., L; wi — мини-

мальное целое p, такое что 1
* 0,p
iH F D− ≠

i = 1, 2, ..., L; *
ir  — минимальное целое p, такое 

что 1 *
* 0,p
iH F C− ≠  i = 1, 2, ..., L; L — размер-

ность вектора y* в системе (2.1). Нетрудно ви-
деть, что ir ′  и *

ir  представляют собой относи-
тельные степени переменной y*i для управле-
ния u, связанные с линейным и нелинейным 
вхождением этого управления в динамику си-
стемы. Положим *min( , ),i i ir r r′=  i = 1, 2, ..., L. 
По ана логии с работой [2] будем считать, что
wi > ri, i = 1, 2, ..., L, так как в противном случае 
решение не существует.

Для ограничения класса функций ξ линей-
ными функциями сделаем допущение.

Допущение А1. i ir r ′=  для всех i = 1, 2, ..., L, 
т.е. относительные степени переменной y*i для 
управления u связаны только с линейным 
вхождением управления в динамику системы.

Положим *1 *1 ,y H x=  ..., 1 1 1
*1*1 ;r ry H F x−=  ясно, 

что переменная

 
1 1 1

1 1

1 1
*1 *1*1

1
*1 *1 1

( ( , ))

( )

r r r

r r

y H F x H F Fx Gu x u

H F x H F Gu x

+ − −+

−

= = + + Ψ =

= + + ψ

зависит от управления; здесь ψ1(x) =
1 1

*1 ( , )rH F x u−= Ψ  — нелинейная функция, не 
зависящая от управления в силу допущения А1.

Рассмотрим множество уравнений

 

1 1 1
*1 *1 1 1

1
* *

( ) ;
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( ) .L L

r r

r r
L L L L

H F x H F Gu x v

H F x H F Gu x v

−

−

+ + ψ =

+ + ψ =

 (3.1)

Введем матрицы

*
( )
*

1
*

,
i

i
i

r
i

H

H

H F −

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

�  i = 1, 2, ..., L; �
1 1

*1

*
1

*

.
L

r

r
L

H F G

H

H F G

−

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

�

Анализ ранга матрицы �*H  позволяет рас-
смотреть различные варианты решения урав-
нений (3.1). Для простоты рассмотрим случай, 
когда этот ранг равен L.

Положим далее

 

(1)
*

*
( )
*

... .
L

H

H

⎛ ⎞
⎜ ⎟

Φ = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Можно показать, что матрица Φ* служит 
аналогом функции ξ, и эта матрица является 
F-инвариантом линейной части замкнутой си-
стемы.

По аналогии с (2.5) выполнение равенства

 *
*rank( ) rank

A

Φ⎛ ⎞
Φ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (3.2)

означает, что в линейную систему, построен-
ную на основе матрицы Φ*, можно добавить 
нелинейную составляющую.

Аналогом условия α m ξ в (1.3) служит ра-
венство, подобное (3.2):

 
*

rank( ) rank .
Φ⎛ ⎞

Φ = ⎜ ⎟Φ⎝ ⎠
 (3.3)

Если оно выполняется, проблема аккомода-
ции имеет решение, в противном случае реше-
ние не существует. Ниже будем полагать, что 
условия (3.2) и (3.3) выполняются. Из (3.3) сле-
дует, что Φ* = QΦ для некоторой матрицы Q.

Так как ранг матрицы �*H  равен L, система 
уравнений (3.1) может быть решена относитель-
но компонент вектора управления u(t) в виде 
( ) ( ( ), ( ))u t g x t v t′=  для некоторой функции g′. 

Поскольку матрица Φ является аналогом (h, f )-
инвариантной функции α и Φ* = QΦ, то пере-
менная x(t) в функции ( ) ( ( ), ( ))u t g x t v t′=  мо-
жет быть выражена в терминах состояния 

0( ) ( )x t x t= Φ  и вектора выхода y(t), в результате 
чего эта функция принимает вид статической 
части компенсатора (2.2). В предположении, 
что ранг матрицы H* равен L, можно получить 
явное выражение для функции g0 путем обра-
щения этой матрицы в (3.1).

Отметим, что если допущение А1 не выпол-
няется, для поиска решения необходимо ис-
пользовать методы, изложенные в работе [8].

4. Решение задачи аккомодации

На основе полученных результатов задача 
аккомодации формулируется следующим об-
разом. Найти матрицу H* максимальной раз-
мерности такую, чтобы задача аккомодации 
стала разрешимой.

Алгоритм (решение задачи аккомодации)
Шаг 1. Найти матрицу Φ и положить H* := Φ.
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Шаг 2. Для переменной y* := H*x найти от-
носительные степени ir ′ , wi и *

ir . Полагая, что 
*,i ir r′ =  проверить неравенство wi > ri; если оно 

не выполняется, удалить i-ю строку из матри-
цы H*, i = 1, 2, ..., L. Обозначить полученную 
в результате этих действий матрицу также H*, 
L — число ее компонент.

Шаг 3. Найти матрицу ( )
*
iH  и проверить

условие

 т ( )т
*rank( ) rank( ).iHΦ = Φ

Если оно не выполняется, удалить i-ю стро-
ку из матрицы H*, i = 1, 2, ..., L. Обозначим 
полученную в результате матрицы также H*, 
L — число ее компонент.

Шаг 4. Вычислить матрицу Φ*; можно по-
казать, что для нее выполняется условие (3.3). 
Проверить условие (3.2). Если оно не выполня-
ется, задача не имеет решения.

Шаг 5. На основе полученной на шаге 3 мат-

рицы H* построить матрицу �*H  и проверить 

условие �
*rank( )H L= . Если оно выполняется, 

перейти к шагу 6, в противном случае найти 
M L×  матрицу P, такую что �

*rank( )PH M=  и 
принять � �

** :H PH=  (матрица P отбирает ли-

нейно независимые строки матрицы �*H ).
Шаг 6. Построить статическую часть ком-

пенсатора, решая уравнения (3.1) относительно 
переменной u(t) в форме ( ) ( ( ), ( ))u t g x t v t′=  и 
затем — в искомом виде 0 0( ) ( ( ), ( ), ( ))u t g x t y t v t= .

Еще одним элементом решения задачи ак-
комодации является система S*, используемая 
следующим образом. Когда дефект возник и 
обнаружен, то проблема управления исходной 
системой решается на основе системы S*, ре-
зультатом чего является управление v(t), далее 
с помощью функции g0 рассчитывается управ-
ление u(t). Поскольку система S* не содержит 
неизвестную функцию d(t), достигается эф-
фект аккомодации к дефектам [3, 5].

Для построения системы S* полагаем 

* *:x x= Φ  и преобразуем правую часть выраже-
ния * *x x+ += Φ  к виду * * *( , );x f x v+ =  последнее 
возможно в силу того, что матрица Φ* является 
аналогом управляемо инвариантной функции. 
Пример решения одной из задач теории управ-
ления (задачи терминального управления) на 
основе предложенного подхода рассмотрен 
в работе [4].

5. Пример

Рассмотрим систему управления

 

1 3 4 3 16
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5 3 4 2
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+
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= + + + +

= + +
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= + +

= + +

= + +

= =

В соответствии с правилами реализации 
ЛДП [5] скорректируем исходную модель пу-
тем введения некоторых формальных членов 
следующим образом: член (x3 – x3) введем во 
второе уравнение, (x3 + x4 – x3 – x4) — в третье 
и (x2 – x2) — в пятое. В результате мы получим 
следующие матрицы и нелинейности, описы-
вающие систему:
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A
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Найдем матрицу

 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0
.

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1

D

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Можно показать, что матрица Φ, являющая-
ся аналогом функции α, совпадает с D0.

На шаге 2 принимаем * : ,H = Φ  так как не-
линейности не содержат управление, полагаем 
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* : 0,C =  Нетрудно проверить, что L = 4, 

1 3 4 1,r r r′ ′ ′= = =  2 2r ′ =  * * * *
1 2 3 4r r r r= = = = ∞  и 

1 2 3,w w= =  3 4 2.w w= =  Так как *min( , )i i iw r r>  
для всех i, допущение А1 выполняется.

По построению
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Поскольку условия (3.2) и (3.3) выполняют-
ся, нелинейную составляющую можно доба-
вить в линейную модель, и рассматриваемая 
проблема имеет решение. Далее,
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�

поскольку �
*rank( ) 2 4,H = <  на шаге 5 найдем 

матрицы

 � �
* *
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, : .
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P H PH
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= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
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Очевидно, что уравнения (3.1) с �*H  имеют 
решение для u1 и u2. Примем

 2
1 4 5 1 2 2 1 2: , : .v x x u v x x u= + + = + +  (5.1)

Поскольку x0 = Φx, примем

 т т
01 02 03 04 2 3 4 6( , , , ) : ( , , , )x x x x x x x x=

и построим динамическую часть компенсатора:
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После замены (x2, x3, x4, x6) на (x01, x02, x03, x04)
в (5.1) получаем 1 03 2 1:v x y u= + +  и 

2
2 02 1 2: ,v x y u= + +  статическая часть компенса-

тора имеет следующий вид:

 2
1 1 03 2 2 2 02 1 3 3, , .u v x y u v x y u v= − − = − − =

Так как третья строка матрицы Φ* линейно 
выражается через остальные, удалим ее, положим

 т т
*1 *2 *3 *4 2 3 4 6( , , , ) : ( , , , )x x x x x x x x=

и получим описание системы S*:

 *1 *2 *4 1 *3 2

*2 *2 *3 *3 1 *4 2

sign( ) ;

; ; .

x x x v x y

x x x x v x v

+

+ + +

= + + − −

= − = =

6. Заключение

В работе предложен метод решения задачи 
аккомодации к дефектам для систем, описы-
ваемых нелинейными моделями, с использо-
ванием линейных методов. Особенность этого 
метода состоит в том, что его реализация не 
требует предварительного оценивания пара-
метров, но гарантирует не искажаемое дефек-
тами движение системы лишь в некотором 
подпространстве ее пространства состояния. 
Для решения задачи в работе был использован 
логико-динамический подход, позволяющий 
решить задачу для нелинейных систем с ис-
пользованием только линейных методов.
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Abstract

Solution of the problem of fault accommodation in nonlinear dynamic systems is related to constructing the control law 
which provides full decoupling with respect to fault effects. The possibility of this solution is strictly limited by the demand 
on the system state vector availability (this vector is immediately included into control law description). As a rule, not all 
components of the state vector are immediately measurable at practice. Also, it is impossible to estimate full state vector for 
the system with unknown (affected by the faults) dynamics. The purpose of this article is to solve the problem of full decou-
pl ing by constructing a compensator that is independent of the fault effects a  nd is based on a new control law. A solution 
is based on so-called logic-dynamic approach using only linear methods to solve the problem for nonlinear systems. The 
implementation of this method does not require a preliminary estimation of the parameters. It is assumed that fault detection 
and isolation procedure is performed by known methods. Assume the fault occurred and detected, then a solution of the 
control problem is performed on the basis of additional system that corresponding in a definite sense to the initial model. To 
solve the problem of accommodation, an efficient algorithm based on a logical-dynamic approach is presented, as a result 
of which a compensator is constructed. Additional system does not contain unknown vector that describes defects. As a 
result, fault accommodation effect is achieved. Theoretical results are demonstrated by illustrative and illustrative example.
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Исследование движения робота в нештатных ситуациях является важным новым направлением робототехники. 
Его практическая значимость состоит в учете на этапе проектирования комплексов и разработки управления ими 
отказов и случаев некорректной работы оборудования в целях минимизации возможного ущерба.

При возникновении аварийной ситуации сист ема управления манипуляционного робота автоматически оста-
навливает манипулятор, отключая приводы и активируя тормоза. Аварийное торможение манипулятора является 
неуправляемым и может привести к существенным отклонениям от программной траектории. Непредсказуемость 
вектора отклонения чревата столкновениями с оборудованием, находящимися в рабочей зоне робота.

В работе рассматривается устройство, позволяющее формировать траекторию аварийного торможения мето-
дом задержек включения тормозов. Устройство обеспечивает включение тормозов каждой степени подвижности 
независимо друг от друга. Задержки рассчитываются таким образом, чтобы минимизировать отклонение траекто-
рии торможения от программной траектории.

Дано теоретическое решение математической задачи минимизации отклонения от программной траектории. 
Решение сведено к конечным формулам, зависящим от скоростей в шарнирах робота в момент активации аварийного 
торможения и интенсивности замедления тормозом каждой степени подвижности.

Приводится сравнение предлагаемого способа формирования траектории аварийного торможения с описанным 
ранее, в котором приводы степеней подвижности отключаются с рассчитанными задержками и затем включаются 
тормоза. Достоинством такого способа является уменьшение амплитуды отклонения на порядок.

В предложенном способе все приводы отключаются одновременно, и на первом этапе торможение происходит 
только за счет сил трения в редукторах. По истечении некоторого рассчитанного в начале торможения интервала 
времени, своего для каждой степени подвижности, включаются тормоза. Аналитические оценки показывают, что во 
всех случаях такой способ обеспечивает меньшие отклонения от программной траектории. Кроме того, он применим 
даже в случае возникновения неисправности хотя бы одного из приводов.

Ключевые слова: манипуляционный робот, аварийное торможение, формирование траектории торможения
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Управление траекторией торможения манипулятора
с неисправным приводом методом задержек включения тормозов

Введение

Проблеме обеспечения устойчивости работы 
при отказах оборудования традиционно уделя-
ется достаточно много внимания разработчи-
ками сложных аппаратов [1, 2], технологиче-
ских процессов [3] и систем управления ими. 
Для этой цели применяются различные методы 
повышения отказоустойчивости аппаратуры [1] 
и алгоритмы прогнозирования отказов [2].

Направление, связанное с разработкой 
управления роботом в нештатных ситуациях, 
возникло сравнительно недавно. Его практи-
ческая значимость состоит в учете на этапе 
проектирования возможных отказов и некор-
ректной работы оборудования в целях мини-
мизации ущерба  [4], определении границ воз-
можных нагрузок [5], разработке алгоритмов 
своевременного выявления отказов и реакции 
на них систем управления [6].

При обнаружении нештатной ситуации си-
стема управления останавливает манипулятор 
путем отключения приводов и приведения 
в действие тормозов. Такой способ аварийного 
торможения используют все современные ма-
нипуляционные роботы [7, 8].

Примером нештатной ситуации является 
возникновение неисправности в приводе ма-
нипулятора. Это может стать причиной не-
предсказуемого отклонения от программной 
траектории в силу того, что оказывается не-
возможной реализация заданного движения 
степени подвижности. Применение аварийно-
го останова позволяет уменьшить вероятность 
опасных столкновений с предметами в рабо-
чей зоне.

Известная проблема аварийного останова со-
стоит в том, что скорости степеней подвижно-
сти изменяются независимо друг от друга, в ре-
зультате чего манипулятор уводит от программ-
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ной траектории. Отклонение можно уменьшить 
за счет увеличения интенсивности торможения. 
Для этого в дополнение к тормозам можно ис-
пользовать двигатели с закороченными на вре-
мя торможения с помощью реле обмотками [9], 
создавать дополнительный тормозной момент 
двигателями [10] и корректировать траекторию 
торможения в сторону программной траек-
тории с помощью двигателей [11] путем пере-
хода на программу управления торможением 
в управляющем контроллере.

Следует также учитывать, что интенсив-
ность торможения с применением тормозов 
существенно больше, чем за счет торможения 
двигателями, поэтому использование дви-
гателей не способно существенно увеличить 
эффективность торможения и уменьшить от-
клонение от программной траектории. Кроме 
этого, применимость всех рассмотренных спо-
собов ограничена случаями полностью исправ-
ного оборудования робота. При неисправности 
хотя бы одного датчика положения применить 
его нельзя. Необходимо принять также во 
внимание, что отказы оборудования, которые 
являются существенными для обеспечения 
безопасности движения манипулятора, могут 
быть выявлены в масштабе реального времени. 
Решение этой задачи приведено в работе [6].

В статье [12] описан способ формирования 
траектории аварийного торможения, в котором 
приводы отключаются с некоторой задержкой. 
Задержки вычисляются перед началом тормо-
жения с тем, чтобы минимизировать отклоне-
ния траектории торможения от программной. 
Полученные оценки показывают, что таким 
способом амплитуда отклонения может быть 
уменьшена почти на порядок. В работах [13, 14] 
описано устройство и способ его подключения 
к системе управления, которое делает возмож-
ным реализацию способа.

Рассматриваемый алгоритм формирования 
траектории предполагает исправность всех 
приводов. Это условие не позволяет приме-
нять его в случае отказа хотя бы одного при-
вода в силу того, что после отключения пита-
ния скорость движения степени подвижности 
не будет постоянной и станет уменьшаться за 
счет трения в редукторе.

В данной работе рассматривается способ 
формирования траектории аварийного тормо-
жения, в котором все приводы выключаются 
одновременно, а каждый тормоз приводится 
в действие с некоторой задержкой.

Постановка задачи

В современных манипуляционных роботах 
электромагнитные тормоза включаются одно-
временно при выключении их шины пита-
ния. Техническая реализация предлагаемого 
способа управления траекторией торможения 
предполагает, что система управления может 
включить тормоз любой степени подвижности 
независимо от других. Эта возможность может 
быть достигнута путем подключения к систе-
ме управления рассматриваемого ниже устрой-
ства. Оно обеспечивает включение тормозов 
в требуемой последовательности и с необходи-
мыми задержками.

Устройство управления аварийным торможением

На рис. 1 показана структурная схема рас-
сматриваемого устройства и подключение его 
к системе управления манипуляционного ро-
бота. На рис. 1 обозначены: 1 — манипулятор, 
11i — тормоз i-й степени подвижности мани-
пулятора, 12i — двигатель, 13i — датчик по-
ложения, 14i — электронная схема включе-
ния/выключения тормоза, 15i — ее устройство 
управления, 2 — система управления роботом, 
21 — управляющая ЭВМ системы управления 
роботом, 22 — устройство включения/выклю-
чения тормозов по сигналам управляющей 

Рис. 1
Fig. 1
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ЭВМ, 23 — блок питания тормозов, 24 — разъ-
ем управления тормозами, 25i — контроллер 
i-й степени подвижности манипулятора, 26i — 
разъем сигналов от датчиков положения ма-
нипулятора, 27i — блок управления двигате-
лем от сигналов контроллера, 3 — устройство 
управления задержками включения тормозов, 
31 — контроллер устройства, 32 — передатчик 
сигнала включения/выключения тормозов по 
линии питания, 33 — устройство включения/
выключения питания тормозов.

Соединения, которые в системе управления 
должны быть исключены, отмечены на схеме 
штриховой линией, те, которые должны быть 
установлены при подключении, отмечены 
утолщенной линией.

Устройство работает следующим образом. 
При необходимости аварийно остановить ма-
нипулятор контроллер робота 21 с помощью 
блока 22 штатно включает все тормоза путем 
снятия напряжения, поступающего на них от 
источника питания 23. В результате на выходе 
блока 22 оказывается низкий уровень напря-
жения. Напряжение на шине питания подает-
ся на информационный вход контроллера 31.

При появлении низкого уровня на входе кон-
троллер рассчитывает моменты времени, в ко-
торые должны быть включены тормоза каждой 
степени подвижности. Они зависят от текущих 
скоростей степеней, которые вычисляются по 
показаниям датчиков положения 13i. Показа-
ния датчиков поступают в стойку управления 
через входы 27i. При движении манипулятора 
по программной траектории текущие скорости 
степеней подвижности совпадают с программ-
ными скоростями.

При наступлении момента включения тор-
моза очередной степени подвижности i кон-
троллер 31 с помощью устройства 32 передает 
по линии питания тормозов команду о вклю-
чении тормоза контроллеру 15i, который вы-
полняет ее посредством блока 14i. После 
включения тормозов последней степени под-
вижности контроллер 31 с помощью блока 33 
одновременно отключает линию питания тор-
мозов, что гарантирует их включение даже при 
отказе блоков 14i и 15i.

Из приведенного описания работы подклю-
чаемого устройства можно сделать вывод, что 
его контроллер позволяет включать тормоза 
каждой степени подвижности независимо от 
других. В результате оказывается возможным 
формировать траекторию манипулятора по-

средством выбора моментов начала торможе-
ния каждой степени подвижности с использо-
ванием тормозов, в том числе и для того, чтобы 
обеспечить близость траектории торможения 
к программной траектории.

Опишем алгоритм вычисления задержек для 
манипуляционного робота, имеющего n степе-
ней подвижности.

Алгоритм вычисления задержек

При переходе в режим аварийного торможе-
ния контроллер рассматриваемого устройства 
прогнозирует длительности торможения всех 
степеней подвижности:

 , 1, .i
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V
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Здесь Vi — текущие скорости, которые вы-
числяются контроллером по показаниям дат-
чиков положения; wib — ускорения торможения 
степеней подвижности за счет тормозов.

На основе вычисленных величин контрол-
лер находит такую степень, длительность тор-
можения которой наибольшая. Не ограничивая 
общности, будем считать, что она имеет но-
мер 1. Затем для каждой степени подвижности i 
контроллер определяет ускорения wip, при кото-
рых обеспечивается торможение манипулятора 
вдоль программной траектории: wip = Vi  /T1, и 
сравнивает найденную величину с ускорени-
ем wig торможения силами трения в редукторе. 
Если wig l wip, то тормоз степени подвижности i 
включается только после ее полной остановки.

Если wig < wip, то контроллер приводит 
в действие тормоза с задержкой Tid:
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Решение задачи минимизации отклонения
от программной траектории

Опишем кратко решение задачи минимиза-
ции отклонения от программной траектории. 
Для этого рассмотрим рис. 2. На нем приняты 
следующие обозначения: О — момент отклю-
чения питания приводов; 1 — индекс степени 
подвижности с наибольшей длительностью 
торможения; изменение ее скорости дается ли-
нией V1T1; V1 — скорость в начале аварийного 
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торможения; T1 — длительность торможения 
тормозом; V2, T2 — те же величины для вто-
рой степени подвижности; значения скоростей 
каждой степени подвижности изображаются 
в относительных единицах к их максималь-
ным значениям; 1 на вертикальной оси озна-
чает максимальную скорость.

Штриховой линией обозначено изменение 
скорости второй степени подвижности при ее 
движении по программной траектории. Не-
трудно показать, что в точке останова отклоне-
ние второй степени подвижности от программ-
ной траектории пропорционально площади тре-
угольника V1T1T2, которую обозначим SΔV1T1T2.

Штрихпунктирная линия показывает изме-
нение скорости второй степени подвижности, 
когда траектория торможения формируется с 
помощью предлагаемого алгоритма. До момен-
та времени TA торможение происходит за счет 
трения в редукторе. Рис. 2 соответствует слу-
чаю, при котором ускорение торможения сила-
ми трения редуктора второй степени подвиж-
ности w2g меньше, чем ускорение w2p, необходи-
мое для движения по программной траектории.

Затем включается тормоз, и степень подвиж-
ности останавливается в момент времени T3. На 
интервале OTB (точка В — точка пересечения 
отрезков V2T1 и AT3) вторая степень подвиж-
ности движется с опережением по отношению 
к программной траектории. На интервале TBT1 
скорость второй степени меньше, чем требуется 
для движения по программной траектории.

В момент времени TB отклонение от про-
граммной траектории пропорционально SΔV2AB, 
после остановки — пропорционально |SΔV2AB – 

– SΔBT1T3|. Максимальное отклонение равно 
max(SΔV2AB, |SΔV2AB – SΔBT1T3|).

Минимальным отклонение будет при вы-
полнении условия

 SΔV2AB(TA) = |SΔV2AB(TA) – SΔBT1T3(TA)|,

которое равносильно условию 2SΔV2AB(TA) =
= SΔBT1T3(TA).

Аналитическое решение этого уравнения 
приводит к формуле (1).

Случай малого значения начальной скорости

При малом значении начальной скорости 
второй степени подвижности ускорение w2p
движения вдоль программной траектории мо-
жет оказаться настолько малым, что оно ока-
жется меньше замедления трением в редук-
торе w2g (рис. 3). В этом случае до полной 
остановки торможение должно обеспечиваться 
силами трения в редукторе и только затем сле-
дует включить тормоз.

При оценке отклонения от программной 
траектории следует иметь в виду, что ускорение 
торможения за счет трения в редукторе кратно 
меньше, чем ускорение w2b при использовании 
электромагнитного тормоза. Рассматриваемый 
случай имеет место только в том случае, когда 
ускорение торможения по программной траек-
тории w2p достаточно мало. Нетрудно показать, 
что отклонение от программной траектории, 
пропорциональное SΔV2AT1, удовлетворяет со-
отношению
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Fig. 2

Рис. 3
Fig. 3
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Из приведенного неравенства следует, что 
отклонение пренебрежимо мало по сравне-
нию с выбегом манипулятора при торможе-
нии SΔV1OT1.

Сравнение способов формирования траектории

Важным свойством рассматриваемого спо-
соба формирования траектории (в нем пита-
ние приводов отключается сразу, и на первом 
этапе торможение осуществляется за счет сил 
трения в редукторе) является тот факт, что он 
позволяет обеспечить меньшее отклонение от 
программной траектории, чем предложенный 
ранее способ, основанный на задержке отклю-
чения приводов. Справедливость сформулиро-
ванного свойства основана на следующих со-
ображениях.

Пусть TA — решение задачи минимизации 
отклонения для рассматриваемого алгоритма. 
Следовательно, для него выполнено условие

 2SΔV2AB(TA) = SΔBT1T3(TA).

В рассмотренном ранее алгоритме после ак-
тивации аварийного режима торможения до 
момента отключения приводов (т. е. в течение 
десятых долей секунды) скорость степени под-
вижности практически не меняется. На ин-
тервале OTA ее график дается горизонтальной 
линией, проходящей через точку OV2.

Если в момент времени TA включить тормоз, 
то график изменения скорости окажется на пря-
мой АТА. Обозначим А* точку пересечения гори-
зонтальной линии и прямой АТА: А* = (ТА, V2). 
Нетрудно установить, что

 SΔV2A*B(TA) > SΔV2AB(TA)
 и 2SΔV2A*B(TA) > SΔBT1T3(TA).

Из этих неравенств следует, что наименьшее 
отклонение для предложенного ранее алгоритма 
достигается при включении тормоза в момент 
времени * ,A AT T<  т. е. несколько раньше, чем 
в рассматриваемом алгоритме. В этом случае 
верно неравенство *

1 3 2( ) ,( )A AS BT T T S V AB TΔ > Δ  
которое означает, что отклонение от программ-
ной траектории в прежнем алгоритме, пропор-
циональное *

1 3( ),AS BT T TΔ  больше, чем в новом.
Доказанное свойство показывает, что одно-

временное отключение питания всех приводов 
позволяет сформировать траекторию аварий-

ного торможения с меньшим отклонением от 
программной траектории, чем рассмотренный 
ранее способ, в котором приводы отключают-
ся с некоторыми задержками.

Заключение

При обнаружении неисправности система 
безопасности манипуляционного робота долж-
на немедленно его остановить. Для того чтобы 
избежать неуправляемого движения на этапе 
торможения и связанного с этим ухода от про-
граммной траектории, предлагается формиро-
вать траекторию аварийного торможения путем 
включения тормозов с некоторыми задержка-
ми, предоставляя возможность какое-то время 
тормозиться силами трения в редукторах.

Предложенный способ управления тормо-
жением схож с рассмотренным ранее в работе 
[12], в котором выключение каждого привода 
и одновременная активация тормоза степени 
подвижности осуществляются с некоторой за-
держкой. При этом удается кратно уменьшить 
отклонение от программной траектории. В на-
стоящем исследовании показано, что в предло-
женном новом способе формирования траек-
тории торможения отклонения во всех случаях 
оказываются меньшими, чем в исходном.

Существенным преимуществом нового спо-
соба является также тот факт, что в момент 
возникновения опасности происходит одно-
временное отключение питания всех приводов. 
Это отличие позволяет применять его даже 
в случае отказа хотя бы одного из приводов.

Список литературы

 1. Заведеев А. И. Построение бортовой системы управ-
ления космическим аппаратом повышенной отказоустой-
чивости с применением адаптивной логики в алгоритмах 
диагностики и контроля // Мехатроника, автоматизация, 
управление. 2018. Т. 19, № 10. С. 664—672.

 2. Большаков А. А., Кулик А. А., Сергушов И. В., Скри-
паль Е. Н. Метод прогнозирования авиационного проис-
шествия летательного аппарата // Мехатроника, автомати-
зация, управление. 2018. Т. 19, № 6. С. 416—423.

 3. Щербаков М. А., Кушников В. А. Модели и алгорит-
мы системы управления аварийными ситуациями при про-
изводстве стекла // Вестник Саратовского государственного 
технического университета. 2011. № 2 (55). С. 196—199.

 4. Резчиков А. Ф., Кушников В. А., Иващенко В. А., 
Фоминых Д. С., Богомолов А. С., Филимонюк Л. Ю. Мини-
мизация ущерба от нарушения технологического процесса в 
сварочных роботизированных технологических комплексах 
// Мехатроника, автоматизация, управление. 2017. Т. 18, 
№ 5. С. 328—332.



33Мехатроника, автоматизация, управление, Том 21, № 1, 2020

 5. Кодяков А. С., Павлюк Н. А., Будков В. Ю. Исследо-
вание устойчивости конструкции антропоморфного робота 
Антарес при воздействии внешней нагрузки // Мехатрони-
ка, автоматизация, управление. 2017 Т. 18, № 5. С. 321—327.

 6. Карташев В. А., Сафронов В. В. Система автоматиче-
ского контроля безопасности перемещений манипуляцион-
ного робота // Изв. РАН. ТиСУ. 2017. № 2. С. 162—167.

 7. User manual of UR3/CB3 robot. СПб.: Universal Robots, 
2015. 147 с

 8. KUKA Robots KR 5 arc Specification. Augsburg, KUKA 
Roboter GmbH, 2011. 67 p.

 9. Ho S. J., Rak K. S. Emergency Stop Method of Industrial 
Robot. Pat. KR20120045766 (A), 2012-05-09.

 10. Hofmann J., Schwarz R., Marx S. Industrial Robot Having 
Redundant Emergency Brake Circuit. US8736219 — 2014-05-27.

 11. Bosga S. A Robot with at least two Separate Brake Devices 
and a Method of Controlling such a Robot. Pat. WO 2008037799.

 12. Карташев В. А., Карташев В. В. Способ формирова-
ния траектории аварийного торможения манипулятора // 
Изв. РАН. ТиСУ. 2018. № 4. С. 162—168.

 13. Карташев В. А., Карташев В. В. Формирование тра-
ектории аварийного торможения манипулятора методом 
последовательного отключения приводов // Мехатроника, 
автоматизация, управление. 2018. Т. 19, № 8. С. 536—541.

 14. Карташев В. А., Карташев В. В. Устройство управ-
ления аварийным торможением манипулятора. Патент РФ 
№ 2 658589.

Emergency Braking Trajectory Control for Manipulator
in the Case of Driver Failure

V. A. Kartashev, kart@list.ru, V. V. Kartashev, vsevolod.kartashev@gmail.com,
FRC Keldysh Institute for Applied Mathematics RAS, Russia, 125047, Moscow

Corresponding author: Kartashev Vladimir A. Full Professor, Doctor of Math., Leading Research Fellow,
FRC Keldysh Institute for Applied Mathematics RAS, 125047, Moscow, Russian Federation,

e-mail: kart@list.ru

Accepted on September 02, 2019

Abstract

In emergency situation robot control system stops the manipulator by shutdowning drivers and activating brakes. This 
mode is used in all cases of equipment failure detection or while alarm bottom is pressed on control panel. Emergency 
braking is uncontrolled motion. As result manipulator movement deviates from program trajectory as the relations between 
velocities in joints differ significantly. This creates danger of collisions with objects in robot work space. The paper de-
scribes device that can be connected to control system. Connection needs insignificant changing in hardware architecture 
of robot control system. Device consists of controller and individual electronic schemes that are able to activate brakes of 
each degree of freedom regardless from other one. This feature allows to design braking trajectory by activating brakes in 
specific sequence and calculated delays. Mathematical solution for deviation minimization problem of braking trajectory 
from program one is presented. The solution is reduced to mathematical formulas which depend of the temporary velocities 
and values of braking decelerations in manipulator joints. The considered way of control differs from similar one described 
earlier by that in emergency situation drivers turn off immediately. On the first stage manipulator brakes by friction forces 
in gear boxes. Theoretical evaluations show that in all cases this reduces deviations from program trajectory. Additionally 
the new way can be used even if fault takes place at least one of drivers.
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Рассмотрена динамическая модель движения в сагиттальной плоскости пассивного экзоскелета нижних конеч-
ностей, интегрированного с аналогичной моделью человека-оператора, определяющего движение всей конструкции. 
Экзоскелет призван помочь оператору в перемещении дополнительного точечного груза, размещенного в "рюкзаке" 
на спине. Конструкция экзоскелета не имеет активных движительных элементов в шарнирах, он наделен только 
полуавтоматической системой запирания или освобождения коленных суставов на отдельных этапах движения, 
которые, однако, влияют на общий рисунок походки. Изучаются энергетические затраты и пиковые значения управ-
ляющих моментов, которые человек-оператор прилагает в процессе перемещения экзоскелета на некоторых типах 
регулярных, плоских, одноопорных походок. Полученные результаты позволяют оценить эффективность режима 
запирания-освобождения коленного сустава, используемого такими аппаратами. Были исследованы как случаи без-
ударных переходов в режим запертого колена, так и переходы, сопровождающиеся возникновением ударных воз-
действий в динамической системе. При математическом моделировании масс-инерционные характеристики тела 
человека учитывались в соответствии с данными, принятыми в антропологии.

Ключевые слова: пассивный экзоскелет, регулярные режимы движения, энергетические затраты, максимумы 
управляющих моментов
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О походках оператора в пассивном экзоскелете нижних конечностей 
при использовании режима закрепленного колена

Введение

Результаты фундаментальных исследова-
ний, полученные в последнее время в области 
биомехатроники, позволяют разработать новые 
классы технических устройств, интегрирован-
ных с биологическими организмами. Одним из 
таких устройств является экзоскелет, дублиру-
ющий опорно-двигательный аппарат человека 
и существенно расширяющий его физические 
возможности. Известные разработки экзоске-
летов [1—5] в своем большинстве сосредоточе-
ны на экзоскелетах нижних конечностей.

В данной работе рассматривается модельная 
задача о движении "пассивной" модификации 
экзоскелета вместе с человеком-оператором. 
Ее активный элемент способен только запи-
рать или освобождать в некоторые моменты 
времени коленный сустав человека; в осталь-
ном процесс перемещения реализуется за счет 
мускульных усилий оператора. Исследуется 
вопрос о том, в какой степени такая система 
способна снизить нагрузку на опорно-дви-
гательный аппарат человека при регулярной 
ходьбе, при переноске тяжелых грузов по ров-
ной, горизонтальной поверхности. Основные 
рассматриваемые критерии это — энергоза-
траты на один шаг и максимальные значения 
управляющих моментов, прикладываемые че-
ловеком-оператором. Основной аппарат иссле-

дования — численный метод. В случае упро-
щающего предположения о невесомости ног та 
же задача рассматривалась ранее в работе [5], 
данная работа эти результаты дополняет.

Постановка задачи

Работа посвящена описанию и оценке ре-
зультатов математического моделирования 
плоской, одноопорной, регулярной ходьбы че-
ловека-оператора, на которого надет пассив-
ный экзоскелет, при наличии в его "рюкзаке" 
дополнительного тяжелого груза. Все числен-
ные исследования проводили при следующих 
средних антропоморфных параметрах тела че-
ловека: общая масса 73,4 кг, рост около 1,75 м 
при длине ног 0,916 м. Масс-инерционные па-
раметры нижней половины тела соответствуют 
приведенным в работе [6]. Корпус рассматри-
вался как однородный стержень длиной 0,74 м 
и массой 47,6 кг. В случае, когда оператор не-
сет груз, считалось, что его масса равна 50 или 
100 кг, и он располагается в легком "рюкзаке" 
на высоте 0,45 м выше таза. Экзоскелет имеет 
"каркас" массой 5 кг, соединяющий рюкзак с 
"поясом", закрепленным на талии оператора. 
К поясу прикреплены две металлические ноги 
общей массой 10 кг, конструкция аппарата по-
вторяет форму тела человека-оператора.
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Рис. 1. Схема углов звеньев аппарата и управляющих 
моментов
Fig. 1. The diagram of the angles of the links of the apparatus and 
control moments

Схема аппарата — тела человека с надетым 
на него экзоскелетом — в процессе плоской 
одноопорной ходьбы представлена на рис. 1. 
Аппарат опирается на горизонтальную поверх-
ность в точке P. Вторая нога находится в фазе 
переноса. Ноги крепятся к корпусу в шарнире 
тазобедренного сустава. Голень и бедро соеди-
няются в коленном суставе — также плоском 
шарнире. Углы отклонения корпуса от верти-
кали ψ и соответственно углы отклонения бе-
дра и голени опорной ноги от вертикали α и β 
показаны на рис. 1, x и y — декартовы коорди-
наты тазобедренного сустава.

Аппарат управляется моментами qi, ui, m1
(i = 1, 2, здесь и далее i = 1 для опорной ноги,
i = 2 — для переносимой ноги) соответствен-
но в тазобедренном суставе, коленном и голе-
ностопном. В случае пассивного экзоскелета 
управляющие моменты q, m суть исключительно 
мышечные усилия человека-оператора, в то вре-
мя как момент u при свободном колене — также 
мышечный, а если колено запирается, то этот 
момент обеспечивается за счет механизма экзо-
скелета. Систему динамических уравнений од-
ноопорной ходьбы аппарата нетрудно получить 
с помощью метода Лагранжа 2-го рода [7, 8]:

 2( ) ( ) sin ,zB z z D z z Ag z Q+ + =�� �  (1)

где 1 1 2 2, , , , , ,z x y= ψ α β α β  — вектор про-
странства переменных; B(z), D(z), A — некото-
рые матрицы;

 
1 1 2 2

т
, , , , , , ,z x yQ Q Q Q Q Q Q Qψ α β α β=

 1 ,x xQ R=  2 0,xR =  1 ,y yQ R Mg= −

 2 0,yR =  2 0,m =  1 2,Q q qψ = +

 ( )2 cos sin ,
i i i ix i iy iQ u q a R Rα = − − + α + α

 ( )2 cos sin ,
i i ix i iy i iQ u b R R mβ = + β + β +  1,2.i =

Здесь обозначено: Rix и Riy (i = 1, 2) — го-
ризонтальная и вертикальная составляющие 
силы реакции в опорной и переносной ногах, 
g — ускорение силы тяжести, M — суммарная 
масса аппарата с грузом.

Число переменных, описывающих одноопор-
ные походки, переопределено. Поэтому систему 
(1) приходится дополнять за счет учета дваж-
ды продифференцированных условий связей 
по переменным, относящимся к опорной ноге. 
Расширенная система (1) — это девять соотно-
шений, содержащих в левых частях семь вторых 
производных вектора z, их правые части содер-
жат семь ненулевых компонент силы реакции 
опоры и управляющих моментов.

Математическое моделирование целиком 
опирается на приведенные выше динамиче-
ские условия (1). Основными целями матема-
тического моделирования является ответ на 
следующие вопросы: 1) в какой момент в те-
чение периода шага T целесообразно запирать 
колено опорной ноги; 2) какова энергетика тех 
или иных походок человека-оператора в экзо-
скелете, каков возможный минимум энергети-
ки при заданных кинематических параметрах 
шага; 3) каков рисунок управляющих момен-
тов, которые человеку необходимо приложить 
для осуществления тех или иных походок, и 
каковы максимальные значения этих момен-
тов. Ответ на первые два вопроса дается в рам-
ках исследования энергетических затрат чело-
века на реализацию одного шага из последо-
вательности шагов при периодической ходьбе.

Для оценки этих затрат рассматривали 
функционал

 
2

10

{ ( ) ( ) } .
T

i i i i i i i
i

W q u m dt
=

= ψ − α + α − β + β∑∫ � �� � �  (2)

Отметим, что на этапе движения в режиме 
запертого колена величина u в подынтеграль-
ной функции (2) как момент, прикладываемый 
человеком к механизму, равен нулю и потому не 
влияет на значение вычисляемого интеграла W.
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Энергетика и динамические эффекты 
безударных походок

При запирании коленного сустава в некото-
рый момент времени τ в механической системе, 
описываемой системой (1), происходит нало-
жение связи, которое сопровождается, вообще 
говоря, нежелательными скачками угловых 
и линейных скоростей аппарата, а также им-
пульсными воздействиями на систему за счет 
реакций опоры и моментов в сочленениях. Так 
как после наложения связи в момент времени
t = τ + 0 тазобедренный сустав движется по 
окружности с центром в точке пятки P(xp, yp), то

 ( ) ( ) 0.p px x x y y y+ +− + − =� �

Используя уравнения (1), нетрудно пока-
зать, что аналогичное условие при t = τ – 0

 ( ) ( ) 0p px x x y y y− −− + − =� �  (3)

гарантирует построение безударной траекто-
рии движения. Иными словами, если в момент 
t = τ – 0, предшествующий запиранию колен-
ного сустава опорной ноги, межзвенная угло-
вая скорость в этом суставе 1 1 0,β − α =� �  то при 
запирании коленного сустава не происходит 
скачков скоростей, и нежелательное явление 
удара отсутствует. Освобождение колена удар-
ными явлениями не сопровождается.

Несимметричные безударные походки

Рассмотрим один из приемов построения 
безударной походки. На рис. 2 показана в пло-

скости (x, y) траектория тазобедренного суста-
ва на шаговом цикле, начинающаяся при t = 0 
в точке x = xp – χ, y = h и заканчивающаяся при 
t = T в точке x = xp + σ, y = h. Таким образом, 
[–χ, σ] является опорным отрезком ноги. 
В дальнейшем будут рассматриваться только 
симметричные в смысле выноса ноги вперед-на-
зад походки, при которых χ = σ. При t ∈ [0, τ) 
коленный сустав свободен, при t = τ он запирает-
ся и остается запертым на промежутке t ∈ (τ, T],
при этом тазобедренный сустав движется по 
окружности. Будем считать, что это движение 
происходит с некоторой (например, постоян-
ной) угловой скоростью ,ϕ = ω�  тогда

2 2

cos ( ), sin ( ),

2 arccos arccos( ) / ,

, cos , sin .

p px x t y y t

t t t T

h
h

− = ρ ϕ − = ρ ϕ

σ σ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− π π −ϕ = ω + δ ≡ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ρ ρ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
σ

ρ = σ + δ = − δ =
ρ ρ

Поскольку ходьба — процесс периодиче-
ский, то на участке движения при незапертом 
коленном шарнире экзоскелета должны вы-
полняться соотношения

 
(0) , (0) ( ),

(0) , (0) ( ).

x x h x T

y h y y T

= −σ = − ω =
= = σω =

� �
� �  (4)

В момент t = τ ввиду условия (3) должны вы-
полняться условия согласования по положе-
нию и скоростям тазобедренного сустава:

 

( 0) ( 0) cos ( );

( 0) ( 0) sin ( );

( 0) ( 0) sin ( );

( 0) ( 0) cos ( ).

x x

x x

y y

y y

τ − = τ + = ρ ϕ τ
τ − = τ + = −ρω ϕ τ
τ − = τ + = ρ ϕ τ
τ − = τ + = ρω ϕ τ

� �

� �

 (5)

Таким образом, согласно соотношениям (4), 
(5) каждая из функций x(t), y(t) на интервале
t ∈ [0, τ) должна дополнительно удовлетворять 
четырем условиям. Удобнее рассматривать их, 
например, в виде полиномов третьего поряд-
ка — каждый с четырьмя неизвестными по-
стоянными коэффициентами, подлежащими 
выбору:

 
3 2

3 2

;

.

x x x x

y y y y

x A t B t C t D

y A t B t C t D

= + + +

= + + +

В результате возникают две системы ли-
нейных алгебраических уравнений четвертого 
порядка (относительно коэффициентов Ax, Bx, 

Рис. 2. Схема траектории таза при безударной несимметричной 
походке
Fig. 2. The diagram of the trajectory of the pelvis with an un-
stressed asymmetric gait
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Cx, Dx, Ay, By, Cy, Dy). Момент времени τ яв-
ляется величиной свободной и может подби-
раться из условия оптимизации того или иного 
функционала.

Возможны различные постановки задач в 
целях исследования движения человека в экзо-
скелете. Выберем в качестве закона изменения 
углового положения корпуса решение, возни-
кающее в линеаризованной задаче так называ-
емой "комфортабельной" ходьбы человека [8], 
характеризующееся движением таза на посто-
янной высоте с равномерной скоростью:

 

2

1 ch( )
ch( ) sh( )( )

sh( )2

( / 2)
;

, / , /( ).

r

r

r r

TML t tt
Tk

M Vt L
k

L V L T gk J hk

+ Ω⎛ ⎞Ω − ⋅ Ωψ = +⎜ ⎟Ω⎝ ⎠
−

+

= σ + χ = Ω = +

 (6)

Здесь J, kr, L, V — соответственно моменты 
инерции и статический момент его корпуса, 
длина шага, скорость движения. Это соотно-
шение замыкает задачу — требуется найти оп-
тимальное по энергетике (2) значение τ, когда 
все прочие параметры ходьбы заданы, учтена 
масса переносимого груза и конструкция эк-
зоскелета.

Ниже приведены результаты некоторых рас-
четов, которые были выполнены при L = 0,5 м, 
T = 0,7 м, h = 0,85 м. В табл. 1 представлены ре-
зультаты расчета "комфортабельного" режима 
ходьбы [9] человека без дополнительного веса 

на номинальном режиме; его данные содер-
жатся в первой строке. Отметим, что данный 
"комфортабельный" режим реализуется, в от-
личие от работы [9], при ненулевых значени-
ях голеностопного момента m. Далее в табл. 1 
указаны значения энергии W, модули макси-
мальных значений необходимых моментов сил 
в опорной ноге и энергетические затраты в со-
ответствующих суставах при положительных 
и отрицательных значениях этих моментов; из 
них складывается общее значение W. Вторая 
строка относится к случаю дополнительного 
груза массой 100 кг в "легком" рюкзаке (масса 
экзоскелета при этом не учитывается).

Обращает на себя внимание тот факт, что 
при ходьбе человека около половины энергети-
ческих затрат приходится на коленный сустав, 
причем последний работает исключительно на 
распирание сустава. Именно эту часть затрат 
по замыслу должен принять на себя пассив-
ный экзоскелет. Если человек не нагружен, 
то передвигается легко, и пиковые значения 
моментов порядка 100...150 нм, по-видимому 
[9], для него не вызывают слишком больших 
трудностей. При дополнительной нагрузке пи-
ковые нагрузки моментов достигают значения 
уже порядка 300 Н•м. Поэтому при анализе 
различных походок человека с экзоскелетом 
следует отмечать те из них, для которых пико-
вые нагрузки не превышают значения порядка 
150...200 нм.

В табл. 2 представлены данные некоторых 
безударных походок для человека с надетым 

Таблица 1

V, м/с L, м h, м W, Дж
|q1|max, 
Н•м

|u1|max, 
Н•м

|m1|max, 
Н•м

W 1 ,q +  Дж
W 1 ,q −  Дж

W 1 ,u +  Дж
W 1 ,u −  Дж

W 1 ,m+  Дж
W 1 ,m−  Дж

0,5/0,7 = 0,7143 0,5 0,85 86,6 99,6 105,9 41,0 9,94
12,03

43,7
0

12,43
0

0,5/0,7 0,5 0,85 184,5 183,5 281,4 40,9 15,9
31,7

116,7
0

12,5
1,5

Таблица 2

V, м/с L, м h, м τ, с W, Дж |q1|max, Н•м |u1|max, Н•м |m1|max, Н•м

0,5/0,7 0,5 0,85 0,09 83,5 238,9 350,0 111,3

... ... ... 0,12 84,0 190,7 269,8 85,0

... ... ... 0,14 84,8 155,4 235,4 74,1

... ... ... 0,09 *118,2 265,5 617,7 341,6

... ... ... 0,18 *123,7 140,9 342,7 175,9

... ... ... 0,2 *125,7 132,6 315,2 159,3

... ... ... 0,09 **154,2 292,5 884,7 571,5

... ... ... 0,24 **169,4 172,3 397,3 222,5

... ... ... 0,28 **174,6 166,0 356,2 192,6
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экзоскелетом. Рисунок этих походок отвечает 
рис. 2, назовем их несимметричными. Пер-
вые три строки отвечают ходьбе без груза, по-
следующие — с грузом (для одной звездочки 
в столбце энергетики W масса груза составляла 
50 кг, для двух звездочек — 100 кг). В отличие 
от табл. 1 данная таблица содержит информа-
цию о моменте времени τ, при котором гладко 
сочетаются две фазы — свободной ходьбы, за-
даваемой с помощью полиномов, и движения 
с закрепленным коленом. Представленные ре-
зультаты относятся к случаю движения с по-
стоянной угловой скоростью по углу ϕ в фазе 
закрепленного колена.

Минимуму энергии всюду отвечает значе-
ние τ = 0,09 с. Из табл. 2 вытекает, что при ис-
пользовании экзоскелета формально эконо-
мится до 17...20 % энергозатрат, невзирая на то, 
что масса конструкции увеличивает общую 
массу. Однако особенно при наличии груза 
пиковые нагрузки на управляющие моменты 
здесь недопустимо велики: до 400...500 Н•м и 
выше. По пиковым нагрузкам данный режим 
движения превышает даже заведомо неопти-
мальный "комфортабельный" режим ходьбы. 
Это обстоятельство заставляет рассматривать 
также и неоптимальные значения τ. Экономия 
по энергетике здесь заметно меньше, но пико-
вые значения моментов уже примерно те же, 
что и в отмеченном выше "комфортабельном" 
режиме. Попытки использования дополни-
тельных возможностей модели в виде отказа от 
постоянства угловой скорости ϕ�  или рассмо-
трения в более общем виде характера измене-
ния угла ψ(t) к существенному улучшению ха-
рактеристик не привели.

Симметричные безударные походки

В схеме походки, изображенной 
на рис. 2, этап со свободным коле-
ном предшествует этапу с коленом 
закрепленным. Интуитивно очевид-
но, что этап с закреплением колена 
следует размещать в центральной 
части временного отрезка t ∈ (0, T), 
где нагрузки на опорную ногу наи-
большие, а края этого интервала, 
примыкающие как к началу, так и
к концу опорной фазы, в равной 
степени могут быть этапами движе-
ния со свободным коленом. Такие 

походки, назовем их симметричными, показаны 
на рис. 3. Здесь имеются два значения гладкого 
сочленения этапов τ. На интервале t ∈ (τ1, T – τ2)
экзоскелет движется в режиме закрепленного 
колена; на интервалах t m τ1 и t l T – τ2 ко-
ленный сустав свободен. Использовались те же 
модели полиномов на свободных участках и та 
же модель участка с закрепленным коленом 
опорной ноги. Результаты расчетов отражены 
в табл. 3, данные по пиковым нагрузкам в пе-
реносной ноге не приводятся — как и ранее, 
они незначительны.

Представленные в табл. 3 данные по наи-
более важным характеристикам походок, ис-
ключая пиковые нагрузки по голеностопному 
суставу опорной ноги, заметно лучше, чем со-
ответствующие им в табл. 2. Даже на уровне 
пиковых нагрузок "комфортабельного" режи-
ма ходьбы они дают экономию по энергетике 
в сравнении с ним до 30 %. Что же касается 
пиковых нагрузок голеностопа, то здесь они 
реально приходятся на очень короткий миг 
в самом конце опорной фазы, когда у челове-
ка-оператора на поверхности опоры находятся 
обе ноги. По этой причине принимать всерьез 
обнаруженные большие пиковые нагрузки го-
леностопа в этом режиме, видимо, не стоит.

Расчеты в целом подтвердили обнаружен-
ную ранее тенденцию [5]: с ростом длитель-
ности этапов с закрепленным коленом энерго-
траты падают, а пиковые нагрузки по управля-
ющим моментам растут. Эти расчеты выявили 
также еще одну тенденцию при оптимизации 
энергозатрат — стремление к активным им-
пульсным воздействиям в начале и конце шага 
с целью обеспечить периодичность режима 

Рис. 3. Схема траектории таза при безударной симметричной походке
Fig. 3. The diagram of the trajectory of the pelvis with an unstressed symmetrical gait
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ходьбы. Энергозатраты на активных импульс-
ных участках при этом можно учитывать по 
приближенной формуле, предложенной в ра-
боте [10]. В ранее упомянутой работе [5] при-
ведены результаты исследования некоторых 
подобных режимов, которые формально замет-
но более экономны по энергетике, но требуют 
нереальных резких пиковых силовых воздей-
ствий со стороны человека.

Некоторые симметричные ударные походки

Исследуем теперь возможности нежелатель-
ных, в принципе, для человека-оператора по-
ходок, которые сопровождаются возникнове-
нием разного рода ударных явлений, но таких, 
что они не требуют при этом от человека-опе-
ратора запредельных нагрузок — их ударное 
воздействие приходится скорее на конструк-
цию экзоскелета. От рассмотренных в преды-
дущем разделе симметричных безударных по-
ходок данные походки, тоже симметричные, 
отличаются только одним обстоятельством — 
в момент τ1 здесь не происходит безударного 
перехода в режим с закрепленным коленом. 
В результате неупругого удара в динамической 
системе происходит перераспределение угло-
вых и линейных скоростей; их скачки описы-
ваются видоизмененной системой уравнений, 
вытекающей из расширенной системы (1):

1 1 22

( ) [ ] ,

, , , , , , ,0,0 ,

z z

x y

B z z EQ EQ

EQ EQ EQ EQ EQ EQ EQψ α β α β
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=
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Значком в квадратных скобках здесь обо-
значены скачки соответствующих скоростей, 
а значком E — импульсы моментов сил и реак-
ций, в частности, Eu1 — это импульсное воз-
действие конструкции экзоскелета на процесс 
ходьбы, связанное с переходом в режим закре-
пленного колена. Чтобы получить замкнутую 
алгебраическую систему условий относитель-
но семи неизвестных скачков и трех импуль-
сов, к системе (7) в момент наложения связи τ1 
необходимо добавить еще соотношение
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с известной ненулевой правой частью, которое 
позволяет в следующий момент времени перей-
ти в режим движения с закрепленным коленом

 
cos ( ), sin ( ),

( )
p px x t y y t

t t

− = ρ ϕ − = ρ ϕ

ϕ = ω + δ

со специально подобранными параметрами
π, ω, δ.

При численных исследованиях использова-
лась та же параметрическая модель процесса 
ходьбы, что и в предыдущем разделе, но с од-
ним существенным дополнением — она содер-
жала одну дополнительную степень свободы, 
описывающую переход с ударом в режим дви-
жения с закрепленным коленом. Данные рас-
четов здесь не приводятся, поскольку они не-
существенно улучшают картину, представлен-
ную в табл. 3. Причина этого, видимо, связана 
с тем, что в результате удара в динамической 
системе теряется энергия, и без добавления ее 
со стороны человека-оператора эффективно 
использовать дополнительную степень свобо-
ды модели не удается. Ниже рассматривается 
еще один тип ударных походок, где данная 
идея была успешно реализована.

Таблица 3

V, м/с L, м h, м τ1, с τ2, с W, Дж |q1|max, Н•м |u1|max, Н•м |m1|max, Н•м

0,5/0,7 0,5 0,85 0,1 0,65 68,1 288,4 188,5 230,2

"-" "-" "-" 0,12 0,65 73,8 119,9 143,2 214,2

"-" "-" "-" 0,12 0,65 *87,4 186,6 328,3 420,0

"-" "-" "-" 0,12 0,61 *91,6 157,8 221,0 378,2

"-" "-" "-" 0,12 0,60 *92,3 157,8 208,5 355,6

"-" "-" "-" 0,1 0,65 **106,1 257,8 470,3 513,5

"-" "-" "-" 0,15 0,55 **121,3 209,9 276,3 323,2

"-" "-" "-" 0,2 0,5 **129,6 207,0 278,8 276,5
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Специальный тип ударных походок
человека-оператора в пассивном экзоскелете

Как отмечалось выше, интерес представля-
ют, прежде всего, те из походок, которые не 
требуют от человека-оператора запредельных 
нагрузок и где ударные явления возникают 
лишь на границе между окончанием предыду-
щего и началом нового шага, поскольку такие 
походки реально протекают в условиях двух-
опорной фазы ходьбы, а потому менее сложны 
для (приближенной) реализации человеком-
оператором. Рассмотрим один из типов таких 
походок с ударным импульсом за счет кон-
струкции аппарата в конце шага. В принципе 
на интервале t ∈ [0, T) мы имеем здесь также 
некоторое движение безударного типа с тем 
или иным значением τ. Однако пусть для про-
стоты τ = 0, т. е. весь временной интервал (0, T) 
отвечает движению с закрепленным коленом. 
Общая схема движения показана на рис. 4.

Начальное положение аппарата на текущем 
шаге изображено слева. Пунктиром показано 
начальное положение опорной ноги и распо-
ложение прямой, связывающей пятку опорной 
ноги и точку таза; стрелочкой условно показа-
на скорость таза в начальный момент, которая 
перпендикулярна этой прямой. Движение на 
интервале t ∈ [0, T) совершается с некоторой 
переменной угловой скоростью ( )tϕ� , в результа-
те чего аппарат переходит в правое положение; 
изображена скорость таза fv

�
 в этот момент; 

она перпендикулярна к возникшему финаль-

ному положению той же прямой пятка-таз, оба 
ее положения показаны сплошными прямыми. 
В момент t = T  "старая" опорная нога мгновен-
но освобождается, а "новая" опорная нога мгно-
венно закрепляется, штриховой линией показа-
но "новое" положение прямой пятка-таз.

Однако точка таза на "новом" шаге не может 
двигаться с тем же вектором скорости, кото-
рая возникла в конце "старого" шага, посколь-
ку любое ее дальнейшее движение возможно 
только со скоростью, которая перпендикуляр-
на новому направлению опорной ноги. Это оз-
начает, что в механической системе произой-
дет удар (пусть неупругий), погасится состав-
ляющая скорости, направленная по новому 
направлению опорной ноги, и на "новом" шаге 
начнется движение со скоростью, представля-
ющей собой проекцию "старой" скорости на 
перпендикуляр к новому направлению опор-
ной ноги. Все это показано на рис. 4.

Модуль "новой" начальной скорости в слу-
чае постоянной ϕ�  не может равняться "старой" 
начальной скорости. Изменение угла ϕ за шаг 
определяется формулой 2arctg( / ).hΔϕ = π − σ  
Таким же будет и угол между единичными на-
правлениями скоростей в начале и в конце на 
"старом" шаге. Но прямые пятка-таз в начале 
шага на "старом" и "новом" шагах параллель-
ны. Значит, и между единичными направле-
ниями скорости в конце "старого" и начальной 
скоростью "нового" шага возникнет тот же 
угол. Отсюда вытекает, что модуль начальной 
скорости на "новом" шаге равен
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если он равнялся v в конце "старого" шага.
При подстановке сюда параметров вблизи 

принятого номинального режима ходьбы по-
лучаем, что модуль начальной скорости на 
"новом" шаге составляет на номинале около 
0,8...0,9 от скорости в конце "старого" шага. Во 
столько же раз должна уменьшиться и "новая" 
угловая скорость ϕ� . Однако периодические ре-
шения возможны и здесь, если в течение ин-
тервала t ∈ (0, T) человек-оператор за счет ак-
тивной работы моментов q1, m1 будет осущест-
влять процедуру разгона аппарата по углу ϕ: 
тогда в конце "старого" шага будет достигнута 
более высокая угловая скорость ϕ� , чем в на-

Рис. 4. Схема движения аппарата в режиме с ударным им-
пульсом, обеспечиваемый конструкцией
Fig. 4. The movement pattern of the apparatus in the shock pulse 
mode provided by the design
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чале, что способно компенсировать ее падение 
в результате удара и перехода на "новый" шаг.

Далее использовалась модель кубической 
зависимости угла ϕ по времени на этапе раз-
гона; условиям
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удовлетворяет решение
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где λ > 0 — свободный параметр. Незначитель-
ным колебаниям угловой скорости ϕ� , а зна-
чит, и меньшим энергозатратам отвечают ве-
личины λ ≈ 1. Некоторые результаты расчетов 
такой походки представлены в табл. 4.

В табл. 4 представлен тот же диапазон допол-
нительных нагрузок — с массой до 100 кг. Ре-
жимы рассматриваемого типа заметно выгод-
нее в смысле энергозатрат и обладают еще тем 
преимуществом, что не требуют от человека-
оператора запредельных усилий по управляю-
щим моментам на этапе движения с закреплен-
ным коленным суставом с переменной угловой 
скоростью ϕ� . Крайний правый столбец табли-
цы содержит информацию, которую можно ис-
пользовать для выбора оптимальной длины 
шага при постоянной средней скорости пере-
движения. Видно, что с ростом массы дополни-
тельной нагрузки в этом режиме ходьбы выгод-
нее переходить на несколько укороченный шаг.

Заключение

На основе представленной выше информа-
ции, можно сделать следующие выводы:

1) переход к этапу с закрепленным коле-
ном следует выполнять в самом начале фазы 

опоры, возможно, даже сразу в начале опоры; 
аналогичным образом следует проводить в са-
мом конце шага освобождение закрепленного 
колена;

2) энергетически и в смысле пиковых на-
грузок по управляющим моментам безударные 
походки примерно эквивалентны походкам 
ударного типа, если последние совершаются 
без увеличения кинетической энергии дина-
мической системы за счет действий человека-
оператора; следует различать походки ударно-
го типа, связанные с активным импульсным 
воздействием человека, и походки за счет воз-
никновения ударов в силу конструкции экзо-
скелета. Последние не требуют от человека-
оператора резких, запредельных нагрузок;

3) сравнение результатов, полученных на 
математической модели со всеми весомыми 
элементами тела человека и (нереальной, но 
более простой) модели с весомым тазом и не-
весомыми ногами [5], показывает, что за счет 
применения режимов ходьбы с закреплением 
коленного сустава в этом последнем случае 
удается добиться заметно лучших результатов;

4) в случае увеличении массы дополнитель-
ного груза при ходьбе с некоторой заданной 
скоростью движения выгоднее, как в смысле 
энергетики, так и пиковых нагрузок на управ-
ляющие моменты делать более частые шажки;

5) реализация "выгодных" походок требует 
высокой координации как со стороны челове-
ка-оператора, обеспечивающего движение, так 
и со стороны алгоритма запирания-освобож-
дения колена в экзоскелете.
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Abstract

A dynamic model of motion in the sagittal plane of the passive exoskeleton of the lower extremities, integrated with a simi-
lar model of a human operator that determines the movement of the whole structure, is considered. The exoskeleton is designed 
to help the operator to move additional point load, placed in the "backpack" on the back. The design of the exoskeleton does 
not have active propulsive elements in the joints; it is endowed with only a semi-automatic system for locking or releasing the 
knee joints at certain stages of movement, which, however, affect the overall gait pattern. The energy costs and peak values of 
the control torques that the human operator applies in the process of moving the exoskeleton on certain types of regular, flat, 
single-support walkings are studied. The results obtained allow us to estimate the effectiveness of the mode of locking-releasing 
the knee joint used by such devices. Both cases of impact-free transitions to the locked knee mode and transitions accompa-
nied by the occurrence of shock effects in a dynamic system were investigated. In mathematical modeling, the mass inertial 
characteristics of the human body were taken into account in accordance with the data adopted in anthropology.
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Предлагается метод управления группой автономных беспилотных летательных аппаратов (БПЛА) самолетного 
типа для формирования и поддержания строя в полете с заранее заданными относительными расстояниями между 
аппаратами. Рассмотренный подход обеспечивает построение и дальнейшее сохранение любой выбранной геоме-
трической формы строя при выходе на прямолинейную траекторию с заданным курсом при произвольных начальных 
положениях БПЛА. Отличительной особенностью предлагаемого метода является учет нелинейной структуры си-
стемы "автопилот—летательный аппарат", проявляющейся как в существовании ограничений на входные команды 
автопилота, так и в неголономной динамике аппарата. Кроме того, благодаря децентрализации обеспечивается 
возможность неограниченной масштабируемости строя. При этом принимается во внимание необходимость и со-
хранения минимальной скорости полета БПЛА не ниже скорости сваливания, и получения конечной скорости строя, 
равной крейсерской скорости данного типа аппаратов. Синтезированные с помощью прямого метода Ляпунова не-
линейные законы группового управления основаны на архитектуре взаимодействия изначально разработанного для 
линейных агентов децентрализованного консенсуса, в котором предполагается, что каждый аппарат взаимодей-
ствует только с соседними с ним аппаратами. Доказана асимптотическая устойчивость в целом для предлагаемых 
законов управления, вследствие чего БПЛА могут иметь любые положения в пространстве в начальный момент ра-
боты алгоритмов формирования строя. Таким образом, законами управления определяется неоднородное векторное 
поле следования пути для каждого из аппаратов, норма вектора которого в каждой точке пространства полета 
группы БПЛА задает команду скорости, а направление — команду курсового угла. Качество переходных траекторий 
в процессе формирования строя может быть изменено с помощью настраиваемых коэффициентов, входящих в состав 
законов управления. Работоспособность и эффективность предложенного подхода была проверена в среде MATLAB/
Simulink с использованием реалистичных нелинейных моделей БПЛА с 12 состояниями и 6 степенями свободы. Моде-
лирование полета группы из четырех БПЛА показало успешное построение заданной геометрической формы строя и 
ее поддержание в процессе дальнейшего полета.

Ключевые слова: беспилотный летательный аппарат, строй БПЛА, групповое управление БПЛА, нелинейное 
управление строем, консенсус, децентрализованное управление
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Децентрализованное групповое нелинейное управление
строем беспилотных летательных аппаратов самолетного типа*

Введение

В  последние годы высокий интерес исследо-
вателей всего мира привлекают проблемы груп-
пового управления автономными беспилотны-
ми летательными аппаратами (БПЛА), посколь-
ку группа БПЛА способна решать значительное 
число задач, выполнить которые одиночный 
летательный аппарат не способен [1], причем 
вышесказанное относится как к гражданским, 
так и к военным миссиям [2]. При этом одной 
из актуальных проблем, требующих решения, 
по-прежнему остается задача формирования и 

*Исследование выполнено при финансовой поддерж-
ке РФФИ в рамках научного проекта № 18-08-01299.

поддержания строя (формации) БПЛА с зара-
нее заданными относительными положениями 
аппаратов в группе, что является стандартной 
стратегией поведения автономных БПЛА во 
многих типах миссий, таких как разведка, кар-
тографирование, поиск, геодезические и метео-
рологические задачи, совместное наведение на 
цели, построение траекторий ложных целей, 
создание антенных решеток из БПЛА и др. 
Для повышения надежности системы в целом, 
а также для возможности неограниченного 
масштабирования необходима децентрализа-
ция законов группового управления.

В качестве наиболее часто встречающихся 
в публикациях методов управления строем 
БПЛА можно назвать подход "лидер (веду-

ДИНАМИКА, БАЛЛИСТИКА, УПРАВЛЕНИЕ
ДВИЖЕНИЕМ ЛЕТАТЕЛЬНЫХ АППАРАТОВ
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щий)—ведомые" и использование потенциаль-
ных функций. Например, в работе [3] полу-
чены линейные законы управления в рамках 
взаимодействия "лидер—ведомый", причем 
динамика каждого аппарата рассматривается 
в виде двойного интегратора в предположении 
линеаризации. Недостатками метода являются 
уязвимость к потере "лидера" и отсутствие об-
ратной связи от "ведомых" к "лидеру".

Одним из подходов к децентрализованно-
му управлению формациями мобильных ро-
ботов является "консенсус" [4, 5, 11]. Однако 
данная стратегия изначально разрабатывалась 
для линейных агентов в виде одиночного или 
двойного интеграторов и исследовалась мето-
дами линейной алгебры. Соответственно, под-
ход на основе консенсуса в применении к ре-
альным системам "автопилот—летательный 
аппарат" вследствие неголономной динамики 
и интегрального насыщения работает лишь 
в области, достаточно близкой к положению 
равновесия, либо со значительным ухудшени-
ем быстродействия при выборе малых коэф-
фициентов усиления. Например, в статье [6] 
получен линейный закон управления формой 
строя миниатюрных БПЛА на основе консен-
суса, не учитывающий ограничений на вход-
ные сигналы. В методе потенциальных функ-
ций, применяемом для управления строями 
как мобильных наземных роботов [7, 8], так и 
БПЛА [9, 10] обычно предполагается, что каж-
дый агент взаимодействует с каждым, и ито-
говая форма строя получается равноудаленной 
под воздействием средневзвешенного всех сил 
взаимодействия. Кроме того, в данном случае 
вследствие большого числа связей становится 
проблематичным масштабирование системы.

В нашей работе на основе архитектуры взаи-
модействия децентрализованного консенсу-
са прямым методом Ляпунова синтезируются 
нелинейные законы группового управления, 
учитывающие особенности нелинейной дина-
мики БПЛА самолетного типа и позволяющие 
неограниченно масштабировать систему строя 
аппаратов.

Предварительные замечания и модель БПЛА

Для краткости рассматривается движение 
только в двумерной плоскости в предположе-
нии, что каждому аппарату дана команда вы-
держивать заданную высоту полета. В соответ-

ствии со статьей [11] будем исследовать форма-
цию (строй) БПЛА как многоагентную систему, 
состоящую из N агентов, где N l 2. Изначально 
аппараты могут находиться в любой точке дву-
мерного пространства, при этом конфигурацию 
их взаимодействия можно без потери общности 
представить как сильно связный граф

 ( ), ,G Q E�  (1)

где множеством вершин графа ηi ∈ Q является 
i-й агент-БПЛА, а каждая дуга в множестве E, 
ведущая из вершины ηi в вершину ηj, означа-
ет, что агент ηi получает данные об относи-
тельном положении агента ηj. Следовательно, 
множество дуг E показывает заданные правила 
взаимодействия между агентами-БПЛА:

 
( ) ( ) ( )
( ) ( )
1,2 , 2,1 , 2,3 , ,

.
1, , , 1

E
N N N N

⎧ ⎫⎪ ⎪= ⎨ ⎬
− −⎪ ⎪⎩ ⎭

…

Таким образом, архитектура взаимодействия 
представляет собой "открытую цепь". При вы-
боре другой архитектуры (например, "замкну-
той цепи") все дальнейшие рассуждения про-
водятся аналогично.

Допущение 1. Динамика группового дви-
жения строя БПЛА исследуется в предпо-
ложении, что каждый из БПЛА оснащен до-
статочно быстродействующим автопилотом, 
синтезированным на основе метода последова-
тельного замыкания контура (Successive Loop 
Closure) [12]. Таким образом, контуры управ-
ления угловым положением замкнуты внутри 
контуров управления центром масс, к которым 
относятся контуры выдерживания скорости, 
курсового угла и высоты полета.

Данное допущение применимо на практике, 
поскольку частота угловых движений БПЛА 
значительно выше частоты изменения параме-
тров движения центра масс аппарата.

Допущение 2. БПЛА могут получать инфор-
мацию об относительном положении соседних 
аппаратов в инерциальной системе координат 
(ИСК) с достаточной точностью с помощью 
глобальных, либо локальных систем навигации.

Хотя численное испытание предложенного 
подхода в среде MATLAB/Simulink проводит-
ся на реалистичных моделях БПЛА, в случае, 
если БПЛА оснащен настроенным автопи-
лотом [13], для аналитического исследования 
модель системы "автопилот—летательный ап-
парат" может быть приближенно представлена 
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системой второго порядка в предположении, 
что контур выдерживания скорости обладает 
достаточным быстродействием:

 sin , cos , ( ),c c cx v y v aχ= χ = χ χ = χ − χ� � �

где x — значение координаты БПЛА вдоль оси, 
указывающей на восток в ИСК; y — значение 
координаты БПЛА вдоль оси, указывающей на 
север в ИСК; χ — текущий курсовой угол; χ c — 
задаваемый курсовой угол; v c — входной сиг-
нал контура выдерживания путевой скорости
(в предположении отсутствия ветра); aχ — поло-
жительная константа, зависящая от реализации 
автопилота и аппаратных характеристик БПЛА.

Динамика БПЛА в случае практической ре-
ализации при этом предполагает следующие 
ограничения на входные команды:

 min max

max max

{ , |0 ,
}.

c c c

c
U v v v vχ <

−χ χ χ
�
� � �

m m
m m

�  (2)

Если команды выходят за пределы ограни-
чений (2), для предотвращения эффекта инте-
грального насыщения в автопилоте реализо-
ван метод обратного счета (back-calculation).

Финальный прямолинейный путь строя 
БПЛА для краткости задается только желае-
мым курсом χq, хотя может быть реализовано 
следование пути на заданных расстояниях от 
фиксированной в пространстве прямолиней-
ной траектории.

Постановка задачи. Для группы агентов-
БПЛА, взаимодействие которых описывает-
ся графом (1), получить децентрализованные 
асимптотически устойчивые в целом законы 
управления, обеспечивающие выход всех ап-
паратов на прямолинейную траекторию, за-
даваемую желаемым курсом χq, и дальнейшее 
движение по ней с поддержанием заданной с 
помощью относительных расстояний между 
аппаратами геометрической формы строя вне 
зависимости от их начального положения с 
учетом ограничений (2).

Метод неоднородного векторного поля
для формирования строя БПЛА

Введем в рассмотрение следующий вектор 
управляющих воздействий e, определяемый 
через элементы вектора всех возможных оши-
бок относительных положений:

 
т т

т 2 1
1,

[1 0] [0 1]

(( ) ) ,

e n

e n N
i i i Ne e ×

=

= ⊗ + ⊗ =

= ∈

e e e

�

где ⊗ — произведение Кронекера; 1e N ×∈e R  — 
подвектор управления в направлении оси ИСК, 
указывающей на восток, причем RN Ѕ 1 — про-
странство матриц размера N Ѕ 1 с компонен-
тами из R; 1n N ×∈e R  — подвектор управления 
в направлении оси ИСК, указывающей на север.

Рассмотрим вектор всех возможных оши-
бок относительных положений аппаратов 

2 ( 1) 1
,( )
s N N
i je − ×= ∈e � �  в инерциальной системе 

координат, где ,
s
i je�  — значение ошибки относи-

тельного положения для непосредственно взаи-
модействующих i-го и j-го агентов, s ∈ {e, n}.
Верхний индекс s указывает на ошибку по 
осям координат в направлениях на восток
(s = e) и север (s = n) соответственно.

Тогда, согласно статье [11], выберем метод вы-
числения вектора управляющих воздействий e 
через элементы вектора e следующим образом:
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 (3)

где I2 — единичная матрица второго порядка;
�1 т т

2 ( )( ) ,d P−− ⊗D MH I P�  — вектор управле-
ния системой в пространстве относительных 
состояний [11]; H — матрица, назначающая, 
между какими агентами будут задаваться от-
носительные расстояния, определяемая следу-
ющим образом:
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при этом H ∈ RN Ѕ N
, qi ∈ R1 Ѕ N, положение "1" и 

"–1" в qi определяется в соответствии со струк-
турой графа (1);
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т т

т 2( 1) 1
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�
  — вектор же-

лаемых относительных расстояний между 

БПЛА в строю; �
1
( )

N
e n
k k

k
P p p

=
= +∑  — сумма теку-

щих относительных расстояний;
т т 2 1[1 0] [0 1] N

e n
×= ⊗ + ⊗ ∈P P P �  — вектор 

текущих координат БПЛА в ИСК;
M ∈ RN Ѕ N — матрица взаимодействия, ко-

торая в случае децентрализованного взаимо-
действия "сосед с соседом" имеет вид
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Заметим, что в соотношении (3) принимает-
ся во внимание, что для двух непосредственно 
взаимодействующих агентов выполняется ра-

венство , 11, ,
ss
k kk k ee −− = −��  s ∈ {e, n}.

Введем вектор �e  текущих ошибок относи-
тельного положения для непосредственно вза-
имодействующих i-го и (i + 1)-го агентов через 
подвекторы � ee  и � ne  вдоль восточной и север-
ной осей ИСК соответственно:
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 (4)

Далее определим вектор 2 1,N ×∈e� �  получае-
мый с помощью матрицы поворота 

qχ =M  

sin cos
,

cos sin

q q

q q

⎡ ⎤− χ χ
= ⎢ ⎥

χ χ⎢ ⎥⎣ ⎦
 составленной с учетом ко-

нечного курсового угла полета строя χq:

 т
1,( ) (( ) ) ,

q

n
N i i i Ne e τ

χ =⊗ =e M I e� � ��  (5)

где IN — единичная матрица N-го порядка; 
,n

i ie e τ� �  — компоненты управляющего вектора, 
причем верхний индекс "n" указывает на ошиб-
ку в боковом направлении по отношению 
к конечной траектории (далее — n-направле-
ние), а индекс "τ" — в продольном направле-
нии по отношению к конечной траектории 
(далее — τ-направление).

В силу (3) и (5), вводя с использованием (4) 
обозначение

 �
1( ) ,

q Nχ −⊗M I ee
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можно получить:
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где , 1 , 1,n
i i i ie e τ

+ +
� �

 — элементы вектора ошибок отно-

сительных положений т
, 1 , 1 1, 1(( ) )n
i i i i i Ne e τ

+ + = −= ∈e
� � �

( )2 1 1N − ×∈ �  для непосредственно взаимодей-
ствующих i-го и (i + 1)-го агентов в n-на прав-
лении и τ-направлении соответственно.

Выберем закон управления для скоростей 
БПЛА в таком виде с учетом (6):
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где ,n
v vk k τ  — положительные константы, от 

которых зависит плавность выхода аппара-
тов на заданные относительные положения 
в n-направлении и τ-направлении соответствен-
но; ,n

f fv v τ  — максимальные значения нормы 
векторов дополнительной скорости n

fv  и f
τv  

в n-направлении и τ-направлении, которые 
должны быть выбраны согласно (2); v — крей-
серская скорость строя, оптимальная с точки 
зрения аэродинамических характеристик БПЛА.

Выберем закон управления для курсовых 
углов БПЛА следующим образом с учетом (6):
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На рис. 1 в качестве примера показано опре-
деление символов для команд скорости и кур-
сового угла при одном из возможных соотно-
шений между ,n

i ie e τ� �  и χq.
Определим вектор 1,g N ×∈v �  элементы ко-

торого являются путевыми скоростями БПЛА 
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(а также и воздушными скоростями в предпо-
ложении отсутствия ветра):

 т
1[ ... ] .g g g

Nv v=v

Далее зададим вектор 2 1N ×∈X �  в виде

 т т
sin cos[1 0] [0 1] ,= ⊗ + ⊗X X X  (9)

где

 1
sin 1,(sin( )) ,q N

i i N
×

== χ − χ ∈X �
 1

cos 1,(cos( )) ,q N
i i N

×
== χ − χ ∈X �

χi — курсовой угол i-го БПЛА.
Заметим, что для каждой пары взаимодей-

ствующих i-го и (i + 1)-го БПЛА выполняется 
соотношение
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Тогда вследствие соотношений (9) и (10) ди-
намику вектора ошибок при выходе группы 
БПЛА на прямолинейную траекторию можно 
представить в следующем виде:

 2 2( ) ( )( ( )),g= ⊗ ⊗e e K I X v 1
� �� �  (11)

где é — произведение Адамара; I2 — единич-
ная матрица 2-го порядка, 12 = [1 1]т, а матрица 

( )1N N− ×∈K �  определяется как

 

1 1 0 0

0 1 1
.

0

0 0 1 1

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

−⎣ ⎦

K

�

 	

	 
 
 

�

�

Теорема. Если законы управления v c и cc за-
даются согласно уравнениям (7) и (8) соответ-
ственно, то в динамической системе (11) точка 
равновесия =e 0

�
 асимптотически устойчива 

в целом.
Доказательство. Выберем следующую по-

ложительную квадратичную форму в качестве 
функции Ляпунова:

 т( ) (1/2) .V =e e e
� � �

 (12)

Производная данной функции может быть 
преобразована к виду:
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В предположении отсутствия ветра произ-
водную функции Ляпунова (12) вдоль траек-
торий системы (11) далее можно представить 
следующим образом:
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С учетом соотношений (7) и (8) слагаемые 

1( )nV e� �  и 2( )V τe� �  в уравнении (13) принимают вид
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Рис. 1. Пример определения символов для законов управле-
ния скоростью и курсовым углом БПЛА
Fig. 1. Example of the symbol definition for the UAV speed and 
course angle commands
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Далее 1( )nV e� �  и 2( )V τe� �  можно преобразовать 
следующим образом:
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Функция 1( )nV e
��  является отрицатель-

но определенной, поскольку в силу того, что 
arctg(•) — нечетная функция на всей области 
определения, 1( ) 0nV <e

��  для .n∀ ≠e 0
�
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→ ∞

e
e�
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 значит 1( )nV e
�

 — 

радиально неограниченная функция.
Вместе с тем 1( )nV e

�
 является положитель-

но определенной функцией, так как 1( ) 0nV >e
��  

для .n∀ ≠e 0
�

Учитывая вышесказанное, можно заключить, 
что точка равновесия системы n =e 0

�
 асимпто-

тически устойчива в целом, т. е. траектории ре-
шений n →e 0

�
 асимптотически при t → ∞ в слу-

чае любых начальных состояний системы.

Аналогичные рассуждения справедливы 
также для 2( )V τe

��  и 2( ),V τe
�

 следовательно, 
τ →e 0
�

 асимптотически при t → ∞. ∎

Значит, соотношения (7) и (8) определяют 
во всем, в нашем случае двумерном, простран-
стве полета группы БПЛА неоднородное век-
торное поле следования пути 2 2:F →� �  (по-
добное рассматриваемому в работе [14] для 
одиночного БПЛА в случае следования траек-
ториям) каждого из аппаратов, норма вектора 
которого в конкретной точке пространства яв-
ляется командой скорости для находящегося 
в этой точке аппарата, а направление — коман-
дой курсового угла.

Результаты моделирования

Проверку эффективности и работоспособ-
ности законов управления производили с по-
мощью модели группы из четырех БПЛА са-
молетного типа "летающее крыло" Zagi UAV
с реалистичной нелинейной динамикой
с 6 степенями свободы и 12 состояниями в сре-
де MATLAB/Simulink, причем для каждого ап-
парата также была синтезирована и настроена 
модель автопилота.

Каждый из четырех БПЛА группы выдер-
живал одну и ту же заданную высоту поле-
та, при этом начальные положения аппаратов 
в инерциальной системе координат были вы-
браны следующим образом:
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Желаемые конечные относительные положе-
ния БПЛА в инерциальной системе координат:

 [ ]т0 20 20 0 0 20 .d = −P

Одновременно с этим конечный курсовой 
угол для строя БПЛА был выбран равным χq = 45°.
Коэффициенты плавности: 0,05.n

v vk k τ= =  
Максимальные нормы векторов дополнитель-
ных скоростей: n

fv  = 6 м/с, fv τ  = 1 м/с. Ко-
нечная крейсерская скорость строя БПЛА v =
= 13 м/с. Начальное значение скорости каждо-
го из аппаратов было выбрано таким же.

На рис. 2 (см. третью сторону обложки) по-
казаны переходные траектории формирования 
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строя для каждого из четырех БПЛА группы, 
а также векторное поле следования пути для 
БПЛА № 1 и положение строя в момент време-
ни t = 200 с.

На рис. 3 и 4 показано, как меняются эле-
менты управляющего вектора e�  для n-на прав-
ления и τ-направления, соответственно, с тече-
нием времени. Нижний индекс каждого эле-
мента совпадает с порядковым номером БПЛА, 
для которого формируется команда управления 
с помощью этого элемента (см. рис. 2 на третьей 
стороне обложки).

На рис. 5 изображено изменение скоростей 
БПЛА в процессе формирования строя, при 
этом нижний индекс в обозначении каждого 
графика соответствует порядковому номеру 
БПЛА на рис. 2 (см. третью сторону обложки).

Заключение

По результатам моделирования можно за-
ключить, что цель управления достигнута. 
Таким образом, взаимодействующие в рамках 
полностью децентрализованной архитектуры 
БПЛА группы выстраивают и сохраняют за-
данную геометрическую форму, причем на-
чальное положение аппаратов может быть про-
извольным в плоскости полета в силу асимпто-
тической устойчивости в целом полученных 
законов управления.

При этом наличие коэффициентов плавно-
сти и норм векторов дополнительных скоростей 
в качестве настраиваемых параметров позволя-
ет менять характер переходных траекторий.

Поскольку для краткости рассматривалось 
движение с сохранением заданной высоты по-
лета, целью дальнейшей работы будет также по-
лучение законов управления для формирования 
заданных превышений и траекторий движения 
с меняющейся высотой полета строя БПЛА.
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Abstract

The article proposes a control method for autonomous unmanned aerial vehicles (UAVs) group of a fixed-wing type 
intended to both implement and support flight in formation with predetermined relative distances between the vehicles. The 
suggested approach provides any selected geometric formation shape construction and further preservation when UAVs 
enter a straight-line trajectory described by a given course with arbitrary initial positions of UAVs in the horizontal plane. 
The proposed method feature is "autopilot—UAV" system’s nonlinear structure consideration, manifesting itself in both the 
autopilot input commands restrictions existence as well as nonholonomic UAV dynamics. In addition, there is an unlimited 
multi-UAV system scalability available due to decentralization. We take into account the need to maintain a minimum flight 
speed of not less than the stall speed and the final speed of the formation equal to the cruising speed of this type of UAV. 
The nonlinear group control laws synthesized using Lyapunov’s direct method are based on the decentralized consensus 
interaction topology, initially developed for linear agents, which implies each vehicle to interact with its neighboring vehicles 
only. Global asymptotic stability for the current control laws has been proved. As a result, proposed control laws determine 
a non-uniform path-following vector field for each vehicle in the whole UAV group flight space (currently two-dimensional 
space). The suggested field vector norm at a certain space point is the airspeed command for the vehicle at that point while 
the vector direction is the course angle command. The proposed approach effectiveness has been successfully tested in the 
MATLAB/Simulink while using realistic nonlinear six degree-of-freedom (DOF) 12-states fixed-wing UAV models. High 
fidelity simulation results confirm the suggested approach effectiveness.
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formation control, consensus, decentralized control
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Рассмотрен процесс раскрытия элементов конструкции крупногабаритного трансформируемого рефлектора кос-
мического базирования с использованием вантовой системы поддержания формы. Процесс развертывания можно 
разбить на отдельные этапы. На каждом этапе движение происходит за счет воздействия на конструкцию актюа-
торов — исполнительного устройства системы управления. Энергия для развертывания элементов рефлектора про-
изводится за счет приводов, в частности электрической машины. Применение данного вида актюатора позволяет 
управлять процессом раскрытия. Ввиду того что в настоящее время достигнут огромный процесс в компьютерной 
технике, позволяющий выполнять объемные вычислительные операции за короткое время, особо актуальным стано-
вится применение алгоритмов оптимального управления. Для двух видов движения — вращательного и поступатель-
ного — получены математические модели раскрытия рефлектора на основе уравнений Лагранжа II рода. В данных 
математических моделях учтены как диссипативность, так и продольная и поперечная деформации. В моделях 
предусмотрено наличие упора и фиксатора, в качестве исполнительного элемента при развертывании выбран бес-
коллекторный двигатель постоянного тока. Все сделанные замечания позволяют сформулировать задачу плавной 
постановки раскрываемых элементов на упор с учетом минимизации колебаний конструкции. Разработанные модели 
позволяют проанализировать n собственных частот колебаний. Проведено моделирование с различными параметра-
ми модели. Проанализированы показатели переходного процесса спицы при раскрытии первого звена с вложенными 
в нее остальными звеньями и при полностью раскрытой спице. Показано, что в зависимости от массогабаритных па-
раметров происходит значительное изменение динамики. Для этапа выдвижения спицы массогабаритные характе-
ристики незначительно влияют на динамику раскрытия. Затухающие продольные колебания тем больше, чем меньше 
модуль Юнга и плотность материала. Проведено моделирование данного этапа при спице, изготовленной из разных 
материалов. Предложены различные методы, позволяющие сократить время раскрытия на всех этапах и миними-
зировать поперечные и продольные колебания. Показана возможность применения разработанных математических 
моделей для широкого круга задач.

Ключевые слова: математическая модель, вращательное движение, поступательное движение, раскрытие, мо-
делирование, крупногабаритный трансформируемый рефлектор
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Разработка и исследования математических моделей раскрытия 
подвижных частей трансформируемых космических конструкций.

Часть I

поддержания формы рефлектора (рис. 1, см. 
третью сторону обложки). Отличительными 
чертами такой конструкции являются ком-
пактность при транспортировке, большое от-
ношение объемов в раскрытом и сложенном 
состоянии.

КТР космического базирования с использо-
ванием вантовой системы состоит из космиче-
ского аппарата (КА) 1, относительно которого 
разворачиваются все элементы солнечных ба-
тарей 2, обеспечивающих энергией установку, 
системы 3, облучающей отражающую поверх-
ность. Также в состав рефлектора входит штан-
га 4, выдвигающая рефлектор 5 на необходимое 
расстояние, и сетеполотно 6, формирующее не-
обходимую диаграмму направленности (рис. 1).

Процесс раскрытия рефлектора можно раз-
бить на восемь отдельных этапов:

1) раскрытие спиц рефлектора; 2) доворот 
рефлектора; 3) раскрытие штанги; 4) выдвиже-
ние штанги; 5) выдвижение звеньев спиц; 6) рас-
крытие концевых звеньев спиц; 7) настройка 

Введение

Работы по созданию крупногабаритных 
конструкций космических аппаратов проводи-
лись еще в 80-х годах ХХ века. Однако их ши-
рокое внедрение в космические телекоммуни-
кационные системы начинается только сейчас.

Основными показателями трансформируе-
мой системы являются ее стабильное состоя-
ние в процессе всего периода эксплуатации и 
надежность раскрытия.

Анализируя существующие разрабатывае-
мые виды больших космических антенн [1, 2], 
можно сделать вывод, что одним из перспек-
тивных направлений является создание круп-
ногабаритного трансформируемого рефлекто-
ра космического базирования с использова-
нием тросовой системы поддержания формы 
рефлектора.

Рассмотрим конструкцию крупногабарит-
ного трансформируемого рефлектора (КТР) с 
использованием тросовой (вантовой) системы 
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формы отражающей поверхности; 8) настройка 
орбитального положения рефлектора.

В общем виде задача раскрытия КТР на 
каждом этапе решается за счет воздействия на 
конструкцию актюаторов — исполнительного 
устройства системы управления. В настоящее 
время развертывание различных видов круп-
ногабаритных рефлекторов (ферменных, зон-
тичных, кольцевых и др.) осуществляется за 
счет энергии пружин или деформированных 
упругих элементов [3, 4]. Очевидные недостат-
ки данного способа: невозможность управ-
ления процессом раскрытия, необходимость 
создания макета и проведения дополнитель-
ных расчетов для определения степени сжатия 
пружин или закручивания элементов, наличие 
колебаний и прогибов конструкции.

Альтернативой классическим системам рас-
крытия могут являться автоматические си-
стемы, в которых энергия для развертывания 
элементов рефлектора производится за счет 
приводов, в частности электрической машины. 
Применение данного вида актюатора позволит 
управлять процессом раскрытия, уменьшить 
колебания и прогибы конструкции КТР.

Использование таких приводов требует на-
личия системы управления, базирующейся на 
использовании информации о состоянии си-
стемы. Поэтому дополнительно встает вопрос 
о датчиках обратной связи, их числе, точно-
сти и периодичности работы, вследствие чего 
может возникнуть задача фильтрации данных, 
задача программирования или синтеза управ-
ления. Как итог, на основе численного моде-
лирования необходимо выработать стратегию 
управления раскрытием КТР.

Следует отметить, что особую актуальность 
вопросу придает тот факт, что за последнее 
десятилетие достигнут огромный прогресс 
в компьютерной технике, который позволяет 
выполнять объемные вычислительные опера-
ции за короткое время. Вследствие этого целе-
сообразно для развертывания КТР применять 
алгоритмы оптимального управления [5—9].

Для корректного функционирования реф-
лектора на орбите требуется развертывание 
системы с минимально возможными колеба-
ниями каждой из частей. Во время вывода на 
орбиту КТР находится в сложенном состоянии 
для удобства транспортировки на ракетоноси-
теле. После выведения рефлектора в заданную 
точку и отделения его от ракетоносителя на-
чинается процесс раскрытия. Ввиду того что 

конструкция состоит из нескольких узлов, 
раскрытие происходит поэтапно. На каждом 
этапе решается своя задача, и соответственно 
каждый этап описывается различными диф-
ференциальными уравнениями.

Раскрытие спиц рефлектора

Рассмотрим первый этап. Примем, что один 
актюатор разворачивает только одну спицу 
в одной плоскости (рис. 2). Спица одним кон-
цом жестко закреплена за силовой каркас реф-
лектора. Необходимо развернуть спицу реф-
лектора космического базирования длиной a и 
массой m из начального транспортировочного 
положения ϕ0 в конечное заданное ϕк.

Спица одним концом прикреплена к КА. 
В точке закрепления имеется шарнирное со-
единение, такое что система имеет одну сте-
пень свободы, и ее положение определяется 
углом развертывания ϕ. Раскрытие происходит 
за счет изменения момента M, приложенного 
к закрепленному концу.

Точку закрепления примем за начало систе-
мы координат, при этом оси 0x и 0y остаются 
неподвижными, и ось 0y совпадает с началь-
ным углом развертывания спицы ϕ0. Посколь-
ку в дальнейшем предполагается находить пе-
ременные, зависящие от расстояния от начала 
координат до точки на спице, то введем под-
вижную ось 0l, совпадающую с центральной 
осью самой спицы.

В рассматриваемой задаче необходимо управ-
лять системой развертывания и поддержания 

Рис. 2. Раскрытие спицы рефлектора
Fig. 2. Disclosure of the spokes of the reflector
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формы КТР без учета его пространственного 
положения, а также принимая тот факт, что мо-
мент инерции спицы I много меньше момента 
инерции КА. Поэтому будем считать, что со-
гласно третьему закону Ньютона момент силы, 
действующий на КА в сторону, противополож-
ную приложенному моменту силы M, несоиз-
меримо мал, и его можно не учитывать.

Конструктивно спица имеет цилиндриче-
скую форму радиуса R и изготовлена из мате-
риала с плотностью ρ и модулем упругости E. 
Примем, что спица 1 имеет телескопическую 
структуру и внутри себя содержит вложенные 
звенья 2, 3, которые выдвигаются одно из дру-
гого (рис. 3). В сложенном состоянии звенья 
жестко закреплены. Тогда можно допустить, что 
формой спицы является сплошной цилиндр, и 
никаких дополнительных перемещений звеньев 
относительного друг друга не происходит.

Первое звено шарнирно соединено с осно-
ванием и фиксируется при достижении макси-
мального угла раскрытия, второе звено находит-
ся внутри первого, совершает поступательное 
движение в процессе раскрытия и фиксируется 
по окончании. Третье и четвертое звенья теле-
скопически уложены во второе звено. Звенья 
имеют возможность поступательного переме-
щения относительно второго звена и возмож-
ность фиксации окончательного положения.

Поскольку на первом этапе разворачивает-
ся только корневое звено с убранными в него 
оставшимися звеньями, то люфтами в соеди-
нениях можно пренебречь и считать спицу 
единым телом.

При достижении спицей конечного поло-
жения для гашения скорости развертывания 
преду смотрен механизм упора, физически со-
стоящего из упругого и демпфирующего эле-
ментов, например, пружины и вибропроклад-
ки. Во избежание отскакивания спицы от упора 
установлен механизм фиксатора, также состоя-
щего из упругого и демпфирующего элементов.

Рассмотрим случай развертывания спицы 
в космическом пространстве, т. е. примем, что 
КТК обладает общим нулевым уровнем потен-
циальной энергии сил всемирного тяготения 
Птяг = 0 [10].

Одной из проблем, возникающих при рас-
крытии КТК, является наличие колебаний 
конструкции при движении (рис. 4), постанов-
ке на упор и последующей фиксации. В рас-
сматриваемом случае учтем только изгиб спи-
цы h, как имеющий наибольшее значение при 

данном виде движения. Таким образом, де-
формации сдвига, кручения, растяжения-сжа-
тия не учитываются. Для удобства изображе-
ния изгиба ось 0x совпадает с осью 0l.

Для получения уравнений вращательного 
движения воспользуемся обобщенным уравне-
нием Лагранжа II рода с учетом диссипатив-
ных сил [11, 12]:

 0, 1, ,
i i i

d L L D
i n

dt q q q
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где q — обобщенные координаты; L — функ-
ция Лагранжа, определяемая равенством
L = T – П, где T — кинетическая энергия си-
стемы, П — потенциальная энергия системы. 
В дальнейшем для удобства будем использовать 
точку над переменной, понимая под этим произ-
водную по времени, а знак "•" над переменной — 
как производную по длине. Для вращательного 
движения в качестве обобщенной координаты q 
выступает угол раскрытия ϕ.

Кинетическая энергия для вращательного 
движения имеет вид
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Потенциальная энергия для вращательного 
движения Пв, которым обладает система при 
совершении поворота на угол ϕ при действии 
момента M, равна

 в .П M= ϕ

Рис. 4. Изгиб спицы
Fig. 4. Bending of spoke

Рис. 3. Телескопическая структура спицы
Fig. 3. The telescopic structure of spokes
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Как отмечалось выше, при достижении ко-
нечного угла развертывания на спицу действу-
ют механизмы упора и фиксации. Таким обра-
зом, общий момент M будет определяться как

 п тр упор ф,M M M M M= − − −

где Mп — полезный момент; Mтр — момент тре-
ния; Mупор — момент, создаваемый упором;
Mф — момент, создаваемый фиксатором.

Для создания полезного момента враще-
ния Mп выбран бесколлекторный (вентиль-
ный) двигатель постоянного тока. Он обла-
дает большим сроком службы, обеспечивает 
высокие моменты, высокую эффективность и 
низкое тепловыделение, что является важным 
в космическом пространстве.

Вращающий момент, создаваемый бескол-
лекторной машиной, равен [13, 14]

 э 0 1
п

1 c

sin ,
m pE U

M
X

= ϑ
ω

 (2)

где mэ — число фаз ротора; p — число пар по-
люсов магнитного поля; E0 — действующее 
значение ЭДС на обмотке статора; U1 — на-
пряжение питания; Xc — синхронное сопро-
тивление (Xc = Xσ + Xa, где Xσ и Xa — индук-
тивные сопротивления рассеяния и реакции 
якоря соответственно); ω1 — угловая скорость 
вращения ротора двигателя; ϑ — угол рассо-
гласования (между U1 и E0, для двигателя на-
ходится в пределах [0, π/2]).

Для точного расчета момента трения долж-
ны быть учтены четыре разных источника [15]:

 тр ,ish rs rr sl seal dragM M M M M= ϕ ϕ + + +  (3)

где ϕish — коэффициент уменьшения за счет 
нагрева смазочного материала; ϕrs — коэффи-
циент уменьшения в режиме кинематическо-
го голодания; Mrr — момент трения качения;
Msl — момент трения скольжения; Mseal — мо-
мент трения уплотнений; Mdrag — момент тре-
ния за счет сопротивления смазки, взбалтыва-
ния, разбрызгивания и пр.

Для описания механизмов упора и фикса-
ции допустим, что оба этих устройства могут 
быть представлены в виде упругого Mу и демп-
фирующего Mд элементов с соответствующи-
ми характеристиками [16, 17]. Учитывая, что 
раскрывающийся элемент задействует упор 
только при достижении угла ϕк, общую модель 
упора можно записать следующим образом:

 упор у.упор д.упор упор( ) ( ),M k с H= Δϕ + ϕ Δϕ�  (4)

где kу.упор — коэффициент жесткости упругой 
компоненты модели упора; сд.упор — коэффи-
циент демпфирования вязкой компоненты 
модели упора; Δϕ = ϕ – ϕк — относительный 
угол, соответствующий моменту tf установки 
на упор спицы при достижении конечного угла 
раскрытия ϕк; Hупор(Δϕ) — функция, которая 
принимает значение 1 (при Δϕ > 0) или 0 (при 
Δϕ < 0).

Аналогично модели упора (4) запишем об-
щую модель фиксатора [16, 17]:

 ( )ф у.ф д.ф ф( ),M k с H= Δϕ + ϕ Δϕ�  (5)

где Hф(Δϕ) — функция, которая принимает 
значение 1 (при Δϕ < 0) или 0 (при Δϕ > 0) 
при условии, что спица уже достигла ϕк, т. е. 
Hупор(Δϕ) был равен 1.

Помимо обобщенных координат, в качестве 
которых выступает угол поворота ϕ, при из-
гибе h (рис. 4) движение совершается не от-
дельными дискретными точками, а всеми точ-
ками непрерывной среды, так как происходит 
"смещение слоев" в стержне, за счет чего соб-
ственно и происходит изгиб спицы. Для того 
чтобы применить к описанию движения таких 
систем принцип наименьшего действия, не-
обходимо вместо непрерывной системы ввести 
близкую ей дискретную систему.

Грубой моделью может служить система 
бесконечного числа точек одинаковой массы, 
равноудаленных друг от друга и связанных 
между собой невесомыми упругими пружина-
ми. Предполагается, что эти точки могут дви-
гаться только вдоль прямой, на которой они 
расположены.

Выражения для кинетической и потенци-
альной энергии легко получить в приближе-
нии малых колебаний [18]:

 2
п

0

1
,

2

a

T S h dl= ρ ∫ �

где ρ — плотность материала; S — площадь по-
перечного сечения.

Определим зависимость между касательной 
к изогнутой оси балки и осью 0l (рис. 4) как 
tgυ = ∂h/∂l. Ввиду малости углов перемещений 
можем считать, что угол прогиба υ = ∂h/∂l.

Потенциальная энергия системы П будет 
определяться из потенциальной энергии из-
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гиба [18] и энергии, которой обладает система 
при совершении изгиба на угол ∂h/∂l при дей-
ствии полного момента M:
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где Iизг — изгибающий (поперечный) момент 
инерции. При изгибе инерция в спице возни-
кает не относительно оси вращения, а относи-
тельно поперечных слоев, которые стремятся 
сдвинуться.

Отметим, что изгиб h является функцией 
координаты l и времени t. Изгиб является 
в данном случае обобщенной координатой. 
Кроме того, в отличие от функции (1) в функ-
цию Лагранжа непрерывной системы наряду с 
обобщенной координатой h и ее производной 
по времени h�  входит также производная по 
координате h′. Таким образом, здесь l и t вхо-
дят как равноправные параметры функции Ла-
гранжа [19]:
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С учетом вышесказанного уравнение дви-
жения (1) запишется как [19]
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Рассмотрим диссипативные силы, т. е. силы, 
которые при деформации первоначального 
тела преобразуют его энергию в теплоту посте-
пенно, необратимо поглощая и рассеивая ее. 
К таким силам относятся: 1) силы внутреннего 
трения; 2) силы внешнего трения. Поскольку 
разворот спицы предполагается в безвоздуш-
ном космическом пространстве, то будем учи-
тывать только первый вид сил.

Эта рассеивающаяся часть энергии системы 
может быть описана с помощью так называе-
мой диссипативной функции (функции рассе-
ивания) D. Понятие о диссипативной функции 
было введено Рэлеем в его классическом труде 
"Теория звука" (1878 г.) [20].

Силы, вызывающие затухания, будут за-
висеть от материала балки и силы неупругого 
внутреннего сопротивления. Известны схемы 

сопротивления в виде вязкого и сухого тре-
ния [21], а также внутреннего сопротивления 
по гипотезе Максвелла [21]. Наиболее распро-
страненной является гипотеза Фойгта, соглас-
но которой материал балки рассматривается 
как упруго-вязкое тело, в котором напряжение 
зависит не только от деформации, но и от ско-
рости изменения деформации во времени [21].

Гипотеза Фойгта не всегда соответствует 
опытным данным, но ее можно взять за основу 
простейшего учета внутренних сил сопротив-
ления. При этом возможны два случая сопро-
тивления [22]:

1) система может иметь слабое демпфирова-
ние, откуда следует, что колебания происходят 
с уменьшающейся амплитудой и с частотой 
собственных колебаний. При этом начальное 
значение амплитуды и начальную фазу коле-
баний находят из начальных условий;

2) система может иметь сильное демпфиро-
вание, при этом движение не является перио-
дическим.

Примем, что спица имеет слабое демпфиро-
вание и собственная частота колебаний с за-
туханием близка к собственной частоте без за-
тухания. Тогда диссипацию изгиба Dизг можно 
учесть как [23]
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где γ — коэффициент затухания.
Уравнение (6) с учетом проделанных вычис-

лений примет вид:
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Из уравнения (8) получим следующую си-
стему обыкновенных дифференциальных 
уравнений первого порядка относительно вре-
мени для определения прогиба спицы h при ее 
повороте на угол ϕ:
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где Vизг — линейная скорость изгиба спицы. 
Для решения данной системы уравнений не-
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обходимо выполнить интегрирование системы 
как по времени, так и по длине.

Для определения ∂M/∂l примем, что полный 
момент силы M создается на радиусе вала дви-
гателя Rдв, приводящего систему в движение.

Выдвижение спиц рефлектора

Следующим этапом развертывания КТР яв-
ляется выдвижение спицы (рис. 5). В данном 
случае имеет место поступательное движение, 
направленное в одной плоскости вдоль глав-
ной оси штанги. Спица одним концом жестко 
закреплена за силовой каркас рефлектора.

Примем, что один актюатор выдвигает звенья 
спицы только в одной плоскости (рис. 5). Спи-
ца одним концом жестко закреплена за силовой 
каркас рефлектора. Исходя из вышеизложенного 
рассмотрим выдвижение второго звена.

Необходимо выдвинуть спицу рефлектора 
космического базирования длиной xвыдв и мас-
сой mвыдв из начального транспортировочного 
положения x0 в конечное заданное xк.

Как видно из рис. 5, на спицу действуют 
следующие силы: сила трения Fтр, толкающая 
сила Fп.

Сила трения Fтр будет завесить от конкрет-
ного способа выдвижения спицы. Если пред-
положить, что выдвижение штанги осущест-
вляется по направляющим, скользящим по ро-
ликам [24—26], то необходимо помимо трения 
качения учитывать трение осей подшипников.

Поскольку в рассматриваемой задаче необ-
ходимо управлять системой развертывания и 
поддержания формы КТР без учета его про-
странственного положения, а также прини-
мая во внимание тот факт, что масса спицы 
много меньше массы КА и выдвижение спиц 
происходит одновременно в противоположные 
стороны, будем считать, что согласно третье-
му закону Ньютона сила, действующая на КА 
в сторону, противоположную приложенной 

полезной силе Fп, несоизмеримо мала, и ее 
можно не учитывать.

Для получения уравнений поступательного 
движения спицы также воспользуемся уравне-
нием Лагранжа II рода (1). Для вывода урав-
нений диссипативных сил и потенциальной 
энергии воспользуемся выводами, полученны-
ми для вращательного движения. Таким об-
разом, КТР обладает общим нулевым уровнем 
потенциальной энергии сил всемирного тяго-
тения Птяг = 0 [10]. В рассматриваемом случае 
движение происходит вдоль одной оси. При-
мем, что полезную толкающую силу Fп задает 
электрический двигатель, аналогичный рас-
смотренному при вращательном движении.

Вследствие этого для описания Fп можно 
использовать уравнение, аналогичное (2). По-
мимо этого для создания Fп необходимо учи-
тывать конструкцию передачи, например, цеп-
ную, зубчатую и т. д., что само по себе является 
отдельной технической задачей. Для полного 
описания также необходимо учитывать люфты 
и "мертвые" зоны механизма. С учетом выше-
сказанного уравнение для Fп будет состоять из 
уравнения типа (2), умноженного на коэффи-
циент kf, который отвечает за преобразование 
вращающего момента в толкающую силу:

 п п.fF k M=  (10)

Кинетическая энергия поступательного 
движения
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Потенциальная энергия поступательного 
движения Пп, которым обладает система при 
выдвижении на длину x при действии силы F, 
равняется

 п .П Fx=

Запишем выражение для функции Лагранжа:
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Как отмечалось выше, при достижении ко-
нечной длины раскрытия на спицу действуют 
механизмы упора и фиксации. Таким образом, 
общая сила F будет определяться как

 п тр упор ф,F F F F F= − − −

где Fп — полезная сила; Fтр — сила трения; 
Fупор — сила, создаваемая упором; Fф — сила, 
создаваемая фиксатором.

Рис. 5. Выдвижение спицы
Fig. 5. Push of spoke
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Аналогично моделям (4) и (5) необходимо 
учитывать воздействие механизмов фиксации, 
которые при линейных зависимостях упругого 
и вязкого элементов [16, 17] будут определять-
ся зависимостями для сил Fу и Fд.

При сделанных допущениях, а также учи-
тывая, что раскрывающийся элемент задей-
ствует упор только при достижении длины xк, 
общую модель упора можно записать следую-
щим образом [16, 17]:

 упор у.упор д.упор упор( ) ( ),F k x с x H x= Δ + Δ�  (11)

где kу.упор — коэффициент жесткости упругой 
компоненты; cд.упор — коэффициент демпфи-
рования вязкой компоненты; Δx = x – xк — 
относительное перемещение, соответствующее 
моменту установки на упор спицы при достиже-
нии конечной длины раскрытия xк; Hупор(Δx) — 
функция, которая принимает значение 1 (при 
Δx > 0) или 0 (при Δx < 0).

Аналогично модели упора (11) запишем об-
щую модель фиксатора:

 ф у.ф д.ф ф( ) ( ),F k x с x H x= Δ + Δ�  (12)

где Hф(Δx) — функция, которая принима-
ет значение 1 (при Δx < 0) или 0 (при Δx > 0) 
при условии, что спица уже достигла xк, т. е. 
Hупор(Δx) был равен 1.

Помимо обобщенных координат, в качестве 
которых выступает длина выдвижения x, при 
выдвижении спицы в ней возникает продоль-
ная деформация Δxсж (рис. 5). Предположим, 
что все точки любого поперечного сечения 
стержня смещаются в направлении оси спи-
цы на одинаковую величину Δxсж. Перемеще-
ния точек являются функциями координаты 
x и времени t: Δxсж = Δxсж(x, t). Это означает, 
что для определения перемещений точек спи-
цы достаточно определить перемещение точек 
оси спицы, так как перемещение любой точки 
спицы совпадает с перемещением точки оси 
спицы, лежащей в том же сечении.

Для получения уравнений продольных ко-
лебаний одномерной системы воспользуемся 
обобщенным уравнением Лагранжа [11, 12] с 
учетом диссипативных сил (6):
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Выражения для кинетической и потенци-
альной энергии легко получить в приближе-
нии малых колебаний [18]:
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где ρ — плотность материала; S — площадь по-
перечного сечения.

Потенциальная энергия системы Ппрод будет 
определяться из потенциальной энергии сжа-
тия [18] и энергии, которой обладает система 
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Отметим, что сжатие Δxсж является функци-
ей координаты x и времени t.

Запишем функцию Лагранжа [19] данной 
системы:
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Рассмотрим диссипативные силы аналогич-
но вращательному движению. Спица имеет 
слабое демпфирование, и собственная частота 
колебаний с затуханием близка к собственной 
частоте без затухания. Тогда продольную дис-
сипацию внутренних сил можно учесть следу-
ющим образом [23] (диссипация внешних сил 
равна нулю, так как выдвижение звеньев спи-
цы происходит в безвоздушном пространстве):
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Запишем уравнение (13) с учетом проделан-
ных вычислений:
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Из уравнения (15) и учитывая, что ,F
x

∂σ
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∂
 

получим следующую систему обыкновенных 
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дифференциальных уравнений первого по-
рядка относительно времени для определения 
продольной деформации спицы Δxсж при ее 
выдвижении на длину x:

 

п тр упор ф

выдв

сж сж

2
сж сж

сж 2

;

;

;

.

x V

F F F F
V

m

x V

E x E V F
V

x Sx

=
− − −

=

Δ =

∂ Δ ∂
= − − γ −

ρ ρ ∂ ρ∂

�

�

�

�

 (16)

Результаты численных исследований

Система дифференциальных уравнений, 
описывающая поведение системы при враща-
тельном раскрытии спицы, имеет вид (9).

Начальное и конечное значения угла пово-
рота ϕ определяются заданием угла поворота 
спицы. Ввиду того что спица разворачивается 
из начального транспортировочного положе-
ния, примем начальное значение угла поворо-
та ϕ0 = 0. Спица фиксируется при достижении 
заданного угла поворота ϕк = π/2. Поскольку 
спица в начальном положении находится в со-
стоянии покоя, то соответственно угловая ско-
рость ω0 = 0, прогиб h0 = 0, скорость изгиба 

Vизг0 = 0 и 
4

4 0
h

t l

⎛ ⎞∂ ∂
=⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

.

За исполнительный двигатель был взят 
А2212 Brushless Inrunner (1000 kv) [27] со следу-
ющими характеристиками: mэ = 1 (число фаз 
ротора), p = 1 (число пар полюсов магнитного 
поля), E0 = 5 В (действующее значение ЭДС на 
обмотке статора), Xc = 22•10–3 Ом (синхронное 
сопротивление), ϑ (угол рассогласования) при-
мем равным π/10 при любой нагрузке, U1 (на-
пряжение питания) выберем в качестве управ-
ления и будем изменять его значения для до-
стижения конечного угла раскрытия.

Момент трения (3) рассчитывается динами-
чески в процессе моделирования системы.

Для задания моментов упора Mупор (4) и 
фиксатора Mф (5) необходимо определить 
коэффициенты kу.упор и сд.упор. Исходя из экс-
периментальных данных примем kу.упор = kу.ф =
= 100, сд.упор = 30, сд.ф = 25.

Для вычисления момента инерции I спи-
цы необходимо знать ее массогабаритные 
параметры. Были выбраны следующие пара-
метры спицы при моделировании: материал 

АБС пластик QHF-0140: плотность материала
ρ = 1600 кг•м3, модуль упругости (Юнга)
E = 1,2•1011 Па, длина спицы a = 9,75 м, коэф-
фициент Пуассона υ = 0,3, масса спицы (всех 
вложенных звеньев) m = 32 кг. Рассматривается 
круглое сечение спицы. Таким образом, момент 
инерции I будет равняться I ≈ 1150,8 кг•м2.

Вычислим изгибной момент инерции Iизг. 
Для этого примем, что спица является тон-
костенным кольцом в плоскости изгиба. При 
этом будем вычислять суммарный момент 
инерции всех звеньев, так как было принято 
допущение, что в сложенном состоянии звенья 
жестко закреплены, и никаких дополнитель-
ных перемещений звеньев относительно друг 
друга не происходит. В результате получаем 
Iизг ≈ 7,35•10–4.

Значение коэффициента затухания γ выбе-
рем исходя из таблиц, приведенных в работах 
[28, 29]: γ = 0,04.

При моделировании будем считать первую 
форму колебаний на самом конце спицы, так как 
первая форма вносит самый большой вклад в ам-
плитуду колебаний, а на конце спицы они мак-
симальны. Поэтому предварительно вычислим 
первую собственную частоту колебаний для слу-
чая закрепленного левого и свободного правого 
концов [30] ( )2 2

c изг1 изг1,875 / ( )/( )l EI Sω = ρ  =
= 14,465 Гц.

С учетом функций Крылова [30] определим 
значения ∂4h/∂l4 исходя из граничных условий 
при l = 0 и l = a:

 

4 2
c.изг1

c.изг14
изг

c.изг1

sin( )

0,00014 sin( ).

h S
t

EIl

t

∂ ρ ω
= ω =

∂
= ω

Моделирование системы дифференциаль-
ных уравнений (9) с оговоренными выше па-
раметрами осуществлялось методом Эйлера с 
шагом интегрирования, равным 0,001. Наи-
больший интерес вызывает случай, когда спи-
ца достигает конечного положения и задей-
ствует упор и фиксатор (рис. 6). В таком слу-
чае становятся задействованными все члены, 
входящие в систему.

На рис. 6, а представлена динамика ϕ(t) и 
ω(t) при повороте сложенной спицы при по-
даче напряжения U1 = 12 В длительностью 26 
с, начиная с пятой секунды. Поскольку рас-
крытие происходит в космическом простран-
стве, то единственным моментом, тормозящим 
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систему, является момент трения Mтр. Этим 
объясняется длительное торможение спицы, 
начиная с 31-й секунды до 310-й секунды, 
пока спица не ударяется об упор и не зажима-
ется фиксатором. Вследствие этого, начиная с
310-й с, наблюдаются затухающие колебания 
ϕ(t), ω(t) (рис. 6, а) и изгиба h(t) (рис. 6, б). Мак-
симальный изгиб спицы h = 0,13 мм. Затуха-
ния объясняются учетом диссипативных сил 
Dизг (7).

Промоделируем систему с другими парамет-
рами. Примем, что необходимо повернуть пол-
ностью раскрытую спицу, т. е. не только первое 
звено со вложенными частями. При постав-
ленной задаче изменится длина, момент инер-

ции, собственная частота спицы: a = 29,01 м,
I ≈ 8978 кг•м2, ωс.изг1 = 1,432 Гц. На двигатель 
также подается напряжение питания U1 = 12 В 
длительностью 26 с, начиная с пятой секунды. 
В этом случае ввиду значительного возрастания 
момента инерции спицы I не удается поста-
вить спицу на упор и зафиксировать ее, так как
ϕ(tк) = 0,23 рад вместо требуемого значения
ϕ(tк) = π/2 рад, где tк — конечное время моде-
лирования (рис. 7, а). Максимально значение 
изгиба спицы достигает значения h = 88 мм 
(рис. 7, б), при этом наблюдаются затухающие 
колебания изгиба. Время затухания колебаний 
при снятии напряжения питания с двигателя 
составляет порядка 120 с.

Рис. 7. Динамика угла, угловой скорости (а) и прогиба (б) 
спицы
Fig. 7. Dynamics of angle, angular velocity (а) and deflection (б) 
the spoke

Рис. 6. Динамика угла, угловой скорости (а) и прогиба (б) 
спицы
Fig. 6. Dynamics of angle, angular velocity (а) and deflection (б) 
the spoke
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Данные результаты позволяют сделать вы-
воды о корректности предполагаемой матема-
тической модели раскрытия спиц КТР косми-
ческого базирования.

На практике важным является задача умень-
шения колебательных процессов в системе. Сни-
жению колебаний способствует процесс раскры-
тия, оптимально управляемый таким образом, 
чтобы к моменту выхода спицы на упоры ее 
перемещение стремилось к нулю. Этого можно 
добиться, например, используя релейную струк-
туру управляющего воздействия с оптимальной 
коррекцией момента переключения [7, 9, 33].

Система дифференциальных уравнений, 
описывающая поведение системы при враща-
тельном раскрытии спицы, имеет вид (16).

Согласно (10) уравнение для Fп будет со-
стоять из уравнения типа (2), умноженного на 
коэффициент kf, который отвечает за преоб-
разование вращающего момента в толкающую 
силу. Коэффициент kf примем для рассматри-
ваемого случая равным 1.

Силу трения Fтр примем равной константе.
Для задания сил упора Fупор (11) и фиксатора 

Fф (12) необходимо определить коэффициенты 
kу.упор и cд.упор. Исходя из экспериментальных 
данных примем kу.упор = kу.ф = 100, сд.упор = 50, 
сд.ф = 15.

Параметры спицы были определены в пре-
дыдущем разделе. Примем, что необходимо 
выдвинуть второе звено, совместно с вложен-
ными в него третьим и четвертым звеньями, из 
первого звена.

При моделировании будем считать первую 
форму колебаний на самом конце спицы, так как 
первая форма вносит самый большой вклад в ам-
плитуду колебаний, а на конце спицы они мак-
симальны. Поэтому предварительно вычислим 
первую собственную частоту колебаний для слу-
чая закрепленного левого и свободного правого

концов [30] c.прод1 /(2 ) /x Eω = π ρ  = 4157 Гц.
Значение коэффициента затухания γ выбе-

рем исходя из таблиц, приведенных в работах 
[28, 29]: γ = 0,04.

С учетом функций Крылова [30] определим 
значения ∂2Δxсж/∂x2 исходя из граничных усло-
вий при x = 0 и x = xвыдв:

 
2

5сж
c.прод12 5,543•10 sin( ).

x
t

x
−∂ Δ

= ω
∂

Моделирование системы дифференциаль-
ных уравнений (16) с оговоренными выше па-

раметрами осуществлялось методом Эйлера
с шагом интегрирования, равным 0,001. Наи-
больший интерес вызывает случай, когда спи-
ца достигает конечного положения и задей-
ствует упор и фиксатор (рис. 8). В таком случае 
становятся задействованными все члены, вхо-
дящие в систему.

На рис. 8, а представлена динамика x(t) и V(t) 
при подаче напряжения U1 = 12 В длительно-
стью 30 с, начиная с пятой секунды. Посколь-
ку раскрытие происходит в космическом про-
странстве, то единственной силой, тормозящей 
систему, является сила трения Fтр. Ввиду того 
что помимо сил трения в двигателе при выдви-
жении спицы присутствует сила трения, зави-
сящая от принципа вложения спиц, телеско-

Рис. 8. Динамика длины, скорости (а) и сжатия (б) спицы
Fig. 8. Dynamics of length, speed (а) and compression (б) the spoke
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пическое раскрытие происходит быстрее, чем 
вращательное развертывание. Спица достигает 
упора и фиксируется на 60-й секунде. Вслед-
ствие этого, начиная с 60-й секунды наблюда-
ются затухающие колебания x(t), V(t) (рис. 8, а)
и сжатия Δxсж(t) (рис. 8, б). Максимальное сжа-
тие спицы составило Δxсж = 5,14•10–5 м, или 
Δxсж = 0,0514 мм. Затухания объясняются уче-
том диссипативных сил Dпрод (14).

При рассмотрении Δxсж на интервале t ∈ [5; 5,5] 
(рис. 9) видно, что при начале движения спицы 
возникают высокочастотные затухающие колеба-
ния. Аналогичная картина наблюдается и в мо-
мент, когда выключается двигатель.

Уменьшения сжатия можно добиться путем 
изменения характеристик упора и фиксатора 
для данного вида этих устройств. Более под-
робно данная проблема разобрана в работах 
[16, 17, 31, 32].

Промоделируем систему с другими параме-
трами. Поскольку собственная частота колеба-

ний спицы ωс прод k и 
2

сж
2

x

x

∂ Δ
∂

 зависят больше 

от материала спицы, то интерес представляет 
моделирование выдвижения спицы из другого 
материала. Результаты же динамики раскры-
тия 3-го и 4-го звеньев оказываются аналогич-
ными представленным на рис. 8 и 9.

Для примера и верификации полученной 
математической модели рассмотрим резино-
вую спицу с габаритными параметрами, ана-
логичными спице из АБС пластик QHF-0140, 
и плотностью материала ρ = 1000 кг•м3, моду-
лем упругости (Юнга) E = 0,9•109 Па, массой 
спицы (выдвигаемых звеньев) mвыдв = 15 кг.

При поставленной задаче собственная ча-
стота спицы ωс.прод1 = 104,97 Гц. На двигатель 
также подается напряжение питания U1 = 12 В 
длительностью 30 с начиная с пятой секунды.

При изменении параметров раскрываемой 
конструкции характер динамики раскрытия 
значительно изменяется (рис. 10). Во-первых, 
ввиду уменьшения массы mвыдв спица достигает 
упора и фиксируется быстрее (рис. 10, а) — за 
36 с. Максимально значение сжатия спицы до-
стигает значения Δxсж = 25 мм, при этом на-
блюдаются затухающие колебания. Время за-
тухания колебаний при снятии напряжения 
питания с двигателя составляет порядка 50 с.

Данные результаты позволяют сделать вы-
воды о корректности предполагаемой матема-
тической модели раскрытия спиц КТР косми-
ческого базирования.

Рис. 9. Сжатие спицы
Fig. 9. Spoke compression

Рис. 10. Динамика длины, скорости (а) и сжатия (б) спицы
Fig. 10. Dynamics of length, speed (а) and compression (б) the spoke
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Оптимизация управления U1(t) позволяет 
сократить время разведения спиц и уменьшает 
зависимость переходных процессов от влия-
ния упоров и фиксаторов [7, 9, 33].

Совместное раскрытие спиц и выдвижение 
звеньев сокращает время вывода конструкции 
в конечное положение [31, 32].

Заключение

В результате разработки математической 
модели раскрытия подвижных частей транс-
формируемых космических конструкций были 
получены модели вращательного и поступа-
тельного движения.

Системы дифференциальных уравнений, 
описывающие раскрытие КТР, возможно при-
менять для конструкций с различными пара-
метрами, от изменения материала, массы, га-
баритных размеров до выбора управляющего 
органа. Таким образом, она является универ-
сальной и может применяться при решении 
широкого круга задач.

Данные модели позволяют рассматривать 
сколь угодно много собственных частот ко-
лебаний спицы, а также находить изгиб h и 
сжатие Δxсж(t) в любой точке спицы за счет 
разделения этих переменных в зависимости от 
длины и времени.

Моделирование показало, что совместное 
раскрытие спиц и выдвижение звеньев сокра-
щает время вывода конструкции в конечное 
положение [31, 32].

При использовании спиц с не круглым се-
чением необходимо рассматривать колебания 
в трех плоскостях и дополнительно учитывать 
крутильные колебания.

Исходя из полученных результатов для кон-
кретной рассмотренной задачи важной остает-
ся проблема минимизации изгибов и сжатий 
конструкции. Предполагается для решения 
данной задачи использовать алгоритмы оп-
тимального управления. Как было показано 
в работах [31, 33], применение алгоритма с 
коррекцией параметров структуры управления 
[5—9] позволяет минимизировать необходи-
мые параметры и решать эту проблему в режи-
ме реального времени.

При решении задачи синтеза управления 
отдельно встает задача обработки результатов 
измерений.
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Abstract

The process of deployment elements of constructions and adjustment of the radio-reflecting network of large-sized trans-
formable space-based reflector with the use of a cable-stayed form maintenance system is considered. The deployment process 
can be broken down into separate phases. At each stage, the movement is due to the impact on the design of the actuator — 
the element of the control system. Energy for the deployment of the reflector elements is produced by drives, in particular an 
electric machine. The use of this type of actuator allows you to control the process of disclosure. Due to the fact that currently 
achieved a huge process in computer technology that allows you to perform three-dimensional computing operations in a short 
time, it is particularly important to use optimal control algorithms. When deployment the reflector for two types of motion — 
rotational and translational — mathematical models based on Lagrange equations of the II-kind are obtained. These math-
ematical models take into account such parameters as dissipation, the presence of longitudinal and transverse deformation. 
The models provide for the presence of a stop and a lock, as an Executive element in the deployment selected brushless DC 
motor. All the observations made allow us to formulate a smooth statement disclose items on the stop with minimum oscillation 
of the structure. The developed models allow to analyze the n-th number of natural oscillation frequencies. Modeling with 
different parameters of the model is carried out. The parameters of the transition process of the spoke at the opening of the 
first link with the other links embedded in it and at the fully covered spoke are analyzed. It is shown that depending on the 
mass-dimensional parameters there is a significant change in the dynamics. For the spoke extension stage, the weight and size 
characteristics have little effect on the opening dynamics. The smaller the Young’s modulus and density of the material, the 
greater the damped longitudinal oscillations.. The simulation of this stage with a spoke made of different materials is carried 
out. Various methods are proposed to reduce the opening time at all stages and minimize transverse and longitudinal oscilla-
tions. The possibility of application of the developed mathematical models for a wide range of tasks is shown.

Keywords: mathematical model, rotational motion, translational motion, deployment, modeling, large-sized transfor-
mable reflector
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