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Abstract

A theoretical result is presented in the form of a new algorithm for the synthesis of a control system over a non-linear object, whose 
mathematical model represents a stochastic matrix difference equation having noise with a zero mean and finite dispersion in the right-
hand part. The new algorithm for synthesizing stochastic control for such an object is based on a three-stage procedure. In the first stage, 
the structure of the control system is formed in accordance with the classical method of analytical design of aggregated regulators (ADAR) 
in a fixed-noise assumption. In the second stage, the conditional mathematical expectation of the resulting expression for the first-stage 
control is determined. In the third stage, the control model is refined by excluding the noise variable from the control formula based on 
decomposing the initial control system affected by the new control. It is shown that the proposed control strategies minimize the target 
macro variable dispersion and ensure a stable, on average, achievement of the target manifold. A detailed example of an application of 
the algorithm for synthesizing control over the motion of an immobile center of mass is given, whose analog is represented by the objects 
such as by robot-manipulators, is given. The results of numerical modeling are presented, which confirm the operability of the constructed 
controller. Numerical simulations of the designed control system was performed using the authentic working equipment data.

Keywords: multidimensional discrete stochastic object, stochastic model of discrete control over motion of immobile center of mass, 
minimum the variance of the output macro variable

В работе представлен теоретический результат в виде нового алгоритма синтеза системы управления стохастиче-
ским нелинейным объектом, математическая модель которого есть разностное стохастическое матричное уравнение, 
в правой части которого присутствуют шумы с нулевым средним и конечной дисперсией. Основой нового алгоритма 
синтеза стохастического управления является трехэтапная процедура. На первом этапе формируется структура си-
стемы управления в соответствии с классическим методом аналитического конструирования агрегированных регуля-
торов в предположении зафиксированного шума. На втором этапе определяется условное математическое ожидание 
от найденного выражения для управления на первом этапе. На третьем этапе осуществляется декомпозиция исходной
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Introduction

The paper discusses a generalization of the de-
terministic method of control over non-linear mul-
tidimensional objects on manifolds (for detail see a 
complete review in [1—5]) — the method of analyti-
cal design of aggregated regulators (ADAR) [1] — 
for a stochastic non-linear object prescribed by a 
system of stochastic difference equation.

The principal success of its application for sol-
ving a non-trivial problem of control over nonlinear 
multivariate objects stems from the formation of the 
control system invariates or target laws of the con-
trol object behavior; using a set description of its 
"final causes" (according to L. Euler) or the target 
system’s properties, the ‘actions are derived’ which 
are necessary for the control target to be reached. 
An analytical description of the set of target states 
of a control object and a selection of a special con-
trol quality functional meet the requirements of the 
physical control theory principles [6].

The proposed system of discrete control is char-
acterized by the following initial statements and ex-
pected properties:

1) the control object is represented as a system of 
stochastic difference equations;

2) no knowledge on the probabilistic properties 
of the control object description is required; a ne-
cessary thing is the boundedness of the right-hand 
parts (noise dispersion boundedness);

3) setting the target manifold (analytical descrip-
tion of the target properties of the synthesized con-
trol system by introducing ad hoc macrovariables as 
a function of the initial object variables;

4) control effected in the space of states X[t] =
= (X1[t], ..., Xn[t]), t ∈ {0, 1, ...} of the stochastic 
object under study;

5) stable, on average, achievement of the target 
manifold;

6) minimal dispersion of the output macrova-
riable [7, 8];

7) control system robustness with respect to ran-
dom uncertainties of an arbitrary probability distri-
bution type.

Formulation of the problem of control
over a discrete stochastic object

In the probability space (Ω, F, (Fk)k l 0, P), 

11{ [ ] ( [ ],..., [ ]), },k mt t t t k= σ ξ = ξ ξF m  sequences 
of independent, equally-distributed non-correlated 
random quantities 0 1 1{ [ ]} , 1, ,ti i m m nt =ξ l m  with 
the properties 2{ [ ]} 0 { [ ]},i i iE t D tξ = ξ = σ  are pre-
scribed (by E{ζ}, D{ζ} denote mathematical expecta-
tion and dispersion of random quantity ζ, respectively).

A discrete control object is described by the fol-
lowing:

 [ 1] [ ] [ ] [ 1] [ ],X t F t u t t c t+ = + + ξ + + ξ  (1)

where X[t] = (X1[t], ..., Xn[t]) is the vector variable of 
state; F[t] := F(X[t]) ∈ Rn is the non-linear function; 
u ∈ Rm, m m n is the control; ξ[t] ∈ Rl, l m n is the
random function with the above properties; 0 < c < 1
is a certain constant interpreted as the noise 
damping coefficient; and t ∈ {0, 1, ...}. We assume a 
pairwise independence of the random values from
the system {ξk[t], ξd[t], Xi[t]}, , , 1, ,i k d n=  k ≠ d.

It is necessary to determine the control law u(t), 
ensuring that the following properties of the control 
system are fulfilled:

1) 
{ [ 1] [ ]} 0 0 1, const ,  

 1, ;,

j jE t t

mj t

ψ + + ωψ = λ <

=

=

→ ∞

<

2) { [ 1] [ ]} min ,  1,,  ;j jD t t j tmψ + + ωψ → → ∞=
3) minimum average value of the quality func-

tional

{ } 2 2 2

0 1
( [ ] ( [ ]) ) min .

m

j j
t j

E E t t
∞

= =

⎧ ⎫⎪ ⎪Φ = α ψ + Δψ →⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∑  (2)

Here ψj[t] := ψj(X[t]) is a known function of states, 
which is referred to as a target macrovariable [1].

Coefficients α, ω are the parameters of the syn-
thesized control system, they have a denotative 
meaning and are interrelated by the following ex-
pression 2 2 20,5(2 (2 ) 4).ω = + α − + α −

системы уравнений под воздействием найденного управления, определяется зависимость для переменной шума от наблю-
дений, использование которой дает итоговую формулу для стохастического регулятора. Показано, что найденные стра-
тегии управления минимизируют дисперсию целевой макропеременной и обеспечивают устойчивое в среднем достижение 
целевого многообразия. Приведен подробный пример применения алгоритма синтеза для объекта управления движением 
неподвижного центра масс, аналогом которого являются объекты роботов-манипуляторов. Представлены результаты 
численного моделирования с использованием достоверных данных, которые подтверждают работоспособность и эффек-
тивность построенного стохастического регулятора по сравнению с детерминированным при его применении в нерас-
четных условиях.

Ключевые слова: многомерный нелинейный дискретный стохастический объект, стохастическая модель дис-
кретного управления движением неподвижного центра масс, управление, минимизирующее дисперсию выходной ма-
кропеременной



709Мехатроника, автоматизация, управление, Том 20, № 12, 2019

Solution of the problem of analytical design
of control over a discrete stochastic object

For the sake of a convenient reference to the 
proposed method and its implementation algorithm 
of analytical design of a stochastic discrete regula-
tor in the ADAR-class, let us term them as the 
ADAR(S) (Analytical Design of Aggregated Regu-
lator for a Stochastic discrete object).

Restrictions on the choice of control actions are 
the following:

1) control strategies are selected from the ADAR-
control class;

2) only those strategies are admitted, for which 
the value of the control variable u[t] is a function of 
the preceding states and controls

 
[ ], [ 1],..., [0];

[ ] ,  {0,1,...}.
[ 1], [ 2],..., [0]

X t X t X
u t u t

u t u t u

−⎛ ⎞
= ∈⎜ ⎟− −⎝ ⎠

The major statements of constructing a discrete 
system of control over a non-linear object from 
among the ADAR-strategies, minimizing the target 
variable dispersion, shall be formed as the following 
algorithm.

АDАR(S) algorithm. We list the main stages of 
the algorithm based on a combination of the clas-
sical ADAR technique and the apparatus of condi-
tional mathematical expectations (see e.g., [7]).

1. Searching for the control structure [ ],Au t�  
{0,1,...}t ∈  on the basis of the classical ADAR at

a fixed noise.
2.  Assuming a conventional mathematical expecta-

tion �[ ] { [ ] | },A tu t E u t= ξ�  where ( [0], [1]... [ ]),t tξ = ξ ξ ξ
1[ ] ( [ ],..., [ ]), 1, .nk k k k nξ = ξ ξ =

3. Decomposing description (1), with the equa-
tions [ 1] [ ] 0 1, , j j jt t j mψ + = =+ ω ψ  (left-hand parts 
of the Euler-Lagrange equations for the functional of 
type (2) taken into consideration). Excluding va-
riable ξ[t] from expression �[ ] { [ ] | }.A tu t E u t= ξ�

Thus the synthesis of a discrete regulator has 
been completed.

Sample application of the ADAR(S) algorithm
for a discrete object of control over the motion

of the immobile center of mass

Let us discuss an example of application of the 
algorithm for synthesizing control strategies minimi-
zing the dispersion of the output target macro variable, 
whose description is a discrete analog of the control 
object over the immobile center-of-mass motion.

Control problem statement. We deal with the 
matrix description of a control object

 
1 1

2 2

[ 1] [ ],

[ 1] [ ] [ ] [ 1] [ ],

{0,1,...},

x k F k

x k F k Au k k c k

k

+ =
+ = + τ + ξ + + ξ

∈
 (3)

and the purpose of control

 * 3
1 1( [ ]) [ ] 0,  ,  x k x k b R kψ = − → ψ ∈ → ∞  (4)

where

 1 1 2

2 2 1 2

[ ] [ ] [ ],

[ ] [ ] ( [ ], [ ]),

F k x k x k

F k x k Aq x k x k

= + τ
= + τ

 (5)

1 3
3 3, , , , 1,2, || || ;i ijA m x q u R i m m−

×= ∈ = =  ξ[k]}k l 0
is the random sequence of quantities at a fixed va-
lues of k and constant c possesses the same pro-
perties as in the description of object (1); τ is the 
discretization parameter.

Remark 1. Object (3) is a discretized analog of a 
continuous model given by ( ) ( ( ), ( )) ,mb t q b t b t u= +�� �  

0t l  (see e.g., [9, 10]), where b ∈ R3 is the state vec-
tor with the coordinates 1 2 3( ) ( ( ), ( ), ( )) ,Tb t b t b t b t=  

0;t l  3( , )q q b b R= ∈�  are the generalized forces 
acting on the control object; 3 3|| ||ijm m ×=  is the ki-
netic energy matrix, and 3,  ( ( ), ( ))u R u u b t b t∈ = �  is 
the control vector. Using a consecutive substitution 
of the variables 1 2( ) ( ),  ( ) ( )x t b t x t b t= = �  and trans-
forming the resulting object via the Euler scheme by 
adding noise into the right-hand part of its descrip-
tion, we obtain (3).

Random functions { [ 1] [ ]},  {0,1,...}k c k kξ + + ξ ∈  
in the right-hand part of system (3) given by the 
sliding mean have a transparent physical interpreta-
tion and traditionally characterize the instrumental 
(see e.g., [7]), measurement and control errors; the 
value of coefficient 0 < c < 1 is associated with the 
degree of influence of the previous measurement.

Now formulate the problem of stabilizing the 
vector variable x1[k] in the neighborhood of the pre-
scribed value of b*

* 3
1 1{ ( [ ])} { [ ] } 0, ,E x k E x k b R kψ = − → ψ ∈ → ∞  (6)

with the control quality conditions listed as 1) — 3) 
in Section 1, specifically

{ }
3

2 2 2

0 1

{ [ 1] [ ]} min,  { [ ]} min,

,  ;

( [ ] ( [ ]) ) min,

0

1,2 3

1

,

.

j j

j j
t j

D k k D k

j k

E E k k
∞

= =

ψ + + ωψ → ψ →

→ ∞

⎧ ⎫⎪ ⎪Φ = α ψ + Δψ →⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩

=

⎭
< ω <

∑ ∑
 (7)



710 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 20, № 12, 2019

Remark 2. From the expression

 [ ]

*
1

1 2 1

2

1 2

{ [ 1]} { [ 1] }

{ [ ] [ ]} { [ ]

( [ 1] [ 1] [ 1])}

{ [ ] ( [ 1] [ 1]

[ 1])} { [ ]} { [ ]}

j j

j j j

j

D k D x k b

D x k x k D x k

F k Au k k c k

D x k F k Au k

c k D k D k

ψ + = + − =

= + τ = +

+ τ − + τ − + ξ + ξ − =

= + τ − + τ − +

+ ξ − + ξ ξl

it follows that the response macrovariable ψj[k] va-
riance cannot be smaller that of the noise presented 
in any description of an object under any type of con-
trol. In this case, it is reasonably that there is a con-
trol, where the variance D{ψj[k]} is minimal [7, 12].

Solving the control applied problem with 
ADAR(S). According to the above ADAR(S) algo-
rithm, we will perform the following steps.

Step 1. Derivation of a control system structure. 
Let us fix the random functions ξ[k], k ∈ {0, 1, ...} and 
perform a deterministic ADAR-synthesis [1] for the 
control object (4)—(6) including a quality functional 
of the synthesized control system expressed as follows

 

3
2 2 2

0 1

*
1 1

( [ ] ( [ ]) ) min,

( [ ]) [ ] , 1,2,3. 

i i
k i

j j j

k k

x k x k b j

∞

= =
Φ = α ψ + Δψ →

ψ = =−

∑ ∑
 (8)

For the sake of convenience in what follows prob-
lem (8) will be denoted by a pair of symbols (Φ, ψ).

The solution of the first step relies on the ideo-
logy of the classical ADAR-method for determining 
control at fixed {ξ[k]}k l 0. To do so, first we intro-
duce an auxiliary macrovariable given by

 (I)
2 1[ ] [ ] ( [ ]),  {0,1,...}.k x k x k kψ = − ϕ ∈  (9)

Here (I) (I) (I) (I)
1 2 3( , , )ψ = ψ ψ ψ  and an intermediate 

control target is the manifold (I){ : ( ) 0}.x xψ =
Formulate the problem (Φ1, ψ

(I)), accompanying 
the control system synthesis, where

 
3

2 (I) 2 (I) 2
1 1

0 1
( ( [ ]) ( [ ]) ).j j

k j
k k

∞

= =
Φ = α ψ + Δψ∑ ∑

Сontrols ,  1, 2, 3,iu i =�  according to the deter-
ministic ADAR, are sought for from the matrix 
equation

 
(I) (I) (I) 3

1

1

[ 1] [ ] 0,  [ ] ,

0 1,  {0,1,...},

k k k R

k

ψ + + ω ψ = ψ ∈
< ω < ∈

on whose solutions in turn an unconstrained 
minimum of functional Φ1 is achieved.

Thus we obtain the control structure accurate to 
the further determined function ϕ(x1)

 
2 2 2 2

1 2

1 2 1 1

[ ] [ ] [ 1] [ ]

[ ] [ ],

[ ] ( [ ] [ ]) ( [ ]).

Au k F k k c k

x k k

k x k x k x k

τ = − − ξ + − ξ −
− ω + ϕ
ϕ = ϕ + τ + ω ϕ

�
�

�
 (10)

Determination of the form of an auxiliary variable 
at fixed {ξ[k]}k l 0. In order to obtain ϕ(x1), object (3), 
(5) is reduced on the manifold ψ(I) = 0, which,
when fulfilled, gives us 2 1[ ] ( [ ]),  x k x k k= ϕ → ∞
(follows from (9)), and the reduced system of equa-
tions acquires the following form

 1 1 1[ 1] [ ] ( [ ]), .x k x k x k k+ = + τϕ → ∞
� � �

 (11)

Here for the sake of understanding the subsequent 
actions, variable 1x

�
 in description (11) has the mean-

ing of behavior (4) on manifold ψ(I) = 0. In what 
follows we would again use the initial notations.

Now in order to determine function ϕ(x1) we 
introduce a macrovariable of the following type

 (II) * *
1 1[ ] ( [ ]) [ ] ,  k x k x k b k Z +ψ = ψ = − ∈
� �

. (12)

The second problem is formulated (Φ2, ψ(II)), 
which accompanies the control system synthesis, 
where its quality criterion will be given by

 
3

2 (II) 2 (II) 2
2 2

0 1
( ( [ ]) ( [ ]) ) min,j j

k j
k k

∞

= =
Φ = α ψ + Δψ →∑ ∑

and the control target — by  (II)[ ] 0,kψ =  (II)[ ]kψ =  
(II) (II) (II)
1 2 3( [ ], [ ], [ ]),  .k k k k Z += ψ ψ ψ ∈

Variable 1[ ] : ( [ ])k x kϕ = ϕ
�

 is sought for from the 
solutions of the matrix equation (II)[ 1]kψ + +  

(II)
2 [ ] 0,k+ ω ψ =  (II) 3[ ] ,k Rψ ∈  20 1,< ω <  upon 

which an unconstrained minimum of functional Φ2 
is in its turn found. From the said equation, now 
using descriptions (11) and (12), we obtain

 
1 * *

1 1 2 2( [ ]) ( [ ](1 ) ),

.

x k x k b b

k Z

−

+

ϕ = −τ + ω − − ω
∈

� �
 (13)

The result of Step 1, according to our ADAR(S) 
algorithm, is the structure of control (at fixed noise) 
as a combination of equations (3)—(5), (10), and (13)

( )

1 1 1 1 2

2 2

2 2 1 2

* (I)
1 1 2 1

2

1 1 1 2 2

[ 1] [ ],  [ ] [ ] [ ],

[ 1] [ ] [ ] [ 1] [ ],  

[ ] [ ] [ ], [ ] ,

( [ ]) [ ] ,  [ ] [ ] ( [ ]),

[ ] [ ] [ 1] [ ]

(1 ) ( [ ]) (1 ) [ ],

(

x k F k F k x k x k

x k F k Au k k c k

F k x k Aq x k x k

x k x k b k x k x k

Au k F k k c k

x k x k

+ = = + τ
+ = + τ + ξ + + ξ

= + τ

ψ = − ψ = − ϕ
τ = − − ξ + − ξ +

+ + ω ϕ − + ω + ω

ϕ

�

�

1 *
1 1 2

1
2 1

[ ]) ( [ ] )(1 )

(1 ) ( [ ]), .

x k x k b

x k k Z

−

−
+

= −τ − + ω =

= −τ + ω ψ ∈

 (14)
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Statement 1. The system of equations (14) under 
deterministic conditions (ξ[k] = 0, k l 0) ensures 
that the control target *

1 1( [ ]) [ ] 0,x k x k bψ = − =  
3,  R kψ ∈ → ∞  and the global minimum of the fol-

lowing form 
3

2 2 2

0 1
( [ ] ( [ ]) ) minj j

k j
k k

∞

= =
Φ = α ψ + Δψ →∑ ∑  

are achieved for the quality functional, where α is 
the control system parameter proportional to the 
transition process duration.

Proof of Statement 1 relies directly on the classi-
cal ADAR-method [1].

Step 2. Derivation of a stochastic control system 
for problem (4)—(6). The conditional mathematical 

expectation  [ ] { [ ] },  {0,1,...},ku k E u k k= ξ ∈�  taking 
into account the initial conditions, in particular, the 
pairwise independence of the random values ξi[t], 
ξj[t], xj[t], i ≠ j will acquire the following form

 2

1 1 1 2 2

2 1 1

1 2 2

[ ] { [ ] } { [ ] [ 1]

[ ] (1 ) ( [ ]) (1 ) [ ] | }

[ ] [ ] (1 ) ( [ ])

(1 ) [ ].

k

k

Au k E Au k E F k k

c k x k x k

F k c k x k

x k

τ = τ ξ = − − ξ + −

− ξ + + ω ϕ − + ω + ω ξ =
= − − ξ + + ω ϕ −

− + ω + ω

�

 (15)

Step 3. Refinement of the stochastic control sys-
tem using the properties of the control object random 
functions. Substitute (15) into (3), (5). After simple 
transformations (decomposition of the initial sys-
tem) we obtain

 (I) (I)
1[ 1] [ ] [ 1].k k kψ + + ω ψ = ξ +  (16)

Considering (15), obtain an explicit control after 
simplification as follows

 
(I)

2 1

(I)
1 2 2

[ ] [ ] [ 1]

(1 ) [ ] [ ].

Au k F k c k

c k x k

τ = − − ω ψ − −

− + ω + ψ − ω
 (17)

Final description of the stochastic control system 
represents a family of equations (3)—(5), (17)

1 1 1 1 2

2 2

2 2 1 2

* (I)
1 1 2 1

(I)
2 1

( )
1 2 2

1

[ 1] [ ],  [ ] [ ] [ ],

[ 1] [ ] [ ] [ 1] [ ],

[ ] [ ] ( [ ], [ ]),

( [ ]) [ ] ,  [ ] [ ] ( [ ]),

[ ] [ ] [ 1]

(1 ) [ ] [ ],

( [ ])

I

x k F k F k x k x k

x k F k Au k k c k

F k x k Aq x k x k

x k x k b k x k x k

Au k F k c k

c k x k

x k

+ = = + τ
+ = + τ + ξ + + ξ
= + τ

ψ = − ψ = − ϕ

τ = − − ω ψ − −

− + ω + ψ − ω

ϕ

�

1
2 1(1 ) ( [ ]), .x k k Z−

+= −τ + ω ψ ∈

 (18)

Properties of the stochastic control system (18). 
Let us deal with the behavior of the control object 
under the resulting control (17).

Statement 2. 

(I) (I) 2
1

2

min { [ 1] [ ]} ,

{ [ 1] [ ]} min,

 .1,2,3,

j j

j j

D k k

D k k

j k

ψ + + ω ψ = σ

ψ

=

+ + ω ψ →

→ ∞

The proof of Statement 2 immediately follows 
from the representation (16) and the obvious fact

 

(I) (I)
1

( )
2 1

2

(I)
1

2

(I) 2
1

{ [ 1] [ ]}

{ [ 1] [ 1] [ ]}

{ [ ] [ ] [ 1]

[ ] [ 1] [ ]}

{ [ ] [ ] [ ] [ 1]

[ ]} { [ 1]}

I

D k k

D x k k k

D F k Au k k

c k k k

D F k Au k c k k

k D k

ψ + + ω ψ =

= + − ϕ + + ω ψ =
= + τ + ξ + +

+ ξ − ϕ + + ω ψ =
= + τ + ξ − ϕ + +

+ ω ψ + ξ + σl

due to the properties of random variables ξ[k] = 0, 
k l 0.

After substituting (17) into the system of equa-
tions (3), (5) we obtain the result

1 1 2

(I) (I)
2 1 1

2 2

[ 1] [ ] [ ],

[ 1] [ 1] (1 ) [ ]

[ ] [ 1] [ ].

x k x k x k

x k c k c k

x k k c k

+ = + τ

+ = − ω ψ − − + ω + ψ −
− ω + ξ + + ξ

 (19)

Statement 3.

 

2 1 2

(I) (I)

1

2

2 2

1

1) lim { [ 1] [ ]}

lim { [ 1] [ ]}

lim { [ 1] [ ]} 0;

lim { [ ]} 0;

2) lim { [ 1] [ ]}

(1 ) lim { [ ]} 0;

3) lim { [ 1] [ ]} 0.

k

k

k

k

k

k

k

E x k x k

E k k

E k k

E x k

E k k

E x k

E k k

→∞

→∞

→∞

→∞

→∞

→∞

→∞

+ + ω =

= ψ + − ψ =

= ϕ + + ω ϕ =

=

ϕ + − ϕ =

= − + ω =

ψ + + ω ψ =

 (20)

The proof of Statement 3.
Consider the second equation in (19) and apply 

the operation of mathematical expectation to both 
parts of thi s equation including into consideration 
the properties of the random components

 

2 2 2

(I) (I)
1

(I) (I)
1

(I) (I)

{ [ 1] [ ]}

{ ( [ ] [ 1])

( [ ] [ ]) [ 1] [ ]}

{ [ 1] [ ]}.

E x k x k

E c k k

k k k c k

E k k

+ + ω =

= − ψ + ω ψ − −

− ψ + ω ψ + ξ + + ξ =

= ψ + − ψ



712 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 20, № 12, 2019

It is also easy to show the fairness of expressions

 

(I) (I)
1

2 1 2

2 1 2 1

0 { [ 1] [ ]}

{ [ 1] [ 1] ( [ ] [ ])}

{ [ 1] [ ] ( [ 1] [ ])}.

E k k

E x k k x k k

E x k x k k k

= ψ + + ω ψ =
= + − ϕ + + ω − ϕ =
= + + ω − ϕ + + ω ϕ

The result 1) of Statement 3 immediately follows 
from last relations.

The result 2) of Statement 3 follows from expres-
sion

 
[ ] (I) (I)

2 2

2 2 2 2 2

2 2

[ 1] [ ]

[ 1] ( [ 1] [ ])

[ 1] [ ] ( [ 1] [ ])

(1 ) [ ].

k k

x k x k k k

x k x k x k x k

x k

ϕ + − ϕ =

= + − − ψ + − ψ =

= + − − + + ω =
= − + ω

Finally, result 3) of Statement 3 follows from the 
expression

 

1

1 1
2 1 2

1
2 1

0 { [ 1] [ ]}

{ (1 ) [ 1] (1 ) [ ]}

(1 ) { [ 1] [ ]},

E k k

E k k

E k k

− −

−

= ϕ + + ω ϕ =

= −τ + ω ψ + − ω τ + ω ψ =

= −τ + ω ψ + + ω ψ

based on the last formula from (18). Statement 3 is 
proved.

The validity of the properties (7) follows from 
statements 1—3.

Numerical simulation

For the sake of illustration, let us use the de-
scription of control object (3)—(5).

The operation of the designed control algorithm 
has been performed for a model problem (see e.g., 
[9—11]): positioning of object (3) into a predeter-
mined point of the working surface.

Comparative numerical simulation of system 
(14) under computational conditions (x[k] = 0,
k l 0) and stochastic system (18)

The simulation (Fig. 1) was performed for the 
following initial data:

initial state—vector x1(0) = (0,997; 2,129; 0,14) 
(rad.); target values b*(0) = (–0,052; –1,125; 0). Val-
ues of the matrices m, q correspond to model data 
from [9—11].

Comparative numerical simulation of system (14) 
under off-design conditions and stochastic system 
(18) at the same noise levels. Judging from the re-
sults of a preliminary simulation, the following con-
clusions are permissible:

1) classical deterministic ADAR-models for a 
low random-noise level (5—10 %) (off-design con-
ditions) exhibit robustness with respect to the target 
being achieved;

2) qualities of control of a stochastic regulator 
based on the ADAR(S)-structure and the determin-
istic regulator ADAR in the off-design conditions 
for a low random-noise level are commensurable;

3) stochastic regulator based on the ADAR(S)-
control structure is robust to the arbitrary distrib-
uted noise of a sub-critical level (here noise/signal 
ratio ∼15—18 %).

A conclusion follows from Fig. 2 and Table on 
the performance of control system (18) and robust-
ness of the ADAR-model (14) in the off-design 
conditions at a low noise level (the number in the 
numerator of the fraction is the standard deviation 
σ(x1j), j = 1, 2, 3 and the number in the denomina-

Fig. 1. а)—с) — transition processes for the phase coordinates x1j, j = 1, 2, 3 of systems (14) without noise (here 1 1:= ,A
j jx x  j = 1, 2, 3 —

solid line) and with (18) (x1j, j = 1, 2, 3 — dotted line), respectively; the regulator parameters w1 = 0,1; w2 = 0,001; t = 0,1
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tor of the fraction is the standard deviation 1( ),A
jxσ  

j = 1, 2, 3 (ADAR in the off-design conditions)).

Summary

The proposed new algorithm for designing a sto-
chastic discrete regulator on manifolds for a non-
linear multidimensional object essentially usesthe 
method of analytical design of aggregated regulators 
earlier developed for deterministic non-linear objects.

Based on the methodology of ADAR-synthesis, 
a formula has been obtained for the vector-control 
strategy minimizing dispersion of the target mac-
rovariable [12].

The properties of a stochastic discrete regulator 
(stable on average achievement of the target mani-
fold, minimal dispersion of the target variable) have 
been formulated and proved.

Relying on the proposed algorithm, the vector-
control law has been constructed for the problem of 
control over the immobile center-of-mass motion. 
For this sample case it has been shown that disper-
sion of the second-order moving average/ (linear 
combination) of the target variable coincides with 
that of the noise in the right-hand part of the sys-
tem of stochastic difference equations.

The results of numerical simulation have been 
presented, which validate the consistency and per-
formance of the regulator constructed in this study.

An inheritance of the stochastic regulator deve-
loped in this study and the earlier developed (e.g., 
[13]) method of non-linear adaptation has been 
shown in terms of their application to a discrete 
object with deterministic noise [14].
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Управление динамическими объектами в условиях неопределенности 
в точечном скользящем режиме

Введение

Одним из прикладных направлений управ-
ления динамическими объектами в условиях 
неопределенности является применение осо-
бых режимов, в частности режимов скольжения 
[1—14]. Несмотря на классическое происхожде-
ние теории скользящих режимов в некоторых 
инженерных задачах это направление сохраня-
ет свою актуальность [10—12]. После некоторо-
го доопределения и регуляризации скользящий 
режим нашел математическую корректность, 
однако он не всегда является полезным для ре-
шения соответствующей практической задачи.

Причина появления теории скользяще-
го режима, по-видимому, связана с желанием 
двигаться по заданной "искусственной фа-
зовой траектории" при конечных коэффици-
ентах усиления. В простом случае в качестве 
такой траектории используется прямая линия 
(или пересечение плоскостей в случае фазо-
вого пространства), проходящая через начало 

координат. Одним из простых приемов орга-
низации движения по искусственным траек-
ториям является "склеивание" отрезков двух 
фазовых портретов, пересекающих гиперпло-
скость навстречу друг другу. Отрезки фазо-
вых траекторий лежат по разные стороны от 
плоскости переключения, причем результиру-
ющий вектор фазовой скорости должен быть 
направлен вдоль линии переключения к нача-
лу координат [1, 2]. При стремлении частоты 
переключений к бесконечности в пределе по-
стулируется, что движение системы происхо-
дит по поверхности переключения, и возни-
кает скользящий режим. При этом движение 
описывается непрерывным дифференциаль-
ным уравнением гиперплоскости, порядок ко-
торого на единицу меньше порядка системы. 
Кроме того, движение по "искусственной фа-
зовой траектории" происходит при конечном 
значении переключаемых коэффициентов. Од-
новременно известен альтернативный вариант 
линейного управления с достаточно большим 

Обсуждается развитие широко известного скользящего режима, который в классической постановке не нашел долж-
ного развития применительно к системам управления. В качестве альтернативы предлагается методика организации 
одной из разновидностей скользящего режима, называемой здесь "точечным скользящим режимом". Отличительная осо-
бенность этого режима заключается в том, что разрывы управления происходят в равностоящих по времени точках 
линии (гиперплоскости) переключения, что позволяет достичь начала координат за конечное число переключений. Воз-
можность изменения временного интервала между этими точками позволяет получить различные режимы: финитный 
режим, при котором из любого начального состояния заданная точка достигается за одно переключение, причем в этом 
режиме линия переключения является "изохроной"; точечный скользящий режим, при котором заданная точка достига-
ется за конечное число переключений; предельный режим, когда длина временных интервалов стремится к нулю, а часто-
та переключений — к бесконечности. С учетом этой особенности вводится понятие "степень скольжения".

Показано, что при вынужденном движении в системах с переменной структурой наблюдается срыв скользящего 
движения, что не позволяет обеспечивать инвариантность относительно внешних возмущений. Предлагаются два 
способа устранения вынужденной составляющей движения. Одно из преимуществ использования точечного сколь-
зящего режима заключается в том, что в целях улучшения работоспособности не требуется использовать погранич-
ный слой, который реализуется путем ввода в алгоритм управления различных логических условий.

Практическая значимость точечного скользящего режима заключается в том, что при небольшой частоте пере-
ключений он позволяет поддерживать показатели качества неопределенного объекта в допустимых пределах. Ис-
следования проводились для одномерных линейных систем (SISO) второго порядка. Результаты могут быть обобщены 
на многомерные системы более высокого порядка.

Решение модельных задач на MATLAB/Simulink позволяет сделать ряд положительных выводов, имеющих важное 
прикладное значение в смысле расширения области использования скользящих режимов, особенно применительно 
к управлению неопределенными объектами.

Ключевые слова: скользящий режим, параметрическая неопределенность, разрывное управление, срыв скользящего 
режима, астатизм, робастность
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коэффициентом усиления [2, 6, 15, 17, 18, 22]. 
В пределе при бесконечно большом коэффици-
енте усиления из-за выпрямления фазового про-
странства все траектории стягиваются к "искус-
ственной фазовой траектории", которой соответ-
ствует "медленная составляющая" движения [17]. 
Эта траектория является разомкнутым аттрак-
тором, конец которого находится в точке равно-
весия [22]. Реализация большого коэффициен-
та усиления требует потребления значительной 
энергии. Поскольку в реальной системе доста-
точно обеспечивать ограниченные значения по-
казателей качества и запасов устойчивости, то 
при реализации коэффициент усиления прини-
мает вполне допустимое большое значение.

В реальной системе скользящий режим со-
ответствует движению не по поверхности раз-
рыва, а в некотором пограничном слое, благо-
даря которому происходит движение. Для фи-
зической реализуемости разрывного движения 
пограничный слой так или иначе должен су-
ществовать. При этом система функционирует 
в квазискользящем режиме. При стремлении 
ширины пограничного слоя к нулю происходит 
"заклинивание" траектории. Эту особенность 
можно наблюдать при компьютерном модели-
ровании системы на MATLAB/Simulink при ре-
лейном управлении u = Ksigns, ввиду того, что 
блок "Sign" благодаря программной реализации 
имеет ничтожно малую ширину гистерезиса.

Скользящий режим обладает рядом замеча-
тельных свойств, не относящихся ни к одной 
из отдельных структур: расширяются динами-
ческие возможности системы; удается получить 
стабильное качество переходных процессов по 
гиперплоскости скольжения, поскольку ее па-
раметры не зависят от реквизитов объекта; си-
стема наделяется двойной инвариантностью 
относительно неизмеряемых ограниченных 
параметрической и сигнальной неопределенно-
стей; не используются средства адаптации, что 
позволяет избавиться от проблемы сходимости 
и квазистационарности при реализации; упро-
щается системотехническая структура; обе-
спечивается движение в нелинейных системах 
путем стыковки поверхностей скольжения, от-
носящихся к различным областям притяжения.

Кажущийся на первый взгляд простым, 
метод разрывного управления в скользящем 
исполнении при реализации наталкивается 
на значительные трудности, связанные с тем, 
что устойчивость и долговечность исполни-
тельных механизмов снижается и, кроме того, 

могут возбуждаться источники высокочастот-
ной паразитной динамики. Здесь подтвержда-
ется сомнительность решения сложных задач 
простыми инженерными приемами в соот-
ветствии со старой истиной: "чудес не быва-
ет" [15—17]. Использование высокочастотных 
разрывных сигналов управления существенно 
ограничивает область применения скользящих 
режимов, особенно для управления промыш-
ленными и техническими объектами, которые 
имеют большую инерционность.

С практической точки зрения можно выде-
лить два вида разрывного управления, обеспе-
чивающих существование и устойчивость сколь-
зящего режима: релейное управление и управле-
ние с переключаемыми коэффициентами.

Релейное управление

Для организации скользящего режима ре-
лейное управление [9—12] (в простейшем слу-
чае двухпозиционное реле без зоны чувстви-
тельности и гистерезиса u = Ksigns) переключа-
ется в зависимости от ошибки регулирования 
не на оси абсцисс 0,x =�  а на линии 0.s c= ε + ε =�  
При достаточно большом значении K по этой 
линии из-за асимметрии возникает скользя-
щий режим. Этим обеспечивается двойная
инвариантность относительно неизмеряемых 
параметрических и внешних возмущений. Тем 
не менее релейный скользящий режим являет-
ся неэкономичным с точки зрения энергопо-
требления. Кроме того, в малой окрестности 
точки равновесия сохраняются высокочастот-
ные разрывные колебания управления с пре-
дельной амплитудой, вызывающие предель-
ный цикл. Для исключения предельного цик-
ла подключение в малой окрестности заданной 
точки обратной связи является не лучшим ре-
шением, поскольку может привести к потере 
инвариантности.

Управление с переключаемыми коэффициентами

Данный класс систем относится к систе-
мам с переменной структурой (СПС) [2—12]. 
Стабилизирующее управление по двум струк-
турам с П-законом управления имеет следую-
щий вид [2, 3]:

 
( ), если ( , ) 0;

( ), если ( , ) 0,

s
s

s

u s
u

u s

+

−

⎧ σ >⎪= ⎨
σ <⎪⎩

e e

e e
 (1)
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где ( 1)( ... )n−= ε ε ε�e  — вектор-строка ошибок 
рассогласования; σ(s, e) — функция переклю-
чения; ( 1)

1 2 ... ns c c −= ε + ε + + ε�  — плоскость пе-
реключения.

Устранение нарушения скользящего режима. 
Разрывное управление (1) обеспечивает скользя-
щее движение по всей линии s = 0 только для си-
стем со свободным движением, другими словами, 
двигающихся без влияния внешних сил (уставки 
и внешних возмущений) под воздействием нену-
левых начальных условий. При этом оба фазовых 
портрета являются центральными — точка рав-
новесия находится в начале координат. При вы-
нужденном движении, когда действуют внешние 
силы, из-за смещения точек равновесия по мере 
приближения к началу координат наблюдается 
срыв скользящего режима [9].

Для устранения срыва можно использовать 
следующие способы:
 � использование корректирующего управ-

ления uk, которое при каждом нарушении 
скользящего режима, подобно многоуров-
невому релейному сигналу, ступенчато воз-
растает [9];

 � для априори известных входов (уставки и 
возмущения) с помощью дополнительного 
астатического регулятора система наделяется 
астатическим свойством, при котором ста-
тическая ошибка равняется нулю. Движение 
астатической системы из-за компенсации 
входов равносильно свободному движению.
Первый способ — использование корректи-

рующего управления. На конкретном примере 
рассмотрим алгоритм устранения срыва сколь-
зящего движения при управлении колебатель-
ным объектом

 1 2( ) ( ) ( ) ( );

,s k

y t a y t a y t bu f t

u u u

+ + = +
= +

�� �
 (2)

при вынужденном движении [9].
Здесь 1 20,5, 1, 1, ( ) sin(2 ).a a b f t t= = = =  

Пусть уставка g(t) = 1(t). Стабилизирующее 
управление us определяется выражением (1) 
при 2, 4, 0,8.s su u c+ −= α = = β = − =  Корректиру-
ющее управление uk формируется только при 
выходе фазовой траектории из пограничного 
слоя заданной ширины [9].

На рис. 1, а, б показаны динамические ха-
рактеристики системы.

Из рис. 1 ясно видны интервалы наруше-
ния скользящего режима и его восстановление. 
Сигнал компенсации uk формируется только 
в точках нарушения скользящего движения 3, 
2 и 1 (рис. 1, а). Переходная характеристика у(t) 
после t = 8 с достигает своего заданного значе-
ния g = 1 (рис. 1, а). Недостатком этого способа 
является то, что алгоритм устранения срабаты-
вает после обнаружения факта нарушения.

Второй способ — наделение системы аста-
тизмом. В качестве обобщенной передаточной 
функции (ПФ) астатического регулятора будем 
использовать выражение [18]
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где ρ — натуральное число; ρ ∈ Z, ρ l 1 — по-
рядок астатизма по полиномиальному входу
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причем dn = 1.
Условие физической реализуе-

мости ПФ (3): m m ρ + n.
Для обеспечения астатизма 

многочлен DA(s) должен содер-
жать все чисто мнимые (граница 
колебательной устойчивости) и 
неустойчивые полюса (корни зна-
менателя) изображения входных 
сигналов как по уставке, так и по 
внешнему возмущению. Нулевые 
полюса (граница апериодической 
устойчивости) включены в струк-
туру самой ПФ (3). При таком под-

Рис. 1. Динамические характеристики системы с устранением нарушения сколь-
зящего режима (1, 2, 3 — точки нарушения скользящего режима)
Fig. 1. Dynamic characteristics of the system with elimination of sliding mode violation
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ходе полюса астатического регулятора в каче-
стве нулей входят и в ПФ замкнутой системы. 
В результате сокращения одинаковых нулей и 
полюсов вынужденная составляющая движе-
ния в одномерной по входу и выходу системе 
(SISO) компенсируется.

Многочлен MA(s) в простом случае может 
быть подобран из условия устойчивости зам-
кнутой системы или определен из условия ми-
нимума некоторого интегрального критерия.

Для ясности рассмотрим пример построе-
ния астатического регулятора для объекта (2).
Здесь входы системы g(t) = 1(t), f(t) = sin(2t). 
Соответствующие изображения G(s) = 1/s,
F(s) = 2/(s2 + 4). Полюсами являются p1 = 0,
p2,3 = ±2i. Разложения по полюсам s – 0,
(s + 2i)(s – 2i) должны входить в знаменатель 
D(s) = sDA(s) = (s – 0)(s + 2i)(s – 2i) ПФ (3). По-
скольку не имеются устойчивые полюса, ко-
торые можно и не включить в D(s), то можно 
просто написать D(s) = s(s2 + 2). Если среди вхо-
дов имеются одинаковые полюса, то использу-
ется один из них. Для числителя принимаем
MA(s) = m0 + m1s. Если этим невозможно повли-
ять на все неустойчивые моды характеристиче-
ской матрицы системы, то порядок числителя 
можно увеличивать включительно до m = 3.

Таким образом, при указанных входах аста-
тический регулятор имеет вид

 1 0
2 .

( 4)
A

m s m
W

s s

+
=

+

Выход us стабилизирующего регулятора 
с переменной структурой (1) подается на вход 
астатического регулятора (3). Поскольку моди-
фицированная система совершает свободное 
движение, то с помощью скользящего режима 
можно обеспечить инвариантность относи-
тельно параметрических неопределенностей 
в пределах выполнения условия существования 
и устойчивости скользящего режима 0,ss <�  ко-
торое при использовании астатического регу-
лятора зависит только от параметров системы.

Соотношение 0ss <�  можно легко получить, 
если в методе функции Ляпунова принимать
V = 1/2eтQe, где rankQ = 1. При этом получа-
ется разлагающаяся на линейные множители 
квадратичная форма V = (1/2)s2, производная 
по времени которой равна ,V =� �ss  а достаточ-
ным условием устойчивости является условие 

0ss <�  [8].
Недостатки использования астатического 

регулятора:

 � увеличение порядка системы; даже при про-
стом стационарном гармоническом сигнале 
f(t) = sin(2t) порядок системы увеличивается 
на 2 единицы;

 � потеря грубости при неточном сокращении 
нулей с полюсами;

 � для решения задачи синтеза уставка и 
внешнее возмущение должны быть априори 
известными;

 � зависимость ПФ астатического регулятора 
от типа g(t), f(t) и при их изменении необхо-
димость перестройки регулятора.

Реализация точечного скользящего режима

Из-за наличия инерционности и запазды-
вания в различных узлах реальная система 
функционирует в квазискользящем режиме. 
Построение алгоритмов управления, позволя-
ющее получить квазискользящий режим, свя-
зано с вводом пограничного слоя вдоль линии 
разрыва s = 0. В этом направлении существует 
множество способов и технических решений.

Отметим основные из них:
 � организация движения по пограничному 

слою ( ) ( ) ;s t s t≡ δ∓
 � задержка функции переключения 

( ) ( );s t s t≡ − τ
 � использование двухпозиционного реле с зо-

ной нечувствительности u = 0, если s(t) m |s0|), 
а также с отстающим гистерезисом;

 � использование релейно-линейного управле-
ния u = sat(ε, Δ), где Δ — интервал линей-
ности;

 � включение в цепь обратной связи инерци-
онного звена с малой постоянной времени;

 � использование нечеткого скользящего ре-
жима [7, 23].
При реализации указанных способов могут 

возникнуть затруднения системотехнического 
характера и сложность настройки.

В данной статье предлагается совершенно 
иной способ организации квазискользящего ре-
жима, где переключение управления осущест-
вляется в изолированных точках плоскости пе-
реключения s = 0, причем фазовая траектория 
системы между этими точками остается в малой 
окрестности плоскости переключения без введе-
ния каких-либо специальных коридоров.

Близость отрезков траекторий к s = 0 зави-
сит от временного интервала между точками 
разрыва, который является постоянным и за-
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дается при настройке регулятора. Максималь-
ное удаление от s = 0 наблюдается, когда фазо-
вая траектория достигает начала координат за 
одно переключение.

Идея используемой нами методики связана 
с работой Т. Мицумаки, представленной на 
1-м конгрессе IFAC в 1960 г. (г. Москва) [19], 
в которой предложен новый метод регулиро-
вания, предусматривающий аппроксимацию 
оптимальной кривой переключения прямой 
линией в задаче оптимального быстродей-
ствия второго порядка. Угловой коэффициент 
линии переключения выбирается таким об-
разом, чтобы траектория из любого начально-
го состояния достигала начала координат за 
одно переключение. В целях предотвращения 
скользящего режима вторая часть траектории 
после попадания изображающей точки на ли-
нию переключения s = 0 формируется посто-
янным управлением, пропорциональным абс-
циссе точки попадания. При "неправильной" 
настройке в малой окрестности линии s = 0 на-
блюдалось движение (от точки к точке), состо-
ящее из отрезков второй структуры, вызванное 
многократным переключением управления. 
Однако подобный режим был "отбракован" и 
его робастное свойство, которое могло бы быть 
использовано для управления неопределенных 
объектов, осталось без внимания. В настоя-
щее время возможность компьютерного моде-
лирования системы управления на MATLAB/
Simulink позволило обнаруживать эффекты,
не доступные используемым в то время графо-
аналитическим исследованиям.

Методика аппроксимации оптимальной ли-
нии переключения прямой линией в задаче оп-
тимального быстродействия проанализирована 
также в работе [20]. В зависимости от началь-
ных условий выделены различные режимы дви-
жения: движение по оптимальной линии пере-
ключения (парабола) для весьма ограниченного 
множества начальных условий; движение по 
аппроксимирующей линии в скользящем ре-
жиме; последовательное движение — режим 
переключений, далее режим скольжения.

Отличительная особенность алгоритма 
Т. Мицумаки состоит в том, что при опреде-
ленной настройке из произвольного начально-
го состояния начало координат достигается за 
одно переключение. Эта особенность указыва-
ет на высокую степень оптимальности и систе-
мотехническое преимущество данного способа 
управления.

Учитывая результаты [19], уравнение регу-
лятора с переменной структурой, реализующе-
го точечный скользящий режим, представим 
в следующем виде:

 
,           если 0;

const,  если 0.s
u

−αε σ >⎧
= ⎨βε = σ <⎩

 (4)

Здесь σ = sε — функция переключения; 
0s c= ε + ε =�  — линия переключения; α, β,

c > 0 — параметры настройки; ε = g – y — 
ошибка регулирования; g — уставка (задание); 
εs ∈ {e : s = 0} — абсцисса точки попадания изо-
бражающей точки на линию s = 0.

Прототипом (4) является классический по-
лупропорциональный регулятор В. Фернера 
[21], в котором переключение структур про-
водится на оси абсцисс 0.ε =�  Это приводит 
к "режиму переключений", при котором пере-
ходная характеристика является чрезмерно ко-
лебательной. По-видимому, эта особенность и 
стала причиной, ограничивающей дальнейшее 
развитие указанного направления.

Разрывное управление (4) позволяет полу-
чить различные режимы:
 � финитный режим — из произвольного на-

чального состояния начало координат (задан-
ная точка) достигается за одно переключение. 
Линия переключения является "изохроной";

 � точечный скользящий режим — заданная 
точка достигается за конечное число пере-
ключений управления. Этот режим исполь-
зуется для управления параметрически нео-
пределенными объектами при существенно 
меньшей частоте переключений управле-
ния, чем обычный скользящий режим;

 � движение по s = 0, когда число переключе-
ний стремится к бесконечности.
Кроме того, в малой окрестности начала ко-

ординат исключается возникновение предель-
ного цикла.

Результаты моделирования

На рис. 2, а—г показаны динамические ха-
рактеристики указанных выше режимов. Мо-
делирование выполнено на MATLAB/Simulink 
при уставке g = 1(t), параметрах настройки α = 1,
β = –2, c = [0,5; 1,5; 2] и астатическом объекте 
типа "двойной интегратор" Wob = 1/s2.

Важной задачей является исследование ро-
бастных свойств системы относительно па-
раметрических и внешних возмущений. Не 
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нарушая общности, исследование робастных 
свойств точечного скользящего режима будем 
выполнять на примере инерционного объекта 
1-го порядка:

 ,
1ob

k
W

Ts
=

+

где T — постоянная времени; k — коэффици-
ент усиления объекта.

Чтобы не повысить порядок системы, в каче-
стве входов принимаем простые сигналы типа 
"единичный скачок" g(t) = f(t) = 1(t). Тогда, со-
гласно общей методике, при номинальных па-
раметрах T = 2,5; k = 2 астатический регулятор 
(3) примет вид: WA = 1,25/s. При моделировании 
использовано дифференциальное уравнение

 ( ) .y t ay bu= − +�

Пусть объект имеет параметрическую не-
определенность на интервале 0 m a m 1, b = 1. 
На указанном интервале изменения параметра 
должно выполняться условие 0.ss <�

На рис. 3 при α = 2, β = –2, c = 2 показана 
схема моделирования системы.

На схеме основным функциональным узлом 
является блок c управляемой памятью со сбро-
сом "If Action".

На рис. 4 представлены характеристики си-
стемы для трех значений параметра a = {0  0,4  1}.
Как видно из рис. 4, а, пучок переходных ха-
рактеристик {y(t)} для большого разброса пара-
метра системы имеет высокую концентрацию, 
что позволяет убедиться в том, что в точечном 
скользящем режиме, как и в обычном, система 
обладает робастным свойством. Однако частота 
переключений здесь гораздо меньше (рис. 4, б).

Рис. 2. Динамические характеристики системы при различных режимах:
а — финитный режим; б — точечный скользящий режим; в — точечный скользящий режим с большим числом переключений
Fig. 2. Dynamic characteristics of the system in various modes:
а — finite mode; б — point sliding mode; в — point sliding mode with a large number of switching



720 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 20, № 12, 2019

Кроме того, все фазовые траектории по-
сле попадания на линию переключения s = 0
двигаются в начало координат по ее малой 
окрестности (рис. 4, в). Этим еще раз под-
тверждается небольшой разброс переходных 
характеристик {y(t)}.

Для количественной оценки показателя 
робастности можно использовать методику, 
предложенную в работе [22].

Заключение

Рассматриваемая в статье задача является 
классической, современное компьютерное мо-
делирование позволило выявить ряд эффек-
тов, не обнаруженных в результате графоана-
литических исследований.

В работе предложена одна из разновидно-
стей скользящего режима, отличительной осо-

бенностью которой является тот факт, что раз-
рывы управления происходят в равностоящих 
по времени точках линии (гиперплоскости) 
переключения. Такой подход позволяет, во-
первых, достичь начала координат как за одно 
(финитный режим), так и за конечное число 
переключений.

Поскольку частоту точечного скользящего 
режима можно регулировать, то в дальнейших 
исследованиях можно использовать понятие 
"степень скользящего режима": 0 m θ m 1. При
θ = 0 начало координат достигается за одно 
переключение. При этом линия переключения 
используется для аппроксимации оптимальной 
кривой переключения в задачах оптимального 
быстродействия. Линия переключения явля-
ется "изохроной", т. е. попавшие на эту линию 
все траектории после переключения достига-
ют начала координат за одинаковое время. Эту 
особенность можно использовать в различных

Рис. 3. Схема моделирования системы на Simulink

Fig. 3. Simulink system simulation diagram

Рис. 4. Характеристики системы при параметрической неопределенности (1 — при а = 0; 2 — при а = 0,4; 3 — при а = 0,8)
Fig. 4. System characteristics with parametric uncertainty (1 — at а = 0; 2 — at а = 0,4; 3 — at а = 0,8)
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областях физической технологии, также и 
в военном деле.

θ = 1 соответствует предельной частоте. 
Этот режим целесообразно использовать для 
управления в условиях существенной неопре-
деленности.

Управление второй структурой каждый раз 
корректируется в зависимости от координаты 
точки попадания (которая уменьшается по мере 
приближения к началу координат), т. е. имеет 
дискретную обратную связь. Такая зависимость 
позволяет автоматически поддерживать участ-
ки фазовой траектории между точками разры-
ва в малой окрестности линии переключения. 
Также исключается возникновение предельно-
го цикла. Поэтому не приходится дополнять 
систему различными логическими конструк-
циями в целях создания пограничного слоя.

Для восстановления срыва скользящего ре-
жима при вынужденном движении предложены 
два способа. Первый из них основан на интегри-
ровании участков траектории, вышедших за пре-
делы пограничного слоя. Второй способ пред-
усматривает наделение системы астатическим 
свойством для априори известных входов (устав-
ка и возмущение). При этом движение системы 
состоит только из свободной со ставляющей.

Практическая значимость точечного сколь-
зящего режима заключается в том, что при не-
большой частоте переключений он позволяет 
поддерживать показатели качества неопреде-
ленной системы в допустимых пределах. Кро-
ме того, расширяется множество комбинаций 
переключаемых структур (фазовых портретов).

Исследования проводились для одномер-
ных линейных систем (SISO) второго порядка. 
Результаты могут быть обобщены на много-
мерные системы более высокого порядка.

Решение модельных задач на MATLAB/Si-
mulink позволяет сделать ряд положительных 
выводов, имеющих важное прикладное значение 
в смысле расширения области использования 
скользящих режимов, особенно применительно 
к управлению неопределенными объектами.
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Abstract
There is development of the well-known sliding mode, which in the classical formulation didn’t find the development to be ap-

plied to control systems discussed. Alternatively, there is method of organizing one of the uniformity of the sliding mode called the 
"point sliding mode" proposed. The distinctive feature of this mode is that here the control gaps occur at time-equal points of the 
switching line (hyperplane) which allows the origin of coordinates for a finite number of switches. The possibility of changing the 
time interval between these points makes it possible to obtain various modes: a finite mode, in which a given point is reached from 
any initial state in one switch, and in this mode the switch line is "isochronous"; point sliding mode in which a given point is reached 
in a finite number of switchings; limit mode, when the length of time intervals tend to zero, and the switching frequency to infinity. 
Considering this feature the concept of "degree of slip" is introduced. It is shown that in the case of forced movement in the SPS, a 
sliding motion is observed, which does not allow for ensuring invariance with respect to external disturbances. There are two ways 
to eliminate the forced component of the movement offered. One of the advantages of using a point sliding mode is that, in order 
to improve performance, it is not necessary to use a boundary layer, which is realized by entering various logical conditions into 
the control algorithm. The practical significance of a point sliding mode lies in the fact that, with a small switching frequency, it is 
possible to maintain the quality indices of an undefined object within an acceptable interval. The studies were conducted for one-
dimensional second-order linear systems (SISO). Results can be generalized for higher order multidimensional systems. Solution of 
model problems on MATLAB / Simulink allows us to make a number of positive conclusions that are of great practical importance 
in terms of expanding the area of use of skipping modes, especially in relation to the management of undefined objects.

Keywords: sliding mode, parametric uncertainty, discontinuous control, sliding mode failure, astatism, robustness
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Цифровой анализ амплитудного спектра вибрационных сигналов
на основе Фурье-обработки результата

бинарно-знакового аналого-стохастического квантования1

Введение

Работа  вращающихся машин и механизмов 
сопровождается механическими вибрациями. 
Бесконтрольное развитие процессов вибрации 
может привести к необратимым дефектам и 
стать причиной частичного или полного на-
рушения нормального режима эксплуатации 
технических объектов. В зависимости от спо-
собов механического соединения и динамиче-
ского взаимодействия деталей и узлов большая 
часть дефектов проявляет себя в виде распре-
деленной совокупности гармонических со-
ставляющих в амплитудном спектре вибраци-
онных сигналов. При этом каждому источнику 
механической вибрации будут соответствовать 
определенные спектральные составляющие. 
Вследствие этого диагностика зарождающих-
ся дефектов и предупреждение их развития на 

1Статья подготовлена при финансовой поддержке РФФИ 
в рамках выполнения научных проектов № 19-08-00228-А и 
№ 18-08-00253-A.

ранней стадии приводит к необходимости по-
стоянного мониторинга спектрального состава 
вибрационных сигналов в широком диапазоне 
частот на рабочих режимах функционирова-
ния объектов диагностики [1—6].

Анализ спектрального состава вибрационных 
сигналов осуществляется с использованием диа-
гностического обеспечения, которое представ-
ляет собой комплекс взаимоувязанных правил, 
методов, алгоритмов и средств, необходимых 
для диагностирования работы объекта на всех 
этапах его жизненного цикла [7]. Основу диа-
гностического обеспечения составляют методы 
и средства спектрального анализа. Реальные ме-
ханические вибрации представляют собой слож-
ные многокомпонентные колебательные про-
цессы, которые обладают свойством повторяе-
мости через определенные интервалы времени 
[8]. Одним из наиболее эффективных методов 
анализа спектрального состава таких сигналов 
является гармонический анализ Фурье [9]. Дан-
ный вид анализа позволяет разложить сигнал 
вместе с присутствующим в нем шумом по гар-
моническим функциям и обеспечивает иденти-

Рассматривается задача разработки цифрового алгоритма для оперативного гармонического анализа сложных по 
составу вибрационных сигналов. Основой решения данной задачи стало обобщенное уравнение статистических измере-
ний, которое определяет измерительную процедуру как последовательное выполнение взаимосвязанных измерительных 
и вычислительных преобразований. В процессе разработки алгоритма особое внимание уделено аналого-цифровому пре-
образованию, поскольку оно непосредственно влияет на вычислительную эффективность цифровых процедур получения 
конечного результата. В качестве такого преобразования обосновано применение бинарно-знакового аналого-стохасти-
ческого квантования, которое позволяет выполнять двухуровневое квантование без систематической погрешности неза-
висимо от статистических свойств анализируемых сигналов. Дискретно-событийная модель результата бинарно-знако-
вого аналого-стохастического квантования позволила осуществить аналитическое вычисление операций интегрирования 
при переходе к оценке амплитудного спектра в цифровом виде. Как следствие, разработанный алгоритм гармонического 
анализа не требует выполнения операций цифрового умножения, характерных для классических алгоритмов, которые 
основаны на вычислении прямого дискретного преобразования Фурье. Выполнение алгоритма сводится к реализации ариф-
метических операций сложения и вычитания значений косинусоидальной функции в моменты времени, определяемые 
результатом бинарно-знакового аналого-стохастического квантования. Исключение операций цифрового умножения 
обеспечило повышение вычислительной эффективности оценивания амплитудного спектра. Лабораторные исследования 
разработанного алгоритма проводились с использованием имитационного моделирования. Результаты моделирования 
показали, что алгоритм позволяет вычислять оценки амплитудного спектра сложных сигналов с высокой точностью 
и частотным разрешением при наличии аддитивного шума. В реальных условиях апробация разработанного алгоритма 
была проведена при стендовых исследованиях эксплуатационного состояния автобуса МАЗ-206067, предназначенного для 
перевозки пассажиров на городских и пригородных маршрутах средней загруженности. Анализ результатов эксперимен-
тальных исследований подтвердил возможность использования алгоритма в составе диагностического обеспечения для 
оперативного мониторинга вибрационных сигналов в условиях сложной шумовой обстановки.

Ключевые слова: гармонический анализ, амплитудный спектр, бинарно-знаковое аналого-стохастическое кван-
тование, цифровой алгоритм, диагностическое обеспечение
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фикацию спектральных составляющих в широ-
ком диапазоне частот [10—12].

Интенсивное развитие вычислительной тех-
ники привело к тому, что в настоящее время 
гармонический анализ преимущественно осу-
ществляется в цифровом виде с использовани-
ем программных средств. Переход к цифровым 
методам гармонического анализа объясняет-
ся улучшением разрешения по частоте и по-
вышением способности обнаруживать слабые 
гармонические составляющие. Однако непре-
рывное развитие и возрастающая сложность 
производственных процессов приводят к не-
обходимости постоянного повышения ресурс-
ной и временной эффективности средств циф-
рового гармонического анализа. Решение дан-
ной задачи приобретает особое значение, когда 
требуется оперативное установление наличия 
неисправностей в условиях экстремального ре-
жима работы объекта диагностики [9].

Постановка задачи

Проблему повышения эффективности циф-
ровой обработки сигналов традиционно реша-
ют с использованием двух подходов к организа-
ции вычислительных процедур: во-первых, за 
счет улучшения схемотехнических решений и 
повышения общей производительности вычис-
лительных средств, во-вторых, путем подго-
товки исходных данных в виде упорядоченных 
алгебраических структур и оптимизации про-
граммного кода [13—19]. Однако данная про-
блема не может быть успешно решена только за 
счет возрастающей мощности вычислительной 
техники и использования структурно-органи-
зационного подхода к реализации вычислитель-
ных процедур. Это объясняется тем, что вре-
менные характеристики программных средств 
во многом определяются математической мо-
делью вычислительного процесса и выбором 
алгоритмических решений и конструкций ее 
практической реализации [20]. Поэтому раз-
работка математического обеспечения и синтез 
на его основе алгоритмического обеспечения, 
приводящего к снижению системных издержек 
и повышению вычислительной эффективности 
программных средств гармонического анализа, 
являются актуальной задачей.

Цифровая обработка сигналов осущест-
вляется в соответствии с заданным вычисли-
тельным алгоритмом и предполагает предва-
рительное формирование исходного массива 
дискретных данных. Обычно в процессе раз-
работки вычислительных алгоритмов преоб-
разование сигналов в цифровую форму рас-
сматривается как предопределенная вынуж-

денная процедура. При этом априори считают, 
что подлежащие цифровой обработке массивы 
отсчетов анализируемого сигнала формируют-
ся с использованием классического аналого-
цифрового преобразования. Суть такого пре-
образования состоит в том, что цифровой код 
мгновенных значений непрерывного аналого-
вого сигнала получают в результате выполне-
ния операций равномерной дискретизации во 
времени и многоуровневого квантования.

Одним из важнейших требований, предъявля-
емых к аналого-цифровому преобразованию, яв-
ляется обеспечение необходимой точности пред-
ставления сигналов в цифровом виде в пределах 
динамического диапазона изменения их значений 
[9]. В цифровых системах существенное влияние 
на значение динамического диапазона оказыва-
ют эффекты квантования сигнала по уровню. 
Динамический диапазон может быть уменьшен 
при наличии любых факторов, искажающих ре-
зультат квантования сигнала. Обычно в целях 
обеспечения требуемой точности оцифровки сиг-
нала увеличивают число уровней квантования. 
Это приводит к тому, что классические цифровые 
алгоритмы гармонического анализа методом дис-
кретного преобразования Фурье приводят к не-
обходимости выполнения существенного числа 
многоразрядных операций умножения, что тре-
бует значительных временных затрат. При этом 
с увеличением разрядности цифровых отсчетов 
сигнала или размерности дискретного преобра-
зования Фурье эти затраты возрастают. Поэтому 
перспективным подходом к решению задачи раз-
работки эффективных в вычислительном отно-
шении программных средств для гармонического 
анализа является уменьшение общего числа опе-
раций цифрового умножения и алгоритмические 
способы ускорения их выполнения.

Разработка алгоритма гармонического анализа 
с использованием бинарно-знакового
аналого-стохастического квантования

Основой решения поставленной задачи ста-
ла концепция обобщенного уравнения стати-
стических измерений. Это уравнение опре-
деляет процедуру измерения вероятностных 
характеристик в операторной форме, и его 
можно рассматривать как первый этап постро-
ения алгоритмического базиса процедур вы-
числения цифровых оценок [21, 22].

Согласно обобщенному уравнению статисти-
ческих измерений алгоритм оценивания любой 
вероятностной характеристики можно одно-
значно представить как выполнение в опреде-
ленной последовательности совокупности вза-
имосвязанных измерительных и вычислитель-
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ных преобразований. Естественно, что в случае 
цифровых алгоритмов обязательным является 
преобразование сигналов в цифровую форму. 
В рамках обобщенного уравнения статистиче-
ских измерений данный вид преобразования 
можно рассматривать как предварительную 
обработку анализируемого сигнала, которая 
непосредственно влияет на вычислительную 
сложность последующих цифровых процедур, 
осуществляемых в процессе получения конеч-
ного результата. Следовательно, разработать 
экономичный в вычислительном отношении 
цифровой алгоритм гармонического анализа 
можно за счет выбора такого метода дискретно-
го представления сигналов, который позволил 
бы упростить цифровую обработку сигналов. 
Исходя из этого в качестве аналого-цифрового 
преобразования сигналов предлагается исполь-
зовать бинарно-знаковое аналого-стохастиче-
ское квантование. Такое квантование позво-
ляет осуществлять двухуровневое квантование 
без систематической погрешности независимо 
от статистических свойств анализируемых сиг-
налов [22—25]. Математически результат бинар-
но-знакового аналого-стохастического кванто-
вания можно записать в следующем виде:
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где x(t) — наблюдаемая реализация анализи-
руемого сигнала X(t); ξ(t) — вспомогательный 
случайный сигнал.

Вспомогательный случайный сигнал ξ(t) 
выполняет функцию стохастического порога 
квантования. Он имеет равномерное распреде-
ление и принимает значения в пределах интер-
вала с нижней границей –ξmax и верхней гра-
ницей +ξmax, где значение величины ξmax долж-
но быть больше максимально возможного по 
модулю значения квантуемой реализации x(t).

Сущность гармонического анализа Фурье 
состоит в представлении сигналов в виде сум-
мы гармонических составляющих, которые об-
разуют амплитудный спектр. В соответствии 
с этим математическая модель центрированно-
го (т. е. без постоянной составляющей) сигнала 
может быть записана следующим образом:
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где αk, ϕk и f0 — соответственно амплитуды, на-
чальные фазы и основная частота гармониче-
ских составляющих; ak и bk — коэффициенты 

ряда Фурье; e(t) — статистически независимый 
по отношению к сигналу аддитивный широ-
кополосный шум с нулевым математическим 
ожиданием.

Пусть гармонический анализ сигнала ( )
o
X t  

осуществляется на интервале времени дли-
тельностью T. В пределах этого интервала вре-
мени с учетом выполнения бинарно-знакового 
аналого-стохастического квантования оценки 
коэффициентов ряда Фурье будем искать 
в следующем виде [26—31]:

 

�

�
0

0

( ) cos 2 ;

( ) sin 2 ,

T

k

T

k

a f z t k ftdt

b f z t k ftdt

= λΔ π Δ

= λΔ π Δ

∫

∫

где λ = 2ξmax; Δf = 1/T — предельное разрешение 
по частоте.

Тогда имеем:

� 2 2 2
1 2 2 1 1 2

0 0

( ) ( ) cos 2 ( ) .
T T

k f z t z t k f t t dt dtα = λ Δ π Δ −∫ ∫  (1)

Результат бинарно-знакового аналого-стоха-
стического квантования z(t) принимает значе-
ния, равные только –1 и +1. Поэтому согласно 
теории дискретно-событийного моделирования 
его можно представить во времени как дискрет-
ную последовательность событий, где каждому 
событию соответствует смена его значения [32]. 
С учетом такой модели результат бинарного 
знакового аналогово-стохастического кванто-
вания на интервале времени t ∈ [0; T] можно 
однозначно представить в виде его начального 
значения z(t0) и множества отсчетов времени 
{ :  1 1},z

it i I −m m  в которые он последователь-
но меняет свое значение [23, 26—31]. При этом
t0 = 0 и .z

It T=  Исходя из этого оценку (1) пред-
ставим в виде суммы интегралов:
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= =
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π Δ −

∑ ∑

∫ ∫
 (2)

В соотношении (2) интегралы по перемен-
ным t1 и t2 вычисляются аналитически. После 
их вычисления получим:

�
2 12 2

,
1

,

( 1) ( 1) cos 2 ;

2 , , ( ) 2,

I I
i j

k j ik
i h j i

z z
k j i j i

A C k f

A k t t С I h

− −

= = +

⎛ ⎞
α = + − − π Δ Δτ⎜ ⎟

⎝ ⎠

= λ π Δτ = − = −

∑ ∑
 (3)

где h = 0, если I — четное, и h = 1, если I — не-
четное.
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В выражении (3) изменим порядок сумми-

рования. Тогда оценка � 2
kα  примет вид

 �
12 2

,
1

( 1) ;
I h

j
k k jk

j
A С D

− −

=

⎛ ⎞
α = + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  (4)

 
1

, ,cos 2 .
I j

k j j i i
i h

D k f
− −

+
=

= π Δ Δτ∑  (5)

Для того чтобы получить алгоритм вычис-
ления оценки � 2

kα  в цифровой форме в форму-
ле (5) перейдем к числовому представлению 
множества отсчетов времени { : 1 1}.z

it i I −m m  
Это можно сделать, если использовать класси-
ческий подход к цифровому представлению 
интервалов времени. Согласно этому подходу 

,z z
i it t= η Δ  где Δt — период следования счетных 

импульсов. Тогда будем иметь множество це-
лых чисел { ,  1 1}.z

i i Iη −m m  Отметим, что 
0 0.zη =  Время анализа будет равно T = NΔt. 

Следовательно, .z
I Nη =  В результате для вы-

ражения (5) получаем:

 
1

1
, ,cos 2 ,

I j

k j j i i
i h

D kN
− −

−
+

=
= π Δη∑  (6)

где , .z z
j i i j i i+ +Δη = η − η

Соотношения (4) и (6) определяют процеду-
ру вычисления оценок амплитуд � kα  гармони-
ческих составляющих на дискретных частотах 
fk = kΔf с разрешением по частоте Δf = (NΔt)–1. 
На основе этих соотношений разработан циф-
ровой алгоритм оценивания амплитудного 
спектра. Ниже представлена краткая последо-
вательность выполнения основных действий, 
определяемых этим алгоритмом.

1. На интервале времени t ∈ [0; T] форми-
руется z(t).

2. Определяются отсчеты времени { ,z
iη  

1 1};i I −m m  0 0;zη =  .z
I Nη =

3. max2 SQRT(2) ;В = ξ π  2 .NΩ = π
4. C = I/2, если I — четное, иначе C = (I – 1)/2.
5. Для k = 1, 2, 3, ..., K выполняются действия:
5.1. Ak = B/k; Gk = C; ωk = Ωk.
5.2. Для j = 1, 2, 3, ..., (I – 1 – h) выполняют-

ся действия:
5.2.1. Dk,j = 0.
5.2.1.1. Для i = h, ..., (I – j – 1) выполняются 

действия:

 , , , ,; cos .z z
j i i j i i k j k j k j i iD D+ + +Δη = η − η = + ω Δη

5.2.2. ,( 1) .j
k k k jG G D= + −

5.3. � SQRT( ).k kk A Gα =
6. Вывод результатов � kα  для k = 1, 2, 3, ..., K.
В отличие от существующих классических 

алгоритмов гармонического анализа, основан-

ных на вычислении прямого дискретного пре-
образования Фурье, разработанный алгоритм 
практически не требует выполнения много-
разрядных операций цифрового умножения. 
Нетрудно видеть, что его выполнение сводит-
ся в основном к реализации арифметических 
операций сложения и вычитания отсчетов ко-
синусоидальной функции 1

,cos 2 j i ikN −
+π Δη .

Такой результат обеспечивает повышение вы-
числительной эффективности оценивания 
амплитудного спектра сложных сигналов. По-
лученный алгоритм послужил основой для 
разработки специализированного программ-
ного модуля, который может быть использован 
в составе диагностического обеспечения для 
комплексного мониторинга вибрационного 
состояния различных по назначению и соста-
ву технических объектов.

Результаты экспериментальных исследований

Экспериментальные исследования алгоритма 
проводились с использованием имитационного 
моделирования выполнения процедуры бинар-
но-знакового аналого-стохастического кванто-
вания. Для этого был разработан специализи-
рованный программный модуль формирования 
множества отсчетов времени { ,  1 1}.z

i i Iη −m m
В лабораторных условиях модель центри-

рованной реализации анализируемого сиг-
нала представляла собой аддитивную смесь 
гармонических составляющих с нормирован-
ными частотами ] ]н 0; 0,5kf ∈  и амплитудами 

] ]0;  1 .kα ∈  Начальные фазы ϕk задавались рав-
номерно распределенными в пределах от –π
до +π. Шум e(t) представлял собой аддитивный 
белый шум с нулевым математическим ожи-
данием и единичной дисперсией. В частности, 
такая модель содержала пять гармонических 
составляющих, параметры которых приведены 
в таблице, где αmax = 1. В этой же таблице пред-
ставлены результаты вычисления оценок � kα  
и значения относительных погрешностей для 
этих оценок �100( )/k kkα αδ = − α α  в процентах.

На рис. 1 представлены сумма гармониче-
ских составляющих (рис. 1, а) и модель цен-

Параметры гармонических составляющих и их оценки

Parameters of harmonic components and their estimations

k н
kf αk ϕk �

kα δk, %
αk/αmax, 

дБ
Сигнал/
шум, дБ

1 0,2 0,1 –2,6876 0,1020 2,0 20,0 –23,0

2 0,225 0,3 2,5576 0,3025 0,83 10,46 –13,5

3 0,25 1,0 –0,6582 0,9985 –0,15 0 –3,0

4 0,275 0,3 0,9334 0,2947 1,76 10,46 –13,5

5 0,3 0,1 2,1163 0,0997 –0,3 20,0 –23,0
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трированной реализации сигнала с учетом до-
бавления аддитивного белого шума (рис. 1, б). 
На рис. 2 приведена оценка амплитудного 
спектра, а также нормированная оценка ам-
плитудного спектра в децибелах. Они вычис-
лены с разрешением 0,001 единиц нормиро-
ванной частоты.

Результаты моделирования показывают, что 
разработанный алгоритм обеспечил обнаруже-
ние всех гармонических составляющих, поло-
жение которых в оценке амплитудного спектра 
соответствует табличным данным. Они четко 
различимы и не маскируются шумом. Ложных 
линий и расщепления линий не наблюдается. 
Значения оценок � kα  вычислены с относитель-
ными погрешностями δα, которые не превыша-
ют двух процентов по абсолютной величине. 
Это говорит о высокой точности оценивания 
амплитудного спектра в статистическом смыс-
ле. Следует особо отметить, что спектральная 
оценка шума остается на достаточно низком 
уровне по отношению к оценкам амплитуд. 
Она практически не превышает –40 дБ. Это 

свидетельствует о высокой устойчивости алго-
ритма к внешним аддитивным шумам.

В реальных условиях алгоритм был апро-
бирован при стендовых исследованиях экс-
плуатационного состояния автобуса марки 
МАЗ-206067 (категория М3, класс I). Данный 
автобус предназначен для перевозки пассажи-
ров на городских и пригородных маршрутах 
средней загруженности. Он оснащен двигате-
лем Mercedes-Benz OM904LA (дизель, 177 л.с.) 
и шестиступенчатой автоматической коробкой 
передач ZF6HP504C.

Для регистрации вибрационных сигналов 
использовались однокомпонентные акселеро-
метры со встроенной электроникой ICP общего 
назначения 352C04 фирмы изготовителя "PCB 
Piezotronics, Inc.". Установка акселерометров и 
обработка вибрационных сигналов осуществля-
лись с учетом требований по измерению и пред-
ставлению результатов измерений локальной ви-
брации, а также согласно требованиям по оцен-
ке воздействия локальной вибрации на человека 
[33—38]. В соответствии с этим были проведены 

Рис. 2. Оценка амплитудного спектра модели реализации сигнала
Fig. 2. Amplitude spectrum estimation of the signal realization model

Рис. 1. Сумма гармонических составляющих (а) и модель центрированной реализации сигнала (б)
Fig. 1. Sum of harmonic components (а) and model of centered signal realization (б)
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исследования влияния режимов работы двига-
теля на элементы салона. В частности, акселеро-
метры крепились у основания водительского си-
денья, на пол перед средней дверью, на боковое 
оконное стекло над левой задней колесной ар-
кой, на пассажирском сиденьи над двигателем. 

Длительность измерений составляла 110 с. Наи-
большей интенсивности вибрация достигала на 
режимах холостого хода. На рис. 3—6 приведены 
результаты оценивания амплитудного спектра 
соответствующих вибрационных сигналов для 
частоты вращения двигателя 750 мин–1. Хорошо 

Рис. 5. Оценка амплитудного спектра виброускорения на боковом оконном стекле над левой задней колесной аркой
Fig. 5. Amplitude spectrum estimation of vibration acceleration on the side window glass above the left rear wheel arch

Рис. 4. Оценка амплитудного спектра виброускорения на полу перед средней дверью
Fig. 4. Amplitude spectrum estimation of vibration acceleration on the floor in front of the middle door

Рис. 3. Оценка амплитудного спектра виброускорения у основания водительского сиденья
Fig. 3. Amplitude spectrum estimation of vibration acceleration at the base of the driver’s seat
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видно, что разработанный алгоритм обеспечил 
устойчивое обнаружение гармонических состав-
ляющих вибрации.

Заключение

В статье рассмотрен высокопроизводитель-
ный цифровой алгоритм оценивания амплитуд-
ного спектра, который может быть использован 
при разработке метрологически значимых про-
граммных компонент диагностического обеспе-
чения. Он разработан на основе использования 
бинарно-знакового аналого-стохастического 
квантования для преобразования анализиру-
емого сигнала в цифровую форму. Результаты 
экспериментальных исследований показали, что 
данный алгоритм позволяет вычислять оценки 
амплитудного спектра с высокой точностью и 
частотным разрешением в широком диапазоне 
частот. При этом алгоритм является простым 
в вычислительном отношении. Он не требует 
формировать многоразрядные выборки анали-
зируемого сигнала и осуществлять их последу-
ющую обработку с использованием операций 
цифрового умножения, как этого требуют клас-
сические цифровые алгоритмы гармонического 
анализа. Все это значительно расширяет область 
возможного применения разработанного алго-
ритма для решения задач, связанных с оценкой 
спектрального состава сложных сигналов. Ана-
лиз результатов экспериментальных исследова-
ний подтвердил практическую применимость 
предложенного алгоритма для анализа вибраци-
онных сигналов роторных машин и механизмов 
в условиях сложной шумовой обстановки.
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Abstract

The article is devoted to the problem of developing a digital algorithm for operational harmonic analysis of complex 
vibration signals. The basis for solving this problem was the generalized equation of statistical measurements, which defines 
the measurement procedure as the sequential execution of interrelated measurement and computational transformations. 
During the development of the algorithm, special attention is paid to analog-to-digital conversion because it directly affects 
the computational efficiency of digital procedures for obtaining the final result. As such a conversion, the use of binary-
sign analog-stochastic quantization is justified, which allows performing two-level quantization without systematic error 
regardless of the statistical properties of the analyzed signals. The discrete-event model of the binary-sign analog-stochastic 
quantization result allowed for the analytical calculation of integration operations in the transition to estimating the ampli-
tude spectrum in digital form. As a result, the developed algorithm of harmonic analysis does not require performing digital 
multiplication operations typical for classical algorithms, which are based on the calculation of the direct discrete Fourier 
transform. The execution of the algorithm is reduced to the implementation of the addition and subtraction arithmetic op-
erations of the cosine-function values in the time moments determined by the result of the binary-sign analogue-stochastic 
quantization. The exclusion of digital multiplication operations provided an increase in the computational efficiency of 
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amplitude spectrum estimation. Laboratory studies of the developed algorithm were carried out using simulation model-
ing. The simulation results showed that the algorithm allows calculating estimates of the amplitude spectrum of complex 
signals with high accuracy and frequency resolution in the presence of additive noise. In real conditions, the testing of the 
developed algorithm was carried out during bench studies of the operational status of the MAZ-206067 bus, designed for 
the transportation of passengers on urban and suburban routes of average workload. Analysis of the results of experimental 
studies confirmed the possibility of using the algorithm as part of the diagnosability provision for operational monitoring of 
vibration signals in a complex noise environment.

Keywords: harmonic analysis, amplitude spectrum, binary-sign analog-stochastic quantization, digital algorithm, di-
agnosability provision
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Решение прямой и обратной задач кинематики
в системе позиционирования звеньев манипулятора

Введение

В настоящее время методы искусственного 
интеллекта все чаще используются при органи-
зации роботизированного управления, посколь-
ку они имеют ряд преимуществ по сравнению 
с традиционными вариантами решения задач 
кинематики. К таким преимуществам относит-
ся точный контроль и меньшая длительность 
вычислений, а также возможность решения 
некоторых математических задач, касающихся 
движения и генерации путей. Одной из основ-
ных проблем управления движением роботизи-
рованной руки является нахождение точного и 
надежного решения задач кинематики. Реше-
ние задачи движения манипулятора необходи-
мо выполнять в режиме реального времени, что 
представляет серьезную вычислительную слож-

ность и требует длительного времени обработки. 
Данная проблема имеет ряд особенностей: для 
каждой новой конфигурации гетерогенных мо-
дулей необходимо решать задачи кинематики; 
классический метод не всегда приводит к ре-
шению, достижение механизмом одной из це-
левых точек пространства может быть осущест-
влено посредством различных взаимных рас-
положений его звеньев, из которых необходимо 
выбрать наилучший вариант. Моделирование 
решения обратной задачи кинематики (ОЗК) 
является одной из основных проблем в иссле-
дованиях робототехники. Сложность заключа-
ется в наличии геометрических и нелинейных 
уравнений (тригонометрических уравнений), 
в нахождении обратной матрицы представления 
Денавита—Хартенберга, а также в других про-
блемах, например, наличии нескольких реше-

Статья посвящена разработке систем позиционирования звеньев манипулятора для решения прямой (ПЗК) и об-
ратной (ОЗК) задач кинематики. Рассматривается робот-манипулятор с четырьмя степенями свободы. Одна из су-
ществующих проблем модульных робототехнических средств заключается в отсутствии универсальных алгоритмов, 
обеспечивающих перерасчет задач кинематики при изменении конфигурации всей системы. Трудности, с которыми 
сталкиваются исследователи при ее решении, заключаются в работе с геометрическими и нелинейными уравнения-
ми (тригонометрическими уравнениями), в нахождении обратной матрицы представления Денавита—Хартенберга, 
а также связаны с другими проблемами, например, с наличием множественных решений при применении аналитиче-
ского подхода. Традиционные математические решения обратной задачи кинематики, в частности, геометрические, 
итеративные и алгебраические, могут не всегда приводить к физически осмысленным решениям. Стоит заметить, 
что при попытке ввода ограничений для манипулятора, приходится учитывать, что увеличится число расчетных 
формул, что повлечет необходимость затрачивания дополнительных вычислительных ресурсов. В случае, когда число 
степеней свободы манипулятора возрастает, аналитическое моделирование становится практически невозможным. 
Одним из актуальных методов решения обратной задачи кинематики представляется применение искусственных 
нейронных сетей. Для поиска решения данной проблемы приводится анализ различных источников, рассматривающих 
альтернативные решения нахождения целевой точки. По итогам изучения проанализированных статей в нашей ра-
боте предложено использовать персептрон. Прежде чем обучить сеть, был сформирован алгоритм, рассчитывающий 
прямую матрицу представления Денавита—Хартенберга и осуществляющий проверку правильности достижения 
точки пространства конечным звеном манипулятора. Проведен расчет для тысячи состояний манипулятора и объ-
екта в пространстве, поданных на вход нейронной сети. В случае решения ПЗК на выходе сети мы получаем коорди-
наты объекта, а в случае ОЗК — углы поворота звеньев манипулятора. Приводятся результаты протестированных 
схем, построена схема управления манипулятором с четырьмя степенями свободы.

Ключевые слова: манипулятор, кинематика, нейронные сети, сети прямого распространения, метод обратного 
распространения ошибки, прямая задача кинематики, обратная задача кинематики
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ний. Традиционные математические решения 
ОЗК, в частности, геометрические, итеративные 
и алгебраические, не всегда могут приводить 
к физически осмысленным решениям. Когда 
число степеней свободы манипулятора возрас-
тает, аналитическое моделирование становится 
практически невозможным. Перспективным 
методом решения проблемы ОЗК являются ис-
кусственные нейронные сети (ИНС). Далее 
рассмотрены научные работы, в которых были 
продемонстрированы современные алгоритмы 
решения ОЗК манипулятора.

В статьях [1, 2] рассматриваются кинемати-
ческие модели трехзвенных манипуляторов, ис-
пользуемых в робототехнике в качестве испы-
тательной сборки для тестирования различных 
алгоритмов и теорий. В работе [1] для этого типа 
робота решение ОЗК, необходимое для генера-
ции желаемых траекторий в декартовом про-
странстве (2D), найдено с помощью ИНС с об-
ратной связью. Хотя возможности отслеживания 
траектории исходя из полученных результатов 
представляются многообещающими, пробле-
ма использования нейронной сети в контексте 
ОЗК должна быть решена дополнительно. В ра-
боте [2] авторами был реализован генетический 
алгоритм для оптимизации модели, значительно 
улучшающий ее эффективность. Согласно полу-
ченным результатам в данном исследовании до-
казано, что итеративный процесс в сочетании 
с принципами искусственного интеллекта ока-
зывается вспомогательным инструментом для 
аналитического решения.

В работе [3] представлено новое решение ОЗК 
для роботизированного шестизвенного манипу-
лятора компании DENSO robotics (Япония) на 
основе архитектуры ИНС. Новизна предлагае-
мого подхода заключается во включении обрат-
ной связи текущей конфигурации углов роботи-
зированного манипулятора, а также желаемого 
положения и ориентации в схему, подаваемую 
на вход нейронной сети. Недостатком разрабо-
танной ИНС является необходимость в большом 
числе входных и желаемых значений.

В работах [4, 5] рассматривается обучение 
манипулятора PUMA 560 с шестью степеня-
ми свобод. В статье [5] используется новый ал-
горитм обучения, называемый машиной экс-
тремального обучения, который случайным 
образом выбирает весовые коэффициенты и 
анализирует веса одиночных скрытых слоев 
с поддержкой сетей прямого распространения. 
Результаты показывают, что предлагаемый 

подход не только значительно сокращает дли-
тельность вычислений, но и улучшает точность 
позиционирования конечного звена. В рабо-
те [5] рассматривается нетрадиционный метод 
решения ОЗК с использованием многослойно-
го персептрона. Решение ОЗК для робота раз-
рабатывается путем обучения нейронной сети 
с помощью дешифрованных координат робота 
и его соответствующих совместных конфигу-
раций. Главным недостатком разработанной 
нейронной сети по сравнению с предыдущи-
ми алгоритмами является высокое значение 
среднеквадратичного отклонения (СКО).

В статьях [6, 7] предлагаются нейросетевые 
подходы с использованием кинематической схе-
мы промышленного робота FANUC M-710i. В ра-
боте [6] используемая модель ИНС представляет 
собой многослойные персептронные нейронные 
сети, в которых для обучения применяется ме-
тод градиентного спуска. Предлагаемый под-
ход также обладает важным преимуществом: он 
применим к любому манипулятору с необходи-
мым числом степеней свободы, поскольку обу-
чение основано только на наблюдениях за взаи-
мосвязями ввода/вывода контролируемой систе-
мы. Авторами статьи [7] также была предложена 
адаптивная стратегия обучения с использовани-
ем ИНС для управления движением робота-ма-
нипулятора с шестью степенями свободы и пре-
одоления проблем решения ОЗК. Предлагаемый 
метод управления не требует каких-либо пред-
варительных знаний о кинематической модели 
контролируемой системы. Основная идея этой 
концепции заключается в использовании ИНС 
для изучения характеристик роботизированной 
системы, а не для определения модели робота.

Авторы статей [8, 9] представили два ал-
горитма с использованием нейронных сетей, 
решающих проблему управления избыточного 
планарного манипулятора. В работе [8] описан 
метод последовательной оптимизации, пред-
ставляющий собой прямой поиск для мини-
мизации нормы вектора смещения на каждом 
временном шаге. В исследовании использовал-
ся планарный избыточный четырехзвенный 
манипулятор и последовательная оптимиза-
ция, минимизирующая сумму всех векторов 
совместных перемещений. Для решения про-
блем, связанных с порядком измерения, пря-
мой поиск оказался наиболее простым вари-
антом, позволившим избежать проблем схо-
димости. В работе [9] представлены четыре 
различные итерационные стратегии предот-
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вращения столкновений с препятствиями для 
манипулятора. Цель стратегий заключается 
в том, чтобы одновременно минимизировать 
ошибку местоположения конечного звена и 
общее смещение звеньев манипулятора при 
столкновении с препятствием.

В статье [10] предлагается ИНС, состоящая 
из шести субнейронных сетей. Используемые 
нейронные сети являются многослойным пер-
септроном, обучаемым с помощью метода об-
ратного распространения ошибки. Они обуча-
ются определению положения конечного звена 
и узлов соединений.

В работе [11] представлена система управле-
ния роботом-манипулятором с использованием 
нейросетевых алгоритмов ограничения рабочей 
области схвата. Описаны состав и структура си-
стемы управления промышленным робототех-
ническим комплексом, предназначенным для 
работы в герметичных камерах в условиях силь-
ного ионизирующего излучения радиационных 
излучений. Предложено использование искус-
ственной нейронной сети на основе перcептрона 
с сигмоидальной функцией активации, форми-
рующего на выходе сигнал в диапазоне [0; 1], ис-
пользуемый как коэффициент передачи сигна-
лов от внешних контуров управления и органов 
ручного управления манипулятором к внутрен-
ним контурам системы управления.

На основе проведенного анализа были выяв-
лены следующие преимущества использования 
нейронных сетей для построения алгоритмов 
управления структурами: отсутствие трудоем-
ких вычислений, множественности решений 
прямой задачи кинематики (ПЗК) и ОЗК и 
малая погрешность вычислений. Недостатка-
ми вышеперечисленных алгоритмов являются 
ограничения, связанные с конструкционными 
особенностями манипулятора. В работе пред-
ставлена система позиционирования конечного 
звена манипулятора на основе решения ПЗК и 
ОЗК с помощью нейронных сетей. Для форми-
рования обучаемой выборки нейронной сети 
было выполнено решение ПЗК для четырехз-
венного манипулятора.

Постановка задачи

Манипулятор можно рассматривать как си-
стему тел, последовательно соединенных со-
членениями. Эти тела называются звеньями. 
Сочленения соединяют между собой сосед-

ние звенья. Кинематическое описание любого 
робота можно построить с помощью четырех 
величин для каждого звена, две из которых 
описывают само звено (длина звена и угол 
скручивания звена), а две другие — соедине-
ние этого звена с соседними (смещение звена 
и угол в сочленении). Однако, прежде чем при-
вести выражения для расчета данных величин, 
требуется ввести несколько определений:
 � ось сочленения — ось сочленения под номе-

ром i определяется прямой (или направлени-
ем вектора), вокруг которой i-е звено системы 
поворачивается относительно (i – 1)-го звена;

 � длина звена — длина i-го звена (ai) может 
быть определена как расстояние между ося-
ми сочленений под номерами i и i + 1, кото-
рое определяется вдоль прямой, перпенди-
кулярной сразу к обеим осям;

 � угол скручивания звена — угол скручивания 
i-го звена (αi) определяется как угол между 
осями сочленений i и i + 1, которые были 
заведомо спроецированы на плоскость, нор-
малью к которой является общий для двух 
осей перпендикуляр. Данный угол изме-
ряется по правилу правой руки от оси под 
номером i к оси под номером i + 1 вокруг 
общего для двух осей перпендикуляра;

 � смещение звена — смещение i-го звена (di) 
соответствует расстоянию по оси i-го сочле-
нения от точки, в которой эту ось пересека-
ет перпендикуляр ai–1, до точки, в которой 
эту ось пересекает перпендикуляр ai;

 � угол в сочленении — угол в сочленении i-го 
звена (θi) может быть определен как угол 
между продолжениями перпендикуляров ai–1 
и ai, измеренный вокруг оси i-го сочленения.
В рамках представления Денавита—Хар-

тенберга [13, 14] данные величины могут быть 
найдены следующим образом:

ai = расстояние от Zi до Zi + 1 по оси Xi;
αi = угол поворота от Zi до Zi + 1 по оси Xi;
di = расстояние от Xi–1 до Xi по оси Zi;
θi = угол поворота от Xi–1 до Xi по оси Zi,

где Zi и Zi + 1 — оси Z систем отчета {i} и {i + 1}, 
жестко связанных со звеньями i и i + 1 кине-
матической цепи соответственно, а Xi и Xi – 1 — 
оси X систем отчета {i} и {i – 1}, жестко связан-
ных со звеньями i и i – 1.

В дальнейшем потребуется воспользоваться 
общим видом матрицы преобразования 1i

iT
− , 

с помощью которой можно однозначно опре-
делить систему отсчета {i} относительно систе-
мы отсчета {i – 1}:
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Параметры звеньев четырехзвенного 
манипулятора

Parameters of four-part manipulator links

i αi–1, рад. ai–1, мм di, мм θi

1 π/2 0 104,5 θ0

2 0 107 0 θ1

3 0 73,8 0 θ2

4 0 153,35 0 θ3

ins 0 0 0 θ4

Риc. 1. Кинематическая схема манипулятора
Fig. 1. Kinematic scheme of the manipulator

Ставится задача на основе матрицы (1) най-
ти матрицы преобразования для каждого звена 
и сформировать общую матрицу, перемножив 
матрицы, полученные для звеньев. Выполняя 
умножение, мы получаем ряд промежуточных 
результатов, рассчитывая положение и ориен-
тацию системы отсчета {i} относительно систем 
отсчета робота {0}. В конечном счете необходимо 
получить в случае ПЗК координаты конечного 
звена, а в случае ОЗК — углы поворота звеньев.

Классическое решение прямой задачи кинематики

На рис. 1 представлена кинематическая схе-
ма четырехзвенного манипулятора, на основе 
которой была составлена таблица параметров 
звеньев манипулятора. Длины кинематиче-
ских пар манипулятора обозначены символа-
ми a и d, угол поворота — q. Модель построена 
в трехмерном пространстве. В таблице при-
ведены параметры звеньев, соответствующие 
именно такой привязке систем координат.

По формуле (1) находим необходимые ма-
трицы преобразования для каждого звена:
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Перемножим матрицы (2):

 0 1 2 3 4
1 2 3 4 ,insF T T T T T=  (3)

находим положение точки (x, y, z) 
[13].

Для тестирования алгорит-
ма решения ПЗК были введены 
ограничения для звеньев мани-
пулятора, заданные следующими 
интервалами:
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На рис. 2 (см. вторую сторону 
обложки) представлена симуля-
ция разработанной модели ма-
нипулятора в программе MAT-
LAB Simulink. На основе формул 
(1)—(3) был создан алгоритм для 
проверки правильности дости-
жения точки пространства ко-
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нечным звеном манипулятора посредством 
классического метода решения ПЗК. Решение 
ПЗК было успешно протестировано на модели 
манипулятора, что позволило сформировать 
набор данных для обучения нейронной сети.

Нейросетевой подход к решению
обратной задачи кинематики

ОЗК, как и ПЗК, является одной из основ-
ных задач кинематического анализа и синтеза 
манипуляторов. Управление манипуляцион-
ными роботами, как правило, осуществляется 
в пространстве обобщенных координат, а ко-
ординаты объектов для манипулирования за-
даются в некоторой базовой системе. Как пра-
вило, ОЗК оказывается сложнее прямой. Это 
объясняется следующим:
 � при решении ОЗК может возникнуть кине-

матическая неопределенность: одному и тому 
же положению схвата могут соответствовать 
две или более конфигураций манипулятора;

 � обратные тригонометрические функции яв-
ляются неопределенными при некоторых 
значениях углов, что вносит дополнитель-
ную неопределенность в решение ОЗК;

 � заданное положение и ориентация схвата 
системы не могут быть достигнуты при лю-
бом возможном сочетании (перемещений) 
в сочленениях [15, 16].
При решении таких проблем, а также во из-

бежание постоянного перерасчета кинематики 
удобно использовать искусственные нейрон-
ные сети, которые давно продемонстрировали 
практическую пригодность для представления 
нелинейных отношений между входными и 
выходными данными. Способность обучения 
на примерах, присущая нейронным сетям, 
подтверждает их пригодность для обеспечения 
отображения между пространствами, требуе-
мого при решении задач кинематики.

Обучение нейронной сети

Чтобы обучить нейронную сеть, необходимо 
сформировать входные значения углов пово-
рота узлов манипулятора и желаемые значения 
целевых точек пространства. Для формирова-
ния выборки был создан алгоритм, который 
случайным образом задает углы манипулятора 
с ограничениями и вычисляет целевую точку 
пространства. На вход алгоритма подается чис-

ло узлов манипулятора и размер выборки k,
которую необходимо сгенерировать для обу-
чения ИНС. Для каждого узла манипулятора 
генерируются значения углов поворота с задан-
ными ограничениями. После того как все углы 
сгенерированы, решается ПЗК и сохраняются 
данные. Данная последовательность действий 
повторяется k раз. Результаты записываются 
в матрицы входных и желаемых значений.

В качестве активационных функций для обу-
чения ИНС используются две: линейная функ-
ция, которая позволяет получать характеристи-
ческие значения любой величины на выходе, и 
гиперболический тангенс (рациональная сигмо-
ида), который принимает значения в промежут-
ке (–1, 1). Данные функции обладают свойством 
усиливать слабые сигналы и предотвращают на-
сыщение от сильных. Для достижения высокой 
точности обучения применяется алгоритм Ле-
венберга—Марквардта, который наилучшим об-
разом подходит для решения поставленной зада-
чи по причине наибольшей устойчивости среди 
всех рассмотренных методов и высокой скорости 
сходимости. В качестве критерия оптимизации 
используется среднеквадратичная ошибка моде-
ли на обучающей выборке. Алгоритм заключает-
ся в последовательном приближении заданных 
начальных значений параметров к искомому ло-
кальному оптимуму [17].

Двухслойная ИНС прямого распространения 
с сигмовидными скрытыми нейронами и линей-
ными выходными нейронами (fitnet) способна 
решать задачи многомерного картирования при 
условии, что данные ИНС согласованы, а также 
что в скрытом слое имеется достаточное число 
нейронов. В случае недостатка памяти использу-
ется масштабированное сопряженное градиент-
ное обратное распространение (backpropagation 
(trainscg)), необходимое при вычислении весов 
сети. В данном исследовании использовалось 
множество из 1000 значений, 70 % из которых 
выбраны случайным образом для фактического 
обучения сети, 15 % — для проверки, а осталь-
ные 15 % — для тестирования.

На рис. 3 (см. вторую сторону обложки) 
представлено строение нейронной сети с пря-
мым распространением сигнала и обратным 
распространением ошибки, двумя скрытыми 
слоями с гиперболическим тангенсом в ка-
честве активационной функции, в каждом из 
скрытых слоев содержится по 30 нейронов. На 
выходе остается три нейрона с линейной акти-
вационной функцией.
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Нейронная сеть, представлен-
ная на рис. 3, состоит из блоков:
 � Input — входные данные, че-

тыре угла манипулятора;
 � Hidden Layer 1,2 — скрытый 

слой нейронной сети, состоя-
щий из 30 нейронов с актива-
ционной функцией в виде ги-
перболического тангенса;

 � Output Layer — выходной слой нейронной 
сети, состоящий из трех нейронов с линей-
ной активационной функцией;

 � Output — выходные данные, координаты 
точки объекта.
Полученные результаты обучения нейрон-

ной сети показали эффективность предсказан-
ной выборки EMSE = 5,514•10–9. Из рис. 4 (см. 
вторую сторону обложки) видно, что графики 
предсказанной и тестируемой выборок имеют 
точки сходимости и незначительное смещение 
относительно учебной выборки.

Для проведения экспериментов по тестиро-
ванию ИНС в целях решения ОЗК в качестве 
входных данных были использованы коорди-
наты объекта, над которым проводятся мани-
пуляции. Обучение нейронной сети, показан-
ной на рис. 5, происходило с использованием 
30 нейронов в скрытых слоях и активацион-
ной функцией в виде гиперболического тан-
генса. На выходном слое используются четы-
ре нейрона, отвечающих за углы двигателей 
манипулятора, с линейной активационной 
функцией.

Обучение данной нейронной сети показало 
эффективность для валидационной выборки 
EMSE = 0,091117. Из рис. 6 (см. вторую сторону 
обложки) видно, что графики предсказанной 
и тестовой выборок имеют места сходимости 
и незначительное смещение относительно обу-
чающей выборки.

Особенности реализации системы 
позиционирования манипулятора

Схемы систем позиционирования манипуля-
тора в решении ПЗК и ОЗК приведены на рис. 7 
и 8. На вход системы ПЗК подведены четыре угла 
манипулятора, а на вход системы ОЗК — коор-
динаты объекта, которые объединены в один 
вектор. Вектор поступает на вход блока ИНС 
и манипулятора (объекта). Выходные значения 
ИНС заводятся на блок объекта (манипулятора).

При такой компоновке схем СКО на вали-
дационной выборке для ПЗК и ОЗК составило 
5,514e-09 и 0,091117 соответственно.

Заключение

В работе было рассмотрено решение ПЗК и 
ОЗК для четырехзвенного манипулятора и про-
веден эксперимент по использованию нейрон-
ных сетей для решения таких задач в качестве 
альтернативы сложным математическим расче-
там. Были разработаны и протестированы ИНС 

Рис. 7. Схема системы позиционирования манипулятора в ре-
шении ПЗК
Fig. 7. Diagram of the positioning system of the manipulator in 
the DKP solution

Рис. 8. Схема системы позиционирования манипулятора в ре-
шении ОЗК
Fig. 8. Diagram of the positioning system of the manipulator in 
the IKP solution

Рис. 5. Строение многослойного персептрона
Fig. 5. The structure of the multilayer perceptron
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для построения алгоритмов управления струк-
турами и проведен их сравнительный анализ. 
Рассмотрена схема манипулятора, выполнен-
ного из гетерогенных модулей, которыми могут 
служить единицы модульных робототехниче-
ских средств. Таким образом, можно использо-
вать проанализированные и протестированные 
нейронные сети, а также разработанный ал-
горитм для их обучения в целях обеспечения 
движения в пространстве узлов, состоящих из 
единичных роботов. Разработанный подход по-
зволит более эффективно распределить вычис-
лительную нагрузку и при этом не утратить по-
тенциал в гибкости и эффективности построе-
ния целевой конфигурации.
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Abstract

This paper considers development of positioning systems for manipulator links to solve the forward kinematics problem 
(FKP) and inverse kinematics problem (IKP). Here we study a robotic manipulator with four degrees of freedom. It should 
be noted, that one of the relevant research problems of modern modular robotic devices consists in the lack of the universal 
algorithms, that would ensure kinematics problem recalculations in the cases of reconfigurations of the whole system. Chal-
lenges, the researchers are facing with when solving this problem, have to do with geometrical and non-linear equations 
(trigonometric equations), finding of inverse matrix of the Denavit—Hartenberg presentation, as well with other problems, 
such as multiple solutions when using the analytical approach. Common mathematical solutions of the inverse kinematics 
problem, such as geometric, iterative and algebraic ones, may not always lead to physically appropriate solutions. It’s also 
noteworthy, that, trying to introduce physical solutions for the manipulator, we need to take into account, that the number 
of calculation formulas increases, what, in turn, causes further computing power consumption increase. If the manipulator 
acquires additional degrees of freedom, analytical modeling becomes virtually impossible. One of relevant inverse kinemat-
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ics solution methods consists in implementation of neural networks to that end. To solve this problem various sources were 
analyzed, considering alternative ways of target point discovery. Considering the analyzed papers, we propose to use a per-
ceptron. Before training the network, we compose an algorithm, calculating the Denavit—Hartman presentation matrix and 
check for correctness of target point reach by the terminal manipulator link. We did calculations for a thousand positions 
of manipulator and object in the environment, fed to the neural network. When solving FKP we obtain object coordinates 
as network output, whereas in the case of IKP — manipulator link angles. We present kinematic scheme testing results, as 
well a control scheme for a manipulator with four degrees of freedom.

Keywords: manipulator, kinematics, neural networks, networks of forward propagation, method of backpropagation of 
error, forward problem of kinematics, inverse problem of kinematics
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Моделирование течения жидкости
через деформируемый пьезоэлементом эластичный микроканал 

системы охлаждения микрозахвата1

Введение

В  последнее время интенсивно развивается 
новое направление в гидродинамике — микро-
гидродинамика, которая описывает поведение 
сверхмалых объемов и потоков жидкостей в ка-
налах с размерами, не превышающими сотни 
микрометров. В качестве областей применения 
чаще всего рассматриваются молекулярная био-
логия, in vitro системы диагностики, лаборатории-
на-чипе (англ. lab-on-the-chip), устройства регу-
лирования микропотоков, капельные системы. 
При этом применяемые методики расчета полу-
чены эмпирическим путем и достаточно грубы, 

1Работа выполнена при поддержке Программы фун-
даментальных научных исследований по приоритетным 
направлениям, определяемым Президиумом Российской 
академии наук, № 7 "Новые разработки в перспективных 
направлениях энергетики, механики и робототехники".

поскольку в микросистемах, в первую очередь, 
принято учитывать возросшее влияние свойств 
поверхности канала, требования к которым за-
висят от способа и области применения микро-
флюидной техники. Кроме того, в данных ме-
тодиках гипотетически предполагаются малая 
шероховатость и однородность микроканала на 
всем протяжении, что гарантирует ламинарный 
характер течения жидкости. Однако, например, 
для задач интенсивного перемешивания рас-
творов необходимо обеспечить турбулентное 
течение, т. е. внутренняя поверхность должна 
быть более "грубой".

В известных системах [1, 2] в основном рас-
сматривается формирование потоков или капель 
в микроканалах с использованием шприцевых 
дозаторов с электроприводом, диффузных си-
стем и других механизмов, имеющих нелиней-
ную выходную характеристику. В связи с этим 
актуальной представляется разработка теоре-

Проведено численное моделирование течения рабочей жидкости в эластичном цилиндрическом микроканале, цен-
тральная часть которого расположена внутри пьезоэлектрического кольца. Течение индуцируется как деформацией 
канала пьезоэлементом по гармоническому закону, так и перепадом давления на входе и выходе в микроканал. Целью 
работы является создание трехмерной  компьютерной модели управления режимом течения жидкости с помощью 
перепада давления и сжатия трубки пьезоэлементом. Полное численное моделирование требует больших затрат 
машинного времени, поэтому целесообразно построить модель элемента вычислительного стенда, которая позволя-
ет по заданным входным параметрам найти расход жидкости с помощью простых аналитических формул на основе 
аппроксимации результатов расчета по полной модели для отдельных наборов параметров. Моделирование элемента 
вычислительного стенда дает возможность проводить вычисления в реальном времени с непосредственной интегра-
цией в систему управления технического устройства. Модель строится на основе полученных аналитических зависи-
мостей с учетом введенных ограничений, что значительно сокращает объемы вычислений и повышает качество полу-
ченного результата. Решение полных уравнений упругости для трубки и уравнений гидродинамики в микроканале про-
водилось численно методом конечных элементов в пакете численного моделирования FreeFem++. Получены численные 
результаты расхода жидкости в зависимости от времени, физических свойств жидкости (динамической вязкости и 
плотности) и внешнего воздействия (градиента давления, амплитуды и частоты сжатия пьезоэлемента). Показаны 
варианты использования полученных результатов в практических приложениях. Например, в системе жидкостного 
охлаждения полученное соотношение между параметрами системы позволяет определить режим течения, предот-
вращающий втекание нагретой жидкости через выходное отверстие канала. Результаты планируется использовать 
при разработке вычислительного стенда капиллярного микрозахвата, содержащего две трубки (на входе и выходе) 
с пьезоэлементами, разделив устройство на две части — с динамически изменяемой и неизменной геометриями, — 
что значительно упростит полное численное моделирование.

Ключевые слова: микроробототехника, микрооснастка, гидродинамика, эластичный микроканал, пьезоэлемент, 
линейная упругость, метод конечных элементов
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тического обоснования возможности создания 
приводов, использующих прямые преобразо-
ватели рода энергии, например, пьезоприводы. 
Пьезопривод имеет линейную механическую 
характеристику, что позволяет получить необ-
ходимый вид (линейный или изгибной) микро-
перемещения без дополнительных устройств. 
Диапазон этих перемещений (от десятка мкм 
до долей нм) сравним с требуемыми объемами 
перемещаемой жидкости за цикл, измеряемы-
ми в пл. Усилий, развиваемых пьезоприводом, 
достаточно для деформации толстостенных ка-
налов, выполненных из упругих материалов.

К конструкции микрозахватов и микропри-
водов предъявляются жесткие требования по 
точности как абсолютной, так и при много-
кратном повторении движений, линейности 
механической характеристики, минимизации 
воздействий на микрообъекты для полного ис-
ключения деформаций и паразитных эффектов 
контактной электрификации. Поэтому в веду-
щих лабораториях проводятся исследования и 
синтезируются специфические конструкции 
микророботов и микрооснастки, основанные 
на оригинальном использовании известных 
физических эффектов: поверхностного натя-
жения [3], межмолекулярного взаимодействия, 
силы Ван-дер-Ваальса [4], ультразвукового 
воздействия [5] и оптических эффектов [6]. 
Как видно из отмеченных выше публикаций, 
большая часть усилий направлена на разра-
ботку новых типов микроустройств, исклю-
чающих непосредственный контакт микроос-
настки с захватываемыми или удерживаемыми 
микрообъектами. Авторы считают, что более 
широкое использование гидромеханики в ми-
кроустройствах способно решить значитель-
ную часть проблем микромира, но это требует 
хорошей модельной и экспериментальной про-
работок ввиду исключительных требований
к точности и погрешности перемещений, пере-
мещаемых объемов жидкости и т. д. Исполь-
зование жидкостей в микроустройствах также 
требует обязательного учета специфики работы 
микрооснастки или микророботов, связанной 
с влиянием масштабного фактора и определя-
емой значительным влиянием поверхностных, 
адгезионных, эффектов в "микромире". При 
этом при разработке сложных технических 
устройств полное моделирование микроси-
стем является трудоемкой задачей, поскольку 
даже реализация упрощенных моделей требу-
ет значительного количества вычислительных 

ресурсов. В связи с этим моделирование всего 
устройства целесообразно заменить вычисли-
тельным стендом системы связанных элемен-
тов, так как это позволит выявить особенности 
работы каждого элемента в параметрической 
области с учетом работы остальных элементов 
и построить простые аналитические зависимо-
сти, позволяющие с определенной точностью 
заменить полное численное моделирование.

Компьютерное моделирование течения 
жидкости в микроканалах, индуцированное 
внешним воздействием (например, перепадом 
давления на входе и выходе в микроканал, по-
ступательным движением границы или дефор-
мацией канала), в последнее время активно 
развивается. Например, авторами настоящей 
работы разработаны компьютерные модели, 
которые могут быть использованы в качестве 
элемента вычислительного стенда (ЭВС), для 
одного элемента технического устройства — 
гидродинамического сопротивления. В рабо-
те [7] описана модель стационарного течения 
жидкости через цилиндрическое гидросопро-
тивление с учетом перепада давления, радиуса 
проходного отверстия гидросопротивления и 
зависимости материала жидкости от темпе-
ратуры (во всей рабочей области температур). 
В работе [8] изучалось течение жидкости через 
систему трех элементов. В этих исследованиях 
геометрия канала была фиксированной.

В работе [9] исследовалось течение жидко-
сти в плоском канале с гидросопротивлением 
для двух случаев динамического изменения 
геометрии канала: поперечное сжатие проход-
ного отверстия гидросопротивления, когда те-
чение вызывается приложенным к слою пере-
падом давления, и продольное движение ги-
дросопротивления вдоль канала, когда течение 
вызывается этим движением. Полученные ре-
зультаты показывают, что динамическое изме-
нение геометрии канала позволяет регулиро-
вать расход жидкости. В работе [10] проведено 
трехмерное моделирование течения жидкости 
через трубку, деформируемую пьезоэлементом 
по гармоническому закону. Деформации зада-
вались либо граничными условиями Дирих-
ле (когда задано перемещение на поверхности 
контакта трубки и пьезоэлемента), либо Ней-
мана (когда задано внешнее давление на по-
верхности контакта). Показано, что подбором 
давления пьезоэлемента на внешнюю часть 
трубки можно получить такую же деформацию 
внутренней части трубки, как и при задании 
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перемещения поверхности контакта внутрь на 
определенную величину (зависимость является 
линейной), что означает взаимозаменяемость 
рассматриваемых граничных условий. Данная 
замена может потребоваться при моделировании 
системы пьезоэлементов, когда согласование 
граничных условий Дирихле на соседних пьезо-
элементах является сложным, в то время как для 
граничных условий Неймана проблем в согласо-
вании нет. Также в данной работе изучены два 
режима течения жидкости в деформированной 
трубке: вход трубки закрыт, течение индуциру-
ется деформацией трубки; оба конца открыты, 
течение индуцируется как деформацией трубки, 
так и приложенным к слою перепадом давления. 
Первый режим позволяет провести тестирова-
ние компьютерной модели, а второй — предло-
жить механизм дозирования жидкости, управ-
ляемый двумя параметрами: частотой сжатия 
пьезоэлемента и перепадом давления.

В настоящей работе представлена методика 
построения ЭВС в виде аналитической форму-
лы на основе трехмерного моделирования тече-
ния жидкости через эластичный микроканал, 
деформируемый пьезоэлементом по гармони-
ческому закону, а также предложены варианты 
использования полученных результатов в прак-
тических приложениях. Целью настоящей ра-
боты является создание трехмерной компью-
терной модели управления режимом течения 
жидкости, индуцированным приложенным 
вдоль канала перепадом давления и частотой 
сжатия трубки пьезоэлементом. Данная модель 
значительно сократит объемы вычислений и 
позволит применять ее в системе управления 
техническим устройством в реальном времени.

Постановка задачи и основные уравнения

При проведении синтеза но-
вой конструкции капиллярного 
микрозахвата, отличающегося 
от первого опытного образца 
(рис. 1, а) [11] значительно мень-
шими размерами и, соответ-
ственно, более быстродействую-
щего, возник целый ряд проблем 
технического и научного харак-
тера. Наиболее значимой из них 
является реализация эффектив-
ной и малогабаритной системы 
отвода теплоты от основного 

элемента захвата — термоэлектрического мо-
дуля (элемента Пельтье), что потребовало по-
становки и решения новых, как технических, 
так и теоретических (модельных) задач. Если 
в изначальной конструкции для отвода тепло-
ты использовался радиатор с установленным 
на нем вентилятором, то при уменьшении раз-
меров такое решение не представляется, во-
первых, эффективным, во-вторых, реализуе-
мым при сохранении габаритных размеров и, 
в-третьих, не оказывающим влияние на захва-
тываемые микрообъекты. Поэтому было при-
нято решение использовать другой тип — жид-
костное охлаждение (рис. 1, б).

В новом варианте конструкции захвата 
используется модуль на элементах Пельтье
TB-7-0.6-0.8 размером 4,3Ѕ4,3Ѕ2,55 мм и мак-
симальной холодильной мощностью 1,1 Вт, 
что значительно меньше термоэлемента, ис-
пользуемого в первом варианте конструкции 
TB-127-1,4-2,5 размером 40Ѕ40Ѕ4,8 мм и мощ-
ностью 37,4 Вт. Так как быстродействие захва-
та напрямую зависит от скорости охлаждения 
или нагрева рабочей поверхности, то исполь-
зование классического воздушного радиатора 
приводит к снижению эффективности работы, 
но использование жидкостной схемы также 
требует проведения дополнительных иссле-
дований в силу целого ряда причин. В част-
ности, трубки, соединяющие захват и емкость 
с охлаждающей жидкостью, имеют малые 
размеры (внешний диаметр не более 3,5 мм, 
радиус канала не более 1 мм), что, с учетом 
незначительных расходов охлаждающей жид-
кости, требует специфических расчетов. Если 
в полученном варианте конструкции захвата 
еще возможно использование классических 
конструкций мини-насосов, обеспечивающих 

Рис. 1. Капиллярный захват:
а — экспериментальный образец; б — уменьшенный вариант (3D-модель и 
сборка)
Fig. 1. The capillary gripper:
a — experimental sample; b — smaller gripper (3D model and device)
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требуемые скорости течения жидкости через 
систему охлаждения с многократным запасом, 
то при дальнейшем уменьшении габаритных 
размеров и сокращении секундного расхода 
(менее 1 мл/с) требуется проведение расчетов 
с новыми моделями, более полно учитываю-
щими специфику гидродинамики микрокана-
лов и позволяющими построить эффективные 
устройства, обеспечивающие сверхмалые объ-
емы расхода жидкости.

В связи с вышеизложенным в настоящей ра-
боте рассматривается трехмерное течение жид-
кости через упругую трубку с внутренним R1 и
внешним R2 радиусами и длиной L, централь-
ная часть которой расположена внутри пьезо-
элемента длины ℓ. На рис. 2 представлена геоме-
трия задачи и введены следующие обозначения: 
Γ1 — внешняя поверхность трубки; Γ2 — вну-
тренняя поверхность трубки; Γ3 — входное от-
верстие; Γ4 — выходное отверстие. В декартовой 
системе координат ось Ox является централь-
ной осью трубки, а начало отсчета расположено 
в геометрическом центре трубки.

Упругие деформации твердого тела описыва-
ются уравнением движения (второй закон Нью-
тона), связывающим динамическое изменение 
вектора перемещений (деформаций) s, который 
определяет поперечную деформацию стенки 
канала благодаря действию пьезоэлемента, и 
действия внутренних, описываемых тензором 
напряжений σ , и объемных сил fv [12]:

 
2

2 ,v
t

∂
ρ = ∇σ +

∂
s

f

где ρ — объемная плотность жидкости; t — 
время; ∇ — оператор набла.

Предполагается, что после приложения 
силы прошло достаточно времени для установ-
ления поля деформации. Тогда статическое ус-
ловие равновесия в отсутствии объемных сил 
примет вид:

 0.∇σ =  (1)

В изотропном теле тензор напряжений σ  
зависит от тензора деформаций ε  и вектора 
перемещений s = (sx, sy, sz) следующим образом:

 2 ( ) ,Iσ = με + λ ∇s  (2)

где I  — единичный тензор; а коэффициенты 
Ламе

 ,
2(1 ) (1 )(1 2 )

E Eν
μ = λ =

+ ν + ν − ν

зависят от модуля Юнга E и коэффициента 
Пуассона ν.

Подставляя формулу (2) в уравнение (1) и 
исключая тензор деформаций ε  согласно 
определению

 т1
( ( ) ),

2
ε = ∇ + ∇s s

получаем уравнение равновесия, содержащее 
только вектор перемещений:

 т[ ( ( ) ) ( ) ] 0.I∇ μ ∇ + ∇ + λ ∇ =s s s  (3)

Деформации s определялись решением 
уравнения (3) численно в вариационной фор-
мулировке в пакете численного моделирования 
FreeFem++ [13] методом конечных элементов:

т т( ( ) )( ( ) ) ( )( )d 0,
2Ω

μ
∇ + ∇ ∇ + ∇ + λ ∇ ∇ Ω =∫ s s v v s v  (4)

где v = (vx, vy, vz) — пробные функции; интегри-
рование проводится по всему объему Ω трубки.

Эквивалентность деформаций на внутрен-
ней стенке трубки между граничными усло-
виями на внешней стенке, заданными в виде 
Дирихле и Неймана, показана в работе [10]. 
В настоящей работе удобно на поверхности 
контакта пьезоэлемента и канала задать гра-
ничные условия в виде Дирихле. Тогда компо-
ненты вектора деформации s в области кон-
такта S определяются как

 2 2( )0 / , ( ) /, y p z px s f t sy R s f zs t s R= Δ = Δ=  (5)

для (x, y, z) ∈ S, поскольку |s| = fp(t)Δs.

Рис. 2. Геометрия и основные обозначения модели сжатия 
трубки пьезоэлементом
Fig. 2. Geometry and basic notation of a piezoelectric tube com-
pression model
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В расчетах функция fp(t) выбрана в виде

 
1 2

( ) 1 cos ,
2p

t
f t

T
π⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (6)

где T = 1/f — период колебаний; f — частота 
колебаний пьезоэлемента.

Дополнительное условие: концы трубки за-
фиксированы, т. е. s = 0.

Течение несжимаемой вязкой жидкости 
в канале описывается уравнениями Навье—
Стокса и неразрывности, которые имеют сле-
дующий вид [14]:

 ( ) 0, 0,p
t

∂⎛ ⎞ρ + ⋅ ∇ + ∇ − ηΔ = ∇ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠
u

u u u u  (7)

где u = (ux, uy, uz) — вектор скорости жидкости; 
∇p — градиент давления; η — динамическая 
вязкость жидкости; Δ — оператор Лапласа.

Для численного моделирования уравнения 
(7) записывали в вариационной форме и реша-
ли методом конечных элементов.

Уравнение неразрывности в вариационной 
форме (с пробной функцией q) для повышения 
устойчивости численной схемы записывали со 
стабилизационным слагаемым, имеющим 
смысл малой искусственной сжимаемости
( 0,p p∇ + ε =u  εp ∼ 10–10):

 1 d d 0.n
pq pq+

Ω Ω
∇ Ω + ε Ω =∫ ∫u  (8)

Для численного решения уравнений На-
вье—Стокса (7) после деления на ρ проведе-
на дискретизация по времени по схеме Эйлера 
следующим образом:
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где νl = η/ρ — кинематическая вязкость жидко-
сти; верхние индексы "n + 1" и "n" обозначают 
текущий и предыдущий моменты времени со-
ответственно, а параметр τ = t n + 1 – t n — шаг 
по времени. Последние уравнения линеаризо-
ваны путем замены нелинейного слагаемого 
по схеме Пикарда:

 1 1 1( ) ( ) .n n n n+ + +⋅ ∇ ≈ ⋅ ∇u u u u

Тогда вариационная форма уравнения На-
вье—Стокса (7) (с пробными функциями w) 
примет вид
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 (9)

Рассмотрим граничные условия. На стенке 
канала Γ2 выполняется условие залипания — 
скорость жидкости равна скорости границы. За 
шаг по времени τ стенка смещается на величину 
s со скоростью s/τ. На входе Γ3 и выходе Γ4 добав-
ляется условие параллельности течения. К слою 
приложен перепад давления Δp = p1 – p2, где
p1 и p2 — давления на границах Γ3 и Γ4 соот-
ветственно, что позволяет регулировать течение 
жидкости путем изменений частоты сжатия 
пьезоэлемента и значение перепада давления. 
Таким образом, граничные условия примут вид

 Г2: u = s/τ; Г3, Г4: uy = uz = 0;
 p(Г3) — p(Г4) = Δp. (10)

Рассмотрим начальные условия. Компонен-
та скорости вдоль канала соответствует пуа-
зейлевскому течению:

 2 2 2
1( ), 0,

4x y z
p

u R y z u u
L

Δ
= − − = =

η

а распределение давления линейно:

 .
2

p L
p x

L
Δ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠

На каждом шаге итерации Пикарда реша-
ется система уравнений (8)—(9) с граничными 
условиями (10), пока норма поправки решений 
||un + 1 – un|| не станет меньше заданной погреш-
ности εu с обновлением решений un + 1 → un,
pn + 1 → pn.

Заметим, что для решения задачи необходи-
мым является выполнение гипотезы сплошной 
среды, в рамках которой феноменологические 
уравнения движения жидкости (7) являются 
корректными. Данную гипотезу можно счи-
тать обоснованной, если выполняется следую-
щее неравенство [15]:

 3

1

10 ,
2

sr
R

−<

где 3 /s Ar V N≈  — характерный размер в жид-
кости для неделимого объема / ;AV N  V  — мо-
лярный объем жидкости; NA — число Авога-
дро. Из последнего неравенства следует, что, 
например, для воды с молярным объемом
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V  ≈ 0,18•10–4 м3/моль значение нижнего пре-
дела радиуса микроканала R1 ≈ 0,155 мкм, а для 
уайт-спирита с V  ≈ 2•10–4 м3/моль — R1 =
= 0,345 мкм.

Результаты

При расчетах использовались следующие гео-
метрические (рис. 2) и физические параметры 
системы: длина трубки L = 10 мм; внутренний 
радиус R1 = 1 мм; внешний радиус R2 = 1,75 мм;
длина контакта пьезоэлемента вдоль трубки
ℓ = 1 мм; материал трубки — силиконовая ре-
зина с модулем Юнга E = 5•106 Па и коэффи-
циентом Пуассона ν = 0,49; два вида рабочей 
жидкости — вода и уайт-спирит с объемными 
плотностями ρ = 998,2 кг/м3 и ρ = 790 кг/м3 
и динамическими вязкостями η = 10–3 Па•с и
η = 0,529•10–3 Па•с соответственно. Физические 
параметры жидкостей взяты при температу-
ре 20 °C. Максимальное значение деформаций 
на поверхности контакта пьезоэлемента и трубки 
составляло Δs = 0,1 мм. Форму сигнала рассчиты-
вали по формуле (6) с частотами f = 0,5...1,2 кГц 
(для воды) и f = 0,5...2,5 кГц (для уайт-спирита). 
Перепад давления G = Δp/L = 0...4 кПа/м.

Размерность расчетной сетки составляла
56 узлов вдоль трубки и 40 узлов по окружно-
сти трубки, 4 элемента по толщине стенки. 
В этом случае общее число узлов для трубки — 
6039, объемных элементов — 22 660 и гранич-
ных элементов — 9604, а для канала — 3011 уз-
лов, 9839 объемных элементов и 5064 гранич-
ных элементов. Отличие объема расчетной 
области трубки в недеформированном состоя-
нии от объема, вычисленного аналитически по 
формуле 2 2

2 1( )aV R R L= π −  (объем полого ци-
линдра), не превышает 0,4 %. Тестовый расчет 
расхода жидкости при отсутствии деформаций 
канала отличается от аналитической формулы 
для течения Пуазейля в цилиндрической трубе 
[14] на 0,06 %. Баланс изменения объема при де-
формации канала (объем втекающей жидкости 
равен сумме изменения объема канала в ре-
зультате деформации и вытекающей жидкости) 
соблюдался с погрешностью 0,37 %.

Отметим, что рассмотренные в п. 1 уравне-
ния упругих деформаций являются линейны-
ми, поэтому отклик системы должен быть про-
порционален внешнему воздействию.

Решение уравнений упругости для трубки и 
уравнений гидродинамики в канале проводили 

численно методом конечных элементов в паке-
те численного моделирования FreeFem++ [13].

Моделирование деформации трубки

Деформация трубки происходит в результа-
те сжатия пьезоэлементом, представляющим 
собой пьезокерамическое кольцо, надетое на 
трубку. Зависимость сжатия от времени опре-
деляется выражением fp(t)Δs, где fp(t) задает пе-
риодическую функцию от времени по форму-
ле (6). Деформации рассчитывали по форму-
ле (4) с граничными условиями Дирихле (5). На 
рис. 3 показаны профили внутренней и внеш-
ней поверхностей трубки в сечении y = 0 и z > 0
(верхняя половина сечения) при максималь-
ном сжатии трубки пьезоэлементом. Стрел-
ками показаны соответствующие профили R1 
и R2 в недеформированном состоянии. Вид-
но, что деформации локализованы в области, 
включающей подобласть контакта пьезоэле-
мента с трубкой длиной ℓ и примыкающих
подобластей также длиной порядка ℓ. Расчетная 
сетка канала строится по полю деформаций на 
внутренней поверхности трубки. Отметим, что 
на внутренней поверхности профиль вдоль оси 
Ox имеет более гладкую форму, чем на внешней 
поверхности, что сохраняет ламинарность тече-
ния жидкости в микроканале в более широком 
диапазоне градиента давления.

Отметим, что поскольку расчеты проводили 
с использованием линейной теории упругости, 
то существуют ограничения на максимальное 
значение деформации. В приведенных расчетах 
максимальная деформация составляла 5,7 % 

Рис. 3. Профили поверхностей трубки при максимальной де-
формации в сечении y = 0 и z > 0 для Ds = 0,1 мм:
1 — внутренняя поверхность; 2 — внешняя поверхность
Fig. 3. The profiles of the tube surfaces at maximum deformation 
in the cross section y = 0 and z > 0 for Ds = 0,1 mm:
1 — inner surface; 2 — outer surface
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от внешнего радиуса R2, что позволяет прове-
сти качественный расчет поля деформаций, но 
количественно может содержать погрешность 
профиля деформаций порядка нескольких про-
центов относительно более точных методов (не-
линейной модели Нео—Гукка, моделей гипер-
упругих материалов Муни—Ривлина и Огдена). 
В настоящей работе использование линейных 
уравнений упругости оправданно, поскольку 
расход жидкости в основном зависит от ми-
нимального радиуса отверстия в канале (кото-
рый будет одинаков в любой модели, поскольку 
определяется граничными условиями) и слабее 
зависит от погрешности профиля деформации.

Моделирование течения жидкости

Решение уравнений гидродинамики про-
водили по формулам (8) и (9) с граничными 
условиями (10) на расчетной сетке канала, по-
строенной с учетом деформации трубки.

В отсутствие перепада давления, когда
Δp = 0 и, следовательно, G = 0, при сжатии 
пьезо элемента жидкость течет в обоих направ-
лениях симметрично относительно центра 
канала. Расходы жидкости на входе и выходе 
равны половине изменения объема, вызванно-
го деформацией стенки канала. Поскольку за 
период канал восстанавливает свою форму, то 
суммарный объем жидкости будет равен нулю.

Под действием градиента давления G > 0 
возникает течение в канале в положительном 
направлении оси Ox. Суммарное течение скла-
дывается из течения, индуцированного пере-
падом давления, и течения, индуцированного 
деформацией канала. Подбором значения пе-
репада давления G и частоты колебаний пье-
зоэлемента f можно контролировать характер 
течения жидкости. Однако полное численное 
моделирование требует больших затрат ма-
шинного времени, поэтому целесообразно его 
заменить более простыми приближенными 
аналитическими формулами, построенными 
с помощью аппроксимации результатов рас-
чета по полной модели для отдельных набо-
ров параметров. Следовательно, необходимо 
построить ЭВС, позволяющий по заданным 
входным параметрам найти расход жидкости 
с помощью простых аналитических формул. 
Данный ЭВС даст возможность проводить 
вычисления в реальном времени с непосред-
ственной интеграцией в систему управления 
технического устройства.

Построение ЭВС

Во всех расчетах по полной модели течение 
оставалось ламинарным с параболическим про-
филем скорости на границе Γ4. Следовательно, 
для построения аналитической формулы ЭВС 
за основу можно взять пуазейлевское течение, 
где скорость течения ux(r) (r = (y2 + z2)1/2) и рас-
ход жидкости Q определяются по формулам [14]

 
1

2 2
1

42
1

0 0

( ) ( );
4

( , ) ( ) d d .
8

x

R

p x

G
u r R r

GR
Q G u r r r

π

= −
η

η = θ = π
η∫ ∫

 (11)

Представим аппроксимацию расхода жид-
кости в виде

 Q = F1 + F2, (12)

где F1 и F2 — функции, построенные по резуль-
татам численного моделирования. Функция 
F1 определяет модификацию пуазейлевского 
течения, индуцированного градиентом дав-
ления, с учетом деформации канала и может 
зависеть от внешних факторов G, f и свойств 
жидкости η, ρ. А функция F2 определяет те-
чение в отсутствие градиента давления, инду-
цированное деформацией канала, и зависит 
только от частоты f.

Определим выражение для функций F1 и F2, 
рассмотрев отдельно расходы рабочей жидко-
сти в трех случаях:
 � при фиксированном градиенте давления G за 

период изменения сигнала (средний расход);
 � при фиксированной частоте f за период из-

менения сигнала (средний расход);
 � при фиксированных градиенте давления G 

и частоте f в зависимости от времени.
Вывод проиллюстрируем на конкретных 

примерах.
На рис. 4 показана зависимость минималь-

ного Qmin, максимального Qmax и среднего
Qa = (Qmin + Qmax)/2 значений расходов жидко-
сти, протекающей через правую границу Γ4 за 
период T, для воды и уайт-спирита от часто-
ты пьезоэлемента f при постоянном градиенте 
давления G = 2 кПа/м. Видно, что:

1) с ростом частоты f происходит линейное 
снижение Qmin, линейный рост Qmax при сохра-
нении среднего значения Qa. Следовательно, 
F1 ∼ Qa, F2 ∼ (Qmax – Qmin)/2 = ΔQ/2;

2) уменьшение вязкости приводит к росту 
расхода жидкости, при этом отношение сред-
них расходов /w s

a aQ Q  (верхний индекс "w" соот-
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ветствует воде, а "s" — уайт-спириту) с точно-
стью 0,023 % совпадает с отношением для ди-
намических вязкостей ηs/ηw.

На рис. 5 показана зависимость минимального 
Qmin, максимального Qmax и среднего Qa расходов 
жидкости, протекающей через правую границу Γ4 
за период T, для воды и уайт-спирита от градиен-
та давления G при постоянной частоте f = 1 кГц. 
Видно, что все три величины линейно возраста-
ют, при этом отношение средних расходов 

1 2( )/ ( ),w s
a aQ G Q G  взятых для раз-

личных градиентов давления G1 и 
G2, с точностью 0,03 % совпадает 
с выражением (G1/G2)/(η

w/ηs).
На рис. 6 показаны зависи-

мости расхода Q и суммарного 
объема жидкости V, протекаю-
щей через правую границу Γ4, от 
частоты пьезоэлемента при по-
стоянном градиенте давления
G = 2 кПа/м. Видно, что изме-
нения расхода жидкости являют-
ся гармоническими и совпадают 
с частотой колебаний пьезоэле-
мента. Однако расход жидкости 
пропорционален производной 
от fp(t), заданной в виде (6), зна-
чит функция F2 должна быть 
пропорциональна или, с точно-
стью до постоянной, функции
fq(t, f) = sin(2πft). Плотность жидко-
сти ρ не оказывает существенного 
влияния на течение жидкости.

Таким образом, аппроксима-
ция расхода жидкости (12) при-
мет следующий вид:

 ( ) ( , ).
2a q
Q

Q t Q f t f
Δ

= +  (13)

Формула (13) является простой 
аналитической заменой полного 
численного моделирования, по-
лученной по единичному чис-
ленному расчету для заданного 
набора параметров, и может быть 
использована, например, в си-
стеме управления техническим 
устройством в реальном времени.

На основе выражения (13) полу-
чим универсальную формулу, по-
зволяющую вычислить расход для 
произвольных рабочих жидкостей 

и параметров системы трубка—пьезоэлемент. 
В пределе, когда амплитуда колебаний пьезоэле-
мента Δs → 0, функции F1 → Qp (одновременно 
Qa → Qp на рис. 6, а и в, расход жидкости при пу-
азейлевском течении (13) показан штрих-пунк-
тир ной линией) и F2 → 0. Поскольку Q ∼ G и
Q ∼ 1/η, то при известных результатах моделиро-
вания Qmin, Qmax и Qa для значений (G, f, η, Δs)
при другом наборе параметров (G*, f *, η*, Δs*) 
функция F1 изменяется пропорционально

Рис. 5. Зависимости расходов жидкости (а — вода; б — уайт-спирит), протекаю-
щей через правую границу G4, от градиента давления G при постоянной частоте 
f = 1 кГц:
1 — минимальный расход Qmin; 2 — максимальный расход Qmax; 3 — средний 
расход Qa; 4 — пограничный режим Qmin = 0, определенный по формуле (15)
Fig. 5. Dependences of fluid flow (a — water; b — white spirit) flowing through the 
right boundary G4 on the pressure gradient G at a constant frequency f = 1 kHz:
1 — minimum flow rate Qmin; 2 — maximum flow rate Qmax; 3 — average consumption 
Qa; 4 — boundary mode Qmin = 0, determined by the formula (15)

Рис. 4. Зависимости расходов жидкости (а — вода; б — уайт-спирит), проте-
кающей через правую границу G4, от частоты пьезоэлемента f при постоянном 
градиенте давления G = 2 кПа/м:
1 — минимальный расход Qmin; 2 — максимальный расход Qmax; 3 — средний 
расход Qa; 4 — пограничный режим Qmin = 0, определенный по формуле (15)
Fig. 4. Dependences of fluid flow (a — water; b — white spirit) flowing through the 
right boundary G4 on the frequency f of the piezoelectric element with a constant pres-
sure gradient G = 2 kPa/m:
1 — minimum flow rate Qmin; 2 — maximum flow rate Qmax; 3 — average consumption Qa; 
4 — boundary mode Qmin = 0, determined by the formula (15)
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Qp(G
*, η*)/Qp(G, η), где Qp(G, η) вычисляется по 

аналитической формуле (11).
Объем жидкости, выдавливаемый за счет де-

формации трубки за период, от частоты не за-
висит, но расход жидкости прямо пропорцио-
нален частоте f, т. е. Q ∼ ds/dt ≈ Δsf, следователь-
но, для нового набора данных F2 изменяется 
пропорционально (Δs*f  *)/(Δsf ). Окончательно 
получим выражение для величины Q(t) для 
нового набора параметров (G*, f  *, η*, Δs*), без 
необходимости в полном численном модели-
ровании процесса для этого набора, в виде 
формулы ЭВС:

 
* * * *

*( , )
( ) ( , ).

( , ) 2
p

a q
p

Q G Q s f
Q t Q f t f

Q G s f

η Δ Δ
= +

η Δ
 (14)

Для определения скорости ux(r, t) по извест-
ному расходу, определяемому выражением (14), 
в формулах (11) исключим градиент давления G, 

тогда аппроксимация для скоро-
сти примет следующий вид:

 2 2
14

1

2
( ) ( ) ( ).xu t R r Q t

R
= −

π

Полученное выражение для 
скорости можно использовать 
в качестве граничного условия 
для связанного ЭВС при модели-
ровании системы ЭВС. Например, 
в системе трубка—микрозахват до-
статочно провести моделирование 
микрозахвата с граничными усло-
виями на скорость в области кре-
пления трубок к микрозахвату.

Как видно из рис. 4—6, для раз-
ных наборов параметров (G, f, η),
а также при изменении Δs реали-
зуются два режима течения:

1) за период расход жидкости 
через границу Γ4 может сменить 
свой знак, т. е. жидкость часть 
периода вытекает, а часть перио-
да втекает через данную границу. 
В этом случае Qmin < 0;

2) жидкость весь период течет 
в положительном направлении Ox. 
В этом случае Qmin > 0.

Формула (14) позволяет точно 
определить параметры, при кото-
рых реализуется пороговый режим 
Qmin = 0. Значение Q(t) будет мини-
мальным при t = 3T/4. Подставляя 

этот момент времени и раскрывая выражения 
для Qp(G, η) по формуле (11), получим соотно-
шение для определения граничного режима:

 
*

* * * .
2 a

G s f Q
G Qs f

η Δ Δ
=

η Δ
 (15)

Приведем пример применения формулы 
(15) для определения частоты сжатия пьезо-
элемента f  *, соответствующей пороговому ре-
жиму течения жидкости (на рис. 4 данная ча-
стота обозначена закрашенным кругом). Для 
этого достаточно провести расчет для одно-
го набора параметров (G, f, η, Δs), например,
G = 2 кПа/с, f = 1 кГц, η для воды или уайт-
спирта и Δs = 0,1 мм. Тогда, поскольку G* = G, 
η* = η и Δs* = Δs, получим пороговую частоту
f  * = 0,904 кГц для воды и f  * = 1,71 кГц для уайт-
спирита. На рис. 5 пороговый режим, который 
обозначен закрашенным кругом, определен 

Рис. 6. Расход Q и суммарный объем V жидкости (а, б — вода; в, г — уайт-спи-
рит), протекающей через правую границу G4, для разных частот f при постоянном 
градиенте давления G = 2 кПа/м:
1 — f = 600 Гц; 2 — f = 904 Гц; 3 — f = 1200 Гц; 4 — f = 1000 Гц; 5 — f = 1709 Гц; 
6 — f = 2500 Гц; 7 — пуазейлевское течение, определенное по формуле (11)
Fig. 6. The flow rate Q and the total volume V of the fluid (a, b — water; c, d — white 
spirit) flowing through the right boundary G4 for different frequencies f with a constant 
pressure gradient G = 2 kPa/m:
1 — f = 600 Hz; 2 — f = 904 Hz; 3 — f = 1200 Hz; 4 — f = 1000 Hz; 5 — f = 1709 Hz; 
6 — f = 2500 Hz; 7 — poiseuille current defined by the formula (11)
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по этому же набору параметров, но с учетом
f  * = f, η* = η и Δs* = Δs имеем градиенты давле-
ния G* = 2,21 кПа/м для воды и G* = 1,17 кПа/м 
для уайт-спирита. В использованном подборе 
параметров для определения порогового ре-
жима максимальная погрешность для расхода 
жидкости Q(t) между расчетными данными и 
данными, полученными с помощью аппрокси-
мационной формулы (15), не превышает 0,06 % 
при подборе частоты f  * и 0,1 % при подборе 
градиента давления G*. При этом заметим, что 
вычисленная частота f  * отличается от задан-
ной f на 14 %, а вычисленный градиент давле-
ния G* от заданного G — на 11 %. Если пара-
метры исходного расчета находятся дальше от 
пороговых значений, то погрешность увеличи-
вается. Например, если заданная частота f или 
градиент давления G отличаются от пороговых 
в два раза в большую или меньшую сторону, 
то погрешность Q(t) составит 0,3 % и 0,6 % со-
ответственно (на графике эти изменения бу-
дут практически не заметны). Таким образом, 
аппроксимация работает с высокой степенью 
точности для широкого интервала параметров.

Полученное соотношение (15) имеет практи-
ческое применение, например, при использова-
нии системы трубка—пьезоэлемент для жидкост-
ного охлаждения микрозахвата или другого тех-
нического устройства. Возможность определения 
порогового режима Qmin = 0 повышает эффек-
тивность охлаждения путем выбора параметров, 
предотвращающих втекание нагретой жидкости 
обратно через выходное отверстие канала.

Заключение

Разработанная трехмерная компьютерная 
модель, описывающая поведение жидкости 
в микроканалах при использовании пьезоэ-
лектрических приводов, является первым ша-
гом в разработке теоретического базиса для 
создания микроприводов и исполнительных 
микромеханизмов. Микроустройства, базиру-
ющиеся на микрофлюидике и обладающие хо-
рошими расчетными характеристиками, будут 
востребованы при проектировании новых пер-
спективных конструкций микророботов и ис-
полнительных микроустройств. Построенную 
на основе численного моделирования анали-
тическую модель ЭВС планируется использо-
вать при разработке экспериментального об-
разца капиллярного микрозахвата для расчета 
параметров системы жидкостного охлаждения 

и выбора режимов работы микронасоса на базе 
пьезоэлементов, обеспечивающих прокачку 
необходимого объема жидкости для отвода из-
лишков теплоты от элемента Пельтье. Необхо-
димость расчетов новой конструкции насоса 
обусловлена тем, что классические перисталь-
тические насосы не обладают линейностью 
производительности, при малых объемах про-
качиваемой жидкости велика инерционность, 
переходной процесс затянут во времени. Точ-
ность разработанной модели позволяет проа-
нализировать работу синтезируемых устройств 
практически на всех режимах работы от вклю-
чения/выключения до переходных процессов 
при смене скорости потока.
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Abstract

The flow of the fluid in an elastic cylindrical microchannel, the central part of which is located inside the piezoelectric ring, 
is simulated numerically. It arises as due to channel deformation by piezoelement according to the harmonic law, and pressure 
drop at the inlet and outlet to the microchannel. The aim of the work is to create a three-dimensional computer model of con-
trolling the flow of a fluid by means of a pressure drop and a tube compression piezoelectric element. The model of an element 
of a computational bench that allows you to find fluid flow using specified analytical formulas, built using an approximation of 
the calculation results for the full model for individual sets of parameters. Modeling an element of a computing bench will allow 
real-time calculations with direct integration into the control system of a technical device. The model is based on the obtained 
analytical dependencies taking into account the restrictions introduced, which can significantly reduce the amount of computation 
and improve the quality of the result. The solution of the full equations of elasticity for the tube and the equations of hydrody-
namics in the microchannel was carried out numerically by the finite element method in the package of numerical simulation 
FreeFem++. Numerical results are obtained for the flow rate of a fluid as a function of time, the physical properties of the fluid 
(dynamic viscosity and density) and external influences (the magnitude of the pressure gradient, the amplitude and frequency 
of compression of the piezoelectric element). The variants of using the obtained results in practical applications are shown. For 
example, in a liquid cooling system, the obtained relationship between the system parameters allows one to determine the flow 
regime that prevents the flow of heated liquid through the channel outlet. It is planned to use the results in the development of a 
computing stand for capillary micro-capture, containing two tubes (at the input and output) with piezoelectric elements, dividing 
the device into two parts (with dynamically changing and unchanged geometries) which will greatly simplify the full simulation.

Keywords: microro botics, microequipment, hydrodynamics, elastic microchannel, piezoelectric element, linear elasticity, 
finite element method
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Модель гибридной спутниково-инерциальной навигационной системы 
неполной структуры

Введение

Как известно [1, 2], классические представ-
ления об инерциальной (галлилеевой) системе 
отсчета, в которой выполняются законы дина-
мики Ньютона, наиболее ярко проявляют себя 
в методе инерциальной навигации (ИНМ) — 
методе автономного определения кинематиче-
ских параметров движения (как траекторных, 
так и пространственной ориентации) объекта 
по информации о нем, доставляемой инерци-
альными измерителями — ньютонометрами 
(акселерометрами) и гироскопами. Вместе с тем 
свойственная этому методу неустойчивость, об-
наруживаемая при аналитических и численных 
исследованиях и верифицированная практикой 
создания автономных инерциальных навига-
ционных систем, обусловливает необходимость 
нарушения его автономности и пополнения ин-
формационной базы метода наблюдениями (из-
мерениями) неинерциальной природы.

В данной работе рассмотрен вариант генера-
ции гибридной навигационной системы (ГНС) 

в случае, когда ее информационная база огра-
ничена и представлена только измерениями 
вектора удельных сил негравитационной при-
роды, или кажущегося ускорения [1], достав-
ляемых ньютонометрами [2], и темпоральны-
ми данными о координатах места подвижного 
объекта (ПО), доставляемых не более чем дву-
мя приемниками навигационной спутниковой 
системы (НСС) типа ГЛОНАСС/GPS. Область 
применения методологии таких ГНС — чис-
ленно-аналитическое планирование маршрут-
ных заданий, бортовое определение параме-
тров движения и управление ПО различного 
назначения и базирования (сухопутного, мор-
ского, воздушного, космического).

Под "определением движения" здесь пони-
мается решение двух задач — это, во-первых, 
определение кинематических параметров тра-
ектории (траекторная задача) и, во-вторых, 
определение параметров ориентации ПО в про-
странстве (задача ориентации).

Предлагаемая ГНС отличается от известных 
интегрированных инерциально-спутниковых 

Представлена и исследована математическая модель гибридной навигационной системы (ГНС), состоящая из трех-
компонентного блока линейных ньютонометров, физически моделирующих векторный измеритель сил негравитацион-
ной природы, и бортовых приемников ГЛОНАСС, позиционирующих подвижный объект в эллипсоидальной системе коор-
динат. Отсутствие блока гироскопических датчиков угловых скоростей, традиционных для классических схем метода 
инерциальной навигации, и наличие не более двух бортовых устройств спутникового позиционирования (приемников) 
позволяет характеризовать рассматриваемую ГНС как систему неполной структуры. В качестве базового элемента 
математической модели задачи оценки линейных и угловых параметров движения объекта использована разработан-
ная процедура многократного численного дифференцирования темпоральных данных спутникового позиционирования 
бортовых приемников ГЛОНАСС, устойчиво функционирующая независимо от шага дискретизации задачи по времени. 
Разработанная ГНС позволяет качественно оценивать траекторные параметры — местоположение, скорости, уско-
рения, рывки и силы, обусловливающие траекторию, а также (при двухпозиционном приеме) и параметры простран-
ственной ориентации объекта — углы Эйлера—Крылова и их производные. Приведены результаты вычислительного 
эксперимента. Область применения результатов исследования — численно-аналитическое планирование траекторий, 
определение параметров движения и управление подвижными объектами различного назначения и базирования.

Ключевые слова: метод инерциальной навигации, ГЛОНАСС, траектория, углы Эйлера—Крылова, ньютонометр, 
гироскоп, кажущееся ускорение, угловая скорость, эллипсоидальная система координат
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систем [3—5] отсутствием в ней гироскопиче-
ских измерителей абсолютной угловой скоро-
сти вращения ПО и методологией математиче-
ского моделирования и решения обеих задач.

Основные модельные представления

Принимая во внимание форму геоида, в ка-
честве его признанной опорной модели примем 
эллипсоид вращения (эллипсоид Клеро) [2, 3]. 
В соответствии с этим и с учетом стандартов 
ПЗ-90 (Россия) и WGS-89 (США) известным об-
разом введем эллипсоидальную (геодезическую) 
систему отсчета с координатами {ϕ, λ, h} — гео-
дезические широта, долгота и высота над по-
верхностью эллипсоида.

В точке O, принадлежащей траектории и 
отождествляемой с ПО, разместим начало пра-
вого прямоугольного координатного трехгран-
ника Ox = Ox1x2x3 с осью Ox3, направленной по 
нормали к поверхности эллипсоида, и осями 
Ox1 и Ox2, ориентированными соответственно 
на географические Восток и Север.

Траекторная задача. Обратимся теперь 
к кинематике, или к "геометрии движения" [1],
точки O и обозначим v = (v1, v2, v3)

т вектор 
ее линейной скорости движения относитель-
но твердой Земли, а w = (ω1, ω2, ω3)

т — вектор 
угловой скорости вращения трехгранника Ox,
обусловленной криволинейностью траектории. 
Оба вектора рассматриваются в проекциях на 
оси Ox. Между координатами {ϕ, λ, h} и скоро-
стями достаточно просто установить следую-
щие соотношения:

 
1 2 3

2 1
3

2 1

, cos , sin ,

, ,,
cos

v v
v r

r r ψ

ω = −ϕ ω = λ ϕ ω = λ ϕ

ϕ = λ = =
ϕ

� ��
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 (1)

где 2 2 1/2
1 /(1 sin ) ,r a e h= − ϕ +  2

2 (1 )/(1r a e= − −  
2 2 3/2sin )e h− ϕ +  — радиусы кривизны двух 

взаимно перпендикулярных главных нормалей 
сечений поверхности h = const, проходящих 
через оси Ox1 (сечение, касательное к парал-
лели) и Ox2 (меридиальное сечение); a и e — 
значения большой полуоси и эксцентрисите-
та используемой модели земного эллипсоида; 

1 2 1 2 1
1 2( sin cos )r r r− − −

ψ = ψ + ψ  — радиус кри-
визны нормального сечения эллипсоида при
h = const в точке O, проходящего через вектор-
проекцию vp вектора v на плоскость Oy1y2 [2]; 

ψ — путевой угол движения, отсчитываемый 
по ходу часовой стрелки от оси Oy2 к оси Oy1, 
так что 1 sin ,pv v= ψ  2 cos ,pv v= ψ  | |.p pv = v

Под решением траекторной задачи далее 
понимается решение задачи оценки значений 
параметров ϕ, λ, h, r1, r2, rψ, v1, v2, v3 и т. д. и 
их производных до порядка n – 1. При этом 
математическая модель такой общей задачи 
рассматривается как совокупность моделей 
частных обратных задач вида "состояния—из-
мерения" порядка n, где каждая из частных 
моделей ассоциируется с некоторой функцией 
времени η(t), аппроксимируемой моделью "со-
стояний" вида η(t) = η1, 1 2 ... 0nη = η = = η =� � �  по 
ее темпорально измеряемым с инструменталь-
ными погрешностями значениями η(tk), k = 0, 
1, 2, ...; tk + 1 = tk + τ, τ = const. Как видно, каждая 
частная модель "состояний" — это система ли-
нейных дифференциальных уравнений перво-
го порядка с простейшей одноклеточной жор-
дановой (с нулевыми диагональными элемен-
тами) матрицей [6] в качестве матрицы связи, 
имеющей индекс нильпотентности, равный n. 
Естественное обращение к такой модели су-
щественно упростило дискретизацию задачи 
по времени и реализацию нейросетевого алго-
ритма динамического псевдообращения [7, 8]
калмановского типа с ядерным механизмом 
настройки [8] на фоне преодоления проблемы 
разрешимости задачи при больших значениях n 
и малых τ в условиях конечной точности вы-
числений и измерений [9].

Полагая далее, что траекторная задача ре-
шена [9], обратимся к динамике теперь уже ма-
териализованной точки O, т. е. к уравнениям 
Ньютона, которые с учетом вращения Земли 
с угловой скоростью u = (u1, u2, u3)

т в осях трех-
гранника Ox представимы в следующем виде:

 0,, (0) ,ij j i j j iD V g f V V= + =  (2)

где / ( )ij ij ikj k kD d dt e u= δ + ω +  — оператор абсо-
лютной производной; δij — символ Кронекера; 
eikj — символ Леви—Чивита ( , , 1,3i k j = ; по по-
вторяющимся индексам проводится суммиро-
вание); u = |u|, u1 = 0, u2 = ucosϕ, u3 = usinϕ;
V = (V1, V2, V3)

т — вектор абсолютной ско-
рости, причем V1 = v1 + u2r1, V2 = v2, V3 = v3;
f = ( f1, f2, f3)

т — вектор кажущегося ускорения; 
g = (g1, g2, g3)

т — напряженность гравитацион-
ного поля Земли (ГПЗ), известного с достаточ-
ной точностью.



753Мехатроника, автоматизация, управление, Том 20, № 12, 2019

Разрешая уравнение (2) относительно f по-
компонентно и принимая во внимание (1), по-
лучаем:
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С учетом того, что все значения перемен-
ных в правой части (3) известны благодаря 
интерпретации данных спутникового пози-
ционирования ПО, т. е. при решении траек-
торной задачи [9], вектор f также может быть 
вычислен. Таким образом, устанавливается и 
каузальность траектории, что существенно для 
дальнейших построений.

Задача ориентации. Введем жестко связан-
ный с ПО правый координатный трехгранник, 
в осях которого могут проводиться векторные 
измерения, — приборный трехгранник Oy = 
= Oy1Oy2Oy3, в идеале совпадающий с трех-
гранником Ox, но реально связанный с ним 
матрицей ориентации A = (aij), ( , 1,3),i j =  так 
что yi = aijxj и xj = ajiyi. Суть задачи определения 
ориентации ПО в физическом пространстве 
состоит в оценке элементов матрицы A и, как 
следствие, значений трех углов последователь-
ного вращения трехгранника Oy из состояния 
Oy ≡ Ox в текущее состояние. Учитывая, что 
под ПО здесь понимается объект искусствен-
ного происхождения, целесообразно считать, 
что оси трехгранника Oy совпадают со строи-
тельными осями ПО, и ввести углы Эйлера—
Крылова — углы курса (α), крена (β) и танга-
жа (θ), соответствующие последовательности 
парциальных вращений относительно осей 
Oy3, Oy2, Oy1.

Для определения значений девяти элементов 
(направляющих косинусов) матрицы A (или 
трех углов Эйлера—Крылова), вообще говоря, 
достаточно найти систему двух неколлинеар-
ных векторов, известных своими проекциями 
как в Ox, так и в Oy. В качестве таких двух век-
торов могут быть взяты орты известных звезд, 
пульсаров или иных объектов. Корректность 
решения проблемы в таком случае обуслов-
ливается возможностью пополнения системы 
двух векторов третьим, образуемым вектор-

ным произведением известных двух, и, таким 
образом, линейной независимостью этих трех 
векторов; в предельном случае, когда наблю-
дению в Ox и Oy доступен только один век-
тор, определить ориентацию Oy относительно 
Ox можно только с точностью до поворота Oy 
относительно Ox вокруг этого единственного 
вектора как оси.

Возможность вычисления f, демонстриру-
емая системой уравнений (3), обращает вни-
мание на методологически другую возмож-
ность — это непосредственное измерение про-
екций f в трехграннике Oy с помощью тройки 
линейных ньютонометров; таким образом, 
решается проблема выбора первого из двух 
требуемых векторов. Однако важно отметить, 
что, оставаясь в рамках анонсируемой в насто-
ящей работе задачи комплексирования изме-
рений геодезических координат места объекта 
с помощью НСС и измерений ньютонометров, 
строго решить проблему и второго вектора 
также можно, но только в случае двух- (и бо-
лее) позиционного бортового приема данных 
НСС. Вместе с тем, как показывают вычис-
лительные эксперименты, и при однопозици-
онном приеме возможны вполне допустимые 
приближенные оценки углов, если отождест-
влять угол α с путевым углом ψ в рамках псев-
доизмерения α = –ψ + δα, когда δα выступает 
в качестве небольшой методологической по-
грешности, обусловленной взаимодействием 
ПО с внешней средой. В таком случае мето-
дом последовательных приближений достаточ-
но просто и в пределах шага дискретизации τ 
численно решается система уравнений fy = Af, 
где fy — вектор силы f, измеряемой ньютоно-
метрами, т. е. задача точечного оценивания 
углов β и θ.

Подобным же образом вычисляется и вся 
тройка углов Эйлера—Крылова, т. е. {α, β, θ},
и дополнительно угол курсового дрейфа
δα = ψ – α, если на борту ПО осуществляет-
ся двухпозиционный прием спутниковой на-
вигационной информации и решается система 
уравнений {fy = Af, ly = Al}, где ly — техноло-
гический (известный) вектор места второго 
приемника НСС в Oy, а l — этот же вектор 
в Ox, вычисляемый по данным его позицио-
нирования НСС. Здесь же оценивается необ-
ходимое число производных углов α, β, θ и, та-
ким образом, реализуется возможность оценки 
в трехграннике Oy вектора угловой скорости 
собственного вращения т

,1 ,2 ,3( , ) ,,y y y yq q q=q  
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где ,1 sin ,yq = θ + α β� �  ,2 cos sin cos ,yq = β θ + α θ β� �  

,3 cos sin sin .yq = α θ β − β θ��  Очевидно, возможен 
и отказ от исходной декларируемой бортовой си-
стемы измерителей и пополнение ее, например, 
астровизирами известных звезд или пульсаров.

В общем случае, если вектор qy опре-
делен, то открывается возможность и для 
оценки абсолютной угловой скорости ПО 

т
,1 ,2 ,3,( ),y y y yp p p=p  в проекциях на оси Oy, 

а именно: ( ) ,y yx
= + +p A u qw  где индекс "x" 

указывает на то, что вектор w + u представлен 
своими проекциями в трехграннике Ox. Таким 
образом, по сути, реализуется безгироскопный 
датчик угловых скоростей, что с учетом воз-
можности качественного дифференцирования 
вектора py открывает путь для оценки главного 
момента сил — вектора my, обусловливающего 
совместно с вектором f движение реального ПО. 
Действительно, , , , ,( ) ,y i ij y j ikj y k js y sm J p e p J p= +�  
где J = (Jjs) — известный тензор инерции ПО, 

, , , 1,3.i j k s =  Эта процедура занимает важное 
место при численно-аналитическом планиро-
вании управляемого движения ПО по задан-

ной траектории в условиях его взаимодействия 
с реальной средой как тела, имеющего кон-
кретные масс-геометрические характеристики.

Вычислительные эксперименты

Численная верификация теоретических 
представлений, изложенных выше, выполнена 
для ПО с различными масс-геометрическими 
характеристиками и параметрами движе-
ния. В качестве примера здесь приведены 
результаты численного моделирования для 
ПО с массой m = 1500 кг и тензором инерции 

11 22 33diag( , , ),J J J=J  J11 = J33 = 3,8•103 кг•м2, 
J22 = 52,9 кг•м2, движущегося со скоростью
v = 247,5 м/с2 (0,75M, M = 330 м/с2) по траекто-
рии, представленной на рис. 1. Предполагает-
ся, что данные позиционирования ГЛОНАСС 
поступают с шагом τ = 0,2 c, содержат погреш-
ности со среднеквадратическими значениями 
(СКЗ) σϕ = σλ = σh = 1,5 м и временами корреля-
ции τc = 4 c; СКЗ погрешностей оценивания —
σϕ = 4,9 м, σλ = 4,8 м, σh = 0,01 м. На рис. 2, а пред-

ставлены оценки удельных сил, 
выполненные по формулам (3);
СКЗ погрешностей оценивания — 

1 2f fσ = σ  = 0,0038 м/с2, 
3

� fσ  =
= 9,8556•10–6 м/с2. На рис. 2, б пред-
ставлены оценки углов α, β, θ;
СКЗ погрешностей оценок —
σα = 0,0015°, σβ = 0,0212°, σθ = 0,0231°. 
При этом погрешности шумов 
ньютонометров характеризуются 
СКЗ σ1 = σ2 = σ3 = 0,01 м/с2 и вре-
менем корреляции τc = 1,5 c; место 
второго приемника НСС в Oy –
– y = (0,4 м, 0)т. На рис. 3 пред-

Рис. 3. Оценки моментов сил
Fig. 3. Torque estimations

Рис. 2. Оценки удельных сил (a) и углов Эйлера—Крылова (б)
Fig. 2. Estimates of specific forces (a) and Euler—Krylov angles (б)

Рис. 1. Элементы траектории движения: высота (a), широта и долгота (б)
Fig. 1. Trajectory elements: height (a), latitude and longitude (б)
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ставлены моменты сил, обусловливающих 
вращение ПО; СКЗ погрешностей оценива-
ния — 

1mσ  = 0,0123 Н•м, 
2

� mσ  = 1,7012•10–4 Н•м,

3
� mσ  = 3,2007•10–4 Н•м.

Заключение

Таким образом, в настоящей работе, в зна-
чительной степени базирующейся на резуль-
татах предшествующей ей работы авторов [9], 
показано, что при комплексировании борто-
вой навигационной системы двумя датчиками 
позиционирования ГЛОНАСС и трехкомпо-
нентным блоком ньютонометров вполне до-
стижима высококачественная оценка всех ки-
нематических параметров движения, а также 
сил и моментов, его обеспечивающих.
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Abstract

A mathematical model of a hybrid navigation system (GNS) consisting of a three-component block of linear newtonom-
eters (accelerometers) physically simulating a vector-based measurer of non-gravitational nature forces and on-board 
GLONASS receivers that positioning a moving object in an ellipsoidal coordinate system is presented and investigated. The 
absence of a gyroscopic angular velocity sensors unit, traditional for the classical schemes of the inertial navigation method, 
and the presence of no more than two onboard satellite positioning devices (receivers) make it possible to characterize 
the considered GNS as a partial structure system. As a basic element of a mathematical model for estimating linear and 
angular parameters of an object’s motion, the developed procedure of multiple numerical differentiation of temporal data 
acquired from on-board satellite receivers, which functions stably irrespective of the magnitude of the discretization step of 
the problem in time, was used. The developed GNS makes it possible to qualitatively evaluate both the trajectory param-
eters (location, velocity, acceleration and forces causing the trajectory) as well as the parameters of the spatial orientation 
of the object (Euler-Krylov angles and its derivatives) with a two-positioning technique. The results of the computational 
experiment are given. The field of application of the research results is numerical-analytical planning of trajectories, de-
termination of motion parameters and control of moving objects for various purposes and basing.
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apparent acceleration, angular velocity, ellipsoidal coordinate system
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Исследование модификаций сглаживающего фильтра Гаусса
для их применения совместно с методом SLAM

тодом лазерного SLAM широко используются 
различные методы фильтрации измерительной 
информации, например, фильтр Калмана (EKF 
и UKF) [2] или фильтр частиц, чтобы получить 
апостериорное распределение позиций и ориен-
тиров для планетохода на карте. Так, в марсохо-
де Kapvik (Канада) использовался метод SLAM 
с алгоритмом расширенного фильтра Калмана 
(EKF-SLAM) [3]. Однако на практике у этих ме-
тодов имеются существенные проблемы. В алго-
ритме EKF присутствует процесс линеаризации, 
поэтому он менее точен. Алгоритм UKF по срав-
нению с алгоритмом EKF лучше согласован, но 
обладает большей вычислительной сложностью. 
Метод фильтра частиц имеет проблему, связан-
ную с деградацией частиц. Поэтому данные ал-
горитмы не могут использоваться в режиме ре-
ального времени.

В последние годы разработчики в области 
робототехники, управления и машинного обу-
чения [4—7] большое внимание уделяют ис-
пользованию фильтра Гаусса для обработки 
информации и вычислений.

При проведении научных исследований на поверхности небесных тел Солнечной системы с помощью планетоходов 
для решения задач их навигации и построения карты местности в неизвестном пространстве можно применить 
метод одновременной локализации и построения карты — метод SLAM. В случае применения лазерного дальномера 
в системе навигации в качестве широко используемых методов фильтрации информации используют методы, осно-
ванные на фильтре Калмана, а также его модификации, например, алгоритм EKF и алгоритм UKF. В алгоритме EKF 
присутствует процесс линеаризации. Алгоритм UKF по сравнению с алгоритмом EKF лучше согласован, но обладает 
большей вычислительной сложностью. Поэтому данные методы отличаются достаточно низкой точностью и боль-
шим объемом вычислений. Алгоритм фильтрации GP-RTSS, основанный на фильтре Гаусса, не требует процедуры 
прогнозирования выборки модели, линеаризации и численного интегрирования и способен адаптироваться для раз-
личных динамических систем. Таким образом, алгоритм фильтрации GP-RTSS существенно превосходит алгоритмы 
EKF и UKF по данным показателям. Самым большим препятствием в процессе работы алгоритма GP-RTSS явля-
ется то, что функция ядра Гаусса требует множества вычислений. В статье исследуется модификация фильтра 
DIS RTSS, использующая схему распределенных вычислений, реализованную в гауссовском сглаживающем фильтре 
GP-RTSS для повышения скорости алгоритма GP-RTSS. Использование схемы распределенных вычислений позволяет 
провести эффективное преобразование данных, а следовательно, значительно уменьшить общие затраты на вычис-
ления (время вычислений и требуемый объем памяти). Предложены четыре алгоритма распределенных вычислений для 
фильтра DIS RTSS: DIS RTP, DIS RTGP, DIS RTB, DIS RTrB. Моделирование показало, что среди данных алгоритмов 
алгоритм DIS RTGP является наиболее эффективным решением для рассматриваемого класса практических задач.

Алгоритм фильтрации DIS RTSS обладает высокой скоростью обработки информации и теоретически может 
обрабатывать бесконечное число выборок данных.

Ключевые слова: гауссовский процесс, распределенная система вычислений, алгоритм фильтрации, алгоритм DIS 
RTSS, алгоритм DIS RTP, алгоритм DIS RTGP, алгоритм DIS RTB, алгоритм DIS RTrB

Введение

Для обеспечения функционирования авто-
номной системы управления планетоходом при 
проведении с его помощью научных исследова-
ний на поверхности небесных тел Солнечной 
системы необходимо разработать эффективные 
алгоритмы для системы навигации. Для реше-
ния данной задачи можно применить метод од-
новременной локализации и построения карты 
местности, который получил в литературе назва-
ние SLAM (simultaneous localization and mapping) 
[1]. Метод SLAM используется в мобильных ав-
тономных средствах для построения карты в не-
известном пространстве или для обновления 
карты в заранее известном пространстве с одно-
временным контролем текущего местоположе-
ния объекта. Лазерный SLAM (используется ин-
формация от лазерных дальномеров, например, 
LRFs) имеет высокую точность при построении 
карт и локализации местоположения объекта и 
не имеет существенного накопления ошибок. 
При решении навигационных задач наряду с ме-
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Как показано в статье [8], в отличие от вы-
шеупомянутых методов нелинейный алгоритм 
фильтра Гаусса со сглаживанием GP-RTSS 
(Rauch Tung Stried smoother) позволяет полу-
чить в аналитическом виде формулу для про-
цесса фильтрации, где не требуются процеду-
ры прогнозирования выборки модели, линеа-
ризации и численного интегрирования. Кроме 
того, в данной модификации фильтра Гаус-
са отсутствует проблема деградации частиц. 
В статьях [8, 9] показано, что алгоритм GP-
RTSS по сравнению с алгоритмами EKF, UKF, 
CKF (кубический фильтр Калмана) обладает 
меньшей неопределенностью и несогласован-
ностью, более устойчив и способен адаптиро-
ваться в различных динамических средах. По-
этому алгоритм GP-RTSS является хорошим 
вариантом для использования в неизвестной 
среде совместно с системой SLAM.

Однако у алгоритма GP-RTSS имеется суще-
ственный недостаток. Поскольку в основу данно-
го алгоритма фильтрации положен полный гаус-
сов процесс, то это предполагает большой объем 
вычислений ядра Гаусса, в то время как для пла-
нетохода при решении задач навигации и управ-
ления в реальном режиме времени требуется как 
можно меньше затрат времени на вычисления.

Для устранения данного недостатка в статье 
предлагается использовать систему распреде-
ленных вычислений для алгоритма фильтра-
ции GP-RTSS, в результате чего был разрабо-
тан новый алгоритм DIS RTSS. Этот алгоритм 
может более эффективно использовать ресур-
сы данных для обеспечения процесса фильтра-
ции, а также позволяет значительно снизить 
объем вычислений.

Описание алгоритма фильтра

Гауссовский процесс (далее – ГП) опреде-
ляется математическим ожиданием μ(·), дис-
персией σ(·) и положительной полуопределен-
ной ковариационной функцией K (·,·), которая 
называется ядром.

Если имеется некоторый набор данных 
( , )D x y= , то в начале его необходимо преоб-

разовать одним из известных способов к виду 
гауссовского процесса:

 2( ) , (0, ),y h x N∗ ∗ ε= + ε ε ∼ σ  (1)

где x* — вектор переменных состояния дина-
мической системы; y* — вектор выхода; h(•) — 

функция, описывающая гауссовский процесс; 
ε — шум, описываемый нормальным законом 
распределения с нулевым математическим 
ожиданием и дисперсией 2

εσ .
Учитывая квадратичную зависимость в по-

казателе экспоненты ядра в ГП, составленного 
из скалярных произведений пар векторов (x, x′), 
получим выражение для ковариационной функ-
ции в следующем виде:

 2 т1( , ) exp ,( ) ( )
2

K x x x x x x∗ ∗ ∗
⎛ ⎞′ ′ ′= α − − Λ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (2)

где Λ — диагональная матрица характеристи-
ческих масштабов длины квадратного экспо-
ненциального ядра, а α2 — дисперсия скрытой 
функции h. Параметры Λ и α2 являются гипер-
параметрами, которые могут быть получены 
методом градиентного спуска.

Последующее предсказанное распределение 
значений функции * *( )h h x=  для вектора пе-
ременных состояния x* является гауссовским 
процессом со следующим математическим 
ожиданием и дисперсией:

 т 2 1 т
* * * *( ) [ ] ( ) ;h hx M h K K I y K−

ε′μ = = + σ = β  (3)

 2 т 2 1
* * ** * *( ) [ ] ( ) ,h hx D h K K K I K−

ε′σ = = − + σ  (4)

где * *( , ),K K x x=  ** * *( , ),K K x x=  2 1( ) ,K I y−
ε′β = + σ  

K ′  — матрица ядра с элементами ( , );ij i jK K x x′ =  
I — единичная матрица.

Алгоритм фильтра GP-RTSS

Пусть модель динамической системы опи-
сывается следующими уравнениями в дис-
кретном виде:

 1( ) ;t tx f x w−= +  (5)

 ( ) ,t tу g x v= +  (6)

где f, g — нелинейные функции; xt — D-мерный 
вектор непрерывного многозначного состо-
яния; yt — D-мерный вектор выходных пере-
менных; w ∼ N(0, σw) и v ∼ N(0, σv) — аддитив-
ный белый гауссовский шум; t — дискретный 
индекс времени, t = 1, ..., T.

В данной статье состояние системы пред-
ставляется моделью марковского процесса, 
поскольку переменные скрытого состояния 
в момент времени t зависят только от момента 
времени t – 1.



758 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 20, № 12, 2019

Алгоритм GP-RTSS включает в себя три 
этапа: прогнозирование, обновление фильтра 
и сглаживание.

Этап 1. Прогнозирование. Априорное рас-
пределение вероятностей 1: 1( )t tp x y −  прибли-
женно определяется следующим образом:

 1: 1 1 1( ) ( , ),x x
t t t t t tp x y N− − −≈ μ σ  (7)

где 1: 1ty −  — состояние y в промежутке времени 
от t = 1 до t – 1; 1

x
t t −μ  — математическое ожи-

дание в момент времени t, полученное при из-
вестном математическом ожидании в момент 
времени t – 1;

 
[ ]

1 11

т
1 1 1

( ) ,

( ) ( ( ) , ) ;

t

x
x h tt t

h t t t

M M h x

x N h x dx L

− −−

− − −

′ ′⎡ ⎤μ = μ σ =⎣ ⎦

′ ′= μ μ σ = β∫
 (8)

2 т 2 2 1 2
1 1( ) tr[( ) ] ( ) .x x

t t t tL K I L−
ε− −′σ = β β + α − + σ − μ� �  (9)

В формулах (8) и (9) обозначено:
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1

( );
2ij i jz x x= +�

2 1tr[( ) ]K I L−
ε′ + σ �  — след матрицы 2 1( ) ;K I L−

ε′ + σ �

*( ( )) ( , )p h x N ′ ′∼ μ σ  и μ′, σ′ определяются по 
формулам (3) и (4).

Этап 2. Обновление фильтра. Апостери-
орное распределение вероятностей 1:( )t tp x y  
определяется следующим образом:

 1:( ) ( , )e e
t t t t tp x y N x= μ σ , (10)

где

 1
1 1 1 1( ) ( );e x xy y y

t tt t t t t t t ty−
− − − −μ = μ + σ σ − μ  (11)

 1 т
1 1 1 1( ) ( ) .e x xy y yx

t t t t t t t t t
−

− − − −σ = σ − σ σ σ  (12)

В формуле (11), (12) обозначено:

 т т
, 1 11 ( ) ;xy x x

x g t t t tt t M xy − −−
⎡ ⎤σ = − μ μ⎣ ⎦

т
, 1 1 1

1
[ ] ( , ) ( , ) ,

n
x x

x g i i i t t t t
i

M xy xc N x x N x dx− −
=

= β Λ μ σ∑ ∫

c1 — константа.
Этап 3. Сглаживание. Чтобы получить бо-

лее точные результаты, необходимо выполнить 
процедуру сглаживания гауссовой системы.

Цель сглаживания — повышение качества 
идентификации за счет повторного использо-
вания данных наблюдений, причем в обрат-
ном порядке от xt до x1. После объединения ре-
зультатов обновления фильтра 1:( )t Tp x y  (см. 
выражение (10)) и окончательных результатов 
этапа сглаживания (для t = T, ..., 1) получим:

 1 1: 1 1 1( ) ( , ),R R
t T t t T t Tp x y N x− − − −= μ σ  (13)

где

 11 1 1 ( );R e e
tt T t t t T t tJ −− − −μ = μ + μ − μ  (14)

 т
1 11 1 1 ( ) ;R e e

t tt T t t t T t tJ J− −− − −σ = σ + σ − σ  (15)

 1
1 1, 1 1( ) ;x

t t t t t tJ −
− − − −= σ σ  (16)

 
1. 1

1
1 1 1 1 1 1

1
( ) ( ).

t t t

n
x x x e e
i i it t t t t t

i
l x

− −

−
− − − − − −

=

σ =

= β σ σ + Λ − μ∑
 (17)

Алгоритм фильтра GP-RTSS имеет меньшую 
неопределенность и несогласованность, а также 
способен к адаптации для различных динами-
ческих систем. Однако при применении филь-
тра GP-RTSS возникает серьезная проблема, 
заключающаяся в том, что функция ядра Гаус-
са требует большого объема вычислений. Что-
бы уменьшить объем вычислений гауссовского 
процесса, можно, например, использовать раз-
реженный гауссовский процесс [10]. Однако 
даже при разреженных аппроксимациях неце-
лесообразно применять ГП к данным, имею-
щим размерность десятков или сотен миллио-
нов точек. Поэтому далее в статье показано, что 
для устранения описанной проблемы и умень-
шения объема вычислений ГП можно исполь-
зовать метод распределенных вычислений.

Модификация алгоритма GP-RTSS

Использование схемы распределенных вы-
числений, описанной в работе [11], позволяет 
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провести эффективное преобразование дан-
ных к виду ГП, следовательно, значительно 
уменьшить общие затраты на вычисления (вре-
мя вычислений и требуемый объем памяти).

Согласно гипотезе максимума правдопо-
добия логарифм распределения вероятности 

( , )p h x y  в гауссовой системе можно предста-
вить следующим образом:

 ( ) ( )

1
log ( , ) log ( , ),

S
j j

j
p y x p y x

=
θ ≈ θ∏  (18)

где j — число экспертов ( 1, ...,j S= ); θ — ги-
перпараметр ядра, включающий Λ и α2. Эти S 
экспертов пользуются одним и тем же набором 
гиперпараметров. Здесь и далее log — любой 
логарифмический оператор, например ln. Для 
произвольного j-го эксперта выражение для 
логарифма под знаком суммы в формуле (18) 
может быть вычислено аналитически:

( ) ( ) ( ) ( ) 2 1 ( )

( ) 2

1
log ( , ) ( )

2
1

log( ) const,
2

j j j j j

j

p y x y K I y

K I

−
ϕ ε

ϕ ε

θ = − + σ −

− + σ +
 (19)

где ( ) ( ) ( )( , )j j jK K x xϕ =  — ядро ГП.

Предположим, согласно статье [11], что для 
использования алгоритма GP-RTSS имеется 
множество данных D = (x, y) размерностью N. 
Полное множество данных D = (x, y) можно 
разделить на S множеств ( ) ( ) ( ){ , },j j jD x y=  
( 1, ..., ),j S=  где D( j) — локальное множество 
данных размером n, которое будем называть 
локальным экспертом в схеме распределенных 
вычислений.

На основе приведенной выше теории для 
увеличения скорости вычислений алгоритма 
GP-RTSS (рис. 1, а, см. третью сторону облож-
ки), функционирующего совместно с системой 
SLAM, разработана новая модификация это-
го алгоритма DIS RTSS (рис. 1, б, см. третью 
сторону обложки), в основу которой положена 
схема распределенных вычислений. Конечный 
результат фильтрации получается в результате 
применения одного из методов слияния дан-
ных экспертов.

На рис. 1 обозначено: x — переменные состо-
яния; y — переменные наблюдения; t — время; 
f — нелинейные функции движения; g — нели-
нейные функции наблюдений. Локальные экс-
перты используют один и тот же набор гипер-
параметров θ в одном нелинейном процессе, 

например, θf — гиперпараметр для 
функции движения f; θg — гипер-
параметр для функции наблюде-
ний g; j — число экспертов.

Сложность вычислений гаус-
совского процесса в основном 
определяется функцией ядра Га-
усса. Для набора данных D = (x, y),
если использовать для их об-
работки алгоритм GP-RTSS,
то из формул (8), (9), (11) и (12) 
следует, что сложность функ-
ции ядра равна O(N3) (рис. 2, а). 
Аналогично можно получить, что 
сложность функции ядра для ал-
горитма DIS RTSS равна O(Sn3), 
где S — число экспертов, n — чис-
ло данных j-го эксперта (причем 
S n N, n n N) (рис. 2, б). Таким 
образом, как следует из сравне-
ния рис. 2, а и 2, б, сложность при 
вычислении ядра Гаусса для алго-
ритма DIS RTSS уменьшается.

В данной работе для слияния 
результатов экспертов использо-
ваны следующие четыре метода: 
метод произведения гауссовских 

Рис. 2. Схемы вычислений матрицы ядра гауссовского процесса:
а — алгоритм GP-RTSS; б — алгоритм DIS RTSS
Fig. 2. The framework for the matrix of the kernel of the Gaussian process:
a — GP-RTSS algorithm; б — DIS RTSS algorithm
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экспертов (PoE — Product of GP Experts) [12],
метод обобщенного произведения гауссовских 
экспертов (gPoE — Generalised Product of GP 
Experts) [13], метод машины Байесовых коми-
тетов (BCM — Bayesian Committee Machine) [14],
метод робастной машины Байесовых коми-
тетов (rBCM — Robust Bayesian Committee 
Machine) [15], которые в сочетании с алгорит-
мом DIS RTSS образуют четыре новые моди-
фикации исходного алгоритма: алгоритм DIS 
RTP, алгоритм DIS RTGP, алгоритм DIS RTB и 
алгоритм DIS RTrB.

Алгоритм DIS RTP

Метод PoE позволяет вычислить целевое 
распределение вероятностей из формулы (18) 
как произведение множества конечных плот-
ностей вероятностей в следующем виде:

 ( ) ( ) ( ) ( )( ,( , )) ( ,( , )).j j j j
jp y x x y p y x x y∗ ∗ ∗ ∗= ∏  

Здесь и далее 
1

( ) ( ).• •
S

j
j =

=∏ ∏

В алгоритме DIS RTP для каждого j-го
( j = 1, ..., S) эксперта плотность вероятности 
вычисляется согласно следующему выражению:

 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
* ** * *( , , ) ( ( ), ( )),j j j j j R R

j jp y x x y N y x x= μ σ

где ( )R
jμ ∗ , ( )R

jσ ∗  — математическое ожидание 
и дисперсия соответственно, полученные как 
результат экспертного прогноза, выполненно-
го с помощью алгоритма GP-RTSS (см. выра-
жения (14) и (15)).

Полученный при использовании модифи-
цированного алгоритма DIS RTP результат 
можно представить выражением

 ( ,( , )) ( , ),RTP RTPp y x x y N y∗ ∗ ∗= μ σ

где математическое ожидание и дисперсия 
определяются следующим образом:

 2 2
* *( ) ( ) ( ) ( );RTP RTP R R

j j jx x−μ = σ Σ σ μ

 2 2
*( ) ( ) ( ).RTP R

j j x− −σ = Σ σ

Здесь и далее 
1

( ) ( ).• •
S

j
j =

Σ = ∑

При S = 1 результаты, полученные с помо-
щью алгоритма DIS RTP, будут идентичны ре-
зультатам алгоритма GP-RTSS.

Алгоритм DIS RTGP

Метод gPoE согласно работе [13] позволяет 
рассчитать увеличение или уменьшение весо-
вого коэффициента эксперта β, а также вы-
числить целевое распределение вероятностей 
по формуле (18). Конечное значение плотности 
вероятностей определяется в следующем виде:

 ( ) ( ) ( ) ( )
* *( ,( , )) ( ,( , )).j j j j j

jp y x x y p y x x yβ
∗ ∗ = ∏

В алгоритме DIS RTGP для каждого j-го 
эксперта плотность вероятности вычисляется 
согласно выражению

 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
* ** * *( , , ) ( ( ), ( )),j j j j j R R

j jp y x x y N y x x= μ σ

где ( )R
jμ ∗ , ( )R

jσ ∗  имеют смысл, описанный 
выше. Поскольку в алгоритме gPoE выпол-
няется условие Σj  βj = 1, то значение весового 
коэффициента j-го эксперта устанавливается 
следующим образом: βj = 1/S.

Полученный при использовании модифи-
цированного алгоритма DIS RTGP результат 
можно представить выражением

 ( ,( , )) ( , ),RTGP RTGPp y x x y N y∗ ∗ ∗= μ σ

где

 2 2
* *( ) ( ) ( ) ( );RTGP RTGP R R

j j j jx x−μ = σ Σ β σ μ

 2 2
*( ) ( ) ( ).RTGP R

j j j x− −σ = Σ β σ

Алгоритм DIS RTB

В отличие от метода POE метод BCM, кото-
рый был предложен Треспом в работе [14], явно 
включает априорную вероятность *( )p y  при 
объединении прогнозов. Метод BCM позволя-
ет вычислить целевое распределение вероятно-
стей по формуле (18) как произведение множе-
ства конечных плотностей вероятностей в сле-
дующем виде:

 
( ) ( ) ( ) ( )
* *
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( ,( , ))
( ,( , )) .

( )

j j j j
j

S

p y x x y
p y x x y

p y x
∗ ∗ −

∗ ∗

=
∏

В модификации алгоритма DIS RTB для 
каждого j-го эксперта плотность вероятности 
рассчитывается согласно выражению

 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
* ** * *( , , ) ( ( ), ( )),j j j j j R R

j jp y x x y N y x x= μ σ
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где ( )R
jμ ∗ , ( )R

jσ ∗  имеют смысл, описанный 
выше.

Полученный при использовании модифи-
цированного алгоритма DIS RTB результат 
можно представить следующим выражением:

 ( ,( , )) ( , ),RTB RTBp y x x y N y∗ ∗ ∗= μ σ

где

 2 2
* *( ) ( ) ( ) ( );RTB RTB R R

j j jx x−μ = σ Σ σ μ

 2 2 2
* **( ) ( ) ( ) (1 ) .

j

RTB R
j x S− − −σ = Σ σ + − σ

Здесь σ** — дисперсия априорной вероятно-
сти *( )p y  алгоритма GP-RTSS.

Алгоритм DIS RTrB

Метод rBCM является модификацией алго-
ритма BCM с дополнительной функцией, по-
зволяющей увеличить или уменьшить весовой 
коэффициент эксперта β. По аналогии с мето-
дом BCM целевое распределение вероятностей 
для метода rBCM вычисляется тоже по форму-
ле (18). Тогда соотношение для расчета конеч-
ной плотности вероятностей имеет вид
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В модификации алгоритма DIS RTrB для 
каждого j-го эксперта плотность вероятности 
вычисляется согласно следующему выражению:

 ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
* ** * *( , , ) ( ( ), ( )),j j j j j R R

j jp y x x y N y x x= μ σ

где ( )R
jμ ∗ , ( )R

jσ ∗  имеют смысл, описанный 
выше.

Заметим, что в данном алгоритме не требу-
ется соблюдение условия Σj   βj = 1, чтобы обе-
спечить реализацию вычислительного графа 
с несколькими слоями. Поэтому весовой ко-
эффициент рассчитывается по формуле

 2 2
** *

1
(log log ( )),

2k k xβ = σ − σ  

где 2
**σ  — дисперсия априорной вероятности 

*( )p y  алгоритма GP-RTSS.
Полученный при использовании модифи-

цированного алгоритма DIS RTrB результат 
можно окончательно представить следующим 
выражением:

 ( ,( , )) ( , ),RTrB RTrBp y x x y N y∗ ∗ ∗= μ σ

где

 2 2
* *( ) ( ) ( ) ( );RTrB RTrB R R

j j j jx x−μ = σ Σ β σ μ

 2 2 2
* * **( ) ( ) ( ) (1 ) .

j

RTrB R
j j j jx− − −σ = Σ β σ + − Σ β σ

Результаты моделирования

В данном разделе с помощью моделирова-
ния доказывается возможность реализации 
предлагаемого алгоритма с использованием 
нескольких наборов тестовых примеров.

Рассмотрим нелинейную стохастическую 
динамическую систему, которая описывается 
следующими уравнениями:
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t t t
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Для сравнительной оценки результатов ра-
ботоспособности алгоритмов было проведено 
вычисление средней квадратической ошибки 
RMSE (root-mean-square error) и отрицательной 
логарифмической вероятности NLL (negative 
log-likelihood). Показатель RMSE является по-
казателем согласованности данных, а показа-
тель NLL представляет собой совокупность 
неопределенности и согласованности.

При расчетах принималось: число дан-
ных N = 1000; число экспертов S варьирова-
лось в пределах от 1 до 10. Каждый из трех 
параметров RMSE, NLL и время выполнения 
вычислений t по конкретному алгоритму рас-
считывается как среднее значение результатов
50 независимых вычислений. В табл. 1—3 
приведены результаты расчетов параметров
RMSE, NLL и t для разных алгоритмов.

Из табл. 1 видно, что значения показате-
ля RMSE, полученные с помощью алгоритма 
DIS RTSS (DIS RTSS: DIS RTP, DIS RTGP, DIS 
RTB, DIS RTrB), по сравнению со значением 
этого же показателя, но вычисленного по ал-
горитму GP-RTSS, почти одинаковы, с неболь-
шой разницей. Из табл. 2 следует, что пока-
затель NLL, полученный с помощью алгорит-
ма DIS RTSS (DIS RTSS: DIS RTP, DIS RTGP, 
DIS RTB, DIS RTrB, размером S = 2, S = 4,
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S = 5), по сравнению с вычисленным по алго-
ритму GP-RTSS имеет меньшее значение, что 
демонстрирует превосходство распределенного 
метода Гаусса DIS RTSS.

В случае, когда происходит обработка од-
них и тех же данных, можно заметить, что чем 
больше число экспертов (S), тем лучше резуль-
тат значений показателей RMSE и NLL. Ког-
да данные имеют размерность S = 8 и S = 10, 
значение RMSE и NLL несколько хуже. Чтобы 
получить приемлемое значение RMSE и NLL, 
требуется задать разумное число экспертов.

Из табл. 3 видно, что в случае обработки 
одних и тех же данных время их обработки 
с помощью алгоритма DIS RTSS (DIS RTSS: 
DIS RTP, DIS RTGP, DIS RTB, DIS RTrB) зна-
чительно меньше, чем при использовании ал-
горитмов GP-RTSS, EKF и UKF. Однако при 
числе экспертов S = 8 и S = 10 время расче-
та по распределенному алгоритму Гаусса DIS 
RTSS уже не уменьшается. Полученный ре-
зультат объясняется тем, что чем больше число 
независимых экспертов, тем больше времени 
потребуется для слияния их результатов обра-

Таблица 1
Table 1

Значение показателя RMSE

Value of the indicator RMSE

Число экспертов (S) GP RTSS DIS RTP DIS RTGP DIS RTB DIS RTrB

S = 1 0,0260 ± 0,0081 0,0260 ± 0,1270 0,0260 ± 0,1270 0,0260 ± 0,1270 0,0260 ± 0,1270

S = 2 0,0240 ± 0,0186 0,0244 ± 0,1100 0,0244 ± 0,1100 0,0244 ± 0,1100 0,0244 ± 0,1100

S = 4 0,0247 ± 0,0134 0,0243 ± 0,0299 0,0243 ± 0,0299 0,0243 ± 0,0299 0,0243 ± 0,0299

S = 5 0,0220 ± 0,0106 0,0240 ± 0,0035 0,0240 ± 0,0035 0,0240 ± 0,0035 0,0240 ± 0,0035

S = 8 0,0238 ± 0,0150 0,0256 ± 0,0066 0,0256 ± 0,0066 0,0256 ± 0,0066 0,0256 ± 0,0066

S = 10 0,0252 ± 0,0104 0,0321 ± 0,0106 0,0321 ± 0,0106 0,0321 ± 0,0106 0,0321 ± 0,0106

Таблица 2
Table 2

Значение показателя NLL

Value of the indicator NLL

Число экспертов (S) GP RTSS DIS RTP DIS RTGP DIS RTB DIS RTrB

S = 1 –2,790 ± 0,140 –2,740 ± 0,070 –2,740 ± 0,070 –2,740 ± 0,070 –2,740 ± 0,070

S = 2 –2,860 ± 0,586 –2,976 ± 0,626 –2,872 ± 0,362 –2,976 ± 0,626 –2,872 ± 0,362

S = 4 –2,910 ± 0,502 –3,244 ± 0,484 –2,956 ± 0,304 –3,244 ± 0,484 –2,956 ± 0,304

S = 5 –2,930 ± 0,502 –3,128 ± 0,618 –2,992 ± 0,358 –3,128 ± 0,618 –2,992 ± 0,358

S = 8 –3,160 ± 0,838 –3,020 ± 0,772 –3,080 ± 0,418 –3,020 ± 0,772 –3,080 ± 0,418

S = 10 –2,900 ± 0,346 –2,791 ± 0,614 –2,840 ± 0,360 –2,791 ± 0,614 –2,840 ± 0,360

Таблица 3
Table 3

Значение времени выполнения вычислений t

Time of calculations t

Число экспертов (S) GP RTSS DIS RTP DIS RTGP DIS RTB DIS RTrB EKF UKF

S = 1 52,1 ± 2,83 54 ± 5,41 54 ± 5,41 54 ± 5,41 54 ± 5,41 25,3 ± 1,42 28,3 ± 1,42

S = 2 50,6 ± 2,93 24,8 ± 1,23 24,8 ± 1,24 24,8 ± 1,24 24,8 ± 1,24 24,6 ± 1,46 28 ± 1,46

S = 4 53,4 ± 2,75 10,46 ± 0,364 10,46 ± 0,364 10,46 ± 0,364 10,46 ± 0,364 26 ±  1,35 29,5 ± 1,35

S = 5 51,8 ± 1,55 9,26 ± 0,308 9,24 ± 0,312 9,24 ± 0,31 9,24 ± 0,308 25,2 ± 0,768 29,2 ± 0,769 

S = 8 53,6 ± 2,64 9,96 ± 0,115 9,92 ± 0,152 9,92 ± 0,152 9,92 ± 0,152 26,11 ± 1,34 31,6 ± 2,27

S = 10 51,7 ± 1,37 10,26 ± 0,185 10,26 ± 0,184 10,26 ± 0,185 10,26 ± 0,184 25,2 ± 0,597 30,71 ± 0,224
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ботки. Поэтому число экспертов требуется за-
давать разумно.

На основе результатов проведенного анали-
за, полученных выше, можно сделать важный 
вывод о том, что распределенный алгоритм 
Гаусса DIS RTSS имеет преимущества в по-
казателях согласованности и неопределенно-
сти. Самое главное, что метод DIS RTSS может 
значительно уменьшить число вычислений и 
позволяет обрабатывать крупномасштабные 
массивы данных. Если правильно выбрать 
подходящее число экспертов, то преимущества 
вычислений с использованием данного алго-
ритма будут еще более очевидными.

Из рис. 3 (см. третью сторону обложки) видно, 
что дисперсии алгоритмов DIS RTP и DIS RTB 
меньше, чем дисперсия у алгоритма GP-RTSS. 
Дисперсия алгоритма DIS RTGP почти такая же, 
как дисперсия у алгоритма GP-RTSS. Дисперсия 
у алгоритма DIS RTrB существенно больше. По-
этому можно сделать вывод о том, что среди рас-
смотренных четырех алгоритмов алгоритм DIS 
RTGP является наилучшим выбором с учетом 
общей эффективности каждого алгоритма.

Выводы

Проблемы обработки больших объемов 
данных и их фильтрации в реальном режи-
ме времени являются важными задачами для 
обеспечения позиционирования и навигации 
с помощью системы SLAM для мобильных ро-
ботов, особенно для планетоходов.

В данной статье исследованы четыре но-
вые модификации алгоритма распределенного 
фильтра Гаусса DIS RTSS: DIS RTP, DIS RTGP, 
DIS RTB, DIS RTrB, которые позволяют обра-
батывать большие объемы данных.

Результаты исследований и моделирование 
показало, что алгоритм DIS RTSS имеет свои 
преимущества по таким показателям, как точ-
ность, неопределенность и надежность. При 
его применении не требуется выполнения про-
цедуры линеаризации в процессе разработки 
модели системы, кроме того, этот алгоритм 
свободен от явления деградации частиц. Поэ-
тому алгоритм DIS RTSS значительно снижает 
зависимость расчетов от модели окружающей 
среды и может применяться для любой дина-
мической системы.

Особенно важно отметить, что при исполь-
зовании данного алгоритма значительно со-

кращается время вычислений, причем если 
рационально выбрать необходимое число экс-
пертов, то преимущества при большем объеме 
вычислений будут еще более очевидными.

Результаты моделирования показали, что 
среди четырех модификаций алгоритма DIS 
RTSS алгоритм DIS RTGP является наиболее 
рациональным решением.

Список литературы

 1. Durrant W. H., Bailey T. Simultaneous localization and 

mapping // IEEE robotics & automation magazine. 2006. Vol. 13. 

P. 99—110.

 2. Barfoot T. D. State Estimation for Robotics. Cambridge 

University Press, 2017. University Pringting House, Cambridge 

CB2 8BS, United Kingdom. 2017. P. 1—368.

 3. Ellery A. Planetary rovers: robotic exploration of the solar 

system. Springer, 2016. P. 1—702.

 4. Achin J., Truong X. N., Morari M. Learning and control 

using Gaussian processes // ACM/IEEE 9th International Confe-

rence on Cyber-Physical Systems (ICCPS). IEEE, 2018. P. 140—149.

 5. Deisenroth M. P., Rasmussen C. E., Fox D. Learning to 

control a low-cost manipulator using data-efficient reinforcement 

learning // Robotics: Science and Systems VII, 2011. P. 57—64.

 6. Kocijan J. Modelling and control of dynamic systems using 

Gaussian process models. Springer International Publishing Swit-

zerland, 2016. P. 1—281.

 7. Cao G., Lai E. M. K., Alam F. Gaussian process model 

predictive control of unknown non-linear systems // IET Control 

Theory & Applications, 2017. Vol. 11 (5). P. 703—713.

 8. Deisenroth M. P., Turner R. D., Huber M. F. et al. Ro-

bust filtering and smoothing with Gaussian processes // IEEE 

Transactions on Automatic Control, 2012. 57(7). P. 1865—1871.

 9. Arasaratnam I., Haykin S. Cubature Kalman Filters 

// IEEE Transactions on Automatic Control. 2009. Vol. 54 (6),

P. 1254—1269.

 10. Quinonero-Candela J., Rasmussen C. E. A unifying view 

of sparse approximate Gaussian process regression // Journal of 

Machine Learning Research. 2005. Vol. 6 (12), P. 1939—1960.

 11. Фомичев А. В., Ван Гуоянь. Эффективный алгоритм 

фильтра Гаусса для метода SLAM // 11-я Российская муль-

тиконференция по проблемам управления: "Управление 

в аэрокосмических системах" (УАС-2018). СПб.: АО "Кон-

церн "ЦНИИ "Электроприбор", 2018. С. 260—269.

 12. Nguyen Trung V., Bonilla E. V. Fast allocation of Gaussian 

process experts // Proceedings of the International Conference on 

Machine Learning, 2014. P. 145—153.

 13. Cao Y., Fleet D. J. Generalized product of experts for 

automatic and principled fusion of Gaussian process predictions. 

Preprint arXiv:1410.7827, 2014.

 14. Tresp V. A Bayesian сommittee machine. Neural Compu-

tation, German, 2000.

 15. Deisenroth P. J., Ng W. Distributed Gaussian processes. 

Preprint arXiv:1502.02843, 2015.



764 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 20, № 12, 2019

Research on Improved Gaussian Smoothing Filters for SLAM Application
Guoyan Wang, guoyan@yandex.ru, A. V. Fomichev, a.v.fomichev@bmstu.ru, Yiran Dy, devon.du@mail.ru,

Bauman Moscow State Technical University, Moscow, 105005, Russian Federation

Corresponding author: Fomichev Alexey V., Ph. D., Associate Professor,
Bauman Moscow State Technical University, Moscow, 105005, Russian Federation,

e-mail: a.v.fomichev@bmstu.ru

Accepted on June 25, 2019

Abstract

To address the navigation issues of the planetary rover and construct a map for the unknown environment as well as the 
surface of the planets in our solar system, the simultaneous localization and mapping can be seen as an alternative method. 
In terms of the navigation with the laser sensor, the Kalman filter and its improving algorithms, such as EKF and UKF are 
widely used in the the process of processing information. Nevertheless, these filter algorithms suffer from low accuracy and 
significant computation expensive. The EKF algorithm has a linearization process, the UKF algorithm is better matched in 
a nonlinear system than the EKF algorithm, but it has more computational complexity. The GP-RTSS filtering algorithm, 
based on a Gaussian filter, is significantly superior to the EKF and UKF algorithms regarding the sensor fusion accuracy. 
The Gaussian Process can be used in different non-linear system, does not need prediction model and linearization. How-
ever, the main barrier in the process of implementing the GP-RTSS algorithm is that the Gaussian core function requires 
a lot of computation. In this paper, an algorithm, so-called DIS RTSS filter under a distributed computation scheme, 
derived from the GP-RTSS Gaussia n smoothing and filter, is proposed. The distributed system can effectively reduce the 
cost of computation  (computation expense and memory). Moreover, four fusion methods for the DIS RTSS filter, i.e., DIS 
RTP, DIS RTGP, DIS RTB, DIS RTrB are discussed in this paper. The experiments show that among the four algorithms 
described above, the DIS RTGP algorithm is the most effective solution for practical implementation.

The DIS RTSS filtering algorithm can realize a high processing rate and can theoretically process an infinite number 
of data samples.

Keywords: Gaussian process, distributed system, filtering algorithm, algorithm DIS RTSS, algorithm DIS RTP, algo-
rithm RT GP, algorithm DIS RTB, algorithm DIS RTrB.
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