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СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ,
УПРАВЛЕНИЕ И ОБРАБОТКА ИНФОРМАЦИИ

Представлен новый подход к выявлению ошибок датчиков, их моделированию и оценке состояния. Рассматрива-
емая система представляет собой линейную политопную систему с изменяющимися параметрами. Основная идея 
заключается в формировании нового надежного адаптивного наблюдателя в рамках поликвадратического подхода 
с новым релаксационным множеством. Достаточные условия задаются набором линейных матричных неравенств, 
которые гарантируют устойчивость системы и асимптотическую сходимость оценки ошибки. Для иллюстрации 
использования предложенных методов приведен пример моделирования, в котором осуществляется идентификация 
постоянной и переменной ошибки датчика.

Ключевые слова: адаптивный наблюдатель, выявление ошибок датчика, оценка состояния, политопная линейная 
система с изменяющимися параметрами, линейные матричные неравенства

Abstract

A new approach is presented for sensor fault detection reconstruction and state estimation. The system considered is linear polytopic 
parameter-vary ing (LPV) system. The main idea is the design of a novel robust adaptive observer based on and polyquadratic 
formulation with a new set of relaxation. Sufficient conditions are given by a set of Linear Matrix Inequalities (LMI) in order to 
guarantee the stability of the system and the asymptotic convergence of the fault error. A simulation example has been studied to 
illustrate the proposed methods by detecting constant and variable sensor fault.

Keywords: Adaptive Observer, Sensor Fault Detection, State Estimation, Polytopic Linear Parameter-Varying (LPV) System, LMI
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Introduction

Process monitoring and fault diagnosis are a 
complex and vital operations to ensure the real-time 
control of process variables and thus to predict any 
failures. These operations are increasingly difficult 
to perform more particularly when the system is dif-
ficult to model, or when some measurements are in-
accessible. Indeed, diagnostic methods do not have 
universal characteristics. Prerequisite to designing 
such methods is to take many real factors such as 
processes’ nature, varied input, and systems’ pa-
rameters into account.

On the other hand, a system can be subjected 
to several types of faults, mainly two called sensor 
and motors [35]. A defect can arrive and damage the 
normal operation of a system and cause catastrophic 
consequences such as aircraft or nuclear explosions. 
As a result, the properties of the system change [4]. 
Thus, the role of control strategies is to enable early 
monitoring and a diagnostic process. In light of this, 
the primary goal of early detection of defects is to 
ensure the full performance of the system.

Over the last two decades, the fault detection 
and state estimation in non-linear systems have re-
ceived the attention of a plethora of research which 
spawned a varity of algorithms designed to perform 
such estimation. The proposed so-called adaptive 
observer is particulary, one of them. Based on a 
dynamic model process, this observer can be de-
scribed as the sum of the senser-measured signals 
and the estimation of unmeasured signals.

Initially, many studies carried on adaptive observ-
ers were motivated by adaptive control, and more 
recently there have been driven by industrial pro-
cess supervison. In this context, each proposed tech-
niques depend on the vary specific system affected 
by the fault. References [11, 15, 20], for instance, 
have focused on the study of an adaptive observer for 
uncertain nonlinear systems. Their objective was to 
detect and isolate sensor faults in a distributed man-
ner. In [5], the detection and the isolation of actuator 
and/or sensors faults for the nonlinear systems were 
considered. However, [17] propose a novel algorithm 
to estimate and accomodate fault in the case of 
nonliear time-varying delay systems. In their work,
a neural network has been used to design an observer 
for the detection of a single sensor faults as in [16]. 
Regarding the class of linear systems with variable 
parameters, we have have suggested several studies. 
For example, we cite [6] where the authors have pre-
sented a construction approach of a sensor fault sig-
nal and a reconstruction of the state for discrete-time 

linear time-varying systems. Unlike the work [18], 
which presents the sensor fault detection for the class 
of LPV descriptor systems being performed with ne-
glect of all forms of noise, this approach takes ac-
count of all disturbances that may effect the system.

This paper is an extension of the work presented 
in [19] where the authors proposed an adaptive algo-
rithm to estimate engine failure and a sensor detect 
it in the case of linear system. We place our focus, in 
this work, on the sensors faults, in particular. Most 
commonly, two methods are applied in the recon-
struction of the sensor fault signal. The first was de-
veloped in [19] proposing a change of variable that 
allows considering the sensor failure as an internal 
engine failure. While in the second method, studied 
in [6, 18], the fault variable is introduced as a term 
of the state vector.

In the present work, we limit ourselves to the 
first method. We propose a new appoaches in order 
to estimate sensor fault for for linear parameter-
varying (LPV) systems. Based on polyquadratic so-
lution, the observer disign is described by un opti-
mization problems formulated in terms of LMI. In 
the case of polyquadratiс oberver design, we use a 
relaxation solution to avoid the BMI problems.

The paper is organized as follows, in Section 2 
we present the sensor fault principle estimation for 
LPV systems with quadratic conditions. In the sec-
tion 3, we develop a new adaptive polyquadratic ob-
server on the bases of LMI terms.

Notation. The following notations are used: 

sym(A) = A + AT, 
•

,
T

A BA B

C B C

⎡ ⎤⎡ ⎤
= ⎢ ⎥⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 ρ = ρ(θ(t)).

System description

Let us consider a continuous-time LPV system:

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

;

.s

x t A x t B u t

y t Cx t f t

⎧ = θ + θ⎪
⎨

= + Ψ θ⎪⎩

�
 (1)

Where , �n mx u∈ ∈R R  and py ∈ R  are respec-
tively, the state space vector, the input, and the output 

of the system. ( ) r
sf t ∈ R  is the sensor fault vector.

It is assumed that θ is bounded and also lid in
a convex polytopic domain of vertices such that:

 
min max

1 1 1

min max

{ ( ) | [ , � ]

[

, ,

..., � , � }] .

p

p p p

tΘ = θ ∈ θ ∈ θ θ …

θ ∈ θ θ

�
 (2)

Where min
iθ  and max,iθ  i = 1, ..., p defined, 

respectively, the lower and upper bounds of the 
parameter.
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The matrices A(θ), B(θ) and Ψ(θ) of the LPV sys-
tem (1) depend affinely on θ. The system (1) is de-
fined as a convex interpolation of the vertices of Θ.
Then, the vertices of the polytope are defined as:

 [ ,� , � , � ], � [1, , ]i i i iS A B C i n= Ψ ∀ ∈ … , (3)

where Ai, Bi, Ψi are constant matrices of appropriate 
dimensions.

The parameter ρ(θ(t)) denotes polytopic coordi-
nates. It is assumed to vary into the convex set as [29]:

1

0

( ( )) ,� ( ( )) [ ( ( )), ,
.

..., ( ( ))] ,� ( ( )) 0,� � , � ( ( )) 1

n

N
T

n i i
i

t t t

t t i t
=

⎧ ⎫ρ θ ∈ ρ θ = ρ θ …
⎪ ⎪Λ = ⎨ ⎬

ρ θ ρ θ ∀ ρ θ =⎪ ⎪
⎩ ⎭

∑

�

l
(4)

The system (1) is represented by a convex com-
bination of each vertex Si:

 1

1

( ) ( ( )) ( ) ( )

( )

( );

( )( ) ( ( )) ( .)

N

i
i i i

i i s

n

i

x t t A x t B u t

y t Cx t t f t

=

=

= ρ θ +

= +

⎧
⎪⎪
⎨

ρ
⎩

Ψ⎪
⎪

θ

∑

∑

�
 (5)

Assumption 1.

 ( ) ,� � � [1, , ].irank C r i NΨ = ∀ = …  (6)

Assumption 2. The triple matrix (Ai, C) is 
observable for all [ ]1, , .i N∈ …

Adaptive polytopic observer design

Consider a new state ( ) pz t ∈� R  such as:

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ),s s sz t A z t A Cx t A f tθ θ θ θ= − + + Ψ�  (7)

where ( ) p p
sA ×∈θ R  is a time-varying matrix.

Denote the following augmented system:

 [ ] .( ) ( ) ( )T T TX t x t z t=

Then the new state presentation is given by:

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( );

( ) ( );

( ) 0 ( )
( ) , ( ) ,

( ) ( ) 0

0
( )  and 0

( ) ( )

with the new fault ( ) ( ),

a

s s

p
s

a S

X t A X t B u t f t

Y t CX t

A B
A B

A C A

C I
A

f t f t

= θ + θ + Ψ θ

=

θ θ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
θ = θ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥θ − θ ⎣ ⎦⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎡ ⎤Ψ θ = =⎢ ⎥ ⎣ ⎦θ Ψ θ⎣ ⎦

=

⎧⎪
⎨
⎪⎩

�

 (8)

where ( ) ( )( ,) n p n pA + × +θ ∈ R  ( )( ,) n p mB + ×θ ∈ R  
( )( ) n p r+ ×Ψ ∈θ R  and ( ).p n pC × +∈ R

Remark 1. With the idea of introducing an 
augmented system, the observer synthesis problem 
of system (1) subjected to sensor fault returns to 
an observer synthesis problem applied to the new 
system (8) subjected to an actuator fault.

For a polytopic LPV system (8), an adaptive 
polytopic observer is described by the following:

 

� ( ) �
� �

� �

( )

( ) ( )( )

.
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ).

;s

A B u

L Y Y

Y

X t X t t

f t t t

t C X t

= θ + θ +

+ Ψ θ − θ −

=

⎧
⎪⎪
⎨
⎪
⎪⎩

 (9)

Where �( )X t  and �( )Y t  are the state estimation 
vector and the estimated system outputs. �( )sf t  is 
the fault estimation. The gain matrix is defined by 
the following polytopic form:

 
0

( .( ) ( ))
N

i i
i

L t L
=

θ = ρ θ∑  (10)

Where Li represents the gain of ith vertex.
Remark 2. Since it has been assumed that the 

pair (Ai, C) is observable, the gain matrices Li can 
be selected such that (Ai – LiC) is stable.

Denote ( ), ( ), � ( )
sX Y fe t e t e t  are respectively state 

estimation error, output estimation error, and fault 
estimation error:

 

�

�

�

( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( ).
s

X

Y

f s s

e t X t X t

e t Y t Y t

e t f t f t

= −

= −

= −

 (11)

Then, the error dynamics are expressed as 
follows:

 
0

( ) ( ( ))( ) ( ) ( );
s

N

X i i i X i f
i

t t A C eLe t e t
=

= ρ θ − Ψ+∑�  (12)

 ( ) ( ).Y Xe t Ce t=  (13)

The default fs(t) is constant, hence ( ) 0sf t =�  [23]. 
Consequently, the derivative of ( )

sf
e t  with respect 

to time can be written as:

 �
.

( ) ( ).
sf

e t f t=�  (14)

The state observer (9) is combined with the law 
of the fault estimation updating of the form [23]:

 �
.
( ) ( ) ( ),Yf t F e t= −Γ θ  (15)

where r pF ×∈ R  and r r×Γ ∈ R  is the learning rate.
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It should be noted that a modification of (15) is 
presented in [23] and [24] for time varying fs(t) in 
the form:

 �
.
( ) ( )( ( ) ( )),Y Yf t F e t e t= −Γ θ + σ�  (16)

where σ ∈ R  is a positive scalar and can guarantee 
lim ( ) 0X
t

e t
→∞

=  and lim ( ) 0
sft

e t
→∞

= .

Main result

Consider the LPV system described by (1) with 
an additive sensor fault. In this section we propose 
a new adaptive observer for LPV polytopic system. 
For this, we use the parameter-dependent Lyapunov 
function to ensure stability condition. We introduce 
some instrumental tools which will be used in the 
proof of this observer characterization.

Lemma 1 [23]. Given scalar μ > 0 and symmetric 
positive definite matrix P(ρ) the following inequality 
holds:

11
2 ( ) ( ) , ., �T T T nX Y X P X Y P Y X Y−ρ + μ ρ ∈

μ
�m  (17)

Lemma 2. (Projec-
tion Lemma) [27] Gi-
ven a symmetric matrix

n n×ψ ∈ R  and two ma-
trices P, Q of column 
dimensions n, there 
exists X such that the 
following LMI holds:

 sym( ) 0.T TY P X Q+ <  (18)

If and only if the projection inequalities with 
respect to X are satisfied:

 0,� � 0.T T
p p p QY Y< <N N N N  (19)

Where pN  and QN  denote arbitrary bases of 
the null spaces of P and Q respectively.

Proof See [27] �
Lemma 3. Let Φ a symmetric matrix and N, J 

matrices of appropriate dimensions. The following 
statements are equivalent:

i) Φ < 0 and 0T TNJ JNΦ + + < .
ii) There exists a matrix X such that:

 0.
T T T T

J NX

J X N X X

Φ +⎡ ⎤
<⎢ ⎥

+ − −⎣ ⎦
 (20)

Proof
The proof is obtained remarking that (20) can be 

developed as follows:

 
0

sym 0
0

T T T T

T T
T

J NX

J X N X X

J
X N I

IJ

Φ +⎡ ⎤
=⎢ ⎥

+ − −⎣ ⎦
Φ⎡ ⎤ ⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪⎡ ⎤= + − <⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭⎣ ⎦

 (21)

and by applying Lemma 2. �
We propose in the following our main contri-

bution given by Theorem 2. It consist in a con-
vex optimization problem allowing the synthesis of 
a poly-quadratic adaptive observer checking LMI 
constraints as stated below.

Theorem 1. Under the Assumptions 1, 2 and 3, 
the system (9) is an adaptive observer for the system 
(1) with (8) if, for given scalars ϑ > 0, μ > 0, α > 0, 
η > 0, there exist, for each vertex, asymmetric posi-
tive definite matrix ,n n

iP ×∈ R  ,n r
iL ×∈ R  r rG ×∈ R  

and 1
n nX ×∈ R  such that the following conditions 

hold:

 

1

1 1

•

•

2
2 sym( )

2 1 2
0 0;

•

•

0

•

2

• 2

T T T
i i i j j i k i i i

T T
k i j j i

T

P P P P P X P L

P G P

X

A A C

X

I

⎡ ⎤ϑ − + − + − α⎢ ⎥σ⎢ ⎥
⎢ ⎥− + − <⎢ ⎥σ μσ

Ψ

Ψ Ψ
σ

⎢ ⎥
− −⎢ ⎥

⎢ ⎥− α⎣ ⎦

Ψ  (22)

 
•

0.
T
j i iCI P F

I

⎡ ⎤η −
>⎢ ⎥

η⎣ ⎦

Ψ
 (23)

The gain observer matrix of the system (1) is 
given by the following polytopic form:

 ( ) ( )( )
0

.
N

i i
i

L t L
=

θ = ρ θ∑  (24)

Proof
With respect to the system parameter, it is clear 

that ( )Xe t  is linear. Thereby, consider the polytopic 
Lyapunov function defined by:

 
1

( ( )�, � ( ))

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

s

s s

X f

T T
X X f f

V e t e t

e t P e t e t e t−

=

= θ + Γ
 (25)

where ( ) 0P θ >  is a symmetric positive defined 
matrix. The derivation of (25) is:
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�

1 1

1

( ( )�, � ( )) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

(( ( ) ( ) ) ( ) ( ) ( )) ( ) ( )

( ) ( )( ( ) ( ) ) ( )� � � �

( )
.

( )

s

s s s s

s

s

T
X f X X

T T
X X X X

T T
f f f f

T
X f X

T
X X

T
f

e e e e

e e e e

e e e e

A C e e e

e A C e

f e

V t t t P t

t P t t P t

t t t t

L t t P t

t P L t

t t

− −

−

= θ +

+ θ + θ +

+ Γ + Γ =

= θ − θ + θ θ +

+ θ θ − θ +

+ Γ

Ψ

+

� �

� �

� �

�1

1

1

( ) ( )

( )(( ( ) ( ) ) ( )) ( )

( ) � ( ) ( ) ( ) ( )( ( )

( ) ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) � ( )

( )[( ( ) ( ) ) ( )

.

( )

s

s

s

s s

T
f

T T
X X

T T
f X X

T T
X f X

T T T
X f X f

T T
X

t t

t L P t

t F t t P

L t t P t

t P t t F

e f

e A C e

e Ce e A

C e e e

e e e C t

t L P

e

P

e A C

−

−

−

Γ =

= θ − θ θ −

− ΓΓ θ + θ θ −

− θ + Ψ

Ψ

θ θ +

+ θ θ − ρ ΓΓ =

= θ − θ θ +

+ θ ( ( ) ( ) )] ( ) ( )[ ( ) ( )

( ) ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ )] ( .

s

s

T T
X f

T T
X X f

A C e e

C e e

L t t P

P F et tCF t

θ − θ + θ θ −

− θ θ − θΨ+ θ

Ψ

 (26)

Thus, it is verified that:

 ( ( ) ( ) ) ( ) ( )( ( ) ( ) ) 0;TA L C P P A L Cθ − θ θ + θ θ − θ <  (27)

 ( ) ( ) ( ) .T P F CΨ θ θ = θ  (28)
�

Replacing ( )Xe t�  and ( )
sf

e t�  respectively with the 
expressions (14) and (15) and using (27) and (28):

�

�

1

1

( ( )�, � ( ))

(( ( ) ( ) ) ( ) ( ) ( )) ( ) ( )

( ) ( )(( ( ) ( ) ) ( ) ( ) ( ))
.1

( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )) ( )

.1
( ) ( ( ) ( )).

s

s

s

s

s

X f

T
X f X

T
X X f

T
X X s s f

T
f s s

V e t e t

A L C e t e t P e t

e t P A L C e t e t

e t P e t f t f t e t

e t f t f t

−

−

=

= θ − θ + Ψ θ θ +

+ θ θ − θ + Ψ θ +

+ θ + − Γ +
σ

+ Γ −
σ

�

� �

�  (29)

Then, by replacing �
.

( )sf t  using (16) in the ex-
pression, we get:

1 1

( ( )�, � ( )) ( ) ( )

( ( ) ( ) ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2
( ) ( ) ( ) [ ( ) ( ) ( ) ]

( )[ ( )

[

( )]

( )

( ( ) ( )

s

s s

s s

T
X f X

T
X

T T T T
f X X f

T T
f s f Y Y

T
X

e e e

C C e

e e e e

e e

V t t t P

A L P P A L t

t P t t P t

t f t t F t t

t P A L

e e

e C

− −

= θ +

+ θ − θ θ + θ θ − θ +

+ θ θ + θ θ −

− Γ + Γ −Γ θ + σ

Ψ

=
σ σ

= θ + θ − θ

Ψ

� �

� �

�

1

1

( ) ( ) ( )

( ) ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
( ) ( ) (

) (

)

[

) ( ) ( ) ( )

2
( ) ( ) ( ( ) ]) ( ) .

s

s s

s

T

T T
X f X

T T T
X f f s

T
f X X

C e e e

P P A

L t t P t

t P t t f t

t F C t

e e e

e e te

−

−

θ + θ θ −

− θ + θ θ +

+ θ θ − Γ +
σ

+ Γ −Γ θ + σ
σ

Ψ

Ψ �

�

After development and simplification we obtain:

1

( ( )�, � ( ))

( )[ ( ) ( ( ) ( ) ) ( )

( )( ( ) ( ) )] ( )

2
( ) ( ) ( )( ( ) ( ) ) ( )

2 2
( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � ( ) ( ).

s

s

s s s

X f

T T
X

X

T T
f X

T T T
f f f s

V e t e t

e t P A L C P

P A L C e t

e t P A L C e t

e t P e t e t f t−

=

= θ + θ − θ θ +

+ θ θ − θ −

− Ψ θ θ θ − θ −
σ

− Ψ θ θ Ψ θ − Γ
σ σ

�

�

�  (31)

Using Lemme 1, we can demonstrate that:

 

1

2 1 1 1
1 max

2
2 (

( );

( ))
2

2
( ) ( )

2 2

s

s s

T
T
f s

T
f f

e f t

e t Ge t f G

−

− − −

⎛ ⎞− Γ⎜ ⎟σ⎝ ⎠
μ

+ λ Γ Γ
μσ σ

� m

m

 (32)

 ( ) ( ) ( ) ,TV t t tζ Ξζ + δ� m  (33)

where

 
( )

( ) .
( )

s

X

fe

t
t

e

t
⎡ ⎤

ζ = ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (34)

Based on (32), the equation (31) can be expressed 
by the following inequality:

( ) ( )

( ) ( )

2 02 ( )Ѕ
( ) ( )Ѕ

1
Ѕ ( ) ( )Ѕ( ( ) (

(

)

(
•

) )

(
2

))

T

T
T

P sym

L P

P

P G

A

L

C

A C

⎡ ⎤θ + θ −
⎢ ⎥
− θ θ⎢ ⎥

⎢ ⎥
<⎢ ⎥− θ− θ θ⎢ σ ⎥σ⎢ ⎥

⎢ ⎥θ θ +θ − θ
μσ⎢ ⎦

Ψ

Ψ
⎥⎣

Ψ

�

 (35)

�
The parameter dependent Lyapunov function is 

assumed to be measurable [28]:

 [ ]1 2( ) ( ( .) ) ( ) T r
rt t t tθ = θ θ θ ∈� �  (36)

Assumption 3 [28]. The state-space matrices 
( ( ),� ( ))A Bθ θ  are continuous and bounded functions 
and depend affinely on ρ(θ).

Assumption 4 [28]. The real parameters ρ(θ) that 
can be known by on-line measurement values exist 
in LPV system and vary in a polytope Θ as:

 ρ(t) ∈ Θ with

 
1 1

( ) : ( ) 0, ( ) 1,� 2
N N

r
i i i i

i i
t w t t N

= =

⎧ ⎫
Θ = α α α = =⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑ ∑l  (37)

(30)
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and the rate of variation ( )tρ�  is well defined at all 
times and vary in a polytope Θv as:

 ( ) vtρ ∈ Θ�  with 

1 1
� ( ) : ( ) 0, ( ) 1,� 2 � .

N N
r

v k k k k
k k

t v t t N
= =

⎧ ⎫
Θ = β β β = =⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑ ∑l  (38)

Then,

 �
0

1 1

( )
( ) ( ) (( ) ;)( )

N N

k k k k
k k

dP
t Pt v t PP v

dt = =

θ
= β = β −∑ ∑  (39)

 
1 1

( ) ( ) , � 0.
N N

i i i
i i

P P
= =

θ = ρ θ ρ =∑ ∑� � �  (40)

The rate ( )tρ�  can be represented in several ways. 
In fact most of the time, it is difficult to give its 
adequate modeling. For LPV system, the derived 
parameter does not vanish as in the LTI case.

In our case, we suppose that [25]:

 ( ) ( ).ρ θ < ϑρ θ�  (41)

Then,

 ( ) ( ).P Pθ = ϑ θ�  (42)

Unfortunately, (46) is not convex in P and L, 
then, it cannot be solved by the LMI tools.

We can introduce some transformations to simplify 
the P(ρ), L(ρ) and C  terms of the inequality (46).

We suppose that:

( ) 2 ( )

( ( ) ( ))

2 ;( ) ( ) ( )
2

( ) ( ) ( )
1

2

•

T

T

P P

sym P A

P
P A

G

ϑ θ − θ +⎡ ⎤
⎢ ⎥

+ θ θ⎢ ⎥
⎢ ⎥

Φ = − Ψ θ θ Ψ θ +⎢ ⎥
σ⎢ ⎥− Ψ θ θ θ⎢ ⎥σ +⎢ ⎥μσ⎣ ⎦

 (43)

 
0

;
( ) 0

T I
N

L C
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥− θ⎣ ⎦
 (44)

 
( ) ( )

.2
0 ( ) ( )T

P P
J

P

θ θ⎡ ⎤
⎢ ⎥=
⎢ ⎥Ψ θ θ

σ⎣ ⎦

 (45)

By Lemma 2, there exists a matrix 1 0

0

X
X

I
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥α⎣ ⎦
 

of appropriate dimensions such that inequality (46) 
is satisfied.

 

1

1 1

2
( ) 2 ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 1 2
( ) ( ) ( ) 0 ( ) ( ) 0.2

0

0 2

•

• •

• •

T T

T T

T

P P sym P A A P P X P C L

P G P

X X

I

⎡ ⎤ϑ θ − θ + θ θ − θ θ Ψ θ θ + θ − α θ⎢ ⎥σ⎢ ⎥
⎢ ⎥− Ψ θ θ Ψ θ + − Ψ θ θ <⎢ ⎥σ μσ σ
⎢ ⎥

− −⎢ ⎥
⎢ ⎥− α⎣ ⎦

 (46)

Hence, (46) can be rewritten as:

 

1 1 1

1

1 1

( ( )) ( ( )) ( ( )

( )

•

•

) 0;

2
2

2 1

•

2
0 .2

0

• • 0 2

N N N

i j k
i j k

T T
i i i k j i k i i i

T T T
k i j j i

T

t t t

P P sym P P P X P L

P G P

X X

I

A A C

= = =
ρ θ ρ θ ρ θ Ξ <

⎡ ⎤ϑ − + − + − α⎢ ⎥σ⎢ ⎥
⎢ ⎥− + −Ξ = ⎢ ⎥σ μσ σ
⎢ ⎥

− −⎢ ⎥
⎢ ⎥− α⎣ ⎦

Ψ

Ψ Ψ Ψ

∑ ∑ ∑

 (47)

Remark 5. The main advantage of the theorem 1

given earlier will appear when dealing with poly-

quadratic adaptive observer. In fact, the new convex 

optimization problem allows to guarantee a robust 

stability of the error which means that as long as 

LMI is feasible the variation of the parameters θ(t) 

is always tolerated.

Numerical example

In this section, we propose the example of sin-
gle-link arm (Fig 1) [30]. The system is described 
by the following equation:

 
( ) ( )

( )
1 1 1 1 1 2 1

2 1 1 2

�sin ;

.m m

J q F q k q q mgl q

J q F q k q q u

+ + − +

+ − − =

�� �

�� �
 (48)
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Then, the state space is written as:

 

1 11

1 1 12 2

3 3

4 4

1
1

0 1 0 0

0

0 0 0 0

0

0
0

sin( )

;
0 0

0

m

m m m

m

x xk F k
J J Jx x

x x

x xFk k
J J J

mgl
x

J

u
J

⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= +⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥−−⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥− ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ η⎢ ⎥+ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎢ ⎥
⎣ ⎦

�
�
�
�

 (49)

 ( )

1

2
2 0

3
3

4

1 0 0 0 0

0 0 1 0 .

0 0 0 1

x

x
y d t T F

x
d

x

⎡ ⎤
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥= + + β − θ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎣ ⎦

 (50)

The proposed model has been linearized and as-
sumed to an LPV model in [30]. In this paper, we 
consider that the LPV state space is described by:

1 2

2 3 1 1 2 1
1

3 4

4 1 3 4

1 1

2 2

3 3

4 4

1
( ( ) (sin( ) ));

1
( ) ;

0 1 0 0 0

1 9,8 ( ) 0,25 1 0 0
( )

0 0 0 1 0

2 0 2

;

;

( )

1 1

m
m

x x

x K x x F x mgl x d
J

x x

x K x x F x k u
J

x x

x xx
u t

x x

x x

τ

=

⎛ ⎞
= − − − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
=

⎛ ⎞
= − − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − θ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= +
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥

− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

�

�

�

�

�
�
�
�

1

2

3

4

;

1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 1 0 ( ).

0 0 0 1 0 1
s

x

x
y f t

x

x

⎡ ⎤
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎣ ⎦

Where x1, x2, x3 and x4 are, respectively, the link 
angular position, the link angular velocity, the mo-
tor angular position and the motor angular velocity. 
Table 1 summarizes the values of the different pa-
rameters. In this example, the state x1, x3 and x4 are 
available for measurement. The torque provided by 
the motor is considered as the control input, u. We 
consider that u = 2sin(t) and θ(x) = sin(y1)/y1.

The sensor fault is assumed as the following:

 
1

0
.sf f

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
 (53)

Two sensors in the single-link arm are subject to 
faults; the velocity and the measurement of the mo-
tor’s angular position.

Model (59) is a quasi-LPV system, thus, we can’t 
apply the algorithm directly. The parameters’ trajectory 
is given by the behavior variable θ(x) ∈ [θmin, θmax].
If we consider x ∈ [–x0, x0], x0 m π/2, we obtain 
θmin = θ = –2/π and θmax = θ = 2/π.

The vertex model of the single-link arm is rep-
resented by both local models. Similar to [14], the 
weighing functions are computed as the following:

 ( )1 2( ) ;� � � � � .
θ − θ θ − θ

ρ θ = ρ θ =
θ − θ θ − θ

 (54)

For simulation purposes, we choose an arbitrary 
value of θ as 1/π and the obtained ρi verifies (3). 
LPV representation of the dynamic system is de-
scribed by the following set of matrices:

1 2

0 1 0 0 0 1 0 0

5,24 0,25 1 0 7,24 0,25 1 0
, .

0 0 0 1 0 0 0 1

2 0 2 1 2 0 2 1

A A

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥

− − − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦
We applied two types of faults to verify the effi-

ciency of the algorithm; varying and sinusoidal faults:

Fig. 1. Single-link robotic arm, with a revolute elastic joint, 
rotating in a vertical plane [31]

Table 1

Values of parameters of the single-link robotic arm [30]

q1 the link displacement

q2 the rotor displacement

J1 the motor rotor inertia 2

Jm the motor rotor inertia 1

k the elastic constant 2

m the link mass 4

g the gravity constant 9,8

I the center of mass

F1, Fm the viscous friction coefficients F1 = 0,5
and Fm = 1

(51)

(52)
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 � a varying fault as:

 1

 0, if 10;

10, if 10 15;

 0, if 15 30;
( )

20, if 30 60;

 0, if 60 80;

50, other.

t

t

t
f t

t

t

<⎧
⎪
⎪
⎪⎪= ⎨
⎪
⎪
⎪
⎪⎩

m m
m m
m m
m m

 � a sinusoidal fault as:

 1
0,� � if � 50;

( )
1,2 0,8 sin(0,4 ), otherwise.

t
f t

t

<⎧
= ⎨ + π⎩

Poly-quadratic Observer: Application of Theorem 1

By taking the same condition, and applying the 
Theorem 1 (30), the solution is computed and the 
observer matrices are determined as follows:

 9
1

0,1640 0,0442 0,1556

0,0239 0,0144 0,0077

0,0944 0,3290 0,0481

10 • ;0,0789 0,0417 0,1561

0,0282 0,0100 0,0175

0,0070 0,0266 0,0068

0,0185 0,0077 0,0198

L −

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥= − −⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥

−⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

 9
2

0,1640 0,0451 0,1564

0,0240 0,0142 0,0076

0,0946 0,3281 0,0476

10 • .0,0808 0,0440 0,1596

0,0286 0,0096 0,0174

0,0065 0,0270 0,0066

0,0168 0,0058 0,0168

L −

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥= − −⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥

−⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

Fig. 2. Behavior of varying sensor fault and its estimate using the 
polyquadratic approach

1

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0,1102 0,0064 0,0013 0,1090 0,0168

0 0 0,0064 0,1178 0,0236 0,0172 0,1067

0 0 0,0013 0,0236 0,0047 0,0034 0,0213

0 0 0,1090 0,0172 0,0034 0,1125 0,0046

0 0 0,0168 0,1067 0,0213 0,0046 0,0977

P

⎡
⎢
⎢
⎢ − − −
⎢= − −⎢
⎢ − − −
⎢

− − −
− − −⎣

2

;

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0,1109 0,0067 0,0013 0,1096 0,0171

0 0 0,0067 0,1182 0,0236 0,0169 0,1071

0 0 0,0013 0.0236 0,0047 0,0034 0,0214

0 0 0,1096 0,0169 0,0034 0,1130 0,0043

0 0 0,0171 0,1071 0,0214 0,0043 0

P

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥⎦

− − −
= − −

− − −
− − −
− − −

;

,0981

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

Fig. 3. Behavior of sinusoidal sensor fault and its estimate using 
the polyquadratic approach

The sensor fault estimation result 
in the case of the varying sensor and 
sinusoidal faults using the adaptive 
fault estimation observer is depicted in
Figure 2 and Figure 3.

Fig. 2, 3 shows the varying and sinu-
soidal-like fault and its estimate. From 
the above given figures it is obvious 
that the the adaptive observer descri-
bed by the theorem 1, which parame-
ters are obtained as a solution of the 
LMI problem specified by Theorem 1, 
can with sufficient precision approxi-
mate given class of warring faults that 
their impact on the system variables is 
successfully compensated.
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Conclusion

A new sensor fault estimator for class of polytopic 
LPV systems has been designed in this paper. The 
approach is described by a convex optimization 
problem in terms of LMI. The solution scheme is 
applied to an augmented system, where the sensor 
fault is considered as an actuator fault. Finally, 
a numerical example is provided to illustrate the 
effectiveness of the proposed theory.
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О расширении класса программных управлений уклонения 
в простейшей двухкритериальной игре преследования двух целей

Введение

Первые постановки дифференциальных 
игр преследования с ложной целью относят-
ся к началу 70-х годов прошлого века [1]. Эти 
игры подразделяются на дифференциальные 
игры совместного и поочередного преследова-
ния. При совместном преследовании в задачу 
преследователя входит сближение с группой 
целей и используется терминальный крите-
рий типа "промах" (по истинной цели) [1, 4, 5]. 
При поочередном преследовании используется 
критерий типа "время". Требуется переловить 
все цели за минимальное время или миними-
зировать время поимки именно истинной цели 
[2, 3, 6]. При этом информация о том, с какой 
вероятностью та или иная цель является ис-
тинной, может быть задана априорно.

В последнее время активно развиваются по-
становки и решения задач, описывающих раз-
личные эпизоды динамического взаимодей-
ствия трех игроков типа Атакующий—Цель—
Защитник (Attacker—Target—Defender или 
Mis sile—Target—Defender, соответственно ATD- 
или MTD-игры), в которых коалиция из двух 

игроков (убегающей цели и мобильного защит-
ника) выступает против атакующего преследо-
вателя [7—23]. В качестве защитника подразу-
мевается ударный беспилотный аппарат или 
мобильная ложная цель. В этих постановках 
атакующий игрок стремится поймать (поразить) 
убегающую цель, в то время как задача мобиль-
ного защитника — успеть перехватить атакую-
щего игрока. В упомянутых выше работах [7—23] 
постановки игр рассматриваются на плоско-
сти, а задачи отличаются динамикой игроков 
(простые движения, движения с ограничения-
ми на разворот и т. п.), критериями ("время", 
"промах") и условиями информируемости уча-
ствующих в конфликте сторон. Условия ин-
формируемости, в свою очередь, накладывают 
ограничения на классы стратегий (управлений) 
игроков (позиционные, программные, кусочно-
программные и т. п.). В частности, в работе [22] 
рассматривается MTD-игра в программных 
стратегиях игроков при отсутствии у коали-
ции цель—защитник априорной информации 
о дистанции до преследователя.

В реальности выбор управления защитни-
ком в классе программных управлений обу-

Рассмотрены постановка и решение двухкритериальной игры преследования-уклонения на плоскости одного пре-
следователя против двух целей, одна из которых является ложной. Ложная цель используется для отвлечения пре-
следователя, позволяя истинной цели (в процессе отвлечения) максимизировать минимально возможное расстояние 
до преследователя. Специфика преследователя состоит в том, что он обладает круговой зоной классификации 
радиуса R, внутри которой он имеет возможность мгновенно классифицировать цель как ложную или истинную. 
Игра состоит в том, что преследователь минимизирует время, необходимое для сближения с одной из целей до рас-
стояния, не превышающего R (R-встреча), а цели, действуя согласованно, максимизируют минимальное расстояние 
между преследователем и оставшейся целью. Игра продолжается до момента R-встречи преследователя с первой 
(ложной) целью, т. е. до момента классификации ложной цели. Предполагается, что то, что первая цель является 
ложной априори преследователю не известно. Стратегия использования ложной цели как раз и состоит в том, что-
бы выпускать ее для отвлечения преследователя от истинной цели. В реальности ложная цель представляет собой 
мобильный беспилотный аппарат, управление которым осуществляется программно с помощью БЦВМ. В классе 
программных управлений рассматриваемая постановка исследовалась в 1984 г. М. Н. Ивановым и Е. П. Масловым. 
Возникает естественный вопрос, что даст расширение класса программных управлений ложной целью до класса по-
зиционных, т.е. до класса управлений с обратной связью. Такой вопрос вполне уместен в связи с большим прогрессом 
в развитии микропроцессорной техники и повышением производительности БЦВМ, что дает возможность исполь-
зовать все более сложные алгоритмы управления автономными подвижными объектами. В данной статье дается 
отрицательный ответ на поставленный выше вопрос, а именно, показывается, что расширение класса программных 
управлений ложной целью не улучшает качества управления. Доказывается, что в рассматриваемой игре имеет ме-
сто равновесие по Нэшу в программных стратегиях игроков.

Ключевые слова: игра преследования-уклонения, мобильная ложная цель, программное управление, позиционное 
управление, равновесие по Нэшу
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словлен двумя причинами. Первая состоит 
в том, что возможности для получения объ-
ективной текущей информации о преследо-
вателе с борта защитника сильно затруднены 
или вообще отсутствуют в силу его чисто кон-
структивных особенностей. Второй причиной 
является, как правило, относительная "при-
митивность" БЦВМ-защитника. "Взрывной" 
прогресс в развитии микропроцессорной тех-
ники, который наблюдается в последние годы, 
позволяет ставить вопрос о разработке более 
сложных в интеллектуальном плане алгорит-
мов управления автономными подвижными 
объектами, в частности, переходить от про-
граммных управлений к позиционным.

В настоящей статье рассматривается плоская 
двухкритериальная ATD-игра одного пресле-
дователя (атакующего игрока) против двух це-
лей, одна из которых является ложной и играет 
роль защитника. Задача защитника — отвлечь 
на себя атакующего игрока, дав тем самым ис-
тинной цели возможность совершить маневр 
уклонения, максимизировав минимально воз-
можное расстояние до преследователя, которое 
реализуется в процессе его сближения с ложной 
целью. Конструктивные особенности атакую-
щего игрока таковы, что он обладает круговой 
зоной классификации радиуса R, внутри кото-
рой он имеет возможность мгновенно класси-
фицировать цель как ложную или истинную. 
Игра состоит в том, что преследователь мини-
мизирует время, необходимое для сближения 
с одной из целей до расстояния, не превыша-
ющего R (R-встреча), а цели, действуя согласо-
ванно, максимизируют минимальное расстоя-
ние между преследователем и оставшейся це-
лью. Игра продолжается до момента R-встречи 
преследователя с первой (ложной) целью, т. е. 
до момента классификации ложной цели (время 
до этого момента атакующий игрок минимизи-
рует). Предполагается, что тот факт, что первая 
по порядку преследования цель является лож-
ной, априори преследователю не известен.

При программных управлениях ложной 
целью подобная постановка рассматривалась 
в работе [23]. В свете вышесказанного вполне 
уместен вопрос: что даст расширение класса 
программных управлений ложной целью до 
класса позиционных, т. е. до класса управле-
ний с обратной связью?

В данной работе дается отрицательный от-
вет на этот вопрос, а именно, показывается, что 
расширение класса программных управлений 

ложной целью не улучшает качества управ-
ления. Доказывается, что в рассматриваемой 
игре имеет место равновесие по Нэшу в про-
граммных стратегиях игроков.

Постановка задачи

Три игрока: преследователь (атакующий 
игрок) P и две цели E1 и E2, обладая ограни-
ченными линейными скоростями, перемеща-
ются на плоскости, имея возможность в каж-
дый момент изменять направления своих дви-
жений (совершают так называемые "простые 
движения", рис. 1).

Уравнения относительного движения (здесь 
и далее i = 1, 2)

 0( ) ( ) ( ), (0) ,i i i iZ t v t u t Z Z= − =�  (1)

где Zi(t) — двумерный вектор, направленный 
от P к цели Ei в текущий момент t; u(t), vi(t) — 
двумерные векторы скоростей (управлений) 
игроков P и Ei соответственно, временные реа-
лизации которых подчинены следующим огра-
ничениям:

 P: |u(t)| m 1, Ei: |vi(t)| m β < 1. (2)

Игрок P осуществляет R-встречу с целью 
E1, решая задачу преследования с критерием 
(платежным функционалом)

 1 min,
u

G T= →  (3)

при начальных и терминальных условиях

 0 0
1 1 20 | ( )| | | | |.Z T R Z Z=m m m  (4)

Рис. 1. Геометрия движения игроков
Fig. 1. The players motion geometry
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Коалиция целей решает задачу уклонения 
с критерием

 
1 2

2
2 2

,
min | ( )| min, .

t v v
G Z t t T= → m  (5)

Здесь T — время окончания игры.

Решение игры в программных стратегиях

В предположении о программности управ-
ления цели E1, которое известно игрокам P и 
E2, был найден оптимальный ответ коалиции
{E1, E2} в смысле критерия G1 на интервале
[0, T] [23]. А именно, при любом программном 
управлении v1(t) игрока E1 для преследователя P 
оптимальным является движение с максималь-
ной скоростью в точку R-встречи с целью E1. 
Направления движений игроков зависят от на-
чального положения 0

2E  цели E2 (здесь и далее 
верхними индексами 0 и T отмечены положе-
ния игроков в начальный и конечный моменты 
времени). Область возможных начальных по-
ложений 0

2E  цели E2 (верхняя полуплоскость 
в декартовой системе координат XOY, начало O 
которой совпадает с начальным положением P0 
преследователя P (т. е. O = P0), а ось OX на-
правлена вдоль линии визирования  0 0

1P E  цели 
E1 в начальный момент времени) разбивается 
двумя параллельными прямыми L1, L2 на три 
зоны: A, B и C (детали см. в работе [23]). В зоне 
A игра физического смысла не имеет. В случае 

0
2E B∈  преследователь P движется по прямой 

P0PT, касательной к овалу Декарта (в полярной 
системе координат {ρ, ϕ} с полюсом O и поляр-
ной осью OX, отсчет ϕ — по часовой стрелке):

  
2 2 2 0

1

0 2 2 2
1

(1 ) 2( cos )

( ) 0,

R x

x R

− β ρ + β − ϕ ρ +

+ − β =
 (6)

который дает описание геометрического места 
точек R-встречи игроков P и E1 (рис. 2). Здесь 

0
1x  — абсцисса начального положения 0

1E  цели 
E1, т. е. 

0 0
1 1| |.x Z=

Условие касания прямой P0PT овала Декар-
та (P0PT — направление движения игрока P) 
имеет вид

  2 2 2 2
0 0 0cos (1 )(1 ),ϕ = β σ + − β − β σ  (7)

где 0
0 1/ 1.R xσ = <

Углы ψ1 и ψ2 разбегания целей (вдоль прямых 
с максимально возможными скоростями, рав-
ными β) задаются следующими равенствами:
 � для цели E1:

 cosψ1 = βσ0; (8)

 � для цели E2:

 ψ2 = γ – ϕ, (9)

где ϕ = ϕ0 из соотношения (7), а γ такое, что 
cosγ = β.

Радиус-вектор 0
1
TP E  терминальной точки 

1
TE  имеет длину

 
2 2

0
2

1
.

1
T

− β σ
ρ =

− β
 (10)

Время существования игры

 T = ρT – R. (11)

В зоне C цель E2 уклоняется вдоль прямой, 
проходящей через точки PT и 0

2E .

Позиционный выбор управлений

Во введении был поставлен вопрос: "Может 
ли коалиция целей {E1, E2} улучшить значение 
своего платежного функционала G2, перейдя 
к позиционным управлениям игрока E1?" и 
был анонсирован отрицательный ответ. Для 
обоснования этого ответа обратим внимание 
на то, что игрок P и коалиция {E1, E2} решают 
свои задачи с разными критериями. Следова-

Рис. 2. Решение игры в программных стратегиях
Fig. 2. The game solution with open-loop controls
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тельно, тот факт, что отказ от программности 
не улучшает значения критериев G1 и G2, рав-
носилен тому, что в задаче имеет место равно-
весие по Нэшу на траекториях, удовлетворяю-
щих (6)—(11), т. е. выполняются условия:

a) игрок P не может улучшить свой платеж-
ный функционал G1 при условии, что игроки 
E1 и E2 движутся оптимально в соответствии 
с (6)—(11);

b) коалиция {E1, E2} не может улучшить G2, 
если P избирает стратегию преследования, со-
ответствующую (6)—(11).

Условие a) выполняется в силу того, что 
игрок P движется оптимально при программ-
ном движении E1, что соответствует (6)—(11). 
Далее показывается, что условие b) также вы-
полняется.

Действительно, игрок P выбирает свое 
управление позиционно. Позиционный вы-
бор означает, что в текущий момент времени t,
принимая момент t за начальный, игрок P 
ре шает задачу (1)—(5) в предположении про-
граммности последующего движения игрока E1,
т. е. считая, что с этого момента t игрок E1
будет двигаться оптимально, а именно, под 
углом ψ1(t) к вектору Z1(t) в соответствии с (8) 
(где σ0 заменяется на σt � R/|Z1(t)| m R ). Из это-
го следует, что управление u(t) игрока P в каж-
дый момент времени t направлено под углом 
ϕ(t) к вектору Z1(t) (где ϕ(t) из соотношения (7) 
с заменой ϕ0 на ϕ(t) и σ0 на σt), т. е.

  2 2 2 2cos ( ) (1 )(1 ).t ttϕ = β σ + − β − β σ  (12)

Замечание 1. Заметим, что вид максимизиру-
емого функционала 2

2min ( )t Z t  таков, что в не-
который момент времени θ функция 2

2 ( )Z t  до-
стигает минимума по t, а после момента θ опти-
мальными уже будут любые траектории, на 
которых 2 2

2 2( ) ( ).Z t Z θl  Таких траекторий бес-
конечно много. Далее будет показано, что до-
статочным условиям оптимальности удовлетво-
ряют только траектории движения вдоль пря-
мых, т. е. при vi = const, u = const, причем этот 
факт не зависит от вида терминального условия 
в момент θ. Следовательно, можно считать 
функцию 2

2 ( )Z t  гладкой в точке θ, откуда

 
2
2 2

2
( ) ( )

2 ( )• 0, .
dZ t dZ t

Z t t
dt dt

= = = θ  (13)

Здесь и далее точка между векторами обо-
значает скалярное произведение. Поэтому мо-

мент θ можно определить как момент оконча-
ния игры для зоны B, в который 0 < t m θ, 
а выбор управления u(t) в соответствии с со-
отношением (12) обеспечивает траекторию по-
следующей R-встречи.

Изложенное выше Замечание 1 позволя-
ет сформулировать на отрезке [0, θ] следую-
щую вспомогательную игру при позиционном 
управлении игрока P, считая все векторы век-
тор-столбцами и выбирая для упрощения мас-
штаб R = 1:
 � уравнения движения

  0( ) ( ) ( ), (0) , 1,2;i i i iZ t v t u t Z Z i= − = =�  (14)

 � ограничения на управления

 |vi(t)| m β < 1, |u(t)| = 1; (15)

 � фазовое ограничение

  2 2 2 2
1 1( )• ( ) (1 )( ( ) );u t Z t Z t= β + − β − β  (16)

 � терминальное условие (см. (13))

 2 2( )• ( ) 0;Z Zθ θ =�  (17)

 � критерий

 
1 2

2
2

,
( ) .min max

v v u
G Z= − θ →  (18)

В ограничении (16) скалярное произведение 
u(t)•Z1(t) = |Z1(t)|cosϕ(t), где угол ϕ(t), отсчиты-
ваемый от вектора Z1(t) к вектору u(t), положи-
телен.

Теорема 1. Решение задачи в постановке 
(14)—(18) совпадает с решением задачи (1)—(5) 
вплоть до момента θ. Иными словами, дви-
жения игроков происходят вдоль прямых под 
углами ϕ0, ψ1, ψ2, γ (рис. 2).

Доказательство основано на достаточных 
условиях Кротова для задач с критериями типа

 
( ) ( , ( ))

( (0), ( )) , [0, ],min max
v uv V t u V t Z t

G F Z Z t T
∈ ∈

= θ → ∈

для систем вида ( , , , ),i iZ f t Z u v=�  где fi(•) — ку-
сочно-гладкая функция [24, стр. 36].

Решение игры (1)—(5), удовлетворяющее 
(6)—(11), назовем предполагаемым. Согласно 
методике работы [24] выберем функцию Кро-
това φ, например, в виде

 φ = λ1(t)•Z1 + λ2(t)•Z2 + C(t) (19)
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c неопределенными пока функциями λi(t), C(t). 
Тогда, следуя методу Кротова, находим в на-
шем случае

 

1 2

1 1

2 2 1 1 2 2
, ,

( , , , ) •( )

•( ) • • .min max

iZ i t
i

v v u Z

t Z u v f v u

v u Z Z C

′ ′Φ = Φ φ + φ = λ − +

+ λ − + λ + λ + →

∑

�� �

�

Для сокращения записи здесь и далее аргу-
мент t опущен.

В функции Φ управления u и vi разделяются, 
не входят они одновременно и в ограничения. 
По этой причине функцию Φ можно независи-
мо максимизировать по vi и минимизировать 
по u. Максимум Φ, при учете ограничений (15), 
реализуется при

 v1 = βλ1|λ1|
–1, v2 = βλ2|λ2|

–1. (20)

Обозначим

 1 2

1 2 1 2
,

1 1 2 2
,

(| | | |) ( )•max

• • ,min

v v

u Z

D u

Z Z C

Φ = β λ + λ − λ + λ +

+ λ + λ + →�� �

�

где Z = (Z1, Z2). Здесь, в силу фазового огра-
ничения (16) и ограничения (15), управление u
является заданной функцией фазовой коорди-
наты Z1, т. е. u = u(Z1). Введем угол ϑ между 
вектором u и осью OX, тогда

 u = u(Z1) � (cosϑ(Z1), sinϑ(Z1)).

Таким образом, задача минимизации функ-
ции D свелась к ее минимизации по фазовым 
переменным Z = (Z1, Z2). Достаточными усло-
виями минимума D по Z в некоторой точке 

* * *
1 2,( )Z Z Z=  будут следующие условия:

 
1 2

* *( ) 0, ( ) 0Z ZD Z D Z′ ′= =  (21)

и положительная определенность квадратич-
ной формы

 *

,
( ) 0, , 0.

i jZ Z i j i j
i j

Q D Z′′ η η > ∀η η ≠∑�  (22)

Из условий (21) вытекает

 2 2 2

1 1

/ 0, const и

/ ( • ) 0,

D Z

D Z u⊥

∂ ∂ = λ = ⇒ λ =

∂ ∂ = λ − λ ∇ϑ =

�
�  (23)

где uB � (–sinϑ, cosϑ), λ � λ1 + λ2 и обозначено 
( , ),x y′ ′∇ϑ ϑ ϑ�  Z1 � (x, y).

Далее, дифференцируя (16) по Z1, получаем

 
2

1 1 2 2
1

1
( • ) , .u u Z BZ B

Z
⊥

− β
+ ∇ϑ =

− β
�  (24)

Из соотношений (23) и (24) находим

 1 1 2
1

•
( ), .

•
u

BZ u
u Z

⊥

⊥

λ
λ = − λ = λ + λ�  (25)

Легко показать, что в (25)

 • 0.u⊥λ =  (26)

Действительно, вычисление вторых произ-
водных функции D при условии (26) дает

 Q = (λ•u)(A1η1 + A2η2)
2,

т. е. Q > 0, если λ•u > 0 и A1, A2 ≠ 0, где

 1 2 1
1 1

cos sin
, , ( , ).

• •
Bx By

A A Z x y
Z u Z u⊥ ⊥

− ϑ − ϑ
� � �

Таким образом, D достигает min по Z1 на 
любом решении, удовлетворяющем (26), нера-
венству

 λ•u > 0 (27)

и условию A1, A2 ≠ 0. Оказывается, предпола-
гаемое решение удовлетворяет этим условиям. 
Для доказательства этого факта, прежде всего, 
заметим, что

 1 1

2 1

0
•

A BZ u
A

A Z u⊥

⎛ ⎞ −
= ≠⎜ ⎟

⎝ ⎠
�

в силу

 1

1

•
• 0.

•
BZ u

A u B
Z u

⊥
⊥

⊥
= = >

Поскольку в (20) λi еще не определены, 
выберем их так, чтобы они соответствовали 
предполагаемому решению, т.   е. положим по 
определению

 * * 1| | ,i i i ik v v −λ �  (28)

где константы ki > 0 пока произвольны, а звез-
дочкой отмечено предполагаемое решение. За-
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метим, что из (28) следует, что λi неколлине-
арны. Далее выберем константы ki так, чтобы 
выполнялось условие (26) для u*, которое рав-
носильно условию коллинеарности

 λ||u* (29)

или равенству λ|λ|–1 � u*. После этого выбира-

ем ( )C t�  в функции Φ, положив

 * * * *
1 1 2 2( ) ( •( ) ( •( )).C t v u v u− λ − + λ −� �

Тогда на предполагаемом решении получа-
ем Φ(t) = 0. Это условие 1° Кротова для функ-
ции Φ [24, стр. 36]). Условие 2° Кротова — тер-
минальное [24, стр. 36]. В нашем случае оно 
имеет вид

 
1 2

2
2 1 1 2 2

,
( ) • ( ) • ( ) ,max

Z Z
Z Z Z− θ + λ θ + λ θ →  (30)

где максимум вычисляется при терминальном 
условии (17), которое с учетом (14) при i = 2 
дает:

 Z2•(v2 – u) = 0, t = θ. (31)

Это условие также является терминаль-
ным и определяет момент θ наряду с ограни-
чением (16).

В условии (30) переменные Z1 и Z2 разделе-
ны, и при заданном векторе u они не связаны 
и через ограничения (16), (17), т. е. допустима 
раздельная максимизация по переменным Z1
и Z2. Иными словами, максимизируемую 
функцию в (30) можно представить в виде сум-
мы F(Z1, Z2) = F1(Z1) + F2(Z2), где

 
2

2
2 2 2 2 2( ) • max

Z
F Z Z Z− + λ →�  (32)

при ограничении (31).
Для нахождения условного максимума в (32) 

составим функцию Лагранжа:

 
2

2
2 2 2 2 2

,
• •( ) ,max

Z
Z Z Z v u

μ
− + λ + μ − →L �

где μ — множитель Лагранжа, соответствую-
щий ограничению (31).

Необходимые условия экстремума:

 
2 2 2

2

2 2

2 ( ) 0,

( )• 0.

Z v u
Z

v u Z

∂
= − + λ + μ − =

∂
∂

= − =
∂μ

L

L
 (33)

Проверим, удовлетворяет ли условиям (33) 
предполагаемое решение.

На предполагаемом решении угол �* * *
2,v uγ �  

такой, что cosγ* = β. Это влечет * * *
2 2•( ) 0v v u− =  

и, следовательно, * * *
2 2( ).v v u⊥ −  Но в силу (14) 

и (17) имеем * *
2 2( )Z v u⊥ −  при t = θ, т. е. векто-

ры Z2, 
*
2,v  λ2 коллинеарны, причем Z2 сона-

правлен с λ2. Пропорциональным подбором 
коэффициентов ki добиваемся равенства

 k2 = |λ2| = 2|Z2(θ)|.

Тогда в (33) –2Z2 + λ2 = 0, и при μ = 0 не-
обходимые условия экстремума (33) на предпо-
лагаемом решении выполняются.

Рассмотрим вторые производные F2(Z2). 
Имеем для Z2 = (x2, y2)

 
2 2 2 2

2 2 2 2
2 2 2

2 22 2 2

, 2(1, 1), 0.
F F F F

x yZ x y

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= = − =⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂ ∂∂ ∂ ∂⎝ ⎠

Тогда соответствующая квадратичная форма

 2 2
1 22( ) 0Q = − η + η <

для любых ненулевых η1, η2, т. е. отрицательно 
определена. Следовательно, F2 достигает мак-
симума по Z2 на предполагаемом решении.

Рассмотрим теперь F1 = –λ1Z1. Направление 
вектора Z1 задается однозначно равенством 
(16). Момент θ определен в (31), |Z1| определен 
интегрированием уравнений движения. Сле-
довательно, максимизация F1 осуществляется 
на единственном векторе *

1Z ,  и F1 достигает 
максимума на *

1.Z
Таким образом, предполагаемое решение 

удовлетворяет достаточным условиям опти-
мальности Кротова и является решением за-
дачи (14)—(18). Теорема доказана.

Далее, в силу Замечания 1 данное предпо-
лагаемое решение, продленное до момента вре-
мени T, в который осуществляется R-встреча 
игроков P и E1, является решением задачи 
(14)—(16), (18) с терминальным условием (4): 
|Z1(T)| = R. Таким образом, доказано, что ко-
алиция целей {E1, E2} не может увеличить 
свой платежный функционал G2, отклоняясь 
от программных прямолинейных траекторий 
(6)—(9), если игрок P выбирает свою страте-
гию, удовлетворяющую (12). В то же время для 
игрока P оптимальным является движение 
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по прямой под углом ϕ0 из (7) к оси OX при 
прямолинейном движении E1 и E2 в соответ-
ствии с (7)—(9). Иными словами, ни игроку P, 
ни игрокам E1 и E2 не выгодно отклоняться 
от оптимальных прямолинейных движений 
(7)—(11). Таким образом, доказана следующая 
теорема.

Теорема 2. Для задачи (1), (5) решением яв-
ляются траектории, удовлетворяющие (7)—(9), 
и на этих траекториях имеет место равновесие 
по Нэшу.

Заключение

В статье исследуется возможность повыше-
ния эффективности применения ложной цели 
путем перехода от программных к позици-
онным управлениям в задаче ее применения 
в роли защитника для перехвата преследова-
теля в двухкритериальной дифференциальной 
игре на плоскости типа Атакующий—Цель—
Защитник при простых движениях игроков и 
заданной круговой зоне классификации целей 
у атакующего игрока (преследователя). По-
казано, что в рассмотренной постановке рас-
ширение класса программных управлений не 
улучшает качества управления. Доказано су-
ществование равновесия по Нэшу.
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Abstract

The article is devoted to the formulation and solution of the two-criterion pursuit-evasion game on the plane of one 
pursuer against two targets, one of which is false. A false target is used to distract the pursuer, allowing the true target (in 
the process of diverting) to maximize the minimum possible distance to the pursuer. The specificity of the pursuer is that 
it has a circular classification zone of radius R, within which it has the ability to instantly classify the target as false or 
true. The game is that the pursuer minimizes the time required to approach one of the targets to a distance not exceeding R 
(R-encounter), and the targets, acting in concert, maximize the minimum distance between the pursuer and the remaining 
target. The game continues until the R-meeting of the pursuer with the first (false) target, i.e. until the classification of the 
false target. It is assumed that the first target is false a priori the persecutor is not known. The strategy of using a false target 
is precisely to release it to distract the pursuer from the true target. In reality, the false target is a mobile drone, which is 
controlled programmatically by the on-Board computer. In the class of open-loop controls the staging was investigated in 
1984 by Ivanov M. N. and Maslov E. P. There is a natural question: what will give an extension of a class of open-loop 
controls of the false targets to the class of closed-loop controls, i.e. to the class of controls with a feedback? This question is 
quite appropriate in connection with the great progress in the development of microprocessor technology and improving the 
performance of on-Board computers, which makes it possible to use more complex algorithms for controlling Autonomous 
mobile objects. This article gives a negative answer to the above question, namely, it is shown that the extension of the class 
of open-loop controls by a false target does not improve the quality of control. It is proved that in this game there is a Nash 
equilibrium in the program strategies of the players.

Keywords: pursuit-evasion game, mobile false target, open-loop control, closed-loop control, Nash equilibrium
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Решение задачи быстродействия по выходной координате
для линейных динамических систем

1. Введение, постановка задачи исследования

Задача быстродействия по одной (выход-
ной) координате объекта управления, имеющая 
важное теоретическое и практическое значе-
ние, сформулирована в работе [1]. Она сфор-
мулирована применительно к нелинейным 
одномерным объектам, описываемых системой 
обыкновенных дифференциальных уравнений 
в некотором фазовом пространстве с n-мерным 
вектором состояния X(t), компоненты которого 
имеют физический смысл отклонений от за-
данного режима. Время Т переходного процесса 
проектируемой системы определяется по перво-
му моменту попадания системы в желаемую 
(требуемую) область фазового пространства, 
описываемую неравенствами ( ) ,i ix T εm  где εi, 
i = 1, 2, ..., k, — положительные числа, харак-
теризующие заданную точность функциони-
рования системы по соответствующей фазовой 
координате, причем k < n. Соответственно за-
дача управления ставится следующим образом: 

требуется найти управление в форме обратной 
связи u(X), переводящее объект из начального со-
стояния X(0) = X0 в желаемую область за мини-
мальное время Т, причем при t > T синтезируемая 
замкнутая система управления остается в тре-
буемой области.

Подчеркнем, что в данной задаче коорди-
наты 1( ),..., ( )k nx T x T+  могут принимать произ-
вольные значения.

Сформулированная задача, называемая за-
дачей быстродействия по нескольким коорди-
натам (БНК), является обобщением известной 
задачи оптимального быстродействия [2]: она 
трансформируется в последнюю при k = n и 
εi = 0, i = 1, 2, ..., n. В работе анализируется 
подход к решению поставленной задачи в слу-
чае k = 1. В этом случае задача для кратко-
сти называется задачей быстродействия одной 
координаты (БОК). Она является математиче-
ски наиболее простой из рассматриваемых, но
в то же время имеет большое инженерное зна-
чение, так как при ε1 = 0,05 введенное время Т

Исследуется решение так называемой задачи быстродействия по одной координате (БОК), имеющей важное те-
оретическое и практическое значение. Она сформулирована применительно к линейным одномерным объектам управ-
ления высокого порядка, описываемых системой обыкновенных дифференциальных уравнений в некотором фазовом 
пространстве. Время переходного процесса tпп проектируемой системы понимается в смысле классической теории 
автоматического управления относительно одной (выходной) координаты объекта и определяется с использованием 
зоны Δ = σ* = 4,321 %, равной заданному (желаемому) значению перерегулирования синтезируемой системы. Данное 
перерегулирование соответствует быстродействующему колебательному звену второго порядка с коэффициентом 
демпфирования / .2 2 0,7071=  Здесь необходимо подчеркнуть, что равенство Δ = σ является одним из необходи-
мых условий максимального быстродействия системы с колебательным характером переходных процессов. Соот-
ветственно задача БОК ставится в следующей обобщенной формулировке: требуется найти линейный алгоритм 
обратной связи, обеспечивающий замкнутой системе регулирования заданный порядок астатизма na и переводящий 
объект управления из начального нулевого состояния в конечное, определяемое постоянным сигналом задания, с ми-
нимальным значением времени переходных процессов системы tпп и заданным значением перерегулирования σ m σ* при 
выполнении ограничения на сигнал управления |u(t)| m umax.

В настоящее время указанная задача БОК приближенно решена алгебраическим методом синтеза линейных систем 
управления при определении желаемой передаточной функции проектируемой замкнутой системы на основе типовых 
(эталонных) нормированных передаточных функций (НПФ). В работах Д. П. Кима проведен анализ четырех видов НПФ, 
обладающих повышенным быстродействием. В настоящей работе предлагаются дополнительно два вида нормирован-
ных передаточных функций, имеющих в сравнении с указанными НПФ более высокое быстродействие при заданном 
перерегулировании σ* = 4,321 %. На их основе с использованием методологии модального управления предложен метод 
синтеза регулятора, обеспечивающего время переходных процессов проектируемой системы, близкое к минимальному, 
при заданных ограничениях на перерегулирование и значение сигнала управления. Подчеркнем, что данный метод в от-
личие от алгебраического метода синтеза применим к более широкому классу объектов управления: как к минималь-
но-фазовым, так и не к минимально-фазовым, как содержащим нули, так и нет. Метод иллюстрируется примером 
синтеза быстродействующей системы управления четвертого порядка, содержащим результаты ее моделирования.

Ключевые слова: линейный одномерный объект, критерий быстродействия, перерегулирование, астатизм, полюса 
оптимальной системы, модальное управление
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совпадает с определением времени переход-
ного процесса системы tпп = T в классической 
теории автоматического управления. В связи 
с этим задачу БОК можно рассматривать как 
задачу конструирования системы с минималь-
ным временем регулирования, понимаемым 
в смысле классической теории управления.

Необходимо подчеркнуть, что решение зада-
чи БОК, а тем более задачи БНК, представляет 
более сложную математическую проблему, чем 
решение задачи оптимального быстродействия, 
так как при определенных условиях решение 
задачи БОК можно свести к последовательно-
му решению двух задач оптимального быстро-
действия. В свою очередь, решение последних 
задач в форме обратной связи, как показыва-
ет анализ работ [2—9], представляет серьезную 
проблему даже для линейных объектов от-
носительно невысокого порядка (n = 4, 5, ...).
Подчеркнем, что существует большое число 
работ, оцениваемое сотнями, посвященных 
анализу и синтезу оптимальных по быстродей-
ствию систем управления (в списке литературы 
данной статьи указаны основные монографии, 
суммарная библиография которых отчасти от-
ражает это множество работ). Их анализ уста-
новил, что задача быстродействия полностью 
решена для объектов второго порядка методом 
фазовой плоскости [3—5]. Для объектов третье-
го порядка быстродействующее управление точ-
но (аналитически) найдено только в отдельных 
случаях, в частности, для трех последователь-
но соединенных интеграторов [3—5], соединения 
двух интеграторов и апериодического звена [3, 4],
соединения интегратора и двух апериодических 
звеньев [3, 4]. При этом существенным образом 
использовались геометрические методы, на-
пример, построение проекций вынужденных 
траекторий объекта в трехмерном фазовом про-
странстве на соответствующие плоскости [2—5].
Для объектов высокого порядка (n l 4) при-
менение геометрических методов существенно 
затруднено и, как следствие, для них практиче-
ски неизвестны аналитические решения задач 
оптимального быстродействия [9, 10].

В связи с указанными обстоятельствами 
в данной работе ограничимся рассмотрением 
решения задачи БОК только для линейных 
объектов с определением алгоритма управле-
ния в форме линейной обратной связи. Ана-
лиз работ по исследованиям этой линейной 
задачи БОК показал, что к настоящему вре-
мени предложены лишь приближенные мето-

дики ее решения для отдельных подклассов 
объектов на основе алгебраического метода 
синтеза [11—15] с использованием желаемых 
передаточных функций (ЖПФ), обеспечива-
ющих повышенное быстродействие. Методики 
определения ЖПФ основаны на использова-
нии нормированных передаточных функций 
(НПФ) — передаточных функций в форме Вы-
шнеградского [16, 17]. В качестве характерно-
го примера рассмотрим методику работы [14] 
нахождения ЖПФ системы управления мини-
мально-фазовым объектом (его передаточная 
функция (ПФ) содержит только левые нули и 
полюса). Если проектируемая система управ-
ления не должна обладать астатизмом выше 
1-го порядка, то ЖПФ может не иметь нулей, 
и в этом случае нахождение данной передаточ-
ной функции сводится к определению только 
ее знаменателя — характеристического поли-
нома синтезируемой системы. В указанной ме-
тодике предлагается использовать следующие 
три вида типовых (эталонных) нормированных 
полиномов, обеспечивающих повышенное бы-
стродействие проектируемой системе. Пер-
выми двумя такими полиномами являются:
1) полином с одинаковыми корнями, пред-
ставляющий собой бином Ньютона (q + 1)n;
2) полином из произведения n/2 трехчленов 

2 2( 2 )n n nq q+ ζ β + β  при четном n, а при нечет-
ном n — полином из произведения (n – 1)/2 
трехчленов 2 2( 2 )n n nq q+ ζ β + β  и одного двучлена
( ).nq + α  Эти полиномы и передаточные функ-
ции с такими характеристическими полино-
мами соответственно называются биноми-
альными и колебательными (известно, что 
функция 2 2( ) 1/( 2 )n n nW q q q= + ζ β + β  описывает 
колебательное звено с коэффициентом демп-
фирования ζn и постоянной времени Tп = 1/βn).
Необходимо подчеркнуть, что системы с бино-
миальными передаточными функциями обе-
спечивают в классе монотонных переходных 
процессов (процессов с нулевым перерегули-
рованием σ = 0) минимальное время регули-
рования [16, 17]. Также известно [16], что за-
мена апериодического звена биномиальной 
системы колебательным звеном с небольшим 
перерегулированием (со значением коэффи-
циента демпфирования, близким к единице) 
может существенно уменьшить время пере-
ходных процессов получаемой динамической 
системы. Соответственно в работах [17, 18] 
предложены нормированные полиномы, отве-
чающие НПФ колебательных систем, которые 
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обеспечивают минимальное время переходных 
процессов проектируемой системе управления. 
В дальнейшем эти полиномы и НПФ, состав-
ляющие третий вид функций, будем называть 
оптимальными по Г. С. Поспелову, А. А. Кра-
совскому. Необходимо подчеркнуть, что дан-
ные полиномы и НПФ найдены приближенно, 
с некоторой точностью.

В настоящей работе на основе развития ре-
зультатов статьи [19] предлагаются дополни-
тельно два вида нормированных передаточных 
функций, обеспечивающих в сравнении с ука-
занными НПФ более высокое быстродействие 
при заданном перерегулировании σ* = 4,321 %. 
Данное перерегулирование соответствует ко-
лебательному звену второго порядка с коэф-

фициентом демпфирования 2/2 0,7071,ζ = =  
являющемуся оптимальным по Г. С. Поспело-
ву, А. А. Красовскому. Соответственно время 
переходных процессов tпп систем в дальней-
шем определяется с использованием зоны
ε1 = σ* = 4,321 %.

Для последующего сравнения показателей 
перечисленных нормированных передаточных 
функций, обеспечивающих высокое быстро-
действие, приведем параметры и показатели 
типовых НПФ, воспользовавшись данными 
работы [14].

2. Параметры и показатели типовых 
нормированных передаточных функций

Предварительно более конкретно сформу-
лируем исследуемую задачу БОК. Рассматри-
ваемый класс линейных объектов управления 
описывается матричным дифференциальным 
уравнением

 max( ) ( ) ( ); ( ) ,X t AX t Bu t u t u= +� m  (1)

где X(t) — вектор координат состояния объекта; 
u(t) — управляющее воздействие, ограниченное 
величиной ±umax; А, В — матрицы параметров 
объекта размерностей n Ѕ n, n Ѕ 1. Объектам (1) 
с выходной координатой 1( ) ( )x t x t=  соответ-
ствует передаточная функция

 1 2
0 1 2

1 2
0 1 2

( )
( )
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...
, 1

...

m

n

m m m
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n n n
n

B p
W p

A p

b p b p b p b
m n

a p a p a p a

− −

− −

= =

+ + + +
= −

+ + + +
m

 (2)

с постоянными коэффициентами ai, bi. Задачу 
управления, по аналогии с работой [11], сфор-
мулируем в следующей обобщенной постанов-
ке: требуется найти линейный алгоритм об-
ратной связи u(X), обеспечивающий замкнутой 
системе регулирования заданный порядок аста-
тизма na и переводящий объект (1) из начально-
го нулевого состояния в конечное, определяемое 
заданием регулятора xz, с минимальным значе-
нием времени переходных процессов системы tпп 

и заданным значением перерегулирования *σ σm  
при наличии ограничения max( ) .u t um

Приближенно данную задачу управления 
можно решить алгебраическим методом син-
теза линейных систем управления [11—14], вы-
брав ЖПФ проектируемой замкнутой системы 
на основе типовых НПФ, обладающих повы-
шенным быстродействием. Для справки ука-
жем, что произвольная ПФ (2) может быть пре-
образована в НПФ заменой переменной p пре-
образования Лапласа [ ( )] ( )L f t F p=  новой 
переменной [11, 17]

 0, .n
nq p a a= α α =  (3)

Данная замена переменной Лапласа, соглас-
но известному свойству преобразования Ла-
пласа [ ( / )] ( ),L f t F pα = α α  равносильна замене 
переменной времени τ = t/α и умножению изо-
бражения на постоянную α. Так как умноже-
ние переходной функции на константу не вли-
яет на время регулирования, то время регули-
рования исходной системы tпп и время 
регулирования τпп системы с НПФ связаны 
соотношением tпп = ατпп. Остальные показате-
ли качества (перерегулирование, запасы устой-
чивости и др.) нормированных и ненормиро-
ванных систем совпадают.

При синтезе систем с порядком астатизма
na = 1 можно использовать типовые НПФ, ис-
следованные в работе [14], параметры и показа-
тели которых представлены в табл. 1. В данной 
таблице первая строка соответствует биноми-
альным системам с нормированной передаточ-
ной функцией ( ) ( 1) .nW q q= +  Вторая строка 
табл. 1 соответствует колебательным системам 
с НПФ вида
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для которой параметры 1,n nα = β =  а коэффи-
циент демпфирования ζ = 0,7. Третья строка 
табл. 1 отвечает аналогичным динамическим 
системам со значением ζ = 0,75.

В четвертой строке табл. 1 приводятся пока-
затели систем, оптимальных по Г. С. Поспело-
ву, А. А. Красовскому. Их передаточные функ-
ции имеют вид W(q) = 1/M(q), причем норми-
рованный полином M(q) имеет комплексные 
корни с одинаковыми вещественными частями 
η и мнимыми частями, образующими арифме-
тическую прогрессию с разностью и первым 
членом, равными γ. В работе [17] показано, что 
существует минимальное значение μ = γ/η, при 
котором время регулирования системы мини-
мально. Ниже в соответствии с этой работой 
приводятся характеристические полиномы для 
пяти значений степеней, начиная с n = 2, при 
оптимальных значениях μ:

 

2
2

3 2
3

4 3 2
4

5 4 3 2
5

6 5 4 3
6

2

2: ( ) 1,38 1;

3: ( ) 2,05 2,3 1;

4: ( ) 2,6 3,8 2,8 1;

5: ( ) 2,5 5,3 5,46

3,64 1;

6: ( ) 3,73 8 10,3

8,56 4,18 1.

n M q q q

n M q q q q

n M q q q q q

n M q q q q q
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n M q q q q q

q q

= = + +

= = + + +
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= = + + + +

+ +
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 (5)

Данные табл. 1 подтверждают выводы ввод-
ной части: колебательные системы (см. стро-
ки  2—4) за счет наличия небольшого пере-
регулирования обеспечивают существенно 
меньшее относительное время τпп переходных 
процессов в сравнении с биномиальной систе-
мой (строка 1).

После выбора на основе данных табл. 1 НПФ 
определение ЖПФ синтезируемой системы 
управления осуществляется заменой перемен-
ной (3). При этом следует иметь в виду, что вре-
мя регулирования ЖПФ и время регулирова-
ния НПФ связаны соотношением пп пп.t = ατ  
Поэтому время регулирования проектируемой 
системы можно подкорректировать до требуе-
мого значения выбором параметра α при преоб-
разовании НПФ в ЖПФ. При известной ЖПФ 
последующий синтез системы управления осу-
ществляется согласно строго формализованной 
процедуре алгебраического метода [11, 13].

3. Параметры и показатели 
быстродействующих НПФ

Последующие исследования показали, что 
за счет определенного выбора параметров ко-
лебательных звеньев возможно дальнейшее 
увеличение быстродействия систем управле-
ния. В основе нахождения новых НПФ бы-
стродействующих систем лежит использова-
ние необходимых условий максимального бы-
стродействия, сформулированных в работе [19] 
в форме следующей теоремы: линейная дина-
мическая система четного порядка с переда-
точной функцией вида W(p) = K/A(p), в кото-
рой перерегулирование не должно превышать 
заданное значение σ*, а сигнал управления — 
ограничения max( ) ,u t um  может иметь мини-
мальное время переходных процессов, опреде-
ляемое с использованием зоны Δ = σ*, если

1) ее полюса, в общем случае комплексные, 
расположены на окружности

 1 2 ,np p p R= = = =�  (6)

радиус R которой выбирается из условия вы-
полнения ограничения на значение сигнала 
управления;

2) расположение полюсов вдоль окружности 
обеспечивает системе перерегулирование, рав-
ное заданному значению

 σ = σ*. (7)

Подчеркнем, что для некоторого класса си-
стем условия теоремы являются не только не-
обходимыми, но и достаточными условиями 
быстродействия. К данному классу, например, 
относятся системы с переходными процессами 
монотонного характера, для которых σ = 0 и, 

Таблица 1
Table 1

Параметры и показатели типовых НПФ

Parameters and indicators of typical NTF

Вид НПФ,
ее параметры

 Пока-
затели

n

2 3 4 5 6

Биномиальный τпп
σ

4,74
0

6,30
0

7,75
0

9,15
0

10,51
0

Колебательный
с αn = βn = 1, ζ = 0,7

τпп
σ

2,90
4,60

4,41
1,52

7,26
6,69

5,99
3,45

9,43
8,08

Колебательный
с αn = βn = 1, ζ = 0,75

τпп
σ

3,13
2,84

4,69
0,77

5,02
3,88

6,43
1,79

6,80
8,08

Оптимальный
по Г. С. Поспелову,
А. А. Красовскому

τпп
σ

4,38
5,00

4,07
0,49

4,57
4,73

5,71
0,00

6,22
5,00
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соответственно, имеющие только действитель-
ные отрицательные полюсы [16, 17]. Для этих 
систем условие (6) и ограничение max( )u t um  
однозначно задают параметры K0, T0 = 1/R оп-
тимальной передаточной функции

 0 0( ) /( 1) ,nW p K T p= +

которой соответствует биноминальная НПФ.
Применяя условия теоремы к колебатель-

ным системам, указанным в табл. 1, отметим, 
что для систем с передаточной функцией (4) 
(вторая и третья строки) условие (6) выполня-
ется ( 1/ 1),i i ip T= = β =  а условие (7) наруша-
ется. Поэтому быстродействие данных систем 
можно увеличить, если для них соответствую-
щим выбором значений коэффициентов демп-
фирования обеспечить выполнение равенства 
(7) — σ = σ* = 4,321 %. Этот вывод подтверж-
дают результаты моделирования систем, пред-
ставленные во второй строке табл. 2.

Дополнительное увеличение быстродействия 
системы можно получить, если вместо колеба-

тельных звеньев с одинаковыми коэффициента-
ми демпфирования использовать звенья с раз-
личными значениями ζi (см. строку 3 табл. 2). 
Примечательно, что последние колебательные 
системы, как правило, превосходят по быстро-
действию системы, описываемые передаточ-
ными функциями оптимальными по Г. С. По-
спелову, А. А. Красовскому (строка 1). Исклю-
чение составляют только системы четвертого 
порядка. Результаты дополнительного иссле-
дования этих колебательных систем четверто-
го порядка представлены в табл. 3. При моде-
лировании указанные в ней значения ζ2
задавались изначально, а значения ζ1 подби-
рались такими, чтобы система имела тре-
буемое значение перерегулирования 

* •100 % 4,321 %.−πσ = =e  Так как результаты 
табл. 3 получены при изменении коэффициен-
тов демпфирования практически во всем воз-
можном диапазоне значений 0 < ζ1, ζ2 m 1, то 
они свидетельствуют, что быстродействие си-
стемы увеличивается при ζ2 → 1 и, соответ-
ственно, максимальное быстродействие имеет 
динамическая система, описываемая переда-
точной функцией

 
2 2

0,463

( ) 1/( 1) ( 2 1)

пр 13.и

W q q q q= + + ζ +
ζ =

 (8)

Несколько большее время переходных про-
цессов τпп = 4,7432 этой системы в сравнении 
с системой, оптимальной по Г. С. Поспелову, 
А. А. Красовскому (τпп = 4,57), можно объяс-
нить с использованием указанной теоремы 
различными значениями перерегулирования 
сравниваемых систем.

Аналогичным моделированием в системе 
компьютерной математики MathCAD 14 по-
лучены результаты строки 3 табл. 2 для нор-
мированных передаточных функций пятого и 
шестого порядков.

На основе представленных данных при син-
тезе быстродействующих систем управления, 
допускающих наличие перерегулирования
σ m 4,321 %, можно рекомендовать использо-
вание нормированных передаточных функций 
из табл. 2. Указанные в ней НПФ одного по-
рядка относительно мало различаются как по 
времени переходных процессов, так и по пере-
регулированию. Однако из них более предпо-
чтительными являются НПФ колебательных 
звеньев, имеющих различные значения коэф-
фициентов демпфирования.

Таблица 2
Table 2

Параметры и показатели быстродействующих НПФ
Parameters and indicators of high-speed NTF

Вид НПФ, ее 
параметры

Пока-
затели

n

2 3 4 5 6

Оптимальный по 
Г. С. Поспелову,
А. А. Красовскому

τпп
σ

4,38
5,00

4,07
0,49

4,57
4,73

5,71
0,00

6,22
5,00

Колебательный
с σ = 4,321 %

τпп
ζ

2,974
0,7071

3,9236
0,5916

4,9975
0,7411

5,8743
0,6799

6,6819
0,6134

Колебательный
с σ = 4,321 %
и различными ζi

τпп
ζ1
ζ2

2,974
0,7071

3,9236
0,5916

4,7432
0,4631
0,9999

5,4375
0,3207
0,9999

6,1824
0,2490
0,920

Таблица 3
Table 3

Результаты моделирования систем 4-го порядка
Results of modeling systems of the 4th order

ζ1 ζ2 ζ1 + ζ2 σ, % tпп

1 0,96487 0,5 1,46487 4,321004 4,7949

2 0,873915 0,6 1,473915 4,32108 4,9184

3 0,74108 0,74108 1,48216 4,32118 4,9975

4 0,68038 0,8 1,48038 4,32136 4,9814

5 0,57107 0,9 1,47107 4,32101 4,8870

6 0,47340 0,99 1,46340 4,32117 4,7570
7 0,46313 0,9999 1,46303 4,32126 4,7432
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4. Синтез быстродействующих
линейных систем управления

Определив желаемую ПФ быстродействую-
щей системы и соответствующие ей полюсы 
с использованием метода модального управле-
ния, относительно легко осуществить синтез 
регулятора, обеспечивающего минимальное 
время переходных процессов проектируемой 
системе. Необходимо подчеркнуть, что дан-
ный метод в отличие от алгебраического мето-
да синтеза применим ко всем объектам с ПФ 
(2): как минимально-фазовым, так и не мини-
мально-фазовым, как содержащим нули, так и 
нет. Изложим его в варианте, вытекающем не-
посредственно из работ [16, 19].

Для обеспечения требуемого порядка na 
астатизма проектируемой системе в качестве 
нового управления U(t) будем рассматривать 
сигнал, подаваемый на вход дополнительного 
na-кратного интегратора, включенного после-
довательно с исходным объектом. В этом слу-
чае "расширенный" объект управления будет 
описываться ПФ:

 a

a

( ) ( )[ ( )]
( ) ,

[ ( )] ( )( )

.

m m
n

Nn

B p B pL x t
W p

L U t A pp A p

N n n

= = ≡

= +
 (9)

Используя физические сведения об управля-
емом объекте или теорию решения задач о по-
строении динамической реализации системы, 
описанию объекта в форме передаточной функ-
ции (9) поставим в соответствие его математи-
ческое описание в пространстве состояний [20]:

 1 1( ) ( ) ( ),Z t A Z t B U t= +�  (10)

где Z(t) — вектор фазовых координат объекта 
в выбранном пространстве; А1, В1 — матрицы 
его параметров, имеющие размерности N Ѕ N, 
N Ѕ 1.

В целях решения сформулированной задачи 
синтеза методом модального управления про-
ведем преобразование фазовых координат объ-
екта Z(t) = DX(t) с использованием такой невы-
рожденной матрицы D, при которой описание 
объекта принимает каноническую форму Фро-
бениуса (1) с матрицами следующей структуры:
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− − − ⎝ ⎠⎝ ⎠

Как известно, матрица перехода D, обладаю-
щая указанным свойством, может быть найдена 
разными способами. Один из способов основан 
на использовании матриц управляемости Mу, 
M1у объекта в новом и старом базисах [20]:

 

1 2 3
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1 1 1 1 1 1 1 у 1у

, , ,

, , , .

D B AB A B A B Ѕ

Ѕ B A B A B A B M M

−

− −

=

=
 (11)

Нетрудно видеть, что для полностью управ-
ляемого объекта (10) эта матрица является не-
особенной — detD ≠ 0.

Подчеркнем, что, во-первых, компоненты 
вектора состояния X объекта в канонической 
форме Фробениуса имеют ясный математиче-
ский и физический смысл:

 1 2 1 3 2

1

( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ),...,

..., ( ) ( )
z

N N

x t x x t x t x t x t x t

x t x t−

= − = =

 =

� �
�

— смысл отклонения выходной переменной 
объекта от заданного режима и его производ-
ных. Во-вторых, данное каноническое описа-
ние объекта можно представить в форме диф-
ференциального уравнения N-го порядка:

 ( ) ( ) ( ),A D x t bU t=  (12)

где 1 2
2 1 2 2( ) ...N N N
N NA D D a D a D− −

− −= + + + +  

1 0... a D a+ + +  — полином от оператора диффе-
ренцирования D = d/dt.

Определим управление объектом (12) таким 
образом, чтобы характеристический полином 
замкнутой системы имел представление
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с заданными корнями pi (или, что равносиль-
но, с заданными коэффициентами αi).

Задача модального управления (12), (13) ре-
шается известным методом [20]:
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Таким образом, задача модального управ-
ления объектом (10) за счет преобразования 
фазовых координат, приводящего матрицу А1 
системы к канонической форме Фробениуса, 
сводится к задаче управления (12), (13), имею-
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щей решение (14). На этом основании предла-
гается метод синтеза регулятора с минималь-
ным временем переходных процессов, содер-
жащий следующие операции (процедуры).

1. С использованием данных табл. 1 и 2 для 
синтезируемой системы управления объектом 
(9) порядка N = n + na, обеспечивающей задан-
ное значение перерегулирования σ = σ*, вы-
бирается подходящая НПФ, характеризуемая 
коэффициентами демпфирования ζ1, ζ2 (они 
определяют желаемые полюса системы).

2. По значениям ζi рассчитываются коэф-
фициенты Ai, i = 1, ..., N – 1, нормированно-
го характеристического полинома быстродей-
ствующей системы
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и далее коэффициенты желаемого (ненорми-
рованного) полинома (13):
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где α — коэффициент связи переменных пре-
образования Лапласа p = q/α и, соответственно, 
реального и нормированного времени t = ατ.

3. По ПФ (9) определяем описание объекта 
в пространстве состояния (10).

4. Вычисляем матрицу перехода D, связыва-
ющую матричное описание исходного объекта 
(10) с ее каноническим представлением Фро-
бениуса. Данная матрица может быть найдена, 
например, с использованием соотношения (11).

5. В соответствии с формулами (14) находим 
матрицу-строку K коэффициентов модального 
регулятора в преобразованном базисе:

 1

( 1)
1 1
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( / )/ .

N

i i
i

N i
i i i

U X k x KX

k A a b

=
− −

− −

= − = −

= α −

∑
 (15)

6. Возвращаясь к исходным фазовым коор-
динатам zi, определяем для объекта управле-
ния (10) искомый закон управления:

 1( ) , ,U Z KZ K KD −= − =  (16)

обеспечивающий максимальное быстродей-
ствие проектируемой системе. Заметим, что со-
гласно уравнениям (15), (16) элементы матрицы 
K  являются функциями коэффициента α.

7. Проверка правильности синтеза регуля-
тора осуществляется расчетом собственных 
чисел матрицы 1 1 ,A B K−  которые должны со-
впадать с корнями характеристического поли-
нома системы (см. п. 1), или нахождением ха-
рактеристического полинома указанной ма-
трицы, который должен равняться ЖПФ (13).

8. Моделированием замкнутой системы уп -
рав ления (10), (16) определяем значение ко эф-
фициента α, обеспечивающее отработку за-
дания xz со значениями сигнала управления, 
равными или меньшими, чем umax.

Пример. Пусть передаточная функция объ-
екта имеет вид

 3 2
0( ) 1/(0,1 0,8 1,7 1),W p p p p= + + +  (17)

а управление подчиняется ограничению 

max( ) 10u t u =m  [11]. Требуется определить ли-
нейный регулятор с максимальным быстро-
действием, обеспечивающий системе переход-
ный процесс с перерегулированием σ* = Δ =
= 4,321 % и нулевой статической ошибкой ре-
гулирования.

Выполняем процедуры предложенного ме-
тода синтеза.

1. Так как ПФ объекта третьего порядка (17) 
не содержит нулевой полюс, то для того чтобы 
статическая ошибка проектируемой системы 
управления была равна нулю, положим по-
рядок астатизма na = 1, и тогда N = n + na =
= 3 + 1 = 4. Поэтому в дальнейшем исполь-
зуется НПФ колебательного звена четвертого 
порядка (8), параметры и показатели качества 
которого указаны в табл. 2.

2. При коэффициенте демпфирования ζ* = 
= 0,46313 (см. табл. 2) рассчитываем коэффи-
циенты Ai, i = 1, 2, 3, нормированного характе-

ристического полинома 2 2 *( 1) ( 2 1)q q q+ + ζ + =   
4 3 2

3 2 1 1q A q A q A q= + + + +  быстродействующей 
системы:
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2(1 ) 2,92626;

2(1 2 ) 3,85252;
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= + ζ =
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Далее находим коэффициенты желаемого 
(ненормированного) характеристического по-
линома (13):
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3. По передаточной функции "расширенно-
го" объекта

 3 2
0( ) 1/ (0,1 0,8 1,7 1)W p p p p p= + + +

порядка N = n + na = 4 определяем его описа-
ние в пространстве состояний. С учетом того, 
что интегратор, обеспечивающий астатизм си-
стемы, стоит перед исходным объектом (17) и 
описывается уравнением ( ) ( ),u t U t=�  введем 
следующие фазовые координаты zi(t) для "рас-
ширенного" объекта:

 1 2 1

3 2 4

( ) ( ), ( ) ( ),

( ) ( ), ( ) ( ).
zt x x t z t z t

z t z t z t u t

z = − =

=  =

�
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В данном фазовом пространстве матрицы 
A1, B1 объекта принимают вид
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4. Вычисляем матрицу перехода D с исполь-
зованием матриц управляемости Mу, M1у объ-
екта в новом и старом базисах (11):
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5. В соответствии с формулами (15), (16) при
α = 0,156 находим вектор коэффициентов модаль-
ного (одновременно быстродействующего) регу-
лятора (158,093 57,788 5,523 10,757).KK =  
Проверка подтвердила, что при этом замкнутая 
система имеет желаемый характеристический 
полином (18).

При данных параметрах регулятора, как 
показало дальнейшее моделирование системы 
(см. рисунок), обеспечивается максимальное 
по модулю значение управляющего сигнала, 
равное 10 при отработке задания xz = 1.

Из данного рисунка также следует, что ис-
следуемая система управления четвертого по-
рядка имеет нулевую статическую ошибку, за-
данное перерегулирование σ = 4,321 % и вре-
мя переходных процессов τпп = 0,738, которое 
меньше, чем в системе [11] (τпп = 0,878). Данные 
результаты полностью отвечают исходным дан-
ным синтеза быстродействующего регулятора.
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Abstract

The solution of the so-called problem of speed of response in one coordinate, which has important theoretical and 
practical importance, is investigated. It is formulated with reference to linear one-dimensional high-order control objects 
described by a system of ordinary differential equations in a certain phase space. The transient time tnn of the system 
designed is understood in a sense of the classical control theory in reference to one (output) coordinate of the object and is 
determined by using the zone Δ = σ* = 4.321 %, which equals the given (desirable) value of the overshoot of the system 
synthesized. This overshoot corresponds with the speed of response oscillating second-order element with a damping coef-
ficient / .2 2 0,7071ζ = =  It is indispensable to mention here that the equation Δ = σ is one of the necessary conditions 
for the maximum speed of response of the system with the oscillating character of transient processes. In accordance to this 
the task of the speed of response by one coordinate can be described by the following generalized formulation: one must 
find the linear algorithm of the feedback signal, which provides a preset order of the astatism na for the closed-loop control 
system and converts the control object from a zero state into a final state, which is determined by the constant signal of the 
input, with a minimal time value of the transient processes of the system tnn and the preset value of the overshoot σ m σ* 
while fulfilling the constraint of the control signal |u(t)| m umax. Nowadays the task mentioned is approximately solved by 
the algebraic method of the synthesis of linear control systems with the determination of a desirable transfer function of the 
designed closed-loop system based on model normalized transfer functions (NTF). In the works by Kim D. P. there was 
carried out the analysis of four types of normalized transfer functions characterized by the increased speed of response. 
In this work two additional types of normalized transfer functions are suggested, in comparison with mentioned NTF they 
have the increased speed of response in case of the preset value of the overregulation σ* = 4.321 %. On their basis and 
using the methodology of the modal control the method of the synthesis of the controller is suggested; this method ensures 
the transient time of the designed system to be close to the minimum in case of the preset constraint of the overregulation 
and the value of the control signal. It needs to be emphasized that in contrast to the algebraic method of the synthesis, this 
method is applied to a wider range of control objects: as to minimal-phased objects as to non-minimum-phased ones; as to 
the objects containing zeros as to those without them. The method is illustrated by an example of synthesis of control system 
speed of response of the fourth order, containing the results of its modeling.

Keywords: linear one-dimensional object, criterion of speed of response, overregulation, astaticism, the pole of the 
optimal system, modal control
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Анализ устойчивости систем линейных дифференциальных уравнений 
на основе преобразования разностных схем

Введение

Анализ устойчивости по Ляпунову систем 
линейных обыкновенных дифференциальных 
уравнений (ОДУ) требуется проводить при ре-
шении теоретических и прикладных задач меха-
ники, физики, теории сверхоперативного управ-
ления, при строительстве высотных сооружений 
и создании авиационных конструкций, в ряде 
других областей современной науки и техники.

Актуальность исследований в данном на-
правлении обусловлена и тем, что к анализу 
устойчивости систем линейных ОДУ на основе 
классических и современных методов линеари-
зации сводятся важные методы исследования 
устойчивости решений нелинейных систем. 
Помимо этого, с помощью систем линейных 
ОДУ непосредственно моделируются клас-
сы физических и технологических процессов, 
требующих анализа устойчивости.

Использование компьютерной техники 
в научно-технических исследованиях приводит 
к задаче автоматизации анализа устойчивости. 
Анализ устойчивости требуется выполнять 

непосредственно в процессе компьютерного 
управления объектами в целях повышения 
качества управления. Поэтому актуальна раз-
работка компьютерных средств анализа устой-
чивости систем линейных ОДУ.

В работе предлагается подход к решению за-
дачи анализа устойчивости (в смысле Ляпуно-
ва), в основу которого положены схемы, пред-
ставляющие собой матричные мультиплика-
тивные преобразования разностных методов 
численного интегрирования. Это делается 
с целью сконструировать компьютерный ме-
тод анализа устойчивости по Ляпунову. Метод 
должен формировать критерии устойчивости, 
компьютерное моделирование которых влечет 
однозначное определение характера устойчи-
вости, неустойчивости либо асимптотической 
устойчивости систем линейных ОДУ.

Постановка задачи

Рассматривается задача Коши для линейной 
однородной системы ОДУ

Представлен подход к анализу устойчивости в смысле Ляпунова систем линейных обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений, основанный на мультипликативных преобразованиях разностных схем численного интегрирования. 
В результате преобразований формируются критерии устойчивости в виде необходимых и достаточных условий. 
Критерии инвариантны относительно правой части системы и не требуют ее преобразования относительно раз-
ностной схемы, длины промежутка и шага решения. Отличительной особенностью критериев является то, что 
они не используют методы качественной теории дифференциальных уравнений. В частности, для случая систем 
с постоянной матрицей коэффициентов не нужно построения характеристического многочлена и оценки значений 
характеристических чисел. При анализе устойчивости системы с переменной матрицей коэффициентов не требует-
ся вычисления характеристических показателей. Получены разновидности критериев в аддитивной форме. Анализ 
устойчивости на их основе эквивалентен оценке устойчивости на основе критериев в мультипликативной форме. 
В условиях устойчивости (асимптотической устойчивости) линейной системы дифференциальных уравнений полу-
чены критерии устойчивости (асимптотической устойчивости) систем линейных дифференциальных уравнений с не-
линейной добавкой. Для систем нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений приводится схема анализа 
устойчивости на основе линеаризации, которая связана непосредственно с исследуемым решением. Схема строится 
в предположении, что устойчивость решения системы общего вида эквивалентна устойчивости линеаризованной 
системы в достаточно малой окрестности возмущения начальных данных. Матричная форма критериев позволяет 
реализовать их в виде циклической программы. Компьютерный анализ выполняется в режиме реального времени и 
по своим результатам позволяет сделать однозначный вывод о характере устойчивости исследуемой системы. На 
основе численного эксперимента установлен допустимый диапазон вариации шага разностного метода и длины про-
межутка разностного решения в границах достоверности анализа устойчивости. Изложен подход, ориентированный 
на компьютерный анализ устойчивости систем линейных дифференциальных уравнений. Компьютерная апробация 
показала целесообразность использования данного подхода на практике.

Ключевые слова: устойчивость по Ляпунову, компьютерное моделирование устойчивости, разностные решения 
дифференциальных уравнений
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 0 0( ) , ( ) ,
dY

A t Y Y t Y
dt

= =  (1)

где Y — вектор-функция, координаты кото-
рой — искомые функции 1 2, , ..., ny y y  от не-
зависимой переменной t; A(t) — матрица коэф-
фициентов размерности n Ѕ n. Предполагается, 
что все функции aij(t) i, j = 1, ..., n, определены, 
непрерывны и непрерывно дифференцируемы 
на отрезке [t0, T], при любом выборе T = const, 
T ∈ [t0, ∈); Y(t0) = Y0 — заданный начальный 
вектор.

Всюду ниже используется каноническая 

норма матрицы 
1 1
max

n

ik
i n k

A a
=

= ∑
m m

 и согласо-

ванная с ней норма вектора 
1
max .k

k n
Y y=

m m

Предполагается, что для системы (1) выпол-
нены все условия существования и единствен-
ности решения Y = Y(t), Y(t0) = Y0 на [t0, ∞),
эти же условия предполагаются выполненны-
ми для каждого элемента множества возму-
щенных решений ( ),Y Y t=� �  соответствующих 
возмущенному начальному вектору 0 0( ) ,Y t Y=� �  
удовлетворяющему неравенству

 0 0 , 0,Y Y− δ δ >� m  (2)

где δ — некоторое достаточно малое число.
В рассматриваемых предположениях спра-

ведливы следующие утверждения [1]:
1) матрица A(t) ограничена на отрезке [t0, T] 

по норме:

 0( ) , const [ , );A t c c T t= ∀ ∈ ∞m

2)   производная функций ( , ( )),kf t Y t  ( , ( )),kf t Y t�  
где 1 1( , ) ( ) ... ( ) ,k k kn nf t Y a t y a t y= + +  k = 1, ..., n, 
ограничена на отрезке [t0, T]:

 1 1

1 0

( , ( )) , ( , ( )) ,

const [ , ].

k kf t Y t c f t Y t c

c t t T

′ ′

= ∀ ∈

�m m

Пусть R обозначает область, включающую 
множество всех решений задачи (1) при на-
чальных значениях, удовлетворяющих (2):

 0 0 0: { ; ( ), ( ) : }.R t t Y t Y t Y Y< ∞ − δ� �m m  (3)

Требуется исследовать решение задачи (1) на 
устойчивость в смысле Ляпунова. Традицион-
ное определение устойчивости заимствовано 
с упрощениями на случай рассматриваемого 
множества R [2].

Описание метода

Метод Эйлера приближенного решения 
системы (1) можно записать в виде: 1iY + =  

( ) ,i i iY hA t Y= +  i = 0, 1, ..., или

 1 ( ( )) ,i i iY E hA t Y+ = +  (4)

где h — шаг разностной схемы, узлы которой 
предполагаются равноотстоящими. При лю-
бом выборе t = const, t ∈ [t0, ∞), h и переменный 
индекс i всегда предполагаются связанными 
соотношениями

 1 0
1, , 0,1,... .

1
i

i
t t

t t h i
i
+

+
−

= = =
+

 (5)

Для возмущенного решения системы (1) со-
отношение (5) переходит в соотношение

 1 ( ( )) .i i iY E hA t Y+ = +� �  (6)

Соответствующие приближенным решени-
ям (4), (6) точные решения могут быть пред-
ставлены в форме метода Эйлера с остаточным 
членом на каждом шаге:

 
1

1

( ( )) ,

( ( )) .

i i i i

i i i i

Y E hA t Y Q

Y E hA t Y Q

+

+

= + +

= + +� � �  (7)

Остаточным членом метода Эйлера на шаге 
будем считать разность между точным реше-
нием и его приближением по методу Эйлера.

Для разности между возмущенным и не-
возмущенным решениями получим точное 
равенство

 1 1 ( ( ))( ) ,i i i i i EiY Y E hA t Y Y Q+ +− = + − +� �  (8)

где .Ei i iQ Q Q= −�  Поскольку ,Ei i iQ Q Q+�m  
то 2

1EiQ c hm  [1].
Рекуррентное преобразование (8) влечет ра-

венство

 1 1 0 0
0
( ( ))( ) ,

i

i i i iY Y E hA t Y Y L+ + −
=

− = + − +∏ �
�

� �  (9)

где

 1
1 0

( ( )) .
i ki

i i Ek Ei
k

L E hA t Q Q
−

− −
= =

= + +∑ ∏ �
�

 (10)

Лемма 1. В рассматриваемых условиях име-
ет место соотношение ( )iL O h=  [1].

Доказательство. Из соотношения (10) следует

 1
1 0

( ( )) .
i ki

i i Ek Ei
k

L E hA t Q Q
−

− −
= =

+ +∑ ∏ �
�

m
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С учетом утверждений 1) и 2) последнее не-
равенство примет вид

 
1

2 1
1

1
(1 )

i
i k

i
k

L c h ch
+

− +

=
+∑m

 или 2
1

0
(1 ) .

i

iL c h ch
=

+∑ �

�
m

Суммирование геометрической прогрессии 
в правой части влечет выполнение

 1
1 ((1 ) 1),i

iL c h ch ++ −m

где 1
1 .

c
c

c
=

Отсюда, с учетом (5), следует, что

  
1 0

1 (1 ) 1 .
it t

h
iL c h ch

+ −⎛ ⎞
⎜ ⎟+ −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

m

Тем более справедливо неравенство

 1 0( )
1 ( 1).ic t t

iL c h + − −em  (11)

При любом выборе t = ti + 1, t = const, t ∈ [t0, ∞),
и при переменном i выполняется соотношение 

0( )
1( 1) 0,с t tc h− − →e  если h → 0. Отсюда и из не-

равенства (11) следует, что ( ).iL O h=  Лемма 
доказана.

В условиях леммы 1 имеет место равенство

 
0

lim 0.i
h

L
→

=  (12)

Предельный переход в равенстве (9) при лю-
бом t из (5) влечет равенство

0 0
0 00

( ) ( ) lim ( ( ))( ) lim .
i

i i
h h

Y t Y t E hA t Y Y L−
→ →=

− = + − +∏ �
�

� �

Стремление h к нулю равносильно стремле-
нию i к бесконечности. Отсюда, с учетом (12), 
для любого t ∈ [t0, ∞) выполнено:

 0 0
0

( ) ( ) lim ( ( ))( ).
i

i
i

Y t Y t E hA t Y Y−
→∞ =

− = + −∏ �
�

� �  (13)

Теоретически шаг h в формуле (13) зависит 

от i: 0( ) ,
1

t t
h i

i
−

=
+

 i = 0, 1, ... . В правой части (13) 
бесконечное произведение не вполне соответ-
ствует смыслу этого понятия, определяемого 
в математическом анализе. Известное опреде-
ление включает последовательность частичных 
произведений, изменение которых определяет 
добавление новых сомножителей. Бесконечное 
произведение в соотношении (13) строится как 
последовательность частичных произведений, 

каждое из которых отличается от предыдуще-
го не только добавлением нового сомножите-
ля, но и изменением (уменьшением в обратной 
числу сомножителей пропорции) параметра h 
в каждом из сомножителей нового частичного 
произведения.

Смысл равенства (13) состоит в том, что для 
произвольного t величина возмущения рав-
на бесконечному матричному произведению, 
умноженному на возмущение начальных дан-
ных. Таким образом, возмущение при любом t
пропорционально бесконечному матричному 
произведению. Отсюда автоматически вытека-
ет базовый критерий устойчивости линейных 
систем ОДУ, представленный теоремой 1 [3].

Теорема 1. Пусть выполнены все рассма-
триваемые условия. Для того чтобы решение 
задачи (1) было устойчиво, необходимо и до-
статочно выполнение неравенства

[ )1 0
0

lim ( ( )) const , .
i

i
i

E hA t c t t−
→ ∞ =

+ = ∀ ∈ ∞∏ �
�

�m  (14)

Решение асимптотически устойчиво тогда 
и только тогда, когда выполнено (14) и, кроме 
того, выполняется соотношение

 
0

lim lim ( ( )) 0.
i

i
t i

E hA t −
→ ∞ → ∞ =

+ →∏ �
�

 (15)

Соотношение (13) можно переписать в виде

 0 0
0

( ) ( ) ( ( ))( ).i
i

Y t Y t E hA t Y Y
∞

=
− = + −∏� �

Соответственно, соотношения (14), (15) при-
мут вид

 [ )1 0
0
( ( )) const ,i

i
E hA t c t t

∞

=
+ = ∀ ∈ ∞∏ �m

 и 
0

lim ( ( )) 0,i
t i

E hA t
∞

→ ∞ =
+ →∏

где t, i, h связаны зависимостью (5).
Значение критериев (14), (15) заключается 

в том, что они позволяют определить характер 
устойчивости, асимптотической устойчивости 
либо неустойчивости систем линейных ОДУ 
без представления решения в аналитической 
форме, непосредственно по значениям раз-
ностных приближений. Мультипликативная 
форма выражений под знаком предела в левой 
части предоставляет возможность запрограм-
мировать вычисление этих выражений в виде 
цикла по числу сомножителей. Это влечет 
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предпосылки компьютерного анализа устой-
чивости без обращения к аналитическим ме-
тодам качественной теории дифференциаль-
ных уравнений.

Практическая компьютерная реализация 
критериев будет выполняться с постоянным 
шагом на фиксированном промежутке. Это де-
лается по двум причинам: во-первых, экспе-
риментально не обнаруживается разница ре-
зультатов моделирования при изменении шага 
в наборе сомножителей, во-вторых, постоян-
ство шага принципиально сокращает время 
моделирования [1].

В случае постоянства матрицы A запись 
критериев упрощается [1]. Критерий устойчи-
вости (14) примет вид

 [ )1
2 0lim const , ,i

i
B c t t+

→ ∞
= ∀ ∈ ∞�m

где B = E + hA.
Критерий асимптотической устойчивости 

(15) преобразуется в следующее соотношение:

 1lim lim 0.i

t i
B +

→ ∞ → ∞
→

Далее приводится схема компьютерного 
анализа устойчивости для случая систем ли-
нейных ОДУ с нелинейной добавкой.

Рассматривается задача Коши для системы

 0 0( ) ( , ), ( ) .
dY

A t Y F t Y Y t Y
dt

= + =  (16)

Предполагается, что для системы (16) вы-
полнены все условия, ранее требуемые для (1). 
Дополнительно предполагается, что элементы 
нелинейной функции F(t, Y ) определены, не-
прерывны и непрерывно дифференцируемы на 
отрезке [t0, T] при любом выборе T = const,
T ∈ [t0, ∞).

В данных условиях для ∀T ∈ [t0, ∞) на от-
резке [t0, T] производные функций ( , ( )),k t Y tφ  

( , ( )),k t Y tφ �  
1

( , ) ( ) ( , ),
n

k i i kj i ji k i i
j

t Y a t y f t Y
=

φ = +∑
k = 1, ..., n, ограничены общей константой:

2( , ( )) ,k t Y t c′φ m  2( , ( )) ,k t Y t c′φ � m  2 2( ) const.c c T= =
Разность между возмущенным и невозму-

щенным решением (16) имеет вид точного ра-
венства [4]:

1 1 ( )( ) ( , , ) ,i i i i i i i i i EiY Y B t Y Y h t Y Y+ +− = − + Φ + Θ� � �  (17)

где ( ) ( ),i iB t E hA t= +  ( , , ) ( , )i i i i i it Y Y F t YΦ = −� �   

( , ),i iF t Y−  2
2 .Ei c hΘ m  Ниже полагается, что 

( , , ).i i i i it Y YΦ = Φ �
Для системы (16) рекуррентное преобразо-

вание (17) влечет равенство

 1 1 0 0( ) ,i i i Ei EiY Y P Y Y D S+ +− = − + +� �  (18)

где 
0

( ),
i

i iP B t −
=

= ∏ �
�

 1
1 0

( ) ,
i ki

Ei i k i
k

D B t h h
−

− −
= =

= Φ + Φ∑ ∏ �
�

 

1
1 0

( )
i ki

Ei i Ek Ei
k

S B t
−

− −
= =

= Θ + Θ∑ ∏ �
�

 [4].

Переходя в (18) к пределу при h → 0, что 
равносильно i → ∞, получим

0 0( ) ( ) lim ( ) lim lim .i Ei Ei
i i i

Y t Y t P Y Y D S
→ ∞ → ∞ → ∞

− = − + +� �  (19)

В рассматриваемых условиях выполняется 
соотношение ( )EiS O h=  [4].

В тех же условиях

 
0

lim 0.Ei
h

S
→

=  (20)

Согласно (20) соотношение (19) примет вид

 0 0( ) ( ) lim ( ) lim .i Ei
i i

Y t Y t P Y Y D
→ ∞ → ∞

− = − +� �  (21)

Вывод необходимых и достаточных условий 
устойчивости (асимптотической устойчиво-
сти) решения задачи (16) строится в предполо-
жении, что устойчива (асимптотически устой-
чива) соответствующая системе (16) система 
линейных ОДУ [4].

Теорема 2. Пусть выполнены рассматри-
ваемые ограничения на систему (16), и соот-
ветствующая ей линейная система устойчива. 
Тогда для устойчивости решения системы (16) 
необходимо и достаточно, чтобы для произ-
вольного 0ε >�  нашлось δ1 > 0, такое что вы-
полнение 0 0 1Y Y− δ� m  влечет неравенство

 [ )0 0 0( ) ( ) lim ( ) , .i
i

Y t Y t P Y Y t t
→ ∞

− − − ε ∀ ∈ ∞� � �m  (22)

Относительно асимптотической устойчиво-
сти имеет место следующая теорема [4].

Теорема 3. Если выполнены рассматривае-
мые ограничения на систему (16), и соответ-
ствующая ей линейная система асимптотиче-
ски устойчива, то решение задачи (16) асим-
птотически устойчиво тогда и только тогда, 
когда выполняется утверждение теоремы 2 и 
существует некоторое положительное δ2, такое 
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что выполнение 0 0 2Y Y− δ� m  при t → ∞ влечет 
соотношение

 0 0( ) ( ) lim ( ) 0.i
i

Y t Y t P Y Y
→ ∞

− − − →� �  (23)

Значения выражений под знаком нормы 
в (22), (23) вычисляются программно, на этой 
основе численно моделируются устойчивость 
и асимптотическая устойчивость и реализует-
ся компьютерный анализ устойчивости реше-
ний систем вида (16).

В рамках предложенного подхода можно 
выполнять анализ устойчивости нелинейной 
системы ОДУ на основе линеаризации, кото-
рая имеет место только в окрестности исследу-
емого решения [5].

Рассматривается задача Коши для нелиней-
ной системы ОДУ

 0 0( , ), ( ) .
dY

F t Y Y t Y
dt

= =  (24)

Предполагается, что существует δ0 > 0, 
при котором все условия существования 
и единственности выполнены для невоз-
мущенного решения на полупрямой  [t0, ∞) 
и для каждого его возмущения с началь-

ным вектором из окрестности 0 0 0.Y Y− δ� m  
Предполагается также, что в области 

0 0 0 0 0: { ; ( ), ( ): }R t t Y t Y t Y Y< ∞ ∀ − δ� �m m  функ-
ция F(t, Y ) всюду определена, непрерывна и 
непрерывно дифференцируема по t (в точке 
t0 — справа), компоненты этой функции удов-
летворяют неравенству

 
0 0

( , ) ( , ) , const,

[ , ), ( , ), ( , ) , 1,..., .

k k k kf t Y f t Y L y y L

t t t Y t Y R k n

− − =
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�

m

Первоначально выполняется преобразова-
ние системы (24):

 1( , ,..., )
, 1, , ,k k n

k
k

dy f t y y
y k ... n

dt y
= =

в предположении yk ≠ 0, или, в матричной форме,

Если каждую диагональную компоненту 
в матрице из (25) заменить на аналитическое 
выражение от t в явной форме, то получим для 
анализа устойчивости линейную систему, по-
скольку матрица от y1(t), ..., yn(t) зависеть не 
будет. Это дает возможность на практике ис-
пользовать аппарат анализа устойчивости си-
стем линейных ОДУ для каждого отдельного 
решения нелинейной системы (24). Преобразо-
ванную такой подстановкой систему (25) можно 
рассматривать как линейную систему ОДУ вида

 ( ) ,
dY

A t Y
dt

= �  (26)

где диагональные элементы зависят только от 
переменной t.

Для системы (26) критерии устойчивости 
(14), (15) приводятся к аддитивной форме по-
сле следующего преобразования [5]:
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Система (26) устойчива тогда и только тог-
да, когда [5]

 [ )1 0
0

lim ( ) const , ,
i

i
i

hA t C t t−
→ ∞ =

= ∀ ∈ ∞∑ �
�

� �m  (27)

где С1 — постоянная (диагональная) матрица. 
Для асимптотической устойчивости необхо-
димо и достаточно, чтобы выполнялось (27), 
а также соотношение

 
0

lim lim ( ) ( ),
i

i
t i

hA t −
→ ∞ → ∞ =

= −∞∑ �
�

�  (28)

где под символом (–∞) понимается предел диа-
гональной матрицы, диагональные элементы 
которой стремятся к –∞.

Критерии (27), (28) инвариантны относитель-
но правой части системы, разностных схем при-
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 (25)

ближенного решения 
системы, шага и дли-
ны промежутка чис-
ленного интегрирова-
ния и ориентирова-
ны на компьютерную 
реализацию, которая 
выполняется в режиме 
реального времени.
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На практике при компьютерном анализе 
устойчивости точное аналитическое решение 
в (25) заменяется на разностное. В результате 
исследование устойчивости решения системы 
(24) сводится к анализу устойчивости линей-
ной системы ОДУ вида (26) с соответственно 
дискретизированными значениями правой ча-
сти и решениями на диагонали.

Численный эксперимент

Исследуется нелинейная система
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2 22
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;

.
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⎧ = − +⎪⎪
⎨
⎪ = +
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 (29)

Известно, что нулевое решение этой си-
стемы устойчиво, все остальные решения не-
устойчивы [2].

Анализ устойчивости выполняется на основе 
критериев (14), (27) после предварительной ли-
неаризации. Исследуется на устойчивость нуле-
вое решение системы на промежутке [0, 10 000]
с шагом h = 0,00001. Величина возмущения ну-
левого решения считается равной 0,000001.

На основе следующих операторов (Delphi) 
выполняется компьютерный анализ устойчи-
вости по критерию (14), результаты которого 
представлены в табл. 1.

function f1(t, y1, y2: extended): extended;
begin f1: = -y2*sqrt(sqr(y1) + sqr(y2)); end;

function f2(t, y1, y2: extended): extended;
begin f2: = y1*sqrt(sqr(y1) + sqr(y2)); end;
begin

t: = 0; k: = 0; y1: = 0; y2: = 0;
yv1: = y1 + eps1; yv2: = y2 + eps2;
p1: = (1 + (h*(f1(t,y1,y2)-f1(t,yv1,yv2))/(y1-yv1)));
p2: = (1 + (h*(f2(t,y1,y2)-f2(t,yv1,yv2))/(y2-yv2)));

repeat
y _ 1: = y1; yv _ 1: = yv1; y1: = y1 + 
h*f1(t,y1,y2); y2: = y2 + h*f2(t,y _ 1,y2);
yv1: = yv1 + h*f1(t,yv1,yv2); yv2: = yv2 + 
h*f2(t,yv _ 1,yv2);
p1: = p1*(1 + (h*(f1(t,y1,y2)-f1(t,yv1,yv2))/(y1-yv1)));
p2: = p2*(1 + (h*(f2(t,y1,y2)-f2(t,yv1,yv2))/(y2-yv2)));
k: = k + 1; t: = t + h;
if k> = 100000000 then
begin
norma: = sqrt(sqr(p1) + sqr(p2));
writeln(‘t = ‘,t:6:4,’,’norma = ‘,norma); k: = 0;

end;
until t>TT;

Представленные значения нормы ограниче-
ны константой, что в соответствии с критери-
ем (14) свидетельствует об устойчивости.

Далее выполняется анализ устойчивости 
системы (29) на основе критерия (27). Числен-
ные значения входных параметров остаются 
прежними. Операторы, реализующие крите-
рий (27), представлены ниже, результаты моде-
лирования даны в табл. 2.
begin

t: = 0; k: = 0; y1: = 0.01; y2: = 0.01;
yv1: = y1 + eps1; yv2: = y2 + eps2;
d1: = (f1(t,y1,y2)-f1(t,yv1,yv2))/(y1-yv1);
d2: = (f2(t,y1,y2)-f2(t,yv1,yv2))/(y2-yv2);

repeat
y _ 1: = y1; yv _ 1: = yv1; y1: = y1 + 
h*f1(t,y1,y2); y2: = y2 + h*f2(t,y _ 1,y2);
yv1: = yv1 + h*f1(t,yv1,yv2); yv2: = yv2 + 
h*f2(t,yv _ 1,yv2);
d1: = d1 + ((f1(t,y1,y2)-f1(t,yv1,yv2))/(y1-yv1));
d2: = d2 + ((f2(t,y1,y2)-f2(t,yv1,yv2))/(y2-yv2));
k: = k + 1; t: = t + h;
if k> = 100000000 then
begin writeln(‘t = ‘,t:5:0,’ ‘,h*d1,’ ‘,h*d2); 
k: = 0; end;

until t>TT;

Таблица 1
Table 1

Результаты анализа устойчивости нулевого решения 
системы (29) на основе критерия (14)

The Results of the Stability Analysis of the Zero Solution
of the System (29) Based on the Criteria (14)

t norma

1000 1.41421356237311

2000 1.41421356237312

3000 1.41421356237314

4000 1.41421356237315

5000 1.41421356237317

6000 1.41421356237318

7000 1.41421356237319

8000 1.41421356237321

9000 1.41421356237322

10000 1.41421356237324

Таблица 2
Table 2

Результаты анализа устойчивости нулевого решения 
системы (29) на основе критерия (27)

The results of the Stability Analysis of the Zero Solution
of the System (29) Based on the Criteria (27)

t
11

0
( )

i

ih a t −
=
∑ �
�
�  22

0
( )

i

ih a t −
=
∑ �
�
�  

1000 –1.41621546482379E-0003 1.41221545945044E-0003

2000 –2.83644226666084E-0003 2.82044218124678E-0003

3000 –4.26069182993056E-0003 4.22469139780226E-0003

4000 –5.68897562982427E-0003 5.62497426428432E-0003

5000 –7.12130520691026E-0003 7.02130187319912E-0003

6000 –8.55769216760099E-0003 8.41368525483007E-0003

7000 –9.99814818462451E-0003 9.80213537767238E-0003

8000 –1.14426849975002E-0002 1.11866631488637E-0002

9000 –1.28913144130190E-0002 1.25672794146111E-0002

10 000 –1.43440483057280E-0002 1.39439949606140E-0002
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Диагональные элементы матрицы огра-
ничены константой, что является признаком 
устойчивости. Результат исследования нахо-
дится в соответствии с полученными ранее 
оценками устойчивости на основе (14).

Далее выполняется анализ устойчивости не-
нулевого решения системы (29), соответствующе-
го начальным условиям y1(0) = 0,01, y2(0) = 0,01.
Все остальные входные параметры программы 
не меняются. Результаты анализа устойчивости 
на основе критерия (14) отображены в табл. 3.

Наблюдается монотонное увеличение зна-
чений нормы, что свидетельствует о неустой-
чивости решения системы. Результаты иссле-
дования на основе критерия (27) представлены 
в табл. 4. и свидетельствуют о неустойчивости 
решения системы.

Компьютерная реализация критериев пока-
зала целесообразность использования данного 

подхода на практике. Выполненный численный 
эксперимент показал эквивалентность рассмо-
тренных способов компьютерного анализа и по-
зволил указать значение шага разностного мето-
да, длину промежутка разностного решения для 
сохранения достоверности анализа устойчивости.

Заключение

Предложен принципиально новый подход 
к анализу устойчивости систем линейных ОДУ, 
в основу которого полагаются компьютерные 
схемы анализа устойчивости, сконструиро-
ванные с помощью мультипликативных пре-
образований разностных методов численного 
интегрирования.

Итогом преобразований являются необходи-
мые и достаточные условия устойчивости в ма-
тричной мультипликативной форме, удобной 
для циклической программной реализации.

Важной особенностью предложенных кри-
териев является то, что для их применения до-
статочно подать на вход стандартной процеду-
ры, работающей в виде цикла значения правой 
части системы ОДУ в некоторой (начальной) 
точке. После этого никаких аналитических 
преобразований правой части не требуется, 
равно как не требуется ввод дополнительных 
данных по ходу работы программы или же ее 
прерывание, причем это так при любых пара-
метрических изменениях правой части. От-
сюда следует, что для анализа устойчивости 
системы управления, модель которой описы-
вается системой ОДУ рассматриваемого вида, 
можно использовать стандартный блок в виде 
процедуры, программно реализующей пред-
ставленные критерии. Поскольку для этого не 
требуется ввод дополнительных данных, ком-
пьютерный анализ устойчивости допускает 
выполнение в режиме реального времени. Тем 
самым анализ будет адекватно соответствовать 
реальным значениям параметров системы. 
Скорость выполнения анализа достаточно вы-
сока и на персональном компьютере, но име-
ется резерв увеличения быстродействия за счет 
параллелизма выполняемых операций [1].

Отмеченной возможностью не обладает ма-
тематический анализ в рамках качественной 
теории ОДУ. Не обладают ею и системы ком-
пьютерной математики, которым на вход тре-
буется ручной ввод с клавиатуры всех измене-
ний правой части системы ОДУ.

Таблица 3
Table 3

Результаты анализа устойчивости ненулевого решения 
системы (29) на основе критерия (14)

The Results of the Stability Analysis of the Nonzero Solution
of the System (29) Based on the Criteria (14)

t norma

1000 2.00509839014046E + 0001

2000 4.00271780873374E + 0001

3000 6.00200688337337E + 0001

4000 8.00171918936163E + 0001

5000 1.00016040816282E + 0002

6000 1.20015772753961E + 0002

7000 1.40016020966995E + 0002

8000 1.60016596426253E + 0002

9000 1.80017390581162E + 0002

10 000 2.00018332995000E + 0002

Таблица 4
Table 4

Результаты анализа устойчивости ненулевого решения 
системы (29) на основе критерия (27)

The Results of the Stability Analysis of the Nonzero Solution
of the System (29) Based on the Criteria (27)

t
 

11
0

( )
i

ih a t −
=
∑ �
�
�

 
22

0
( )

i

ih a t −
=
∑ �
�
�

1000 –1.33439834750317E + 0001 –2.39578166413820E + 0001

2000 –1.61236408719768E + 0001 –1.76326201174625E + 0001

3000 –2.85138829462534E + 0001 1.29716455076887E + 0002

4000 –1.17482297585034E + 0002 1.09150527716857E + 0002

5000 –1.10920097518025E + 0002 9.73066902829440E + 0001

6000 –1.32803432779380E + 0002 1.14073647152513E + 0002

7000 –1.23246494308784E + 0002 2.74865524156251E + 0002

8000 –1.25041154302556E + 0002 2.74974411665878E + 0002

9000 –1.61359014795154E + 0002 2.64322950154764E + 0002

10 000 1.14864679112119E + 0001 2.71221899034593E + 0002
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Abstract

The approach to the analysis of Lyapunov systems stability of linear ordinary differential equations based on multiplica-
tive transformations of difference schemes of numerical integration is presented. As a result of transformations, the stability 
criteria in the form of necessary and sufficient conditions are formed. The criteria are invariant with respect to the right 
side of the system and do not require its transformation with respect to the difference scheme, the length of the gap and 
the step of the solution. A distinctive feature of the criteria is that they do not use the methods of the qualitative theory of 
differential equations. In particular, for the case of systems with a constant matrix of the coefficients it is not necessary to 
construct a characteristic polynomial and estimate the values of the characteristic numbers. When analyzing the system 
stability with variable matrix coefficients, it is not necessary to calculate the characteristic indicators. The varieties of 
criteria in an additive form are obtained, the stability analysis based on them being equivalent to the stability assessment 
based on the criteria in a multiplicative form. Under the conditions of a linear system stability (asymptotic stability) of dif-
ferential equations, the criteria of the systems stability (asymptotic stability) of linear differential equations with a nonlinear 
additive are obtained. For the systems of nonlinear ordinary differential equations the scheme of stability analysis based 
on linearization is presented, which is directly related to the solution under study. The scheme is constructed under the as-
sumption that the solution stability of the system of a general form is equivalent to the stability of the linearized system in a 
sufficiently small neighborhood of the perturbation of the initial data. The matrix form of the criteria allows implementing 
them in the form of a cyclic program. The computer analysis is performed in real time and allows coming to an unambigu-
ous conclusion about the nature of the system stability under study. On the basis of a numerical experiment, the acceptable 
range of the step variation of the difference method and the interval length of the difference solution within the boundaries 
of the reliability of the stability analysis is established. The approach based on the computer analysis of the systems stability 
of linear differential equations is rendered. Computer testing has shown the feasibility of using this approach in practice.
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Управление конформациями молекул ДНК
с помощью геометрических и физических параметров

 � слабом взаимодействии этих оснований 
(близкодействии);

 � определяющем свойства молекулы синтезе 
соответствующих электромагнитных полей;

 � движении свободных электронов в молеку-
ле под действием внешних факторов, кото-
рое формирует изменения во внутреннем 
взаимодействии, что приводит к появлению 
новых конформаций (естественное равнове-
сие внутреннего взаимодействия).
В связи с тем что изменение конформаций 

молекулы приводит к изменению взаимного 
положения частиц молекулы, а следователь-
но, к появлению новых близкодействующих 
участков и возможному исчезновению подоб-
ных участков, имевших место в прежней кон-
формации, можно говорить о новых свойствах 
молекулы как следствии изменившегося элек-
тромагнитного поля, определяемого конфигу-
рацией составляющих.

Рассматривается концептуальный подход к задаче управления пространственными конфигурациями молекул 
ДНК. Работа носит проблемный характер и является обобщением исследований авторов в области моделирования 
поведения и структуры ДНК методами механики деформируемого твердого тела. Предметом исследований в на-
стоящей работе служит вопрос о применимости методов теории управления к объекту живой природы на примере 
молекулы ДНК. В работе рассматриваются как вопросы управляемости на примерах влияния параметров молекулы 
на ее конфигурацию, так и вопросы наблюдаемости и идентификации параметров молекулы на основе видимой кон-
фигурации в естественной среде. Приводится краткий обзор результатов, полученных  авторами в части адаптации 
к объектам исследования существующих и разработки новых математических моделей деформируемых упругих объ-
ектов с учетом их внутренней структуры. В основу предлагаемого подхода положена концепция перехода с помощью 
известных методов молекулярной динамики от многоэлементной дискретной среды к континууму, содержащему 
моментные напряжения. С этой целью в предшествующих работах авторов получена зависимость компонентов 
тензоров деформаций, силовых и моментных напряжений от различных видов потенциалов межатомного взаимодей-
ствия (потенциал Ленарда — Джонса, потенциал Борна — Мейера и др.). Необходимость выбора в качестве базовой 
модели континуума, содержащего моментные напряжения, диктуется особенностями основного объекта исследова-
ния — молекул нуклеиновых кислот и биополимеров — обладающих несколькими степенями свободы вращательных 
движений. Также в качестве примера рассмотрен случай, для которого осуществлена редукция от трехмерной за-
дачи несимметричной теории упругости к одномерной посредством расщепления трехмерной задачи на совокупность 
двумерной и одномерной задач. Указаны кинематические параметры, которые необходимо привлечь, чтобы вместе 
с системой дифференциальных уравнений Кирхгофа получить замкнутую систему уравнений одномерной моментной 
теории стержней. Остальные геометрические величины найдены из определяющих их соотношений. Предлагаемый 
подход согласуется с современными тенденциями в области молекулярного моделирования в биофизике и физико-хи-
мической биологии и представляется перспективным в решении задач управления генетическими и биохимическими 
процессами с участием ДНК.

Ключевые слова: управление конформациями ДНК, упругий стержень, идентификация параметров динамических 
систем

Введение

В работе рассматривается общая постанов-
ка и методология решения задачи управления 
пространственными конфигурациями ма-
кромолекул биологического происхождения, 
в первую очередь, молекулами ДНК.

Получение заданной пространственной кон-
фигурации (или, в терминах молекулярной ди-
намики, конформации) молекулы ДНК имеет 
исключительное значение в таких областях, как 
генная терапия и клеточная медицина. Это свя-
зано с тем, что одним из объективных и обще-
признанных свойств молекулы ДНК, отвечаю-
щих за передачу наследственной информации, 
является последовательность и периодичность 
в молекуле ее базовых элементов — нуклеотид-
ных оснований, а также структурный состав 
этих элементов. Физическое объяснение важ-
ности этих свойств заключается в:
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Таковы в общих чертах физические про-
цессы, связанные с изменением конформации 
ДНК. Эти процессы, в свою очередь, лежат 
в основе передачи генетической информации 
и регулирования биохимических процессов 
внутри клетки.

Описанные процессы показывают необхо-
димость исследования конформаций молеку-
лы, о чем свидетельствуют многочисленные 
работы, лишь малая часть которых приведена 
в списке источников [1—8].

Другой важной задачей является опреде-
ление зависимости от конформаций внутрен-
них параметров молекулы [9—11]. Влияние 
изменений значений параметров молекулы на 
конкретный вид ее конформации дает возмож-
ность через эти параметры влиять на конфор-
мации, устанавливать определенный их вид 
с соответствующими свойствами молекулы.

В то же время описанный процесс измене-
ния электромагнитных характеристик молеку-
лы в зависимости от изменения ее простран-
ственной конфигурации наводит на мысль 
об использовании этого естественного про-
цесса в качестве канала управления конфор-
мацией молекулы. Механизм управляющего 
воздействия представляется достаточно триви-
альным: генерация электромагнитных полей 
заданных характеристик в пространственной 
окрестности, окружающей молекулу, что вы-
зовет изменение электронного баланса вну-
тримолекулярных структур, в свою очередь 
приводящее к изменению пространственной 
конфигурации молекулы в целом.

В отличие от традиционно рассматривае-
мых в теории управления технических систем, 
ДНК является объектом живой природы. По-
этому в первую очередь необходимо предло-
жить обоснованную парадигму исследования, 
в рамках которой можно было бы построить 
математическую модель макромолекулы как 
объекта управления и указать соответствую-
щие управляющие параметры.

В качестве такой парадигмы предлагается 
теория упругости, и соответственно в каче-
стве модели объекта рассматривается модель 
деформируемого упругого тела.

Предварительным соображением, говоря-
щим в пользу этого подхода, является распро-
странение практики проведения компьютер-
ного моделирования отдельных молекул и их 
систем не в рамках аппарата квантовой меха-
ники, наиболее полно описывающей строение 

вещества, а используя набор допущений и при-
ближений, упрощающих природу процесса, но 
позволяющих решить задачу в целом.

Одним из ключевых допущений подобного 
рода является гипотеза о представимости моле-
кулы в виде упругого тела, которое может быть 
подвергнуто сосредоточенным либо распреде-
ленным силовым воздействиям. В настоящей 
работе авторами взято за основу представление 
молекулы в качестве одномерного объекта — 
упругого стержня, что позволяет применить 
результаты предыдущих работ авторов [12—16] 
в области моделирования молекулярных систем 
методами теории упругости к задаче управле-
ния конфигурациями молекул.

Впервые данный подход был предложен 
в работах Д. Хёрста и Р. Бенхема [2, 3], ко-
торые рассматривали молекулу ДНК в виде 
упругого стержня, равновесные состояния 
которого описываются классической систе-
мой уравнений Кирхгофа — Клебша. И хотя 
такой подход, на первый взгляд, содержит за-
метную долю примитивизма, на практике он 
обладает потенциалом для существенного 
продвижения в решении задач молекулярно-
го дизайна и, в частности, в области конфор-
мационного анализа. Это связано с тем, что 
слабостью утвердившихся в настоящее время 
в молекулярном дизайне методов (например, 
метода эмпирических силовых полей, метода
молекулярной динамики или метода Монте-
Карло) является то, что практически всегда 
уравнения, осуществляющие переход от моле-
кулярных параметров к свойствам вещества, 
т.   е. к макроскопическим свойствам, приходит-
ся решать численно. Таким образом, эффектив-
ность решения задач в значительной мере опре-
деляется вычислительными ресурсами, кото-
рыми располагают исследователи. Кроме того, 
моделирующие системы содержат большое чис-
ло основных уравнений и вспомогательных со-
отношений, поскольку исследуемые молекулы 
имеют сложное атомное строение. В то же вре-
мя представление исследуемых молекул в виде 
упругих поверхностей или одномерных упругих 
объектов (упругих стержней) позволяет, с од-
ной стороны, уйти от перечисленных трудно-
стей, а с другой — получить исчерпывающие 
представления как о процессах во внутренней 
структуре молекул, так и об их пространствен-
ной конфигурации и их взаимосвязи.

В то же время подход, предложенный
Д. Хёрстом и Р. Бенхемом для описания пове-
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дения молекул, обладает рядом принципиаль-
ных недостатков, связанных с тем, что модель 
Кирхгофа — Клебша, описывающая деформа-
ции упругого стержня, основана на представ-
лениях о симметричности тензоров напряже-
ний и деформаций, возникающих в упругом 
теле под действием внешних воздействий. 
Такая гипотеза не отражает процессы, проис-
ходящие в естественных молекулярных систе-
мах, является слишком упрощенной, посколь-
ку модель Кирхгофа — Клебша основывается 
на классической теории упругости.

По этой причине Д. Хёрст и Р. Бенхем в своих 
работах не продвинулись дальше формальных 
постановок задач описания поведения моле-
кулы ДНК в целом уравнениями Кирхгофа —
Клебша.

Авторам данной работы удалось устранить 
указанные недостатки, использовав модели 
сплошных сред, каждая из которых позволяет 
учесть определенный вид внутренних взаимо-
действий или начального состояния молекулы 
как объекта управления и соответствующим 
образом скорректировать систему уравнений 
модели [16, 18, 19].

В то же время в работе [17] в нелинейной 
постановке был разработан общий метод опре-
деления пространственных форм равновесия 
деформируемых стержней. В работах [16, 18] 
осуществлена редукция от трехмерной зада-
чи теории упругости к системе двумерной и 
одномерной задач, и одномерная задача взята 
в качестве модели, описывающей процесс де-
формации объекта. Это позволяет рассмотреть 
задачу управления пространственными фор-
мами равновесия как задачу управления систе-
мой с сосредоточенными параметрами.

Особенностью метода анализа форм равно-
весия, разработанного в работе [17], является 
возможность установить все допустимые формы 
устойчивого равновесия объекта, соответствую-
щие определенному классу воздействий. Воздей-
ствия, в свою очередь, можно охарактеризовать 
соответствующим решением системы уравнений 
объекта (в нашем случае системы уравнений 
Кирхгофа — Клебша, скорректированной в со-
ответствии с выбором модели сплошной сре-
ды). Отдельное преимущество рассматриваемого 
подхода состоит в том, что нет необходимости 
интегрировать уравнения объекта, поскольку, 
как показано в работах [16, 18, 19], известные ре-
шения с соответствующими уточнениями могут 
обобщаться для скорректированных уравнений.

Сказанное, в первую очередь, относится 
к точным решениям системы уравнений де-
формации. Однако именно точные решения 
являются ключевым инструментом классифи-
кации естественных форм равновесия иссле-
дуемых объектов, или, говоря языком техни-
ки, допустимых режимов функционирования 
системы.

Для целей определения конфигурации точ-
ные решения обладают большим преимуще-
ством, поскольку они содержат много параме-
тров, т.   е. потенциально много типов возмож-
ных взаимодействий внутри молекул, которые 
определяют упругие свойства молекул и их 
конформации в зависимости от разного класса 
действующих сил.

Параметры, входящие в конкретное точное 
решение, являются безразмерными, поэтому 
определяют классы допустимых форм равно-
весия лишь на качественном уровне. По сути, 
множество допустимых для существования 
данного решения значений параметров задает 
в пространстве состояний системы гиперпо-
верхность, каждая точка которой соответству-
ет устойчивой форме равновесия.

Для оценки характеристик направленных 
воздействий, переводящих молекулу в жела-
емую форму равновесия, необходим переход 
к размерным значениям параметров, позво-
ляющих соотносить характеристики внешних 
воздействий с изменениями внутренних со-
стояний молекулярной системы.

В рамках рассматриваемой идеи направлен-
ного воздействия на структуру электромагнит-
ных полей внутри молекулы переход к размер-
ным параметрам означает, например, что в ка-
честве критериев оптимизации управляющих 
воздействий можно выбрать напряженности 
электрического и магнитного полей или по-
тенциал электрического поля.

Переход к размерным параметрам матема-
тической модели также необходим при реше-
нии задач, связанных с идентификацией фи-
зических параметров молекулы. Выявление 
связи "конформация—параметры" позволит 
более полно ответить на вопросы о связи меж-
ду формой ДНК и ее функциями в молекуляр-
ном комплексе клеточного ядра. Анализ связи 
"параметры—конформация" позволит решить 
задачу управления конформацией через воз-
действия на внутренние параметры молекулы 
внешними факторами, например, электромаг-
нитными полями.
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Постановка задачи и уравнения модели

Базовую систему уравнений деформации 
эквивалентного молекуле упругого стержня, 
следуя работе [17], запишем в виде

( ) ( ) ( ), ,
d d
ds ds

+ λ = + λ × + × γ = γ ×M M P ew g w  (1)

где w (ω1, ω2, ω3) — вектор Дарбу оси стерж-
ня; Р — равнодействующая концевых сил;
М (M1, M2, M3) — вектор-момент внутренних 
сил; g (γ1, γ2, γ3) — единичный вектор вдоль кон-
цевой силы; е (e1, e2, e3) — единичный вектор 
касательной к оси стержня; вектор l (λ1, λ2, λ3) 
характеризует форму оси стержня в первона-
чальном состоянии. Дифференцирование по 
дуговой координате s проводится в главных 
осях изгиба и кручения.

Система дифференциальных уравнений (1) 
содержит девять неизвестных величин: Mi, γi, ωi
(i = 1, 2, 3), поэтому является незамкнутой. 
Для того чтобы получить недостающие три 
уравнения, привлекают к рассмотрению урав-
нения теории упругости. В классической те-
ории стержней Кирхгофа эти замыкающие 
уравнения имеют вид

 
3

0

1
( ),i i ij j j

j
M B

=
+ λ = ω − ω∑  (2)

где 0
jω  — компоненты в главных осях изгиба и 

кручения вектора Дарбу w0 для недеформиро-
ванного состояния; Bij — компоненты матрицы 
жесткостей стержня. В дальнейшем рассматри-
ваются изотропные стержни (Bij = 0, i ≠ j).

Система уравнений (1) совместно с замыка-
ющими соотношениями (2) допускает два об-
щих интеграла:

 2 2 2
1 2 3 1;γ + γ + γ =  (3)

 1 1 2 2 3 3 ,M M M Kγ + γ + γ =  (4)

третий интеграл (интеграл энергии), в случае 
равенства нулю недиагональных компонентов 
матрицы жесткостей, имеет вид

 2 2 2
11 1 22 2 33 3 12 2 .B B B P Hω + ω + ω − γ =  (5)

Во многих случаях процедура интегрирова-
ния системы (1) сводится к поиску четвертого 
интеграла, которого в соответствии с теорией 
последнего множителя Якоби достаточно для 
получения основных переменных в виде функ-
ции дуговой координаты [17, 20].

Схематически представление молекулы 
ДНК в качестве упругого стержня показано на 
рис. 1 (см. вторую сторону обложки).

Суть механической модели молекулы ДНК 
(рис. 1) состоит в том, что молекуле ставится 
в соответствие упругий стержень, ось которо-
го совпадает с гипотетической осью молекулы, 
а боковая поверхность — с гипотетической бо-
ковой поверхностью молекулы, механические 
характеристики которого близки к молеку-
ле ДНК. Поведение такого стержня под дей-
ствием внешних сил будет эквивалентно по-
ведению молекулы ДНК, взаимодействующей 
с внешней средой.

Дополнительно отметим, что такое пред-
ставление возможно благодаря уникальным по 
молекулярным меркам масштабам молекулы 
ДНК: от нескольких тысяч нанометров до не-
скольких сантиметров.

Система (1) с уравнениями связи в форме (2) 
описывает деформации изотропного стержня 
постоянного поперечного сечения. С помощью 
такой модели удобно анализировать общую
геометрию молекулы, не касаясь вопросов 
внутренних взаимодействий. Как показали ис-
следования, для задач качественного анализа 
геометрии во многих случаях этого оказыва-
ется достаточно [13—15]. Для задач идентифи-
кации параметров модель вида (1)—(2) может 
оказываться грубой, поскольку не учитывает 
внутренние взаимодействия. В этом случае 
в зависимости от выбора гипотез о свойствах 
сплошной среды соотношения (2) корректиру-
ются либо получаются с помощью редукции 
трехмерной задачи теории упругости [14—19].

Особое значение уточнение модели приоб-
ретает в связи с наличием внутримолекуляр-
ных параметров, которые могут приводить 
к появлению большого числа дополнительных 
степеней свободы. Речь идет о таких величи-
нах, как валентные и торсионные углы [10, 16] 
(рис. 2, см. вторую сторону обложки).

На рис. 2 начальные значения валентного и 
торсионного углов обозначены соответственно 
α0, ϕ0. Необходимость учета этих специфиче-
ских параметров ведет к рассмотрению сплош-
ной среды с вращательными и нецентральны-
ми взаимодействиями частиц [16—18].

Для системы (1) с уравнениями связи (2) 
либо их модификацией ставятся две задачи: 
задача выявления связи "параметры—конфор-
мация" и задача выявления связи "конформа-
ция—параметры" (задача идентификации).
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Решение первой задачи можно проиллю-
стрировать на примере точных решений систе-
мы (1) для различной формы соотношений (2).

Решение второй задачи может опираться на 
методы теории наблюдения динамических си-
стем [20—23].

Задача управления

Приведем примеры реализации общего под-
хода к задаче управления конформациями, 
развитого в работах [16—18].

Пример 1. Моделирование для случая 
анизотропии свойств молекулы

Пусть параметры системы (1)—(2) удовлет-
воряют следующим условиям:

 e1 = 1, e2 = 0, e3 = 0,
 B22 = B33, Bij = 0 (i ≠ j), λ3 = 0,

λ1 и λ2 — константы, что указывает на то, что 
ось молекулы в естественном состоянии — 
винтовая линия, это соответствует наиболее 
часто наблюдаемой форме молекулы в есте-
ственном состоянии. Рассматриваемый слу-
чай соответствует анизотропии физических 
свойств молекулы с наличием плоскости упру-
гой симметрии.

Введем безразмерные величины
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Рассмотрим случай, когда для постоянных, 
входящих в интегралы (4), (5), выполняются 
условия, которые с помощью безразмерных па-
раметров (6) можно записать следующим об-
разом:
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Тогда система дифференциальных уравне-
ний (1) допускает решение, в котором основ-
ные безразмерные переменные связаны следу-
ющими равенствами [17]:
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Область изменения параметра а найдена 
в работе [17] и представляет собой следующие 
промежутки:

 a < –1, 0 < a < 1, a > 2.

Результаты моделирования

На рис. 3 представлены результаты моде-
лирования конформаций ДНК, соответству-
ющих различным комбинациям параметров 
решения (7). Для моделирования применяли 
безразмерные значения параметров, которые, 
будучи комбинацией размерных, фактически 
задают целевые многообразия, на которых 
объект управления (молекула) сохраняет жела-
емую конфигурацию.

Рис. 3. Примеры конформаций ДНК и соответствующие зна-
чения безразмерных параметров
Fig. 3. Examples of DNA conformations and corresponding values 
of dimensionless parameters
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Пример 2. Моделирование конформаций 
с учетом взаимодействия между кручением

и растяжением молекулы

В работе [19] предложено обобщение моде-
ли (1)—(2) для случая, когда стержень обладает 
естественным кручением в начальном состо-
янии. Для ДНК это соответствует состоянию 
сверхспирализации. Для обобщенной модели 
сохраняется идеология получения безразмер-
ных параметров в виде комбинации силовых 
и энергетических характеристик, а также кон-
стант инвариантов системы (1):
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Для случая равных жесткостей на изгиб в ра-
боте [19] получено точное решение системы (1), 
обобщающее классическое решение Лагранжа 
[17]. Для краткости решение приводить не бу-
дем, остановимся на результатах моделирования 
конформаций молекулы в областях допустимых 
значений параметров этого решения (8).

Рис. 4 иллюстрирует наличие замкнутых 
пространственных конфигураций, обладаю-
щих значительной степенью закрученности. 
Применительно к молекулам ДНК этот эф-

фект демонстрирует явление сверхспирали-
зации, присущее третичной структуре моле-
кулы. Для сравнения на рис. 4, а приведена 
конфигурация, соответствующая одинаковому 
набору значений общих параметров и отсут-
ствию естественной закрученности.

Пример 3. Моделирование конформаций 
с учетом нецентрального взаимодействия

В этом примере рассмотрим результаты мо-
делирования, полученные в наиболее прибли-
женных к молекулярному объекту условиях: 
уравнения связи в модели деформации полу-
чены редукцией трехмерной задачи теории 
упругости для сплошной среды с нецентраль-
ными вращательными взаимодействиями [12, 
16, 18]. В частности, в работе [16] показано, что 
в уравнениях связи (2) появляются дополни-
тельные слагаемые, вызванные наличием мо-
ментных напряжений в структуре вещества, и 
они приобретают следующий вид:

 1 1 1 1 1

2 2 2 3 3 3 3 2

,

, .

M В А

M В А M В А

= ω + ω
= ω + ω = ω + ω

 (9)

В работе [16] найдено точное решение си-
стемы (1) с уравнениями связи (9), содержащее 
безразмерные параметры в виде следующих 
комбинаций:
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На рис. 5 приведены примеры 
пространственных конформаций 
молекул, получаемых при фиксиро-
ванных значениях параметров (10).

Для иллюстрации совпаде-
ния моделируемых конформаций 
с конформациями реальных мо-
лекул ДНК на рис. 6 (см. вторую 
сторону обложки) приведены ми-
кроскопные снимки наблюдения 
ДНК в естественной среде.

Из рис. 6 видно, что во всех 
приведенных примерах модели-
рования можно наблюдать совпа-
дение конформаций, наблюдае-
мых в естественной среде с полу-
ченными расчетным способом на 

Рис. 4. Примеры конформаций ДНК и соответствующие значения безразмерных 
параметров
Fig. 4. Examples of DNA conformations and corresponding values of dimensionless 
parameters
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основании данного подхода. Это указывает на 
возможность с помощью управления параме-
трами молекулы привести их в желаемую кон-
формацию, а следовательно, в рамках рассма-
триваемой гипотезы о влиянии формы на свой-
ства, и получить заданные свойства. С учетом 
сказанного во введении к работе, можно сде-
лать вывод, что при переходе к размерным па-
раметрам системы можно установить характер 
управляющих воздействий, переводящих ее 
в желаемое состояние. Другими словами, за-
дача управления пространственными конфор-
мациями молекул принципиально разрешима.

Задача идентификации

В качестве основного подхода к решению 
задачи идентификации параметров молекулы 
предлагается использовать методы теории на-
блюдения динамических систем. Это связано 
с тем, что в большинстве случаев измерения 
необходимых величин либо невозможно осу-
ществить имеющимися средствами, либо эти 
измерения сопряжены с большими трудностя-
ми. Последнее непосредственно касается вы-
бранных объектов исследования, поскольку 
приборов, непосредственно измеряющих вну-
тримолекулярные параметры, на сегодняшний 
день не существует.

Кроме того, постановка краевой задачи или 
задачи Коши для дифференциальных уравне-
ний изгиба и кручения упругих стержней не 
всегда возможна из-за отсутствия необходи-
мых начальных или граничных условий. В то 
же время могут быть известны значения какой-
либо величины в нескольких точках молекулы. 
В этом случае возникает вопрос: нельзя ли, из-

меряя другие величины, вычислять 
значения нужных параметров? От-
вет на него и призваны дать методы 
теории наблюдения [20—22].

Приведем необходимую фор-
мализацию и постановку основ-
ных видов задач идентификации.

Положение главных осей из-
гиба и кручения молекулы по от-
ношению к осям Oξηζ, фиксиро-
ванным в пространстве, можно 
определить, например, с помо-
щью углов Эйлера ϕ, ψ, ϑ. Кине-
матические формулы

 
1

2

3

cos ;

sin sin cos ;

sin cos sin ,

ω = ψ ϑ + ϕ

ω = ψ ϑ ϕ + ϑ ϕ
ω = ψ ϑ ϕ − ϑ ϕ

� �
��

�
 (11)

в которых точкой обозначена производная по 
дуговой координате, и геометрические соотно-
шения

 1 2 3sin sin , sin cos , cosγ = ϑ ϕ γ = ϑ ϕ γ = ϑ  (12)

устанавливают связь переменных γi, ωi с угла-
ми Эйлера. Уравнения упругой линии (гео-
метрической оси) молекулы с использованием 
углов Эйлера имеют вид

 sin sin , cos sin , cos ,ξ = ψ ϑ η = ψ ϑ ζ = ϑ� ��  (13)

где ξ, η, ζ — декартовы координаты точек оси 
молекулы.

Следуя работе [20], запишем уравнения си-
стемы (1) в компонентной форме, разрешив их 
относительно производных iω� :

 1 1 2 3 1 2

2 2 1 3 2 1 3 3 1 2

,

, ;

b c

b c b

ω = ω ω + γ
ω = ω ω − γ ω = ω ω

�
� �

 (14)

 1 2 3 3 2

2 3 1 1 3 3 1 2 2 1

,

, .

γ = γ ω − γ ω
γ = γ ω − γ ω γ = γ ω − γ ω

�
� �

 (15)

Уравнения (11), (13), (14), в которых учтены 
соотношения (12), составляют полную систему 
уравнений, в результате интегрирования кото-
рой определяются основные параметры моле-
кулы. Кроме того, уравнения (14), (15) явля-
ются замкнутыми и могут служить объектом 
самостоятельного исследования. Для полной 
системы уравнений или для замкнутой ее ча-
сти поставим следующую задачу.

Рис. 5. Примеры конформаций ДНК и соответствующие значения безразмерных 
параметров
Fig. 5. Examples of DNA conformations and corresponding values of dimensionless 
parameters
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В одной или нескольких точках известны 
значения некоторых функций основных пере-
менных. Возможно ли по этим значениям вы-
числить значения всех основных переменных 
в одной из точек упругой линии?

Применяя результаты теории наблюдения не-
линейных динамических систем [20, 21], можно 
утверждать, что данная задача имеет решение, 
если изучаемая система дифференциальных 
уравнений является наблюдаемой по функциям, 
значения которых известны по условию задачи.

Рассмотрим параметры молекулы, иденти-
фикацию которых можно проводить по ее про-
странственной конформации.

Измерение координат

Специфической особенностью рассматри-
ваемых задач является тот факт, что в боль-
шинстве случаев известны значения координат 
ξ, η, ζ на одном из концов молекулы, напри-
мер, при s = 0 имеем ξ(0) = 0, η(0) = 0, ζ(0) = 0,
в этих случаях наблюдаемость системы (11), 
(14) по некоторой функции ρ от переменных 
ω1, ω2, ω3, ϕ, ψ, ϑ означает и наблюдаемость 
полной системы (11), (12), (14) по этой функ-
ции. Если же измеряемая функция ρ зависит 
и от переменных ξ, η, ζ, то при исследовании 
наблюдаемости полной системы (11), (12), (14) 
производные от измеряемой функции вычис-
ляются в силу полной системы, но якобиева 
матрица строится только по переменным ω1, 
ω2, ω3, ϕ, ψ, ϑ [20, 21].

Первой рассмотрим задачу наблюдения, со-
стоящую в измерении декартовых координат 
некоторых точек упругой линии молекулы. 
Измерение декартовых координат достаточ-
но просто реализовать на практике, и, кроме 
того, именно для этих переменных записыва-
ются дифференциальные уравнения в задачах 
деформации стержневых систем.

Задача 1. Рассматривается система (11), (13), 
(14). Значения координат в любой точке упругой 
линии считаются неизвестными. Измеряемой 
функцией является ρ = (ξ, η, ζ). Требуется найти 
значения девяти величин ω1, ω2, ω3, ϕ, ψ, ϑ, ξ, η, 
ζ. Данная задача имеет решение, если изучаемая 
система является наблюдаемой [20, 21].

Задача 2. Рассматривается система (11), (13), 
(14). Известны значения декартовых координат 
на одном из концов упругой линии. Измеря-
емой является функция ρ = (ξ, η). Требуется 

вычислить значения девяти переменных ω1, ω2, 
ω3, ϕ, ψ, ϑ, ξ, η, ζ в некоторой точке упругой 
линии.

Как показано в работах [20, 21], для нахож-
дения всех параметров упругой линии доста-
точно знать ее проекцию на горизонтальную 
плоскость в пяти точках.

Измерение угла поворота
главных осей изгиба и кручения

Задача 3. Рассматривается система (14), (15). 
Измеряемой функцией служит ρ = ω1/ω2 — тан-
генс угла поворота вокруг касательной главных 
осей изгиба и кручения молекулы относительно 
естественного трехгранника. Требуется вычис-
лить значения переменных ω1, ω2, ω3, γ1, γ2, γ3.

Согласно работам [20, 21] при соответству-
ющем выборе достаточно знать значения угла 
поворота осей изгиба и кручения в пяти точ-
ках, чтобы по ним вычислить значения пере-
менных ω1, ω2, ω3, γ1, γ2, γ3 во всех точках упру-
гой линии. Следует отметить, что эксперимен-
тально измерение угла поворота поперечного 
сечения является одной из простейших задач.

Задача 4. Рассматривается система (14), (15). 
Измеряемой функцией является квадрат кри-
визны 2 2

1 2.ρ = ω + ω  Требуется вычислить значе-
ния переменных ω1, ω2, ω3, γ1, γ2, γ3.

По аналогии с предыдущей задачей, для вы-
числения переменных 1 2 3 1 2 3, , , , ,ω ω ω γ γ γ  доста-
точно знать значения кривизны упругой линии 
в пяти соответствующих точках [20, 21, 23].

Заключение

В работе описаны подходы к решению за-
дач управления конформациями ДНК и ана-
лиза их параметров в целях получения новых 
наследственных свойств, определяемых раз-
личными конформациями молекул. Рассмо-
тренные примеры не исчерпывают направле-
ния исследований, связанных с оценкой воз-
можностей влияния на конформации молекул, 
а вместе с ними в конечном счете — и на их 
свойства.
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A conceptual approach to the problem of managing spatial configurations of DNA molecules is considered. The work 
is problematic in nature and is a synthesis of the authors’ research in the field of modeling the behavior and structure of 
DNA by the methods of the mechanics of a deformable solid. The subject of research in this paper is the question of the 
applicability of methods of control theory to a living object by the example of a DNA molecule. The paper considers both 
issues of controllability on examples of the influence of the parameters of a molecule on its configuration, and questions of 
observability and identification of parameters of a molecule, based on the visible configuration in the natural environment. 
A brief review of the authors’ results in terms of adaptation to the objects of research of existing and development of new 
mathematical models of deformable elastic objects with regard to their internal structure is given. The proposed approach 
is based on the concept of transition using known methods of molecular dynamics from a multi-element discrete medium 
to a continuum containing momentary stresses. To this end, in previous works, the authors obtained the dependence of the 
components of the strain tensors, force and moment stresses on various types of interatomic interaction potentials (Lennard-
Jones potential, Born-Meyer potential, etc.). The need to choose as the base model of a continuum containing momentary 
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stresses is dictated by the peculiarities of the main object of study - nucleic acid molecules and biopolymers - which have 
several degrees of freedom of rotational motions. Also, as an example, we consider the case for which the reduction from 
the three-dimensional problem of the asymmetric theory of elasticity to a one-dimensional one was carried out by splitting 
the three-dimensional problem into a set of two-dimensional and one-dimensional problems. The kinematic parameters 
that are necessary to attract in order to obtain a closed system of equations of the one-dimensional moment theory of rods 
with the system of Kirchhoff’s differential equations are indicated. The remaining geometrical values are found from the 
relations defining them. The proposed approach is consistent with current trends in the field of molecular modeling in bio-
physics and physico-chemical biology, and it seems promising in solving the problems of controlling genetic and biochemical 
processes involving DNA.

Keywords: DNA conformation management, elastic rod, identification of parameters of dynamic systems
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Планирование движения мобильных роботов
при выполнении задач вероятностного поиска

Введение

Задачи покрытия и поиска в сфере робото-
техники разрабатываются в целях применения 
в самых разных областях, например, для туше-
ния пожаров и при поисковых операциях, вы-
полняемых не только в воздухе и на земле, но 
и в воде. Сутью задачи покрытия и поиска яв-
ляется то, что агенты должны сканировать всю 
поисковую зону, избегая при этом повторных 
поисков и затрачивая минимальное время на 
обнаружение целей с большой вероятностью. 
Кроме того, важно учитывать характеристики 
датчиков и поисковой зоны в каждой конкрет-
ной задаче. Таким образом, очевидна необхо-
димость оптимального планирования траекто-
рии и скорости движения агентов.

Алгоритмы покрытия и поиска были пред-
метом обсуждения многих ученых [1], особен-
но остро их интересовал вопрос планирования 
траекторий. Но недостатком существующих 
работ является то, что в них лишь объясняет-
ся, по каким траекториям должны двигаться 
роботы, чтобы покрыть всю поисковую зону, 
а вопросы оптимальных скоростей и вероятно-
сти нахождения целей с учетом характеристик 
датчиков и поисковой зоны освещались мало. 
В статьях [2, 3] предложен очень распростра-
ненный в настоящее время метод поиска, в ос-
нове которого лежат теории Байеса и Гаусса. 
Преимущество этого метода состоит в том, что 
на каждой итерации обновляются вероятност-
ная карта и вероятность распределения целей. 
В то же время движения агентов планируются

Статья посвящена решению задач поиска цели мобильными роботами или летательными аппаратами при туш е-
нии пожаров, в поисковых операциях на земле и воде в случае аварий или стихийных бедствий. С учетом характери-
стик поисковой зоны и используемых датчиков созданы две вероятностные модели. Первая — плотность распреде-
ления вероятности нахождения цели, вторая — условная вероятность обнаружения цели датчиком в зависимости 
от расстояния между датчиком и исследуемой точкой, в которой находится цель. На основе этих  моделей проана-
лизированы параметры и процедура поиска и получено соотношение между вероятностью обнаружения цели, вре-
менем поиска и другими параметрами. Основное отличие предложенного подхода от известных заключается в том, 
что оптимизация полученных соотношений приводит к оптимальному распределению времени в процессе поиска и, 
в результате, к повышению вероятности обнаружения цели. В процессе исследований, в первую очередь, рассмотрен 
случай, когда распределение вероятности нахождения цели в поисковой зоне имеет дискретный вид (сетевая карта), 
и получена формула вероятности обнаружения цели при дискретном и непрерывном исследовании датчиком. С ис-
пользованием метода множителей Лагранжа и динамического планирования данная формула максимизирована, что 
позволило получить оптимальное распределение поискового времени в каждой ячейке. Далее на основе полученного 
результата исследование расширено до непрерывного распределения вероятности нахождения цели в поисковой зоне, 
в результате получен функционал вероятности обнаружения цели от времени поиска, плотности распределения 
вероятности нахождения цели и траектории поиска (скорости). Этот функционал при заданном времени поиска и 
плотности распределения вероятности нахождения цели позволяет получить оптимальное управление (траекторию 
и скорость). Приведены результаты моделирования, подтверждающие работоспособность предложенного метода 
поиска. Показано, что чем больше вероятность нахождения цели в исследуемой точке и чем меньше скорость дви-
жения агента, тем больше вероятность обнаружения цели. При некоторых значениях параметров поиска разница 
в вероятностях обнаружения цели достигает 75,3 %.

Ключевые слова: поиск цели, теория вероятности, планирование траектории, оптимальное распределение, ус-
ловная вероятность
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таким образом, чтобы они стремились дви-
гаться в направлении, в котором вероятность 
нахождения целей выше и которое обеспечи-
вает более высокую скорость решения задачи 
поиска несколькими кооперативными агента-
ми. Однако этот метод не помогает избежать 
повторных поисков и отсканировать поиско-
вую зону целиком. Кроме того, его недостат-
ком является необходимость больших вычис-
лений в процессе итераций.

В данной работе рассматривается подход 
к поиску целей в зоне одним агентом на осно-
ве теории вероятности, плотности распределе-
ния вероятностей нахождения цели и условной 
вероятности ее обнаружения. Цель работы со-
стоит в получении соотношений, связываю-
щих вероятность обнаружения цели и траекто-
рию движения агента.

Постановка задачи

На основе сказанного выше мы поставим 
следующую задачу: агент, в данной статье — 
беспилотный летательный аппарат (БПЛА), 
выполняет задачу обнаружения цели в пло-
скости известных размеров. Задачей агента 
является сканирование всей поисковой зоны 
за заданное время и нахождение вероятности 
обнаружения цели.

Создание вероятностных моделей поиска

Пусть имеется карта местности Lx Ѕ Ly, на 
которой находится цель. Для каждой точки
(x, y) на карте имеется априорная информация 
о плотности распределения вероятности на-
хождения цели в ней ρ(x, y), причем суммарная 
вероятность нахождения цели на карте равна

 ( , ) 1.x y dxdyρ� m  (1)

Дискретизируем непрерывную карту сеткой 
размером M Ѕ N, где M — число строк разбие-
ния, а N— число столбцов. Для каждой ячейки 
сетки (m, n) легко находится вероятность на-
хождения цели c(m, n). Суммарная вероятность 
нахождения цели на сетевой карте равна

 
1 1

( , ) 1.
M N

m n
c m n

= =
∑ ∑ m  (2)

Пусть параметры поиска (высота полета и
т. д.) остаются постоянными, и агент ищет 
цель с помощью радиолокатора, гидролокатора 
и т. д. При этом существуют две возможности:
(1) датчик при любом элементарном наблюде-
нии может обнаружить цель, эти элементар-
ные наблюдения следуют через две-три ми-
нуты одно за другим; (2) датчик может вести 
непрерывные наблюдения: примером является 
визуальное наблюдение.

В случае дискретных наблюдений имеет 
значение: условная вероятность обнаружения 
цели при условии, что цель находится в обла-
сти видимости датчика, при одном просмотре 
записывается как s, зависящая от характери-
стики и среднего расстояния между датчика-
ми и целью. При рассмотрении случая непре-
рывного поиска: каждый просмотр занимает 
малое время Δt, при этом условная вероятность 
обнаружения цели в ячейке равна s = αΔt,
α зависит от характеристики и среднего рас-
стояния между датчиками и целью.

Точнее, вероятность обнаружения целей — 
это непрерывная убывающая функция рас-
стояния между датчиками и целями [4, 5]: 

( )( | ) ,k k ks z d d= λ  показана на рис. 1, где на-
блюдение zk — бинарный параметр: zk ∈ {1, 0}, 
1 означает обнаружение цели, а 0 — необна-
ружение; dk — расстояние между датчиками и 
целями; PD —вероятность обнаружения датчи-
ка (учитывает неопределенности наблюдения 
PD ∈ [0, 1]); PF —вероятность ложной тревоги 
датчика, PF ∈ [0, 1]; din — наибольшее расстоя-

Рис. 1. Условная вероятность обнаружения цели
Fig. 1. Conditional probability of target detection (approximate 
relationship between probability of detection and distancе)
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ние, с которого датчик наблюдает цель с веро-
ятностью PD; dout — наименьшее расстояние, на-
чиная с которого датчик не может обнаружить 
цель, но сообщает, что она существует с веро-
ятностью PF (ложная тревога датчика). Тогда [6],

 
( ) ( )

� � � �при� �

;

;

( | )

при 

п и . р

D k in

D F k in
D

k k out in

in k out

F k out

P d d

P P d d
P

s z d d d

d d d

P d d

<⎧
⎪ − −⎪ −⎪= −⎨
⎪
⎪
⎪ >⎩

m m

 (3)

Пусть T  — время, отпущенное на поиск; 
PT — вероятность обнаружения цели за время 
T, rt является траекторией поиска. На основе 
знания PT требуется проанализировать пара-
метры и процедуру поиска, точнее, найти

 ( )( ), , , .T T tP P r x y T= ρ  (4)

В случае поисково-спасательной ситуации 
необходимо обследовать всю зону поиска (пло-
скость) или ее часть. В связи с этим агент мо-
жет летать, например, по параллельным лини-
ям, как показано на рис. 2.

Исследование процесса поиска 
с использованием теории вероятности

Основываясь на анализе приведенных выше 
моделей и целевой функции (4), делаем вывод, 
что важной задачей является нахождение веро-
ятности поиска. В этой задаче имеются два из-
вестных вероятностных параметра: плотность 
распределения вероятности нахождения цели 
ρ(x, y) в точке (x, y) и вероятность обнаружения 
датчиком цели за один просмотр при условии, 
что цель находится в данной точке. Обозначим 
этот параметр s = αΔt. В этом разделе сначала 
рассмотрим случай, когда агент исследует одну 

ячейку, затем несколько ячеек, а далее рассмо-
трим случай, когда агент исследует плоскость 
непрерывно.

1. Агент исследует одну ячейку.
А. Пусть разыскиваемый объект (цель) на-

ходится в некоторой ячейке, при этом c — ве-
роятность нахождения цели в ячейке, s — ус-
ловная вероятность обнаружения цели за один 
просмотр при условии, что цель находится 
в ячейке.

Тогда вероятность обнаружения цели за 
один просмотр равна P1 = cs.

Пусть теперь датчик осуществляет n про-
смотров одной ячейки. Тогда вероятность об-
наружить цель за один из n просмотров со-
ставляет

 Pn = {вероятность обнаружения
 за 1-й просмотр} ИЛИ
 {(вероятность необнаружения за 1-й просмотр)
  И (обнаружение за 2-й просмотр)}
 ИЛИ... {вероятность необнаружения с 1-го
 до (n – 1)-го просмотра)
 И (обнаружение за n-й просмотр)}

т. е.

2 1(1 ) (1 ) ... (1 )

(1 (1 ) ).

n
n

n

P cs s cs s cs s cs

c s

−= + − + − + + − =

= − −
 (5)

Сделаем здесь три замечания:
1) очевидно, что Pn → c при n → +∞;
2) вероятностные характеристики датчиков 

и цели разделены;
3) нетрудно получить рекуррентные соот-

ношения для Pn. Действительно, из (5) следует:

 1 1 ,i i iP P P
s

c c c
+ ⎛ ⎞= + −⎜ ⎟

⎝ ⎠

откуда

 ( )1 01 , 0, 0,1,2,..., .i iP s P cs P i n+ = − + = =  (6)

Б. Рассмотрим теперь непрерывный случай. 
Сделаем следующие допущения:

1) каждый просмотр ячейки занимает малое 
время h;

2) условная вероятность обнаружения цели 
за время h есть s = αh (α — характеристика 
датчика, которая зависит от расстояния между 
датчиками и целью).

Рис. 2. Метод поиска в плоскости
Fig. 2. The search method of robot in the plane



563Мехатроника, автоматизация, управление, Том 20, № 9, 2019

Тогда из соотношения (6) следует: 
( )1 ,t h tP h P c h+ = − α + α  откуда при h → 0 име-

ем: ,t tP hP c= −α + α�  или ( ) 0, 0.t tP c P P= α − =�  
Решение этого дифференциального уравнения 
имеет вид

 (1 ),t
tP c −α= − e  (7)

где Pt — вероятность обнаружить цель в ячей-
ке за время t, т. е. это функция распределения 
вероятности обнаружения цели в зависимости 
от времени. График Pt представлен на рис. 3.

В. Пусть теперь в процессе наблюдения ве-
роятность нахождения цели в ячейке меняется 
во время просмотров.

Тогда выражение (5) имеет вид

 
2

1 2 3

1

(1 ) (1 ) ...

... (1 ) ,

n

n
n

P c s s c s s c s

s c s−

= + − + − +

+ −
 (8)

где ci — вероятность того, что цель находится 
в ячейке во время i-го измерения.

Очевидно, что соответствующее выраже-
нию (8) рекуррентное соотношение имеет вид

 1 1 0(1 ) , 0.n
n n nP P s sc P+ += + − =  (9)

Обозначим Qn = (1 – s)n, тогда рекуррент-
ные соотношения для (9) имеют вид

 ( )
1 1 0

0

,� � 0;

1 ,� � � 1.
n n n n

t h t

P P Q sc P

Q Q s Q
+ +

+

= + =⎧
⎨ = − =⎩

 (10)

Г. Теперь рассмотрим непрерывный про-
цесс. Пусть, по-прежнему, просмотры ячейки 

требуют времени t, каждый просмотр занимает 
малое время h, при этом условная вероятность 
обнаружения цели в ячейке равна s = αth, а ве-
роятность нахождения цели в ячейке зависит от 
времени: c = ct. Тогда уравнения (10) примут вид

 ( )
;

1 ,
t h t t t h t h

t h t t

P P Q c h

Q Q h
+ + +

+

= + α⎧
⎨ = − α⎩

и соответствующие дифференциальные урав-
нения можно записать в виде

 0

0,

, 0;

1.
t t t t

t t t

P Q c P

Q Q Q

⎧ = α =⎪
⎨

= −α =⎪⎩

�

�  (11)

Допустим, что αt = α = const, тогда из второ-
го уравнения (11) следует Qt = e–αt, для Pt:

 0, 0.t
t tP c P−α= α =e�  (12)

Решением (12) является

 
0

.
t

t
t tP c dt−α= α∫ e  (13)

2. Агент исследует несколько ячеек
А. Рассмотрим случай, когда датчик осма-

тривает k ячеек, в одной из которых может на-
ходиться цель (рис. 4).

Пусть ci — вероятность нахождения цели 
в i-й ячейке, ci не зависит от числа сделанных 
датчиком просмотров, т. е. цель неподвижна, 
Σci m 1; s — по-прежнему условная вероятность 
обнаружения цели при условии, что цель на-
ходится в исследуемой ячейке (характеристика 
датчика); ni — число просмотров датчиком i-й 
ячейки.

Нетрудно увидеть, что вероятность обнару-

жения цели после 
1

K

i
i

n n
=

= ∑  просмотров K ячеек 
имеет вид

 
1

(1 (1 ) ),i
K

nn
K i

i
P c s

=
= − −∑  (14)

при этом, естественно, 
1

1.
K

i
i

c
=
∑ m

Рис. 4. Модель обнаружения цели
Fig. 4. Target detection model

Рис. 3. Функция распределения вероятности обнаружения 
цели от времени
Fig. 3. The distribution function of target detection probability 
over time
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Б. Пусть теперь датчик осматривает те же 
ячейки, каждую в течение времени ti, как по-
казано на рис. 4. Тогда вероятность обнару-
жить цель, по крайней мере, в одной из ячеек 

за время 
1

K

i
i

T t
=

= ∑  имеет вид

 
1

(1 ).i
K

tT
K i

i
P c −α

=
= −∑ e  (15)

Ясно, что вероятность T
KP  не зависит от по-

рядка просмотра ячеек, но зависит от распре-
деления времени осмотра ячеек.

Будем теперь искать {ti}, максимизирующие 

T
KP  при условии, что 

1

K

i
i

T t
=

= ∑  — время, отпу-

щенное на поиск. Это простая задача на поиск 
условного экстремума. Введем обозначения 

1
.

K
T T
K K i

i
P P t T

=

⎛ ⎞
= − λ −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑�  Необходимые условия 

экстремума имеют вид
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i
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P c

P t T i K
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−α

=

⎧ = α − λ =
⎪
⎨
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⎩

∑

e�

�
 (16)

Уравнения (16) представляют собой систему 
K + 1 уравнений из K + 1 неизвестных t1, t2, t3, 
..., tK, λ. Ее решением являются значения вре-
мени наблюдения за каждой из ячеек:

 
1

1
ln , 0, 1,2,..., ,

K
j

i i
j i

cT
t c i K

K K c=
= − > =

α
∑  (17)

первый член в этом выражении обозначает 
среднее время осмотра i-й ячейки, а второй —
предпочтение, отдаваемое ячейке с большей 
вероятностью нахождения в ней цели. Нетруд-

но также проверить, что условие 
1

K

i
i

T t
=

= ∑  вы-

полнено. Заметим, что если ci = c = const, то
время наблюдения распределяется между все-
ми ячейками поровну ti = T/K, что кажется 
естественным.

Сделаем одно замечание. Использование из-
вестного метода условного экстремума (метод 
множителей Лагранжа) предполагает наличие 
ограничений в виде равенств (в нашем слу-

чае: 
1

K

i
i

Tt
=

=∑ ). Однако этот метод может при-

вести к физически недопустимым результатам: 
например, некоторые из результатов могут ока-
заться отрицательными или нулевыми (ti m 0). 

Добавление ограничений в виде неравенств
(в нашем случае ti > 0) существенно усложняет 
процедуру поиска. Рассмотрим тогда решение 
этой проблемы, состоящее в поиске ограниче-
ний на параметры, входящие в выражения для 
оптимальных времен ti, т. е. T, K, α, ci, обеспечи-
вающих положительность параметров ti. Имеем:

 1/
1 2

1 1
ln( ... ) ln .K

i K i
T

t c c c c
K

= − +
α α

В силу неравенства Коши

 ( )1/
1 2 1 2

1
( ... ) ...K

K Ka a a a a a
K

+ + +m

имеем

 
1

ln( ).i i
T

t Kc
K

+
α

l

Таким образом, окончательно имеем следую-

щее ограничение на параметры:  
1

ln( ) 0,i
T

Kc
K

+ >
α

1,2,..., .i K=  Здесь параметр T/K означает 
среднее время, затрачиваемое на осмотр одной 
ячейки, а параметр 1/α — аналог постоянной 
времени эквивалентного апериодического зве-
на, описывающего работу бортового датчика.

Ясно, что непосредственное использование 

соотношения 
1

ln( ) 0i
T

Kc
K

+ >
α

 является не-

приемлемым, поскольку может потребовать 
изменения параметров для каждой ячейки. 
Для того чтобы решить эту проблему, вос-
пользуемся следующим подходом. Обозначим 

* mi ,n ic c=  тогда имеем: *1
ln( ) 0,

T
Kc

K
+ >

α
 что 

и является окончательным результатом иссле-
дования.

В. Рассмотрим теперь развитие предыдущей 
задачи. Пусть агент движется вдоль оси x, осма-
тривая последовательно одну за другой неболь-
шие ячейки, в которых может располагаться 
цель. Вероятное положение цели задается ста-
ционарной плоскостью распределения. Пробле-
ма состоит в нахождении скорости движения 
агента, обеспечивающей максимум вероятно-
сти обнаружения цели за заданное время. Рас-
смотрим сначала дискретный вариант задачи.

Пусть во время εk датчик находится в ячей-
ке k и просматривает ячейки от k до k + L – 1, 
уже просмотрев до этого ячейки от 1 до k – 1 
(рис. 5, см. третью сторону обложки).
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Здесь вероятности нахождения цели в ячей-
ках обозначены 1 1, , ,k k k Lc c c+ + −…  (мы по-
прежнему считаем цель неподвижной), где k — 
номер ячейки; εk — время нахождения датчика 
над ячейкой k. Обозначим Pk вероятность того, 
что до ячейки k цель будет найдена. Тогда не-
трудно увидеть, что для Pk верно следующее 
рекуррентное соотношение:

 1
1 0

1
(1 )(1 ) , 0.k

k L

k k k i
i k

P P P c P+
+

−αε
+

= +
= + − − =∑e

Учитывая, что времена εi малы, имеем

 1 1 0
1

(1 ) , 0.
k L

k k k k i
i k

P P P c P
+

+ +
= +

= + − αε =∑  (18)

Непрерывный аналог последнего соотноше-
ния (18) имеет вид

 ( )1 ( ) ,
t

t
t

x L

t t t t
x

P P P z dz
+

+ε = + − αε ρ∫  (19)

где εt — малое время прохождения агентом 
ячейки; z — положение исследуемой точки 
вдоль оси x; c(z) — плотность распределения 
вероятности нахождения цели; xt — положе-
ние датчика вдоль оси x в момент времени t; 
α — условная вероятность обнаружения цели; 
L — диапазон сканирования датчиков за один 
просмотр.

Из последнего соотношения нетрудно по-
лучить дифференциальное уравнение относи-
тельно Pt:

 (1 ) ( ) , (0) 0,
t

t

x L

t t
x

P P z dz
+

= − α ρ ρ =∫�  (20)

решением которого является выражение

 0

( )

.1

x Lt t

xt

z dzdt

tP

+

−α ρ∫ ∫
= − e  (21)

Если обозначить вероятность нахождения 
цели в области видимости датчика, находяще-
гося в момент времени t в точке xt, как

 ( ) ,
t

t

x L

t
x

Q z dz
+

= αρ∫

то соотношение (21) примет вид

 01 .

t

Q d

tP
τ− τ∫

= − e  (22)

Максимум Pt в каждый момент времени t 
достигается тогда, когда максимума в момент t 
достигнет функция

 
0 0

( ) .
x Lt t

x

Q d z dzd
τ

τ

+

τ τ = αρ τ∫ ∫ ∫  (23)

Рассматриваемая задача оптимального по-
иска состоит в выборе xt, максимизирующего 
выражение (23) с учетом соответствующих ди-
намических свойств объекта, несущего на бор-
ту датчик обнаружения цели.

Моделирование

Пусть в плоскости находятся n Ѕ n дискрет-
ных ячеек, в одной из которых может нахо-
диться цель. Вероятность того, что цель нахо-
дится в определенной ячейке i, равна 

, 1,2,...,ic i n n= × , и 1 2 1n nc c c ×+ + … + = , время 
поиска T. Для нахождения оптимального вре-
мени поиска цели в каждой ячейке использу-
ются формулы (14)—(17). Результат моделиро-
вания при n = 20, T = 400 c, α = 0,5, размере 
ячейки 1 Ѕ 1 м2 показан на рис. 6 (см.  третью 
сторону обложки).

На рис. 6, а вероятность нахождения цели 
в ячейке представляет собой параболу. Тогда 
максимальная вероятность обнаружения цели 
равна 0,4025. Если время поиска равномерно 
распределяется по каждой ячейке, тогда веро-
ятность обнаружения цели 0,3935. На рис. 6, б
показаны результат оптимального распреде-
ления времени и средняя скорость в каждой 
ячейке, где сплошная линия соответствует 
распределению времени, а штриховая — рас-
пределению скорости.

На рис. 6, в вероятность нахождения цели 
в ячейке представляет собой прямую линию. 
Тогда вероятность обнаружения цели равна 
0,4050; если время поиска равномерно распре-
деляется по каждой ячейке, тогда вероятность 
обнаружения цели 0,3935. На рис. 6, г пока-
заны результат оптимального распределения 
времени и средняя скорость в каждой ячей-
ке (сплошная линия соответствует распреде-
лению времени, штриховая — распределению 
скорости).

В случае, когда n велико, следует воспользо-
ваться соотношениями (21)—(23).

Из рис. 6 (см. третью сторону обложки) не-
трудно видеть, что чем больше вероятность на-
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хождения цели в ячейке и чем меньше скорость 
движения агента, тем больше вероятность об-
наружения цели.

Однако на рис. 6 разница между двумя ме-
тодами не слишком заметна из-за того, что 
время поиска достаточно велико. На рис. 7  
(см. третью сторону обложки) показаны веро-
ятности нахождения цели при разных време-
нах поиска с помощью предлагаемого метода 
и метода равномерного распределения времени 
между ячейками.

Из рис. 7 нетрудно видеть, что если время 
поиска слишком маленькое или большое, тог-
да вероятности обнаружения цели либо малы, 
либо велики, разница между двумя методами 
небольшая. Когда время поиска среднее, на-
пример, около 320 с, тогда разница в вероятно-
стях обнаружения цели достигает 75,3 %. Пред-
лагаемый метод показал свое преимущество 
перед известными методами.

Заключение

В работе предложен и исследован метод по-
иска цели и покрытия зоны поиска мобильным 
роботом с учетом характеристик датчиков и 
особенностей поисковой зоны. Метод основан 
на использовании теории вероятности, плот-
ности распределения вероятностей, а также 
условной вероятности, из которых выведены 

формулы вероятности нахождения цели, оп-
тимизирующие скорость поиска. Проведенное 
моделирование подтверждает правомерность 
предложенного подхода.

Дальнейшее направление исследований ав-
торы видят в расширении области поиска на 
прямоугольные зоны с препятствиями, выпол-
нении распределенного кооперативного поиска 
целей несколькими роботами, а также в нахож-
дении нескольких целей в наблюдаемой зоне.
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Abstract

The article is devoted to the development of searching and covering task in different areas, for example, for extin-
guishing fires, during search operations in the air, on the ground, etc. Two probabilistic models were created based on the 
characteristics of the sensors and the search zone, that is, the probability density of the target position and the conditional 
probability of detecting the target by the sensor under the conditions that the target is at the point of observation (depending 
on the distance between the sensor and the point of observation). Based on these models, the parameters and the search 
procedure were analyzed; more precisely, the relationship and formulas between the target detection probability, the search 
time and other parameters were found. The main difference of the proposed research lies in the fact that by optimizing the 
obtained relations and formulas it is possible to obtain an optimal distribution of time in the search process, as a result, to 
increase the probability of target detection. In the research process, at first, the case where the distribution probability of 
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target position in the search area represents a discrete form (network map) is investigated, then a formula for the probability 
of target detection in a discrete and continuous probe is obtained. Using the method of Lagrange multipliers and dynamic 
programming, the optimal distribution of search time in each cell was obtained. Further, according to the result obtained, 
the study was expanded to a continuous distribution probability of target position in the search area, the functional prob-
ability of detecting the target of search time, probability density of target and the search trajectory (velocity) was derivated. 
As a result of solving this functional, for a given search time and probability density distribution of target, optimal control 
(trajectory and speed) was obtained. The simulation confirmed the efficiency of the proposed search method. The simula-
tion result shows that the greater the probability density of target and the slower the agent’s movement speed, the greater the 
probability of target detection, for some values of the search parameters, the difference in probabilities of target detection 
reaches 75.3 %.

Keywords: search target, probability theory, movement planning, optimal distribution, conditional probability
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Исследование комплексной системы управления летательного 
аппарата вертолетного типа при отказах бортового оборудования

Как правило, КСУ содержат подсистемы 
ручного и автоматического управления. Также 
в КСУ могут использоваться системы ограни-
чивающих сигналов и интеллектуальной под-
держки экипажа [7]. Особенностью КСУ явля-
ется исключение механической проводки управ-
ления летательным аппаратом, что достигается 
передачей электрических сигналов управления 
на исполнительные механизмы его рулевых по-
верхностей. Наряду с этим КСУ способна реали-
зовать повышенные требования к устойчивости 
и управляемости вертолетом, что достигается 
обеспечением необходимых типов реакций на 
управляющее воздействие пилота при различ-
ных скоростях и режимах полета вертолета.

К основным типам реакций объекта управ-
ления относятся:
 � управление по поступательной скорости со 

стабилизацией углов крена и тангажа;

Рассматривается комплексная система управления летательным аппаратом вертолетного типа, приводится опи-
сание ее проектирования в зависимости от требований, предъявляемых к летательному аппарату, и взаимодействия 
с сопрягаемым бортовым оборудованием. Основными элементами исследуемой системы являются подсистемы дистан-
ционного и автоматического управления вертолетом. В процессе разработки подобной системы большое внимание уде-
ляется обеспечению высокого уровня их надежности и сохранению функций, необходимых для безопасного завершения 
полета. Поэтому основным требованием, предъявляемым к комплексной системе управления, является вероятность ее 
отказа при резервном управлении с улучшением устойчивости объекта управления не выше 10–9. Проведен анализ ком-
плексной системы управления на отказобезопасность в условиях отказа элементов, входящих в ее состав. В процессе 
анализа проведена оценка отказобезопасности подсистем дистанционного и автоматического управления. При этом 
для каждой системы рассматривалось влияние явных и не явных отказов на изменение управляемости летательного 
аппарата и на безопасность его полета. Также выполнен анализ системы в условиях отказа бортового оборудования 
аппарата. Особое внимание в работе уделяется исследованию динамики исполнительного механизма системы в услови-
ях отказа бортовой системы гидравлического питания. Приведены результаты исследований изменения усилия, скоро-
сти и добротности электрогидравлического привода при различных отказах линий гидравлического питания на борту 
летательного аппарата. Полученные результаты могут быть использованы в процессе проектирования комплексных 
систем управления, при исследовании электрогидравлических приводов и при разработке способов парирования послед-
ствий отказов бортового оборудования вертолета относительно комплексной системы управления, в том числе при 
создании алгоритмов реконфигурации системы и логики контроля функционирования ее элементов.

Ключевые слова: летательный аппарат, комплексная система управления, безопасность полета

Введение

В последние годы активное развитие элек-
троники и вычислительной техники [1] в зна-
чительной степени оказало влияние на созда-
ние новых систем управления летательными 
аппаратами. Одной из них является комплекс-
ная система управления летательным аппара-
том вертолетного типа, предназначенная для 
снижения рабочей нагрузки пилота, повыше-
ния безопасности и эффективности управле-
ния аппаратом. Первоначально комплексные 
системы управления (КСУ) разрабатывались 
для самолетов военного и гражданского назна-
чения. Однако в настоящее время комплекс-
ными и электродистанционными системами 
управления стали оснащаться летательные ап-
параты вертолетного типа, такие как RAH-66, 
NH-90, S-92F, Bell 525, Ансат [2-6].

ДИНАМИКА, БАЛЛИСТИКА И УПРАВЛЕНИЕ
ДВИЖЕНИЕМ ЛЕТАТЕЛЬНЫХ АППАРАТОВ
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 � стабилизация продольно-поперечной ско-
рости полета;

 � управление по угловой скорости со стабили-
зацией приборной скорости и углового поло-
жения летательного аппарата по продольно-
поперечным каналам управления при скоро-
стях полета выше области границ висения.
На рис. 1 представлена структурная схема 

управления летательным аппаратом вертолет-
ного типа, позволяющая реализовать указан-
ные типы реакций и заданные режимы управ-
ления объектом.

Из структурной схемы видно, что первый 
контур управления летательным аппаратом 
является основным и обеспечивает улучшение 
устойчивости объекта управления, а также его 
управляемость не ниже второго уровня в хоро-
шей среде ориентации пилота. Второй контур 
системы управления обеспечивает улучше-
ние управляемости объекта до первого уров-
ня в условиях полета с ухудшенной видимо-
стью. В свою очередь, задачи автоматического 
управления летательным аппаратом решаются 
третьим контуром.

Таким образом, наличие первого и второго 
контуров системы управления способно обе-
спечить высокие характеристики управляемо-
сти объекта в различных погодных условиях 
его полета при ручном управлении. При этом 
вероятность отказа первого контура не должна 
превышать 10–9. Учитывая высокие требования 
надежности и отказобезопасности, предъявля-
емые к первому контуру, разработка системы 
должна осуществляться в соответствии с тре-
бованиями по гарантии конструирования бор-
товой электронной аппаратуры (КТ-254), про-
граммному обеспечению (КТ-178В), руковод-

ства проектирования бортовых систем (Р4754) 
по уровню не ниже категории А. Выполнение 
требований руководств по разработке бортовых 
систем и их программно-аппаратному обеспе-
чению непосредственно связано с исследовани-
ем комплексной системы управления на отка-
зобезопасность, работоспособность и коррект-
ность принятых технических решений.

Постановка задачи

Целью настоящей работы является оценка 
динамических характеристик исполнительно-
го механизма комплексной системы управле-
ния в условиях отказа бортового оборудования 
летательного аппарата, что позволит оценить 
изменение динамических характеристик объ-
екта управления и разработать способы пари-
рования угрозы авиационного происшествия.

Для достижения поставленной цели необ-
ходимо:

— провести анализ системы управления на 
отказобезопасность;

— исследовать систему управления в усло-
виях отказа бортового оборудования объекта 
управления.

Анализ комплексной системы управления
на отказобезопасность

Исследуется комплексная система управле-
ния, состоящая из автоматической и дистанци-
онной подсистем. Архитектура такой системы 
представлена на рис. 2. Здесь ДОУ — датчики 
органов управления, ЦВУП — центральный 
вычислитель управления полетом, ДУС — дат-
чики угловой скорости, ТРМ — триммерный 

Рис. 1. Обобщенная структурная схема комплексной системы управления вертолетом
Fig. 1. The structural scheme of the helicopter’s complex control system
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механизм, РПД — рулевой дистанционный 
привод, ДЛУ — датчик линейных ускорений, 
ПУСАУ — пульт управления САУ.

Из структурной схемы видно, что основным 
элементом системы управления является вы-
числитель управления полетом, реализующий 
законы автоматического и ручного управления. 
Вычислитель формирует электрические сиг-
налы, поступающие на вход рулевого дистан-
ционного привода. Также он взаимодействует 
с ДОУ, ДУС, ДЛУ, ПУСАУ и бортовым оборудо-
ванием летательного аппарата по линиям циф-
ровой связи. Наряду с управлением рулевыми 
приводами летательного аппарата вычислитель 
осуществляет управление механизмом тримми-
рования и перемещения, который перемещает 
рычаги управления воздушным судном (ВС) 
в автоматическом режиме полета.

Учитывая, что ЦВУП реализует режимы ав-
томатического и дистанционного управления 
ВС, к которым предъявляются различные тре-
бования по отказобезопасности и надежности, 
то расчет вероятностей и анализ последствий 
отказов элементов системы целесообразно вы-
полнять методом ее разделения на функцио-
нальные контуры. Например, простейшая ком-

плексная система состоит из контура системы 
дистанционного управления (СДУ) и системы 
автоматического управления (САУ). При этом 
отказ контура САУ приведет к усложнению ус-
ловий полета, что не должно превышать веро-
ятности 10–3, в то время как отказ СДУ при-
ведет к катастрофическим последствиям с ве-
роятностью возникновения не более 10–9.

Предположим, что ЦВУП содержит два вы-
числительных модуля, реализующих задачи 
САУ, и четыре модуля управления приводами. 
Контур САУ содержит: вычислительные моду-
ли САУ, датчики угловых скоростей и линей-
ных перемещений, механизм триммирования 
и перемещения, пульт управления САУ. В со-
став СДУ входят датчики органов управления, 
модули управления приводом, рулевые дис-
танционные приводы.

Процедура исследования комплексной си-
стемы управления на отказобезопасность 
определяется расчетом вероятности отказа ее 
подсистем с учетом резервирования их элемен-
тов, а также анализом последствий отказов на 
условия полета воздушного судна [10, 11].

1. Рассмотрим структурную схему оценки 
надежности САУ, представленную на рис. 3. 
Здесь МВ — модуль вычислительный; ЦВИ — 
цифровой интерфейс; ТРМк, ТРМн, ТРМт, 
ТРМош — триммерные механизмы, установ-
ленные в каналах крена, тангажа, направле-
ния и общего шага объекта управления соот-
ветственно.

Исследования подсистемы автоматического 
управления на надежность показывают, что 
вероятность отказа элементов КСУ, выполня-
ющих задачи автоматического управления, не 
превышает величину 10–3.

Следующим этапом исследования подсисте-
мы автоматического управления является ана-
лиз последствий отказов ее элементов на усло-
вия выполнения поставленной задачи и полета 
вертолета. В табл. 1 представлены результаты 
анализа явных/неявных отказов элементов 
бортового радиоэлектронного оборудования 
(БРЭО) и САУ на условия полета ЛА [12].

Рис. 3. Структурная схема оценки надежности САУ
Fig. 3. The scheme for estimation reliability of the automatic control system

Рис. 2. Архитектура комплексной системы управления
Fig. 2. The architecture of the complex control system
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Из табл. 1 видно, что наибольшую опас-
ность представляют неявные отказы вычис-
лительных модулей, триммерных механизмов, 
датчиков угловой скорости и линейного уско-
рения. Парирование отказов этих элементов 
достигается применением дополнительных 
методов контроля их исправности: сравнени-
ем с модельными значениями контролируемо-
го параметра, разнородными программными 
и аппаратными средствами решения задачи 
автоматического управления ЛА, сравнением 
данных с сигналами другой природы; огра-
ничением расходов управления по исполни-
тельным механизмам управления вертолетом. 
Перечисленные методы позволяют обеспечить 
своевременное вмешательство пилота в управ-

ление летательным аппаратом и парировать 
отказные ситуации системы управления.

2. Рассмотрим структурную схему оцен-
ки надежности подсистемы дистанционного 
управления, представленную на рис. 4, где 
МУП — модуль управления приводом; РИ — 
резервный интерфейс; РПДк, РПДт, РПДн, 
РПДош — рулевые дистанционные приводы, 
установленные в каналах крена, тангажа, на-
правления и общего шага объекта управления 
соответственно.

Результаты исследований подсистемы дис-
танционного управления [12] показывают, что 
элементы КСУ, выполняющие задачи по реа-
лизации ручного управления, удовлетворяют 
предъявляемым к ним требованиям надежно-

Рис. 4. Структурная схема оценки надежности СДУ
Fig. 4. The scheme for estimation reliability of the fly by wire control system

Таблица 1
Table 1

Уровень управляемости летательного аппарата в зависимости от отказов элементов БРЭО и САУ

The level of controllability of the aircraft, depending on the failure of the elements of avionics and ACS

Вид отказа Тип отказа Последствия Управляемость

Отказ соедине-
ния САУ с БРЭО

Явный Потеря пилотажно-навигационной информации
и систем контроля

Снижение управляемости
до 2-го уровня

Отказ вычисли-
тельного элемен-
та САУ

Явный Невыполнение пилотажно-траекторных задач САУ Снижение управляемости до 
2-го уровня

Неявный Формирование неверного управляющего сигнала при 
решении задач САУ и пилотирования ЛА

Снижение управляемости до 2-го 
уровня. Отсутствие управляемо-
сти ЛА. Наличие аварийной и 
катастрофической ситуации

Отказ триммер-
ного механизма

Явный Потеря функции автотриммирования в режиме 
автоматического пилотирования ЛА. Усложнение ус-
ловий перемещения рычагов управления аппаратом

Управляемость соответствует 
2-му уровню

Неявный Самопроизвольное вращение выходного вала трим-
мерного механизма с превышением заданной скоро-
сти. Неконтролируемое перемещение рычагов ЛА. 
Приведение аппарата в неустойчивое положение

Наличие аварийной и ката-
строфической ситуации

Отказ датчиков 
угловой скоро-
сти и линейного 
ускорения ЛА

Явный Потеря функции улучшения устойчивости и управ-
ляемости ЛА

Управляемость соответствует 
3-му уровню

Неявный Неверные значения по датчикам угловой скорости Наличие аварийной и ката-
строфической ситуации

Отказ пульта 
управления

Явный Отсутствие включения/отключения функций САУ Управляемость ЛА
не изменяетсяНеявный
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сти, а именно, вероятность отказа системы не 
превышает 10–9.

Учитывая, что любой отказ элементов СДУ 
(явный/неявный) может привести к катастрофи-
ческой ситуации, то исследование последствий 
отказов СДУ сводится к анализу их парирования, 
результаты которого представлены в табл. 2.

Как видно из табл. 2, основными способа-
ми парирования отказных ситуаций подси-
стемы дистанционного управления является 
их резервирование, применение разнородных 
аппаратных и программных средств реализа-
ции системы, дополнительных видов контроля 
(сравнение с модельными значениями контро-
лируемых параметров, кворуммирование вы-
ходного сигнала элементов).

Таким образом, исследование представлен-
ной архитектуры КСУ на отказобезопасность 
позволило подтвердить ее надежность, опреде-
лить последствия отказа ее элементов, а также
предложить основные способы их парирова-
ния. Полученные результаты исследований 
могут быть использованы в процессе разработ-
ки логики контроля КСУ, а также алгоритмов 
реконфигурации ее работы.

Исследование системы управления в условиях 
отказа бортового оборудования

Согласно анализу КСУ на отказобезопас-
ность отказ взаимодействия системы управ-
ления с информационно-измерительным обо-
рудованием вертолета способен привести к по-
тере функций автоматического управления 
вертолетом, а также к ухудшению его управля-

емости до 3-го уровня зависимости от условий 
полета вертолета. При этом управление объек-
том осуществляется резервным контуром си-
стемы, который обеспечивает заданное поло-
жение рулевых поверхностей в зависимости от 
угла отклонения рычагов управления с улуч-
шением устойчивости и управляемости.

Наряду с информационно-измерительным 
оборудованием вертолета комплексная систе-
ма управления взаимодействует с системой ги-
дравлического питания, которая осуществляет 
подачу рабочей жидкости в рулевой дистанци-
онный привод [13]. Поэтому в процессе про-
ектирования комплексных и электродистан-
ционных систем управления возникает необ-
ходимость в исследовании влияний отказов 
системы гидравлического питания на динами-
ческие характеристики исполнительных ме-
ханизмов системы. Как правило, к основным 
отказам системы гидравлического питания 
следует отнести падение давления в линии 
напора гидравлического цилиндра привода и 
уменьшение расхода рабочей жидкости через 
камеры гидравлического привода.

На рис. 5 представлены характеристики руле-
вого дистанционного привода при подаче рабо-
чей жидкости по двум гидравлическим линиям 
питания, где F — усилие, развиваемое на выход-
ном штоке привода, Н; V — скорость перемеще-
ния выходного штока привода, см/c; t — время, с.

Предположим, что в процессе выполнения 
полета летательного аппарата произошел отказ 
одной линии гидравлического питания приво-
да, тогда зависимости усилия и скорости пере-
мещения выходного штока привода примут 
вид, представленный на рис. 6.

Таблица 2
Table 2

Способы парирования отказов элементов СДУ 

Methods parry bounce elements of the fly by wire control system 

Отказавший элемент Вид отказа Способ парирования

Датчик органов 
управления

Явный Резервирование

Неявный Применение разнородных датчиков, средства самоконтроля и кворуммирования

Модуль управления 
приводом

Явный Резервирование

Неявный Разнородное программное и аппаратное обеспечение. Сравнение с модельными 
значениями

Рулевой дистанцион-
ный привод

Явный Дублирование основных элементов привода

Неявный Сравнение с модельными значениями характеристик привода в МУП. Наземная 
отработка

Интерфейс передачи 
данных

Явный Резервирование, применение разнородных интерфейсов
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Рис. 6. Усилие, развиваемое на выходном штоке привода (а) и скорость его перемещения (б) при отказе одной линии гидравли-
ческого питания
Fig. 6. The force developed on the output rod of the drive (a) and the speed of its movement (б) in case of failure of one hydraulic supply line

Рис. 5. Усилие, развиваемое на выходном штоке привода (а) и скорость его перемещения (б) при исправной системе гидравли-
ческого питания
Fig. 5. The force developed on the output rod of the drive (a) and the speed of its movement (б) with a serviceable hydraulic supply system
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Из зависимостей видно, что при отказе од-
ной линии гидравлического питания привода 
усилие, развиваемое его выходным штоком, 
уменьшается в 2 раза. При этом уменьшение 
скорости привода происходит из-за изменения 
его нагрузочной характеристики, где эффект 
торможения привода выполняет внешняя на-
грузка.

Следует отметить, что уменьшение расхода 
жидкости через гидравлический цилиндр спо-
собно привести к ухудшению скоростных ха-
рактеристик привода, а также к уменьшению 
его добротности. Так, при уменьшении расхода 
рабочей жидкости через гидравлический при-
вод в 2 раза согласно его АЧХ (рис. 7, где Sз — 
заданное положение выходного штока, мм; 
Sр — положение выходного штока, измеренное 
датчиками обратной связи ЭГРП, мм) доброт-
ность системы управления составит 15 с–1, что 
в 2 раза меньше требуемого значения.

Таким образом, отказ системы гидравли-
ческого питания исполнительных механизмов 
комплексной системы управления способен 
привести к значительным ухудшениям харак-
теристик управляемости объекта. Для исклю-
чения неблагоприятного влияния подобных 
отказов на борту летательного аппарата целесо-
образно применять раздельную подачу рабочей 
жидкости в камеры гидроцилиндра исполни-
тельного механизма от двух систем гидравли-
ческого питания. Также в целях сохранения за-
данных значений параметров исполнительного 
механизма возможно программное изменение 
коэффициентов усиления в системе управле-
ния, реализуемое при ее реконфигурации.

Заключение

В процессе выполнения работы осуществлен 
анализ влияния отказов бортового оборудова-
ния летательного аппарата на комплексную 
систему управления, выявлены особенности 
отказных ситуаций гидравлического питания 
исполнительных механизмов системы.

Полученные результаты могут быть исполь-
зованы при создании комплексных систем 
управления летательными аппаратами верто-
летного типа. Дальнейшая работа в этом на-
правлении должна быть направлена на разра-
ботку способов парирования отказных состо-
яний системы на аппаратном и программном 
уровнях ее реализации.
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Abstract

The complex control system of the helicopter-type aircraft is considered, its design is described depending on the re-
quirements for the aircraft and interaction with the interfaced onboard equipment. The main elements of the system are the 
subsystems of remote and automatic control of the helicopter. In the process of developing such a system, much attention 
is paid to ensuring a high level of reliability and maintaining the functions necessary for the safe completion of the flight. 
Therefore, the main requirement for an integrated management system is the probability of its failure in backup manage-
ment with improved stability of the control object is not higher than 10-9. The authors of the article conducted the analysis 
of the integrated management system on accutanecost in conditions of failure of the elements included in its composition. 
In the course of the analysis the assessment of fault safety of subsystems of remote and automatic control is carried out. 
At the same time, for each system, the influence of obvious and not obvious failures on the change in the controllability 
of the aircraft and the safety of its flight was considered. Also, the analysis of the system in the conditions of failure of 
the on-Board equipment of the device. Special attention is paid to the study of the dynamics of the Executive mechanism 
of the system in the conditions of failure of the onboard hydraulic power supply system. The paper presents the results of 
studies of changes in the force, speed and quality factor of the electrohydraulic drive at various failures of hydraulic power 
lines on Board the aircraft. The obtained results can be used in the process of designing complex control systems, studies 
of electrohydraulic drives and development of methods for parrying the consequences of failures of the helicopter’s onboard 
equipment with respect to the complex control system, including the creation of algorithms for reconfiguring the system and 
the logic of controlling the functioning of its elements.
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