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СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ,
УПРАВЛЕНИЕ И ОБРАБОТКА ИНФОРМАЦИИ

Предложен подход к анализу структурной идентифицируемости (СИ) нелинейных динамических систем в ус-
ловиях неопределенности. Данный подход имеет отличие от методов, применяемых для оценки СИ динамических 
систем в параметрическом пространстве. СИ трактуется как возможность структурной идентификации нели-
нейной части системы. Введено понятие S-синхронизируемости системы. Показано, что вход системы должен обе-
спечивать синхронизацию (S-синхронизируемость) системы для решения задачи СИ. Несинхронизируемый вход при-
водит к получению незначимой структуры, которая не дает решение задачи структурной идентификации. Это 
приводит к структурной неидентифицируемости системы. Выделено подмножество входов, обладающих свойством 
S-синхронизируемости, на которых системы являются неразличимыми. Метод оценки СИ основан на анализе специ-
ального класса структур. Для класса симметричных нелинейностей предложен метод оценки СИ.

Изучено влияние параметров входа на возможность оценки СИ системы. Показано, что требования постоянства 
возбуждения входа в адаптивных системах и системах СИ различаются.

Ключевые слова: структура, нелинейная динамическая система, фазовый портрет, структурная идентифициру-
емость, нелинейность, синхронизация
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Структурная идентифицируемость нелинейных динамических систем

(ЛИ) идентифицируемости. Показано, что ЛИ 
является необходимым условием глобальной 
идентифицируемости. Различные подходы и 
методы применяются для проверки СИ [5, 6]. 
В статье [7] введено понятие локальной параме-
трической идентифицируемости и дано его тео-
ретическое обоснование. Следует заметить, что 
большинство работ, посвященных рассматрива-
емой предметной области и доступных автору, 
не содержат методов оценки структуры систе-
мы в общепринятом в теории идентификации 
смысле. Поэтому понятие СИ не отражает суть 
рассматриваемой проблемы. Так как эта терми-
нология активно применяется в задачах оценки 
идентифицируемости, то в данном разделе бу-
дем придерживаться этой терминологии, чтобы 
продолжить анализ полученных результатов. 
В дальнейшем будет введено понятие, которое 
напрямую связано с СИ нелинейных систем 
в структурном пространстве. В работе [7] пред-
ложены критерии оценки ЛИ линеаризирован-
ной системы, ранг матрицы состояния которой 
должен быть равен m. Метод оценки ЛИ разра-
ботан для неоднородной линейной системы. Он 
основан на анализе характеристического пока-
зателя Ляпунова. В работе [8] вводится ряд кри-
териев параметрической идентифицируемости, 

Введение

Проблема идентификации динамических 
систем, несмотря на множество полученных 
результатов, является одним из актуальных 
направлений исследования. Основополагаю-
щие результаты получены по параметрической 
идентификации систем. Наряду с этим выпол-
нялись исследования по оценке идентифициру-
емости динамических систем. Подход к оценке 
идентифицируемости основан на идеях Р. Кал-
мана [1]. Дальнейшее развитие этих идей дано 
в работах [2, 3]. Для линейных динамических 
систем условие идентифицируемости сводится 
к невырожденности информационной матрицы 
и наблюдаемости системы. Анализ результатов 
показывает, что оценка идентифицируемости 
линейной динамической системы заключается 
в возможности оценки ее параметров. Будем 
называть параметрическую идентифицируе-
мость IP-идентифицируемостью (IPI). Исследо-
ванию IPI посвящено множество публикаций. 
Отличие от подхода, изложенного в работе [2], 
состоит в том, что результаты идентифицируе-
мости представляют в виде, принятом в зада-
чах параметрического оценивания. В работе [4] 
введено понятие структурной (СИ) и локальной 
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а также дается обобщение и развитие результа-
тов, полученных в статье [7]. Условия полной 
идентифицируемости линейной стационарной 
системы по дискретным измерениям выхода и 
переменных состояния предложены в работах 
[9, 10].

Проблема IPI нелинейных систем иссле-
довалась многими авторами (см. например, 
[9—12]). В работе [10] для исследования иден-
тифицируемости применен анализ чувстви-
тельности системы по выходу. Эффективность 
данного подхода показана на примере иссле-
дования идентифицируемости комбинации 
параметров системы. Локальные условия пара-
метрической идентифицируемости получены 
в работе [9] для различных вариантов измере-
ния экспериментальных данных. Определены 
условия совместной наблюдаемости и иден-
тифицируемости для линейной стационарной 
системы. Критический анализ подходов, при-
меняемых для оценки идентифицируемости 
биологических моделей, дан в статье [11]. Мо-
дели для оценки идентифицируемости нели-
нейных систем основаны на применении ряда 
Тейлора, таблиц идентифицируемости, диффе-
ренциальной алгебры. Вопросам исследования 
практической идентифицируемости посвяще-
на работа [12]. Оценка практической иденти-
фицируемости основана на анализе экспери-
ментальной информации и применении диф-
ференциальной алгебры.

Вопросы СИ статической модели рассмотре-
ны в работе [13]. Несмотря на то что изучается 
статическая система, ее СИ представляет опре-
деленный интерес в плане постановки задачи. 
Поэтому существующие трактовки и постанов-
ки задач СИ будет полезно сравнить. Здесь при-
меняются методы для оценки ранга матрицы.

Анализ публикаций показывает, что иден-
тифицируемость модели направлена на воз-
можность оценки ее параметров. Предлагаемые 
методы основаны на оценке невырожденности 
информационной матрицы. Аналогичные ре-
зультаты получены в теории параметрическо-
го оценивания, а условие невырожденности 
(полноты ранга) матрицы представлено в легко 
проверяемом условии предельной невырожден-
ности входа и выхода системы. Как правило, 
структура модели задается априори, и поэтому 
не всегда понятно, какой смысл вкладывает-
ся в понятие структурной локальной иденти-
фицируемости. Понятие "структура" широко 
применяется в задачах оценки идентифициру-

емости. Идентифицируемость нелинейной си-
стемы также сводится к задаче IPI на основе 
применения различных методов линеаризации 
модели по параметрам. Эта обширная область 
исследований не включает задачи СИ нели-
нейных динамических систем в следующем 
смысле: можно ли принять решение о струк-
туре (форме, зависимости) нелинейной части 
системы в условиях неопределенности. Задача 
в таком виде не ставилась. Следует заметить, 
что сама по себе это очень сложная проблема, 
так как методы формализации структуры си-
стемы не разработаны до настоящего времени.

Понятие СИ (h-идентифицируемости) не-
линейных систем было введено в работе [14]. 
Предлагаемый подход направлен на решение 
задачи оценки структуры нелинейной части 
динамической системы. Он основан на ана-
лизе специального класса структур, отража-
ющих состояние нелинейной части системы. 
Ниже дается изложение и обобщение резуль-
татов, полученных в работах [14, 15]. Задача 
IP-идентифицируемости не рассматривается. 
Ее решения можно получить, применив рас-
смотренные выше подходы.

Постановка задачи

Рассмотрим систему

 
т

( ) ;

,

uX AX B y B u

y C X

ϕ= + ϕ +

=

�
 (1)

где u ∈ R, y ∈ R — вход и выход системы; A ∈ 
∈ Rq Ѕ q, Bu ∈ Rq, Bϕ ∈ R q, C ∈ R q — матрицы со-
ответствующих размерностей; ϕ(y) — скаляр-
ная нелинейная функция. Матрица A является 
гурвицевой.

Относительно структуры функции χ = ϕ(y) 
могут делаться различные предположения
[16, 17]. Они определяются уровнем априорной 
информации. Далее предполагается, что ϕ(y) 
в системе (1) удовлетворяет секторному условию

 
2 2

1 2

1 2
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0, (0) 0, 0, },
ϕχ ∈ = γ ξ ϕ ξ ξ γ ξ

ξ ≠ ϕ = γ γ < ∞

F m m

l
 (2)

где ξ ∈ R — комбинация элементов вектора X.
Пусть известно информационное множе-

ство для системы (1):

 0I { ( ), ( ), [ , ]}.o ku t y t t J t t= ∈ =  (3)



197Мехатроника, автоматизация, управление, Том 20, № 4, 2019

Задача: оценить СИ нелинейной части си-
стемы (1) на основе анализа и обработки Io.

Применение параметрических методов 
идентификации в условиях неопределенности 
не позволяет подойти к решению задачи СИ. 
Поэтому далее применяется подход, предло-
женный в работах [15, 16]. Он основан на пере-
ходе в специальное структурное пространство 
и построении структуры Sey, отражающей 
свойства нелинейной части (1). Анализ Sey 
связан с решением задачи СИ системы. Далее 
используется термин h-идентифицируемости 
(HI), чтобы излагаемый далее подход отличить 
от IP-идентифицируемости. Рассмотрим метод 
построения Sey-структуры.

Метод построения Sey-структуры

Построение Sey-структуры требует предвари-
тельного формирования множества IN, g, содер-
жащего информацию о функции ϕ(y). Изложим 
способ получения IN, g, следуя работе [18].

Применим к y(t) операцию дифференци-
рования и обозначим новую переменную x1. 
Тогда получим расширение информационного 
множества системы: Ient = {Io, x1}. Если пере-
менные u, y измеряются с ошибкой, то к u, y 
следует применить процедуру фильтрации или 
сглаживания.

Выделим подмножество Ig ⊂ Ient, соответству-
ющее частному решению системы (1) (устано-
вившемуся состоянию). Множество Ig = Ient\Itr 
не содержит данные Itr о переходном процессе 
в системе. Применим математическую модель

 � т т
1( ) [1 ( ) ( )]
lx t H u t y t=  (4)

для выделения линейной составляющей в x1. Пе-
ременная x1 определена на интервале Jg = J\Jtr.
Здесь H ∈ R3 — вектор параметров модели.

Найдем вектор H из решения задачи

 �
1 1

min ( ) ,l opte x xH
Q e H

= −
→

где Q(e) = 0,5e2.
Определим прогноз для переменной x1 на 

основе модели (4) и сформируем ошибку e(t) =
= � 11( ) ( )lx t x t− . Ошибка e(t) зависит от нелиней-
ности ϕ(y) в системе (1). Итак, получено множе-
ство IN, g = {y(t), e(t), t ∈ Jg}. Далее применяется 
обозначение y(t) и полагается, что y(t) ∈ IN, g.

Замечание 1. Выбор структуры модели (4) 
является одним из этапов структурной иден-
тификации системы (1). Результаты моделиро-
вания показывают, что модель (4) применима 
в системах идентификации объектов со стати-
ческими нелинейностями. Решение задачи вы-
бора структуры модели (4) для более сложного 
класса нелинейностей дано в работе [14].

Применение фазового портрета S, описыва-
емого функцией Γ:{y} → {y′}, не всегда позво-
ляет сделать заключение о нелинейных свой-
ствах системы в условиях неопределенности. 
Поэтому рассмотрим множество IN, g и перей-
дем в пространство Pye = (y, e), которое будем 
называть структурным.

Рассмотрим функцию Γey  :  {y} → {e}, которая 
на плоскости (y, e) описывает изменение струк-
туры Sey. Так как IN, g содержит информацию 
о ϕ(y), то Sey будет в обобщенном виде описы-
вать изменение нелинейной функции. Вход си-
стемы (1) должен удовлетворять определенным 
условиям для получения представления о ϕ(y), 
а именно иметь свойство постоянства возбуж-
дения (предельной невырожденности). Такой 
вход обеспечивает замкнутость структуры Sey.

О необходимости оценки 
h-идентифицируемости нелинейной системы

Обзор работ по СИ показывает, что основ-
ное внимание уделяется проблеме IP-иден ти-
фи цируемости. Чтобы понять актуальность за-
дачи h-идентифицируемости, рассмотрим воз-
никающие проблемы на примере системы (1) 
второго порядка со следующими параметрами:
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Представленные ниже результаты основа-
ны на применении подхода из раздела "Метод 
построения Sey-структуры". Они показывают 
влияние входа u(t) на нелинейные свойства си-
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стемы (1). Свойства системы оцениваются на 
основе анализа структуры Sey и восстановлен-
ной функции ϕ(y), соответствующей входу u(t).

На рис. 1 показаны фазовый портрет S и 
структура Sey для случая u6, –4(t) = 6 – 4sin(0,1πt), 
а также функция ϕ(y), восстановленная по 
данным {y(t), y′(t)}. Рассматривается случай 
установившегося движения. Рис. 1 показывает, 
что u6, –4(t) дает эталонную функцию ϕ(y).

Из рис. 1 видно, что структура Sey является 
практически симметричной и имеет особен-
ности, которые также присущи и структуре S.

Дальнейшее уменьшение амплитуды сину-
соиды приводит к потере свойства симметрии 
структурой Sey. Следствием этого является не-
возможность восстановления вида функций 
ϕ(y). На рис. 2 показан случай, когда u6, –2(t) =
= 6 – 2sin(0,1πt). Из рис. 2 видно, что уменьше-
ние амплитуды синусоиды приводит к суже-

нию области определения структуры, причем 
левая часть подвергается более активным из-
менениям. Это приводит к тому, что область 
насыщения функции ϕ6, –2(t) снизу существен-
но сокращается. Эту область невозможно вос-
становить путем идентификации.

Еще более кардинальные изменения в ϕ(y) 
появляются при u6, –0,5(t) = 6 – 0,5sin(0,1πt). Вид 
функции ϕ(y) и структур S, Sey показан на рис. 3.

Анализ результатов моделирования показы-
вает, что существует некоторая совокупность 
параметров входа u(t), при которой возмож-
на структурная идентификация нелинейной 
системы (структурная идентифицируемость). 
Для рассматриваемой системы с ω = 0,1π эти 
результаты представлены на рис. 4, где исполь-
зованы следующие обозначения: Dy, De — диа-
метр области изменения y, e; au — амплитуда 
изменения синуса.

Рис. 2. Результаты оценки структуры для u6, –2(t):
а — структуры; б — нелинейность
Fig. 2. Framework estimation results for u6, –2(t):
а — structures; б — nonlinearity

Рис. 1. Результаты оценки структуры для u6, –4(t):
а — структуры; б — нелинейность
Fig. 1. Framework estimation results for u6, –4(t):
а — structures; б — nonlinearity
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Из рис. 4 видно, что для рассматриваемого 
случая существует вход (au = 5), который обе-
спечивает возможность СИ системы. Как сле-
дует из рис. 1, система (1) может быть иденти-

фицируема и при au = 4. Заметим, что здесь 
рассматривался случай влияния только ам-
плитуды входа. Аналогичным эффектом обла-
дает и влияние частоты (рис. 5).

Замечание 2. Результаты моделирования 
показывают (рис. 5), что обеспечение требова-
ния постоянства возбуждения для u(t) может 
привести к невозможности решения задачи 
СИ (h-идентифицируемости). Как следует из 
представленных рисунков, так называемое 
требование постоянства возбуждения (частот-
ного богатства) входа существенно различает-
ся в задачах структурной и параметрической 
идентификации. Это следует учитывать в за-
дачах активной идентификации.

Результаты моделирования позволяют по-
дойти к постановке проблемы h-иден ти фи ци-
руемости в следующем виде: найти такой вход 

Рис. 3. Результаты оценки структуры для u6, –0,5(t):
а — структуры; б — нелинейность
Fig. 3. Framework estimation results for u6, –0,5(t):
а — structures; б — nonlinearity

Рис. 5. Результаты оценки структуры для u6, –4, 0,4(t):
а — структуры; б — нелинейность
Fig. 5. Framework estimation results for u6, –4, 0,4(t):
а — structures; б — nonlinearity

Рис. 4. Влияние входа на идентифицируемость системы (1)
Fig. 4. Effect of input on system (1) identifiability
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u(t) для системы (1), который обеспечивает 
максимум области определения выхода y(t).

h-идентифицируемость

Результаты, полученные в разделе "О не-
обходимости оценки h-идентифицируемости 
нелинейной системы", показывают, что подхо-
ды, применяемые для оценки IP-иден ти фи ци-
руемости, являются неприменимыми в случае 
оценки h-идентифицируемости. Ниже излагает-
ся метод оценки HI, предложенный в работе [18].

Прежде всего рассмотрим свойства мно-
жества IN, g, позволяющие решить задачу СИ,
а следовательно, и h-идентифицируемости. 
Анализ IN, g позволяет определить важные 
свойства информационного множества Io, 
определяющие возможность дальнейшего рас-
смотрения изучаемой проблемы.

Пусть выполняются следующие условия.
В1. Исходное множество Io дает решение за-

дачи параметрической идентификации систе-
мы (1). Это значит, что вход u(t) является по-
стоянно возбуждаемым на интервале J.

В2. Вход u(t) обеспечивает получение ин-
формативной структуры Sey(IN, g). Это означа-
ет, что анализ Sey дает решение задачи оценки 
нелинейных свойств системы (1).

Определение 1. Вход u(t) будем называть 
представительным, если он удовлетворяет ус-
ловиям В1, В2.

Пусть структура Sey является замкнутой и 
ее площадь не равна нулю. Обозначим высо-
ту Sey через h(Sey), где высота понимается как 
расстояние между двумя точками противопо-
ложных сторон структуры Sey.

Утверждение 1 [18]. Пусть: 1) линейная часть 
системы (1) является устойчивой, а нелиней-
ность ϕ(y) удовлетворяет условию (2); 2) вход 
u(t) является ограниченным, кусочно-непрерыв-
ным и постоянно возбуждаемым; 3) существует 
такое δS > 0, что h(Sey) l δS. Тогда структура Sey 
является идентифицируемой на множестве IN, g.

Определение 2. Структура Sey, имеющая ука-
занные свойства, является h-иден ти фи ци руемой.

Предположим, что Sey является h-иден т и-
фи ци руе мой.

Особенности понятия h-иден ти фи ци руе-
мости:

1) h-идентифицируемость является поняти-
ем не параметрической, а структурной иденти-
фикации;

2) требование параметрической идентифи-
цируемости является основой h-иден ти фи-
цируе мости;

3) h-идентифицируемость предъявляет бо-
лее жесткие требования ко входу системы.

Особенность 3 означает, что "плохой" вход 
(см. раздел "О необходимости оценки h-иден-
ти фи цируемости нелинейной системы") может 
удовлетворять условию постоянства возбужде-
ния. Но такой вход может привести к получе-
нию так называемой незначимой Sey-структуры 
(NSey-структуры). Но при этом NSey-структура 
может быть h-идентифицируемой. Идентифика-
ция нелинейности в условиях неопределенно-
сти на основе анализа NSey-структуры может 
дать результаты, нетипичные для исследуемой 
системы.

Приведем условия существования NSey-
струк туры. Рассмотрим класс нелинейных 
функ ций, к которым применима операция го-
мотетии. Гомотетия [19] представляет собой 
метод получения одной части геометрической 
фигуры из другой на основе ее поворота и рас-
тяжения около определенной точки на плоско-
сти (y, e). Этот подход применим для нелиней-
ностей, симметричных относительно некото-
рой точки или прямой.

Рассмотрим структуру Sey. Пусть  Sey =

= ,
ey ey

l r∪S SF F  где ,
ey ey

l r
S SF F  — левый и правый 

фрагменты Sey. Определим для ,
ey ey

l r
S SF F  секущие

 ; ,r r l l
S Sa y a yγ = γ =  (5)

где al, ar — числа, определяемые с помощью 
метода наименьших квадратов (МНК).

Теорема 1 [14]. Пусть: 1) структура Sey яв-
ляется h-идентифицируемой и имеет вид Sey =

= ,
ey ey

l r∪S SF F  где ,
ey ey

l r
S SF F  — левый и правый 

фрагменты Sey; 2) секущие для ,
ey ey

l r
S SF F  опи-

сываются уравнениями (5). Тогда Sey является 
NSey-структурой, если

 ||al| – |ar || > δh, (6)

где δh > 0 — некоторое заданное число.
Замечание 3. NSey-структуры характерны 

для систем с многозначными нелинейностями. 
Они являются результатом неадекватного при-
менения входных воздействий.

Рассмотрим структуру Sey. Введем обозначе-
ния: Dy = dom(Sey) — область определения Sey, 
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( ) max ( ) min ( )y y y
t t

D D y t y t= = −D  — диаметр Dy .

Пусть u(t) ∈ U, где U — допустимое множество 
входов для системы (1).

Определение 3. Вход u(t) ∈ U будем назы-
вать S-синхронизирующим систему (1), если на 
множестве {y(t), t ∈ J} область определения Dy  
структуры Sey имеет максимальный диаметр Dy.

Синхронизацию u(t) ∈ U будем понимать 
как выбор такого входа uh(t) ∈ U, который по-
зволяет отразить все особенности Sey, харак-
терные для ϕ(y). Это возможно только в слу-
чае, когда u(t) обеспечивает max .

h
y

u
D  В отличие 

от понятия синхронизации, принятого в тео-
рии колебаний, здесь выбор свойств входа на-
правлен на возможность получения структу-
ры Sey ≠ NSey. Так как такой подбор uh(t) ∈ U 
можно трактовать как синхронизацию между 
структурами модели и системы, то выполне-
ние условия max

h
y

u
D  приводит к h-иден ти фи-

ци руе мо сти системы. Требование обеспечения 
условия max

h
y

u
D  связано с рассматриваемым 

классом нелинейностей. Оно следует из ана-
лиза результатов, полученных в разделе "О не-
обходимости оценки h-идентифицируемости 
нелинейной системы". В рассматриваемых ус-
ловиях это один из доступных критериев при-
нятия решения о СИ системы (1), который 
можно оценить на основе анализа структуры 
Sey. Он вычисляется на основе анализа фраг-

ментов , .
ey ey

l r
S SF F

Пусть вход uh(t) синхронизирует множество 
Dy. Если u(t) является S-синхронизирующим, 
то будем писать uh(t) ∈ S. Заметим, что для 
системы (1) существует конечное множество 
{uh(t)} ∈ S. Выбор оптимального uh(t) зависит от 
dh, y. Обеспечение этого условия является од-
ной из предпосылок СИ системы (1).

Определение 4. Структуру Sey (систему (1)) 
будем называть структурно идентифицируе-
мой или 

h
hδ -идентифицируемой, если Sey яв-

ляется h-идентифицируемой и выполняется 
условие ||al| – |ar || m δh.

Из этого определения следует, что если си-
стема (1) 

h
hδ -идентифицируема, то структура 

Sey имеет максимальный диаметр области Dy.
Пусть структура S содержит m особенно-

стей. Под особенностями функции ϕ(y) будем 
понимать как потерю непрерывности на ин-

тервале I j
y , так и точки перегиба функции или 

экстремумы. Эти особенности являются при-
знаками нелинейности исследуемой функции.

Определение 5. Модель (4) будем называть 
SM-идентифицирующей, если структура Sey 
является 

h
hδ -идентифицируемой.

Теорема 2 [15]. Пусть: 1) вход u(t) являет-
ся постоянно возбуждаемый и обеспечивает 
S-синхронизацию системы (1); 2) фазовый пор-
трет S системы (1) содержит m особенностей; 
3) Sey-структура является 

h
hδ -идентифициру-

емой и содержит фрагменты, соответствую-
щие особенностям фазового портрета S. Тогда 
модель (4) является SM-идентифицируемой.

Теорема 2 показывает, что если модель (4) 
не является SM-идентифицирующей, то необ-
ходимо менять структуру модели (4) или ин-
формационное множество для ее построения.

Рассмотрим структуру Sey. Обозначим cs  — 
центр структуры Sey на множестве Jy = {y(t)},
а 

yDс  — центр области Dy.
Теорема 3. Пусть на множестве U предста-

вительных входов u(t) системы (1): 1) существу-

ет такое ε l 0, что ;
yS Dс с− εm  2) выполняет-

ся условие ||al| – |ar|| m δh. Тогда система (1) яв-
ляется 

h
hδ -идентифицируемой, а вход uh(t) ∈ S.

Заметим, что может существовать неко-
торое подмножество {uh, i(t)} ⊂ Uh ⊆ U (i l 1),
элементы которого обладают свойством S-син-
хро низируемости. Каждому uh, i(t) соответству-
ет структура Sey, i(uh, i) с диаметром Dy, i области 
определения Dy, i. Так как uh, i(t) ∈ S, то диа-
метры Dy, i будут обладать свойством dh, Σ-оп-
ти мальности. Пусть гипотетическая структура 
Sey системы (1) имеет диаметр dh, Σ.

Определение 6. Структура Sey, i обладает свой-
ством dh, Σ-оптимальности на множестве Uh, 
если существует такое εΣ > 0, что |dh, Σ – Dy, i| m εΣ, 

1,#U ,hi∀ =  где # — мощность множества Uh.
Определение 7. Если существует подмноже-

ство входов {uh, i(t)} = Uh ⊂ U (i l 1), элемен-
ты которого uh, i(t) ∈ S, и соответствующие им 
структуры Sey, i(uh, i), обладающие свойством 
dh, Σ-оптимальности, то структуры Sey, i(uh, i) яв-
ляются неразличимыми на множествах {uh, i(t)}, 
Jy(u(t) = uh, i(t)).

Из определений 6, 7 следует, что в случае су-
ществования множества Uh оценку 

h
hδ -иден-

ти фи цируемости можно проводить по любому 
входу u(t) ⊂ Uh.

Замечание 4. Здесь рассматривается слу-
чай симметричных нелинейностей. Поэтому 
остаются справедливыми сделанные выше за-
мечания относительно NSey-структуры. Если 
нелинейная функция не обладает свойством 
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симметрии, то требуется дальнейшее иссле-
дование данной проблемы. Это связано с тем, 
что любая нелинейность имеет свои особенно-
сти, и их учет возможен только при имеющей-
ся априорной информации о системе.

Перейдем теперь к методам оценки 
h

hδ -иден-
ти фицируемости системы (1).

Подход к оценке 
h

hd -идентифицируемости

Рассмотрим задачу построения интеграль-
ного показателя, который позволял бы на 
основе обработки множества IN, g принимать 
решение об 

h
hδ -идентифицируемости систе-

мы (1). Он должен быть основан на анализе 
свойств структуры Sey.

В нелинейной динамике и теории фракта-
лов для оценки показателя размерности струк-
туры применяются подходы, основанные на 
принципе покрытия [20]. Предложены различ-
ные виды размерности. Одним из простейших 
показателей является топологическая размер-
ность. Она оценивает геометрию структуры и 
не всегда отражает ее внутренние особенно-
сти. Аттракторы и фракталы часто являют-
ся неоднородными. Неоднородность отража-
ет неравномерность распределения точек по 
структуре (фракталу). Оценки неоднородности 
этих структур получают с помощью параме-
тров, отражающих свойства системы. Причи-
на неоднородности связана с разными веро-
ятностями заполнения определенными объ-
ектами (телами) геометрически одинаковых 
элементов фрактала. Неоднородность в общем 
случае характеризует несоответствие между 
вероятностями заполнения фрактала задан-
ными телами и геометрическими размерами 
соответствующих областей. Такие неоднород-
ные фрактальные объекты называют мульти-
фракталами [20]. Sey-структуры динамических 
систем с многозначными нелинейностями 
являются примером неоднородных структур. 
Некоторые из неоднородных структур пред-
ставлены в разделе "О необходимости оценки 
h-иден ти фицируемости нелинейной системы".

Различные показатели покрытия (корреля-
ционная размерность, информационная раз-
мерность и т. п.) являются приближенными и 
трудоемкими [20]. Они не всегда дают оценку 
геометрического различия фрагментов струк-
туры. Поэтому далее вводится интегральная 
характеристика структуры, которая представ-

ляет собой функцию распределения перемен-
ной e на множестве {y(t)} [15]. Такой подход ис-
ключает различные априорные предположения 
относительно покрытия структуры локальны-
ми объектами. Суть предлагаемого подхода со-
стоит в следующем.

Пусть для системы (1) получена структура 

Sey. Выполним фрагментацию ,
ey ey

l r
ey = ∪S SS F F  

где ,
ey ey

l r
S SF F  — левая и правая части структуры 

Sey. Фрагменты ,
ey ey

l r
S SF F  описываются функци-

ями el(y), er(y), где {el} ⊆ {e}, {er} ⊆ {e}. Построим 
частотные функции распределения (гистограм-

мы) H  l, H  r для ,
ey ey

l r
S SF F . Получим интеграль-

ные функции распределения IH  l, IH  r на основе 

H  l, H  r. Пусть { }I , 1,i e i k= Δ =H  — область опре-
деления функций H  l, H  r. Представим область 
значений функций IH  l, IH  r в виде векторов

 
т

1 2

т
1 2

( ) [ , , , ] ,

( ) [ , , , ] .

l l l l
k

r r r r
k

L

R

=

=

…

…

IH IH IH IH

IH IH IH IH

Здесь k — число карманов, заданных на IH; 
Δe — величина кармана по e.

Применим модель

 � ( )lHR a L= IH  (7)

и определим параметр aH с помощью МНК.
Модель является адекватной, если параметр 

aH ∈ O(1), где O(1) — окрестность 1. Если усло-
вие aH ∈ O(1) справедливо, то система (1) явля-
ется 

h
hδ -идентифицируемой и sey ≠ NSey. Иначе 

структура Sey является незначимой.
Итак, справедливо утверждение.
Утверждение 2. Пусть для системы (1): 1) струк-

тура 
ey ey

l r
ey = ∪S SS F F , где ,

ey ey

l r
S SF F  — фрагмен-

ты структуры Sey, определенные на множестве 
{y(t)}; 2) известны частотные H  l, H  r и инте-
гральные IH  l, IH  r функции распределения для 

,
ey ey

l r
S SF F ; 3) зависимость между R(IHl) и L(IHl) 

имеет вид (7). Тогда система (1) является

h
hδ -идентифицируемой, если aH ∈ O(1).

Определение 8. Если система (1) является 

h
hδ -идентифицируемой, то структура Sey име-
ет размерность DHh = aH.

Определение 8 показывает: если u(t) ∈ S, 
то размерность структурно идентифицируе-
мой системы близка к 1. Такое значение DHh 
означает, что структура Sey не имеет слож-

ных участков и фрагменты ,
ey ey

l r
S SF F  являют-

ся структурно идентичными или гомотетны-
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ми. Если DHh ∉ O(1), то это признак наличия 
HSey-структуры или системы с более сложной 
формой нелинейности.

Результаты, полученные на основе утверж-
дения 2, можно дополнить гистограммным 
анализом структуры Sey. Для этого следует 
получить характеристики функций H  l, H  r и 
IH  l, IH  r и проанализировать их связи на осно-
ве учета особенностей Sey. Некоторые подходы 
предложены в работах [14, 15].

Примеры

Рассмотрим систему из раздела "О необхо-
димости оценки h-идентифицируемости нели-
нейной системы" с входом uN(t) = 6 – 4sin(0,5πt) +
+ 0,4sin(0,1πt). Структуры S, Sey для установив-
шегося состояния системы показаны на рис. 5. 
Из рис. 5 видно, что условия теоремы 3 не вы-
полняются. Сектор, которому принадлежит 
функция fe = e(y), не существует для Sey. Поэ-
тому система является не S-синхронизируемой 
и Sey = NSey. Следовательно, система не h-иден-
ти фицируема.

Пусть u(t) = 6 – 2sin(0,1πt). Система имеет 
структуры, показанные на рис. 2. Построим 

сегменты ,
ey ey

l r
S SF F  структуры Sey. Это можно 

сделать на основе рис. 2. Секущие для ,
ey ey

l r
S SF F  

имеют вид

 
0,0359 0,0792;

0,0211 0,0649.

l
S

r
S

y

y

γ = − +

γ = −
 (8)

Применение теоремы 1 показывает, что
Sey = NSey, т. е. система не h-неидентифици-
руема. Этот вывод подтверждают значения диа-
метров: 0,478,l

S
D =

F
 0,792.r

S
D =

F
 Результаты 

оценки h-идентифицируемости системы на 
основе утверждения 2 показаны на рис. 6. Мо-
дель (7) имеет вид

 � 26 0,65 ( ).6 lR L= + IH  (9)

Адекватность модели (9) равна 97 %, а раз-
мерность структуры Sey — 0,65. Результаты 
анализа показывают, что система (1) с входом
u(t) = u6, –4(t) является структурно неиденти-
фицируемой.

Рассмотрим систему из раздела "О необходи-
мости оценки h-идентифицируемости нелиней-
ной системы" с u(t) = u6, –4(t) = 6 – 4sin(0,1πt).
Соответствующие структуры показаны на 

рис. 1. Из рис. 1 следует, что структура Sey име-
ет некоторую несимметричность, что объясня-
ется характеристиками нелинейной функции 
(рис. 1, б). Получены параметры секущих (5) для 

фрагментов , :
ey ey

l r
S SF F  al = –0,025, ar = –0,027.

Пусть δh = 0,003. Условие (6) не выполнятся и, 
следовательно, Sey ≠ NSey.

Чтобы подтвердить этот вывод, определим 
функции IHl, IHr. Они показаны на рис. 7, а ре-
зультаты оценки размерности Sey-структуры 
представлены на рис. 8.

Модель (7) имеет вид � 5,845 0,96 ( ),lR L= − + IH  
а коэффициент детерминации равен 96 %. Ус-
ловия утверждения 2 выполняются, и система 
является 

h
hδ -идентифицируемой. Размерность 

DHh структуры Sey равна 0,96. Диаметры лево-
го и правого фрагментов структуры Sey равны: 

1,16,l
S

D =
F

 1,43.r
S

D =
F

 Диаметр Sey равен 2,59. 
Это значение совпадает с .l r

S S
D D+

F F
 Если вы-

Рис. 6. Оценка h-идентифицируемости системы на основе ин-
тегральной функции распределения фрагментов
Fig. 6. Estimation h-identifiability of system on basis cumulative 
frequency function of fragments

Рис. 7. Функции IHH  l, IHH  r
Fig. 7. Functions IHH  l, IHH  r
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брать εF = 0,4, то условие | ( ) ( )|l l r r
S S S S

D D−
F F F F

D D  m
m εF будет выполняться. Различие между об-

ластями определения фрагментов ,
ey ey

l r
S SF F  

зависит на свойств Sey . Условие 2 теоремы 3 
выполняется с ε = 0. Поэтому система явля-
ется СИ или 

h
hδ -идентифицируемой с u6, –4(t),

а u6, –4(t) ∈ S.

Заключение

Предложен подход к анализу СИ нелиней-
ных динамических систем в условиях неопре-
деленности. Данный подход имеет отличие 
от методов, применяемых для оценки СИ ди-
намических систем в параметрическом про-
странстве. СИ трактуется как возможность 
структурной идентификации нелинейной ча-
сти системы. Вход должен удовлетворять усло-
вию постоянства возбуждения в задачах СИ. 
Это условие отличается от требований к вхо-
дам в адаптивных системах. Показано, что 
вход должен иметь свойство синхронизации 
(S-синхронизируемости) для решения задачи 
СИ. Оценка СИ основана на анализе специ-
ального класса структур Sey, поэтому синхро-
низация должна давать максимальное значе-
ние области определения структуры. Показа-
но, что несинхронизируемый вход приводит 
к получению незначимой структуры, которая 
не дает решение задачи структурной иденти-
фикации, следовательно, система не являет-
ся структурно идентифицируемой. Получе-
ны условия, при которых возможно оценить 
структурную идентифицируемость системы. 
Выделено подмножество входов, обладающих 

свойством S-синхронизируемости, на которых 
структуры Sey являются неразличимыми.
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Abstract

Approach to the analysis of nonlinear dynamic systems structural identifiability (SI) under uncertainty is proposed. 
This approach has difference from methods applied to SI estimation of dynamic systems in the parametrical space. Struc-
tural identifiability is interpreted as of the structural identification possibility a system nonlinear part. We show that the 
input should synchronize the system for the SI problem solution. The S-synchronizability concept of a system is introduced. 
An unsynchronized input gives an insignificant framework which does not guarantee the structural identification problem 
solution. It results in structural not identifiability of a system. The subset of the synchronizing inputs on which systems are 
indiscernible is selected. The structural identifiability estimation method is based on the analysis of framework special class. 
The structural identifiability estimation method is proposed for systems with symmetric nonlinearities. The input parameter 
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an input in adaptive systems and SI systems differ.
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Моделирование лапароскопического зажимного устройства 
с очувствлением1

Развитие минимально инвазивной хирургии требует разработки методов очувствления. Данное исследование свя-
зано с созданием мехатронного зажимного лапароскопического устройства, позволяющего передать тактильные 
ощущения с губок зажима на рукоятки мастер-манипулятора, управляемого хирургом. Хирург сжимает рукоятки 
манипулятора. Изменение угла между рукоятками синхронизируется с изменением угла между губками зажима (ис-
полнительного звена), который сдавливает мягкую ткань. Контактная нагрузка идентифицируется по напряжению 
в электрической цепи привода зажима и затем передается в блок управления. Блок управления задает рабочую частоту 
пьезоэлектрического привода, формирующую силу, соответствующую измеренной нагрузке. Эта сила прикладывается 
к рукоятке манипулятора. Создается момент в рукоятке, который ощущается пользователем. Таким образом, систе-
ма обеспечивает тактильную обратную связь. Для описания динамики пьезоэлектрического привода, контактирующе-
го с ползуном, используется конечномерная эмпирическая модель. Разработана математическая модель зависимости 
момента, действующего со стороны мягкой ткани на зажим, от угла раствора зажима. Предложен алгоритм иденти-
фикации момента, действующего со стороны ткани на зажим. Проведено численное моделирование динамики системы. 
Результаты расчетов подтверждают работоспособность алгоритма идентификации момента, создаваемого тканью.

Ключевые слова: тактильное очувствление, пьезоэлектрический привод, математическая модель, контактные 
характеристики, лапароскопический зажим

Введение

Развитие  минимально инвазивной хирур-
гии (MIS) привело к новым вызовам в биоме-
ханике. Одним из наиболее важных развива-
ющихся направлений исследований является 
разработка методов очувствления — передачи 
тактильной информации от исполнительного 
инструмента хирургу. При лапароскопической 
(MIS) операции врачу доступно визуальное 
изображение области, в которой проводится 
операция. Однако одного только изображения 

1Работа выполнена при поддержке Российского фонда фун-
даментальных исследований (проект 16-58-52033) и министер-
ства науки и технологии Тайваня (MOST-2923-B-006-001-MY3).

внутренних полостей в режиме реального вре-
мени часто бывает недостаточно для принятия 
хирургом оперативных решений. Подобные 
вопросы возникают и при проведении опера-
ций вручную, и при использовании современ-
ных хирургических роботизированных систем.

Вопрос реализации тактильного ощущения 
исследовался в разных направлениях. С одной 
стороны, нужно оценить силу, с которой ткань 
сопротивляется зажиму, с другой стороны, ин-
формацию об этих усилиях требуется передать 
на пальцы хирурга.

Для решения первой из этих задач кажется 
целесообразным внедрить датчики усилия не-
посредственно в губки зажима. Для определе-
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ния навыков хирурга в работе [1] предложены 
захватывающие щипцы с возможностью рас-
познавания силы, действующей на их губки. 
Для оценки этой силы используется информа-
ция об электрическом напряжении, получае-
мом с тензодатчиков, закрепленных на щипцах.

В недавно опубликованной статье [2] пред-
ставлена головка лапароскопического зажима 
с интегрированной в нее системой пьезоэлек-
трических датчиков, дающей информацию 
о контактных усилиях.

Однако практическая реализация подобно-
го подхода может оказаться слишком дорого-
стоящей с учетом требований, предъявляемых 
к приборам и инструментам, применяемым 
в медицине. Поэтому разработка методов оцен-
ки контактных усилий без установки дополни-
тельных датчиков в исполнительные элементы 
лапароскопических приборов является акту-
альной задачей.

Для описания взаимодействия инструмента 
с мягкой тканью следует разрабатывать адек-
ватные математические модели такого кон-
такта. На основании решения задач механики 
контактных взаимодействий [3—5] могут быть 
определены как интегральные характеристики 
контакта, так и напряженное состояние, воз-
никающее в мягкой ткани при ее взаимодей-
ствии с зажимом. В частности, для передачи 
тактильных ощущений необходимо получить 
количественную оценку зависимости силы, 
действующей на зажим, от его перемещения. 
Некоторые задачи контактного взаимодей-
ствия индентора разной формы с мягкой тка-
нью, моделируемой линейной и нелинейной 
упругой средой, в том числе неоднородной, 
рассмотрены в работе [6].

Чтобы реализовать ощущение сопротивле-
ния (податливости) мягкой ткани при ее сжа-
тии, необходимо использовать привод, облада-
ющий такой податливостью. В статье [7] пред-
ложено использовать в качестве такого привода 
пьезоэлектрический привод. В этой работе пье-
зоэлектрический привод (ПЭП) моделирует-
ся с помощью осциллятора с двумя степеня-
ми свободы. Подобный подход был предложен 
Вурптсом и Твифелом в работе [8]. Динамиче-
ское моделирование ультразвукового двигателя 
с использованием точечной контактной модели 
между статором и ротором также рассматрива-
лось в статьях [9, 10]. Было показано, что такой 
подход может достаточно точно оценить дина-
мические характеристики движения ротора.

В работе [7] предложена система тактиль-
ной обратной связи, передающая ощущение 
локальной жесткости мягкой ткани, в которой 
для генерирования ответного усилия в мастер-
манипуляторе используется линейный ПЭП. 
При возникновении усилия в области контак-
та на ведомом элементе системы ПЭП создает 
ответное усилие, препятствующее перемеще-
нию кнопки манипулятора. Созданным про-
тотипом устройства с помощью шагового дви-
гателя сжимались пружины, моделирующие 
мягкую ткань. Было показано, что подобная 
система позволяет различать объекты с раз-
личными характеристиками жесткости.

В данной статье предложена конструкция 
мастер-манипулятора и ведомого исполни-
тельного механизма зажимного типа. Про-
ведено аналитическое исследование контакта 
зажима с мягкой тканью. В зависимости от 
гео метрических характеристик рельефа кон-
тактирующей поверхности зажима дана оценка 
усилий, возникающих при его взаимодействии 
с мягкой упругой тканью. Построена конечно-
мерная математическая модель, позволяющая 
проводить параметрический анализ поведения 
системы. Разработан алгоритм идентификации 
момента, возникающего при контакте зажима 
исполнительного элемента с мягкой тканью.

Описание и математическая модель системы

Структура системы

На рис. 1 показана схема прототипа системы 
тактильной обратной связи. Система состоит из 
трех основных частей: мастер-манипулятора, 
блока управления и исполнительного устрой-

Рис. 1. Схема прототипа системы тактильной обратной связи
Fig. 1. Scheme of the prototype of the tactile feedback system
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ства. Когда пользователь сжимает рукоятки 
манипулятора, происходит изменение угла ψ 
раствора зажима. Это изменение фиксируется 
датчиком угла, и блок управления подает на 
электропривод, приводящий в движение ве-
домое исполнительное звено, электрическое 
напряжение таким образом, чтобы это звено 
воспроизводило движение манипулятора (алго-
ритм формирования напряжения описан ниже). 
Исполнительное звено — это зажим с двумя 
губками, каждая из которых представляет со-
бой металлическую пластину с рельефной по-
верхностью. Рельеф поверхности губок образо-
ван выступами определенной геометрической 
формы. В данной работе мы примем, что форма 
выступов, их размер и расстояние между ними 
одинаковы для каждого типа зажима.

По информации об электрическом напря-
жении в цепи электропривода идентифициру-
ется текущий момент сопротивления Mt, дей-
ствующий со стороны мягкой ткани на зажим 
и обусловленный нагрузкой, возникающей 
в зоне контакта губок с тканью. В зависимости 
от этого момента блок управления формирует 
частоту возбуждения ПЭП так, чтобы момент 
силы, с которой ПЭП действует на рукоятку 
манипулятора, препятствуя ее перемещению, 
соответствовал текущему значению Mt (воз-
можно, с учетом усиления). Этот момент ощу-
щается пользователем. Таким образом, систе-
ма обеспечивает тактильную обратную связь.

Манипулятор и ПЭП

Составим уравнения движения рукоятки 
манипулятора:

 .m u sJ M Mψ = +��  (1)

Здесь Jm — момент инерции рукоятки; Mu — 
момент, прикладываемый пользователем к ру-
коятке; Ms — момент, генерируемый системой 
очувствления. Для последнего имеет место 
следующая формула:

 Ms = Fsr, (2)

где Fs — сила, формируемая ПЭП и обеспе-
чивающая очувствление, а r — расстояние от 
места соприкосновения головки ПЭП с руко-
яткой до оси вращения рукоятки.

Для описания силы, генерируемой ПЭП, 
воспользуемся феноменологическим подхо-
дом, описанным, в частности, в работах [7—10]. 
В рамках этого подхода внутренняя динамика 

зоны контакта головки с ползуном описывает-
ся с помощью осциллятора с двумя степенями 
свободы (рис. 2), который, с одной стороны, 
связан с основанием головки привода, а с дру-
гой стороны, взаимодействует с рукояткой.

Предполагается, что головка ПЭП с помо-
щью специального устройства прижимается 
к рукоятке, и сила этого предварительного на-
гружения равна N. К приводу прикладывается 
переменное электрическое напряжение часто-
ты ν. При этом основание головки привода со-
вершает гармонические колебания по закону
xb = Ax0 + Axsin2πνt, yb = Aysin(2πνt + Φ) (здесь xb, 
yb — координаты середины основания головки 
в системе координат OXY, связанной с рукоят-
кой манипулятора).

Уравнения движения осциллятора, модели-
рующего внутреннюю динамику зоны контак-
та, можно записать в следующем виде:

 

2 2

2

( 2 )

( ) ( ) ;

( 2 )

( ) ( ) .

a a a a a

x a b x a b c a c a

a a a a a

y a b y a b s

m x y r x y

k x x h x x k x h x

m y x r y x

k y y h y y F

− ψ − ψ − ψ − ψ =

= − − − − − −

+ ψ + ψ − ψ + ψ =

= − − − − −

�� ��� � � �
� � �

�� ��� �� � �
� �

 (3)

Здесь xa, ya — координаты осциллятора 
в системе отсчета OXY, связанной с рукояткой 
манипулятора; ma — масса осциллятора; kx, ky, 
kc — эффективные коэффициенты жесткости; 
hx, hy, hc — эффективные коэффициенты демп-
фирования. Сила Fs, действующая на рукоят-
ку со стороны головки привода, определяется 
следующим соотношением:

 sgn ( ).s a c a c aF y k x h x= μ +� �  (4)

Здесь μ — коэффициент сухого трения меж-
ду головкой и рукояткой.

Впрочем, ввиду того, что рабочие частоты воз-
буждения весьма велики (порядка нескольких 

Рис. 2. Феноменологическая модель области контакта ПЭП
Fig. 2. Phenomenological model of PZT contact area
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десятков тысяч Гц), гораздо более важной ве-
личиной с практической точки зрения является 
среднее значение Fs на периоде возбуждающей 
силы Ts = 1/ν:

 
1/

0

sgn ( ) .s a c a c aF y k x h x dt
ν

= νμ +∫ � �

Среднее смещение Ax0 определяется из урав-
нений равновесия:

 0 0 0

0 0

0 ( ) ;

( ) ,
x a x c a

x a x

k x A k x

k x A N

= − − −

− =

где xa0 — положение осциллятора в состоянии 
равновесия. Отсюда получаем:

 0 0/ , (1/ 1/ ).a c x x cx N k A N k k= − = − +

При изменении N изменяется среднее зна-
чение нормальной силы, действующей на ру-
коятку, и, следовательно, сила Fs, обеспечива-
ющая очувствление.

Исполнительное звено

Обратимся теперь к дистанционно управля-
емой части системы — к зажиму. Уравнения 
его движения можно представить в следующей 
форме (одна из губок считается неподвижной):

 .f t cJ M Mϕ = +��  (5)

Здесь ϕ — угол между губками зажима; Jf — 
момент инерции зажима; Mt — момент, дей-
ствующий на зажим со стороны сжимаемой 
ткани (он будет подробнее рассмотрен в сле-
дующем разделе); Mc — управляющий момент, 
создаваемый электроприводом зажима. Сле-
дуя работе [10], будем считать, что имеет место 
следующая формула:

 .c u vM c u c= − ϕ�  (6)

Здесь u — управляющее напряжение, пода-
ваемое на привод; cu, cv — постоянные коэф-
фициенты.

Управляющее напряжение необходимо ге-
нерировать таким образом, чтобы обеспечить 
отслеживание зажимом угла схождения губок 
манипулятора, т.е. обеспечить равенство ϕ = ψ.

Поскольку мгновенное значение момента Mt 
априори неизвестно, а его измерение сопряже-
но со значительными техническими трудно-

стями, для идентификации этой величины бу-
дем использовать информацию о текущем зна-
чении управляющего напряжения. Кроме того, 
будем считать, что система измерений предо-
ставляет информацию об углах ϕ и ψ, о скоро-
стях их изменения, а также об угловом ускоре-
нии ϕ��  губки зажима.

Тогда из соотношений (5) и (6) получаем 
следующую формулу для идентификации мо-
мента Mt:

 .t f u vM J c u c= ϕ − + ϕ�� �  (7)

Сформируем закон управления следующим 
образом:

 1 2( ) ( ).u u K K= + ϕ − ψ + ϕ − ψ� �  (8)

Здесь u  — некоторое "целевое" напряжение; 
K1,2 — коэффициенты обратной связи.

"Целевое" напряжение необходимо форми-
ровать и корректировать с учетом изменения 
Mt в процессе перемещения губок зажима 
(причем, вообще говоря, зависимость этого 
момента от угла ϕ заранее неизвестна). При-
мем, что в начальный момент 0 0.u u= =  Вы-
берем некоторый достаточно малый интервал 
времени Δt. Будем осуществлять коррекцию u  
в моменты времени tn = nΔt (где n ∈ �) следую-
щим образом:

 ( ( ) )/ .n f u n v uu J c u t c c= − ϕ − + ϕ�� �  (9)

Учитывая соотношения (7) и (9), будем пе-
редавать в блок очувствления в качестве иден-
тифицированного текущего значения Mt вели-
чину .id

t u nM c u= −
Блок очувствления на основе решения урав-

нений (3)—(4) определит значение возбуждаю-
щего напряжения, требующееся для формиро-
вания средней силы очувствления, равной

 .
id
t

s
M

F K
r

=

Здесь K — коэффициент усиления.

Модель контактного взаимодействия

Биологическая ткань представляет собой 
сложную структуру, механическое поведение 
которой можно описать различными способа-
ми. В зависимости от скорости внедрения ин-
струмента в ткань делается выбор в пользу той 
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или иной механической модели. В данной ра-
боте в качестве модели, описывающей мягкую 
ткань, выбрано упругое полупространство.

Рассматривается внедрение инструмента, 
имеющего на своей поверхности систему N вы-
ступов заданной формы, в мягкую биологиче-
скую ткань (рис. 3).

К инструменту приложен момент M, вслед-
ствие чего внедрение осуществляется под не-
которым углом α (α = ϕ/2) к основанию, ко-
торый уменьшается в зависимости от сжатия 
инструмента. Наклон инструмента приводит 
к тому, что мы получаем систему разноуров-
невых выступов. Высота i-го выступа относи-
тельно поверхности основания в данной задаче 
определяется как

 0( ) ( ( 1) ) sin sin ,ih S i l Sα = + − α − α  (10)

где S — расстояние от точки раствора инстру-
мента до первого выступа; l — расстояние меж-
ду соседними выступами; α0 — угол раствора, 
при котором первый выступ вступает в кон-
такт с основанием. Внедрение каждого высту-
па в ткань определяется следующей формулой:

 0( ) sin ( ( 1) ) sin .i S S i lδ α = α − + − α  (11)

Так как рассматриваются малые углы рас-
твора инструмента, то можно воспользоваться 
приближением sinα ≈ α. С учетом этого форму-
лы (10) и (11) запишутся как

 0

0

( ) ( ( 1) )  

и ( ) ( ) ( 1) .
i

i

h S i l S

S i l

α = + − α − α

δ α = α − α − − α

С помощью формулы (10) можно записать 
выражение для значения угла αi, при кото-
ром в контакт с основанием вступит i выступ.
С учетом того, что hi(αi) = 0, получаем

 0.( 1)i
S

S i l
α = α

+ −
 (12)

Взаимодействие отдельного выступа с мяг-
кой тканью рассматривается без учета влияния 
других выступов (учет взаимного влияния рас-
смотрен в работе [11]). Поэтому выражение для 
момента M можно записать следующим образом:

 
1

( )( ( 1) ) ( ),
N

i i
i

M S i l P
=

= θ α − α + − δ∑  (13)

где θ(α) — функция Хевисайда, а P(δi) — на-
грузка на выступ, которая зависит от формы 
контактирующей поверхности.

Для определенности рассматривается взаи-
модействие с мягкой тканью инструмента с си-
стемой выступов, имеющих форму вытянутых 
вдоль оси Ox параллелепипедов. В этом случае 
будем использовать решение Галина для узкой 
балки [3], согласно которому упругие смещения 
границы полупространства связаны с контакт-
ным давлением следующим соотношением:

 
2

( ) ( ),
2(1 ) lg

E
p x u x

a
b

π
=

⎛ ⎞− ν ⎜ ⎟
⎝ ⎠

где p(x) — линейное распределение давления; 
2a — длина выступа; 2b — его ширина. Проин-
тегрировав это выражение по длине выступа 
и используя тот факт, что ui(x) = δi, получим 
зависимость нагрузки на выступ от величины 
внедрения:

 
2

( ) .
(1 ) lg

i i
Ea

P
a
b

π
δ = δ

⎛ ⎞− ν ⎜ ⎟
⎝ ⎠

Выражение для момента имеет вид

 2 1

0

( ) ( )Ѕ
(1 ) lg

Ѕ( ( 1) )( ( ) ( 1) ).

N

i
i

Ea
M

a
b

S i l S i l

=

π
α = θ α − α

⎛ ⎞− ν ⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ − α − α − − α

∑
 (14)

В безразмерном виде с использованием обо-

значений ,S S a=�  ,l l a=�  2 3
0(1 )/( )M M Ea= − ν α�

и 0/α = α α�  выражение (14) запишется как

 1
( ) ( )Ѕ

lg

Ѕ( ( 1) )( (1 ) ( 1) ).

N

i
i

M
a
b

S i l S i l

=

π
α = θ α − α

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ − − α − − α

∑� � � �

� � � �� �

 (15)

Рис. 3. Схема контактного взаимодействия
Fig. 3. Scheme of the contact interaction
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Построим график зависимости безразмер-
ного момента (15) от угла наклона поверхности 
инструмента для N = 4 и для трех значений 
расстояния l�  между выступами (рис. 4).

Возьмем следующие значения безразмерных 
величин: 4,S =�  1 1,5,l =�  2 1l =�  и 3 0,5,l =�  а гео-
метрические соотношения параллелепипеда
a = 10b. Анализ влияния расстояния между 
выступами на значение момента при заданном 
угле раствора инструмента показывает, что на 
начальном этапе, т.е. при значениях угла, близ-
ких к α0, уменьшение расстояния между вы-
ступами ведет к увеличению значения момента, 
а при дальнейшем уменьшении угла наклона, 
т.е. при сжатии зажима, уменьшение расстоя-
ния ведет к уменьшению значения момента. За-
висимость момента от угла для выступов в фор-
ме вытянутых параллелепипедов линейная (14), 
поэтому вступлению в контакт с основанием 
нового выступа на графике соответствует точка 
изменения угла наклона прямой.

Будем использовать полученную зависи-
мость (14) момента от угла при численном мо-
делировании поведения системы.

Численное моделирование

Чтобы проверить работоспособность алго-
ритма, проведем численное моделирование.

Следуя работе [10], примем следующие зна-
чения параметров феноменологической моде-
ли ПЭП:

 ma = 0,4•10–3  кг, kx = ky = 107 Н/м,
 hx = hy = 0,6 Н•с/м, kc = 106 Н/м,
 hc = 2 Н•с/м, μ = 0,28, N = 4 Н,
 Ax = 4,1 мкм, Ay = 7,6 мкм, Φ = 0.

Будем предполагать, что перемещение ру-
коятки манипулятора осуществляется доста-
точно медленно, так что ее угловая скорость 
и угловое ускорение малы. Тогда можно пре-
небречь в уравнениях (3) членами, связанными 
с переносным и кориолисовым ускорением, и, 
соответственно, зависимостью силы, развива-
емой ПЭП, от движения рукоятки.

Зависимость sF  от частоты ν при заданных 
значениях параметров представлена на рис. 5.

Примем следующие значения параметров 
зажима и электропривода:

 S = 5•10–3 м, b = 1,9•10–4 м, a = l = 2b,
 cu = 0,01 Н•м/В, cv = 10–4 Н•м•с, Js = 0,001 кг•м2.

Будем считать также, что модуль Юнга тка-
ни равен 1 кПа, а коэффициент Пуассона — 0,5.

Пусть размеры мягкой ткани, находящейся 
между губками зажима, таковы, что губки вхо-
дят в контакт с тканью при ϕ = ϕ0 = 0,1 рад.

Для коэффициентов обратной связи выберем 
следующие значения: K1 = 1000 В, K2 = 200 В•с.

Рис. 4 Зависимость ( )� �M a  момента от угла для различных 
значений расстояния между выступами
Fig. 4. Dependence of ( )� �M a  on the angle for different values of 
the distance between teeth

Рис. 5. Зависимость sF  от частоты n возбуждения ПЭП
Fig. 5. Dependence of frequency sF  on PZT excitation frequency n
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Рассмотрим случай, когда пользователь пе-
реводит рукоятку манипулятора из одного по-
ложения в другое по следующему закону:

 

1

2 1
1

2

, 0;

, 0 ;

, .

t

t t T
T

t T

ψ <⎧
⎪ ψ − ψ⎪ψ = ψ +⎨
⎪

ψ >⎪⎩

m m  (16)

Здесь параметр T определяет время перехода 
из начального положения в конечное.

Предположим, что ϕ(0) = ϕ0 = 0,1 рад, т.е. 
в начальный момент имеет место рассогласо-
вание между положениями манипулятора и за-
жима (начальный угол раствора зажима соот-
ветствует ситуации, когда зажим соприкоснул-
ся с тканью, но еще не начал ее деформировать).

а) б) в)

а) б) в)

Рис. 7. Случай неравных начальных углов раствора зажима и манипулятора
Fig. 7. Case of non-equal initial span angles of the forceps and the manipulator

Рис. 6. Случай совпадающих начальных углов раствора зажима и манипулятора
Fig. 6. Case of coinciding initial span angles of the forceps and manipulator
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Результаты численного моделирования при-
ведены на рис. 6, 7.

Рис. 6 соответствует случаю, когда в началь-
ный момент углы раствора зажима и манипу-
лятора совпадают: ϕ(0) = ψ1 = 0,1 рад. Время T 
составляет 0,1 с. Рис. 7 соответствует случаю, 
когда в начальный момент углы раствора зажи-
ма и манипулятора не совпадают (ψ1 = 0,07 рад). 
Время T перехода из начального положения 
в конечное равно 1 с.

На рис. 6, а и 7, а изображены зависимости 
ϕ(t) (штриховая линия) и ψ(t) (сплошная ли-
ния). На рис. 6, б и 7, б приведены зависимости 

( )tϕ�   (штриховая линия) и ( )tψ�  (сплошная ли-
ния). На рис. 6, в и 7, в показан момент Mt, 
создаваемый тканью: идентифицированный в 
рамках предложенного алгоритма (штриховая 
линия) и рассчитанный по формуле (14) 
(сплошная линия). 

Видно, что предложенный алгоритм обе-
спечивает как достаточно высокую точность 
отслеживания движения манипулятора, так и 
хорошее согласие между идентифицированны-
ми значениями момента, создаваемого тканью, 
и значениями этого момента, рассчитанными 
в рамках модели контактного взаимодействия.

В дальнейшем представляется целесообраз-
ным уточнить алгоритм в целях учета возмож-
ной зависимости момента, создаваемого тка-
нью, от угловой скорости губок зажима (т.е. 
учета вязкоупругих свойств ткани). Кроме того, 
так как значения Mt  достаточно малы даже при 
заметных деформациях ткани, важным факто-
ром является предварительное определение по-
терь (трение и т.п.), возникающих в системе, и 
их учет в алгоритме очувствления.

Заключение

Рассмотрена мехатронная система, реали-
зующая тактильную обратную связь. Система 
состоит из мастер-манипулятора, блока управ-
ления и исполнительного устройства (зажима). 

Для реализации тактильного сопротивления 
используется пьезоэлектрический привод. Для 
описания динамики системы построена конеч-
номерная феноменологическая модель, кото-
рая включает как составной элемент решение 
контактной задачи о взаимодействии зажима, 
имеющего на своей контактирующей поверх-
ности заданный рельеф, с мягкой тканью. 
Проведено численное моделирование дина-
мики системы. Показано, что предложенный 
алгоритм идентификации момента, действую-
щего со стороны мягкой ткани на зажим, обе-
спечивает достаточно высокую точность.
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Abstract

Progress of minimally invasive surgery stimulates the development of sensory techniques. The present study is related 
with creation of a mechatronic clamping laparoscopic device (forceps) that allows transferring tactile sensations from the 
jaws of the clamp to the handles of the master manipulator operated by surgeon. The user presses the handles of the ma-
nipulator. The change in the angle between the handles is synchronized with the change in the angle between the jaws of 
the forceps (slave link) that grasps the soft tissue. The contact load is identified based on the voltage applied to the electric 
motor connected to the forceps and then transferred to the control unit. This control unit adjusts the operating frequency 
of the piezoelectric actuator in such a way as to generate a force corresponding to the measured load. This force is applied 
to handles of the manipulator. It creates a moment in the handle, which is felt by the user. Thus, the system provides the 
tactile feedback. In order to describe the dynamics of the piezoelectric actuator, a finite-dimensional empirical model is 
used. In order to describe the dependence of the moment, with which the soft tissue acts upon the jaws of forceps, on the 
span angle between the forceps, a mathematical model is proposed. This model takes into account the properties of the soft 
tissue (which is assumed elastic) and geometry of the surface of forceps jaws. An algorithm for identification of the moment 
acting from the tissue on the forceps is proposed. Numerical simulation of dynamics of the system is performed. The results 
of calculations confirm the efficiency of the algorithm for identifying the moment created by tissue.

Keywords: tactile sensing, piezoelectric actuator, mathematical model, contact characteristics, laparoscopic forceps
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Abstract

An algorithm of adaptive estimation of the magnetic flux for the non-salient permanent magnet synchronous motor (PMSM) for 
the case when measurable electrical signals are corrupted by a constant offset is presented. A new nonlinear parameterization of the 
electric drive model based on dynamical regressor extension and mixing (DREM) procedure is proposed. Due to this parameterization 
the problem of flux estimation is translated to the auxiliary task of identification of unknown constant parameters related to 
measurement errors. It is proved that the flux observer provides global exponential convergence of estimation errors to zero if the 
corresponding regression function satisfies the persistent excitation condition. Also, the observer provides global asymptotic convergence 
if the regression function is square integrable. In comparison with known analogues this paper gives a constructive way of the flux 
reconstruction for a nonsalient PMSM with guaranteed performance (monotonicity, convergence rate regulation) and, from other 
hand, a straightforwardly easy implementation of the proposed observer to embedded systems.
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Адаптивный наблюдатель магнитного потока
для неявнополюсного синхронного двигателя с постоянными 

магнитами в условиях шумов в измерениях силы тока и напряжения1

Представлен алг оритм адаптивного оценивания магнитного потока для неявнополюсного синхронного двигателя 
с постоянными магнитами (PMSM) для случая, когда измеряемые электрические сигналы искажены постоянным сме-
щением. Предложена новая нелинейная параметризация модели электрического двигателя, основанная на процедуре

1Работа была поддержана Министерством науки и высшего образования, ПНИЭР уникальный идентификатор 
RFMEFI57818X0271 "Адаптивное бессенсорное управление синхронным электроприводом для интеллектуальных робототех-
нических и транспортных систем".
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Introduction

The problem of so-called "sensorless" control is 
very resonating and challenging today. The main dif-
ficulty is a nonlinear model of the PMSM in which 
the magnetic flux is unmeasurable variable. Very pop-
ular strategy in literature is to reconstruct mechani-
cal variables of the drive using knowledge of the total 
flux. And usually the magnetic flux observation is a 
key problem, which attracts a lot of scientists from 
adaptive control and electric drive societies, including 
L. Praly, R. Ortega, R. Marino, P. Tomei, K. Nam, 
A. Stankovic, and many other famous researchers.

Although a lot of different approaches are existed 
and even already implemented as preset feature in 
distributed actuators, however, the performance of 
such control strategy is still an open "hot" prob-
lem. Existed, known for authors, methods do not 
guarantee the convergence of regulation error to 0 
in scenarios with measurement errors. Some ap-
proaches give robust estimates that acceptable in 
practical applications. Estimators which ensure the 
asymptotic convergence of estimates to observable 
states of electrical drives usually are not robust with 
respect to measurement noise because were de-
signed with strong assumptions regarding this issue.

In this brief paper we focus on the problem of 
observer design of the flux in PMSM which is, form 
one hand, is robust with respect to biases in mea-
surements and does not contain any open-loop in-
tegration schemes, and, from other hand, provides 
convergence of all estimation errors to zero with such 
performance properties as monotonicity of estimates 
and possibility of convergence rate regulation.

Problem formulation

Consider the classical, two phase αβ model of the 
unsaturated, non-salient, PMSM described by [1, 2]

 

;

,

;e L

v Ri

j f

λ = −
ω = − ω + τ − τ

θ = ω

�

�
�

 (1)

where λ ∈ R2 is the total flux, i ∈ R2 are the currents, 
v ∈ R2 are the voltages, R > 0 is the stator windings 
resistance, j > 0 is the rotor inertia. θ ∈ S := [0, 2π]
is the rotor phase, ω is the mechanical angular velocity, 
f > 0 is the viscous friction coefficient, τL ∈ R is the — 
possibly time-varying — load torque, τe is the torque 
of electrical origin, given by

 e pn i Jτ = λ�

with np ∈ N the number of pole pairs and J ∈ R2 Ѕ 2 
is the rotation matrix

 
0 1

.
1 0

J
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

For surface-mounted PMSM’s the total flux 
verifies

 ( ),mLiλ = + λ θC  (2)

where L > 0 is the stator inductance and 
( ) col(cos( ),� �sin( )).p pn nθ θ θC �
Assume the only signals available for measure-

ments are the current i and the voltage v, which are 
corrupted by constant unknown bias terms δi ∈ R2 
and δv ∈ R2, respectively, that is

 ; ,m i m vi i v v= + δ = + δ  (3)

where im and vm are actually measured signals. The 
resistance R and the inductance L are assumed to 
be known.

The goal is to reconstruct asymptotically the to-
tal flux λ with asymptotic convergence of estima-
tion errors to 0.

Main result

The adaptive flux observer for PMSM was pro-
posed in [3] and was based on the equation

 2 2 0,mLiλ − − λ =  (4)

which follows from (2).

динамического расширения и смешивания регрессора (DREM). Благодаря этой параметризации проблема оценивания 
магнитного потока транслируется во вспомогательную задачу идентификации неизвестных постоянных параметров, 
зависящих от ошибок измерения. Доказано, что наблюдатель магнитного потока гарантирует глобальную экспоненци-
альную сходимость ошибок оценивания к нулю, если соответствующий регрессор удовлетворяет условию неисчезающе-
го возбуждения. Также наблюдатель обеспечивает асимптотическую сходимость, если функция регрессора является 
квадратично интегрируемой. В сравнении с известными аналогами в этой статье дан конструктивный способ вос-
становления магнитного потока синхронного двигателя с гарантированными показателями качества (монотонность, 
скорость сходимости), а также простая с инженерной точки зрения реализация на вычислительных платформах.

Ключевые слова: нелинейные системы управления, робастные наблюдатели, синхронные двигатели, магнитный 
поток, наблюдатель скорости, бессенсорный подход, смещение в измерениях напряжения
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The approach [3] requires only measurements of 
the voltage v and the current i, however it was as-
sumed that there is no bias or noise exist in electri-
cal signals. Nevertheless, even if noise is absent the 
offset about zero is always possible, and that should 
be taken into consideration to guarantee the robust-
ness of the adaptive observer even in nominal mode.

The paper [4] was devoted to the case when the 
measured signals v and i contain an uncertain bias 
as formulated in (3) and which are assumed to be 
constant. Expression (4) may be rewritten as

 2
1 2 3 0,2 m mm mL i i iL iλ λ − λ + λ η + η =η+ +� � � � �  (5)

where 1 ,2 iLη = δ  2
2 ,2 iLη = − δ  2 2

3 i i mLη = δ δ − λ�  
are constants that are unknown.

In [4] the approach, firstly appeared in [5], was 
extended that allows to find a linear regressor equa-
tion depending on uncertain flux λ, set of unknown 
parameters, and measurable signals. The following 
proposition establishes this fact.

Proposition 1. Consider the model of PMSM (1) 
with measurable signals (3) corrupted by uncertain 
offsets. The following regression model holds

 
;

,

m m m

t

Ri v

y

λ = − + + η

= Φ λ + Ψ η + ε

�
� �

 (6)

where the known functions y, Φ, Ψ may be com-
puted from available signals, and unknown constant 
vectors
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Proof. The proof is based on [4, Lemma 3.3] and 
may be easily repeated with the following steps.

Step 1. Differentiate (5).

Step 2. Apply the filter ,
p

ν
+ ν

 where 
d

p
dt

�  is 
a differential operator.

Step 3. Using the Swapping Lemma [6, Lemma 3.6.5]
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get the regressor equation where the flux λ and vec-
tor η enter linearly only.

Step 4. Apply the filter .
p

p + ν

Step 5. Rewrite obtained operator expression as 
ordinary differential equations.

After 4 steps we introduce the following filters
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that operates the known signal

 .m m my Ri v= − +

The proof is completed by picking
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Then we will use the basic result of the Proposi-
tion 1 in design the adaptive observer of the mag-
netic flux. In [4] two observers were presented, ro-
bust version with reduced dimension and adaptive 
one designed with a classical gradient approach. In 
this paper we propose to apply the DREM proce-
dure [7] to get performance enhancement of the 
observer in comparison with [4].

Directly, the DREM procedure is not applicable 
to the model (6), since λ is a function of time. Ne-
glecting the exponential term εt, let us apply one 
more filter with some coefficient α > 0 to the sec-
ond equation of (6):

1

1

( ) �,m m m

y
p p p

p p p p
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Ѕ Ri v
p p
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 (8)

and rewrite as

 � ,z α αα = λ Φ + η Ψ� �  (9)
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where
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Following the concept of dynamic regressor ex-

tension we consider the set of linear filters i

ip
α
+ α

 

with different gains αi > 0, 1,i N= , where
N := dimλ + dimη = 9 and get a system of N linear 
equations

 ( ) ( )� ( ) ( ),iiiz t t t t= λ Φ + η Ψ� �  (10)

where index i denotes the coefficient αi of the 
corresponding filter. In matrix form (10) looks like
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At this point the key step of regressor "mixing" 
of the DREM procedure is made to obtain a set of 
scalar N equations as follows.
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�  and 

( ) det( ( )).t M tΔ =
As soon as we get scalar equations (11), (12) then 

the observer of the flux becomes straightforward 
which is shown in the following Proposition.

Proposition 2. Consider the parameterized model 
of PMSM (6). The update law

 � �
.

( � );Yη ηη = γ Δ − Δη  (13)
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.
� � ( � ),m m mRi v Yλ λλ = − + +η + γ Δ − Δλ  (14)

provides asymptotic convergence of � ��λ = λ −λ  and 
� �η = η − η  to 0 for γη, γλ > 0.

Proof. Compute the derivatives of errors �η  and �λ

 � � � ( ) � �2 2
. .
( ) ( )� ; ( ) � mt t t tη λη = −γ Δ η λ = −γ Δ λ + η

which yields � �
2

0

( )

( ) � (0).

t

s ds

t e
η−γ Δ∫

η = η  Convergence of 
�η  depends on properties of Δ(t) and the gain γη. If 
Δ(t)  is persistently excited, then �η  converges to 0 
exponentially, which guarantees convergence of �λ  to 
0 as proved in [8, Lemma 1]. If there is a lack of exci-
tation but 2� ( )tΔ ∉ L  then �λ  tends to 0 asymptotically. 
Otherwise �λ  converges to a bounded set about 0.

Conclusion

In this paper we propose the new adaptive ob-
server design algorithm which allows to parametrize 
the model of disturbed PMSM as a linear regressor 
equation with respect to observable flux and some 
constants depending on measurement errors (biases 
or offset). Using DREM procedure the vector re-
gressor equation may be splitted to a set of scalar 
regressor equations with a common measurable re-
gressor and unknown variables or parameters. Such 
decomposition allows to guarantee monotonical con-
vergence of estimation errors to zero and to regulate 
the convergence rate via adaptation gains. Based on 
this flux observer it becomes possible to design the 
speed ant position observer which would be also ro-
bust with respect to measurement noise. And this 
challenging problem — a full state observer design — 
will be pursued in future works of authors.
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Структурные схемы и структурно-параметрические модели 
электроупругих актюаторов для наномехатронных систем

Введение

Электроупругие актюаторы на основе пье-
зоэлектрических и электрострикционных эф-
фектов используются для наномехатронных 
систем в нанотехнологии, микроэлектроникe, 
нанобиологии, энергетике и астрономии. 
Пьезоактюатор является пьезомеханическим 
устройством, предназначенным для приведе-
ния в действие механизмов, систем или управ-
ления ими с использованием пьезоэффекта. 
Нанометрическая точность наномехатронных 
систем обеспечивается электроупругими актю-
аторами. Для совмещения в наномехатронных 
системах применяются клеточные структуры 
с использованием пьезоактюаторов [1—8].

Наномехатронные системы с пьезоактюато-
рами используются в нанотехнологии, фото-
нике, адаптивной оптике при юстировке зеркал 
лазерных кольцевых гироскопов, совмещении и 
сканировании в электронных, зондовых, атом-
но-силовых микроскопах, при передаче инфор-
мации и энергии в лазерных системах [1—12].

Структурно-параметрическая модель элек-
троупругого актюатора представляет систему 
уравнений преобразований Лапласа для пере-

мещений торцов актюатора, которая с учетом 
электромеханических параметров актюатора и 
соответствующих сил на торцах актюатора опи-
сывает его структуру и преобразование элек-
трической энергии в механическую энергию.

В работе задача получения структурной 
схемы и соответствующей структурно-пара-
метрической модели электроупругого актю-
атора для наномехатронных систем решается 
методами математической физики, находится 
решение волнового уравнения с учетом гра-
ничных условий. С помощью преобразования 
Лапласа задача нахождения решения для вол-
нового уравнения с частными производными 
гиперболического типа сводится к задаче для 
линейного обыкновенного дифференциаль-
ного уравнения. Полученная в данной работе 
параметрическая структурная схема электро-
упругого актюатора отображает переобразо-
вание электрической энергии в механическую 
энергию в отличие от электрической эквива-
лентной схемы пьезопреобразователя, пьезо-
излучателя или пьезовибратора [2, 8].

В работе учитывается влияние прямого 
пьезоэффекта на действующее напряжение на 
обкладках электроупругого актюатора, нахо-
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дится изменение упругой податливости из-за 
прямого пьезоэффекта, определяется струк-
турно-параметрическая модель электроупруго-
го актюатора с обратными связями для нано-
мехатронных систем, рассматриваются следу-
ющие варианты построения структурных схем 
и структурно-параметрических моделей элек-
троупругого актюатора: с учетом обратного 
пьезоэффекта и постоянных упругой податли-
вости и жесткости актюатора; с учетом обрат-
ного, прямого пьезоэффектов и переменных 
упругой податливости и жесткости актюатора; 
с учетом обратного, прямого пьезоэффектов и 
переменных упругой податливости и жестко-
сти актюатора, влияния противоэлектродви-
жущей силы, зависящей от скорости переме-
щения торца актюатора.

При расчете параметров наномехатронной 
системы с электроупругим актюатором реша-
ем совместно уравнение электроупругости и 
волновое уравнение при соответствующих гра-
ничных условиях и строим структурно-пара-
метрическую модель актюатора, находим его 
передаточные функции в различных частотных 
диапазонах работы. Из-за реакции пьезоактю-
атора с учетом прямого пьезоэффекта в зави-
симости от вида управления по напряжению 
или току изменяются упругая податливость 
и жесткость пьезоактюатора, которые наряду 
с пьезомодулем являются основными параме-
трами пьезоактюатора. При высокой скорости 
перемещения торца пьезоактюатора учитываем 
влияние скорости пьезоактюатора на ток через 
пьезоактюатор и на действующее напряжение 
на его обкладках из-за прямого пьезоэффекта.

Параметрические структурные схемы с об-
ратными связями и структурно-параметри-
ческая модель пьезоактюаторов для наноме-
хатронных систем, полученные в настоящей 
работе, отображают взаимную зависимость 
электромеханических параметров пьезоактюа-
тора и преобразование пьезоактюатором элек-
трической энергии в механическую энергию 
при перемещении его нагрузки.

Структурная схема, структурно-
параметрическая модель и передаточные 

функции электроупругого актюатора

Рассмотрим деформацию электроупругого 
актюатора, которая соответствует его напря-
женному состоянию. Если в пьезоактюаторе 

создать напряженность электрического поля E,
то в нем возникнет деформация S и механическое 
напряжение T. Соответственно, если в пьезоак-
тюаторе создать механическое напряжение T,
то возникнет электрическая индукция  D и
электрический заряд на обкладках пьезо-
актюатора.

Уравнения электроупругости актюатора 
для наномехатронных систем в общем виде 
для обратного и прямого пьезоэффекта [6—8] 
имеют вид

 ;E
i mi m ij jS d E s T= +  (1)

 ,E
m mi i mk kD d T E= + ε  (2)

где i, j = 1, 2, ..., 6, m, k = 1, 2, 3 — индексы;
l = (δ, h, b) — обобщенная рабочая длина элек-
троупругого актюатора по оси i, которая равна 
для продольного, поперечного или сдвигового 
пьезоэффекта соответственно толщине δ, вы-
соте h или ширине b электроупругого актюа-
тора; Si — относительное смещение сечения 
актюатора по оси i; dmi — пьезомодуль при 
обобщенном пьезоэффекте; Em(t) = u(t)/δ — 
напряженность электрического поля по оси m;
u(t) — напряжение на обкладках актюатора; 

E
ijs  — упругая податливость при E = const; 

Tj — механическое напряжение по оси j; δ — 
толщина актюатора; Dm(t) — электрическая 
индукция по оси m; T

mkε  — диэлектрическая 
проницаемость при T = const.

Из уравнения (1) в статике получаем устано-
вившееся перемещение ξ0 электроупругого ак-
тюатора для наномехатронной системы в виде

 0 0( / ) ,mid l uξ = δ  (3)

где u0 — амплитуда напряжения на обкладках 
актюатора.

Уравнение сил, действующих на электро-
упругий актюатор, имеет вид

 
2

0 2

( , )
,

x t
TS F M

t

∂ ξ
= +

∂
 (4)

где F — внешняя сила, приложенная к актюа-
тору; M — перемещаемая масса.

Для составления структурно-параметри-
ческой модели пьезоактюатора для наномеха-
тронных систем с управлением по напряже-
нию решим совместно волновое уравнение, 
уравнение обратного пьезоэффекта и уравне-
ния сил на его торцах.
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При расчете электроупругого актюатора для 
наномехатронных систем применяется волно-
вое уравнение, описывающее распространение 
волны в длинной линии с затуханием без ис-
кажений [6—8, 11, 12]:
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E E

x t x t
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∂ ξ
+ α ξ =

∂

 (5)

где cE — скорость звука в актюаторе при E = 
= const; α — коэффициент затухания, учиты-
вающий затухание колебаний вследствие рас-
сеивания энергии при распространении волны 
на тепловые потери. С использованием преоб-
разования Лапласа исходная задача для вол-
нового уравнения с частными производными 
гиперболического типа (5) сводится к более 
простой задаче для линейного обыкновенного 
дифференциального уравнения с параметром 
p, где p — оператор Лапласа [9—12]. Применив 
к волновому уравнению (5) преобразование 
Лапласа [9]

 
0

( , ) { ( , )} ( , ) ptx p L x t x t dt
∞

−Ξ = ξ = ξ∫ e  (6)

и полагая начальные условия нулевыми 

0
0

( , )
( , ) 0, 0,

t
t

x t
x t

t=
=

∂ξ
ξ = =

∂
 получим линей-

ное обыкновенное дифференциальное уравне-
ние второго порядка в виде

 
2

2
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( , )
( , ) 0,

d x p
x p

dx

Ξ
− γ Ξ =  (7)

решением которого будет функция

 ( , ) ,x xx p C B− γ γΞ = +e e  (8)

где Ξ(x, p) — преобразование Лапласа сме-
щения сечения электроупругого актюатора;
γ = p/cE + α — коэффициент распространения.

Коэффициенты С и B для решения ли-
нейного обыкновенного дифференциального 
уравнения определим в виде

 Ξ(0, p) = Ξ1(p) при x = 0;

 Ξ(l, p) = Ξ2(p) при x = l.

Следовательно, получаем

 
( )1 2

2 1

( )/[2sh ];

( )/[2sh( )].

l

l

C l

B l

γ

− γ

= Ξ − Ξ γ
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e

e

Решение линейного обыкновенного диффе-
ренциального уравнения имеет вид

 1

2

( , ) { ( )sh[( ) ]

( )sh( )}/sh( ).

x p p l x

p x l

Ξ = Ξ − γ +
+ Ξ γ γ

 (9)

Уравнения для сил, действующих на торцах 
электроупругого актюатора, будут иметь вид
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Запишем систему уравнений для механиче-
ских напряжений на торцах электроупругого 
актюатора при x = 0 и x = l в виде
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Из системы (11) получаем следующую систе-
му уравнений для структурно-параметрической 
модели электроупругого актюатора для нано-
мехатронных систем при обобщенном пьезо-
эффекте с управлением по напряжению и для 
параметрической структурной схемы (рис. 1):

Рис. 1. Параметрическая структурная схема электроупругого 
актюатора с управлением по напряжению при нулевом сопро-
тивлении источника
Fig. 1. Parametric structural scheme of electroelastic actuator 
with voltage control at zero source resistance
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причем 0/ .E E
ij ijs Sχ =

В результате преобразований получаем сле-
дующую систему уравнений структурно-пара-
метрической модели электроупругого актюатора 
для наномехатронных систем при обобщенном 
пьезоэффекте с управлением по напряжению:
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Уравнения (12) для структурно-параметри-
ческой модели электроупругого актюатора для 
наномехатронных систем при обобщенном 
пьезоэффекте с управлением по напряжению 
преобразуются к виду
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где 0 /( ) 1/( )E E E
ij ij ijC S s l l= = χ  — жесткость актю-

атора при обобщенном пьезоэффекте с управ-
лением по напряжению.

Структурно-параметрическая модель элек-
троупругого актюатора при обобщенном пье-
зоэффекте для наномехатронных систем по-
зволяет получить его передаточные функции. 
Совместное решение уравнений (12) для пере-
мещений двух граней электроупругого актюа-
тора при обобщенном пьезоэффекте с управ-
лением по напряжению дает систему
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и матричное уравнение вида
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где обобщенные передаточные функции име-
ют вид
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Рассмотрим влияние реакции электроупру-
гого актюатора из-за создания актюатором 
противоэлектродвижущей силы за счет пря-
мого обобщенного пьезоэффекта при статиче-
ской деформации актюатора. Максимальные 
усилие Fmax и механическое напряжение Tjmax, 
которые развивает пьезоактюатор при обоб-
щенном пьезоэффекте при питании от источ-
ника напряжения, равны

 

0 max ;max
0

.max

1
; E

mi ij m miE
ij

E
j ij m mi

S F
F U d s E d

Ss

T s E d

= =
δ

=

Следовательно,

 max max 0/ ; / .E E
j m mi ij m mi ijT E d s F E d S s= =  (17)

Оценим максимальное усилие Fmax  и мак-
симальное механическое напряжение Tjmax, ко-
торые развивает пьезоактюатор при питании 
от источника тока и обобщенном пьезоэффек-
те, с учетом положительной обратной связи по 
усилию из-за прямого пьезоэффекта:

 

0
max

0
max

0

1

1 1 1
;

/

mi E
ij

mi p miT E
mk p ij

S
F U d

s

S
F d S d

S S s

= +
δ

+
δε δ

 (18)
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ij m miT E

mk ij

E
j mi ij m mi

E T
mi mi ij mk

dF
s E d

S s

T k s E d

k d s

⎛ ⎞
⎜ ⎟− =
⎜ ⎟ε⎝ ⎠

− =

= ε

 (19)

где kmi — обобщенный коэффициент электро-
механической связи; для поперечного, про-
дольного и сдвигового пьезоэффектов для пье-
зокерамики марок ЦТС или PZT i = j, m = k,

поэтому E T
mi mi ii mmk d s= ε  — коэффициент 

электромеханической связи.
Следовательно,

 
2

max

2

; (1 ) ;

1 / , 0,

D D E E
j ij m mi ij mi ij s ij

D E
s mi ij ij s

T s E d s k s k s

k k s s k

= = − =

= − = >
 (20)

где ks — коэффициент изменения упругой по-
датливости.

Таким образом,

 
max 0 0

max

/( ) / ;

/ .

E D
m mi ij s m mi ij

D
j m mi ij

F E d S s k E d S s

T E d s

= =

=
 (21)

Для упругих податливостей sij пьезоактюаторов 

справедливо ,E D
ij ij ijs s s> >  причем / 1,2.E D

ij ijs s m  

Соответственно, имеем 0 /( )E E
ij ijC S s l=  — жест-

кость пьезоактюатора с управлением по на-

пряжению, 0 /( )D D
ij ijC S s l=  — жесткость пье-

зоактюатора с управлением по току, причем 
E D
ij ij ijC C C< < , где 0 /( )ij ijC S s l=  — жесткость 

пьезоактюатора [10, 11]. При разомкнутых 
электродах жесткость пьезоактюатора возрас-
тает по сравнению с его жесткостью при зам-
кнутых электродах. Увеличение сопротивле-
ния источника питания и согласующих цепей 
приводит к уменьшению упругой податливо-
сти и увеличению жесткости пьезоактюатора 
для наномехатронных систем.

При управлении пьезоактюатора при обоб-
щенном пьезоэффекте от источника питания 
с конечным сопротивлением источника с уче-
том положительной обратной связи по усилию 
из-за прямого пьезоэффекта получаем макси-
мальное усилие пьезоактюатора
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0
max
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1 1 1
,

/

mi E
ij

mi u miT E
mk p ij

S
F U d

s

S
F d S k dpS S s
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δ

+
δε δ

 (22)

откуда

 
2

max ;

0

1 ,E E Tmi u
ij m mi mi mi ij mkT E

mk ij

d kF
s E d k d s

S s

⎛ ⎞
⎜ ⎟− = = ε
⎜ ⎟ε⎝ ⎠

причем для пьезокерамики марок ЦТС или 

PZT i = j, m = k, поэтому E T
mi mi ii mmk d s= ε  — 

коэффициент электромеханической связи,

 2
,max(1 ) 0 1,E

j mi u ij m mi uT k k s E d k− = m m  (23)

где ku — коэффициент управления от электри-
ческого источника питания.
При управлении пьезоактюатора от источника 
тока имеем 1,u R

k →∞ =  при управлении пьезо-
актюатора от источника напряжения получаем 

0
0,u R

k → =  причем

2 2

2
0

2
0

(1 ) , 1 , 0,

(1 ) 1 ;

1 ; 1,

E E
ij mi u ij s ij s mi u s

mi s RR

s mi sR R

s k k s k s k k k k

k k

k k k

→→∞

→∞ →

= − = = − >

−

= − =

m m  (24)

где ks — коэффициент изменения упругой по-
датливости.

При управлении пьезоактюатора с обоб-
щенным пьезоэффектом от источника питания 
с конечным сопротивлением источника полу-
чаем выражения для положительных обратных 
связей по усилию в структурно-параметриче-
ской модели пьезоактюатора (рис. 2) в виде

 
0

( / )
( ) ( ), 1, 2,u mi

F
k l d

U p F p
Cα α

δ
= α =  (25)

причем при управлении по току от источника 
с бесконечно большим сопротивлением имеем 

1.u R
k →∞ =

После преобразований получаем структур-
но-параметрическую модель электроупругого 
актюатора при управлении по току и переда-
точные функции актюатора. При управлении 
по току получаем систему уравнений для ме-
ханических напряжений в электроупругом ак-
тюаторе при x = 0 и x = l:
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j mD D
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j mD D
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T p D p
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Ξ
= −

Ξ
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 (26)
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и систему уравнений для структурно-параме-
трической модели актюатора для наномеха-
тронных систем при обобщенном пьезоэффек-
те с управлением по току:
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1 1 1

1 2

2
2 2 2

2 1

( ) [1/( )]{ ( ) (1/ )[ ( )

[ /sh( )][ch( ) ( ) ( )]]};
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D
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D
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p M p F p g D p

l l p p

p M p F p g D p

l l p p

Ξ = − + χ −

− γ γ γ Ξ − Ξ

Ξ = − + χ −

− γ γ γ Ξ − Ξ

 (27)

причем 0/ .D D
ij ijs Sχ =

Отсюда при обобщенном пьезоэффекте 
с управлением по току получаем систему
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и матричное уравнение вида

1 11 12 13
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 (29)

где передаточные функции имеют 
вид
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С учетом параметра Ψ = E, D управления и 
обобщенной рабочей длины l = (δ, h, b) элек-
троупругого актюатора для наномехатронных 
систем записываем матричное уравнение в об-
щем виде:
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 (30)

и передаточные функции в общем виде:
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Рис. 2. Параметрическая структурная схема электроупругого актюатора с управ-
лением по напряжению при конечном сопротивлении источника
Fig. 2. Parametric structural scheme of electroelastic actuator with voltage control at 
finite source resistance
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Следовательно, система уравнений для 
струк турно-параметрической модели и струк-
турной схемы (рис. 2) электроупругого актюа-
тора при обобщенном пьезоэффекте имеет вид

2
1 1 1

1 2

2
2 2 2

2 1

( ) [1/( )]{ ( ) (1/ )[ ( )

[ /sh( )][ch( ) ( ) ( )]]};
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Ξ = − + χ Ψ −

− γ γ γ Ξ − Ξ

Ξ = − + χ Ψ −

− γ γ γ Ξ − Ξ

(31)

причем 0 .ij ijs SΨ Ψχ =
Для учета влияния скорости электроупру-

гого актюатора для наномехатронных систем 
при обобщенном пьезоэфекте за счет возник-
новения противоэлектродвижущей силы из-за 
прямого пьезоэффекта структурно-параметри-
ческую модель и параметрическую структур-
ную схему (рис. 2) актюатора дополняем от-
рицательными обратными связями

 0( ) ( ), 1, 2.mi

ij

d S R
U p p

s αΞα = Ξ α =
δ

� �  (32)

Из выражений (31) получаем для наномеха-
тронных систем передаточные функции элек-
троупругого актюатора, закрепленного одним 
торцом, в диапазоне частот 0 < ω < 0,01cΨ/l при 
M2/m . 1, инерционной нагрузке и управле-
нию по напряжению или току в виде
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T M s l S M C

C S s l m M

Ψ Ψ Ψ

Ψ Ψ Ψ
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где , ,E D
ij ij ijT T TΨ =  , ,E D

ij ij ij
Ψ

ξ = ξ ξ  , ,E D
ij ij ijC C CΨ =  

,E D
ij ij ijs s sΨ =  — постоянная времени, коэффи-

циент затухания, жесткость и упругая подат-
ливость актюатора в соответствии с Ψ = E, 
D — параметром управления, где E — напря-
женность электрического поля; D — электри-
ческая индукция.

Соответственно, при управлении электроу-
пругого актюатора, закрепленного одним тор-
цом, при обобщенном пьезоэфекте и питании 
от источника напряжения с конечным сопро-
тивлением источника записываем для учета 
изменения упругой податливости и жесткости 
актюатора выражениe для положительной об-
ратной связи по усилию в виде

 2
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( / )
( ) ( ),u mi

F
k l d

U p F p
C

δ
=  (36)

причем при управлении актюатором по току 
от источника тока с бесконечно большим со-
противлением имеем 1u R

k →∞ = , при управле-
нии актюатором по напряжению от источника 
напряжения при нулевом сопротивлении ис-
точника получаем 

0
0u R

k → = .
Для учета противоэлектродвижущей силы 

из-за прямого пьезоэффекта структурно-па-
раметрическую модель и параметрическую 
структурную схему электроупругого актюато-
ра, закрепленного одним торцом, для нано-
мехатронных систем при обобщенном пьезо-
эфекте и питании от источника напряжения 
с конечным сопротивлением источника до-
полняем отрицательной обратной связью

 0
2( ) ( ).mi

ij

d S R
U p p

sΞ = Ξ
δ

� �  (37)

Рассмотрим для наномехатронных систем 
параметрические структурные схемы с рас-
пределенными и с сосредоточенными параме-
трами электроупругого актюатора, закреплен-
ного одним торцом при упругоинерционной 
нагрузке, с управлением по напряжению при 
конечном сопротивлении источника. Из выра-
жений (13) и (15) для электроупругого актю-
атора с одним жестко закрепленным торцом 
при упруго-инерционной нагрузке при M1 → ∞
получаем его параметрическую структурную 
схему с распределенными параметрами, по-
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казанную  на рис. 3, а. После структурных 
преобразований исходной схемы на рис. 3, а 
с положительной обратной связью по усилию 
получаем преобразованную структурную схе-
му актюатора на рис. 3, б с упругой податливо-
стью 2(1 ) .E

ij mi u ijs k k s= −
После замены гиперболического котангенса 

двумя членами степенного ряда и использова-

ния в схеме (рис. 3, б) коэффи-
циента kd прямого электроупру-
гого эффекта и коэффициента kr
обратного электроупругого эф-
фекта

 0mi
d r

ij

d S
k k

s
= =

δ
 (38)

получаем параметрическую струк-
турную схему с сосредоточенными 
параметрами электроупругого ак-
тюатора с одним жестко закреп-
ленным торцом при упруго-инер-
ционной нагрузке при M1 → ∞ 
(рис. 4).

Следовательно, для наномеха-
тронных систем получаем пара-
метрическую структурную схему 
с сосредоточенными параметрами 
электроупругого актюатора с за-
крепленным одним торцом при 
упруго-инерционной нагрузке, по-
казанную на рис. 5, а. Из данной 
структурной схемы с сосредото-
ченными параметрами для элек-
троупругого актюатора с учетом 
противоэлектродвижущей силы 
при упруго-инерционной нагрузке 
находим передаточную функцию 
актюатора в виде
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 (39)

где Cij = S0/(sijl) — жесткость актюатора, при-

чем ,E D
ij ij ijC C C< <  kv — коэффициент демпфи-

рования электроупругого актюатора.
Из соотношения (39) в статическом режиме 

работы электроупругого актюатора при упру-
гоинерционной нагрузке (рис. 5, а) получа-
ем выражение установившегося перемещения 
торца актюатора в виде

 0
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( / )
.

1 /
mi

e ij

d l u
C C

δ
ξ =

+
 (40)

После преобразования выражения (38) при 

r d vRk k kn  или 2
r vRk kn  получаем переда-

Рис. 4. Параметрическая структурная схема с сосредоточен-
ными параметрами электроупругого актюатора c закрепленным 
одним торцом при упруго-инерционной нагрузке, с управлени-
ем по напряжению при конечном сопротивлении источника
Fig. 4. Parametric structural scheme with lumped parameters of 
electroe lastic actuator, fixed at one end, with an elastic-inertial 
load, with voltage control at finite source resistanc

Рис. 3. Параметрическая структурная схема с распределенными параметрами элек-
троупругого актюатора c закрепленным одним торцом при упруго-инерционной на-
грузке, с управлением по напряжению при конечном сопротивлении источника:
а — исходная структурная схема; б — преобразованная структурная схема
Fig. 3. Parametric structural scheme with distributed parameters of electroelastic ac-
tuator, fixed at one end, with elastic-inertial load, with voltage control at finite source 
resistance:
a — initial structural scheme; б — transformed structural diagram
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точную функцию электроупругого актюатора 
в виде
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Для структурной схемы электроупругого 
актюатора (рис. 5, б) для наномехатронных си-
стем при R = 0 определяем следующее выра-
жение для передаточной функции актюатора:
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откуда после преобразований получаем пере-
даточную функцию актюатора в виде

 

2

2 2

( )
( )

( )

( / )
;

(1 / )( 2 1)
mi

E
e ij t t t

p
W p

U p

d l

C C T p T p

Ξ
= =

δ
=

+ + ξ +

 (43)

2 /( );E
t ij eT M C C= +

2/(2( ) ( ));E E
t v ij e ij ek C C M C Cξ = + +

0 /( ) 1/( ).E E E
ij ij ijC S s l l= = χ

Следовательно, передаточная функция пьезо-
актюатора при поперечном пьезоэффекте и 
управлении по напряжению при R = 0 имеет вид
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где Ξ2(p), U(p) — преобразования Лапласа пе-
ремещения торца и напряжения на обкладках 
пьезоактюатора; δ — толщина; h — высота 
пьезоактюатора; Tt, ξt — постоянная времени и 
коэффициент затухания пьезоактюатора.

Из соотношения (43), используя обратное 
преобразование Лапласа, получаем выражение 
переходной характеристики пьезоактюатора 
при поперечном пьезоэффекте и управлении 
по напряжению
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где ξ0 — установившееся перемещение; u0 — 
амплитуда напряжения.

Для пьезоактюатора из пьезокерамики 
марки ЦТС при поперечном пьезоэффекте и 
управлении по напряжению с одним жестко 
закрепленным торцом при упругоинерцион-
ной нагрузке для M1 → ∞, m n M2 и ступенча-
том входном напряжении амплитудой u0 = 25 В 
при d31 = 2•10–10 м/В, h/δ = 20, M2 = 1 кг,

11
EC  = 2•107 Н/м, Ce = 0,5•107 Н/м получаем

ξ0 = 80 нм, Tt = 0,2•10–3 с.

Заключение

В работе определены структурно-параме-
трические модель и параметрическая структур-
ная схема электроупругого актюатора для на-
номехатронных систем при обобщенном пье-
зоэффекте с учетом противоэлектродвижущей 
силы из-за прямого пьезоэффекта. Получены 

Рис. 5. Структурная схема с сосредоточенными параметрами 
электроупругого актюатора c закрепленным одним торцом при 
упруго-инерционной нагрузке, с управлением по напряжению:
а — при конечном сопротивлении источника; б — при нуле-
вом сопротивлении источника
Fig. 5. Parametric structural scheme with lumped parameters of 
electroelastic actuator fixed at one end, with elastic-inertial load, 
with voltage control:
а — at finite source resistance; б — at zero source resistance
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структурно-параметрические модели электро-
упругих актюаторов для наномехатронных си-
стем при поперечном, продольном, сдвиговом 
и обобщенном пьезоэффектах, управлении по 
напряжению или току.

Структурно-параметрические модели и па-
раметрические структурные схемы с обратны-
ми связями для электроупругих актюаторов 
для наномехатронных систем наглядно ото-
бражают преобразование электрической энер-
гии в механическую энергию актюатора. В за-
висимости от вида управления актюатора по 
напряжению или току показано изменение его 
структурно-параметрической модели и пара-
метрической структурной схемы.

Определены максимальные усилия и механи-
ческие напряжения, которые развивает пьезо-
актюатор для наномехатронных систем при по-
перечном, продольном, сдвиговом, обобщенном 
пьезоэффектах. Найдены упругие податливости 
и жесткости пьезоактюатора при поперечном, 
продольном, сдвиговом и обобщенном пьезо-
эффектах в зависимости от вида управления 
в наномехатронной системе по напряжению или 
току. Получены передаточные функции пьезо-
актюаторов при поперечном, продольном, сдви-
говом и обобщенном пьезоэффектах, управле-
нии по напряжению или току.
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Abstract

The parametric structural schemes, structural-the parametric models and the transfer functions of the electroelastic 
actuators for the nanomechatronics systems are obtained. The transfer functions of the piezoactuator are determined under 
the generalized piezoelectric effect. The changes in the elastic compliance and the stiffness of the piezoactuator are found, 
taking into account the type of control. The decision wave equation and the structural-parametric models of the elec-
troelastic actuators are obtained. Effects of the geometric and physical parameters of the electroelastic actuators and the 
external load on its static and dynamic characteristics are determined. The parameteric structural schemes for the electro-
elastic actuators for the nanomechatronics systems are obtained. The transfer functions are determined. For calculation of 
the automatic control systems for the nanometric movements with the electroelastic actuators are obtained the parametric 
structural schemes and the transfer functions of actuators. Static and dynamic characteristics of the electroelastic actuators 
are determined. The application of electroelastic actuators solves problems of the precise matching in microelectronics and 
nanotechnology, compensation of temperature and gravitational deformations, atmospheric turbulence by wave front cor-
rection. By solving the wave equation with allowance for the corresponding equations of the piezoelectric effect, the bound-
ary conditions on loaded working surfaces of the electroelastic actuator, the strains along the coordinate axes, it is possible 
to construct the structural parametric model of the actuator. The transfer functions and the parametric structural schemes 
of the electroelastic actuator are obtained from the equations describing the corresponding structural parametric models 
and taking into account the opposed electromotive force of the electroelastic actuator for the nanomechatronics systems.

Keywords: parametric structural scheme, electroelastic actuator, piezoactuator, structural-parametric model, transfer function



229Мехатроника, автоматизация, управление, Том 20, № 4, 2019

For citation: 

Afonin S. M. Structural Schemes and Structural-Parametric 
Models of Electroelastic Actuators for Nanomechanics Systems, 
Mekhatronika, Avtomatizatsia, Upravlenie, 2019, vol. 20, no. 4,
pp. 219—229.

DOI: 10.17587/mau.20.219-229

References

 1. Schultz J., Ueda J., Asada H. Cellular Actuators, Oxford, 
Butterworth-Heinemann Publisher, 2017, 382 p.

 2. Cady W. G. Piezoelectricity: An introduction to the theory 
and applications of electromechancial phenomena in crystals, New 
York, London, McGraw-Hill Book Company, 1946, 806 p.

 3. Afonin S. M. Structural-parametric model and transfer 
functions of electroelastic actuator for nano- and microdisplace-
ment, Chapter 9, Parinov I. A. ed., Piezoelectrics and Nanomateri-
als: Fundamentals, Developments and Applications, New York, Nova 
Science Publisher, 2015, pp. 225—242.

 4. Nikolsky A. A. Tochnye dvuhkanal’nye sledjashhie jelektro-
privody s p’ezokompensatorami (Precise two-channel servo drives 
with piezocompensators), Moscow, Energoatomizdat, 1988, 160 p. 
(in Russian).

 5. Panich A. E. P’ezokeramicheskie aktjuatory (Piezoceramic 
actuators.), Rostov-on-Don, Southern Federal University, 2008, 
159 p. (in Russian).

 6. Afonin S. M. Structural parametric model of a piezoelec-
tric nanodisplacement transduser, Doklady physics, New York, Ple-
iades publishing, Inc., Springer, 2008. vol. 53, no. 3, pp. 137—143.

 7. Afonin S. M. Reshenie matrichnyh uravnenij v zadachah 
jelektrourugosti dlja mnogoslojnyh aktjuatorov nanoperemeshhenij 
(The solution of matrix equations in problems of electroelasticity 
for a multilayer actuators nanodisplacement), Mehatronika, Avto-
matizacija, Upravlenie, 2010, no. 8, pp. 39—45 (in Russian).

 8. Mason W. ed. Physical acoustics: Principles and methods, 
vol. 1, part A. Methods and devices, New York, Academic Press, 
1964, 515 p.

 9. Polyanin A. D. Spravochnik po lineynym uravneniyam 
matematicheskoy fiziki (Handbook of linear partial differential 
equations), Moscow, Fizmatlit, 2001, 576 p. (in Russian).

 10. Afonin S. M. A structural-parametric model of electroelas-
tic actuator for nano- and microdisplacement of mechatronic sys-
tem, Chapter 8, Bartul Z., Trenor J. ed., Advances in Nanotechnol-
ogy, vol. 19, New York, Nova Science Publisher, 2017, pp. 259—284.

 11. Afonin S. M. Parametricheskie strukturnye shemy p’ezo ak-
tjuatorov nano- i mikroperemeshhenij pri prodol’nom p’ezojeffekte (Para-
metric structural schemes of piezoactuators of nano- and mic rometric 
movements at a longitudinal piezoeffect), Mehatronika, Avtomatizacija, 
Upravlenie, 2017, vol. 18, no. 2. pp. 112—121 (in Russian).

 12. Afonin S. M. Multidimensional structural parametric 
model and block diagram of multilayer electro- magneto- elastic 
actuator of nano and micro displacements, Journal of computer and 
systems sciences international, 2014, vol. 53, no. 2, pp. 239—255.

17—19 июня 2019 года в Москве состоится

XIII Всероссийское совещание
по проблемам управления,

посвященное 80-летию Института проблем управления
имени В. А. Трапезникова РАН

Сопредседатели программного комитета:
академик РАН Е. А. Микрин и член-корреспондент РАН Д. А. Новиков

Цели Совещания
 � ознакомить участников с последними достижениями науки и практики управления по разным направлениям ис-

следований и практических разработок;
 � выявить основные тенденции и связи между различными направлениями науки об управлении, обсудить сценар-

ные прогнозы их развития;
 � выявить в процессе дискуссий проблемы и наиболее перспективные направления теории управления;
 � содействовать упрочению связей между представителями различных академических и отраслевых научных цен-

тров, вузовской науки и реального сектора экономики;
 � обсудить проблемы образования в области управления и задачи, которые ставит перед теорией управления со-

временная практика.

Направления работы Совещания:
 � Теория систем управления
 � Управление подвижными объектами и навигация
 � Интеллектуальные системы в управлении
 � Управление в промышленности и логистике
 � Управление системами междисциплинарной природы
 � Средства измерения, вычислений и контроля в управлении
 � Системный анализ и принятие решений в задачах управления
 � Информационные технологии в управлении
 � Проблемы образования в области управления: современное содержание и технологии обучения

Подробная информация о Совещании находится на сайте
http://vspu2019.ipu.ru



230 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 20, № 4, 2019

УДК 531.36 DOI: 10.17587/mau.20.230-235

М. В. Ишханян, канд. физ.-мат. наук, доц., m.ishkhanyan@miit-ief.ru,
Федеральное государственное бюджетное образовательное учреждение высшего образования

"Российский университет транспорта (МИИТ)", г. Москва

Моделирование динамики колесного буера,
использующего для перемещения эффект Магнуса

Введение

В последнее время большую актуальность 
приобретают виды транспорта, использующие 
экологически чистую энергию. Одним из та-
ких видов транспорта является ветромобиль. 
Сама идея использования ветра в качестве 
движущей силы на суше не нова. Первыми 
прототипами ветромобиля были буеры. В Рос-
сии они появились еще в XVIII веке и приме-
нялись в промысловых целях, затем, в период 
Второй мировой войны, буеры использовались 
как средства транспорта, разведки и связи [1]. 
В последнее время возникло новое востребо-
ванное направление применения буера — в за-
дачах робототехники [2—4]. На современном 
этапе ветромобили рассматриваются как кон-
цептуальное средство доставки груза в райо-
нах с регулярными ветрами.

При конструировании ветромобиля сейчас 
особое внимание уделяют турбопарусам, глав-
ной конструктивной особенностью которых 
является тот факт, что всегда можно получить 
движущую силу в нужном направлении, неза-
висимо от направления скорости ветра. Впер-
вые идея замены паруса на ротор появилась 
в начале XX века, когда ученые предложили 
использовать эффект Магнуса для приведения 
в движение кораблей [5]. Суть данного эффекта 
состоит в том, что при движении воздуха через 
вращающееся тело создается боковое усилие.

Так, в 1922 г. Антон Флеттнер, доказав на 
практике возможность использования боковой 
силы, возникающей в результате эффекта Маг-
нуса, получил немецкий патент на "роторное 
судно" и переоборудовал трехмачтовик "Букау" 
в роторный корабль [6]. Несмотря на успешное 
начало, роторные корабли не получили разви-
тия и надолго были забыты.

Продолжением идеи роторного судна Флетт-
нера стал модифицированный Жак-Ивом Ку-
сто турбопарус. Известный исследователь и 
борец за экологически чистые средства пере-
движения в апреле 1985 г. спустил на воду суд-
но "Алкиона", оборудованное запатентованны-
ми турбопарусами, в работе которых также ис-
пользовался эффект Магнуса.

В последнее время наблюдается новая волна 
интереса к использованию силы Магнуса для 
движения транспортных средств и для выра-
ботки электроэнергии [7—9]. Ветрогенераторы 
оснащаются специальными вращающимися 
элементами (обычно их несколько), создающи-
ми силу Магнуса, и таким образом формиру-
ется крутящий момент, вращающий главный 
вал турбины. Такие механизмы можно разде-
лить на два класса: 1) каждый из вращающих-
ся элементов приводится в движение двигате-
лем (в этом случае двигатель расходует часть 
энергии, вырабатываемой вращением главного 
вала); 2) самовращение элементов индуцирует-
ся действием ветрового потока. Лучшим при-

Рассматривается движение ветрового транспортного средства (буера), движущегося под углом к ветру. По-
добные аппараты могут представлять интерес для организации перевозок на больших открытых пространствах, 
где имеется доступ к свободному ветру. В работе построена математическая модель буера с закрепленным на нем 
ротором Савониуса. Ротор Савониуса представляет собой ветротурбину, ось вращения которой перпендикулярна 
направлению ветра. При вращении ротора Савониуса формируется сила Магнуса, которая приводит в движение 
буер. Для описания аэродинамических сил и моментов, действующих на систему, используется квазистационарный 
подход, при этом коэффициенты сил и моментов аппроксимируются на основе экспериментальных данных. Движение 
корпуса буера предполагается прямолинейным. Уравнения модели представлены в виде динамической системы вто-
рого порядка. Получены условия существования стационарных режимов движения динамической системы, доказана 
их устойчивость. Описана зависимость скорости стационарного движения от угла, образуемого вектором скорости 
корпуса и направлением ветра.
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мером второго типа вращающихся элементов 
является ротор Савониуса [10].

Ротор Савониуса представляет собой ве-
тротурбину, ось вращения которой перпенди-
кулярна направлению ветра. В классическом 
варианте, предложенном Сигурдом Савони-
усом, турбина состоит из двух одинаковых 
полуцилиндрических лопастей, прикреплен-
ных к общей оси, параллельной образующим 
цилиндра. Характерной особенностью ротора 
Савониуса является то, что несмотря на срав-
нительную невысокую вырабатываемую мощ-
ность, создаваемый ротором крутящий момент 
достаточно велик, что позволяет эффективно 
использовать его в качестве силового привода. 
Этим объясняется интерес к разработке и ис-
следованию систем, использующих ротор Са-
вониуса и его модификации [11—15].

В настоящем исследовании модель буера [16] 
расширена до системы, в которой парус заме-
няется на ротор Савониуса, и рассматривается 
движение ветрового транспортного средства, 
движущегося под углом к ветру. Получены ус-
ловия существования стационарных режимов 
движения и исследована их устойчивость.

1. Описание механической системы

Рассмотрим буер с закрепленным на нем ро-
тором Савониуса (рис. 1). Буер находится в ста-
ционарном потоке воздуха, имеющем скорость V.
Устройство состоит из тележки массой m, ко-
торая может совершать прямолинейное посту-
пательное движение с переменной скоростью, и 
ротора Савониуса (S-ротора), прикрепленного 
к тележке (массой колес тележки пренебрегаем). 
Пусть тележка движется вдоль оси Оz, причем 
вектор скорости воздушного потока V составля-
ет угол ϕ с данной осью. Ротор Савониуса, уста-

новленный на тележке, может совершать вра-
щательные движения вокруг вертикальной оси 
Оx. Обозначим J — момент инерции S-ротора 
относительно оси Ox. Рассматриваемая система 
имеет две степени свободы. Пусть U — мгно-
венная скорость движения центра масс тележ-
ки, Ωx — угловая скорость вращения S-ротора 
вокруг оси Ox. Тогда текущее кинематическое 
состояние буера полностью описывается значе-
ниями переменных U и Ωx.

Будем считать, что аэродинамическое воз-
действие на S-ротор описывается аэродина-
мическим моментом Tx относительно оси Ох 
и силами D и L, приложенными в некоторой 
точке С (центре давления), лежащей на оси Ox. 
Здесь D — сила лобового сопротивления, на-
правленная противоположно вектору воздуш-
ной скорости VC точки C; L — боковая сила, 
включающая в себя силу Магнуса; вектор L 
направлен ортогонально вектору воздушной 
скорости точки C. Аэродинамическое воздей-
ствие на ротор описывается на базе квазиста-
ционарного подхода, предполагающего зави-
симость аэродинамических сил и моментов от 
мгновенной воздушной скорости центра дав-
ления [17—19]. Аэродинамическим воздействи-
ем на корпус тележки пренебрегаем.

Уравнения движения системы в форме 
уравнений Лагранжа второго рода имеют сле-
дующий вид:
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воздуха; S — характерная площадь S-ротора; 
b — радиус S-ротора.

Функции CT(λ), CL(λ), CD(λ) — безразмер-
ные коэффициенты момента Tx, силы D ло-
бового сопротивления и боковой силы L со-
ответственно. Данные функции строятся по 
результатам экспериментов. В настоящей ра-
боте эти функции интерполированы по экспе-
риментальным данным для ротора Савониуса 
[20], получены следующие зависимости:

Рис. 1. Схема буера и аэродинамические силы
Fig. 1. The scheme of the land boat and aerodynamic forces
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Далее, проводя процедуру обезразмерива-

ния, получаем уравнения движения в следую-
щем виде:
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Здесь точка обозначает производную по 
безразмерному времени τ = 0,5ρSb2Vt/J; пере-
менные ωx = bΩx/V, u = U/V — безразмерные 
угловая скорость S-ротора и мгновенная ско-
рость тележки соответственно.

Установившемуся режиму движения буера 
соответствует устойчивая неподвижная точка 
уравнений (1).

Неподвижная точка * *( ; )x uω  системы (1) 
удовлетворяет следующей системе алгебраиче-
ских уравнений:
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Здесь значение λ = λ0, соот-
ветствующее стационарному 
движению системы, определя-
ется корнем функции CT(λ).

Из второго уравнения си-
стемы (2) получаем единствен-
ное значение скорости u, обе-
спечивающее существование 
неподвижной точки с задан-
ным λ0:

 * 0 0

0

( ) cos ( ) sin
.

( )
D L

D

C C
u

C
λ ϕ + λ ϕ

=
λ

На рис. 3 представлены зна-
чения скорости u* в зависи-
мости от различных значений 
угла ϕ.

Рис. 2. Графики аэродинамических коэффициентов CT(l), CL(l), CD(l) для ротора Савониуса
Fig. 2. Aerodynamic coefficients CT(l), CL(l), CD(l) for the Savonius rotor

Рис. 3. График стационарной безразмерной скорости буера u в зависимости от 
значений угла j
Fig. 3. Dimensionless steady speed u of the land boat depending on the angle j
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Устойчивость стационарных режимов 
движения системы

В случае, когда система (2) имеет решение, 
достаточные условия асимптотической устой-
чивости неподвижной точки выглядят следу-
ющим образом (получены с использованием 
критерия Гурвица):
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Если или Δ1 < 0, или Δ2 < 0, то соответству-
ющая неподвижная точка неустойчива.

Из качественных свойств аэродинамиче-
ских коэффициентов следует, что 0( ) 0,TC ′ λ <  

0( ) 0,LC ′ λ >  0( ) 0,DC ′ λ >  0( ) 0.DC λ >  Принимая 
во внимание, что на стационарном режиме 

0 0
* ( )( cos ) sin( ) ,D Lu C C− λ=λϕ ϕ  выражение Δ2 

можно записать в следующем виде:
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Таким образом, Δ2 > 0 при ϕ ≠ 0 и ϕ ≠ π; Δ2 = 0
при ϕ = 0 и ϕ = π.

Рассмотрим выражение Δ1. Аналогично, 
принимая во внимание, что (u* – cosϕ)CD(λ0) =
= CL(λ0)sinϕ, получаем
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В случае если 0 0 0( ) ( ) ,D DC C ′λ > λ λ  получаем, 
что Δ1 > 0. В силу качественных свойств функ-
ции CD(λ) выполнены следующие неравенства: 
CD(0) > 0, и величина 0( )DC ′ λ  меньше, чем 
среднее (по λ) значение производной dCD(λ)/dλ
на интервале λ ∈ (0, λ0). Из этого, в частно-
сти, следует, что выполнено неравенство: 

0 0 0 0 0( ) (0) ( ) ( ).D D D DC C C C′ ′λ > + λ λ > λ λ  Следова-
тельно, Δ1 > 0 при ϕ ≠ 0 и ϕ ≠ π; Δ1 = 0 при
ϕ = 0 и ϕ = π.

Таким образом, неподвижная точка систе-
мы (1) асимптотически устойчива при ϕ ≠ 0 и 
ϕ ≠ π.

Рассмотрев систему (1) при ϕ = π, легко по-
казать, что стационарное движение также яв-
ляется асимптотически устойчивым.

3. Обсуждение результатов

Остановимся более подробно на графике за-
висимости u(ϕ) (рис. 3). Видно, что когда ско-
рость буера u образует с направлением ветра 
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штаг полный), буер не может начать движение, 
при этом ротор будет вращаться с угловой ско-

ростью *
0.xω = λ  При любом значении угла

0 < ϕ < ϕ1 и ϕ2 < ϕ < 2π тележка на стационар-
ном режиме движется вправо вдоль оси z, при 
ϕ1 < ϕ < ϕ2 — влево. Максимальная скорость 
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3
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буер на стационарном режиме движется со ско-
ростью в 1,5 раза больше, чем скорость ветра.

Особым является случай ϕ = 0 (курс левен-
тик), при котором скорость ветра направле-
на вдоль линии движения тележки. В данном 
случае скорость тележки u = 1 и выбранная 
модель аэродинамических сил и моментов не 
применима. Однако из более общих сообра-
жений понятно, что ротор (даже если он вра-
щался) остановится: присутствует тормозящий 
аэродинамический момент. Невращающийся 
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ротор будет играть роль паруса. Таким обра-
зом, следует ожидать, что в том случае, если 
скорость ветра параллельна прямой, вдоль ко-
торой может двигаться буер, то система выйдет 
на режим, в котором буер едет по ветру со ско-
ростью, примерно равной скорости ветра (по-
тери на трение мы не учитываем), а ротор не 
вращается.

Следует отметить, что полученная макси-
мальная скорость стационарного движения 
тележки, оснащенной S-ротором, оказалась 
ниже, чем для классического парусного бу-
ера [2, 16]. Однако при использовании рото-
ра Савониуса можно ожидать более широкий 
диапазон рабочих скоростей ветра, поскольку 
известным преимуществом таких роторов яв-
ляется возможность эффективного функцио-
нирования при скорости ветра от 2 м/с.

Заключение

В работе проведено исследование матема-
тической модели буера с ротором Савониуса. 
Получены стационарные режимы движения 
динамической системы, доказана их устойчи-
вость. Описана зависимость скорости стацио-
нарного движения от угла, образуемого векто-
ром скорости корпуса и направлением ветра. 
В частности, показано, что при движении по 
прямой максимальная скорость буера будет до-
стигаться на курсе бейдевинд крутой, что со-
ответствует рекомендациям выставления пару-
са, известным в морской навигации [1].
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Abstract

The motion of a wind powered land boat is studied. It is supposed that the land boat moves along a straight line in 
a steady horizontal wind flow. The axis of rotation of the Savonius rotor is vertical. The rotation of the Savonius rotors 
induces the Magnus force that maintains the motion of the load boat. Such vehicles can be used to perform transportation 
in large open areas, where there is an access to free wind. In this paper, the mathematical model of the land boat driven by 
the Savonius rotor is constructed. The quasi-steady approach is used to describe the aerodynamic action upon the system. 
Corresponding aerodynamic coefficients are approximated basing on experimental data. The angle between the wind veloc-
ity and the velocity of the boat is a varied parameter of the model. The equations of the model are presented as a dynamic 
system of the second order. The conditions of existence and stability of stationary modes of the dynamic system motion are 
obtained. It is described how the boat speed at steady motion depends upon the angle formed by the velocity of the boat 
and direction of the wind. In particular, it is shown that the maximum of the boat speed is achieved on the close-hauled 
course, that corresponds to the recommendations of the sail settings known in sea navigation.
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Исследование вопросов управления ориентацией
колесного прыгающего робота в полете1

Введение

Прыгающие  роботы представляют собой 
особый класс механизмов, предназначенных 
для движения по неровной и пересеченной 
местности с препятствиями, где роботы других 
типов (колесные, гусеничные, шагающие, пол-
зающие) перемещаться не могут или же могут 
двигаться с очень малыми скоростями в обход 
препятствий, что нерационально. Однако к не-
достаткам данных устройств можно отнести тот 
факт, что полет большинства из них является 
неуправляемым, его характеристики (высота 
и дальность прыжка, а также ориентация ро-
бота в полете) зависят от направления вектора 
скорости отрыва устройства от поверхности и 
значения скорости, а также от наличия угловой 
скорости при отрыве, что приводит к нежела-
тельному вращению робота в полете и его опро-
кидыванию при приземлении [1—3].

В ряде роботов для решения задачи управ-
ления полетом используются относительные 

1Работа выполнена в рамках проекта РФФИ № 18-31-00075.

движения звеньев в полете для изменения по-
ложения центра масс объекта и создания мо-
ментов, препятствующих повороту робота [4, 
5]. Другой вариант предотвращения закручи-
вания устройства — раскрытие в полете кры-
льев и переход в режим планирования [6, 7].

В данной работе рассматривается управле-
ние ориентацией прыгающего робота во время 
полета в целях обеспечения его приземления 
на требуемую поверхность без опрокидыва-
ния. Для этого конструкция робота оснащена 
колесной платформой, вращение колес кото-
рой не будет приводить к изменению положе-
ния центра масс устройства, а будет обеспе-
чивать поворот устройства в полете на требуе-
мый угол для одновременного приземления на 
передние и задние колеса.

Математическая модель прыгающего робота

Расчетная схема робота

Будем рассматривать прыгающего робота, 
расчетная схема которого приведена на рис. 1. 

Работа посвящена исследованию поведения в полете прыгающего робота, состоящего из корпуса, оснащенного ко-
лесной платформой, и разгонного модуля, установленного внутри корпуса и позволяющего устройству разгоняться под 
заданным углом к горизонту до необходимой скорости отрыва от поверхности. Целью проводимого в рамках работы 
исследования является разработка системы управления колесами устройства, обеспечивающей их вращение в полете 
для достижения роботом к моменту приземления заданной ориентации, позволяющей ему приземлиться одновременно 
на передние и задние колеса без опрокидывания. Рассматривается отрыв и приземление на опорную поверхность, описы-
ваемую кусочно-линейной функцией, определенной на двух интервалах. На каждом из интервалов эта функция может 
быть горизонтальной или наклонной. В работе выделены четыре типа поверхностей в зависимости от диапазонов углов 
их наклона к горизонту; еще одним варьируемым критерием выступает расположение упомянутых выше интервалов — 
расстояние, на котором линейные поверхности приземления и посадки "сшиваются" (соединяются) между собой. Для 
проведения исследований разработана кинематическая модель прыгающего робота и динамическая модель его полета, 
а также предложена система управления, обеспечивающая построение траекторий полета робота в конфигурацион-
ном пространстве для осуществления приземления в заданное конечное положение с некоторой точностью и требуемой 
точностью и заданной ориентацией. Данная проблема решается средствами численной оптимизации и сформулирована 
как задача квадратичного программирования. В результате численного моделирования установлено влияние трех пара-
метров поверхностей (двух углов наклона и расстояния "сшивки") на время полета робота, угловые скорости вращения 
колес и обеспечивающие их управляющие моменты приводов при использовании предложенного подхода к управлению 
устройством. Также выявлено влияние ранее указанных параметров на максимальные и минимальные значения угловых 
скоростей колес и моментов приводов, достигаемые в процессе движения робота, что может быть использовано при 
проектировании опытного образца прыгающего робота для задания требований к приводам колесной платформы.

Ключевые слова: колесный прыгающий робот, управляемый полет, управление ориентацией, типы поверхностей
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Устройство состоит из корпуса (зве-
но 4), оснащенного колесной плат-
формой (звенья 5 и 6) и разгонным 
модулем (звенья 1—3) [8, 9].

Колесная платформа позволяет 
роботу позиционироваться перед 
препятствиями для осуществле-
ния прыжков. Она включает в себя 
четыре колеса (на рис. 1 показа-
ны только два из них), которые 
установлены в шарнирах 10 и 11
с возможностью вращения с угло-
выми скоростями 5ϕ�  и 6ϕ�  отно-
сительно корпуса за счет моментов 
M45 и M46, генерируемых привода-
ми. Разгонный модуль обеспечи-
вает разгон устройства и его отрыв 
от поверхности с начальной скоро-
стью 0

Сυ , направленной под углом 
0
Сθ  к горизонту. Данный модуль 

образован тремя звеньями, два из 
них (звенья 2 и 3) образуют поступательную 
пару 8, за счет силы F23 которой осуществляет-
ся непосредственно разгон робота, а два других 
(звенья 1 и 2) образуют вращательную пару 7, 
посредством момента M21 которой звено 1 по-
ворачивается для увеличения площади контак-
та с поверхностью при разгоне и повышения 
устойчивости робота до отрыва от поверхности. 
Разгонный модуль установлен в корпусе с воз-
можностью поворота с помощью момента M43 
привода, расположенного в шарнире 9. Отме-
тим, что на рис. 1 показаны только те моменты 
и силы, которые действуют на звенья устрой-
ства во время полета.

Прыжок робота происходит в вертикальной 
плоскости Оху, ось Оу которой направлена про-
тивоположно действию гравитационного поля. 
Для разработки математической модели робота 
введем следующие допущения. Будем считать, 
что все звенья являются абсолютно твердыми 
телами, звенья разгонного модуля — стержни 
с длинами li, корпус — прямоугольник с разме-
рами l4 Ѕ h4, а колеса — диски с радиусом R. Все 
звенья имеют массу mi, центры масс — точки 
Ci — являются одновременно центрами симме-
трии звеньев, причем массы звеньев разгонного 
модуля существенно меньше, чем массы корпу-
са и колес, так как эти звенья не испытывают 
ударных нагрузок во время разгона и призем-
ления. Углы поворота ϕi всех звеньев отсчиты-
ваются против часовой стрелки относительно 
оси Ох, длина поступательной пары 8 — k23 — 

возрастает по мере ее удлинения. Обобщенны-
ми координатами являются координаты центра 
масс корпуса робота, углы поворота корпуса, 
звеньев разгонного модуля и колес, а также 
длина поступательной пары:

 ( )т
4 4 1 2 4 5 236 .C Cx y k= ϕ ϕ ϕ ϕ ϕq

Модель полета робота во время прыжка

Прыжок робота состоит из четырех фаз: по-
зиционирование, разгон, полет и приземле-
ние, что детально описано в работе [10]. Здесь 
ограничимся рассмотрением поведения робота 
только во время полета, который начинается 
в момент отрыва устройства от поверхности, 
а завершается в момент начала взаимодействия 
колес с поверхностью. Во время полета раз-
гонный модуль поворачивается относительно 
корпуса за счет момента M43 и размещается 
внутри него таким образом, что его звенья не 
контактируют с поверхностью при приземле-
нии (рис. 1). Звенья 1 и 2, 2 и 3 этого модуля 
зафиксированы друг относительно друга. Для 
управления ориентацией робота в полете в це-
лях его одновременного приземления на пе-
редние и задние колеса используется вращение 
колес с помощью моментов M45  и M46. Помимо 
этого, в центрах масс звеньев робота приложе-
ны силы тяжести mig, i = 1...6, а в центре масс 
робота — точке С — аэродинамические силы: 
сила лобового сопротивления XA и аэродина-

Рис. 1. Расчетная схема прыгающего робота в полете
Fig. 1. Diagram of the jumping robot in the flight phase



238 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 20, № 4, 2019

мическая подъемная сила YA, также действует 
аэродинамический момент Mz [11].

С учетом накладываемых на устройство 
связей вектор обобщенных координат в полете 
записывается следующим образом:

 ( )т
4 4 2 4 5 6, , , , , .C Cx y= ϕ ϕ ϕ ϕq

Систему дифференциальных уравнений 
движения колесного прыгающего робота мож-
но представить в матричной форме следую-
щим образом:

 ,+ =Hq v�� t

где H — матрица коэффициентов при обоб-
щенных ускорениях (обобщенная матрица 
инерции); v — вектор обобщенных сил, вклю-
чающий инерционные, гравитационные и дис-
сипативные силы; t — матрица обобщенных 
сил приводов. Матрица H имеет размерность
6 Ѕ 6, а векторы v и t — размерность 6 Ѕ 1.

В дальнейшем будет использоваться линеа-
ризованная форма уравнений динамики робо-
та, имеющая вид

 ,= + +x Ax Bu c�

где A, B и c — матрицы и вектор линеаризо-
ванной модели динамики системы; u — вектор 
управляющих воздействий; т т т[ ]=x q q�  — 
вектор состояний системы. Примеры постро-
ения линеаризованных моделей многозвенных 
систем можно найти в работе [12].

Описание опорных поверхностей

Будем рассматривать прыжок робота с на-
клонной поверхности, расположенной под 
углом θ1 к оси Ох, на наклонную поверхность, 
угол наклона которой к горизонтали равен θ2 
(рис. 2). Параметр Х определяет расстояние 
вдоль оси Ох, на котором две поверхности со-
единяются. Угол Δθ представляет собой угол 
между двумя поверхностями и равен

 Δθ = π – (θ2 – θ1).

Варьируемыми параметрами поверхностей 
являются: 1) угол θ1 наклона поверхности, 
с которой осуществляется прыжок; 2) угол θ2 
наклона поверхности, на которую осущест-
вляется прыжок; 3) расстояние X "сшивки" по-
верхностей. В данной работе ограничимся рас-

смотрением таких поверхностей, когда одна 
из них является горизонтальной, а вторая на-
клонной. В этом случае можно выделить че-
тыре типа поверхностей, определяемых комби-
нациями углов их наклона к горизонтали, что 
указано в табл. 1.

Таблица 1
Table 1

Типы поверхностей
Types of the supporting surface 

Тип поверхности Комбинация углов

1

θ1 = 00, θ2 l 0, θ2 ∈ [00, θ2max]

2

θ1 = 00, θ2 m 0, θ2 ∈ [θ2min, 0
0]

3

θ2 = 00, θ1 l 0, θ1 ∈ [00, θ1max]

4

θ2 = 00, θ1 m 0, θ1 ∈ [θ1min, 0
0]

Рис. 2. Поверхности, на которых реализуется прыжок
Fig. 2. Supporting surface, over which the jump takes place
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В данном исследовании положим θ1max =
= θ2max = 40°; θ1min = θ2min = –40°.

На первых двух типах поверхностей (1 и 2) 
робот совершает прыжок с горизонтальной по-
верхности и приземляется на наклонную, на 
двух других типах поверхностей (3 и 4) робот 
осуществляет прыжок с наклонной поверх-
ности на горизонтальную, причем для типов 
поверхностей 1 и 4 Δθ m 180°, а для типов 2
и 3 — Δθ l 180°.

Оптимизация траектории прыгающего робота

Рассмотрим задачу о построении траекторий 
полета робота, удовлетворяющих заданным 
краевым условиям. Траектория должна обеспе-
чить перемещение робота в заданное конечное 
положение с некоторой точностью. При этом 
траектория должна удовлетворять динамике 
робота. Построение траектории робота удоб-
но представить как оптимизационную задачу 
[13]. Для того чтобы иметь возможность опи-
сать траекторию конечным числом параметров, 
удобно представить ее в дискретной форме.

Среди множества траекторий, удовлетворя-
ющих динамике устройства и краевым услови-
ям, предпочтительными являются те, которые 
требуют меньшей работы со стороны приво-
дов. Для этого в целевую функцию оптимиза-
ционной задачи можно ввести положительно 
определенную квадратичную форму управля-
ющих воздействий u:

 т

1
,

n

u i i
i

J
=

= ∑ u Ru  (1)

где ui — управляющее воздействия u(t) в мо-
мент времени ti; n — число участков, на ко-
торые разбита дискретная траектория робота; 
R — положительно определенная матрица ве-
совых коэффициентов.

Использование целевой функции (1) служит 
для регуляризации оптимизационной задачи. 
Для этой же цели можно использовать целевую 
функцию, содержащую квадратичную форму 
разности между соседними по времени поло-
жениями робота на дискретной траектории:
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где Q — положительно определенная матрица 
весовых коэффициентов.

Таким образом, можем ввести целевую 
функцию для оптимизационной задачи:

 ,b u nJ J J J= + +

где Jb — квадратичная форма ошибки по ко-
нечному положению робота. Функцию Jb мож-
но записать следующим образом:

 * т т *( ) ( ),b n n b b b n nJ = − −x x S Q S x x

где Sb — матрица выбора, задающая, какие имен-
но компоненты конечного значения вектора со-
стояний x должны быть отработаны траектори-
ей; Qb — положительно определенная матрица 
весовых коэффициентов; *

nx  — желаемое значе-
ние вектора состояний в конечный момент вре-
мени. Таким образом, матрицы R, Q и Qb опре-
деляют целевую функцию и служат гиперпара-
метрами оптимизационной задачи. Величины xi 
и ui являются оптимизируемыми параметрами.

Тогда вопрос построения траектории может 
быть сведен к следующей задаче квадратично-
го программирования:

1 1
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1 1
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;
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Условия в виде линейных равенств, нало-
женные на рассматриваемую квадратичную 
программу, связаны с необходимостью удов-
летворения траектории динамике устройства и 
его начальному положению. Условие, обуслов-
ленное динамикой устройства, записано с ис-
пользованием неявной формулы интегриро-
вания дифференциальных уравнений первого 
порядка (неявной формулы Эйлера), удобной 
для интегрирования жестких систем диффе-
ренциальных уравнений. Это сделано для до-
стижения устойчивости численной процедуры 
решения задачи (2).

Результаты численного моделирования
полета робота

Целью данной работы является разработка 
таких законов 5 6 ( ),f tϕ = ϕ =� �  угловых скоростей 
колес и управляющих моментов M45 = M46 =
= g(t), чтобы в результате поворота устройства 
в полете его приземление происходило одно-
временно на передние и задние колеса.
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На рис. 3 показаны графики траекторий 
центра масс устройства при прыжке на каж-
дом из ранее введенных типов поверхностей 
при начальной скорости полета 0

Сυ  = 8 м/с и 
угле наклона ее вектора к горизонту 0 45С

°θ = .
Параметр Х "сшивки" поверхностей равен Х = 1 м.

По графикам видно, что при типе 1 по-
верхностей робот приземляется на наклонную 
поверхность практически в наивысшей точке 
прыжка, при типе 3 поверхность приземления 
расположена выше, чем поверхность отрыва, 
но при этом значительно ниже, чем в первом 
случае. Прыжок на поверхности типа 2 имеет 
наибольшую длину, так как поверхность при-
земления находится существенно ниже поверх-
ности отрыва, а тип поверхности 4 позволяет 
совершить прыжок с дальностью меньшей, чем 
при типе 2, но большей, чем при типе 3.

Дальность полета робота влияет на время 
полета, которое по мере увеличения в зави-
симости от типа поверхности прыжка можно 
выстроить в такую цепочку: тип 1 → тип 3 →
→ тип 4 → тип 2 (рис. 4, см. вторую сторо-
ну бложки). Под временем полета понимается 
время с момента отрыва робота от поверхности 
до момента приземления.

На графиках рис. 4 показаны 
временные зависимости углов по-
ворота колес в полете, а также их 
угловых скоростей и управляю-
щих моментов, из которых следу-
ет, что для достижения заданной 
ориентации робота к моменту за-
вершения полета колеса вначале 
вращаются в сторону, противо-
положную направлению пово-
рота устройства (против часовой 
стрелки для типов поверхности 2 
и 3 и по часовой стрелке для ти-
пов 1 и 4), а затем их направление 
вращения меняется. Это обуслов-
лено необходимостью предотвра-
щения поворота робота к моменту 
приземления при угле θC = θ2.

Время полета влияет на угло-
вые скорости вращения колес и 
управляющие напряжения при-
водов следующим образом: чем 
меньше время полета, тем больше 
должны быть угловые скорости 
вращения колес для достижения 
требуемой ориентации робота при 
условии, что |Δθ| = const, значит, 

тем большие для этого требуются управляю-
щие моменты. Правильность этого заключе-
ния подтверждается соответствующими гра-
фиками рис. 4.

Ниже представлены результаты исследова-
ний при варьировании углов наклона поверх-
ностей, а также расстояния их "сшивки". В ка-
честве оцениваемых параметров используются 
наибольшие и наименьшие значения угло-
вых скоростей вращения колес (ωmax и ωmin), 
моментов, генерируемых приводами (Mmax и 
Mmin), а также время полета Tfl.

Варьирование углов наклона поверхностей

Графики изменения времени полета от Δθ 
приведены на рис. 5, по ним видно, что опи-
санная ранее для заданных значений углов по-
верхностей закономерность сохраняется для 
всего рассматриваемого диапазона углов. На 
этих и далее приведенных графиках вертикаль-
ная штрихпунктирная линия является разде-
лителем разных типов поверхностей, номера 
которых 1—4 указаны в кружках. Из данных 
графиков следует, что по мере увеличения угла 
θ1 для поверхностей 3 и 4, а также угла θ2 для 

Рис. 3. Графики траекторий yC(xC):
а — тип 1; б — тип 2; в — тип 3; г — тип 4
Fig. 3. Graphs of trajectories yC(xC):
a — type 1; б — type 2; в — type 3; d — type 4
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поверхностей 1 и 2 время полета уменьшается. 
Наибольшее время полета наблюдается для 
поверхности типа 2 при наибольшем значении 
Δθ, а наименьшее — для поверхности типа 1 
при наименьшем значении Δθ.

На рис. 6 (см. вторую сторону обложки) и 
рис. 7 показаны зависимости наибольших ωmax 
и наименьших ωmin значений угловых скоро-
стей вращения колес и моментов Mmax  и Mmin  
приводов, обеспечивающих эти скорости, для 
четырех типов поверхностей.

По приведенным графикам видно, что наи-
большие значения угловых скоростей и момен-
тов всегда положительные, а наименьшие — от-
рицательные, причем по мере приближения к 
Δθ = 180° значения ωmax и Mmax  уменьшаются, 
а значения ωmin и Mmin  возрастают, при Δθ = 180° 
ωmax = ωmin = 0 рад/с, Mmax = Mmin = 0 Н•м. Это 
обусловлено тем, что по мере удаления значения 
угла Δθ от Δθ = 180° и уменьшения времени по-
лета угловые скорости вращения колес и форми-
рующие их моменты приводов возрастают.

Также следует отметить, что 
для типов поверхностей 3 и 4 на-
блюдается следующая закономер-
ность: характер зависимостей ωmax 
и Mmax  для поверхности типа 3 
качественно близок к зеркаль-
ным отображениям ωmin и Mmin 
для поверхности типа 4, и наобо-
рот. Для поверхностей типов 1 и 2
зависимости ωmax качественно 
близки друг к другу относительно 
Δθ = 180°, аналогичная закономер-
ность справедлива и для ωmin. За-
висимости Mmax  и Mmin  для по-
верхности типа 1, а также типа 2 
качественно близки между собой 
относительно M = 0 Н•м.

Варьирование расстояния 
"сшивки" поверхностей

В табл. 2 приведены графи-
ки зависимостей времени поле-
та, наибольших и наименьших 
значений угловых скоростей ко-
лес и управляющих моментов 
от расстояния Х. По графикам 
видно, что время полета по мере 
увеличения Х возрастает для по-
верхностей типов 1 и 4 и убывает 
для типов 2 и 3. Для поверхности 
типов 1 и 4 это обусловлено тем, 
что ордината точки приземления 
робота уменьшается с увеличени-
ем параметра Х за счет удаления 
второй опорной поверхности от 
точки начала прыжка, а для по-
верхностей типов 2 и 3, наоборот, 
ордината точки приземления воз-
растает, что приводит к уменьше-
нию времени полета.

Рис. 7. Графики зависимостей:  — Mmax(qj),  — Mmin(qj) при X = 1 м:
а — j = 1; θ2 = 00; б — j = 2, θ1 = 00

Fig. 7. Graphs of time functions:  — Mmax(qj),  — Mmin(qj) where X = 1 m:
а — j = 1; θ2 = 00; б — j = 2, θ1 = 00

Рис. 5. Графики зависимостей Tfl(qj) при X = 1 м:
а — j = 1; θ2 = 00; б — j = 2, θ1 = 00

Fig. 5. Graphs of time functions Tfl(qj) where X = 1 m:
a — j = 1; θ2 = 00; б — j = 2, θ1 = 00
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Наибольшие и модули наименьших значе-
ний управляющих моментов убывают с ростом 
величины Х для поверхностей типов 1 и 4,
т.е. для тех типов, при которых время полета 
с увеличением Х возрастает, и, наоборот, уве-
личиваются для типов 2 и 3, для которых ха-
рактерно убывание времени полета при росте 
Х, причем для типов 1 и 4 справедливо нера-
венство |Mmax| > |Mmin| для одних и тех же зна-
чений Х, а для типов 2 и 3 — |Mmax| < |Mmin|.

Наибольшие и модули наименьших значе-
ний угловых скоростей вращения колес для 
всех типов поверхностей при этом возрастают 
при увеличении параметра Х.

Заключение

В работе рассматривается управляемое дви-
жение колесного прыгающего робота во время 
полета, заключающееся в изменении ориента-
ции устройства таким образом, чтобы его при-
земление происходило одновременно на пе-
редние и задние колеса. Для управления ори-
ентацией робота используется вращение колес 

специальной колесной платформы. Предложе-
ны четыре типа опорных поверхностей, описы-
ваемые кусочно-линейными функциями, при 
условии, что одна из двух поверхностей (с ко-
торой или на которую происходит прыжок) яв-
ляется наклонной, а вторая — горизонтальной. 
Для построения траектории движения прыга-
ющего робота и управления его ориентацией 
разработана система управления, построенная 
на квадратичном программировании. В резуль-
тате численного моделирования, проведенного 
по описанной в работе математической модели 
полета робота, установлено влияние на угловые 
скорости вращения колес, на моменты, посред-
ством которых эти вращения происходят, а так-
же на время полета трех варьируемых параме-
тров опорных поверхностей: двух углов наклона 
к горизонту и расстояния "сшивки".
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Abstraсt

The work studies the flight phase (a part of jumping motion) of a jumping robot. The robot consists of the body with 
wheeled base and a jump booster module installed in the body. The jump booster module allows the robot to accelerate in 
a given direction up to a predetermined speed, allowing to control the velocity of the robot at the moment when it breaks 
contact with the supporting surface. The goal of this study is to develop a control system for the robot’s wheels, allowing to 
use their inertial properties to control the robot orientation at the moment of landing. This is achieved by controlling the 
wheels’ orientation throughout the duration of the motion. The goal of controlling the orientation of the robot at the moment 
of landing is to be able to land on all four wheels and avoid tipping over. The paper studies the supporting surfaces (from 
which the robot jumps and to which the robot lands) described by piecewise linear functions, including a horizontal and 
slopped linear sub-functions. In this work, four types of supporting surfaces were distinguished, which the distinction based 
on the slope of the mentioned about sub-function. Another varying parameter is the point where two sub-functions connect. 
For the purpose of this study a kinematic and dynamic model of the robot were developed, and a control system design was 
proposed. The proposed control system includes a trajectory planner that allows to plan the robot’s motion resulting in the 
desired orientation of the robot’s body at the moment of landing. This problem was formulated as an optimization problem. 
Simulation results showed the dependencies between the three supporting surface parameters (two angles  describing linear 
sub-functions and the point where the sub-functions intersect) and th e duration of the robot flight, the achieved velocities 
of the robot’s wheels and required motor torques. The influence of those parameters on the maximal and minimal values 
of the wheels’ angular velocities achieved during the flight were demonstrated. This could be used in designing this type of 
robots, in particular it could help to set specifications for the robot’s wheel motors.

Keywords: wheeled jumping robot, controlled flight phase, orientation control, supporting surface types
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Рассмотрены принцип работы устройства робота-манипулятора ARMino и схема подключения его электрических 
компонентов. В состав устройства входят: управляющая плата Arduino Mega, четыре сервопривода, четыре потен-
циометра, макетная плата, компьютер. Поворот ручек потенциометра регулирует положение шпинделей сервопри-
водов. При изменении напряжения на ножке потенциометра изменяется напряжение на аналоговых входах микро-
контроллера. Затем в микроконтроллере напряжение масштабируется в значение угла поворота сервопривода, после 
этого осуществляется поворот звеньев робота-манипулятора. В процессе работы устройства робота-манипулятора 
ARMino возникла проблема дребезга контактов, значительно уменьшающая точность позиционирования и плавность 
хода звеньев ARMino. Для решения этой проблемы был разработан нечеткий цифровой фильтр.

Описан алгоритм работы цифрового фильтра, состоящего из четырех шагов. Одним из шагов является нахож-
дение коэффициентов цифрового фильтра, от которых зависят уровень напряжения, передаваемого на сервоприводы 
сигнала, и время переходного процесса формирования фронтов этого сигнала. Основной проблемой при реализации 
цифрового фильтра является тот факт, что при стандартной методике нахождения коэффициентов цифрового 
фильтра его коэффициенты задаются диапазоном рекомендуемых значений, что затрудняет выбор из этого диапа-
зона единственного значения и передачи его на сервоприводы. Для решения этой проблемы был разработан нечеткий 
цифровой фильтр, алгоритм работы которого состоит из шести шагов. На первом шаге определяются степени 
истинности входных переменных. Второй шаг — это расчет степеней истинности предпосылок нечетких правил. 
На третьем шаге осуществляется расчет степеней истинности заключений нечетких правил с помощью операции 
нахождения максимумов. Четвертым шагом является этап дефаззификации, при котором осуществляется расчет 
четкого значения коэффициента нечеткого цифрового фильтра. На пятом шаге находится выходное напряжение, 
передаваемое на сервоприводы. На последнем шаге выходное напряжение в микроконтроллере преобразуется в значе-
ние угла поворота и сервоприводу дается команда для поворота.

Представлено численное моделирование алгоритма работы нечеткого цифрового фильтра на примере работы 
сервопривода, перемещающего основание ARMino.

Проведены экспериментальные исследования функционирования нечеткого цифрового фильтра, подтверждающие 
целесообразность его использования. Приведены графики переходного процесса движения основания робота-манипу-
лятора без применения и с применением нечеткого цифрового фильтра.

Ключевые слова: дребезг контактов, робот-манипулятор, сервоприводы, нечеткий цифровой фильтр
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Нечеткий цифровой фильтр для управления
роботом-манипулятором ARMino1

Введение

В  промышленности широко используются 
роботы-манипуляторы. В работе [1] рассмотре-
на проблема управления роботом-манипулято-
ром в среде с неполной информацией. В статье 
[2] предлагается аналитический метод синтеза 
нечетких регуляторов с нечеткой TS-моделью 
для управления манипулятором робота с гиб-
ким соединением. В исследовании [3] пред-
ложен и описан комплект модулей мобильной 
робототехники и отладки алгоритмов управле-
ния. В данных работах уделено мало внимания 
обеспечению плавности хода звеньев робота-
манипулятора. Плавность хода при управлении 
роботом-манипулятором в ручном режиме за-
висит от изменения электрического напряже-
ния. Простейшим преобразователем электри-

1Работа выполненаg при поддержке гранта Президента РФ 
МД-707.2017.8 и Госзадания: Соглашение № 2.3440.2017/4.6.

ческого напряжения является потенциометр. 
При использовании потенциометров часто бы-
вают ситуации, когда из-за мелких неровностей 
контактов в месте соединения они не сопри-
касаются. Из-за этого происходит несколько 
срабатываний вместо одного, что неизбежно 
приводит к дребезгу контактов [4]. В системах 
управления роботов-манипуляторов дребезг 
контактов уменьшает точность позициониро-
вания и плавность движений звеньев манипу-
лятора. Одним из способов решения этих про-
блем является программная фильтрация сигна-
ла [5]. При использовании цифрового фильтра 
выходной сигнал зависит не только от текущего 
значения электрического напряжения, но и от 
предыдущего состояния. Однако при этом воз-
никают задачи регулирования времени пере-
ходного процесса с помощью коэффициентов 
цифрового фильтра. В статье рассмотрен ме-
тод регулирования коэффициентов цифрового 
фильтра на основе нечеткой логики.
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Принцип работы устройства
робота-манипулятора

Для исследования задачи управления и по-
вышения точности позиционирования звеньев 
робота-манипулятора была разработана экс-
периментальная модель робота-манипулятора 
ARMino на базе микроконтроллера Arduino 
Mega, представленная на рис. 1, а (см. третью 
сторону обложки) [6].

В состав устройства робота-манипулятора 
ARMino входят: управляющая плата Arduino 
Mega 2560, четыре серводвигателя SG-90, четы-
ре потенциометра 10 кОм, макетная плата, со-
единительные провода, блок питания, осцил-
лограф, компьютер. Компьютер используется 
для программирования управляющей платы 
Arduino Mega в среде Arduino IDE 1.6.8. Прин-
цип работы устройства робота-манипулятора 
заключается в следующем. Вращение ручек 
потенциометров от 0 до 10 кОм регулирует 
положение шпинделей сервоприводов SG-90. 
При изменении напряжения на ножке потен-
циометра изменяется напряжение на аналого-
вых входах микроконтроллера Arduino Mega. 
Затем в микроконтроллере напряжение мас-
штабируется в значение угла поворота, после 
чего сервоприводу дается команда для пово-
рота. В ходе экспериментальных исследований 
было обнаружено, что вращение и/или пере-
мещение звеньев робота-манипулятора проис-
ходит прерывисто, что значительно уменьшает 
точность их позиционирования. Данная про-
блема связана с дребезгом контактов. Одним 
из вариантов решения вышеуказанной пробле-
мы является использование цифрового филь-
тра. В цифровых фильтрах выходной сигнал 
зависит не только от текущего, но и от пре-
дыдущего значения напряжения. За счет этого 
происходит сглаживание выходного сигнала.

Общая модель цифрового фильтра

Цифровой фильтр — это математический 
алгоритм, реализованный на программном 
или аппаратном уровне [7], который искус-
ственно снижает амплитуду выходного сиг-
нала в целях компенсации дребезга контактов 
с помощью коэффициентов регулирования α 
и β. Коэффициенты регулирования модифи-
цируют напряжение, передаваемое на испол-
нительные механизмы робота-манипулятора, 
которое определяется по формуле

 фильтр пред тек,U U U= α + α  (1)

где Uпред, Uтек — предыдущее и текущее зна-
чения напряжения, полученные от потенцио-
метра.

Алгоритм расчета коэффициентов цифро-
вого фильтра состоит из четырех шагов.

Шаг 1. Расчет коэффициента выборки N по 
формуле

 ПП 20,2
14,028,

1,44
T

N
T

= = =  (2)

где T — период следования импульса; TПП — 
время переходного процесса. Экспериментально 
было установлено, что T = 1,44 мс, TПП = 20,2 мс.

Шаг 2. Расчет минимального и максималь-
ного коэффициентов точности цифрового 
фильтра Nτmin и Nτmax:
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где Uвых — максимальный выходной сигнал на 
выходе микроконтроллера (Uвых = 5 В).

Шаг 3. Расчет диапазона значений коэффи-
циентов цифрового фильтра α и β по формулам

max min( / ) ( / ); 0,51 0,91;N N N N− τ − τα αe em m m m  (4)

 1; 0,01 0,49.β = α − βm m  (5)

Шаг 4. Расчет напряжения, передаваемого 
на сервоприводы. Например, при α = 0,091,
β = 0,01 и Uпред = 150, Uтек = 78 напряжение, 
передаваемое на сервоприводы, будет равно

 Uфильтр = 150•0,91 + 78•0,01 = 137,28.

При реализации цифрового фильтра возни-
кает сложность выбора коэффициентов α и β, 
так как они заданы диапазоном рекомендуе-
мых значений [0,58; 0.91]. Поэтому для опреде-
ления оптимального диапазона коэффициен-
тов α и β предлагается использовать нечеткую 
логику [8].

Использование цифрового фильтра в условиях 
неопределенности входной информации

Нечеткая логика в случае работы цифро-
вого фильтра позволяет выбрать из диапазона 
рекомендуемых значений α и β единственное 
значение. Будем использовать коэффициенты 
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цифрового фильтра для формирования выход-
ной переменной. Пусть выходная переменная 
задана диапазоном по оси абсцисс рекоменду-
емых значений от 0,5 до 0,9 (рис. 2, в). Алго-
ритм работы нечеткого цифрового фильтра со-
стоит из шести шагов.

Шаг 1. Определение степеней истинности 
входных переменных. Первая входная пере-
менная ΔU — разница между текущим и пре-
дыдущим значениями напряжения, получен-
ного от потенциометра:

 тек пред.U U UΔ = −  (6)

Первая входная переменная состоит из трех 
термов ΔU = (ΔU1, ΔU2, ΔU3), которые находят-

ся в диапазоне от 0 до 200 и определяются по 
формулам
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Выходной сигнал напряжения от потенци-
ометра передается на вход микроконтроллера, 
имеющего десятиразрядный АЦП, и находится 
в диапазоне значений от 0 до 1024. Примем раз-
ность сигналов 20 % от начального максималь-
ного значения, которое может варьироваться.

Вторая входная переменная — время пово-
рота звеньев робота-манипулятора из мини-
мального положения в максимальное t. Вторая 
входная переменная состоит из трех термов
t = (t1, t2, t3),  которые находятся в диапазоне
от 0 до 1 с и определяются по формулам
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Выходной переменной является коэффици-
ент усиления цифрового фильтра α, который 
состоит из пяти термов α = (α1, α2, α3, α4, α5) 
и находится в рекомендуемом диапазоне от 0,5 
до 0,9, рассчитанном по формуле (4).

На рис. 2 представлены графики функций 
принадлежности для входных и выходной пе-
ременных [9, 10].

Рис. 2. Функции принадлежности m для первой входной пере-
менной (а), для второй входной переменной (б), для выходной 
переменной (в)
Fig. 2. Membership function m for the first input variable (a), for 
the second input value (б), for the output variable (в)
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Шаг 2. Расчет степеней истинности предпо-
сылок нечетких правил по формулам
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В таблице представлены девять нечетких 
правил [11, 12] для работы нечеткого цифро-
вого фильтра.

Нечеткие правила для работы нечеткого цифрового фильтра

Fuzzy rules for fuzzy digital filter implementation

ΔU1 ΔU2 ΔU3

t1 R1 R4 R7

t2 R2 R5 R8

t3 R3 R6 R9

Шаг 3. Нахождение степеней истинности 
заключений нечетких правил. Определяются 
с помощью операции нахождения максимумов 
по формулам
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Шаг 4. Дефаззификация, при которой осу-
ществляется расчет четкого значения коэф-
фициента нечеткого цифрового фильтра α по 
формуле
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и расчет коэффициента β по формуле (1) [13].
Шаг 5. Расчет по формуле (1) напряжения, 

передаваемого на сервоприводы:

 фильтр пред тек.U U U= α + β

Шаг 6. Преобразование полученного напря-
жения с помощью нечеткого цифрового филь-
тра в угол поворота, передаваемый от микро-
контроллера на сервоприводы, по формуле

 фильтр min max min

max min min

( )( )
,

( )

U I U U

I I U

− −
ϕ =

− +
 (12)

где ϕ — угол поворота сервопривода; Uфильтр — 
значение выходного напряжения, полученное 
по формуле (1); Imin, Imax — минимальное и 
максимальное значения выходного напряже-
ния 0 и 1024; Umax, Umin — максимальное и ми-
нимальное значения угла поворота основания 
робота-манипулятора.

С помощью функции dwig.write(ϕ) серво-
приводу дается команда для поворота основа-
ния ARMino.

Компьютерные исследования системы 
цифрового управления ARMino

В качестве примера следует пошагово разо-
брать алгоритм работы нечеткого цифрового 
фильтра. Пусть текущее напряжение Uтек равно 
150, а предыдущее Uпред равно 78, время поворо-
та звеньев робота-манипулятора t равно 0,3 мс.

Шаг 1. По формуле (6) рассчитывается раз-
ность между текущим и предыдущим значени-
ями напряжения:

 тек пред 150 78 72.U U UΔ = − = − =

По формулам (7), (8) определяются степени 
истинности входных переменных (рис. 2, а, б):

1 2 3

1 2 3

100 72 72
0,28; 0,72; 0;

100 100
0,5 0,3 0,3

0,4; 0,6; 0.
0,5 0,5

U U U

t t t

−
Δ = = Δ = = Δ =

−
= = = = =

Шаг 2. По формулам (9) осуществляется 
расчет степеней истинности предпосылок не-
четких правил:

 R1 = min(0,28; 0,4) = 0,28;
 R2 = min(0,28; 0,6) = 0,28;
 R3 = min(0,28; 0) = 0;
 R4 = min(0,72; 0,4) = 0,4;
 R5 = min(0,72; 0,6) = 0,6;
 R6 = min(0,72; 0) = 0; R7 = min(0; 0,4) = 0;
 R8 = min(0; 0,6) = 0; R9 = min(0; 0) = 0.

Шаг 3. По формулам (10) рассчитывают-
ся степени истинности заключений нечетких 
правил с помощью операции нахождения мак-
симумов [14, 15]:

 α5 = R9 = 0; α4 = max (0; 0) = 0;
 α3 = max (0; 0,6; 0) = 0,6;
 α2 = max (0,4; 0,28) = 0,4; α1 = 0,28.

Схема вычислительного процесса представ-
лена на рис. 3.
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Шаг 4. По формуле (11) осуществляется рас-
чет четкого значения коэффициента нечеткого 
цифрового фильтра α, по формуле (4) — расчет 
коэффициента β:

 
0,5 0,28 0,6 0,4 0,7 0,6

0,6;
0,28 0,4 0,6

1 0,6 0,4.

⋅ + ⋅ + ⋅
α = =

+ +
β = − =

Таким образом, при ΔU = 72,
t = 0,3 коэффициенты нечеткого 
цифрового фильтра будут равны
α = 0,6, β = 0,4.

Шаг 5. По формуле (5) находит-
ся выходное напряжение, переда-
ваемое на сервоприводы:

 фильтр 0,6 72 0,4 150 103,2.U = ⋅ + ⋅ =

Шаг 6. Полученное значение 
в микроконтроллере преобразует-

ся в значение угла поворота сервопривода по 
формуле (12):

 
(103 0) (180 0)

22,8,
(1024 0) 0

− ⋅ −
ϕ = =

− +

и с помощью функции dwig.write(ϕ) сервопри-
воду дается команда для поворота.

Экспериментальные 
исследования 

работоспособности нечеткого
цифрового фильтра

В качестве эксперимен-
та проводили измерения 
времени переходного про-
цесса при различных коэф-
фициентах нечеткого циф-
рового фильтра. При пово-
роте ручки потенциометра 1
(см. рис. 1, б на третьей сто-
роне обложки) сигнал пере-
дается в микроконтроллер  5
(см. рис. 1, а на третьей сто-
роне обложки). В микрокон-
троллере при коэффициентах 
нечеткого цифрового филь-
тра, рассчитанных с помощью 
формул (11) и (5), сигнал пере-
дается на сервопривод 1 для 
поворота основания робота-
манипулятора (см. рис. 1, б). 
На рис. 5 представлен график 
переходного процесса движе-
ния звеньев робота-манипу-
лятора при первом измерении 
α1 = 0.9, β = 0,1.

При проведении первого 
эксперимента время пере-
ходного процесса с нечетким 

Рис. 3. Схема вычислительного процесса
Fig. 3. Computational process diagram

Рис. 4. График переходного процесса без нечеткого цифрового фильтра при вращении 
основания робота-манипулятора (а), время переходного процесса в нечетком цифровом 
фильтре (б), график переходного процесса с нечетким цифровым фильтром при враще-
нии основания робота-манипулятора (в)
Fig. 4. Transient graph without a fuzzy digital filter while rotating the base of the robot 
manipulator (a), transition time in a fuzzy digital filter (б), transient graph with a fuzzy digital 
filter while rotating the base of the robotic arm (в)

Рис. 5. График переходного процесса без нечеткого цифрового фильтра при вращении 
основания робота-манипулятора (а), время переходного процесса в нечетком цифровом 
фильтре (б), график переходного процесса с нечетким цифровым фильтром при враще-
нии основания робота-манипулятора (в)
Fig. 5. Transient graph without a fuzzy digital filter while rotating the base of the robot 
manipulator (a), transition time in a fuzzy digital filter (б), transient graph with a fuzzy digital 
filter while rotating the base of the robotic arm (в)
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цифровым фильтром соста-
вило 23 мс.

Во втором эксперименте 
при α = 0,8, β = 0,2, время 
переходного процесса соста-
вило 13 мс (рис. 5).

Третий эксперимент про-
водился при параметрах
α = 0,6, β = 0,4 (рис. 6).

Время переходного про-
цесса составило 9 мс. На 
представленных графиках 
видно, что применение не-
четкого цифрового фильтра 
сглаживает помехи, возни-
кающие из-за дребезга кон-
тактов. В ходе эксперимента 
был сделан вывод о том, что при уменьшении 
коэффициента усиления цифрового фильтра 
α уменьшается время переходного процесса 
движения звеньев робота-манипулятора. Про-
грамма, реализующая работу нечеткого циф-
рового фильтра, занимает 2 % памяти микро-
контроллера Arduino Mega.

Заключение

В данной работе представлено устройство 
робота-манипулятора ARMino с описанием 
схемы подключения его компонентов. Для 
подавления дребезга контактов и повышения 
точности позиционирования робота-манипу-
лятора был разработан нечеткий цифровой 
фильтр. По результатам, полученным в ходе 
эксперимента, можно сделать вывод о том, что 
использование нечеткого цифрового фильтра 
в системе управления роботом-манипулято-
ром решает проблему дребезга контактов, тем 
самым улучшая точность позиционирования 
его звеньев. Установлено, что от коэффици-
ента α зависит время переходного процесса, 
т.е. при увеличении коэффициента нечеткого 
цифрового фильтра α увеличивается время по-
ворота звеньев робота-манипулятора, а при 
уменьшении α уменьшается время. Исполь-
зование нечеткой логики позволяет выбрать 
единственное значение коэффициентов циф-
рового фильтра из диапазона рекомендуемых.
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Abstraсt

In this article it is described the operation principle of a robotic manipulator ARMino device and the connection diagram of 
its electrical components. The device includes: An Arduino Mega control board, four servos, four potentiometers, a prototyping 
board, a computer. Turning the shafts on the potentiometer adjusts the position of the servo spindles. When the voltage on the 
potentiometer’s pin changes, the voltage at the analog inputs of the microcontroller changes. Then, in the microcontroller, the 
voltage is scaled to the value of the servo rotation angle. After that, the joints of the robotic manipulator are rotated. During the 
operation of the ARMino robotiс arm, a contact bounce problem appeared, significantly reducing the accuracy of positioning 
and the smooth movement of the ARMino joints. To solve this problem, a digital filter was developed. This article describes the 
digital filter working algorithm, which consists of four steps. One of the steps consists on finding the digital filter coefficients, which 
regulate the signal voltage level transmitted to the servo motors, and its transition process time which forms the signal edge. The 
main problem developing a digital filter is that the standard procedure of finding the digital filter coefficients, the coefficients 
are given by a recommended range of values, which complicates choosing from this range, a single value and transmitting it to 
the servos. To solve this problem, a fuzzy digital filter was developed, the algorithm of which consists of six steps. The first step 
determines the input variables degree of truth. The second step is to calculate the degrees of truth of the fuzzy rules preconditions. 
The third step is to calculate the degrees of truth of the fuzzy rules conclusions by using the process of finding the maximum 
values. The fourth step is the defuzzification stage in which a precise value of the fuzzy digital filter coefficient is calculated. The 
fifth step is the output voltage transmitted to the servos. In the sixth step, the output voltage in the microcontroller is converted to 
the angle value and the servo is given the command to rotate. This article presents numerical simulation of the fuzzy digital filter 
algorithm, using as an example the servo responsible of the ARMino base rotation. Experimental studies on the functioning of 
the fuzzy digital filter have been carried out, confirming the expediency of its use. The graphics of the transition process of the 
robotic manipulator base movement without and with the use of a digital filter are given.

Keywords: contact bounce, robotic manipulator, servos, fuzzy digital filter
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Синтез системы самонаведения ракет
с учетом динамики измерительных элементов

Введение

При проектировании системы управления 
необходимо знать математическую модель ее 
неизменяемой части (объект управления, изме-
рительные элементы (ИЭ), усилительные эле-
менты, ...). Системы управления летательными 
аппаратами (ЛА) являются сложными систе-
мами. Учет динамики ИЭ приводит к усложне-
нию расчета. Поэтому до сих пор в открытых 
литературных источниках [1—7] в начальных 
стадиях проектирования системы управления 
ЛА ИЭ считали безынерционными. В работе [1]
приведены математическе модели датчика 
угловой скорости (ДУС) (скоростной гиро-
скоп) и датчика линейных ускорений (ДЛУ) 
(акселерометр) в виде колебательных звеньев, 
но в дальнейшем эти модели не использованы. 
В работе [2] также представлены математиче-
ске модели ДУС и ДЛУ в виде колебательных 
звеньев, при этом полагали, что их передаточ-
ные функции равны

 Wг(s) = Wак(s) = 1.

Данное допущение справедливо, если по-
стоянная времени ИЭ намного меньше посто-
янной времени рулевого привода (РП) [2]:

 
г РП РПак

1 1 1 1
; .
TT T T

. .

Заметим, что маленькая постоянная време-
ни ИЭ ухудшает их фильтрирующую способ-
ность высокочастотных помех.

В работе [3] для проведения аналитических 
исследований используются простейшие мате-
матические модели элементов. Также изложены 
математическе модели ДУС и ДЛУ в виде коле-
бательных звеньев. Здесь же подчеркнуто, что 
чрезмерное упрощение математической модели 
часто является недопустимым, так как резуль-
таты исследований в этом случае могут не ото-
бражать наиболее характерных свойств системы. 
При проведении вычислительного эксперимен-
та, как правило, строятся адекватные реаль-
ным математические модели элементов. Если 
созданы макетные образцы элементов будущей 
системы и комплексный стенд системы самона-
ведения ракет (ССР), который включает реаль-

В настоящее время разработаны разнообразные системы самонаведения ракет. Однако в открытой литературе до 
сих пор лишь изложены методы синтеза системы самонаведения ракет без учета динамических свойств измерительных 
элементов. Это справедливо только в том случае, когда измерительные элементы имеют малую инерционность и до-
статочное демпфирование. В общем случае необходимо учитывать динамику измерительных элементов с значительной 
постоянной времени. Вместе с тем большая инерционность измерительных элементов улучшает фильтрацию высоко-
частотных помех системы в целом. Учет динамики измерительных элементов приводит к осложнению в определении 
передаточной функции системы стабилизации нормального ускорения и синтезе самонаведения ракет в целом. Поэтому 
в данной статье мы предложим математическую модель системы самонаведения ракет с учетом динамических свойств 
измерительных элементов. Эта модель позволяет синтезировать системы самонаведения ракет с большой точностью и 
применять измерительные элементы с постоянной времени, сравнимой с постоянной времени рулевого привода. Для этого 
предлагаемая система рассматриваеся на двух этапах. На первом этапе подробно обсуждается система самонаведения 
ракет без учета динамических характеристик измерительных элементов. Исследовано влияние динамических свойств 
измерительных элементов на качество системы самонаведения ракет. На втором этапе представлена методика синтеза 
системы самонаведения ракет с учетом динамических свойств измерительных элементов. Учет динамических свойств 
измерительных элеменов осуществлен с помощью команд пакета Control system toolbox (MATLAB). Синтез системы само-
наведения ракет выполнен методом параметрической оптимизации, благодаря чему уменьшается отрицательное влияние 
динамических свойств измерительных элементов на качество системы самонаведения ракет.

Ключевые слова: синтез системы, ракета, система самонаведения ракет, цель
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ДВИЖЕНИЕМ ЛЕТАТЕЛЬНЫХ АППАРАТОВ
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ные элементы системы, то используются пол-
ные математические модели, имеющие высокую 
степень адекватности реальной системе. Задачи 
вычислительной части комплексного стенда — 
исследование качества работы, а главное — кон-
кретизация и уточнение результатов аналити-
ческого решения задач синтеза. Таким образом, 
полная математическая модель ССР учитыва-
ется в последних стадиях разработки ракеты,
а на начальных стадиях не учитывается.

В работе [4] изложена методика синтеза 
ССР без учета динамических свойств ИЭ (ско-
ростный гироскоп, акселерометр, ...). На самом 
деле они являются колебательными звеньями 
с передаточной функцией (ПФ) [1—4]
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где kг, ξг, Tг — коэффициент преобразования, 
коэффициент демпфирования, постоянная 
времени ДУС; kак, ξак, Tак — коэффициент пре-
образования, коэффициент демпфирования, 
постоянная времени ДЛУ.

Задача заключается в исследовании вли-
яния динамических свойств ИЭ на качество 
ССР и в синтезе ССР с учетом этого влияния.

Математическая модель системы 
самонаведения ракет

Функциональная схемы ССР представлена 
на рис. 1 [4].

Математическая модель ССР с применением 
метода пропорционального наведения без уче-
та динамических свойств ИЭ (рулевой привод 
(РП) в первом приближении считается коле-
бательным звеном [3, 4], применяется гироста-
билизованная головка самонаведения (ГСН)) 

в вертикальной плоскости в виде системы диф-
ференциальных уравнений имеет вид [8—16]:
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где ωz1 — скорость вращения ракеты [°/с]; α — 
угол атаки ракеты [°]; δ — угол вращения руля 
[°]; ϑ — угол тангажа ракеты [°]; Θ — угол на-
клона траектории ракеты [°]; wy0 — нормальное 
ускорение ракеты [м/с2]; V — скорость ракеты 
[м/с]; a11 — коэффициент естественного демп-
фирования [1/с]; a12 — коэффициент флюгер-
ности [1/с2]; a13 — коэффициент эффективно-
сти руля [1/с2]; a42 — коэффициент нормальной 
силы [1/с]; uак — выходной сигнал ДЛУ; uг — 
выходной сигнал ДУС; σс — закон стабилиза-
ции нормального ускорения; σн — закон наве-
дения; kw — коэффициент обратной связи по 
нормальному ускорению; kωz1 — коэффициент 
обратной связи по скорости углового враще-
ния; kр, ξр, Tр — коэффициент преобразования, 
коэффициент демпфирования, постоянная вре-
мени РП; uр — входной сигнал РП; k — коэф-
фициент; kпр — коэффициент пропорциональ-
ности; ϕ — угол наклона линии визирования 

Рис. 1. Функциональная схема системы самонаведения ракет
Fig. 1. Functional diagram of the missile homing system
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ракет и цели; kгр — коэффициент преобразова-
ния прямой цепи ГСН; x0, y0 — координаты ра-
кеты по горизонтальной и вертикальной осям; 
x0ц, y0ц — координаты цели по горизонтальной 
и вертикальной осям; Θц — угол наклона траек-
тории цели; 0 0,x y′ ′Δ Δ  — разности координат ра-
кеты и цели; T* — время наведения.

Взаимное положение ракеты и цели пред-
ставлено на рис. 2. Упрощенная схема гироста-
билизованной ГСН представлена на рис. 3.

С учетом динамических свойств ИЭ систе-
мы уравнений (1) и (3) не изменяются. Третье 
и чевертое уравнения системы (2) заменяются 
следующими уравнениями:
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Синтез системы самонаведения ракет
без учета динамических свойств 

измерительных элементов

Синтез системы самонаведения ракет осу-
ществляется после синтеза РП и привода ГСН, 
поэтому параметры РП и привода ГСН из-
вестны. Синтез ССР осуществляется методом 
параметрической оптимизации. На основе па-
раметров (a11, a12, a13, a42) и скорости ракеты V 
необходимо выбрать параметры (kωz1, kw, k, kпр), 
обеспечивающие наименьшую ошибку наве-

дения. Для простоты ошибка наведения опре-
деляется растоянием между ракетой и целью 
в конце процесса самонаведения.

В настоящее время скорость вычисления 
у компьютеров достаточно высокая. Поэтому 
можно осуществлять параметрическую опти-
мизацию ССР путем сканирования параме-
тров kωz1, kw, k, kпр с достаточно малым шагом 
сканирования (dkωz1, dkw, dk, dkпр). Для каждо-
го значения (kωz1, kw, k, kпр) необходимо про-
интегрировать системы уравнений (1)—(4) и 
определить ошибку самонаведения, после чего 
определить наименьшую ошибку наведения и 
соответствующие значения (kωz1, kw, k, kпр).

Устойчивость контура стабилизации нор-
мального ускорения wy0 является необходи-
мым условием устойчивости ССР. Поэтому для 
уменьшения времени вычисления нужно ин-
тегрировать систему уравнений (1)—(4) только 
для значений (kωz1, kw, k, kпр), обеспечивающих 
необходимый запас устойчивости контура ста-
билизации нормального ускорения. Проверя-
ется условие устойчивости контура стабилиза-
ции нормального ускорения с использованием 
критерия Гурвица и его запас устойчивости с 
использованием показателя колебательности 
(M m 1,7). Таким образом, необходимо опреде-
лить ПФ контура стабилизации нормального 
ускорения wy0. При приближении РП колеба-
тельным звеном ПФ имеет вид
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Определение такой ПФ не вызывает труд-
ности.

Например, предполагается a11 = 2,5 [1/с]; 
a12 = 22 [1/с2]; a13 = 25 [1/с2]; a42 = 1,5 [1/с];
V = 1300 [м/с]; kак = 1 [В/м/с2]; kг = 1 [В/°/с]; 
kр = 1 [°/В]; ξр = 0,6; Tр = 0,05 [с]; kгр = 50;
kωz1 = 0,1...0,4; dkωz1 = 0,02; kw = 0,001...0,15;
dkw = 0,001; k = 1...15; dk = 1; kпр = 50...100;
dkпр = 1; x0ц = 18  000 [м]; y0ц = 5000 [м];
Vц = 800 [м/с]; Θц = 180 [°]. Осуществляем па-
раметрическую оптимизацию ССР в среде
MATLAB с шагом интегрирования 0,005 с, по-
лучаем kωz1 = 0,16; kw = 0,005; k = 12; kпр = 89, 
ошибка наведения 8,3•10–5 м. Время регули-
рования контура стабилизации нормального 
ускорения 0,45 c.

Исследование влияния динамического свойства 
измерительных элементов на качество системы 

самонаведения ракеты

Результат моделирования синтезированной 
выше системы показывает, что при изменении 

Рис. 3. Упрощенная схема гиростабилизованной головки са-
монаведения
Fig. 3. Simplified scheme of gyrostabilized homing head

Рис. 2. Взаимное положение ракеты и цели
Fig. 2. The relative position of the missile and target
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коэффициента демпфирования ИЭ ошибка 
наведения увеличивается незначительно. При 
увеличении постоянной времени ИЭ суще-
ственно увеличиваются ошибка наведения и 
время регулирования контура стабилизации 
нормального ускорения wy0. В синтезирован-
ной выше системе при увеличении постоян-
ной времени ИЭ до значения 0,08 с возникает 
колебание, и ошибка наведения увеличивается 
до 0,5 м. При увеличении постоянной времени 
ИЭ до величины 0,09 с в системе возникает 
колебание, и ошибка наведения возрастает до 
12,5 м. При одновременом увеличении посто-
янной времени и уменьшении коэффициента 
демпфирования ИЭ ССР не может работать. 
Поэтому при большой постоянной времени и 
малом коэффициенте демпфирования ИЭ не-
обходимо их учитывать при синтезе ССР.

Синтез системы самонаведения ракет
c учетом динамических свойств

измерительных элементов

Применим описанную выше методику синте-
зирования ССР с учетом динамических свойств 
ИЭ (1), (4). В этом случае ПФ контура стабилиза-
ции нормального ускорения имеет вид
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Определение такой ПФ аналитически слож-
ное и трудоемкое, поэтому необходимо использо-
вать пакет Control system toolbox (MATLAB) [17].
Для каждого значения (kωz1, kw, k, kпр) нужно 
применить команду tf для описания ПФ ди-
намического звена; выполнить операцию про-
изведения (*) для определения ПФ последова-
тельных соединенных динамических звеньев; 
применить команду feedback для определения 
ПФ замкнутого контура. Таким образом, мы 
определим ПФ замкнутого контура стабилиза-
ции нормального ускорения sys.

Для применения критерия Гурвица и опреде-
ления показателя колебательности необходимо 
определить коэффициенты ПФ замкнутого кон-
тура стабилизации нормального ускорения sys. 
Для этого применить команду [n,d] = tfdata(sys,’v’).

Показатель колебательности определяется 
следующим образом. Для каждого значения ПФ 
замкнутого контура стабилизации нормального 
ускорения осуществить сканирование по часто-
те в диапазоне 0...1/Tр с шагом сканирования 0,1 
и для каждого значения частоты определить

 1| ( , , )|.z wW j k kωω

Показатель колебательности определяется 
по формуле

 1max( ( , , ) ).z wM W j k kω= ω

Проинтегрировать систему уравнений (1)—(4) 
для значений (kωz1, kw, k, kпр), обеспечивающих 
гурвицевость системы, и показатель колеба-
тельности, меньший 1,7.

Предполагается: a11 = 2,5 [1/с]; a12 = 22 [1/с2];
a13 = 25 [1/с2]; a42 = 1,5 [1/с]; V = 1300 [м/с];
kр = 1 [°/В]; ξр = 0,6; Tр = 0,05 [с]; kгр = 50;
kωz1 = 0,06...0,4; dkωz1 = 0,02; kw = 0,001...0,15;
dkw = 0,001; k = 1...15; dk = 1; kпр = 50...100;
dkпр = 1; x0ц = 18  000 [м]; y0ц = 5000 [м];
Vц = 800 [м/с]; Θц = 180 [°].

В первом случае предполагается kг = 1 [В/°]; 
ξг = 0,6; Tг = 0,05 [с]; kак = 1 [В/м/с2]; ξак = 0,6; 
Tак = 0,05 [с]. Осуществляем параметрическую 
оптимизацию ССР в среде MATLAB с шагом 
интегрирования 0,005 с, получаем kωz1 = 0,22; 
kw = 0,004; k = 11; kпр = 98; ошибка наведения 
1,32•10–5

 м. Время регулирования контура ста-
билизации нормального ускорения 0,5 с.

Во втором случае предполагается kг = 1 [В/°]; 
ξг = 0,6; Tг = 0,08 [с]; kак = 1 [В/м/с2]; ξак = 0,6; 
Tак = 0,08 [с]. Осуществляем параметрическую 
оптимизацию ССР в среде MATLAB с шагом 
интегрирования 0,005 с, получаем kωz1 = 0,1; 
kw = 0,001; k = 6; kпр = 68; ошибка наведения
6,7•10–4 м. Траектории ракеты и цели представле-
ны на рис. 4. Переходная характеристика контура 
стабилизации нормального ускорения представ-
лена на рис. 5. Время регулирования контура ста-
билизации нормального ускорения 0,8 с.

В третьем случае предполагается kг = 1 [В/°];
ξг = 0,6; Tг = 0,1 [с]; kак = 1 [В/м/с2]; ξак = 0,6; 
Tак = 0,1 [с]. Осуществляем параметрическую 
оптимизацию ССР в среде MATLAB с шагом 
интегрирования 0,005 с, получаем kωz1 = 0,1; 
kw = 0,001; k = 5; kпр = 80; ошибка наведения 
0,011 м. Время регулирования контура стаби-
лизации нормального ускорения 1,2 с.

Заметим, что при увеличении постоянной 
времени ИЭ время регулирования контура 
стабилизации нормального ускорения увели-

Рис. 4. Траектории ракеты и цели
Fig. 4. Trajectories of missile and targets
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чивается. Следовательно, для попадания раке-
ты в цель расстояние между ракетой и целью 
в начале самонаведения должно увеличиться.

Заключение

Если ИЭ имеют маленькую постоянную вре-
мени и достаточно большой коэффициент зату-
хания, то их можно не учитывать при синтезе 
ССР. При этом увеличение постоянной времени 
ИЭ приводит к ухудшению качества ССР (уве-
личение времени регулирования и возможно 
возникновение колебания в контуре стабили-
зации нормального ускорения и в самой ССР). 
Увеличение времени регулирования контура 
стабилизации нормального ускорения приводит 
к необходимости увеличения расстояния между 
ракетой и целью в начале самонаведения.

Предложенная методика параметрической 
оптимизации обеспечивает возможность вы-
брать параметры ССР с большой точностью на-
ведения при учете динамических свойств ИЭ.

Предложенная методика параметрической 
оптимизации обеспечивает возможность вы-
брать параметры ССР при постоянной време-
ни ИЭ, сравнимой с постоянной времени РП.

Предложенная методика параметрической 
оптимизации также может позволять выбрать 
параметры ССР при точном математическом 
описании РП и привода ГСН.
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Abstraсt
Several various missile homing systems (MHS) have been developed in recent years. However, to the best of our knowl-

edge, these systems do not take into account the dynamic characteristics of the measurement elements (ME). Such existing 
systems can only work well when the MEs have a small inertia and large damping. Thus in general case, it is necessary to 
consider the dynamic characteristics of the MEs with the big inertia. In addition, using the MEs with the big inertia, the 
MHSs is able to remove the high-frequency noise. However, taking into account the dynamic properties of the MEs causes 
difficulties in determining the transfer function (PF) of the normal acceleration stability system and the synthesis of MHSs. 
Therefore, in this paper, we propose an effective mathematical model of the missile homing system, which takes into consid-
eration the dynamic characteristics of the MEs. In addition, this model allows synthesizing the high accuracy MHSs, and 
utilizing the MEs with the inertia equivalent to the inertia of the rudder actuator. To accomplish that, the proposed system 
is composed of two stages. In the first stage, the MHSs, which do not incorporate the dynamic characteristics of the MEs, is 
presented in detail. Then, we analyze and estimate the effect of the dynamic characteristics of the MEs on the performance of 
the MHSs. In the second stage, we propose a novel MHS, which takes into account the dynamic characteristics of the MEs. 
The proposed system is implemented based on the basic functions in the Control system toolbox in MATLAB, and designed 
by the parametric optimization method. The simulation results indicate that, our proposed system outperforms the conventional 
MHSs in term of reducing the negative effects of the dynamic characteristic of the MEs on the quality of the MHS.
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