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СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ,
УПРАВЛЕНИЕ И ОБРАБОТКА ИНФОРМАЦИИ

Рассматривается нелинейная позитивная система управления движением автономного интеллектуального агента. 
Целью данной работы является синтез закона управления, обеспечивающего заданную степень экспоненциальной устой-
чивости в замкнутой позитивной системе на основе уравнений Лотки—Вольтерры. При синтезе системы используются 
методы теории оптимального управления для обеспечения устойчивости. Асимптотическая устойчивость достигается 
за счет решения уравнения Риккати и использования полученных коэффициентов в предложенной модели. Представлены 
результаты расчета и моделирования предложенной модели. Результаты моделирования соответствуют требуемым 
показателям качества, система управления обладает заданной степенью экспоненциальной устойчивости и требуемой 
переходной характеристикой,  что позволяет ис пользовать предложенную модель в наземных мобильных роботах, бес-
пилотных летательных аппаратах, автономных подводных аппаратах и других роботах при поиске на большой площади.

Ключевые слова: нелинейная САУ, случайное движение, интеллектуальный агент, оптимальное управление, урав-
нение Риккати, модель Лотки—Вольтерры, устойчивость, моделирование
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Синтез позитивных нелинейных систем
на основе методов оптимального управления

достижения поставленной цели. При подобном 
управлении устойчивость системы автоматиче-
ского управления является важным критерием 
качества, которое необходимо обеспечить. В на-
шей работе для обеспечения заданной степени 
экспоненциальной устойчивости предлагается 
в модели формирования поворотов интеллек-
туального агента использовать методы теории 
оптимального управления [20—23].

Постановка задачи

Рассмотрим нелинейный непрерывный по-
зитивный стационарный объект управления 
(ОУ) с уравнением движения

 ( ) ( ) ( ( )) ( ),t t t u t= +x Ax BF x�  (1)

где x — n-мерный вектор состояния ОУ; u — 
скалярное управляющее воздействие; A — ква-
дратная матрица линейной части с постоянны-
ми коэффициентами размерности n Ѕ n; B — 
матрица входов размерности n Ѕ 1. Нелинейная 
функция F(x) допускает представление в виде 
F(x) = 1 + xтF0x, где F0 — матрица размерности 
n Ѕ n, по крайней мере, положительно полу-
определенная, причем начальные условия, по-
рождающие процессы объекта управления, все 
положительны xi(0) > 0, где xi — компоненты 
вектора состояния при 1, .i n=

Введение

Существует множество алгоритмов и спосо-
бов управления автономными интеллектуаль-
ными агентами, такими как мобильные роботы 
и беспилотные летальные аппараты (БПЛА). 
Интеллектуальные агенты способны к само-
стоятельному принятию решений для достиже-
ния поставленной цели, например, при поиске 
опасных для человека объектов, находящихся 
на большой территории, и др. [1—4] При созда-
нии подобных систем используются различные 
биологические алгоритмы, такие как хемотак-
сис [5—7], скопление в группы и поиск пищи
[8—12], развитие популяций или взаимодей-
ствие видов, например, модель "хищник—жерт-
ва" [13—19]. В работах [14—18] рассмотрен био-
логический алгоритм формирования целевых 
углов поворота агента, основанный на модели 
взаимодействия популяций Лотки—Вольтерры, 
для достижения источника запаха или радиоак-
тивного излучения. В биологическом алгорит-
ме в качестве видов, которые взаимодействуют, 
представлены тенденции развития углов пово-
рота налево и направо. Алгоритм имитирует 
процесс принятия решения живого организма. 
По этому алгоритму агент, в зависимости от 
превалирующего из двух видов, осуществляет 
поворот налево или направо. Таким образом 
агент управляет собственными движениями для 
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Поставим задачу — синтезировать управле-
ние в виде линейных и квадратичных стацио-
нарных обратных связей (ЛКСОС) u(t) = 
= т т( ) ( ) ( ),t t t− −Kx x K Kx  обеспечивающих в зам-
кнутой системе заданную степень экспоненци-
альной устойчивости α при ограничении 

( ) 0,tKx l  где K — матрица ЛКСОС размерно-
сти 1 Ѕ n, элементы которой определяют коэф-
фициенты обратных связей по соответствую-
щим переменным вектора состояний x(t). Па-
раметр α позволяет проводить оценку времени 

переходных процессов 
3

.пt ≈
α

Метод синтеза системы

Рассмотрим линейный объект управления 
с уравнением движения

 ( ) ( ) ( ).t t u t= +x Ax B�  (2)

В работе [20] показано, что если для ОУ (2) 
выбрать закон управления в виде

 т т( ) ( ) sign ( ) ( ) ( ),u t t t t t= − −Kx Kx x K Kx  (3)

то в замкнутой системе

 
т т

( ) ( ) ( )

sign ( ) ( ) ( )

t t t

t t t

= − −

−

x Ax BKx

B Kx x K Kx

�
 (4)

обеспечивается экспоненциальная устойчивость 
со степенью сходимости α, если матрица K по-
лучена в результате решения нелинейного ма-
тричного уравнения Риккати

 т т 2 ;+ − ν + α = −A P PA K RK P Q  (5)

 1 т .R −=K B P  (6)

В уравнениях (5), (6) P — симметрическая 
положительно определенная квадратная ма-
трица размерности n Ѕ n; Q — симметрическая 
матрица штрафов на вектор состояния ОУ раз-
мерности n Ѕ n, по крайней мере, положитель-
но полуопределенная; R — ненулевой скаляр, 
определяющий штраф на управление; ν — па-
раметр, принимающий значения в пределах
от 0 до 2. При ν = 2 уравнение Риккати позво-
ляет решать задачу нахождения оптимального 
управления, соответствующего принципу оп-
тимальности по принуждению [24].

Будем рассматривать позитивные [25] систе-
мы с матрицей ЛКСОС, такой что Kx(t) l 0, 
у которых координаты вектора xi(t) l 0, а мат-
рица K имеет положительные коэффициенты. 
Тогда знаковую функцию в соотношении (4) 
можно опустить.

Из результатов анализа поведения позитив-
ной замкнутой системы [25] можно сделать 

вывод, что объект управления (1) с законом 
управления (4) будет экспоненциально устой-
чивым при условии, если матрица

 т
0 −F K K  (7)

положительно полуопределенная, а в случае 
невыполнения условия (7) система будет экс-
поненциально устойчивой в области x ∈ D, 
ограниченной гиперплоскостью

 Kx = 1 (8)

при значениях xi l 0 при 1, .i n=

Пример синтеза системы

Для примера рассмотрим систему уравне-
ний развития популяций, относящихся к типу 
уравнений Лотки—Вольтерры [26]:

 1 1 1 2 2 1

2 1 1 2 3 2

( ) ( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( ) ( ),

x t c x t x t с x t

x t с x t x t с x t

= −
= −

�
�

 (9)

где x1(t) l 0 и x2(t) l 0 — соответственно чис-
ло особей мужского и женского пола в попу-
ляции; c1 — коэффициент рождаемости; c2 и 
c3 — коэффициенты смертности. Если одна из 
координат становится равной нулю, например 
x1(t) = 0, то развитие x1(t) прекращается, посколь-
ку правая часть первого уравнения (9) будет рав-
на нулю. Другая координата x2(t) в этом случае 
будет экспоненциально затухать при c3 > 0.

Пусть x1(t) и x2(t) образуют координаты век-
тора состояния x(t). Запишем систему уравне-
ний (9) в форме уравнения (1):
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�

 (10)

Решаем уравнение Риккати (5), (6) с матри-
цами (10) при следующих значениях заданных 
параметров: R = 1, v = 2, α = 0,2, c2 = 0,3, 

c3 = 0,25, 
4 1

1 2
⎡ ⎤

= − ⎢ ⎥
⎣ ⎦

Q  и начальных приближе-

ниях k1 = k2 = 1 и для матрицы 
5 1

.
1 2,3
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

P  

Кроме уравнения (5), (6), заданы, по критерию 
Сильвестра [27], условия положительной опре-

деленности 11 12
11

21 22
det 0, 0

p p
p

p p
⎡ ⎤

> >⎢ ⎥
⎣ ⎦

 и симмет-

ричности p12 = p21 матрицы P. Решением явля-
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ется следующая матрица: 
3,289 2,13

,
2,13 2,883

−⎡ ⎤
= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

P  

матрица K ЛКСОС находится по уравнению (6) 
[ ]1 т 1,159 0,753 .R −= =K B P

Моделирование системы

Результаты моделирования представле-
ны на рис. 1, 2. На рис. 1 приведены графики 
собственного движения (u(t) = 0) объекта (10)
с ненулевых начальных условий x1(0) = 5,
x2(0) = 3. Видно, что объект неустойчив. На рис. 2 
приведены графики движения объекта, замкну-
того ЛКСОС с рассчитанной матрицей K. Зам-
кнутая система устойчива, координаты сходятся 
к установившимся значениям x1(t) = 0, x2(t) = 0. 
Вторая координата x2(t) в ходе переходного про-
цесса принимает отрицательное значение, т.е. 
система относится к классу систем, более широ-
ких, чем позитивные, а именно, для которых вы-
полняется условие неотрицательности линейной 
части управления Kx(t) l 0.

График на рис. 3 показывает, что это усло-
вие выполняется.

На рис. 4 приведены графики переходного 
процесса с нулевых начальных условий при 
подаче на оба входа единичного ступенчатого 
воздействия u(t) = 1(t). Время переходного про-
цесса не превышает 15 с, что коррелирует с за-
данной при синтезе обратных связей степенью 
устойчивости α = 0,2.

На рис. 5 представлены графики изменения 
координат замкнутого объекта с ограничения-
ми x(t) l 0. Видно, что при достижении одной 
из координат x2(t) = 0 другая координата x1(t) 
затухает по экспоненте. Развитие популяции 
прекращается.

Популяционные уравнения используются 
в системах управления мобильными роботами 
и квадрокоптерами [17, 18], в которых коорди-
натами являются углы поворота робота впра-
во-влево, а для квадрокоптера добавляются 
повороты вверх-вниз.

Рис. 1. Графики собственного движения разомкнутого объекта
Fig. 1. The diagram of the dynamics of population change with 
u(t) = 0

Рис. 3. График изменения функции Kx(t)
Fig. 3. The diagram of the changing function Kx(t)

Рис. 4. Графики переходного процесса при u(t) = 1(t) на оба 
входа
Fig. 4. The diagram of the transient responses with u(t) = 1(t)

Рис. 2. Графики движения объекта, замкнутого ЛКСОС
Fig. 2. The diagram of the dynamics of population change with 
linear-quadratic time-invariant feedback

Рис. 5. Графики развития популяции
Fig. 5. The diagram of the dynamics of population change with 
x(t) l 0
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Заключение

В данной работе рассматривается исполь-
зование методов теории оптимального управ-
ления при синтезе системы автоматического 
управления роботизированным интеллекту-
альным агентом. Вычислены коэффициенты 
системы с использованием уравнения Рик-
кати. Проведено моделирование системы, ре-
зультаты которого показали, что синтезиро-
ванная система экспоненциально устойчива и 
может быть применена в наземных мобильных 
роботах и квадрокоптере.
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Abstract

This paper considers a nonlinear positive control system of autonomous intellectual agent’s motions. Single or multiple 
intellectual agents are capable of independent decision-making to achieve an odor source or radioactive source. Various bi-
ologically inspired behaviour-based approaches, such as chemotaxis, the moth inspired casting algorithm, flocking behavior 
and foraging, population development or species interaction are used for creation of control system of an intellectual agent. 
The agent is a tracking system, for example, unmanned aerial vehicle or a multicopter. The intellectual agent searches haz-
ardous pollutants in dangerous environments. The task of a flying robot is to find the source of invisible pollutions. The aim 
of this work is to synthesize the control law, that provides a predetermined degree of exponential stability in a closed-loop 
positive system based on Lotka—Volterra equations. The methods of optimal control theory are used in the synthesis of the 
system. Asymptotic stability is achieved by solving the Riccati equation. The stability of the control system is an important 
criterion of quality to be ensured. Therefore, the intellectual agent is able to control the movements to the right and to the 
left, reaching the source. With the model proposed we provide the simulation and experimental results, which correspond to 
the quality metrics required. In this work, the control system has a given degree of exponential stability and the transient 
response, which confirms the possibility of using the model proposed in terrestrial mobile robots, unmanned aerial vehicles, 
autonomous underwater vehicles and other robots in searching a large area.

Keywords: nonlinear control system, random search, intellectual agent, optimal control, Riccati equation, Lotka—Volterra 
equations, stability, simulation
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Рассматривается класс линейных стационарных объектов со скалярным входом. Цель управления формулируется 
в виде слежения выхода объекта управления за заданным задающим воздействием. Для формирования генерирующей 
модели задающего воздействия используется принцип внутренней модели. Рассматривается решение подзадачи пред-
ставления с заданной конечной точностью дискретизованного по времени задающего воздействия в форме линейного 
разложения по базисным функциям, соответствующим корням искомого характеристического многочлена дискретной 
линейной динамической системы (генератора). С использованием континуализации в пространстве состояния стро-
ится непрерывная, линейная генерирующая модель задающего сигнала с ненулевыми начальными условиями и входом, 
совпадающая по размерности с моделью объекта управления. Генерирующая модель позволяет сформулировать цель 
управления в виде слежения вектора состояния замкнутой системы за вектором состояния генерирующей модели. 
В общем случае генерирующая модель может быть неустойчивой. Поэтому желаемая скорость сходимости вектора 
ошибки слежения задается гурвицевой эталонной моделью. Разработанная методика получения генерирующей модели 
рассматривается в контексте решения общей задачи синтеза алгоритма слежения.

Ключевые слова: генерирующая модель, стабилизация, задача слежения, метод структурного погружения, 
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Синтез алгоритмов слежения для линейных объектов
с генерирующей моделью задающего сигнала

Введение

В работе предлагается подход к синтезу ал-
горитмов слежения для линейных объектов 
управления (ОУ). В основе подхода лежит идея 
представления задающего сигнала в виде вы-
хода линейной генерирующей модели, согласо-
ванной по размерности с вектором состояния 
ОУ. Подход позволяет повысить точность рабо-
ты системы управления.

В работах [1, 4] приведены методика и ре-
зультаты синтеза линейной обратной связи 
в предположении о возможности представле-
ния задающего сигнала в виде суммы порож-
дающих функций, которые связаны с корнями 
обобщенного характеристического уравнения 
генерирующей модели. Однако в вышеуказан-
ных работах отсутствует методика синтеза ге-
нерирующей модели для заданного задающего 
воздействия (получение характеристического 
многочлена, порождающих функций).

В публикуемой статье приведена методи-
ка формирования генерирующей модели тре-
буемого порядка с начальными условиями и 
входным воздействием для заданной точности 
аппроксимации задающего сигнала. В осно-
ве синтеза лежит модифицированный метод 
структурного погружения [1, 3]. Разработанная 
методика получения генерирующей модели 
рассматривается в контексте решения общей 
задачи синтеза алгоритма слежения.

Постановка задачи

Рассмотрим объект, представленный моде-
лью состояния в форме Фробениуса
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B = (0 ... b)т; C = (1 0 ... 0); αi, 0, 1,i n= −  b — 
постоянные параметры.

Пусть задающее воздействие f представ-
лено графически или в табулированном виде 
на конечном интервале времени. Не умаляя 
общности, будем считать, что задающее воз-
действие имеет вид табулированной функции 

1 2{ , ,..., },Nf f f f=  где fi — значение функции 

в момент ti, 1.. .i N=
Ставится задача обеспечения заданного 

движения системы на конечном интервале 
времени с заданной точностью

 | ( ) ( )| , [0, ],i i if t y t t T− Δ ∀ ∈m  (2)

где Δ > 0 — точность слежения; T Nh=  — ко-
нечное время; h = ti – ti – 1 — шаг дискретизации.

Методика синтеза алгоритма управления

В основе методики лежит идея синтеза ли-
нейной непрерывной генерирующей модели 
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задающего сигнала f. Линейная форма гене-
рирующей модели непосредственно связана 
с рассматриваемым классом линейных ОУ (1) 
и отражает возможность качественного реше-
ния поставленной задачи (отсутствия запазды-
вания, обеспечения требуемой точности и т.п.) 
для линейного ОУ [14].

Методика синтеза управления состоит из 
двух частей. В первой части по заданному за-
дающему воздействию f синтезируется генери-
рующая модель с выходом fг(t), который с точ-
ностью Δг < Δ совпадает с этим задающим воз-
действием на интервале t ∈ [0, T].

Во второй части синтезируется линейная 
обратная связь объекта по ошибке между век-
торами состояния объекта управления и гене-
рирующей модели задающего воздействия.

Генерирующая модель (ГМ) представляет 
собой систему, порядок которой совпадет с по-
рядком объекта управления. ГМ обеспечивает 
генерацию собственного выходного сигнала fг(t),
t ∈ [0, ∞), аппроксимирующего с заданной точно-
стью сигнал f так, что ||f(ti) – fг(ti)|| m Δг, ti ∈ [0, T].

Используя полноту ГМ (существование 
единственного решения на полубесконечном 
интервале времени), можно рассмотреть сле-
дующую задачу слежения. Представим цель 
управления (ЦУ) как ограниченность траекто-
рий замкнутой системы и обеспечение задан-
ной точности в виде выполнения неравенства

 |y(t) – fг(t)| m Δf , ∀t l t*. (3)

Формализуем понятие ГМ.
Определение [14]. Генерирующей моделью 

назовем линейную систему, имеющую размер-
ность и форму представления объекта (1) и ге-
нерирующую на выходе сигнал вида
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|ν(t)| m Δν, Δν — ошибка аппроксимации.

Предполагается, что структура задающего 
сигнала на ограниченном временном интерва-
ле может быть представлена меньшим ограни-
ченным числом смешанных базисных функций 
(полиномиальных, гармонических, экспонен-
циальных и др.) по сравнению с ограниченным 
рядом базисных функций одного вида [16].

Пусть , 0,i ij i rλ ± ω = , — взаимно-простые 
корни некоторого характеристического урав-
нения. Для определенности будем считать, что 
среди этих корней l1 вещественных и l2 пар 
комплексно-сопряженных с кратностью pi. 
Тогда характеристическое уравнение имеет вид
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где r = l1 + l2, βi — коэффициенты, определяе-
мые корнями характеристического уравнения; 

порядок уравнения равен 
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в зависимости от числа вещественных и ком-
плексно-сопряженных корней.

Заметим, что представление (4) предполагает 
ограниченность основного спектра частот 

гf
ω .

Характеристическое уравнение (5) опреде-
ляет линейное однородное дифференциальное 
уравнение вида
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решение которого имеет вид
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Сравнивая равенства (4) и (7), заключаем, 

что |yг(t) – fг(t)| m Δν при Ci = ci, 
* *, 0, ,i iC c i N= =  

где ,i ik ikC C jC ∗= +� �  * * ,i ik ikC C jC= −� �  ,ik ikC c=� �  
* * ,ik ikC c=� �  0, 1,k n= −  что обеспечивается выбо-

ром начальных условий
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В общем случае генерирующую модель n-го 
порядка можно представить в форме Фробениуса
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эффициенты, выбираемые из уравнения (5) по
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n корням характеристического уравнения. Из 
оставшихся корней формируется скалярный 
вход генерирующей модели η и находятся на-
чальные условия. Весовые коэффициенты
слагаемых, формирующих η(t), определяются 
методом неопределенных коэффициентов из 
эквивалентной системы (9) неоднородного 
дифференциального уравнения.

Методика синтеза генерирующей модели

Опишем методику синтеза генерирующей 
модели. Данная методика является модифика-
цией метода структурного погружения [15, 16], 
предложенного для решения задачи фильтра-
ции дискретных сигналов.

В основе метода структурного погружения 
(МСП) лежит представление о генерации зада-
ющего сигнала дискретной системой, которая 
на конечном временном интервале может быть 
представлена с заданной точностью линейной 
разностной авторегрессионной моделью. Реше-
ние авторегрессионной модели определяется 
корнями характеристического уравнения (со-
ответствующими им базисными функциями) 
и начальными условиями. Стоит отметить, что 
порядок и параметры авторегрессионной мо-
дели задающего сигнала заранее неизвестны. 
МСП позволяет последовательным добавлением 
очередного элемента структуры определить с за-
данной точностью минимальный порядок авто-
регрессионной модели, а затем ее параметры.

Пусть задающее воздействие представимо 
на ограниченном временном окне авторегрес-
сионной моделью

 ,
1

,
N

k N j k j
j

f a f −
=

= ∑  (10)

где N, aN, j — порядок и параметры авторе-
грессионной модели соответственно (двойная 
нумерация подчеркивает зависимость параме-
тров от размерности генерирующей модели N).

Целью является нахождение эффективной 
оценки �if . Методику синтеза генерирующей 
модели можно разделить на четыре этапа.

Этап 1. Определение порядка авторегресси-
онной модели (10). Сформируем последователь-
но расширяющуюся матрицу Z вида
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и найдем минимальное число членов N разло-
жения (10), число N определяется фактом линей-
ной зависимости вектора f1 = (fk fk – 1 ... fk – N)т

от остальных векторов-столбцов матрицы Z. 
Полагая, что k — текущий момент времени,
а k – 2j – 1 = k0 — начальный момент, общее 
число элементов матрицы Z можно определить 
как k – k0 = 2j + 1. Таким образом, длина ана-
лизируемого окна или, что то же самое, число 
элементов матрицы Z равно величине 2j + 1. 
При этом матрица Z имеет размерность ( j + 1) Ѕ
Ѕ ( j + 1), а j пробегает значения от 1 до N.

Признаком линейной зависимости столбцов 
матрицы Z является равенство нулю ее опре-
делителя (|Z| = 0). Однако близость определи-
теля к нулю не характеризует линейную зави-
симость столбцов.

Более точный метод определения линей-
ной зависимости столбцов матрицы Z вытекает 
из теоремы об инверсии квадратной матрицы. 
Определитель произвольной квадратной (m Ѕ m)
матрицы Z (m = j + 1) можно представить 

в виде 
1

,
m

i
i=

= ∏Z q  где ||qi|| — евклидова норма 

вектора, qi — i-й столбец матрицы Q, состав-
ленной из ортогональных столбцов и связан-
ной с матрицей Z известным соотношением
Z = QR, где R — верхне-треугольная матрица, 
по главной диагонали которой расположены 
единицы. Признаком вырожденности матри-
цы Z является выполнение равенства ||qm|| = 0.

Для нахождения линейной зависимости 
столбцов матрицы данным методом требуется 
получить матрицу Q. Одним из способов полу-
чения является использование метода Грама — 
Шмидта. Пусть F = {f1 ... fm} — некоторый базис 
в m-мерном евклидовом пространстве. Проведем 
ортогонализацию по схеме Грама — Шмидта:
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Полученные ортогональные векторы {qi} 
определяют матрицу Q = (q1 q2 ... qm).

Для нахождения матрицы R из соотноше-
ний (11) выразим исходный базис {fl} через ор-
тогональный базис {qi}, в результате получим
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где интервалы изменения индексов определя-
ются в соответствии с индексами матрицы Z, 

2, 1, 1, .l N i N= + =  Данные коэффициенты 
формируют верхне-треугольную матрицу R. 
Таким образом, получено указанное выше раз-
ложение Z = QR.

В процессе ортогонализации для индекса
m = N + 1 проверяется условие ||qN + 1|| < δ, где 
δ — заданная сколь угодно малая положитель-
ная величина. Таким образом, матрица Z рас-
ширяется до тех пор, пока норма очередного 
ортогонального вектора не станет меньше за-
данной константы, что характеризует вырож-
денность матрицы Z. При этом N — искомое 
число членов разностного уравнения (10).

Этап 2. Вычисление коэффициентов модели 
дискретного сигнала. Из системы уравнений 
(11) последовательно выразим векторы ортого-
нального базиса через исходный базис {fl}, при 
этом учтем, что норма последнего ортогональ-
ного вектора ||qN + 1|| ≈ 0, а значит, получаем 
линейно выраженную комбинацию вектора fm 
через базис {f1 ... fm – 1}. Учитывая (13), имеем
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Используя условие линейной зависимости 
столбца f1 от векторов базиса {f2 ... fN + 1}, из со-
отношения (14) получаем окончательные коэф-
фициенты для такого линейного разложения:
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Таким образом, идентификация минималь-
ной структуры модели исходного процесса 
(любой другой функции или характеристики) 
на основе МСП позволяет определить наи-
меньшую размерность N параметрической мо-
дели и сформировать базисные функции ана-
лизируемого процесса, справедливые для огра-
ниченного интервала времени t ∈ [0, T], где
T = (2N + 1)h, h — период и шаг дискретизации 
по времени соответственно.

Этап 3. Определение начальных условий и 
оценивание точности аппроксимации. Опреде-
лим искомую модель измерений в векторно-
матричной форме. Для этого к уравнению дис-

кретного сигнала формально добавим строки, 
связывающие векторы k-х и (k – 1)-х измере-
ний. В векторно-матричной форме получим

 Fk = Af  Fk – 1, (16)

где Fk = (fk fk – 1 ... fk – N + 1)
т, Fk – 1= (fk – 1 fk – 2 ... 

fk – N)т,

 

, 1 ,1...... 1

1 ...... 0 0
.

... ...... ... ...

0 ...... 1 0

N N N

f

a a−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A  (17)

Окончательно найдем следующее матрич-
ное представление модели исходного сигнала 
в k-й момент времени:

 fk + 1 = Af   fk. (18)

Используя рекуррентные соотношения 
(16), (18) на выборке из N + w измерений,
где w = 2j + 1 — ширина окна наблюдений из-
меряемого сигнала, и процедуру метода наи-
меньших квадратов, можно найти оценку на-
чального вектора �G :

 � ,= ⋅G FF f  (19)

где т 1 т т
1 1( ) , ( ... ) ,Nf f−

+= =FF F F F f

 т 1( ... ),N N
g g g

−=F BF BF BF B

где B = (aN – 1 ... a0).
На основе полученных оценок рассчитывает-

ся методическая ошибка, кот орая характеризует 
осредненную величину — "несимметричность" 
аппроксимации измерений авторегрессионной 
моделью (10) на выборке из N измерений:

 � 2
г

1

1
( ) ,

N

i i
i

f f
N =

Δ = −∑  (20)

где Δг — ошибка генерации.
Этап 4. Получение генерирующей модели в не-

прерывной области. Из разностного уравнения 
следует, что характеристическое уравнение для 
исходного сигнала в z-области имеет вид

 1

1
,1 , 1 ,

( ) ( )

... 0,

i

N

z
i

N N
N N N N N

Q z z

z a z a z a

=
−

−

= ∏ − λ =

= − − − − =
 (21)

где 
iz

λ  — корни характеристического уравне-
ния (21).

Проведем операцию континуализации (пе-
рехода из дискретной области в непрерывную), 
используя формулу z-преобразования z = esh ⇒
⇒ ,si

i

h
z

λλ = e  где h — шаг дискретизации.
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Найдем корни характеристического уравне-
ния в непрерывной области. Получим

 1

1
1 2 0

( ) ( )

... 0,

i

N

s
i

N N
N N

P s s

s s s

=
−

− −

= ∏ − λ =

= + β + + β − β =
 (22)

где 
1

ln .
i is zh

λ = λ
Таким образом, имеем характеристический 

многочлен в форме (5). Выбирая из N корней 
is

λ  
необходимое число корней n m N или добавляя 
устойчивые "быстрые" корни при n > N, согла-
совывая начальные условия, формируя входное 
воздействие η, получаем генерирующую модель 
в форме (9). Подробнее процедура формирова-
ния генерирующей модели описана в работе [14].

Синтез обратной связи

Не умаляя общности результата синтеза, бу-
дем считать, что модель генерирующей системы 
задана в форме (9). Введем модель ошибки меж-
ду объектом (1) и генерирующей моделью (9)

 г г г ;

,

u

y

−

ε

= − η
=
Ax + B A x B

C

�e
e

 (23)

где e = x – xг — вектор ошибки по состоянию.
Заметим, что матрица Aг в общем случае не 

является гурвицевой. Этот факт не позволяет 
использовать генерирующую модель в каче-
стве эталонной модели, например, при синтезе 
модального управления.

Введем эталонную модель стремления ошиб-
ки к нулю в виде

 э э э,= A�e e  (24)

где eэ ∈ Rn, 
1

э э э
0 1

0 n

na a

−

−

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠

I
A

…
 — гурвицевая 

матрица с заданным расположением собствен-
ных чисел. Выберем начальные условия нуле-
выми eэ(0) = 0.

Введем дополнительную цель управления 
(ДЦУ):

 e → 0 при t → ∞, (25)

где э= −e e e  — невязка.
Составим динамическую модель невязки

 
г г г э э э

э г г г э

э э э г г г( ) ( ) .

u

u

u

= + − − η − ± =
= + + − − η − =

= + − + − + − η

e Ax B A x B A A e

A e Ax B A x B A

A e A A x A A x B B

� e

e  (26)

Выберем управление из условия

 э г э г г( ) ( ) .u = − + − + ηB A A x A A x B  (27)

Существование решения уравнения (27) от-
носительно u гарантируется управляемостью 
объекта (1), согласованностью структур ма-
триц A, Aг, Aэ и матриц B, Bг соответственно. 
Алгоритм управления имеет вид

 г г ,xu kη= + + ηk x k x  (28)

где матрицы и коэффициент алгоритма управ-
ления выбираются из условий

 э г г э г, , .x kη= − = − =Bk A A Bk A A B B

Подставляя соотношение (28) в выражение 
(26), получаем э=e A e�  и, в силу гурвицевости 
матрицы Aэ, ДЦУ (25) достигается. Из e → 0 
следует, что e – eэ → 0 и, в силу гурвицевости 
эталонной модели (24), 0 .Γ Γ= − → ⇔ →x x x xe  
Таким образом, ЦУ (2) достигается.

Ограниченность траекторий при любых 
ограниченных начальных условиях x(0) выте-
кает из ограниченности xг(0), что, в свою оче-
редь, гарантируется ограниченностью правой 
части разложения (4) и ограниченностью ее 
производных по времени.

Заметим, что входящий в управление (28) 
вектор xг на практике не реализуем в форме со-
стояния, находящейся на границе устойчиво-
сти генерирующей системы (9). Однако описа-
ние системы (9) в форме Фробениуса позволяет 
использовать вместо него вектор j, сформи-
рованный из fг(t) и его производных так, что
xг(t) = j(t). Реализуемое управление имеет вид

 г ,xu kη= + + ηk x k j  (29)

где ( )1 т
г г г( ... ) .nf f f −′=j

Теорема. В замкнутой системе (1), (29) до-
стигается цель управления x → j при t → ∞, 
траектории системы ограничены при любых 
ограниченных начальных условиях и справед-
лива оценка

 т т( ) ( ) (0) (0) ,tt t −ρH H eme e e e

где ( ) ( ) ( ),t t t= −xe j  т т
э э0 : ,= > + =H H HA A H G

т 0,= >G G  min

max

( )
0;

( )
λ

ρ = >
λ

G
H

 λmin(G), λmax(H) — 

минимальное и максимальное собственное 
число матрицы.

Замечания. Переменные состояния xг, xэ
непосредственно не входят в алгоритм управле-
ния (29). Однако формировать генерирующую 
модель (5) необходимо для определения зада-
ющего воздействия η и матриц Aг, Bг, которые 
наряду с матрицей эталонной модели Aэ фор-
мируют параметры алгоритма управления (29). 
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Собственные числа матрицы Aэ определяют ско-
рость слежения и значение перерегулирования.

Методический пример

Объект управления 3-го порядка описы-
вается уравнением в форме Фробениуса (1)

с матрицами 

0 1 2

0 1 0

0 0 1 ,
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−α −α −α⎝ ⎠

A  

0

0 ,

b

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

B  

(1 0 0),=C  α0 = 1, α1 = 2, α2 = 2 и начальны-
ми условиями x1(0) = 42, x2(0) = 0,5, x3(0) = 0.

Желаемый выход задан в табулированном 
виде с шагом дискретизации h = 1,5 и пред-
ставлен на рис. 1. Зададим точность ортогона-
лизации δ m 10–8. Требуется обеспечить дости-
жение цели управления (2). Проведем дискре-
тизацию (если f задано графически) задающего 
воздействия f с учетом теоремы Шеннона — 
Котельникова.

Сформируем матрицу Z. Для N = 3 имеем

 

36,5330 37,6205 38,5149 39,2065

37,6205 38,5149 39,2065 39,6876
.

38,5149 39,2065 39,6876 39,9531

39,2065 39,6876 39,9531 40

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Z

Вычислим ортогональные векторы по алго-
ритму Грама — Шмидта. Получим матрицу Q 
следующего вида:

 Q =

= 

4 9

4 9

4 9

4 9

36,5330 0,3348 6,3404 10 2,5662 10

37,6205 0,1194 6,2012 10 2,5043 10
.

38,5149 0,1018 6,2531 10 2,5281 10

39,2065 0,3265 6,1851 10 2,4953 10

− −

− −

− −

− −

⎛ ⎞⋅ − ⋅
⎜ ⎟
⎜ ⎟− ⋅ ⋅
⎜ ⎟

− − ⋅ ⋅⎜ ⎟
⎜ ⎟

− ⋅ − ⋅⎝ ⎠

Точность ортогонализации равна δ =
= 3,979•10–11.

Найдем коэффициенты линейного разложе-
ния по формулам (14), (15). Характеристиче-
ский полином желаемого сигнала в этом слу-
чае имеет вид

 3 22,9890 2,98905 1.Q z z z= − + −

Проведем оценку полученных результатов 
(рис. 2).

Ошибка генерации: Δг = 8,7784•10–9.
Генерирующая модель должна иметь 3-й по-

рядок. Найдем корни характеристического урав-
нения P(s) в непрерывной области. Используя 
формулу z-преобразования ,si

i

hsh
zz

λ= ⇒ λ =e e  

получим λs0 = 0,0000019, λs1,s2 = ±j•0,100000281.

Генерирующая модель (5) будет иметь ма-
трицы вида

 

0 1 2

0 1 0 0

0 0 1 , 0 ,

1
Γ Γ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−β −β −β⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A B

где β0 = 0, β1 = 0,01, β2 = 0. Определим началь-
ные условия для генерирующей модели, соот-
ветствующие второму и третьему слагаемому 
P(s) = s3 + 0,01s.

Зададим желаемые собственные числа в виде 
э
0,1,2 1λ = −  и сформируем матрицу эталонной 

модели в виде

 э
э э э
0 1 2

0 1 0

0 0 1 ,

a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

A

где э э э
0 1 21, 3, 3.a a a= = =  Параметры алгоритма 

управления определим по формулам

 

1 2 3

1 2 3

э э э
0 0 1 1 2 2

э э э
0 0 1 1 2 2

г1 г2 г3

г г1 г2 г3

; ; ;

; ; ;

( ); ( ).

x x x

x x x x

a a a
k k k

b b b

a a a
k k k

b b b
k k k k k k

α − α − α −
= = =

− β − β − β
= = =

= =k k

Задающее воздействие для алгоритма управ-
ления имеет вид:

 

1 2

1 2

1 2

0 1 2

1 1 2 2
2 2

1 1 2 2

( ) ,

s s

s s

s s

t t

t t
s s

t t
s s

c c c

t c c

c c

λ λ

λ λ

λ λ

⎛ ⎞+ +
⎜ ⎟
⎜ ⎟= λ + λ
⎜ ⎟
⎜ ⎟λ + λ⎝ ⎠

e e

e e

e e

j

Рис. 2. Графики задающего воздействия f и его оценки при 
N = 3
Fig. 2. Graphs of input reference f and its estimation for N = 3

Рис. 1. График задающего воздействия f
Fig. 1.  Graph of input reference f
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где c0 = 20,179, c1 = 10,069, c2 = 10,069. Выход ге-
нерирующей модели показан на рис. 3. Управ-
ление имеет вид

 u = kxx + kϕj.

На рис. 4—7 приведены результаты модели-
рования замкнутой системы в относительных 
единицах.

Из рис. 4 видно, что достигается цель управ-
ления (2). Из рис. 7 видно, что вектор ошибок 
по состоянию стремится к нулю.

Заключение

В работе представлена методика формиро-
вания генерирующей модели задающего воз-
действия с использованием модифицирован-
ного метода структурного погружения. При-
ведена методика синтеза алгоритма слежения 
с использованием генерирующей модели. По-
лученное управление обеспечивает отсутствие 
запаздывания и повышает точность работы 
системы управления.
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Рис. 3. Графики задающего воздействия f и выхода ГМ
Fig. 3. Graphs of input reference f and output of generating model

Рис. 4. Графики координат объекта и выхода ГМ
Fig. 4. Graphs of coordinates of object and output of generating model

Рис. 5. Графики скорости объекта и производной выхода ГМ
Fig. 5. Graphs of velocity of object and output derivative of gene-
rating model

Рис. 6. График управления
Fig. 6. Graph of control signal

Рис. 7. Графики ошибок по состоянию
Fig. 7. Graphs of errors by position
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Abstract

In the article the class of linear stationary objects with a scalar input is considered. The purpose of control is formulated 
in the form of tracking the output of the control object for a given input reference. At the same time, the principle of the 
internal model is used to form a generating model of the input reference. The solution of the representation subtask with 
a predetermined finite precision of a time-discretized input reference in the form of a linear expansion on the basic func-
tions corresponding to the roots of the desired characteristic polynomial of a discrete linear dynamic system (generator) is 
considered. By using the continualization, a continuous, linear generating model of the input reference with non-zero initial 
conditions and input is constructed in the state space, coinciding in dimension with the model of the control object. The 
generating model makes it possible to formulate the control goal in the form of tracking the state vector of a closed system 
with the state vector of the generating model. In general, the generating model may not be stable. Therefore, the desired rate 
of convergence of the tracking error vector is given by the Hurwitz reference model. The developed method of generating 
the generating model is considered in the context of solving the general problem of the synthesis of the tracking algorithm.
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Предложен алгоритм фильтрации, основанный на использовании не только невязок между измеряемыми и оце-
ниваемыми координатами, как в классических алгоритмах фильтрации, но и кратных интегралов от этих невязок. 
Классические алгоритмы фильтрации используют достоверную информацию как о моделях движения и измерения, 
так и о статистических характеристиках входных случайных возмущений и помех измерения. Реальные же объекты 
управления работают в условиях действия не только высокочастотных случайных возмущений, но и низкочастотных 
сил и моментов со стороны агрессивной среды, характеристики которых известны с большими приближениями. В связи 
с этим эффективность использования классических алгоритмов фильтрации для реальных систем крайне низка из-за 
больших погрешностей. Предлагаемый же в работе алгоритм позволяет устранить данные недостатки за счет вос-
становления внешних низкочастотных возмущений в реальном времени. Под внешними возмущениями понимаются не 
только внешние воздействия со стороны среды, но и неточные знания о самой модели движения. Для интегральных 
невязок предложен алгоритм расчета коэффициентов усиления в обратной связи в аналитическом виде, основанный на 
обработке невязок, а также оценок внешних возмущений и их производных в текущем времени. Предложен алгоритм 
управления, включающий в себя оценки как фазовых координат, так и неизвестных возмущений. Знание оценок внеш-
них возмущений в реальном времени позволит, с одной стороны, повысить качество управления, а с другой стороны, 
сократить временные и материальные затраты, связанные с исследованием динамики движения объекта управления и 
внешней среды. На примере модели подводного аппарата, описываемого линейной системой дифференциальных уравне-
ний в условиях действия внешних возмущений (волновых и гидрологических сил и моментов), проведено моделирование и 
показана работоспособность предлагаемых алгоритмов для различного числа интегральных невязок.

Ключевые слова: оптимальное управление, адаптивные алгоритмы фильтрации, подстройка параметров, мор-
ские подводные объекты, оценивание возмущений

УДК 681.511.48 DOI: 10.17587/mau.20.80-89

С. К. Данилова, канд. техн. наук, вед. науч. сотр., Lab45_1@ipu.ru,
Н. Н. Тарасов, канд. техн. наук, ст. науч. сотр.,

Институт проблем управления им. В. А. Трапезникова РАН, г. Москва

Адаптивный алгоритм фильтрации с интегральными невязками

Введение

Качественное управление современными 
подвижными объектами возможно только при 
полной и точной информации как о самом 
объекте управления, так и о внешних возму-
щениях, действующих на него. Для получения 
этой информации используются всевозмож-
ные подходы, основанные на фильтрации и 
идентификации систем управления. Наиболь-
шее практическое применение в настоящее 
время получили Калмановские алгоритмы, 
использующие невязки между измеряемыми 
y(t) и оцениваемыми �( )tx  параметрами движе-
ния. Среди таких алгоритмов можно отметить 
оптимальный фильтр Калмана — Бьюси [1]; 
нелинейный фильтр Калмана [2]; расширен-
ный фильтр Калмана [3]. Фильтры [1, 2] по-
зволяют получать оценки фазовых координат 
объекта лишь при точной информации о моде-
лях объекта управления и измерения, а также 
характеристиках входных помех и помех изме-
рения. Для алгоритма, представленного в ра-
боте [3], кроме перечисленной информации 
необходимы также данные о моделях внешних 
возмущений. Получение точной информации 
о моделях движения и возмущения является 
сложной задачей, требующей больших времен-

ных и материальных затрат, связанных с моде-
лированием исследуемого объекта управления 
в лабораторных условиях, проведением полу-
натурных испытаний и уточнением параме-
тров модели в условиях натурных испытаний.

Альтернативой являются подходы, связанные 
с разработкой адаптивных [4—7] и робастных
[8, 9] алгоритмов фильтрации и управления. 
В основном, эти работы связаны либо с оптими-
зацией ошибок оценивания фазовых координат 

�,= −x xe  где �,x x  — фазовые координаты и их 
оценки, либо с использованием методов иден-
тификации, либо с обработкой и исследованием 
невязок �= −y Cxn  в обратной связи.

В работе [10] была предложена попытка ис-
пользования в обратной связи не только невя-
зок, как в классических алгоритмах фильтра-
ции, но и интегралов от этих невязок. Исполь-
зование интегралов от невязок, как показали 
результаты моделирования для широкого клас-
са подводных и надводных аппаратов [11—13], 
помогает избавиться от многих, присущих 
классическим алгоритмам фильтрации, недо-
статков, таких как знание точной и полной ин-
формации о моделях движения и возмущений.

Данная работа посвящена аналитическо-
му конструированию алгоритмов фильтрации 
с интегральными невязками с подстройкой ко-
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эффициентов в обратной связи, а также синте-
зу алгоритмов управления, компенсирующих 
неизвестные внешние возмущения на основе 
полученных оценок.

Описание объекта управления
и постановка задачи

Модель динамики объекта. Рассмотрим мо-
дель движения подводного аппарата, динами-
ка которого описывается матричным линей-
ным дифференциальным уравнением

 ( ) ( ) ( ) ( ),= t + t + t + tx Ax Bu Df w�  (1)

где A, B, D — известные матрицы размерности 
n Ѕ n, n Ѕ k и n Ѕ l соответственно; x(t) и u(t) — 
векторы состояния и управления размерности 
n Ѕ 1 и k Ѕ 1; f(t) — l-мерный вектор внешних 
возмущений; w(t) — n-мерный случайный гаус-
совский процесс с нулевым средним M[w(t)] = 0 
и известной ковариационной матрицей Q(t) 
размерности n Ѕ n; т[ ( ) ( )] ( ) ( ).M t t tτ = − τw w Q d

Модель измерения фазовых координат. Со-
временные измерительные комплексы позво-
ляют определять достаточно большой объем 
информации о параметрах движения. В каче-
стве измеряемых координат в работе рассмо-
трены те, в уравнения которых входят неиз-
вестные возмущения. С достаточной степенью 
точности математическая модель системы из-
мерения представляется в виде [14]

 y(t) = Cx(t) + ξ(t), (2)

где C — известная матрица наблюдений раз-
мерности m Ѕ n; y(t) — m-мерный вектор из-
мерений фазовых координат x(t); x(t) — случай-
ный векторный гауссовский процесс с нулевым 
средним M[ξ(t)] = 0 и известной ковариацион-
ной матрицей R(t) размерности m Ѕ m; M[ξ(t), 
ξт(τ)] = R(t)d(t – τ).

Модель внешних возмущений. К наиболее 
типичным возмущениям, действующим на 
подводные аппараты, относятся:

а) волновые возмущения. Модель волновых 
возмущений по силе fb = ( fby, fbz)

т и момен-
ту mb = (mbz, mby)

т задается как совокупность 
гармоник со своими амплитудами, частотами 
и случайными фазами, которые для каждого 
объекта управления могут быть определены по 
данным натурных испытаний:
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где αfyi, αfzi, αmzi, αmyi, Kfy, Kmz, Kfz, Kmy — посто-
янные параметры, получаемые, как правило, 
экспериментальным путем и зависящие от баль-
ности, курсового угла, динамических характе-
ристик объекта управления, частоты колебаний 
(ωi), случайных значений начальных фаз коле-
баний (ϕfyi, ϕfzi, ϕmzi, ϕmyi). Процесс получения 
точных значений сил и моментов, действующих 
на исследуемый объект управления, связан с об-
работкой и анализом широкого спектра параме-
тров и, как отмечалось ранее, требует больших 
временных и материальных затрат. Проводить 
такие исследования для каждого объекта неце-
лесообразно. Однако для каждого конкретного 
объекта управления, зная их тактико-техниче-
ские характеристики, можно получить оценки 
возможных значений возмущений;

б) возмущения, характеризующие гидрологиче-
ские силы и моменты, а также подводные течения 
fy, fz, my, mz, возникающие в случайные моменты 
времени. Модель таких возмущений может быть 
представлена в виде алгебраических уравнений:
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При изменении направления возмущения 
уравнения имеют вид:
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и т.д., где Ap — амплитуда изменения возму-
щения fy; Tp — время изменения возмущения; 
N1, N2, ... — числа, показывающие моменты из-
менения возмущения. Аналогичным образом 
описываются и возмущения fz, my, mz.

В результате совокупный вектор внешних 
возмущений запишется в виде
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Постановка задачи. Пусть дан объект управ-
ления, описываемый линейной системой (1), и 
вектор измеряемых координат (2), на который 
действует совокупность неизвестных возмуще-
ний f(t). Необходимо получить оценки фазовых 
координат �x , оценки совокупного вектора воз-
мущений �F  и на основании полученных оценок 
синтезировать законы управления подводным 
аппаратом в конкретном режиме плавания.

Алгоритмы фильтрации

Для получения оценок фазовых координат x,
объекта (1) по измерениям (2), используются 
различные алгоритмы фильтрации. В зависи-
мости от информации об объекте управления 
и возмущениях наибольшую популярность 
в настоящее время приобрели Калмановские 
алгоритмы фильтрации, использующие невяз-
ки в обратной связи [1—3].

Калмановские алгоритмы фильтрации. 
Данные фильтры используются для систем 

с достоверной информацией о моделях дви-
жения и возмущений. В этом случае алгоритм 
фильтрации принимает вид
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где коэффициенты усиления определяются с 
помощью уравнения Риккати т= +P AP PA�  –
– PCтR–1CP + Q, причем т 1

0 ( ) .ijK −= =K PC R  
Эти коэффициенты могут быть вычислены за-
ранее при заданных ковариационных матри-
цах R и Q.

Недостатком данных алгоритмов являет-
ся достаточно высокое требование к качеству 
и точности информации о параметрах модели 
движения A, B и внешних возмущениях f(t), w(t), 
x(t). В связи с этим качество получаемых оценок 
фазовых координат не удовлетворяет требова-
ниям, предъявляемым к современным системам 
управления, работающим в реальных условиях.

Алгоритм фильтрации с интегральными не-
вязками. Для устранения указанных выше не-
достатков в данной работе предложен алгоритм 
фильтрации, позволяющий получать не только 
оценки фазовых координат, но и оценки неиз-
вестных внешних возмущений. Предлагаемый 
алгоритм, как отмечалось ранее, основан на ис-
пользовании не только невязок �,= −y Cxn  но и 
интегралов от этих невязок:
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При этом алгоритм фильтрации примет 
следующий вид:
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x Ax Bu K y Cx F

x x
 (5)
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 (6)

где �F  — оценка неизвестных внешних возму-
щений. Предложенный алгоритм отличается 
от алгоритма (4) тем, что позволяет не только 
сглаживать высокочастотные возмущения w(t), 
но и восстанавливать низкочастотные внеш-
ние воздействия (6), что делает его работоспо-
собным в реальных условиях даже при дей-
ствии неизвестных возмущений f(t).
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Определение коэффициентов обратной свя-
зи. Коэффициенты усиления K0, как и в филь-
тре Калмана (4), определяются из уравнения 
Риккати т т 1 ,−= + − +P AP PA PC R CP Q�  при-
чем т 1

0 ( ) ,ij= K = −K PC R  и позволяют сглажи-
вать высокочастотные возмущения. Коэффи-
циенты K1, K2, ..., Kr + 1 при интегральных не-
вязках, предназначенные для восстановления 
низкочастотных внешних воздействий, опре-
делим следующим образом.

Рассмотрим модели движения

 ( ) ( ) ( ) ( )t t t t= + + +x Ax Bu Df w�

и фильтрации
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x Ax Bu K y Cx

K y Cx K y Cx
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Учитывая, что � � ,− = + − = +y Cx Cx Cx Cx e x  
где �[ ]= M −x xe , и вычитая из первого уравне-
ния второе, получим
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Предполагая, что
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Коэффициенты обратной связи Ki, 1, 1i r= + ,
выберем таким образом, чтобы выражение 

1 1 2 2 1 1 0( ) ... r+ rt +− − − −Df K K K mn n n e  было 
меньше или равно величине e0 → 0.

Тогда система примет вид 0( ) .= −A K C�e e  
Данная система является устойчивой, если си-
стема (1), (2) наблюдаема по Калману.

Представим временной интервал конкрет-
ного маневра [t0, T] в виде s последовательных 
отрезков и разложим функцию f(t) в ряд Тей-
лора на каждом из них. Величина s выбирается 
из условия сходимости ряда Тейлора к функ-

ции f(t), т.е. чтобы каждый из отрезков принад-
лежал области сходимости ряда. Имеем
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где e0 — заданный числовой вектор, h = max{h1, 
h2, ..., hs}. Обозначив
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и учитывая, что большему значению возмуще-
ния соответствует и большая невязка, получим
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где n1max определяется в текущем времени из 
условия

 1 1max 1max 1ЕСЛИ ( ) ТО ( ).t t=ln n n n

Для определения коэффициентов K1, K2, ..., 
Kr + 1 решим следующие неравенства:
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При ei → 0, i ∈ (1, r + 1), получим систему 
уравнений:
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Для однозначного определения коэффици-
ентов усиления при интегральных невязках 
представим матрицы Ki в виде

 Ki = DSi, i ∈ (1, r + 1),

где 
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В результате получим:

 

1 1max max 1 1max max

(1) (1)
max max

2 1max 2 1max

( ) ( )
max max

1 1max 1 1max

;

;
1! 1!

...

,
! !

r r

r rr r+ +

= ⇒ =

= ⇒ =

= ⇒ =

DS Df S f

f f
DS D S

f f
DS D S

n n

n n

n n

 (7)

где

 

т
1max 1max,1 1max,2 1max,

т
max max,1 max,2 max,

(1) (1) (1) (1) т
max max,1 max,2 max,

( ) ( ) ( ) ( ) т
max max,1 max,2 max,

( , ,..., ) ;

( , ,..., ) ;

( , ,..., ) ,

( , ,..., )

m

l

l

r r r r
l

f f f

f f f

f f f

= ν ν ν

=

=

=

f

f

f

�

n

 —

векторы невязок, возмущений и их производ-
ных. Раскрывая уравнения (7) для каждой матри-
цы Si, получим систему скалярных уравнений:
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Недостатком данного алгоритма 
является незнание граничных зна-
чений возмущений и их производ-
ных max,

i
jf . В предыдущих работах 

[10—13] для каждого конкретного 
объекта эта задача решалась эмпи-
рическим путем с помощью экс-
пертов. Как показали результаты 
моделирования, данный способ вы-
бора граничных возмущений max,

i
jf  

имеет право на существование. Так 
как для каждого из объектов управ-
ления с известными тактико-тех-
ническими характеристиками эти 
возмущения могут быть определены 
с определенной степенью точности. 
Кроме того, эти оценки лежат в до-
статочно широких пределах и мало 
влияют на качество результатов.

Алгоритм оценивания граничных значений 
внешних возмущений и их производных

Основной задачей данной работы является 
построение адаптивного алгоритма фильтра-
ции, т.е. алгоритма независимого от предва-
рительного оценивания граничных значений 
внешних возмущений и их производных max,

i
jf

. Эти параметры должны вычисляться в про-
цессе функционирования объекта управления 
в реальном времени. Данные оценки могут 
быть получены в результате обработки оценок 
внешних возмущений �F .

Полученные оценки возмущений �F  сгла-
живаются с помощью апериодического звена 

0

1
1T p +

 и поступают в логический блок LB 

(рис. 1). В данном блоке определяются гранич-
ные значения возмущений fmax. Работа блока 
LB основана на сравнении текущего значения 
�( )tF  со значением fmax. Если � max( ) ,t >F f  то 

�
max ( )t=f F , причем начальные значения fmax 

могут выбираться в достаточно широких пре-
делах (от 0,05max(f(t)) до 50max(f(t))), не влияя 
на оценки fmax.

На рис. 1 представлена структурная схема 
системы управления объектом при включении 
в контур управления фильтра с разделением 
невязок.

На рис. 2 представлены оценки внешних 
возмущений �( )tF , получаемых с помощью ал-
горитма фильтрации (5), (6) и оценки гранич-
ных значений возмущений fmax, получаемых 
в логическом блоке LB.

Рис. 1. Блок-схема системы управления объектом с восстановлением неизвест-
ных внешних воздействий
Fig. 1. The block diagram of the object control system with the restoration of unknown 
external influences

Рис. 2. Восстановленное и сглаженное возмущение �F  и гра-
ничное значение возмущения fmax, получаемое в блоке LB
Fig. 2. The reconstructed and smoothed perturbation �F  and the 
perturbation boundary value fmax, obtained in the LB block

Рис. 3. Восстановленная и сглаженная производная возмуще-
ния �

.
F  и граничное значение производной возмущения (1)

maxf , 
получаемое в блоке LB
Fig. 3. The reconstructed and smoothed perturbation derivative 
�
.
F  and the boundary value of the perturbation derivative (1)

maxf  
obtained in the LB block
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Для получения оценки (1)
maxf  сглаженный 

звеном 
0

1
1T p +
 сигнал поступает на диффе-

ренцирующее звено D1 и после дальнейшего 

сглаживания звеном 
1

1
1T p +
 поступает в блок 

LB, где и определяется значение (1)
maxf  (рис. 3). 

Аналогичным образом получаются оценки 
(2) (3) ( )
max max max, , ..., .rf f f

Алгоритмы управления с компенсацией 
внешних возмущений

Классические законы управления описыва-
ются в виде алгебраических уравнений

 �
1 ,x=u k x  (9)

где u1 — вектор управления; �x — вектор коорди-
нат; kx — вектор коэффициетов при координатах.

Эти законы управления работают лишь в от-
сутствие внешних возмущений и линейной мо-
дели движения. Для реальных систем, функци-
онирующих в условиях действия внешних воз-
мущений, законы управления должны включать 
в себя оценки возмущений, получаемых с по-
мощью алгоритмов фильтрации. Предлагаемые 
в работе законы управления имеют вид:

 � �
1 2 ,x f= + = +u u u k x k F  (10)

где �F  — вектор оценок возмущений; kf — век-
тор коэффициентов этих оценок; составляю-
щая вектора управления u1 отвечает за каче-
ство процесса управления, а составляющая 
u2 — за компенсацию внешних возмущений.

Считая, что алгоритм фильтрации (5), (6) 
позволяет получать достаточно точные оценки 
�F  неизвестных возмущений f(t), управление, 
компенсирующее неизвестное возмущение, 
получим из уравнения:

 �
2 2( ) ,ut+ = + −Bu Df Bu F e

где eu определяет ошибку компенсации воз-
мущений. Критерием при оценивании вектора 
управления u2 выберем критерий минимума 
квадрата ошибки:

 � �т
2 2min( ) ( ).J = + +Bu F Bu F

В результате получим, что вектор управле-
ния определяется в виде:

 �т 1 т
2 ( )= −−u B B B F

[15], а вектор коэффициентов kf равен kf =
= т 1 т( ) .−− B B B

Компьютерная апробация алгоритмов 
фильтрации. Моделирование алгоритмов 
фильтрации и управления проводилось на мо-
дели движения подводного аппарата в верти-
кальной плоскости, описываемой линейной 
системой дифференциальных уравнений:

 ( ) ( ) ( ) ( ),t t t t= + + +x Ax Bu Df w�
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D  — известные матрицы со-

стояния, управления и возмущений, завися-
щие от продольной скорости движения (Vx); 

т(    )y zV= ω ψ ηx  — вектор состояния; Vy, ωz — 
линейная и угловая скорости; ψ — угол диффе-

рента; η — глубина погружения; т
1 2(  )u u=u  — 

вектор управления; 
0

0
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bz z

f f

m m
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f  — сово-

купный вектор внешних возмущений; w(t) —
слу чай ный векторный гауссовский процесс с ну-
левым средним M[w(t)] = 0 и известной ко ва риа-

ци онной матрицей т[ ( ) ( )]M t τw w  = Q(t)d(t – τ).
Система наблюдений описывается системой 

уравнений

 ( ) ( ) ( ),t t t= +y Cx x

где 
1 0 0 0

0 1 0 0
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

C  — матрица наблюдений; 

x(t) — случайный векторный гауссовский про-
цесс с нулевым средним M[x(t)] = 0 и извест-
ной ковариационной матрицей т[ ( ) ( )]M t τx x  =
= ( ) ( ).t t − τR d

Вектор управляющих воздействий опреде-
ляется в виде
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где c1, c2, c3, c4 — известные коэффициенты, 
зависящие от режима функционирования;



87Мехатроника, автоматизация, управление, Том 20, № 2, 2019

ηz, ψz — заданные значения глубины погруже-
ния и дифферента; � �,Vy zF F ω  — оценки сово-
купного вектора внешних возмущений f(t).

В качестве алгоритма фильтрации рас-
смотрен алгоритм (5), (6) с числом слагаемых 
в выражении (6) от 1 до 9.

Оценивание неизвестных внешних возмуще-
ний. С помощью фильтра Калмана получить 
оценки неизвестных внешних возмущений 
практически невозможно. Фильтр же с инте-
гральными невязками позволяет с достаточно 
высокой степенью точности получать оценки 
неизвестных внешних возмущений, варьируя 
число членов в выражении (6).

На рис. 4, 5 изображены обобщенное внеш-
нее возмущение Fv, включающее в себя ме-
няющиеся и волновые возмущения, и оценка 
возмущений �F  при одном и более двух членах 
выражения (6) соответственно.

Как видно из рис. 5, 6, увеличение числа 
слагаемых в выражении (6) повышает точность 
оценивания возмущений. Для достижения тре-
буемой точности оценивания, как показывает 
практика, достаточно трех слагаемых. А для 
подтверждения работоспособности данного 
фильтра в работе рассматривалось до 9 членов 
в выражении (6).

Сравнительные характеристики работы 
Калмановских алгоритмов и алгоритма с ин-
тегральными невязками. На рис. 6, 7 представ-
лены переход подводного аппарата с глубины
η = 40 м на ηz = 10 м с использованием оценок, 
полученных с помощью фильтра Калмана и 
фильтра с интегральными невязками при ско-
рости движения 2 м/с.

Из рис. 6, 7 видно, что алгоритм управления 
(9) по оценкам калмановского алгоритма филь-
трации не обеспечивает требуемого качества 
переходных процессов по глубине при действии 
неизвестных возмущений. Оценки фазовых ко-
ординат и внешних возмущений, получаемых 
с помощью фильтра с интегральными невязка-
ми, повышают качество переходных процессов 
при управлении с помощью алгоритма (11).

На рис. 8, 9 изображены аналогичные ре-
зультаты при действии волновых и меняющих-
ся возмущений.

Из рис. 8, 9 видно, что качество оценок фа-
зовых координат в последнем случае намного 
выше, так как ошибки оценивания являются 
несмещенными. Это хорошо видно на переход-
ных процессах по глубине. Кроме того, с по-
мощью фильтра с интегральными невязками 

Рис. 6. Переход по глубине с h = 40 м на hz = 10 м с исполь-
зованием фильтра Калмана при скорости v = 2 м/с
Fig. 6. Transition in depth from h = 40 m to hz = 10 m using the 
Kalman filter at speed v = 2 m/s

Рис. 5. Обобщенное внешнее возмущение Fv и оценка возму-
щения �F  при n l 3
Fig. 5. Generalized external perturbation and the perturbation es-
timate for n l 3

Рис. 4. Обобщенное внешнее возмущение Fv и оценка возму-
щения �F  при n = 1
Fig. 4. Generalized external perturbation and the perturbation 
estimate for n = 1
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можно получать и оценки неизвестных внеш-
них возмущений, включающих в себя сово-
купность различных воздействий среды. Эти 
оценки необходимы для коррекции классиче-
ских законов управления и повышения каче-
ства управления подводными аппаратами.

Заключение

Предложен адаптивный алгоритм фильтра-
ции, позволяющий восстанавливать не только 
фазовые координаты, но и обобщенный вектор 
неизвестных внешних возмущений.

Предложена аналитическая зависимость 
выбора коэффициентов обратной связи в ал-
горитме фильтрации.

Предложенные алгоритмы фильтрации по-
зволяют модифицировать классические зако-
ны управления за счет введения в них не толь-
ко оценок фазовых координат, но и оценок 
внешних возмущений, что, в свою очередь, 
позволяет повысить качество управления под-
водным аппаратом за счет устранения статиче-
ских погрешностей.

Проведенное полномасштабное моделирова-
ние подтверждает работоспособность предлага-
емых алгоритмов фильтрации и управления.
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Abstract

This paper proposes a filtering algorithm based on the use of not only the residuals between the measured and estimated 
coordinates, as in classical filtering algorithms, but also multiple integrals of these residuals. Classical filtering algorithms 
use reliable information about both the motion and measurement models and the statistical characteristics of the input 
random disturbances and measurement noise. The real control objects operate under conditions of action not only of high-
frequency random disturbances, but also under the influence of low-frequency forces and moments from an aggressive 
environment, the characteristics of which are known with huge approximations. In this regard, the efficiency of using clas-
sical filtering algorithms for real systems is extremely low due to large errors. The algorithm proposed in the paper allows to 
eliminate these drawbacks by restoring external low-frequency disturbances in real time. Under external disturbances are 
understood not only external influences from the environment, but inaccurate knowledge about the motion model itself. For 
integral residuals, an algorithm is proposed for calculating the gains in the feedback in an analytical form. This algorithm 
is based on the processing of residuals, as well as estimates of external disturbances and their derivatives in the current 
time. A control algorithm is proposed that includes estimates of both phase coordinates, which are responsible for the quality 
of transients, and estimates of unknown disturbances, which is responsible for the compensation of external disturbances. 
Knowing the estimates of external disturbances in real time will, on the one hand, improve the quality of control, and, on 
the other hand, reduce the time and material costs associated with the study of the control object’s movement dynamics and 
the external environment. Using the example of an underwater vehicle model described by a linear system of differential 
equations under conditions of external disturbances (wave and hydrological forces and moments), the simulation was per-
formed and the efficiency of the proposed algorithms for various numbers of integral residuals was shown.

Keywords: optimal control, adaptive algorithms of filtration, parameters fitting, marine moving objects, disturbances 
estimation.
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Abstract
A novel robust algorithm is proposed for control of plants under parametric and structural uncertainties, as well as, external 

bounded disturbances. The algorithm design is based on the modified backstepping approach that allows to compensate mismatched 
disturbances under presence of nonlinearities. The obtained results are extended to control of network systems with nonlinear agents 
and with nonlinear links in the presence of mismatched disturbances. Effectiveness of the proposed algorithm is demonstrated on 
control of a distillation column which is described by parametric and structurally uncertain differential equation in presence of external 
bounded disturbances. It is assumed that only scalar input and output of the distillation column are available for measurement, but 
not their derivatives. The developed algorithm provides output tracking of a smooth bounded reference signal with a required accuracy 
at a finite time. The synthesis of control algorithm is separated into ρ steps, where ρ is an upper bound of the relative degree of the 
distillation column model. Therefore, the dynamical order of the proposed algorithm is equal to ρ. The sufficient conditions of the 
closed-loop stability is formulated and proved by using methods of stability of singular perturbed differential equations and Lyapunov 
functions. The simulations illustrate effectiveness of the proposed algorithm and confirm analytical results.

Кeywords: backstepping algorithm, mismatched disturbance, reference model, tracking, distillation column

Разработан новый робастный алгоритм управления динамическими объектами в условиях параметрической и 
структурной неопределенностях, а также действия внешних ограниченных возмущений. Для синтеза алгоритма 
используется модифицированный метод бэкстеппинга, позволяющий компенсировать несогласованные возмущения 
в нелинейных системах. Полученные результаты расширены на случай управления сетевыми системами с нелиней-
ными агентами и нелинейными связями при наличии несогласованных возмущений. Эффективность работы пред-
ложенного алгоритма продемонстрирована на управлении дистилляционной колонной, которая описывается пара-
метрически и структурно неопределенным дифференциальным уравнением с внешними ограниченными возмущения-
ми. Предполагается, что для измерения доступны только скалярные входные и выходные сигналы дистилляционной
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колонны, но не их производные. Разработанный алгоритм обеспечивает слежение выхода дистилляционной колонны 
за гладким ограниченным эталонным сигналом с требуемой точностью за конечное время. Синтез алгоритма управ-
ления разделяется на ρ шагов, где ρ — оценка сверху неизвестной относительной степени модели дистилляционной 
колонны. В результате динамический порядок предлагаемого алгоритма равен ρ. Достаточные условия устойчивости 
замкнутой системы формулированы и доказаны с использованием методов устойчивости сингулярно возмущенных 
дифференциальных уравнений и функций Ляпунова. Приведены результаты моделирования, иллюстрирующие эффек-
тивность предложенного алгоритма и подтверждающие результаты аналитических расчетов.

Ключевые слова: алгоритм бэкстеппинга, несогласованные возмущения, эталонная модель, слежение, дистилля-
ционная колонна

Introduction

Distillation is the most important and widely 
used industrial separation method. Therefore, the 
availability of practical techniques to develop ef-
fective and reliable control systems for efficient and 
safe operation of distillation systems is essential. 
Distillation columns present challenging control 
problems. They have many constraints and are sub-
jected to many disturbances. Therefore, their con-
trol is not a trivial task and now there are many 
approaches to solve the problem.

In [1, 2] it is assumed the plant was described 
by linear differential equation with known coeffi-
cients, PI and PID controllers were introduced. In 
[3] the transfer function of the plant was inversed to 
determine the control law. In [4] the control system 
was synthesized by using approaches such as LGQ, 
LGQ/LTR, DNA/INA, and IMC. In [5] optimal 
fuzzy control law was proposed to operate a distil-
lation column suggested in [6], assuming that pa-
rameters of the column were known.

However, in [7] it is noted that the processes 
in the distillation column were significantly sensi-
tive to changes in external disturbances and were 
less sensitive to changes in internal processes in the 
column. Hence, even small differences from the 
nominal model parameters (the prototype) do not 
achieve the desired goal or lead to stability loss by 
using control algorithms [1—6].

In [7—9] to control a distillation column de-
scribed by linear differential equation with unknown 
coefficients the control system was built using H-
infinity optimization approach. In [10] to solve the 
same problem nero control was presented.

However, the structures of control systems
[7—10] and calculation of adjusted parameters are 
quite complicated. Therefore, there is interest in 
solving the control problem of the distillation col-
umn described by linear differential equations with 
unknown parameters and relative degree in presence 
of external disturbances. The proposed algorithm 

has to be simple in terms of technical implementa-
tion as well as calculation of adjusted parameters.

This paper proposes a robust control law using 
modified backstepping approach. The paper shows 
that only one dynamical filter is implemented in 
the control system that significantly reduces the dy-
namical degree of the control scheme, compared to 
[11]. The proposed algorithm provides required ac-
curacy and transient time. A numerical simulation 
example of the distillation column taken from [5, 6] 
shows the efficiency of the control scheme.

1. Problem formulation

Consider a plant model in the following form

 Q(p)y(t) = R(p)u(t) + f(t), (1)

where y(t) ∈ R is an output, u(t) ∈ R is an input, 
f(t) ∈ R is an unmeasured bounded disturbance 
(i.e. | f(t)| m α), Q(p) and R(p) are linear differential 
operators with unknown coefficients (deg Q(p) = n, 
deg R(p) = m), p = d/dt.

Let a reference model be described as

 Q0(p)ym(t) = kmr(t), (2)

where ym(t) ∈ R is a reference output, r(t) ∈ R is 
a piecewise continuous bounded reference input,
km > 0, Q0(p) is a linear differential operator with 
known coefficients.

The main goal is to design a control system 
such that all signals in the closed-loop system are 
bounded for any initial conditions and the following 
condition holds

 |y(t) – ym(t)| < δ for any t > T, (3)

where δ > 0 is a required accuracy, T > 0 is a 
transient time.

Assume that the coefficients of operators Q(p) 
and R(p) belong to a known compact set Ξ and 
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their degrees are unknown. The polynomial Q0(λ) is 
Hurwitz, where λ is a complex variable, deg Q0(p) = 
= ρ l n – m. Only signals y(t), u(t) and r(t) are avail-
able for measurements, but not their derivatives.

2. Synthesis of Algorithm

Represent operators Q(p) and R(p) as

 Q(p) = Qm(p) + ΔQ(p),
 R(p) = Rm(p) + ΔR(p), (4)

where Qm(p) and Rm(p) are linear differential 
operators with known coefficients such that Q0(p) = 
= Qm(p)/Rm(p), ΔQ(p) and ΔR are operators inclu-
ding parametric uncertainties.

Taking into account (4), rewrite (1) in the form

 Qm(p)y(t) + ΔQ(p)y(t) =
 = Rm(p)u(t) + ΔR(p)u(t) + f(t). (5)

Express the output variable y(t) from (5) as follows

 y(t) = 1/Q0(p)u(t) + ϕ(y(t), u(t), f(t)), (6)

where ϕ(y(t), u(t), f(t)) = 1/Qm(p)(ΔR(p)u(t) –
– ΔQ(p)y(t) + f(t)) is a function including parametric 
uncertainties and disturbance.

Introduce a filter

 0( ) ( ) ( ),v t A v t lu t= +�  (7)

where v(t) = [v1(t), v2(t), ..., vρ(t)]
т,

 

0

1 1
0

1

,

0 0

k

k I
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k

ρ−

ρ−

−
−
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−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

�
�

 Iρ – 1 ∈ R(ρ – 1)Ѕ(ρ – 1) is 

an identity matrix, l = [0, ..., 0, 1]т, Q0(p) = pρ +
+ k0p

ρ – 1 + ... + kρ – 1.
From (7) it follows that

 Q0(p)v1(t) = u(t). (8)

Therefore, the tracking error e1(t) = y(t) – ym(t) 
equals to

 e1(t) = v1(t) + ψ(y(t), u(t), f(t), ym(t)), (9)

where ψ(y(t), u(t), f(t), ym(t)) = ϕ(y(t), u(t), f(t)) – ym(t).
Using (7), differentiate (9) w.r.t. time

 11 0 2( ) ( ) ( ) ( ),e t k v t v t f t= − + + ��  (10)

where ( ) ( ( ), ( ), ( ), ( )).mf t y t u t f t y t= ψ� �

According to backstepping method, the synthesis 
of control law consists of ρ steps. From the 1st to the 
(ρ – 1)th step auxiliary (virtual) control laws are de-
termined to stabilize corresponding subsystems. Fi-
nally, on the ρth step the control law u(t) is produced.

Step 1. Let signal v2(t) be the auxiliary control 
law in (10). Then denote v2(t) as v2(t) = U1(t). As the 
signal ψ(y(t), u(t), f(t), ym(t)) cannot be measured, 
introduce the auxiliary control law U1(t) as follows

 U1(t) = –c1μ
–1e1(t) + k0v1(t), (11)

where c1 > 0 and μ > 0 are designed parameters.
Substituting (11) into (10), we get

 1
1

1 1( ) ( ) ( ).e t с e t f t−= − μ + ��  (12)

Step 2. Since signal v2(t) is not the control law, 
introduce a new error e2(t) = v2(t) – U1(t). Taking 
into account (7), differentiate error e2(t) w.r.t. time

 2 1 1 3 1( ) ( ) ( ) ( ).e t k v t v t U t= − + − ��  (13)

Let signal v3(t) be the auxiliary control law in 
(13). Then denote v3(t) as v3(t) = U2(t) and choose 
U2(t) in the form

 2 2 2 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ),U t c e t k v t U t= − + +
	

 (14)

where c2 > 0 is a designed parameter, 1( )U t
	

 is an 
estimate of the signal 1( )U t� .

Substitute (14) into (13)

 2 2 2 1( ) ( ) ( ),e t c e t t= − − η�  (15)

where 1 1 1( ) ( ) ( )t U t U tη = −
	�  is an estimate error.

Step i (3 m i m ρ – 1). Since signal vi(t) is not the 
control law, introduce a new error ei(t) = vi(t) – Ui – 1(t). 
Using (7), differentiate error ei(t) w.r.t. time

 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ).i i i ie t k v t v t U t− + −= − + − ��  (16)

Let signal vi + 1(t) be the auxiliary control law 
in (16). Then denote vi + 1(t) as vi + 1(t) = Ui(t) and 
choose Ui(t) as follows

 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ),i i i i iU t c e t k v t U t− −= − + +
	

 (17)

where ci > 0 is a designed parameters, 1( )iU t−

	
 is an 

estimate of the signal 1( )iU t−
� .
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Substitute (17) into (16)

 1( ) ( ) ( ),i i i ie t c e t t−= − − η�  (18)

where 1 1 1( ) ( ) ( )i i it U t U t− − −η = −
	�  is an estimate error.

Step ρ. Since signal vρ(t) is not the control law, 
introduce a new error eρ(t) = vρ (t) – Uρ – 1(t). Using 
(7), differentiate error eρ (t) w.r.t. time

 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ).e t k v t u t U tρ ρ− ρ−= − + − ��  (19)

Consider the control law u(t) in the following form

 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ),u t c e t k v t U tρ ρ ρ− ρ−= − + +
	

 (20)

where cρ > 0 is a designed parameter, 1( )U tρ−

	
 is an 

estimate of the signal 1( )U tρ−
� .

Substitute (20) into (19)

 1( ) ( ) ( ),e t c e t tρ ρ ρ ρ−= − − η�  (21)

where 1 1 1( ) ( ) ( )t U t U tρ− ρ− ρ−η = −
	�  is an estimate error.

According to Problem Statement, the signals 

1( ), 2,iU t i− = ρ�  are not available for measurements. 
Thus, the signals 1( )iU t−

	
 are introduced at each step. 

To implement signals 1( )iU t−

	
 use the following ob-

servers

 1 1( 1) ( ) ( ),  2, .i ip U t pU t i− −μ + = = ρ
	

 (22)

Theorem. There exist coefficients 0, 2, ,ic i> = ρ  
and μ0 > 0 such that for any μ m μ0 the control system 
consisting of filter (7), auxiliary control laws (11), 
(17), control law (20) and observers (22) ensures goal 
(3) and all signals are bounded.

Proof of Theorem. Taking into account (22), re-
write equations for the estimate errors  ηi – 1(t) =

= 1 1( ) ( ),i iU t U t− −−
	�  2,i = ρ  as follows

 1
1 1 1( ) ( ) ( ), 2, .i i it t U t i−

− − −η = −μ η + = ρ���  (23)

Rewrite (12), (13), (18), (21) and (23) as the fol-
lowing system

 

0

1 1 1 1 2

1

1 1 1 2 1

( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( ), 2, ;

( ) ( ) ( ),

i i i i

i i i

e t c e t f t

e t c e t t

t t U t i

v t A v t lu t

−

− − −

μ = − + μ
= − − η

μ η = −η + μ = ρ

= +

��
�

���
�

 (24)

where μ1 = μ2 = μ. To analyze system (24) the 
following Lemma is needed.

Lemma [12—15]. Let the system be described by 
the following differential equation

 1 2( , , , ),x f x t= μ μ�  (25)

where x(t) ∈ RS1, μ = col(μ1, μ2) ∈ RS2, f(x, μ1, μ2, t) 
is Lipchitz continuous function in x. Let (25) has a 
bounded closed attraction set Ω = {x | P(x) m C} for
μ2 = 0, where P(x) is a piecewise-smooth, positive 
definite function in RS1. In addition let there exist some 
numbers C1 > 0 and 1 0μ >  such that the following 
condition holds

 
1 1

T

1 1
( )

sup , ( , ,0, ) ( ) .
P x

f x t P x C C
xμ μ

⎡ ⎤∂⎡ ⎤⎢ ⎥μ = −⎢ ⎥∂⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦m
m

Then there exists μ0 > 0 such that the system (25) 
has the same attraction set Ω for μ2 m μ0.

Let us check conditions of Lemma. Consider 
(24) for μ2 = 0. Let P(x) = V(t), where V(t) is Lya-
punov function chosen in the following form

 2 2 2
1 1

2
( ) 0,5 ( ) 0,5 [ ( ) ( )].i i

i
V t e t e t t

ρ

−
=

= + + η∑  (26)

Taking the derivative w.r.t. time of V(t) along the 
trajectories (24), we get

 1 2 2 1 2
1 1 1 1 1 1

2
[ ].i i i i i

i
V c e c e e

ρ
− −

− −
=

= − μ + − − η − μ η∑�  (27)

Find upper bounds for the third term of (27)

 1 2 2
1 0 0 ,  2, .i i i ie e i−

−− η μ + μ η = ρm  (28)

Substituting (28) into (27), we get

 �1 2 2 2
1 1 1 1

2
( ) ( ) [ ( ) ( )],i i i

i
V t c e t c e t d t

ρ
−

−
=

− μ − + η∑� m  (29)

where 1
0 ,i ic c −= − μ  � 1

1 0.d −= μ − μ  Obviously, there 
exist coefficients ci, 2, ,i = ρ  μ1, and μ0 such that 

0,ic >  2, ,i = ρ  � 0d >  and system (24) is 
asymptotically stable.

Taking into account the first equation in (7), 
(11) and v2(t) = U1(t), express U1(t) by e1(t) in the 
following form

 1 0
1 1( ) ( ).

c p k
U t e t

p
+

= −
μ

Since e1(t) is asymptotically stable, then U1(t) 
also is asymptotically stable. Hence, it follows from 
(11) and e2(t) = v2(t) – U1(t) that v1(t) and v2(t) are 
asymptotically stable respectively. Asymptotically 
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stability of signal 
1( )U t  follows from (22). There-
fore, expression (14) leads to asymptotically stability 
of signal U2(t). Similarly, it can be shown that sig-
nals vi(t), Ui-1(t), 1( ), 3, ,iU t i− = ρ

	
 u(t) are asymptoti-

cally stable. It follows from (23) that signals 

1( ),  2,iU t i− = ρ��  are asymptotically stable. Since 
e1(t) is exponentially stable, then signals pie1(t), i =
= 1,..., ρ are bounded that leads to boundedness of 
signals piy(t), i = 1, ..., ρ. Boundedness of signals 

ϕ(y(t), u(t), f(t)), ψ(y(t), u(t), f(t), ym(t)) and ( )f t�  
follows from (6), (9) and (10) respectively. There-
fore, all signals in the closed-loop system are 
bounded. According to Lemma there exist μ0 > 0 
such that for μ1 m μ0 and μ2 m μ0 the attraction set 
is the same as for μ2 = 0. However, system (24) is 
not asymptotically stable for μ2 ≠ 0. It has some at-
traction set. Let us find the attraction set of system 
(24) for μ2 ≠ 0. Taking into account result (29), take 
derivative w.r.t. time of (26) along the trajectories 
(24) for μ1 = μ2 = μ0

 

1 2
1 0 1 1

2 2
1 1 1

2
[ ],i i i i i

i

V c e e f

c e d U

−

ρ

− − −
=

− μ + −

− + η − η∑

� �

��

m
 (30)

where 1
0 0.d −= μ − μ

Use the following upper bounds

 
1 2 2

1 1 0 1 0 1

1 2 2
1 0 1 0

0,5 2 ;

.

i i i iU U

e f e f

−
− − − −

−

η μ η + μ

μ + μ

�� ��

� �
m

m
 (31)

Taking into account (31), rewrite (30) in the form

 2 2 2
1 1 0

2
( ) ( ) [ ( ) ( )] ,i i i

i
V t ce t c e t d t

ρ

−
=

− − + η + μ ϕ∑� � �m  (32)

where 1
0 1( 1),c c−= μ −  1

00,5 ,d d −= − μ�  

2 2
1

2
sup ( ) 2 ( ) .i

t i
f t U t

ρ

−
=

⎛ ⎞
ϕ = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑� ���

Obviously, 0d >�  for 0 (0; 0,5).μ ∈  According 
to (26), rewrite (32) as

 0( ) ( ) ,V t V t− α + μ ϕ� �m  (33)

where 12min{ , , ..., , }.c c c dρα = �

Solving inequality (33) w.r.t. V(t), we get

 1
0( ) (0) (1 ) .t tV t e V e−α −α −+ − μ ϕα�m  (34)

Taking into account (26), find the upper bound 
for |e1(t)| as

 1
1 0( ) 2( (0) (1 ) ).t te t e V e−α −α −+ − μ ϕα�m  (35)

Let t = T in (35). If the right hand side of (35) is 
equal to δ, then we can rewrite the estimates of the 
value δ in the form

 1
02( (0) (1 ) ).T Te V e−α −α −δ = + − μ ϕα�  (36)

It follows from (36) that δ explicitly depends
on μ0. The theorem is proved.

Remark. The proposed algorithms can be trivial 
extended to control of network systems with nonli-
near agents and with nonlinear links in the presence 
of mismatched disturbances. This is due to the fact 
that all disturbances and nonlinearities are concen-
trated in new disturbance function that further is 
compensated.

3. Example. Control of distillation column

Consider a seven plate binary (Benzene—Toluene) 
distillation column (Fig. 1). Linearized around an 

Fig. 1. The binary distillation column
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operating state the dynamical model of the distil-
lation column is represented in state-space form as

 
( ) ( ) ( ) ( );

( ) ( ),

x t Ax t Bu t Ff t

y t Cx t

= + +⎧
⎨ =⎩

�
 (37)

where x = (xd, x7, ..., x1, xb, Pc, Vs)
т, xd is the mole 

fraction of the light component in the distillate 
(p.u.), x7, ..., x1 are the mole fractions of the light 
component at each stage of the column (p.u.), xb 
is the mole fraction of the light component in the 
bottom product (p.u.), Pc is the steam pressure in 
the reboiler (kPa), Vs is the boilup (kmol/s); u = Lr 
is the reflux (kmol/s); f = (q, F, z f, Pss, Xv)

т, q is the 
ratio of the increase in molar reflux rate across the 
feed stage to the molar feed rate (q = 1 for bubble-
point liquid), F is the total feed rate (kmol/s), z f is 
the mole fraction of the light component in the feed 
(p.u.), Pss is the input steam pressure (kPa), Xv is the 
valve capacity coefficient (p.u.); y = x7.

Consider the reference model in the following form

 
( ) ( ) ( );

( ) ( ),
m m m m m

m m

x t A x t B u t

y t Cx t

= +⎧
⎨ =⎩

�
 (38)

where xm(t) ∈ R11 is the reference state, ym(t) ∈ R 
is the reference output, um (t) ∈ R is the reference 
input. All signals and parameters in (38) have the 
same physical meaning as the corresponding signals 
and parameters in (37). Matrices Am, Bm and C are 
given in [5, 6]. Note that the relative degree of (38) 
equals to one.

Let matrices A and B in (37) can be represented 
as follows

 A = Am + Bmaт, B = Bm + Bmbт, (39)

where a ∈ R11 is the vector of parametric uncertain-
ties of matrix A in (37), b ∈ R11 is the vector of 
parametric uncertainties of matrix B in (37).

Assume that the upper bound of the relative 
degree of (37) equals to 2. According to proposed 
method, the control system consists of
 � filter

 1 0 1

2 1 2

( ) 1 ( ) 0
( );

( ) 0 ( ) 1

v t k v t
u t

v t k v t

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

�
�  (40)

 � auxiliary control law

 U1(t) = –c1μ
–1e1(t) + k0v1(t), (41)

where e1(t) = y(t) – ym(t);

 � observer

 1 1( 1) ( ) ( ),p U t pU tμ + =
	

 (42)

 � control law

 

12 2 1 1( ) ( ) ( ) ( ),u t c e t k v t U t= − + +  (43)

where e2(t) = v2(t) — U1(t).
There are two cases to consider.
Case 1. Let the parametric uncertainties a and b

in (39) equal to (1, ..., 1)т and (0, –1, 0, ..., 0)т 
respectively. Therefore, the relative degree of (37) 
equals to 2.

Let vector of external disturbances f(t) = [ f1(t), 
..., f5(t)]

т can be represented as

 f(t) = ϑsin(2πt/τ) + w(t), (44)

where vector of amplitudes ϑ = 0,01[1, 0.01, 0.3, 
5, 0.7]т equals to 1 % of corresponding operating 
values, τ = 1 (h) is the time constant of the distillation 
column, w(t) = [w1(t), ..., w5(t)]

т is a vector of band-
limited white noise with power spectral density 
matrix Sw (ω) = ϑϑт.

Dynamics of the valve actuator ua (t) is described as

 ( 1) ( ) ( ),ap u t u tσ + =  (45)

where σ = 3 (min) is the time constant of the valve 
actuator.

The reference input um (t) is chosen using the op-
timal control theory. The initial conditions are zero.

Choose parameters in (40)—(43) as follows

 μ = 0.01, c1 = 15000, c2 = 15,
 k0 = 0.02, k0 = 0.0001. (46)

The simulation results are represented in Fig. 2, 3 
(see the second side of the cover) with solid black 
curves.

Case 2. Let the parametric uncertainties a and b 
in (39) equal to (1, ..., 1)т and (0, ..., 0)т respectively. 
Therefore, the relative degree of (37) equals to 1. 
External disturbances f(t) are the same.

The simulation results are represented in Fig. 2, 3 
with dashed blue curves. The simulation results 
show that the proposed control system (40)—(43) 
with parameters (46) ensures the goal (3) in spite of 
parametric and structural uncertainties of the plant 
(37) in presence of external disturbances.
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4. Conclusions

This paper has proposed the robust control law 
for a distillation column using modified backstep-
ping approach. The algorithm provides tracking of 
the plant output to smooth reference signal with the 
required accuracy after transient time. In compari-
son with existing results, the control system imple-
mentation requires only one filter which dimension 
is equal to the relative degree of the plant. These 
facts allow us to simplify the control scheme and 
calculation of adjusted parameters.

The proposed scheme is robust to structural 
uncertainties of the plant in contrast to previous-
ly known control systems using backstepping ap-
proach. Hence, suggested control law makes it pos-
sible to synthesize the single system to control the 
plant with unknown relative degree, for example, a 
distillation column.

The simulation results show that synthesized 
control system ensures required accuracy in both 
cases of structural uncertainties in agreement with 
theoretical basis. Both transients of the control sig-
nal look almost identical.

The value of tracking error can be reduced by 
varying of adjusted parameters and reducing pa-
rameter μ. It should be mentioned that in the case 
with the differences the plant initial conditions and 
the reference model, the reduction of parameter μ 
leads to control splash at the beginning of the con-
trol system operation.
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В процессе функционирования мехатронной системы вырабатываются результативные выходные параметры и 
параметры ее внутренних системных состояний. Предварительный выбор состава указанных параметров является 
достаточно сложной задачей вследствие объективной сложности систем, наличия явных и латентных взаимосвязей 
между параметрами. Эта задача усложняется в связи с необходимостью одновременного сокращения размерности 
и вариативности процедур контроля и управления в мехатронной системе. Решение данной проблемы может быть 
получено с помощью предварительных экспертных и эмпирических исследований комплексных моделей и макетных 
образцов проектируемых мехатронных систем. В работе изложены методологические аспекты обоснованного форми-
рования состава контролируемых параметров, пределов их допусков и иных системных характеристик, необходимых 
для интеллектуального управления. Предложена рациональная последовательность проведения целенаправленных 
исследований по выявлению наиболее значимых результативных выходных параметров и параметров внутренних си-
стемных состояний. В соответствии с предложенным алгоритмом выполняется построение, исследование и ревизия 
начального информационно-параметрического портрета интеллектуальной мехатронной системы, формирование 
его групповой экспертной оценки и последующее "прореживание" списков составляющих его параметров. Проводится 
построение регрессионной модели, определяющей форму взаимосвязи между параметрами, а также корреляционной 
модели, позволяющей оценить степень статистической взаимосвязи между системными параметрами. В процессе 
анализа модели выявляются крайне слабые зависимости между параметрами, устраняется негативная коллинеар-
ность факторных переменных.

Ключевые слова: цифровая мехатронная система, экспертное формирование параметров, информационно-пара-
метрический портрет, коллинеарность факторных переменных
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Экспертное формирование состава функциональных параметров 
цифровых мехатронных систем

Введение

Функционирование большинства мехатрон-
ных систем, в том числе интеллектуальных, 
носит циклический характер. В каждом цикле 
функционирования системы в соответствии 
с алгоритмами и текущими значениями вход-
ных параметров (факторных переменных) обе-
спечиваются необходимые преобразования ве-
щества, энергии и информации, а также выра-
батываются соответствующие результативные 
выходные параметры и параметры внутренних 
системных состояний. В цифровых мехатрон-
ных системах текущие значения различных па-
раметров формируются аналого-цифровыми, 
дискретно-цифровыми и импульсно-цифро-
выми измерительными трактами на основании 
сигналов соответствующих сенсоров и вычис-
лительного оборудования. Несмотря на кажу-
щуюся простоту выбора необходимого состава 
факторных и результативных параметров этот 
процесс в ряде случаев, особенно в многопара-

метрических системах, оказывается достаточно 
сложным и не всегда очевидным.

В отношении выбора указанных параметров 
системные аналитики, как правило, руковод-
ствуются принципом У. Р. Эшби, согласно ко-
торому целесообразно учитывать только "глав-
ные параметры" [1]. Однако из-за объективной 
сложности явных и латентных взаимосвязей 
между параметрами и одновременной необхо-
димости сокращения размерности и вариатив-
ности процедур управления и контроля выбор 
совокупности "главных параметров" требует 
проведения предварительных исследований, 
анализа и обоснования. Применительно к кон-
кретной мехатронной системе это позволяет 
сформировать требуемую доказательную плат-
форму для выявления системной значимости 
переменных. Решение этой задачи может быть 
получено с помощью экспертных и эмпири-
ческих исследований комплексных моделей и 
макетных образцов проектируемых цифровых 
мехатронных систем.

РОБОТЫ, МЕХАТРОНИКА
И РОБОТОТЕХНИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ
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Технология получения групповой оценки 
значимости функциональных параметров

Предположим, что рассматривается неко-
торая цифровая мехатронная система S. На 
начальных стадиях создания системы группа 
аналитиков выполняет послойное построение 
онтологии предметной области системы, раз-
работку ее морфологических, процессуальных 
и эксплуатационных описаний, а также алго-
ритмов функционирования [2]. Это позволяет 
сформировать начальный информационно-па-
раметрический портрет системы в виде мно-
жества входных параметров — факторных пе-
ременных X (0)[i, t], результативных выходных 
Y  (0)[j, t] и результативных внутренних Z  (0)[k, t] 
параметров, которые являются функциями 
времени t:
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k

X i t x t i m

Y j t y t j n

Z k t z t k q

= =

= =

= =

где i, j, k — номера отсчетов; m(0), n(0), q(0) — 
верхние пределы числа отсчетов. С учетом воз-
можных связей множества X  (0)[i, t], Y  (0)[ j, t],
Z (0)[k, t] могут иметь взаимные пересечения.

Параметры, вводимые в информационный 
портрет, должны обладать полнотой описания 
системы и, по возможности, охватывать все 
аспекты ее разработки, наладки, эксплуата-
ции, контроля и ремонта. В системных специ-
фикациях начального информационно-пара-
метрического портрета требуется определить 
назначение, режимы использования, коли-
чественное выражение каждого параметра и 
числовое значение уровня его ранжирования. 
Желательна общая компактность портрета и 
внутримножественная структурированность 
параметров. В дальнейшем параметры могут 
применяться в соответствующих системных 
процессах, при этом минимальный состав ре-
зультативных выходных параметров обычно 
определяется исходными системными требо-
ваниями. Однако при этом необходимо учи-
тывать тот факт, что для каждой физической 
величины, которая имеет то или иное пред-
назначение и отображается соответствующим 
параметром, в системе должны быть предус-
мотрены аппаратно-программные средства, 
обеспечивающие создание условий (иногда 
специального характера) для проявления этой 

физической величины, ее измерения, транс-
портировки зафиксированных значений к тре-
буемой контрольной точке и последующей ре-
гистрации.

Таким образом, очевидным представляет-
ся естественное стремление системных ана-
литиков на начальных стадиях проектирова-
ния практически любой системы обеспечить 
полноценную информационную поддержку 
разрабатываемых процессов управления и 
контроля за счет введения в информацион-
но-параметрический портрет значительного 
числа различных переменных и, прежде все-
го, факторных и внутренних результативных 
параметров. Однако это входит в противоре-
чие с принципом рациональной минимиза-
ции размерности и аппаратно-программной 
избыточности системы.

Начальный информационно-параметриче-
ский портрет системы в обязательном поряд-
ке должен подвергаться многошаговым ис-
следованиям и ревизиям группами экспертов 
и системных аналитиков. Экспертные иссле-
дования выполняются группой специалистов 
в виде экспертного оценивания, результаты 
которого обрабатываются системными анали-
тиками. В указанную группу отбираются не-
зависимые эксперты, лично не заинтересован-
ные в конкретных результатах исследований, 
имеющие большой опыт работы в рассматри-
ваемых предметной и проблемной областях и 
не подверженные влиянию других авторитет-
ных специалистов.

Экспертное оценивание начального ин-
формационно-параметрического портрета 
предполагает интуитивно-логический анализ 
множеств X (0)[i, t], Y  (0)[ j, t], Z (0)[k, t] и после-
дующее присвоение каждому параметру соот-
ветствующего ранжирующего числового балла 

, ,
i j kx y zV V V  по индивидуальным шкалам цен-

ностей. Конкретное значение параметра, по 
мнению эксперта, отвечает уровню системной 
значимости этого параметра в пределах рассма-
триваемого множества. Обычно применяется 
ранжирование, при котором более значимому 
параметру выставляется более высокий балл и 
выдерживаются общие условия нормирования. 
Таким образом, каждый эксперт группы обе-
спечивает начальное ранжирование параметров 
в множествах X (0)[i, t], Y  (0)[ j, t], Z (0)[k, t] в соот-
ветствии со следующими числовыми последо-
вательностями:
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где g = 1, 2, ..., G — личный номер эксперта; 
G — число экспертов в экспертной группе. При 
этом отдельные параметры в границах каж-
дого множества могут располагаться в произ-
вольном порядке своей значимости.

Могут быть использованы различные ме-
тоды экспертного оценивания, но наиболее 
прозрачные, достаточно объективные и легко 
объясняемые результаты позволяет получить 
групповая экспертная оценка. Групповая оцен-
ка в ряде случаев применяется как заверша-
ющий этап парных сравнений и обобщенной 
ранжировки. Для обеспечения достоверности 
экспертизы не ниже 50 % желательно выбирать 
G l 4 [3—6].

Рассмотрим возможную технологию полу-
чения групповой оценки значимости параме-
тров на примере переранжирования фактор-
ных параметров X (0)[i, t]. Предположим, что 
экспертным путем получены начальные оцен-
ки значимости этих параметров:
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Формирование групповой оценки может 
быть проведено с помощью последовательного 
выполнения шагов d = 1, 2, 3, ... многошагового 
рекуррентного процесса преобразования зна-
чений двух векторных переменных ( ) ( ),

i

d d
gxv K  и 

вспомогательной переменной λ(d) при началь-
ном значении элементов вектора (0) 1{ }gK G −=  
[5, 6]:
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Элементы вектора ( ){ }d
gK  целесообразно ин-

терпретировать как коэффициенты уровней 
компетентности экспертов группы. На началь-
ном шаге принимается гипотеза об их равной 
компетентности, при этом указанные коэффи-
циенты нормированы и на любом шаге выпол-
няется следующее условие:

 ( )

1
1.

G
d

g
g

K
=

=∑

Совокупность из m(0) первых рекуррентных 
уравнений обеспечивает нахождение оценок 

переменных ( )
i

d
xv  текущего шага путем усредне-

ния оценок переменных начального шага (0)
ixv  

c учетом уровней (весов) компетентности экс-
пертов группы. Второе уравнение определяет 
обобщенный коэффициент нормирования λ(d) 
текущего шага. Совокупность из G последних 
уравнений позволяет уточнить уровни компе-
тентности экспертов на текущем шаге.

На основании теоремы Перрона — Фробе-
ниуса можно показать, что многошаговый ре-
куррентный процесс является сходящимся [4]. 
Он завершается, если при заданной точности 
вычисления ε выполняется следующее условие:

 { }( ) ( 1)max ;
i i

d d
x xv v −−  i = 1, 2, ..., m(0) m ε.

Групповая оценка ( ){ }
i

d
xv  позволяет изменить 

начальное ранжирование факторных параме-
тров в множестве (0) (0)[ , ] { [ ]}iX i t x t=  и преобра-
зовать его в множество X[i, t] = {xi[t]}, которое 
учитывает групповую экспертную оценку и 
сохраняет исходную мощность m(0). Аналогич-
ным образом могут быть получены групповые 
оценки значимости результативных параме-
тров, проведено переранжирование их элемен-
тов и преобразование в множества Y[ j, t] = {yj[t]} 
и Z[k, t] = {zk[t]}.

Дополнительные исследования ранжи-
рованного состава параметров позволяют, 
в принципе, системным аналитикам выпол-
нить "прореживание" начальных составов 
факторных и результативных переменных. 
Это достигается путем отбрасывания элемен-
тов соответствующих множеств, для которых 

( ) ( ) ( ), , (2...3) ,
i j k

d d d
x y zv v v εm  в результате чего могут 

быть уменьшены их фактические мощности 
m, n, k после "прореживания", т. е. получено
m m m(0), n m n(0), k m k(0).
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В таблице приведены результаты экспертно-
го исследования системной значимости шести 
факторных переменных; для оценки параме-
тров привлекались четыре эксперта. Результа-
ты указывают на то, что исходная расстановка 
факторных переменных подлежит изменению 
для упорядочения последовательности в по-
рядке убывания значимости. Если точность 
расчета устанавливается на уровне ε = 0,0005, 
то групповое оценивание может быть выпол-
нено за три шага. Предпосылок для "прорежи-
вания" списка факторных параметров прове-
денные экспертные исследования не выявили.

Технология формирования групповых экс-
пертных оценок может быть распространена 
на любые системные характеристики, допу-
скающие количественные оценки, в том числе 
на границы интервалов допустимых значений 

тех или иных параметров, на линейные участ-
ки аппроксимации функций принадлежности 
лингвистических переменных к нечетким мно-
жествам исходных терм-множеств, на приори-
теты обработки различных видов информации.

Комплексные модели функционирования 
систем и их макетные образцы позволяют про-
вести ряд крайне важных эмпирических иссле-
дований. Практика создания многопараметри-
ческих систем показывает, что это единственное 
направление проектных работ, позволяющее 
предварительно получить достаточно реальные 
временные ряды факторных, выходных и вну-
тренних системных параметров, выполнить их 
обработку в технологическом режиме и в даль-
нейшем применить полученные результаты для 
организации интеллектуального управления и 
функционального контроля.

В процессе экспериментов временные ряды 
представляют собой выборки параметров в не-
которых точках временной оси t = {t1 = tн, t2, 
..., tu = tк} при последовательном дискретном 
изменении времени на интервалах наблюде-
ния (tн; tк) и при фактической мощности со-
ответствующих множеств выборок после "про-
реживания" m m m(0), n m n(0), k m k(0). При этом 
необходимо, чтобы число u точек изменения 
моментов времени t1, t2, ..., tu, число факторных 
переменных m и результативных переменных n, 
q удовлетворяло соотношению u l 2max{m, n, q}.

Методология эмпирических исследований 
требует полноты и валидности временных ря-
дов, которые по смысловому составу должны 
отвечать целям и задачам проводимых иссле-
дований и допускать распространение результа-
тов на соответствующие системные процессы.

Алгоритм анализа влияния факторных 
параметров на результативные переменные

Рассмотрим технологию исследования уров-
ней влияния факторных параметров X[i, t] = 
= {xi[t]} на результативные переменные {yj[t]} 
и {zk[t]}. C этой целью для последовательности 
значений параметров, измеренных в точках
t = {t1 = tн, t2, ..., tu = tк}, необходимо построить 
регрессионную модель системы в виде совокуп-
ности следующих уравнений регрессии:

 Y* = {Φj(x1, x2, ..., xn)}; Z* = {Ψk(x1, x2, ..., xn)},

а также в виде набора матриц парной корреля-
ции, в том числе:

Результаты экспертного исследования факторных переменных

Номер 
эксперта

Факторная переменная

x1 x2 x3 x4 x5 x6

Начальные баллы значимости факторных переменных

1 10 8 5 7 1 3

2 10 9 4 5 2 2

3 8 10 8 7 4 4

4 9 10 6 8 3 5

Начальные нормированные баллы значимости
факторных переменных

1 0,2941 0,2353 0,1471 0,2059 0,0294 0,0872

2 0,3125 0,2813 0,1250 0,1562 0,0625 0,0625

3 0,1951 0,2439 0,1951 0,1707 0,0976 0,0976

4 0,2143 0,2381 0,1429 0,1905 0,0952 0,1190

Шаг 0
(0) (0) (0) (0)
1 2 3 4 0,25K K K K= = = =
(0)
iv  для i = 1, 2, 3, 4, 5, 6 {0,2540; 0,2496; 0,1525; 0,1808; 

0,0709; 0,0918}
λ(0) = 0,7852

Шаг 1
(1)
gK  для g = 1, 2, 3, 4 {0,2589; 0,2637; 0,2381; 0,2393}

(1)
iv для i = 1, 2, 3, 4, 5, 6 {0,2563; 0,2501; 0,1517; 0,1807; 

0,0701; 0,0910}
λ(1) = 0,7877

Шаг 2
(2)
gK  для g = 1, 2, 3, 4 {0,2588; 0,2637; 0,2376; 0,2399}

(2)
iv  для i = 1, 2, 3, 4, 5, 6 {0,2563; 0,2501; 0,1517; 0,1811; 

0,0701; 0,0910}
λ(2) = 0,7877

Шаг 3
Расстановка факторных переменных в порядке убывания 
их системной значимости: x1 x2 x4 x3 x6 x5
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 � n матриц-строк 

 
1 2, , , , ,{ [1, , , ..., , ..., ]}

j s j j j s j nY X Y X Y X Y X Y XR r r r r=

корреляции выходных результативных и фак-
торных переменных;

 � q матриц-строк

 
1 2, , , , ,{ [1, , , ..., , ..., ]}

k s k k k s k nZ X Z X Z X Z X Z XR r r r r=

корреляции внутренних результативных и 
факторных переменных;
 � симметричной квадратной матрицы пар-

ной корреляции факторных переменных 

, ,|| ||.
i s i sX X X XR r=  Здесь s = 1, 2, ..., n.

Построения регрессионной и корреляци-
онной моделей преследуют различные цели. 
Регрессионные модели определяют форму 
взаимосвязи между результативными и фак-
торными параметрами, т. е. вид функций Φj, Ψk. 
Корреляционные модели позволяют оценить 
степень статистической взаимосвязи между 
всеми системными параметрами. Для любых 
результативных переменных {yj[t]} и {zk[t]} схемы 
построения указанных моделей и последующе-
го их анализа полностью идентичны.

Построение указанных моделей, а также 
учет рассмотренных выше шагов создания и 
исследования информационно-параметриче-
ского портрета системы позволяют выстроить 
рациональную последовательность выбора ее 
параметров (см. рисунок). Наряду с многоша-
говым исследованием и ревизией информа-
ционно-параметрического портрета группами 
экспертов и системных аналитиков выполня-
ется "прореживание" начальных составов фак-
торных и результативных переменных системы. 
Логическим завершением этой последователь-

ности операций является устранение возмож-
ной негативной коллинеарности факторных 
переменных, которые имеют латентные связи 
и обусловливают согласованные воздействия 
на результирующие параметры.

В многопараметрических системах, особенно 
в мехатронных системах с развитыми структура-
ми, наблюдается наличие большого числа узлов 
и процессов функционального преобразования 
различных видов энергии, которым свойствен-
ны латентные, трудно формализуемые или во-
обще не формализуемые связи между параме-
трами. Выявление таких связей может быть до-
стигнуто в ходе предварительных эмпирических 
исследований комплексных моделей и макетных 
образцов систем. Наиболее часто при исследова-
нии многофакторных систем применяют самые 
"прозрачные" для системного анализа линейные 
уравнения регрессии. Использование уравнений 
второго порядка и, тем более, уравнений выс-
ших порядков или трансцендентных зависимо-
стей резко усложняет исследования, затрудняет 
интерпретацию результатов и практически не 
приводит к сколько-нибудь существенному по-
вышению качества анализа.

Выберем некоторую результативную пере-
менную yj[t]. При линейной аппроксимации за-
висимость {уj[t] = Φj(x1, x2, ..., xn} для t = {t1 = tн,
t2, ..., tu = tк} приобретает следующий вид:

 {yj[t] ≈ jy ∗ [t] =
 = αj0 + αj1x1[t] + αj2x2[t] + ... + αjmxm[t]}.

Коэффициенты αj0, αj1, αj2, ..., αjm называ-
ют коэффициентами "чистой" регрессии. Они 
определяются с использованием оценок 

jyE  
по критерию минимизации квадратов откло-
нений расчетных (сглаживающих) значений 

jy ∗ [t] результативных параметров от соответ-
ствующих наблюдаемых значений yj[t] в точках 
t = t1, t2, ..., tu [3]:

 
1 2

2
0

, , ...,
{ [ ] [ ]} min, [ ] 1.

j
u

y j j
t t t t

E y t y t x t∗

=
= − → =∑

Для минимизации функционала находят-
ся корни системы линейных алгебраических 
уравнений:

 
1 2, , ...,

{ [ ] [ ]} 0 .
u

j j
t t t t

y t y t∗

=

⎧ ⎫⎪ ⎪− =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑
Алгоритм предварительных экспертных исследований ком-
плексных моделей мехатронных систем
Algorithm of preliminary expert studies of complex models of 
mechatronic systems



102 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 20, № 2, 2019

Уравнения вытекают из общих правил мини-
мизации многопараметрических функционалов

 1 2

1 2

, , ...,

, , ...,

/ 2 [ ]

{ [ ] [ ]} 0

j
u

u

Y ji i
t t t t

j j
t t t t

E x t Ѕ

Ѕ y t y t

=

∗

=

⎧ ⎡ ⎤⎪∂ ∂α = −⎢ ⎥⎨
⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

⎫⎪− = ⎬
⎪⎭

∑

∑

после обнуления частных производных, взя-
тых по коэффициентам регрессии αj0, αj1, αj2, 
..., αj(i – 1), αji, αj(i + 1), ..., αjm. Система включает 
m + 1 уравнений c m + 1 неизвестными и по-
зволяет получить однозначное решение в виде 
искомых коэффициентов.

Аналогично строятся уравнения регрессии 
для всех других результативных переменных. 
Общее число уравнений m + q определяется 
суммарным числом результативных выходных 
и внутренних параметров системы.

Качество полученной модели характеризу-
ется определенными статистическими свой-
ствами и точностью, т.е. степенью близости 
к фактическим данным. Модель считается 
приемлемой со статистической точки зрения, 
если она признается адекватной и достаточ-
но точной. Оценка качества проводится путем 
исследования гипотез о значимости модели 
в целом и каждого ее параметра, оценки до-
верительных интервалов и, в общем случае, 
анализа остатков. Однако при использовании 
метода наименьших квадратов последняя про-
верка теоретически является излишней.

Коэффициенты регрессии в какой-то мере 
отражают влияние того или иного факторного 
параметра на результативную переменную. Но 
прямое ("наивное") применение этих коэффици-
ентов для оценки степени влияния соответству-
ющих факторов нецелесообразно, а в ряде слу-
чаев просто недопустимо. Проблема заключается 
в различной размерности и диспергированности 
факторов, что уравнение регрессии никак не от-
ражает. Однако замечательным свойством урав-
нения регрессии является то, что оно позволяет, 
хотя и приближенно, оценивать изменения ре-
зультативных параметров при изменении фак-
торных переменных, включая экстраполяцию 
значений параметров "вперед" и "назад".

Для оценки доли влияния факторной пере-
менной xi на результативную переменную yj 
или zk необходимо применять дельта-коэффи-
циенты влияния 

j iY XΔ  и .
k iZ XΔ  Это сложные 

коэффициенты, обеспечивающие построение 
рядов ранжирования факторных параметров 
на тот или иной результативный параметр:

 
1 2

1 2

;

,

j i i j i j j

k i i k i k k

Y X ji X Y X Y Y

Z X ki X Z X Z Z

r T

r T

− −

− −

Δ = α σ σ

Δ = α σ σ

где αji, αki — коэффициенты регрессии для 
факторного параметра xi; iXσ  — среднее ква-
дратическое отклонение факторного пара-
метра xi; ,

j i k iY X Z Xr r  — коэффициенты пар-
ной корреляции факторной переменной xi и 
результативных переменных yj, zk соответ-
ственно; ,

j kY Zσ σ  — средние квадратические 
отклонения переменных yj, zk соответствен-
но; 2 2,

j kY ZT T  — коэффициенты детерминации 
переменных yj, zk соответственно. Дельта-ко-
эффициент показывает долю влияния каждо-
го факторного параметра на результирующую 
переменную. Расчеты выполняются на основе 
значений экспериментально полученных вре-
менных рядов по известным правилам стати-
стической обработки эмпирических данных [3]:
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Если в результате расчетов значения неко-
торых коэффициентов 

j iY XΔ  ( )
k iZ XΔ  выходят 

из диапазона (0, 1], то это указывает на необ-
ходимость вывода факторного параметра xi из 
числа факторов, влияющих на соответствую-
щую результативную переменную или на на-
личие ошибок в проведении вычислений.
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Элементы каждой из n матриц-строк корре-
ляции выходных результативных и факторных 
переменных ,{ }

j sY XR  вычисляются в соответ-
ствии с известными соотношениями [2]:
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для s = 1, 2, ..., m.
Математические ожидания и дисперсии па-

раметров определяются на основании следую-
щих исходных временных рядов:
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для s = 1, 2, ..., m;
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M u y t D u y t M− −

= =
= = −∑ ∑

для j = 1, 2, ..., n.
Для элементов каждой из k матриц-строк 

корреляции внутренних результативных и 
факторных переменных ,{ }

k sZ XR  дополнитель-
но применяются следующие соотношения:

 

0,5 1
,

1

( ) ( 1)

( [ ] )( [ ] )

k s k s

k s

Z X Z X

u

k h Z s h X
h

r D D u Ѕ

Ѕ z t M x t M

− −

=

= −

− −∑

для s = 1, 2, ..., m; k = 1, 2, ..., q;
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для k = 1, 2, ..., q.
Симметричная квадратная матрица парной 

корреляции факторных переменных ,i sX XR  =

= , ,
i sX Xr  i = 1, 2, ..., m; s = 1, 2, ..., m, сводится 

к треугольной форме:
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Здесь ,i sX Xr — коэффициенты взаимной 
парной корреляции факторных параметров:

 

0,5 1
,

1

( ) ( 1)

( [ ] )( [ ] )

i s i s

i s

X X X X

u

i h X s h X
h

r D D u Ѕ

Ѕ x t M x t M

− −

=

= −

− −∑

для i, s = 1, 2,..., m, i ≠ q.
Обычно используют общепринятую шка-

лу значений коэффициентов взаимной пар-
ной корреляции, которая позволяет оценить 
уровень корреляционной зависимости (связи) 
между некоторыми параметрами. Так, при зна-
чении коэффициента корреляции менее 0,15 за-
висимость считается крайне слабой, вплоть до 
ее полного отсутствия при нулевом значении 
коэффициента; от 0,15 до 0,3 — слабая зависи-
мость; от 0,3 до 0,5 — умеренная зависимость; 
от 0,5 до 0,7 — средняя зависимость; выше 0,7 — 
сильная зависимость вплоть до проявления 
функциональной связи при значении коэффи-
циента корреляции, равном единице [3].

Анализ значений элементов каждой из 
матриц-строк корреляции выходных или вну-
тренних результативных и факторных пара-
метров ,{ },

j sY XR  ,{ }
k sZ XR  позволяет выявить 

крайне слабые зависимости, если таковые име-
ются. Входные параметры, соответствующие 
этим связям, в принципе, могут быть изъяты из 
списков факторных переменных рассматривае-
мых результативных выходных или внутренних 
параметров. При этом обеспечивается обосно-
ванное "прореживание" входных переменных. 
С определенным риском потери обоснованно-
сти удалению могут подвергаться факторные 
переменные, соответствующие слабым и даже 
умеренным корреляционным зависимостям. 
Однако в этих случаях обязательно дополни-
тельное применение дельта-коэффициента для 
оценки доли влияния удаляемого факторного 
параметра на результирующий выходной или 
внутренний параметр. Следует учитывать то, 
что факторная переменная, изъятая из входного 
списка одного из результативных параметров, 
может сохраняться в списках других результа-
тивных параметров.

Между факторными переменными X[i, t] мо-
жет проявляться корреляционная зависимость. 
Если в матрице парной корреляции фактор-

ных переменных , ,i s i sX X X XR r=  имеются эле-
менты, значения которых оказываются доста-
точно высокими, т. е. , 0,7,

i sX Xr l  то говорят 
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о частичной коллинеарности переменных xi и 
xs [5, 6]. Если отдельные элементы матрицы до-
статочно близки к 1, т. е. ,1 1

i sX Xr− ε m m  (за 
исключением элементов главной диагонали), 
то имеет место полная коллинеарность соот-
ветствующих переменных.

Причины коллинеарности кроются в нали-
чии одной из следующих явных или латентных 
ситуаций:
 � несколько факторных параметров, по сути, 

характеризуют одну и ту же сторону или 
аспект системы;

 � несколько факторных переменных в любой 
момент времени дают одно и то же значение 
их суммы;

 � некоторые факторные переменные при де-
тальном рассмотрении оказываются со-
ставными частями других факторных пере-
менных.
Рассматриваемое явление приводит к тому, 

что коллинеарные факторные переменные ока-
зываются связанными "третьей" силой и фор-
мируют заведомо согласованные воздействия 
на результирующие переменные. Проявление 
коллинеарности крайне нежелательно, по-
скольку оно увеличивает диспергированность 
результативных переменных, приводит к воз-
растанию ошибок регрессионного анализа и 
к затруднению оценки фактического влияния 
на результаты каждой факторной переменной. 
Объективным указателем на наличие колли-
неарности факторных переменных является 
близость к нулю определителя матрицы пар-
ной корреляции ,i sX XR  [5, 6].

В списке факторных переменных необходи-
мо сохранять только те из них, которые объ-
ективно отражают различные стороны или 
аспекты системы и не провоцируют появления 
причин коллинеарности. Однако общего под-
хода к устранению этого негативного явления 
нет. Обычно применяют многошаговое "про-
реживание" факторных переменных путем их 
последовательного исключения из списка (или 
последовательного включения в список) с кон-
тролем возможных проявлений сильных кор-
реляционных зависимостей. Практически эф-
фективен и другой подход, при котором выяв-
ляется коллинеарность факторных параметров 
по матрице парных корреляций и проводится 
последующее "прореживание" с сохранением 
фактора, который имеет наименьшие корреля-
ционные связи с другими факторными пере-
менными.

Заключение

В процессе функционирования мехатронных 
систем в соответствии с текущими значениями 
факторных переменных обеспечиваются необ-
ходимые преобразования вещества, энергии и 
информации. При этом осуществляется выра-
ботка соответствующих результативных выход-
ных параметров системы и параметров внутрен-
них системных состояний. Предварительный 
выбор состава указанных параметров является 
достаточно сложной задачей вследствие объек-
тивной сложности систем, наличия явных и ла-
тентных взаимосвязей между параметрами. Эта 
задача усложняется в связи с необходимостью 
одновременного сокращения размерности и ва-
риативности процедур контроля и управления 
в мехатронной системе. Решение данной про-
блемы может быть получено с помощью пред-
варительных экспертных и эмпирических ис-
следований комплексных моделей и макетных 
образцов проектируемых мехатронных систем. 
Указанные действия применительно к кон-
кретной системе позволяют сформировать тре-
буемую доказательную платформу выявления 
системной значимости переменных и провести 
их последующее "прореживание".

В работе изложены методологические 
аспекты обоснованного формирования соста-
ва контролируемых параметров, пределов их 
допусков и иных системных характеристик, 
необходимых для интеллектуального управ-
ления. Они являются основой выбора доступ-
ных системным аналитикам и инженерам-
системотехникам методов создания полной 
информационно-параметрической базы функ-
ционирования цифровых мехатронных систем. 
Предложена рациональная последовательность 
проведения целенаправленных исследований 
по выявлению наиболее значимых результа-
тивных выходных параметров и параметров 
внутренних системных состояний. Алгоритм 
предварительных экспертных и эмпирических 
исследований комплексных моделей и макет-
ных образцов проектируемых мехатронных си-
стем включает ряд следующих шагов:
 � построение начального информационно-

параметрического портрета интеллектуаль-
ной мехатронной системы;

 � многошаговое исследование и ревизия ин-
формационно-параметрического портрета 
группами экспертов и системных анали-
тиков;
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 � формирование групповой экспертной оцен-
ки информационно-параметрического пор-
трета и последующее "прореживание" каж-
дого из списков параметров путем изъятия 
наименее значимых, по мнениям экспертов, 
элементов указанного портрета;

 � построение "прозрачной" регрессионной 
модели, определяющей форму взаимосвязи 
между результативными и факторными па-
раметрами, с коэффициентами "чистой" ре-
грессии и оценка степени статистической 
взаимосвязи между всеми системными па-
раметрами;

 � построение корреляционной модели, по-
зволяющей оценить степень статистической 
взаимосвязи между всеми системными па-
раметрами; выявление крайне слабых зави-
симостей, если таковые имеются, и изъятие 
из информационно-параметрического пор-

трета факторных переменных, соответству-
ющих этим связям;

 � выявление и устранение возможной крайне 
негативной коллинеарности факторных пе-
ременных, которые оказываются связанны-
ми латентной "третьей" силой и обусловли-
вают заведомо согласованные воздействия 
на результирующие параметры.
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In the process of the mechatronic system functioning respective effective output parameters and parameters of its in-
ternal system state are generated. Preliminary selection of composition of the indicated parameters is a rather complicated 
task due to objective complexity of systems, availability of evident and latent interrelations between parameters. This 
task is complicated due to the necessity of simultaneous reduction of dimension and variation of control procedures and 
management in the mechatronic system. Solution of this problem may be attained with the aid of preliminary expert and 
empirical studies of complex models and mock-up specimens of designed mechatronic systems. In this regard, this work 
contains presentation of methodological aspects of adequately supported formation of composition of controlled parameters, 
their tolerance limits and other system features required for intellectual management. Rational sequence is described for 
performance of focused researches in order to reveal most important effective output parameters and parameters of internal 
system states. In accordance with the proposed algorithm the initial information and parameter picture of the intelligent 
mechatronic system is formed, studied and revised, its group expert evaluation and subsequent "thinning-out" of lists of its 
constituent parameters. A regression model is developed, which determines the form of interrelation between the parameters, 
as well as of the correlation model, which allows assessment of the volume of statistical interrelation between the system 
parameters. In the process of model analysis extremely weak dependences are detected between parameters, negative col-
linearity of factor variables is eliminated.
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Статья посвящена исследованию динамических характеристик колебательной системы с демпфирующим звеном, 
находящейся под воздействием периодической вынуждающей силы. В качестве демпфирующего звена рассматри-
вается гистерезисный демпфер на основе материала Ишлинского, а также линейный вязкий и нелинейный вязкий 
демпферы, проводится их сравнительный анализ. Так как рассматриваемые демпферы имеют ярко выраженные 
частотные свойства, исследование их эффективности целесообразно проводить в частотной области, анализируя 
динамику системы как в области резонанса, так и за ее пределами.

Исследование динамических характеристик колебательной системы, а также сравнительный анализ гистерезис-
ного и вязкого демпфирования проводится в терминах передаточных функций, в качестве которых используются пе-
редаточная функция силы и функция "перемещение—сила". Передаточная функция силы отражает эффективность 
гашения внешнего воздействия в отношении передачи силы от внешнего источника к грузу. Передаточная функция 
"перемещение—сила" отражает эффективность гашения колебаний в плане способности демпфера уменьшать от-
носительное перемещение груза под воздействием внешних сил.

Динамика изучаемой системы проиллюстрирована с помощью компьютерного моделирования, результаты кото-
рого показывают, что линейный вязкий демпфер имеет высокую эффективность за областью резонанса системы и 
низкую вблизи нее. Следует отметить, что увеличением коэффициента демпфирования можно добиться улучшения 
эффективности линейного вязкого демпфера в области резонанса, однако в этом случае его характеристики за 
пределами области резонанса значительно ухудшаются.

Решением указанной проблемы может стать использование нелинейного вязкого демпфера. Такой демпфер имеет 
лучшие характеристики в области резонанса и незначительно хуже за ее пределами в сравнении с линейным вязким 
демпфером. Также увеличение коэффициента демпфирования ведет к увеличению эффективности нелинейного вяз-
кого демпфера в области резонанса и ухудшению за ее пределами, однако в отличие от линейного вязкого демпфера 
влияние коэффициента проявляется нелинейно, и при значительном улучшении характеристик в области резонанса 
ухудшение за ее пределами не столь значительно.

В случае использования демпфера на основе материала Ишлинского возможно добиться еще большей эффектив-
ности демпфирования. Подобрав параметры материала, можно получить значительное увеличение эффективности 
демпфирования в области резонанса при незначительном ее ухудшении вне данной области.

Ключевые слова: гистерезис, материал Ишлинского, вязкое демпфирование, гистерезисный демпфер
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Динамика демпфирующего устройства на основе материала Ишлинского1

Введение

Демпфер  представляет собой устройство, 
используемое для гашения (демпфирования) 
механических, электрических и других видов 
колебаний, возникающих в механических и 
электромеханических устройствах в процессе 
их функционирования. Так, например, в ги-
дравлических системах применяются гидрав-
лические и пневматические демпферы — гаси-
тели пульсаций и гидроударов; в электрических 
машинах демпферная обмотка предотвраща-
ет резкое увеличение коммутационных токов; 
в подвесках автомобилей и других транспорт-
ных средств используются демпфирующие 
устройства — амортизаторы; в авионике демп-

1Статья подготовлена при финансовой поддержке Рос-
сийского фонда фундаментальных исследований (проекты 
№ 16-08-00312, № 17-01-00251).

фер аэроупругих колебаний летательного аппа-
рата — бортовая электронная система (на осно-
ве PID регуляторов), предназначенная для ав-
томатического гашения короткопериодических 
колебаний самолета, неизбежно возникающих 
при изменении полетных режимов.

В случае гашения колебаний механических 
систем широкое распространение получило 
линейное вязкое демпфирование, основанное 
на диссипации энергии колебаний за счет ра-
боты сил вязкого трения [1—7]. Однако такой 
вид демпфирования имеет существенный не-
достаток — низкую эффективность в области 
резонансных частот системы. Нелинейные 
аналоги (моделируемые посредством степен-
ных функциональных соотношений) частично 
лишены этого недостатка, однако не учиты-
вают реальную природу материалов демпфи-
рующих устройств. Альтернативный способ 
связан с использованием нелинейного вязкого 
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демпфирования или демпфирующей системы 
с материалом гистерезисной природы (механи-
ческий гистерезис может быть успешно про-
моделирован в рамках конструктивной модели 
материала Ишлинского). Отметим, что коле-
бательным процессам в системах с гистерезис-
ным типом нелинейности посвящено доста-
точно много работ, из которых выделим [8, 9].

Постановка задачи

Рассмотрим механическую систему, нахо-
дящуюся под действием вынуждающей пери-
одической силы при наличии демпфирующего 
звена. Структурная схема рассматриваемой си-
стемы приведена на рис. 1. Механическая си-
стема состоит из цилиндра массой M, внутри 
которого находится груз массой m, прикре-
пленный к боковой стенке цилиндра посред-
ством пружины с жесткостью k, и демпфирую-
щего звена D, двигающийся без трения в гори-
зонтальной плоскости. К цилиндру приложена 
вынуждающая сила f(t), которая изменяется по 
гармоническому закону. Без обобщения общ-
ности можно считать, что рассматриваемая си-
стема обладает одной степенью свободы.

Пусть закон изменения силы f(t), приложен-
ной к цилиндру M, задается следующим соот-
ношением:

 2( ) sin( ),f t Y t= ω ω  (1)

где Y — амплитуда, ω — частота воздействия.
Целью настоящей работы является иссле-

дование динамики механической системы под 
действием вынуждающих колебаний (рис. 1) 
при использовании вязкого демпфера, а также 

Рис. 1. Исследуемая механическая система
Fig. 1. The considered physical system

демпфера с гистерезисной нелинейностью. 
В качестве математической модели гистерези-
са рассматривается преобразователь Ишлин-
ского, являющийся одним из видов контину-
альных систем гистеронов и представляющий 
собой систему параллельно соединенных не-
линейных звеньев типа "упор" [10].

Вязкое демпфирование

Рассмотрим случай вязкого демпфирования, 
когда "гасящая" сила, приложенная к грузу m 
(см. рис. 1), определяется следующим образом:

 ( ) (1 ) , 0,n
df t c z z n= + � l  (2)

где с — коэффициент демпфирования; z =
= y – x — относительное перемещение; n — ко-
эффициент, определяющий закон демпфиро-
вания. В случае, когда n = 0, D представляет 
собой линейный вязкий демпфер. Если n > 0, 
имеет место нелинейное демпфирование с не-
линейностью n-го порядка [1].

Составим уравнения, описывающие дина-
мику исследуемой системы:
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2

2
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(1 ) 0.
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n

d y dz
M kz c z Y t

dtdt

d x dz
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dtdt

⎧
+ + + = ω ω⎪⎪

⎨
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 (3)

Исключив из уравнений системы (3) пере-
менные x и y, получим
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2

2
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sin( ).

nd z M m dz
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Mm dtdt
Y

t
M

+ ⎡ ⎤+ + + =⎢ ⎥⎣ ⎦

= ω ω

 (4)

Так как исследование механической системы 
с демпфированием удобно проводить в частот-
ной области, а эффективность демпфера в об-
ласти резонанса и за ее пределами является од-
ним из важных критериев его применимости, 
обезразмерим переменные таким образом, что-
бы перейти к относительной частоте. Пусть
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M m M

ω
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μ ω

ς = μ = =
ω μ +

 (5)

где ω0 — частота резонанса системы.
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Перепишем уравнение (5), учитывая прове-
денную замену:

 
2

2
2 2 (1 ) sin( ).nd u du

u u A
dd

+ ς + + = Ω Ωτ
ττ

 (6)

Материал Ишлинского

Материалы, используемые для гистерезис-
ного демпфирования, чаще всего представля-
ют собой полимеры (синтетические резины), 
состав которых надлежащим образом подо-
бран, чтобы обеспечить высокие демпфирую-
щие свойства в определенном диапазоне ча-
стот и температур. В процессе демпфирова-
ния диссипация энергии происходит внутри 
самого материала. Этот эффект обусловлен 
трением между внутренними слоями, которые 
"текут" или скользят, когда имеет место демп-
фирование. Когда конструкция с таким типом 
демпфирования подвергается внешней пери-
одической возбуждающей силе, на диаграмме 
"напряжение—деформация" появляется петля 
гистерезиса. Площадь петли определяет по-
терю энергии в единице объема тела за один 
цикл вследствие демпфирования.

Рассмотрим подробнее математическую 
модель гистерезиса, применяемую в данной 
работе. Носителем гистерезисных нелинейно-
стей обычно является преобразователь W со 
скалярными входами u(t) и выходами x(t), со-
стояниями которого являются пары {u, x}, т. е. 
пары вход—выход. Пусть множеством возмож-
ных состояний преобразователя W является 
полоса Ω = Ω(W ), расположенная между двумя 
горизонтальными прямыми Фl и Фr, как по-
казано на рис. 2.

Если вход u(t) при t l t0 непрерывен и моно-
тонен, то определим выход

 0 0 0( ) [ , ] ( ), ,x t t x u t t t= lW  (7)

так, чтобы переменное состояние {u(t), x(t)} было 
точкой ломаной, показанной на рис. 2 утолщен-
ной линией; эта ломаная состоит из проходя-
щего через начальное состояние M0 = {u(t0), x0} 
отрезка с угловым коэффициентом 1 и концами 
на прямых Фl и Фr и из двух горизонтальных 
полупрямых. Иначе говоря, при монотонном 
входе выход определяется равенством
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h u t u t x t
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⎪= ⎨ − − +⎪
⎪⎩

 (8)

Описанный преобразователь называется 
упором.

В наиболее распространенных моделях упру-
гопластических волокон их состояния полно-
стью определяются значениями u деформации 
и x напряжения, а параметр h в этом случае 
называется пределом текучести материала. Та-
кие волокна можно рассматривать как преоб-
разователи с входом — переменной деформа-
цией и выходом — переменным напряжением. 
В модели Прандтля напряжение определяется 
по деформации тем же способом, как в нели-
нейности "упор", только траектории возможных 
состояний между граничными горизонтальны-
ми прямыми имеют угловой коэффициент E, 
который может быть отличен от 1 (при малых 
деформациях волокно считается упругим и E — 
его модуль упругости).

Рассмотрим преобразователь W, представ-
ленный в виде простой схемы без обратных 
связей из конечного числа гистеронов W1, ..., 
WN и простейших функциональных звеньев, 
как показано на рис. 3.

Такие преобразователи W, как правило, неде-
терминированны. Их состоянием удобно счи-
тать не пару вход—выход, а набор {u, z1, ..., zN} ∈
∈ RN – 1, где u — вход преобразователя, а zj — 
выход участвующего в схеме гистерона W  j.

Пусть заданы гистероны W 1, ..., W  N с обла-
стями допустимых состояний Ω(W1), ..., Ω(W  N) 
и вход-выходными соответствиями

 0 0( ) [ , ( )] ( ), 1, .j
j jz t t z t u t j N= =W  (9)

Рис. 2. Характеристика нелинейности типа "упор"
Fig. 2. Action of hysteron-nonlinearity
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Положим

1
1( ) {{ , , , }:{ , } ( ), }.j

N ju z z u z u RΩ = ∈Ω ∈…W W  (10)

Параллельным соединением с весами ξj ги-
стеронов W  j назовем преобразователь W с об-
ластью возможных состояний (10), для которо-
го при каждом начальном состоянии
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1
0 1 0 0

( ) { , }

{ ( ), ( ), , ( )} ( ) N
N

q t u z

u t z t z t R +

= =

= ∈ Ω ⊂… W
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допустимы все непрерывные скалярные вхо-
ды u(t) при t l t0, удовлетворяющие условию 
u(t0) = u0, а выход определяется по входу ра-
венством
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Рассмотренный преобразователь W являет-
ся одним из видов континуальных систем ги-
стеронов и называется материалом Ишлинско-
го [10], а схема, приведенная на рис. 3, являет-
ся его конечномерной аппроксимацией.

Рассмотрим в качестве примера реакцию 
материала Ишлинского на синусоидальное 
воздействие. Используем преобразователь W, 
состоящий из 10 гистеронов (N = 10), имею-
щих следующие параметры: модуль упругости
E = 1, начальное состояние W  j[t0,z j(t0)] = 0, 
вес ξj = 1, предел текучести h = j, где j — по-
рядковый номер гистерона. Используем вход-
ное воздействие вида u(t) = 12sin(t). Диаграмма 
"напряжение—деформация" такого преобразо-
вателя приведена на рис. 4.

Гистерезисное демпфирование

Рассмотрим случай гистерезисного демпфи-
рования, тогда сила, приложенная к грузу m
(см. рис. 1), в относительных величинах (5) 
определяется следующим образом:

 ( ) [ , ( )] , 1, ,d jf z u j Nτ = τ τ =W  (13)

где W — описанный выше преобразователь 
Ишлинского (см. рис. 3), состояние которого 
определяется равенством (12).

В этом случае уравнение, описывающее ди-
намику исследуемой механической системы 
в относительных величинах, будет иметь сле-
дующий вид:
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1, ,

j
d u

z u u A
d

j N

+ α τ τ + = Ω Ωτ
τ

=

W
 (14)

где коэффициент α = S/k; S — площадь сече-
ния демпфирующего материала; k — жесткость 
пружины.

Основные характеристики

Целью настоящей работы является исследо-
вание динамики механической системы с вы-
нуждающими колебаниями в случае исполь-
зования вязкого демпфера, а также демпфера 
с гистерезисной нелинейностью. Сравнение 
указанных типов демпфирующих элементов 
наиболее репрезентативно может быть пред-

Рис. 4. Диаграмма "напряжение—деформация" материала 
Иш линского
Fig. 4. "Stress—strain" diagram for Ishlinsky material

Рис. 3. Параллельное соединение гистеронов
Fig. 3. Parallel connection of hysterons
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ставлено в терминах передаточных функций 
[11—13], отражающих эффективность исполь-
зования рассматриваемого демпфера в области 
резонанса системы и за ее пределами.
 � Передаточная функция силы, определяемая 

отношением силы, приложенной к цилин-
дру M, и силы, приложенной к грузу m (см. 
рис. 1), отражает эффективность гашения 
внешнего воздействия в отношении пере-
дачи силы от внешнего источника к грузу. 
Данная характеристика описывается следу-
ющим образом:
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Y

τ
ω

τ
=
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 (15)

Из системы (3) и уравнения (6) Tff можно 
выразить через переменную u:

 2
2max [ sin( ) ] .

( )
ff

m
T A u

M m Aτ
= Ω Ωτ −

+ Ω
��  (16)

 � Передаточная функция "перемещение—сила", 
определяемая отношением перемещения 
груза m относительно цилиндра M, и силы, 
приложенной к цилиндру, отражает эффек-
тивность гашения колебаний в отношении 
способности демпфера уменьшать относи-
тельное перемещение груза под воздействи-
ем внешних сил. Указанная характеристика 
выражается следующим образом:

 2

max ( )
.fd

x
T

Y
τ

τ
=

ω
 (17)

Из системы (3) и уравнения (6) можно найти 
Tfd как функцию от u в следующем виде:

 2 2
0

sin( )
max .

( )
fd

A u
T

M m Aτ

Ωτ +
=

+ Ω ω
 (18)

В процессе компьютерного моделирования 
используем эти характеристики для сравнения 
линейного вязкого, нелинейного вязкого и ги-
стерезисного демпферов колебаний.

Результаты компьютерного моделирования

Выполним компьютерное моделирование 
динамики исследуемой механической системы. 
Построим график передаточной функции силы 
(15) и функции "перемещение—сила" (17) для 

случая вязкого демпфирования с параметром
n = {0, 2, 4} и гистерезисного демпфирования.

В качестве гистерезисного демпфера исполь-
зуем материал Ишлинского W, состоящий из 
500 гистеронов (N = 500), имеющих следующие 
параметры: модуль упругости E = 105, началь-
ное состояние Wj[t0, zj(t0)] = 0, вес ξj = 1, предел 
текучести h = 0,1j, где j — порядковый номер 
гистерона, параметр материала α = 10–4 (14).

Характеристики механической системы:
M = 1, m = 1, ζ = 0,8, ω0 = 10, внешнее воз-
действие с параметрами A = 1, ω = 0,...,30
(с шагом 0,2).

Результаты моделирования приведены на 
рис. 5 и 6.

Рис. 6. Передаточная функция "перемещение—сила"
Fig. 6. "Force—displacement" transmission function

Рис. 5. Передаточная функция силы
Fig. 5. Force transmission function
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Построим фазовые траекто-
рии динамики исследуемой си-
стемы. В качестве координат фа-
зовой плоскости возьмем мгно-
венные значения перемещения 
груза внутри цилиндра x(τ) и его 
относительную скорость ( )x τ� . 
Фазовые траектории приведены 
на рис. 7—10.

Результаты численного моде-
лирования демонстрируют, что 
линейный вязкий демпфер име-
ет высокую эффективность за 
областью резонанса системы и 
низкую вблизи резонанса. Сле-
дует отметить, что увеличением 
коэффициента ς можно добить-
ся улучшения эффективности 
демпфирования в области резо-
нанса, однако в этом случае ха-
рактеристики линейного демп-
фера за пределами области резо-
нанса значительно ухудшаются.

Решением указанной пробле-
мы может стать использование 
нелинейного вязкого демпфера. 
Такой демпфер имеет лучшие 
характеристики в области ре-
зонанса и незначительно хуже 
за ее пределами в сравнении 
с линейным вязким демпфером. 
Также увеличение коэффициен-
та ς ведет к увеличению эффек-
тивности демпфирования в об-
ласти резонанса и ухудшению за 
ее пределами, однако, в отличие 
от линейного вязкого демпфера, 
влияние коэффициента прояв-
ляется нелинейно, и при значи-
тельном улучшении характери-
стик в области резонанса ухуд-
шение за ее пределами не столь 
значительно.

В случае использования демп-
фера на основе материала Иш-
линского возможно добиться еще 
большей эффективности демп-
фирования. Подбором парамет-
ров материала можно добиться 
значительного увеличения эф-
фективности демпфирования 
в области резонанса при незна-
чительном ее ухудшении вне 

Рис. 7. Фазовый портрет линейного демпфера при n = 0, W = 3 (а), W = 30 (б)
Fig. 7. Phase portraits of the system in the case of linear viscous damper (n = 0) at
W = 3 (а) and W = 30 (б)

Рис. 8. Фазовый портрет нелинейного демпфера при n = 2, W = 3 (а), W = 30 (б)
Fig. 8. Phase portraits of the system in the case of linear viscous damper (n = 2) at
W = 3 (а) and W = 30 (б)

Рис. 9. Фазовый портрет линейного демпфера при n = 4, W = 3 (а), W = 30 (б)
Fig. 9. Phase portraits of the system in the case of linear viscous damper (n = 4) at
W = 3 (а) and W = 30 (б)

Рис. 10. Фазовый портрет гистерезисного демпфера при W = 3 (а), W = 30 (б)
Fig. 10. Phase portraits of the system in the case of hysteretic damper at W = 3 (а) 
and W = 30 (б)
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данной области. На характеристики демпфера 
оказывают влияние следующие параметры: ко-
эффициент α, число упоров N, а также тип рас-
пределения весов гистеронов ξ.

Заключение

В работе проведено исследование динами-
ки линейного вязкого, нелинейного вязкого и 
гистерезисного демпферов колебаний. Дина-
мика изучаемой системы проиллюстрирована 
с помощью компьютерного моделирования, 
в процессе которого было показано, что ги-
стерезисный вибрационный демпфер на осно-
ве материала Ишлинского имеет ряд важных 
преимуществ по сравнению с демпферами, по-
строенными на основе вязкого трения.
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Abstract

In present paper we consider the damping properties of the oscillating system with hysteretic nature. The mathematical 
model of considered system is based on the operator approach for the hysteretic nonlinearity on the example of Ishlinsky 
material. Such a converter is a continual analogue of the set of stops connected in parallel. In the frame of the paper we 
compare the various approaches to modeling of damping systems. Namely, together with the hysteretic damper we consider 
the so-called nonlinear viscous damper which is a generalization of a standard linear damper with dependence on the veloc-
ity. The mathematical model of the considered system is formulated in terms of second order ordinary differential equation 
with hysteretic nonlinearity (namely, the operator-type nonlinearity). In comparison with the phenomenological models of 
hysteresis (such as Bouc-Wen model) that are often used in the modeling, the Ishlinsky model allows to " feel" the hysteretic 
nature of the material on the physical level. The major result of the presented paper is the comparison both the hysteretic 
and viscous (including the linear and nonlinear cases) dampers. Such a comparison is made in terms of transmission func-
tions that reflect the "efficiency" of suppression of the external perturbations by the force transmission from an external 
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source to the load. The results of numerical simulations showed the high efficiency of hysteretic damper both in and outside 
the resonance region (at the same time it is well known that the linear viscous damper has a weak efficiency outside the 
resonance region). The disadvantage of the hysteretic damper lies in the fact that its ability to dump the relative motion of 
the system under external forces is insignificantly reduced outside the resonance region.

Keywords: hysteresis, Ishlinsky material, viscous damping, hysteretic damping.
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Представлен алгоритм адаптивного оценивания магнитного потока и углового положения ротора явнополюсного 
синхронного двигателя с постоянными магнитами. Предложена новая нелинейная параметризация динамической 
модели двигателя, с помощью которой задача оценивания положения преобразуется в задачу идентификации не-
известных постоянных параметров. При синтезе алгоритма оценивания допущено, что силы тока и напряжения 
обмоток статора, а также частота вращения ротора являются известными сигналами. Предложено два варианта 
адаптивного наблюдателя на основе стандартного градиентного алгоритма оценивания и алгоритма динамическо-
го расширения регрессора. Доказано, что оба варианта наблюдателя обеспечивают глобальную экспоненциальную 
сходимость ошибок оценивания к нулю, если соответствующая регрессионная функция удовлетворяет условию неза-
тухающего возбуждения. Также последняя версия наблюдателя обеспечивает глобальную асимптотическую сходи-
мость, если регрессионная функция не является квадратично интегрируемой. Результаты численного моделирования 
демонстрируют, что наблюдатель с динамическим расширением регрессора обеспечивает лучшее качество переход-
ных процессов оценивания по сравнению со стандартным градиентным устройством оценки.

Ключевые слова: синхронный двигатель с постоянными магнитами, явнополюсный ротор, нелинейный наблюда-
тель, идентификация параметров
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Адаптивный наблюдатель положения и магнитного потока
для явнополюсного синхронного двигателя1

Введение

Разработка  наблюдателей магнитного по-
тока и углового положения для синхронных 
двигателей с постоянными магнитами (СДПМ) 
является актуальной задачей, что подтверж-
дается потребностью в недорогих, надежных 
и высокоэффективных электроприводах, ко-
торые могут быть использованы в различных 
технических системах.

На сегодняшний день большое число ис-
следований посвящено синтезу наблюдателей 
для СДПМ с неявнополюсным ротором [1—3]. 
В случае же с явнополюсной синхронной ма-
шиной исследователи сталкиваются с более 
сложной математической моделью двигателя, 
так как динамические уравнения дополняют-
ся собственной и взаимной индуктивностями. 
Данная причина сдерживает развитие бессен-
сорных технологий для двигателей данного 
типа и сужает область их применения.

1Работа выполнена при финансовой поддержке Мини-
стерства образования и науки Российской Федерации (по-
становление Правительства Российской Федерации № 218 от
9.04.2010 г.) в рамках НИОКТР № 03.G25.31.0251 от 28.04.2017 
в Университете ИТМО "Создание высокотехнологичного про-
изводства настраиваемых преобразователей частоты для ново-
го поколения прецизионных высокоскоростных синхронных 
электромеханических двигателей высокой мощности".

В ряде работ предложены методы с самоо-
чувствлением, при которых оценки положения 
и скорости ротора используются для управ-
ления двигателем [4, 5]. В работе [6] наблю-
датель положения дополнен идентификацией 
сопротивления статора и предложен алгоритм 
настройки его коэффициентов. Авторами ра-
боты [7] рассмотрена задача бессенсорного 
управления двигателем на низких скоростях 
с использованием оценивания противоЭДС. 
Представленный алгоритм управления обеспе-
чивает некоторую робастность по отношению 
к неизвестным параметрам двигателя и сохра-
няет устойчивость для различных сценариев 
нагрузочного момента. В статье [8] адаптация 
тестовых напряжений статора к установивше-
муся напряжению позволяет снизить токовые 
искажения в регуляторе тока. Авторами рабо-
ты [9] предложен комплексный подход, бази-
рующийся на управлении с прогнозирующими 
моделями и бессенсорном наблюдателе с фазо-
вой подстройкой частоты для оценивания по-
ложения ротора.

Особое внимание уделено задаче иденти-
фикации начального положения [10]. Инфор-
мация о начальной ориентации постоянных 
магнитов требуется для плавного запуска при 
бессенсорном управлении двигателем. В ра-
боте [11] для идентификации начального по-
ложения при остановленном роторе применен 
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алгоритм, позволяющий оценить простран-
ственное распределение полюсов. Данная за-
дача также может быть решена с использова-
нием расширенного фильтра Калмана [12].

Авторами работы [13] проведен анализ ро-
бастных свойств по отношению к характеру 
распределения полюсов для нелинейного на-
блюдателя положения, который изначально 
был разработан для неявнополюсного син-
хронного двигателя с постоянными магнита-
ми и предложен в статье [14]. Продемонстри-
ровано, что робастные свойства наблюдателя 
полностью определяются исходя из установив-
шихся синусоидальных сигналов тока.

В настоящей статье рассматривается ана-
логичная задача, относящаяся к синтезу на-
блюдателя положения и идентификации на-
чального положения явнополюсного СДПМ. 
При этом допускается, что скорость вращения 
ротора является известным сигналом, который 
либо измеряется, либо оценивается независи-
мо от углового положения ротора. Подобная 
задача может возникнуть в различных транс-
портных средствах (электропогрузчиках, ав-
томобилях) и технологическом оборудовании 
(конвейерах, прокатных станах, турбинах), ос-
нащенных тахометром или спидометром.

Постановка задачи

Рассмотрим классическую двухфазную αβ 
модель ненасыщенного явнополюсного СДПМ, 
приведенную в работах [15, 16]. В стационар-
ной αβ системе координат модель двигателя 
представлена следующей системой уравнений:

 ;Rαβ αβ αβ= +v i �l  (1)

 cos ;mL i L i nα αα α αβ βλ = + + λ θ  (2)

 sin ;mL i L i nβ βα α ββ βλ = + + λ θ  (3)

 ,θ = ω�  (4)

где iαβ ∈ R2 — силы тока статора; vαβ ∈ R2 — на-
пряжения статора; lαβ ∈ R2 — магнитный по-
ток ротора; θ(t) — угол поворота ротора; ω(t) — 
механическая угловая скорость вращения ро-
тора; R, n, λm — положительные постоянные 
параметры, обозначающие сопротивление об-
моток статора, число пар полюсов, постоян-
ный магнитный поток, генерируемый посто-
янными магнитами ротора, соответственно; 

Lαα и Lββ — собственные индуктивности фаз 
α и β соответственно; Lαβ и Lβα — взаимоин-
дуктивности:

 

cos 2 ;

cos 2 ;

sin 2

s g

s g

g

L L L n

L L L n

L L L n

αα

ββ

αβ βα

= + θ

= − θ

= = θ

 (5)

с усредненной Ls и дифференциальной Lg про-
странственными индуктивностями.

Допускается, что силы тока iαβ(t), напряже-
ния vαβ(t) и угловая скорость ω(t) являются из-
вестными и абсолютно интегрируемыми сиг-
налами. Известными параметрами двигателя 
считаются R, n, λm, Ls и Lg. Требуется синтези-
ровать такой алгоритм адаптивного оценива-
ния магнитного потока lαβ(t) и положения θ(t) 
ротора, который обеспечит выполнение целе-
вых условий:

 ( ) 0;lim
t

tαβ
→∞

λ =�  (6)

 ( ) 0.lim
t

t
→∞

θ =�  (7)

Наблюдатель магнитного потока
и положения ротора

Параметризация модели. Проинтегрируем 
выражения (1) и (4) и введем в рассмотрение 
новые вспомогательные переменные:

 
0

(0) ( ) (0) ;
t

R dαβ αβ αβ αβ αβ= + − τ = +∫ v il l l x  (8)

 0 0
0

( ) ,
t

θ = θ + ω τ = θ + ψ∫  (9)

где lαβ(0) и θ0 — неизвестные параметры; x =

= 1 2
0

( ) = ( )
t

R dαβ αβξ ξ − τ∫ v i  и 
0

( )
t

ψ = ω τ∫  явля-

ются известными функциями.
Введем в рассмотрение новые переменные:
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: cos , : sin ,

: cos 2 , : sin 2 ,

: cos , : sin ,

: cos 2 , : sin 2 ,

n n

n n

n n

n n

ϕ = ψ ϕ = ψ
ϕ = ψ ϕ = ψ
μ = θ μ = θ

μ = θ μ = θ

 (10)

где ϕk, = 1,4,k  — известные сигналы, а μk, 
= 1,4,k  — неизвестные параметры. Для удоб-

ства введем дополнительные обозначения

 1 1 0 2 2 0: cos , : sin .n nη = μ = θ η = μ = θ
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Используя тригонометрические преобразо-
вания совместно с выражениями (10), получим

 

0 1 1 2 2

0 2 1 1 2

0 3 3 4 4

0 4 3 3 4

cos ( ) ,

sin ( ) ,

cos 2 ( ) ,

sin 2 ( ) .

n

n

n

n

ψ + θ = ϕ μ − ϕ μ
ψ + θ = ϕ μ + ϕ μ
ψ + θ = ϕ μ − ϕ μ
ψ + θ = ϕ μ + ϕ μ

 (11)

Наблюдатель положения и магнитного по-
тока ротора. Исходя из выражения (9) можно 
заключить, что задача оценивания положения 
ротора преобразована в задачу идентификации 
начального положения θ0, которое, в свою оче-
редь, может быть восстановлено посредством 
параметров η1 и η2:

 � � �
�

2
0

1

1
arctan .

n

⎛ ⎞η
θ = θ + ψ = + ψ⎜ ⎟⎜ ⎟η⎝ ⎠

 (12)

Введем в рассмотрение ошибки оценивания 
положения ротора и неизвестных параметров:

 � � �: , : .θ = θ − θ = −� h h h  (13)

Используя теорему Лагранжа и принимая 
во внимание свойства функции arctan(•), мож-
но доказать, что θ�  и �h  обладают идентичны-
ми свойствами сходимости. Таким образом, 
выполняются следующие условия:

 ( ) = 0 ( ) = 0;lim lim
t t

t t
→∞ →∞

⇔ θ��h  (14)

 | ( )| | (0)| | ( )| | (0)|t tt t−δ −δρ ⇔ θ ρ θe e� �� �h hm m  (15)

для некоторых ρ l 1 и δ > 0.
Магнитный поток ротора может быть вос-

становлен исходя из оценок �h :
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λ = + + λ η
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где оценки собственных и взаимных индук-
тивностей сформированы в виде
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Введем в рассмотрение ошибки оцени-

вания индуктивностей � ,L L Lαααα αα= −�  
� ,L L Lββββ ββ= −�  �L L L Lαβαβ βα αβ= = −� �  и магнит-

ного потока � .= −�
abab abl l l  Используя выра-

жения (17) и (13), получим
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g
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= − η + η η

= η + η η

= η η + η η + η η

� � �
� � �
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 (18)

На основании соотношений (18) можно за-
ключить, что свойства сходимости ошибок 

,Lαα
�  ,Lββ

�  Lαβ
�  и �h  идентичны. Учитывая по-

следнее, легко показать, что пара � abl  и �h  также 
обладает одинаковыми свойствами сходимости:

 ( ) 0 ( ) 0;lim lim
t t

t t
→∞ →∞

= ⇔ =�� abh l  (19)

 | ( )| | (0)| | ( )| | (0)|.t tt t−δ −δρ ⇔ ρe e� �� �m mab abh h l l  (20)

Выполним следующие математические пре-
образования: заменим собственные и взаим-
ные индуктивности в уравнениях (2) и (3) на 
соотношения (5), а также используем выраже-
ния (11) и (8). В результате имеем:

 
1 3 3 4

4 3 4 1 1 2 2

(0) ( )

( ) ( );
g

g m

g L i i

L i i
α α β

β α

λ + = μ ϕ + ϕ +

+ μ ϕ − ϕ + λ ϕ μ − ϕ μ
 (21)
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g

g m

g L i i
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β β α

β α

λ + = −μ ϕ − ϕ +

+ μ ϕ + ϕ + λ ϕ μ + ϕ μ
 (22)

где два новых известных сигнала обозначены 
g1 := ξ1 – Lsiα и g2 := ξ2 – Lsiβ

Применяя к последнему уравнению фильтр 

( )
p

F p
p
α

=
+ α

 с дифференциальным опера-

тором =
d

p
dt

 и настраиваемым параметром

α > 0, получим

 1 3 1 4 2 1 3 2 4= ;g μ ζ + μ ζ + μ ζ − μ ζ  (23)

 2 3 2 4 1 1 4 2 3= ,g −μ ζ + μ ζ + μ ζ + μ ζ  (24)

где постоянные μk, = 1,4,k  вынесены за обо-
значение фильтра и использованы обозначения
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а также пренебрегается экспоненциально зату-
хающими компонентами, полученными филь-
трацией постоянных параметров λα(0) и λβ(0). 
В Лемме 1 работы [17] показано, что данное пре-
небрежение не оказывает влияния на свойство 
асимптотической сходимости наблюдателя.

С использованием соотношений

 2
3 2 4 1 2cos 2 1 2 , sin 2 2n nμ = θ = − μ μ = θ = μ μ

и обозначений новых сигналов

 3 1 1 4 2 2

5 3 2 2 4 2 16

: ; : ;

: 2 ; : 2

g g g g

g g

= − ζ = + ζ
= ζ + μ ζ = ζ + μ ζ

 (26)

уравнения (23) и (24) могут быть представлены 
в виде

 3 1 5 2 6;g g g= μ − μ  (27)

 4 1 2 56 .g g g= μ + μ  (28)

Домножим выражения (27) и (28) на μ1 и μ2 
соответственно и просуммируем полученные 
уравнения. В результате, используя тригономе-

трическое свойство 2 2
1 2 1,μ + μ =  получим стан-

дартную линейную регрессионную модель

 5 1 3 2 4.g g g= μ + μ  (29)

Последнее может быть представлено в виде

 т= ,y q h  (30)

где

 т т
5 3 4 1 2: , : ( ), : ( ) .g g g= = = μ μy q h  (31)

Идентификация неизвестных параметров 
в уравнении (30) может быть проведена несколь-
кими способами [18]. В данном разделе исполь-
зуются два метода: широко известный стандарт-
ный алгоритм градиентного спуска и алгоритм 
динамического расширения регрессора (ДРР), 
недавно предложенный в работе [19].

Градиентный алгоритм оценивания. Приме-
ним для оценки неизвестных параметров η стан-
дартный градиентный алгоритм оценивания

 � �т
.

( ),= −q y qG hh  (32)

где Г = Гт > 0 — настраиваемый параметр 
адаптации.

Свойства сходимости полученного наблю-
дателя положения ротора устанавливаются 
следующим утверждением.

Утверждение 1. Рассмотрим модель явнопо-
люсного СДПМ, описываемую уравнениями 
(1)—(5). Адаптивный наблюдатель положения 
и магнитного потока ротора, который задает-
ся соотношениями (12), (16), (25), (26), (31) со 
стандартным градиентным алгоритмом оце-
нивания (32), обеспечивает глобальную экспо-
ненциальную сходимость ошибки оценивания 
положения ротора к нулю тогда и только тогда, 
когда регрессионная функция q удовлетворяет 
условию незатухающего возбуждения.

Для доказательства утверждения запишем 
уравнение (30) с учетом (31) и рассмотрим мо-
дель ошибки

 т .= − qq�� �h G h  (33)

Как хорошо известно [18], нулевое положе-
ние равновесия модели (33) является глобально 
экспоненциально устойчивым тогда и только 
тогда, когда q удовлетворяет условию незатуха-
ющего возбуждения.

Уравнения (15) и (20) доказывают Утверж-
дение 1.

Алгоритм оценивания на основе процедуры 
динамического расширения регрессора. Для 
формирования наблюдателя с использованием 
процедуры ДРР [19] применим динамический 

оператор 
p
β
+ β

 с настраиваемым параметром

β > 0 к исходной регрессионной модели (30). 
В результате получим новую регрессионную 
модель

 т ,=y q h  (34)

где

 : [ ], : [ ].
p p
β β

= =
+ β + β

y y q q  (35)

Сформируем на основе исходной регресси-
онной модели (30) и новой фильтрованной ре-
грессионной модели (34) расширенную регрес-
сионную модель

 ,=e eY Q h  (36)

где 1 2

1 2
: , : .

q qy

q qy
⎡ ⎤⎡ ⎤

= = ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

e eY Q
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Домножив слева обе части уравнения (36) 

на союзную матрицу 2 2

1 1
adj{ } = ,

q q

q q

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎣ ⎦

eQ
получим

 ,=c jh  (37)

где введены обозначения

 2 2
2 1 2 1

1 1
: , : .

q y q y
q q q q

q y q y

−⎡ ⎤
= = −⎢ ⎥−⎣ ⎦

c j  (38)

Уравнение (37) представляет собой две раз-
дельных скалярных линейных регрессионных 
модели, по одной на каждый неизвестный па-
раметр η1 и η2, вместо одной двумерной регрес-
сионной модели (30), сочетающей в себе оба 
неизвестных параметра.

Последним шагом в процедуре ДРР являет-
ся формирование скалярных устройств оценки

 
� �

� �
1 1 1 1

2 2 2 2

.
( );

.
( ),

η = γ ϕ χ − ϕη

η = γ ϕ χ − ϕη
 (39)

где γ1 > 0 и γ2 > 0 — параметры адаптации.
Утверждение 2. Рассмотрим модель явнопо-

люсного СДПМ, описываемую уравнениями 
(1)—(5). Адаптивный наблюдатель положения и 
магнитного потока ротора, который задается со-
отношениями (12), (16), (25), (26), (31) с устрой-
ством оценивания на основе ДРР алгоритма (35), 
(38), (39), обеспечивает глобальную асимптоти-
ческую сходимость ошибки оценивания поло-
жения ротора к нулю тогда и только тогда, когда 
регрессионная функция ϕ не является квадра-
тично интегрируемой. Если ϕ удовлетворяет ус-
ловию незатухающего возбуждения, то сходи-
мость является экспоненциальной.

Для доказательства рассмотрим модель 
ошибки устройства оценки с ДРР алгоритмом, 
которая может быть получена подстановкой 
уравнения (37) в соотношение (39):

 2 , 1,2.k k k kη = −γ ϕ η =�� �

Из решения последнего дифференциально-
го уравнения следует

 2( ) ( ) 0.lim
t

t L t
→∞

ϕ ∉ ⇔ =�h  (40)

Уравнение (40) совместно с (14) и (19) дока-
зывает первую часть Утверждения 2.

Доказательством второй части Утверждения 
является факт, что если регрессор ϕ(t) удовлет-

воряет условию неисчезающего возбуждения 
(perisistent excitation, далее РЕ), то ошибка оце-
нивания �h  (t) сходится к нулю экспоненци-
ально. Если существуют некоторые положи-
тельные констранты α и T, что для всех момен-
тов времени t > 0 справедливо

 т( ) ( ) ,
t T

t

s s ds I
+

ϕ ϕ > α∫

то

 | ( )| | (0)|tt −δρe� �h hm

с некоторыми ρ l 1 и δ > 0, в совокупности 
с соотношениями (15) и (20).

Результаты моделирования

В численном моделировании использован 
явнополюсный синхронный двигатель с по-
стоянными магнитами из работы [20]. Параме-
тры двигателя следующие: номинальная мощ-
ность 2,2 кВт, номинальная скорость вращения
1500 мин–1, число пар полюсов n = 3, индук-
тивности Ld = 36 мГн, Lq = 51 мГн, сопротив-
ление статора R = 3,59 Ом, момент инерции
j = 0,015 кг•м2, постоянный магнитный поток 
λm = 0,545 Вб.

Управление двигателем осуществляется 
стандартным методом векторного управле-
ния [21], который включает в себя пропорци-
онально-интегральные (ПИ) регуляторы тока 
статора и скорости ротора со следующими ко-
эффициентами: Kp = 35, Ki = 287 для регуля-
тора тока и Kωp = 3, Kωi = 79 для регулятора 

Рис. 3. Переходные процессы ошибки оценивания положения 
ротора �q :
I — наблюдатель положения с градиентным алгоритмом; 
II — наблюдатель положения с ДРР алгоритмом
Fig. 3 — Transients for estimation error of the rotor position �q :
I — position observer with gradient-based algorithm, II — position 
observer with DREM procedure
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скорости. Начальная заданная скорость равна 
нулю, затем до 0,3 с линейно возрастает до но-
минального значения, после чего остается по-
стоянной. Нагрузочный момент равен нулю 
в начальный момент времени, τL = 14 Н•м на-
чиная с 0,4 с и τL = 14 Н•м при 0,7 с.

Начальные условия θ0 = 0,5 рад, �(0)θ  =
= –0,2 рад, η1(0) = 0,83, η2(0) = –0,57. Настра-
иваемые параметры наблюдателей принимают 
значения G = I, γ1 = γ2 = 1, α = 60, β = 200. 
Как показано на рис. 1, 2 (см. вторую сторо-
ну обложки) и рис. 3, 4, переходные процессы 
для наблюдателя с градиентным алгоритмом 
характеризуются более высокой колебатель-
ностью, чем в наблюдателе с ДРР алгоритмом. 
Применение дополнительного динамическо-
го оператора (фильтра) в ДРР наблюдателе не 
только увеличивает скорость сходимости оце-
нок к нулю, но и позволяет получить монотон-
ные переходные процессы в рассматриваемых 
сценариях работы двигателя.

Заключение

В данной работе рассмотрена задача адап-
тивного оценивания магнитного потока и 
углового положения ротора явнополюсного 
синхронного двигателя с постоянными маг-
нитами. Представлен новый подход, который 
позволяет преобразовать задачу оценива-
ния положения и магнитного потока ротора 
в другую — задачу идентификации двух не-

известных параметров. Для решения послед-
него предложены две версии наблюдателя:
1) использующую стандартный градиентный 
алгоритм оценки и 2) применяющую алгоритм 
динамического расширения регрессора. Было 
доказано, что оба решения обеспечивают гло-
бальную экспоненциальную сходимость оши-
бок оценивания к нулю, если регрессионная 
функция удовлетворяет условию незатухающе-
го возбуждения. Преимущество использования 
второго решения заключается в ослаблении 
строгого условия незатухающего возбуждения, 
накладываемого на регрессор, — наблюдатель 
с динамическим расширением регрессора обе-
спечивает глобальную асимптотическую схо-
димость, если регрессионная функция не яв-
ляется квадратично интегрируемой. Как пока-
зывают результаты численного моделирования, 
по сравнению со стандартным градиентным 
устройством оценивания применение процеду-
ры динамического регрессора позволяет полу-
чить меньшую колебательность переходных 
процессов и более высокое быстродействие.
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Abstract

An algorithm of adaptive estimation of rotor flux and angular position for the salient synchronous motor with permanent 
magnets is presented. A new nonlinear parameterization of the dynamic motor model is proposed. Due to this parameteriza-
tion the problem of position estimation is translated to the task of identification of unknown constant parameters. During the 
synthesis of estimation algorithm the currents and voltages of the stator windings, as well as the rotor speed, are assumed 
to be known signals. Two variants of the adaptive observer based on the standard gradient estimator and the algorithm of 
the dynamic extension of the regressor are proposed. It is proved that the both versions of the observer provide global ex-
ponential convergence of estimation errors to zero if the corresponding regression function satisfies the persistent excitation 
condition. Also, the latter version of the observer provides global asymptotic convergence if the regression function is square 
integrable. The results of numerical simulation demonstrate that the algorithm with the dynamic extension of the regressor 
provides a better quality of estimation transient processes in comparison with the standard gradient estimator.

Keywords: synchronous motor with permanent magnets, salient rotor, nonlinear observer, parameter identification
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Бортовые интеллектуальные системы тактического уровня (БИС ТУ) в процессе полета самолета решают за-
дачи оперативного целеполагания и конструирования способа достижения оперативно назначенной цели полета. За-
дачу оперативного целеполагания решают интеллектуальная информационная система "Ситуационная осведомлен-
ность экипажа" (ИИС СОЭ) и бортовая оперативно советующая экспертная система "Оперативное целеполагание"
(БОСЭС-целеполагание). Среди обнаруженных потенциальных угроз ИИС СОЭ выделяет непосредственные угрозы 
(НУГ) выполнению текущего этапа полета (коллизия "Текущий этап полета — возникшая НУГ). Наиболее при-
оритетная НУГ передается в БОСЭС-целеполагание, которая рекомендует экипажу текущую цель полета. Если 
экипаж принимает эту рекомендацию, то включается соответствующая бортовая оперативно советующая экс-
пертная система "Конструирование способа достижения этой цели полета" (БОСЭС ТС "Назначенная цель полета"). 
Найденный способ рекомендуется экипажу для реализации. Если назначенная цель была проработана в полетном 
задании, то рекомендуется заранее подготовленный способ ее достижения.

Проиллюстрирована работа БИС-ТУ в условиях полета пассажирского самолета ТУ-124, который в августе 1963 г.
был вынужден совершить аварийную посадку на р. Нева в центре Ленинграда. Для условно оснащенного БИС ТУ и 
необходимыми для их работы измерительными системами самолета опишем роль и результат работы БИС ТУ в воз-
никших в полете коллизиях.

Ключевые слова: коллизия, непосредственные угрозы, точки невозврата, бортовая оперативно советующая экс-
пертная система "Оперативное целеполагание", бортовые оперативно советующие экспертные системы типовых 
ситуаций полета, рекомендации экипажу
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Моделирование использования бортовых интеллектуальных систем 
тактического уровня в аварийной посадке пассажирского самолета

на реку Нева (август 1963 г.)

Введение

Рассматривается работа бортовых интел-
лектуальных систем тактического уровня
(БИС ТУ) на примере полета в 1963 г. пасса-
жирского самолета Ту-124, с которым произо-
шла нештатная ситуация [1].

Новый (на то время) пассажирский лайнер 
Ту-124 компании "Аэрофлот" 21 августа 1963 г. 
совершал регулярный рейс по маршруту Тал-
лин — Москва. Командиром воздушного суд-
на был Виктор Яковлевич Мостовой. Самолет 
вылетел из аэропорта Юлемисте в 08:55 и взял 
курс на аэропорт "Внуково".

Спустя некоторое время после взлета эки-
паж обнаружил, что переднюю стойку шасси 
заклинило в полуубранном положении. По-

садка в аэропорту Таллина была невозможна 
из-за тумана, и диспетчеры приняли решение 
не направлять самолет в Москву, а посадить на 
ближайшем аэродроме "Пулково" в Ленингра-
де (аэродром А-Л № 2). Самолет последовал 
к месту назначения на малой высоте.

К 11:00 лайнер оказался около города и начал 
облетать его на высоте около 500 м, вырабаты-
вая топливо для того, чтобы уменьшить вероят-
ность и силу возможного пожара при посадке. 
Малая высота была выбрана во избежание воз-
можной декомпрессии, а также для более бы-
строй выработки топлива. В это же время эки-
паж пытался с помощью шеста через пробитую 
в полу дыру полностью выпустить шасси.

В 12:10 на восьмом круге, в 21 км от аэро-
порта, когда согласно показаниям топливо-

ДИНАМИКА, БАЛЛИСТИКА И УПРАВЛЕНИЕ
ДВИЖЕНИЕМ ЛЕТАТЕЛЬНЫХ АППАРАТОВ
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мера топлива оставалось около 750 л (по дру-
гим данным — 2,5 т), достаточное количество, 
чтобы долететь до "Пулково", остановился ле-
вый двигатель (по другой версии — топливо 
не поступало в двигатель). Экипажу было дано 
разрешение на сквозной пролет через город. 
Однако через короткое время остановился и 
второй двигатель. Таким образом, лайнер на-
чал планировать с полукилометровой высоты 
над центром города. Экипажу ничего не оста-
валось, как попытаться совершить приводне-
ние на поверхность Невы. Командир передал 
управление второму пилоту Василию Гри-
горьевичу Чеченеву, служившему в прошлом 
в морской авиации и имевшему опыт посадки 
на воду.

Второй пилот перед приводнением грамот-
но сориентировал самолет и не допустил ни 
его заныривания в воду, ни удара хвостовой 
частью фюзеляжа.

Самолет, снижаясь, пролетел над домом № 6 
по Малоохтинскому проспекту, затем пролетел 
на 4 м выше моста Александра Невского (в то 
время — строящегося) и приводнился в районе 
Финляндского железнодорожного моста. По-
садка на воду была совершена между мостом 
Александра Невского и железнодорожным мо-
стом, напротив Александро-Невской лавры (на 
левом берегу) и улицы Таллинской (на правом 
берегу Невы). Ширина реки в этом месте — 
около 400 м.

Проходивший в тот момент паровой буксир 
оттянул самолет к правому берегу Невы. Для 
крепления буксировочного троса было разбито 
стекло в носовой части самолета. Пассажиры 
были эвакуированы и отправлены в Москву.

1. Бортовые интеллектуальные системы 
тактического уровня, которые могли бы 

оказать интеллектуальную поддержку экипажу 
в августовском полете 1963 г.

Для определения состава БИС ТУ, которые 
могли бы оказать интеллектуальную поддерж-
ку экипажу ТУ-124, представим формализа-
цию этого полета, используя концептуальную 
модель "Этап" [2].

Выделим возникшие в этом полете колли-
зии "Текущий этап полета (типовая ситуация 
(ТС)) — непосредственная угроза его выполне-
нию", при возникновении каждой из которых 
включаются в работу:

 � интеллектуальная информационная систе-
ма "Ситуационная осведомленность экипа-
жа (ИИС СОЭ), выделяющая среди обна-
руженных потенциальных угроз непосред-
ственные угрозы (НУГ) [3] и

 � бортовая оперативно советующая эксперт-
ная система "Оперативное целеполагание" 
(БОСЭС-целеполагание), рекомендующая 
экипажу текущую цель полета. БОСЭС-це-
леполагание работает в трех режимах, зави-
сящих от выполняемого этапа полета и от 
удаленности НУГ от ее точки невозврата 
[4—6]
При принятии экипажем рекомендации 

БОСЭС-целеполагание по текущей цели по-
лета как реакции на возникшую коллизию 
включается в работу соответствующая борто-
вая оперативно советующая экспертная систе-
ма назначенной типовой ситуации/текущей 
цели полета (БОСЭС ТС) [7—9].

2. Взаимодействие систем тактического 
уровня и экипажа в процессе выполнения 

августовского полета 1963 г.

Опишем работу БИС ТУ на всех этапах это-
го полета. Рекомендации, которые будут вы-
рабатывать БОСЭС-целеполагание и БОСЭС 
ТС, будем показывать на изображении много-
функционального индикатора гипотетическо-
го информационно управляющего поля (ИУП) 
пассажирского самолета, которое взято из сети 
Интернет. Форма предъявления рекомендаций 
произвольная. Форма показа рекомендаций 
претендует только на смысловое содержание, 
которое нужно донести до экипажа. В реаль-
ности они должны быть более краткими, а ис-
точник их скорее должен обозначаться не сло-
вами, а цветом, как это принято уже сегодня.

2.1. При выполнении запланированного по-
лета (полетное задание) в типовой ситуации 
полета ТС "Маршрут" экипаж самолета и ИИС 
СОЭ обнаружили коллизию "ТС "Маршрут" — 
Угроза: не полностью убрана передняя стойка 
шасси".

БОСЭС-целеполагание, учитывая, что воз-
врат самолета на аэродром вылета невозможен 
(туман), рекомендовала экипажу идти на аэро-
дром Ленинграда (теперь Санкт-Петербург, 
аэро дром А-Л № 2), где есть пригодная для 
аварийной посадки грунтовая полоса (реко-
мендуемая текущая цель полета). Такая же 
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рекомендация поступила на борт самолета от 
диспетчера.

Экипаж принял рекомендацию, активизи-
ровав тем самым БОСЭС ТС "Маршрутный 
полет в заданную точку (А-Л № 2)", которая 
рекомендовала экипажу способ достижения 
этой точки: маршрут полета с учетом облета 
запретных зон и атмосферных угроз. На этом 
этапе полета экипаж самостоятельно при-
нял решение механическим путем выпустить 
переднюю стойку шасси, попытавшись тем 
самым сохранить возможность выполнения 
полетного задания. Попытка была неудачной
(в БОСЭС-целеполагание постоянно поступал 
сигнал "Не полностью убрана передняя стой-
ка"), что вынудило экипаж полностью отка-
заться от выполнения полетного задания.

Экипаж оперативно составил и принял но-
вый план полета: ТС "Полет до Ленинграда", ТС 
"Выработка "лишнего" топлива", ТС "Посадка 
на грунтовую полосу аэродрома А-Л № 2", ТС 
"Эвакуация пассажиров из самолета" и перешел 
к выполнению ТС "Полет до Ленинграда".

2.2. При подлете к Ленинграду БОСЭС-
целеполагание, сравнив имеющийся остаток 
топлива с допустимым для посадки, реко-
мендовала экипажу текущую цель полета ТС 
"Выработка топлива". Экипаж принял реко-
мендацию, активизировав БОСЭС ТС "Выра-
ботка топлива перед посадкой".

Эта БОСЭС ТС рекомендовала экипажу 
траекторию выработки топлива, высотный 
эшелон и скорость полета, которые и начал ре-
ализовать экипаж.

2.3. Во время этапа "Выработка топлива" си-
стема ИИС СОЭ выявила НУГ "Отказ левого 
двигателя" (рис. 1, а, см. третью сторону об-
ложки) и передала ее в БОСЭС-целеполагание 
(первый режим ее работы), которая рекомен-
довала экипажу текущую цель полета "Уход на 
заданный аэродром А-Л № 2" (рис. 1, б, см. 
третью сторону обложки).

Оценив обстановку, экипаж принял реко-
мендацию, выработанную БОСЭС-целепола-
гание, тем самым активизировав БОСЭС ТС 
"Уход на заданный аэродром А-Л № 2". Реко-
мендуемый диспетчером и БОСЭС ТС "Уход на 
заданный аэродром" маршрут выхода на аэро-
дром Ленинграда, проходящий над городом, 
был принят экипажем для реализации.

2.4. На этапе ТС "Уход на заданный аэродром 
А-Л № 2" ИИС СОЭ была выявлена НУГ "От-
каз правого двигателя" (рис. 2, а). Возникшую 
коллизию "ТС "Уход на заданный аэродром 
А-Л № 2" — Угроза "Отказ правого двигателя"
БОСЭС-целеполагание рекомендовала разре-
шить аварийной посадкой на воду (рис. 2, б).

Рекомендация, выданная БОСЭС-целепола-
гание (третий режим ее работы) — "Аварийная 
посадка на воду" (рис. 2), сразу активизировала 
БОСЭС ТС "Аварийная посадка на воду".

Эта БОСЭС ТС "Аварийная посадка на 
воду" проложила маршрут полета по руслу 
реки (рис. 3, см. третью сторону обложки) и 
при подлете к каждому мосту (ПрС/С "Пролет 
над мостом") рекомендовала экипажу высоту 
полета (рис. 4, см. третью сторону обложки) 
над мостом и прогноз приводнения между вы-

Рис. 2. Коллизия "ТС "Уход на заданный аэродром" — Угроза "Отказ правого двигателя"":
а — выявленная ИИС СОЭ непосредственная угроза; б — рекомендуемая БОСЭС-целеполагание текущая цель полета
Fig. 2. The collision "TS " The leaving on the set airdrome" — Threat" The right engine failure"":
а — revealed IIS SOE direct threat; б — recommended BOSES — goal-setting "The current purpose of flight"
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бранными мостами (проблемная субситуация 
(ПрС/С) "Приводнение").

Экипаж реализовал этот маршрут, выпол-
нив этап полета ТС "Аварийная посадка".

2.5. После посадки самолета на воду акти-
визировалась БОСЭС ТС "Эвакуация пасса-
жиров". В ней при появлении НУГ "Затопле-
ние салона" (сигнал из ИИС СОЭ, рис. 5, а) 
активизировалась в базе знаний ПрС/С "Зато-
пление салона" (рис. 5, б)

В следующих ПрС/С  "Использование по мо-
щи буксира", ПрС/С "Причаливание к берегу" и 
ПрС/С "Высадка пассажиров на берег" (рис. 6, 
см. третью сторону обложки) БОСЭС ТС "Эва-
куация пассажиров" не смогла выработать ре-
комендации.

Высадка всех пассажиров и экипажа про-
шла успешно.

Заключение

1. Описанные БИС-ТУ:
 � постоянно отслеживают возникающие в по-

лете коллизии "Текущий этап полета — не-
посредственная угроза его выполнению", 
определяя при этом точку невозврата для 
НУГ [2, 6] (ИИС СОЭ);

 � рекомендуют экипажу при появлении НУГ 
текущую цель полета (БОСЭС-целепола-
гание), а при появлении этой НУГ вблизи 
ее точки невозврата (третий режим работы 
БОСЭС-целеполагание) сразу назначают ре-
комендуемую текущую цель на реализацию;

 � при назначении этой новой текущей цели 
полета подключается соответствующая
БОСЭС ТС "Назначенная текущая цель по-
лета", которая рекомендует экипажу способ 
достижения назначенной текущей цели по-
лета. Если в полетном задании для назна-
ченной текущей цели полета был прорабо-
тан способ ее достижения, то БОСЭС  ТС 
"Назначенная текущая цель полета" будет 
его рекомендовать экипажу.
В случае когда НУГ находится вблизи своей 

точки невозврата, способ сразу передается на 
реализацию (уточнения описаны в работе [5]).

2. Описанный пример возможного разме-
щения на самолете БИС ТУ показывает про-
цедуры и содержание интеллектуальной под-
держки экипажа в процессе решения им задач 
оперативного целеполагания и конструирова-
ния способа достижения этой оперативно на-
значенной текущей цели полета.

3. Для случая постоянного контроля полета 
наземными диспетчерами и хорошей предва-
рительной подготовки экипажа по разреше-
нию ожидаемых в полете коллизий читатели 
могут обнаружить:
 � очевидность некоторых рекомендаций БИС 

ТУ и избыток приведенных БОСЭС ТС на 
самолете в рассматриваемом полете;

 � необходимость слишком больших по объ-
ему знаний в базах знаний БИС ТУ и боль-
шого числа входных сигналов, поступаю-
щих в БИС ТУ и необходимых для выработ-
ки ими достаточно глубоких рекомендаций 
экипажу.

Рис. 5. БОСЭС ТС "Эвакуация пассажиров", ПрС/С "Вызов помощи":
а — выявленная ИИС СОЭ непосредственная угроза; б — рекомендация БОСЭС "Эвакуация пассажиров" в этой ПрС/С)
Fig. 5. BOSES TS "The evacuation of the passengers", the problem supsituation (PrS/S) "A help call":
а — the revealed IIS SOE direct threat; б — the recommendation BOSES TS "The evacuation of the passengers" in this PrS/S)
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Это справедливо и должно аккуратно раз-
решаться в конкретных разработках БИС ТУ 
для конкретных классов и типов пилотируе-
мых летательных аппаратов.
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Abstract

In the course of the plane flight the onboard intellectual systems of tactical level (BIS-TU) operatively are solving the 
problem of the appointing of the current goal of the flight and the problem of the designing of the way of achievement of 
this goal. The problem of the appointing of the current goal of the flight is solved by intellectual information system "Situ-
ational awareness of crew" (IIS SAoC) and onboard operatively advising expert system "Operative goal-setting" (BOSES   
goal-setting). The problem of the appointing of the current goal of the flight is solving by the intellectual information system 
"Situational awareness of crew" (IIS SAoC) and the onboard operatively advising expert system "Goal-setting" (BOSES   
goal-setting). Among the found out the potential threats the IIS SAoC allocates the direct threats (D-Threat). The priority 
D-Threat is transferred (as the collision "The current stage of the flight — the arisen D-Threat) in BOSES  goal-setting 
which recommends the current purpose of the flight for the crew. If the crew accepts this recommendation the corresponding 
onboard operatively advising expert system "The designing of a way of achievement of this goal of flight" (the BOSES   TS 
"The appointed goal of the flight ") joins. It is designing the way and is recommending it to the crew for the realisation. If 
the appointed goal has been worked in the flight task the advance prepared way will be recommend.

The work of the BIS-TU in the flight conditions of the passenger plane TU-124 which in August 1963 has been com-
pelled to land on the river Neva in the centre of Leningrad is illustrated. Conditionally the plane is having equipped by the 
BIS-TU and by the measuring systems which necessary for their work. We will describe the role and the result of the work 
of the BIS-TU in the collisions which have arisen in the flight.

Keywords: a collision, direct threats, non-return points, the onboard operatively advising expert system "Operative 
goal-setting", the onboard operatively advising expert systems of typical situations of flight, the recommendations for crew
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