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Задача минимаксной l∞-оптимальной
во временной области линейной фильтрации

женных ограничениях (амплитуда, мощность 
и т. п.), а качество оценивается по максималь-
но возможному значению ошибки слежения 
(l∞-норма или норма Чебышева). Для прямого 
решения такой и подобных задач необходимы 
минимаксные методы, позволяющие миними-
зировать l∞-норму сигнала ошибки при наи-
худшем сочетании внешних воздействий.

В настоящей работе рассматривается зада-
ча оптимальной фильтрации, доставляющей 
минимум l∞-норме сигнала ошибки между от-
фильтрованным сигналом и желаемым преоб-
разованием полезного сигнала при наихудшем 
сочетании полезного сигнала и помехи в пре-
делах заданных множеств возможных полез-
ных сигналов и помех. Подход отличается от 
известных минимаксных методов робастного 
управления [3] тем, что рассматривается не-
определенность в воздействиях, а не в ди-
намике звеньев. В отличие от минимаксных 

Статья посвящена одному подходу к оптимальной фильтрации. Рассматривается схема фильтрации Винера. Пред-
лагаемая постановка имеет два отличия от классической. Первое отличие состоит в том, что у входных воздействий 
(полезного сигнала и помехи) ограничены максимальные абсолютные значения, а не дисперсии. Второе отличие состоит 
в том, что критерием качества также является максимальное абсолютное значение, а не дисперсия ошибки.

Таким образом, квадратичный критерий в постановке Винера заменен на критерий в форме l∞-нор мы (нормы Че-
бышева). Поэтому предложенную задачу предлагается называть задачей l∞-оптимальной фильтрации.

Предложен оригинальный способ выбора формирующих фильтров входных воздействий для данной задачи. Способ 
позволяет создавать множества воздействий со сложными ограничениями абсолютных величин воздействий и их 
производных.

Вычисление критерия качества сводится к задаче Булгакова о накоплении возмущений. Для системы с дискретным 
временем критерий качества записывается в форме суммы бесконечного ряда. Получены условия сходимости ряда. При 
выполнении условий сходимости бесконечный ряд с любой требуемой точностью можно заменить на его частичную 
сумму. При этом получается критерий качества в виде l1-нормы импульсной характеристики фильтра. Предлагается 
численно искать импульсную характеристику оптимального фильтра методом субградиентного спуска.

Рассмотрен пример поиска l∞-оптимального фильтра. Результат сравнивается с классическими полосовыми 
фильтрами. Показана возможность снижения фазового запаздывания фильтра в полосе пропускания.

Ключевые слова: оптимальная фильтрация, минимаксная фильтрация, следящие системы, фильтры с конечной 
импульсной характеристикой

Введение

Известно много классических подходов 
к решению задачи фильтрации: частотные 
фильтры (эллиптические, к примеру), фильтры 
с постоянной групповой задержкой, фильтр 
Винера, фильтр (наблюдатель) Калмана и т. д. 
[1, 2]. Они широко применяются в технике, но 
их использование в ряде задач затруднено по 
двум причинам. Во-первых, они подразумева-
ют вполне определенное единообразное опи-
сание множеств полезных сигналов и помех, 
например, полосы частот или дисперсии. Во-
вторых, предлагаемые в них критерии качества 
часто не имеют явной связи с критериями ка-
чества прикладных задач. Важным примером 
такой задачи является проектирование следя-
щих систем, в которых полезные (задающие) 
сигналы могут быть детерминированными, 
помехи — случайными при некоторых нало-
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стохастических методов [4] оптимизируется не 
дисперсия ошибки как случайного процесса, 
а норма Чебышева при наихудшей реализации 
сигналов, которые могут быть и детермини-
рованными. Отметим, что данный подход не 
следует путать с минимизацией нормы Чебы-
шева разности частотных характеристик (ЧХ), 
широко применяемой, например, при синтезе 
фильтров с конечной импульсной характери-
стикой (КИХ) по заданной желаемой ЧХ [5]. 
Задачи с оптимизацией l∞-нормы процессов во 
временной области часто относят к сложным 
задачам современной теории управления [6, 7].

Постановка задачи

Возьмем за основу схему винеровской филь-
трации [1] (рис. 1). Имеется полезный скаляр-
ный сигнал q из некоторого множества воз-
можных сигналов Q. Пусть в системе на него 
воздействует аддитивная скалярная помеха f 
из некоторого множества возможных помех F. 
Конструктивные способы описания множеств 
Q и F будут предложены ниже. Пусть сумма 
полезного сигнала и помехи проходит через 
дискретный по времени линейный фильтр 
с z-передаточной функцией W, результирую-
щий сигнал обозначим y. Положим, что задана 
устойчивая z-передаточная функция желае-
мого (идеального) линейного преобразования 
полезного сигнала Wид, результат которого 
обозначим yид. Тогда разность y и yид будет 
определять ошибку фильтрации ε. В задачах 
проектирования следящих систем практиче-
ский интерес представляет ошибка в устано-
вившемся режиме. Поэтому положим началь-
ные условия нулевыми, а длительность работы 
системы — бесконечной. Тогда
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где k — номер такта квантования (дискретное 
время), w и wид — дискретные весовые функ-
ции (импульсные переходные характеристики) 
фильтра W и идеального преобразования Wид 
соответственно.

Будем оценивать качество фильтрации при 
конкретных реализациях воздействий q(·) и f(·) 
l∞-нормой ошибки ε, т. е. максимальным зна-

чением |ε| в течение процесса. Чем меньше эта 
величина, тем лучше. Здесь и далее запись вида 
x(·) означает всю траекторию (историю измене-
ния) функции x и показывает, что речь идет 
о функциональной зависимости, а не о мгно-
венном значении на k-м шаге x(k). Качество 
фильтрации I в целом будем оценивать наи-
худшей (максимальной) нормой ε, достигаемой 
при допустимых воздействиях q(·) и f(·), при ус-
ловии, что данный максимум существует:
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Заметим, что вопрос существования макси-
мума определяется свойствами множеств Q и F.
Сформулируем следующую задачу, которую на-
зовем задачей l∞-оптимальной линейной филь-
трации: для заданных множеств воздействий Q 
и F, при которых существует максимум выраже-
ние (2), и желаемого преобразования полезного 
сигнала Wид найти фильтр, весовая функция 
которого wопт минимизирует функционал каче-
ства (2), если такой минимум существует:

 опт ид ид
( )

( , , ( )) arg min ( , , ( ), ( )).
w

w Q F w I Q F w w
⋅

⋅ = ⋅ ⋅  (3)

Задающие устройства

Вычисление функционала качества (2) яв-
ляется дискретным аналогом задачи Б. В. Бул-
гакова о накоплении возмущений [8] для си-
стемы с двумя входами. Классическое решение 
предполагает ограниченные по модулю внеш-
ние сигналы, однако у реальных сигналов всег-
да ограничена мощность, и, как следствие, зна-

Рис. 1. Исходная схема фильтрации
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чение производных. Вместе с тем, на практике 
обычно нет строгого формального описания 
множеств сигналов Q и F, заданы лишь неко-
торые характеристики этих множеств — к при-
меру, граничные значения амплитуды, скоро-
сти, частоты и т. п. Похожая проблема возни-
кает и со стохастическими подходами, где ряд 
теоретических результатов получен для белого 
шума. Чтобы решать прикладные задачи, в мо-
дель вводят формирующие фильтры [9], преоб-
разующие белый шум в необходимый цветной 
шум. Поступим аналогично. Положим, что воз-
действия q и f поступают в модель с выходов 
дополнительных линейных звеньев Wg и Wv, 
все собственные числа zs которых либо лежат 
в единичной окружности |zs| < 1 (звено устой-
чиво), либо zs = 1 (звено содержит дискретную 
по времени реализацию интегрирования). Зве-
нья Wg и Wv обладают собственными входами 
g и v соответственно (рис. 2), ограниченными 
по модулю. Не теряя общности, положим это 
ограничение единичным.

Входные сигналы g и v могут быть любыми 
в пределах данного ограничения — случай-
ными, гармоническими, кусочно-линейными 
и т.   д. Поэтому множества Q и F получаются 
гораздо богаче, чем при использовании бело-
го шума. При этом из ограниченности g и v 
по модулю и характера ограничений на соб-
ственные числа следует ограниченность по мо-
дулю исходных входных сигналов q и f либо 
нескольких их производных. К примеру, если 
Wg — интегратор, то множество Q будет со-
стоять из сигналов с ограниченной по модулю 
скоростью. Возможность точного ограничения 
по модулю характеристик сигналов качествен-
но отличает предлагаемый подход от стоха-
стических. Поэтому, во избежание путаницы 
с формирующими фильтрами для случайного 

шума, предлагается самостоятельное название 
звеньев Wg и Wv — задающие устройства (ЗУ) [10].

Как и в случае с формирующими фильтра-
ми, в каждой практической задаче модели ЗУ 
Wg и Wv необходимо выбрать исходя из требуе-
мых свойств Q и F. Рассмотрим два метода вы-
бора ЗУ на примере Wg. Первый метод предна-
значен для задач, в которых можно определить 
максимальные по модулю значения сигналов 
и их производных. К примеру, если q — это 
дискретное по времени представление коорди-
наты какого-то подвижного звена, то из усло-
вия ограниченности скорости, силы и мощно-
сти перемещения можно получить неравенства 
вида max,q q� �m  max,q q�� ��m  max( ) ,q q qq⋅� �� � ��m  где 

 и q q� ��  — дискретные по времени представле-
ния скорости и ускорения данного звена, max,q�  

maxq��  и max( )qq� ��  — наложенные ограничения. 
Другой пример, распространенный в инженер-
ной практике — заданный конечный набор ти-
повых или тестовых реализаций сигнала q1, q2 и 
т.   д. По ним можно явно вычислить максималь-
ное по модулю значение самого сигнала qmax, 
его производных или любых их функционалов. 
Потребуем, чтобы область достижимости [11] ЗУ 
Wg полностью покрывала область достижимости 
возможных реализаций сигнала q. Данный метод 
детально проработан для случая ограничений 
самого сигнала и его скорости, либо ограниче-
ний любых двух последовательных производных 
сигнала (к примеру, скорости и ускорения). Рас-
четные формулы и алгоритм выбора структуры 
и параметров ЗУ приведены в работе [12].

Второй метод предназначен для задач, где 
ограничены частотные свойства сигнала q, 
к примеру, заданы полосы пропускания по не-
которому уровню амплитуды самого сигнала 
или некоторой его производной. Будем рас-
сматривать только периодические входные 
сигналы ЗУ g и первые гармоники выходно-
го сигнала q. Из условия |g | m 1 следует, что 
максимальная амплитуда первой гармоники q 
достигается, если g — симметричный единич-
ный меандр. Поэтому в качестве Wg необходимо 
подобрать линейный фильтр, который при по-
даче на вход единичных меандров обеспечивает 
заданные уровни их ослабления или усиления. 
Это классическая задача, разобранная, к приме-
ру, в работе [1]. Оба рассмотренных метода вы-
бора ЗУ (по области достижимости и по полосам 
пропускания) можно применять и для ЗУ Wv  .

Рис. 2. Схема фильтрации после введения дополнительных 
звеньев
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После введения ЗУ сигнал ошибки (1) мож-
но выразить через g и v:
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( ) ( ( ) ( )) ( ) ( )
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k i
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i j
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где wg и wv — весовые функции Wg и Wv соот-
ветственно. Выражения, стоящие в (4) в ква-
дратных скобках, являются весовыми функ-
циями последовательного соединения звеньев, 
через которые проходят сигналы g и v на рис. 2. 
Функционал качества (2) примет вид:

ид

ид
( ) 1 0 0 0
( ) 1

0 0

( ( ), ( ), ( ), ( ))

max max ( ( ) ( )) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .

g v

k i

g
g k i j
v

k i

v
i j

I w w w w

w j w j w i j Ѕ

Ѕ g k i w j w i j v k i

⋅ <∞ = =
⋅

= =

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =

⎡ ⎤
= − −⎢ ⎥

⎣ ⎦

⎡ ⎤
− − − −⎢ ⎥

⎣ ⎦

∑ ∑

∑ ∑

m m
m

Используя результаты Б. В. Булгакова [8], 
имеем, что данный максимум существует, и 
получаем явное выражение для него:
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 (5)

Отметим, что если числовые ряды в соотно-
шении (5) сходятся к некоторым конечным ве-
личинам, то (5) является выпуклым ограничен-
ным снизу функционалом относительно каждой 
из входящих в него весовых функций, что сни-
мает вопросы о существовании минимума в ис-
ходном выражении (3). Саму же исходную зада-
чу l∞-оптимальной линейной фильтрации после 
выбора ЗУ можно сформулировать следующим 
образом: для выбранных ЗУ Wg и Wv и желаемо-
го преобразования полезного сигнала Wид найти 
фильтр, весовая функция которого wопт мини-
мизирует следующий функционал качества:
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Сходимость рядов в функционале качества

Исследуем сходимость рядов в выражении (5). 
Она однозначно связана с устойчивостью систе-
мы на рис. 2, так как весовая характеристика 
абсолютно суммируема тогда и только тогда, 
когда система устойчива. Если оба ЗУ Wg и Wv 
устойчивы, то при любом устойчивом W систе-
ма на рис. 2 будет устойчива, и выражение (5) 
сходится. Рассмотрим теперь случай, когда одно 
или оба ЗУ Wg и Wv имеют одно или несколько 
собственных чисел, равных 1 (т. е. звено лежит 
на границе устойчивости из-за наличия в нем 
дискретной по времени реализации интегри-
рования). Отсюда следует, что сигнал на выхо-
де ЗУ или несколько его первых производных 
неограничены. При составлении математиче-
ской модели неограниченные сигналы могут 
возникнуть, к примеру, во вращающихся сле-
дящих системах, которые могут начинать ра-
боту с произвольного по величине начального 
угла и затем совершать любое число оборотов. 
Классические стохастические методы обычно 
не решают таких задач, так как введение ин-
тегратора в формирующий фильтр приводит 
к бесконечно большой дисперсии процесса на 
выходе.

Обозначим Ng и Nv — кратность собствен-
ных чисел z = 1 в передаточных функциях Wg 
и Wv соответственно, Ng l 0, Nv l 0. Первое 
слагаемое в выражении (5) сходится тогда и 
только тогда, когда разность W – Wид содержит 
ноль z = 1 порядка не меньше Ng:

 ( ) ( )
ид(1) (1) 0, 0, , 1,p p

gW W p N− = = −…  (6)

где W(p) и ( )
ид

pW  — производные по z порядка 
p соответствующих передаточных функций. 
Второе слагаемое в выражении (5) сходится 
тогда и только тогда, когда W содержит ноль
z = 1 порядка не меньше Nv, т. е.

 W  (r)(1) = 0, r = 0, ..., Nv – 1. (7)

Решим систему уравнений (6), (7). Если
Nv l Ng, то она равносильна системе
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Если Nv < Ng, то система (6), (7) равносильна 
системе

 

( )
ид

( )
( )
ид

(1) 0, 0, , 1;

0, ;
(1)

(1), ,

0, , 1;

.

p
v

vr
r

v g

g

v g

W p N

r N
W

W N r N

r N

N N

= = −

<⎧⎪= ⎨
<⎪⎩

= −

<

…

…

m  (9)

Введем обозначение Nmax = max(Nv, Ng),
Nmin = min(Nv, Ng). Объединяя системы (8) и 
(9), получаем следующие условия сходимости 
рядов в выражении (5):

 ( )
ид min min(1) 0, 0, , 1 при 0;pW p N N= = − >…  (10)
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Условие (10) накладывает ограничения 
только на параметры Wид, Wg и Wv, которые 
заданы. Поэтому при Nmin > 0 (10) является не-
обходимым условием существования решения 
поставленной задачи l∞-оптимальной линей-
ной фильтрации (3). Условие (11) накладыва-
ет ограничения на искомую величину W. Его 
нужно выполнить в процессе решения задачи.

Фильтры с конечной
импульсной характеристикой

Положим, что Wv, Wg и Wид удовлетворяют 
необходимому условию существования реше-
ния (10). Ограничим задачу l∞-оптимальной 
линейной фильтрации (3) только множеством 
фильтров с конечной импульсной характери-
стикой [2, 5] (КИХ-фильтры) порядка не бо-
лее n. Это означает, что

 ( ) 0 .w j j n= ∀ >  (12)

Будем рассматривать только случай, когда

 n > Nmax. (13)

Задача (3) превращается в задачу конечно-
мерной оптимизации с n + 1 неизвестной ве-

личиной w( j), j = 0...n. Передаточная функция 
фильтра имеет вид
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⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 — обобщенный  на

от рицательные числа биномиальный коэффи-
циент [13].

Подставив выражение (14) в условие (11), по-
лучаем систему из Nmax линейных уравнений с
n + 1 неизвестной w(j). Обозначим w = (w(j)) —
вектор-столбец неизвестных величин и пе-
рейдем к векторно-матричной форме записи 
системы:

 Cw = d, (15)

где С — матрица биномиальных коэффициентов
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d — вектор-столбец длины Nmax с элементами 
вида
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Из свойств матрицы биномиальных коэффи-
циентов [14] следует, что любой минор C по-
рядка Nmax не равен 0 и rank(C) = rank(C |d) = 
= Nmax, т. е. система (15) — (17) совместна. По-
этому при выполнении ограничений на ус-
ловие задачи (10) и ограничения на порядок 
фильтра (13) всегда существует КИХ-фильтр, 
при котором функционал качества (5) сходит-
ся. Импульсные характеристики всех филь-
тров, при которых (5) сходится, удовлетворя-
ют системе (15).
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Численный поиск оптимального фильтра

Заменим полную сумму ряда (5) на частич-
ную сумму первых K + 1 элементов, K > n:
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Величину K, достаточную для вычисления 
(5) с необходимой точностью, в каждом случае 
необходимо выбирать индивидуально исходя 
из скорости сходимости весовых характери-
стик wg, wv и wид. Подставляя (12) в выражение 
(18), получаем
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Обозначим
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Подставляя (20) в выражение (19), получаем
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Введем матрицы
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и вектор-столбцы
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Тогда выражение (21) можно записать в форме

 ид 1
( ( ), ( ), ( ), ( )) .g vI w w w w Aw b⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = +  (24)

Исходная задача (3) принимает вид

 опт ид 1
( , , ( )) arg min .

w
w Q F w Aw b⋅ = +  (25)

В итоге, исходная задача сведена к извест-
ным задачам l1-оптимизации [15] и полиэдраль-
ной оптимизации [16]. Ее решение можно найти 
численно, используя как специальные методы 
полиэдральной оптимизации [16], так и общие 
методы негладкой выпуклой оптимизации [17].

Отметим, что в векторно-матричной форме 
записи легко обеспечить выполнение условия 
сходимости (15). Общее решение (15) имеет вид

 w = Mw* + h, (26)

где w* — новый вектор-столбец независимых 
переменных длины n + 1 – Nmax; M — матрица 
размера (n + 1) Ѕ (n + 1 – Nmax); h — вектор-
столбец длины n + 1 – Nmax. Значения M и h 
можно вычислить исходя из C и d методами 
линейной алгебры. Подставив (26) в выраже-
ние (24), получаем

 ид 1
( ( ), ( ), ( ), ( )) * ,g vI w w w w AMw Ah b⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = + +  

а задача оптимизации (25) принимает вид

 
опт ид

1

( , , ( ))

arg min * .
w

w Q F w

M AMw Ah b h
∗

⋅ =

⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (27)

Таким образом, задача вновь сведена к l1-
оптимизации.

Алгоритм синтеза оптимального фильтра

Изложенные результаты позволяют син-
тезировать l∞-оптимальные КИХ-фильтры 
для широкого круга прикладных задач. Ис-
ходными данными являются: требуемый такт 
квантования и порядок фильтра n, описание 
класса полезных сигналов Q и класса помех F, 
z-передаточная функция желаемого идеально-
го преобразования полезного сигнала Wид(z), 
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которое должен реализовать фильтр. Сформу-
лируем алгоритм.

1. Подбираем ЗУ Wg и Wv, порождающие 
классы сигналов Q и F соответственно (см. 
раздел 2), составляем их z-передаточные функ-
ции для заданного такта квантования.

2. Определяем кратность Ng и Nv собственных 
чисел z = 1 в передаточных функциях Wg и Wv 
соответственно, вычисляем Nmin и Nmax. В случае 
Nmin > 0 проверяем условие (10). Если оно не вы-
полняется, то задача не имеет решения.

3. Вычисляем весовые характеристики wид, wg 
и wv. Выбираем число тактов K, после которого 
можно с требуемой точностью считать переход-
ные процессы в wид, wg и wv закончившимися.

4. Вычисляем матрицу A и столбец b по фор-
мулам (20), (22), (23).

5. Если Nmax = 0, то решаем задачу оптими-
зации (25) численно.

6. Если Nmax > 0, то по формулам (16), (17) 
вычисляем матрицу C и столбец d, затем ищем 
общее решение системы (15) в виде (26). Чис-
ленно решаем задачу оптимизации (27).

В результате пп. 5 или 6 получаем реше-
ние — вектор весовых коэффициентов опти-
мального КИХ-фильтра заданного порядка n.

Пример l∞-оптимального фильтра
и его сравнение с классическими фильтрами

Рассмотрим следующую задачу. Дана циф-
ровая система с частотой квантования 100 Гц 
(частота Найквиста 50 Гц или 314 рад/с). В си-
стеме есть полезный сигнал в полосе частот до 
1 рад/с, его амплитуда не ограничена, а ско-
рость не может превышать 1 с–1. На сигнал 
наложена помеха с полосой частот от 50 рад/с
и выше при максимальной амплитуде 0,01.
Необходимо синтезировать цифровой фильтр 
20-го порядка для выделения исходного сигнала 
(Wид = 1). Цель примера — сравнить 
качество фильтрации, достижимое 
разными методами при одинако-
вых условиях (одинаковый порядок 
фильтра и такт квантования). По-
грешность, вносимую различны-
ми фильтрами в полезный сигнал,
будем оценивать как по l∞-крите-
рию (18), так и по традиционным 
частотным критериям — макси-
мальному фазовому запаздыванию 
и максимальному значению АЧХ 

передаточной функции ошибки фильтрации
Wошибки = W – Wид в полосе полезного сигнала.

В качестве ЗУ для полезного сигнала Wg вы-
берем последовательное соединение дискрет-
ного по времени интегратора (переход от сиг-
налов, ограниченных по модулю, к сигналам, 
ограниченным по скорости) и фильтра ниж-
них частот с полосой пропускания до 1 рад/с. 
В качестве ЗУ для помехи Wv выберем фильтр 
верхних частот с полосой пропускания после 
50 рад/с и коэффициентом 0,01. Воспользуем-
ся фильтрами Чебышева 2-го рода. Амплитуд-
но-частотные характеристики (АЧХ) A(ω) ЗУ 
представлены ниже на рис. 3.

Кратность собственных чисел z = 1 в ЗУ
Ng = 1, Nv = 0, Nmin = 0, Nmax = 1. Возьмем
K = 45 000, за такое число тактов импульсные 
переходные характеристики ЗУ успевают за-
тухнуть до уровня 10–10. Матрица A и столбец b
имеют 90 002 строки и вычисляются по фор-
мулам (20), (22), (23). Так как Nmax > 0, то на-
ходим матрицы С и d по формулам (16), (17):

 C = (1 1 ... 1), d = (1).

Система (15) имеет вид

 
0

( ) 1.
n

j
w j

=
=∑  (28)

Выберем в качестве новых независимых пе-
ременных вектор w* = (w(0), w(1), ..., w(n — 1))т 
и выразим w через w* согласно (26):

 

1 0 0 0

0 1 0 0

, , .

0 0 1 0

1 1 1 1

w Mw h M h∗
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…
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…

Подставляя A, b, M, h в выражение (27), по-
лучаем задачу l1-оптимизации, которую реша-

Рис. 3. АЧХ ЗУ
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ем методом наискорейшего субградиентного 
спуска [17]. АЧХ A(ω) и ФЧХ ϕ(ω) полученно-
го фильтра приведены на рис. 4. Как видно, 
фильтр обеспечивает ослабление в полосе по-
мехи на уровне около –20 дБ с практически 
нулевым фазовым запаздыванием в полосе по-
лезного сигнала.

Там же на рис. 4 приведены характеристики 
фильтра Чебышева 2-го рода и фильтра с ли-
нейной ФЧХ (постоянной групповой задерж-
кой). Оба фильтра имеют тот же порядок (20-й) 
и сопоставимый уровень подавления помехи. 
Но, как видно по ФЧХ, классические фильтры 
вносят некоторое фазовое запаздывание в по-
лезный сигнал. Численные значения различ-
ных критериев качества приведены в таблице. 
Чем меньше значения критериев — тем луч-
ше. Как видно из таблицы, l∞-оптимальный 
фильтр в данном примере значительно превос-
ходит классические фильтры и по l∞-критерию, 
и по частотным показателям качества.

Заключение

В статье предложена постановка задачи l∞-
оптимальной линейной фильтрации, которая 

решена для случая КИХ-фильтров. 
Полученные фильтры можно ис-
пользовать для широкого круга 
прикладных задач теории управ-
ления, в которых требуется высо-
кая точность воспроизведения по-
лезного сигнала. Важным случаем 
таких систем являются следящие 
системы. Рассмотренный пример 
показывает, что l∞-оптимальный 
фильтр может качественно превос-
ходить традиционные фильтры не 
только по l∞-критерию, но и по ча-
стотным критериям точности вос-
произведения полезного сигнала.
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Значения критериев качества полученных фильтров 

Критерий
l∞-опти-
маль ный 
фильтр

Фильтр 
Чебы-
шева

Фильтр 
с линей-
ной ФЧХ

l∞ 0,0158 0,2 0,121

Максимальное фазо-
вое запаздывание

0,01° 2,1° 5,7°

Максимальное значе-
ние АЧХ ошибки

–49 дБ –29 дБ –20 дБ

Рис. 4. АЧХ и ФЧХ различных фильтров
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The article is devoted to one approach to optimal filtration. We consider a Wiener filter scheme. The proposed state-
ment has two differences from the classical one. The first difference is that the input influences (useful signal and interfe-
rence) are limited to the maximum absolute values, and not variances. The second difference is that the quality criterion is 
also the maximum absolute value, and not the variance of the error. Thus, the quadratic criterion in Wiener’s formulation 
is replaced by a criterion in the form of the l∞-norm (Chebyshev-norm). Therefore, the proposed problem is called the l∞-
optimal filtering problem. An original way of selecting input filters for signals for this task is proposed. The method allows 
creating sets of signals with complex limitations of the absolute values of the signals and their derivatives. The calculation 
of the quality criterion reduces to Bulgakov's problem of the accumulation of perturbations. For a system with discrete time, 
the quality criterion is written in the form of a sum of an infinite series. Convergence conditions of the series are obtained. 
If the conditions of convergence are satisfied, an infinite series with any desired accuracy can be replaced by its partial 
sum. In this case, a quality criterion is obtained in the form of the l1-norm of the impulse response of the filter. It is pro-
posed to numerically search for the impulse response of an optimal filter by the method of subgradient descent. An example 
of searching for a l∞-optimal filter is considered. The result is compared with classic bandpass filters. The possibility of 
reducing the phase delay of the filter in the passband is shown.
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Диагностирование нелинейных динамических систем 
непараметрическим методом1

2. Построение модели без обратных связей

Модель системы. Напомним [8, 9], что для 
применения непараметрического метода ис-
ходная система должна быть преобразована 
к форме без обратных связей. Приведение не-
линейной системы к такой форме в общем слу-
чае требует применения сложного математиче-
ского аппарата дифференциальной геометрии 
или алгебры функций. В случае ограничения 
класса преобразований линейными функци-
ями решение может быть получено методами 
линейной алгебры на основе логико-динами-
ческого подхода (ЛДП) [2, 10]. Для возможно-
сти его применения исходная система должна 
быть представлена моделью в виде
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Здесь x ∈ Rn, u ∈ Rm, y ∈ Rl — векторы 
состояния, управления и выхода; F, G, C, 
H и D1, ..., Ds — известные постоянные ма-
трицы; ϕ1, ..., ϕq — произвольные нелинейные 
(возможно, негладкие) функции, A1, ..., Aq — 
матрицы-строки; d1(t), ..., ds(t) — скалярные 
функции, описывающие дефекты: при их от-
сутствии di(t) = 0, при появлении i-го дефекта 
di(t) становится неизвестной функцией време-
ни, i = 1, 2, ..., s. Модель (2.1) может быть полу-
чена из нелинейной модели общего вида путем 

Рассматривается задача поиска дефектов в технических системах, описываемых нелинейными динамическими мо-
делями, непараметрическим методом. Для решения используется логико-динамический подход, позволяющий нелинейные 
системы анализировать линейными методами. Теоретические результаты демонстрируются практическим примером.

Ключевые слова: функциональное диагностирование, нелинейные модели, непараметрический метод, поиск дефек-
тов, матрица синдромов

1. Введение

Функциональное  диагностирование (ФД) 
является одним из мощных средств повышения 
эффективности эксплуатации сложных техни-
ческих систем, поскольку оно позволяет прово-
дить проверку правильности функционирова-
ния системы в процессе выполнения ею своих 
основных функций и оперативно поставлять 
информацию о возникающих сбоях и дефектах. 
За несколько десятилетий были разработаны 
разнообразные методы ФД на основе диагности-
ческих наблюдателей, соотношений паритета и 
методов идентификации, изучены связи меж-
ду ними; в значительной мере решены задачи 
обеспечения робастности на основе активных и 
пассивных методов, использования адаптивного 
порога и нечеткой логики, подхода H∞; рассмо-
трены классы технических систем, описывае-
мых различными моделями — линейными, не-
линейными, сингулярными, гибридными [1—5].

В последнее десятилетие перспективным и 
активно используемым методом решения задач 
ФД стал так называемый непараметрический 
метод [6—9], особенность которого состоит 
в том, что все или некоторые параметры объ-
екта диагностирования могут быть неизвест-
ными. Настоящая работа, посвященная реше-
нию задачи ФД нелинейных систем, является 
логическим продолжением статей [8, 9], где 
рассматривались линейные системы.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Россий-
ского научного фонда (проект № 16-09-00046).
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ряда эквивалентных преобразований, деталь-
но описанных в работе [2].

Предполагается, что в системе возможны 
только однократные дефекты, возмущения для 
простоты не учитываются. Также будем пола-
гать, что в состав некоторых элементов матриц 
F, G, A1, ..., Aq входят параметры, характери-
зуемые вектором γ = (γ1, γ2, ..., γs)

т; i-й дефект 
в системе проявляется в виде отклонения i-го 
параметра от его номинального значения, что 
в модели (2.1) учитывается соответствующим 

элементом суммы 
1

( )
s

i i
i

D d t
=
∑ .

Напомним [2, 10], что ЛДП реализуется в три 
этапа, на первом из которых из модели (2.1) уда-
ляется нелинейная составляющая, на втором 
рассматриваемая задача решается для линейной 
системы с дополнительным ограничением ли-
нейного же характера, на третьем этапе к полу-
ченному линейному решению добавляется пре-
образованная нелинейная составляющая.

Реализация второго этапа ЛДП. Модель, 
которая строится на втором этапе, в общем 
виде описывается матричными уравнениями

 * * * *( 1) ( ) ( ) ( );x t F x t G u t Jy t+ = + +

 * * *( ) ( ),y t H x t=

где x* ∈ Rk — вектор состояния модели; x* = Φx,
y* = Ry для некоторых матриц Φ и R. Для упро-
щения процедуры синтеза матрицы F* и H* 
ищутся в каноническом виде

 *

0 1 0 0

0 0 1 0
;

0 0 0 0

F

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

…
…

… … … … …
…

 * (1 0 0 0),H = …

что приводит к покомпонентному описанию 
системы в виде

 

* * 1 *

* *

* *1

( 1) ( ) ( ) ( ),

1,  2, , 1;

( 1) ( ) ( );

( ) ( ).

i i i i

k k k

x t x t J y t G u t

i k

x t J y t G u t

y t x t

++ = + +

= −
+ = +

=

…
 (2.2)

Здесь J1, ..., Jk, G*1, ..., G*k — строки матриц J 
и G* соответственно, некоторые элементы ко-
торых зависят от параметров, характеризуемых 
вектором γ = (γ1, γ2, ..., γs)

т; x*i — i-я компонента 
вектора состояния x*; x*i = Φix, Φi — i-я строка 
матрицы Φ, i = 1, 2, ..., k. Известно [2], что при-

веденные выше матрицы удовлетворяют урав-
нениям

 RH = Φ1, ΦiF = Φi + 1 + JiH,
 i = 1, ..., k – 1, ΦkF = JkH. (2.3)

Для решения задачи поиска дефектов не-
обходимо построить банк моделей вида (2.2), 
каждая из которых должна быть нечувстви-
тельна к некоторой группе дефектов и чув-
ствительна к остальным. Для принятия ре-
шения о возникшем дефекте используется 
матрица синдромов S, которая определяется 
следующим образом. Для параметра γi строит-
ся вектор-синдром Si по следующему правилу: 
если этот параметр входит в описание υ-й под-
системы, полагаем Siυ = 1, в противном случае 
Siυ = 0, i = 1, 2, ..., s.

Совпадение синдромов Si и Sj для некоторых 
параметров γi и γj означает, что i-й и j-й дефекты 
в рамках рассматриваемого подхода неразличи-
мы. В этом случае параметры γi и γj помещаются 
в одно множество Γc для некоторого c. Параме-
тры, имеющие индивидуальные синдромы, об-
разуют множества, включающие в себя только 
один параметр. В результате компоненты век-
тора параметров γ = (γ1, γs, ..., γs)

т раскладыва-
ются в семейство непересекающихся множеств
Γ = {Γ1, Γs, ..., Γd}. Матрица синдромов S строится 
из множества векторов-синдромов, соответству-
ющих различимым дефектам, как из столбцов.

Будем полагать, что рассматриваемая модель 
должна быть нечувствительна к i-му дефекту, 
что обеспечивается условием ΦDi = 0. В работах 
[8, 9] показано, что матрица R и строки матри-
цы J в этом случае могут быть определены из 
уравнения

 (R –J1 –J2 ... –Jk)(U
(k) B(k)) = 0, (2.4)

где

 
1

( ) ;

k

k
k
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HFU
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Минимальное значение размерности k, при 
котором это уравнение имеет нетривиальные 
решения, определяется условием

 rank(U  (k) B (k)) < l(k + 1). (2.5)

При его выполнении найдется вектор-стро-
ка (R –J1 –J2 ... –Jk), удовлетворяющая уравне-
нию (2.4), и по формулам (2.3) определяются 
строки матрицы Φ.

Дополнительное ограничение на матрицу Φ 
в ЛДП имеет вид

 *A A
H

Φ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (2.6)

для некоторой матрицы A*, где т т т
1( ... ) .qA A A=  

Нетрудно видеть, что оно эквивалентно условию

 rank rank .H
H

A

Φ⎛ ⎞
Φ⎛ ⎞ ⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

 (2.7)

После определения вектор-строки
(R –J1 –J2 ... –Jk) и матрицы Φ проверяется ус-
ловие (2.7), при его выполнении рассчитывает-
ся матрица G* = ΦG и строится модель в виде 
(2.2). Если условие (2.7) не выполняется, на-
ходится другое решение уравнения (2.4) при 
прежней или увеличенной размерности k; не-
выполнение этого условия при всех k < n оз-
начает, что модели, не чувствительной к i-му 
дефекту (т.   е. не содержащей i-й компоненты 
вектора параметров), не существует.

Реализация третьего этапа ЛДП. Далее 
будем полагать, что условие (2.7) выполняется,
т.   е. уравнение (2.6) имеет решение. Для по-
строения нелинейной составляющей заметим, 
что она описывается выражением

 
1 *1

*

*

( ( ), ( ))

,

( ( ), ( ))q q

A z t u t

C

A z t u t

⎛ ⎞ψ
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟ψ⎝ ⎠

…  (2.8)

где * ;
x

z
y

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 строка A*i определяется из урав-

нения

 * ,i iA A
H

Φ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 i = 1, 2, ..., q,

соответствующего (2.6); C* = ΦC. Если выраже-
ние (2.8) имеет вид, соответствующий правым 
частям модели (2.2), т.   е. не содержит обратных 
связей, составляющая (2.8) добавляется к ранее 
построенной линейной части (2.2). В противном 

случае следует найти другое решение уравнения 
(2.4) при прежней или увеличенной размерности 
и проделать описанные выше операции.

Отметим, что если все строки матрицы A 
линейно выражаются через строки матрицы H, 
то выражение (2.8) заведомо имеет требуемый 
вид. Если это условие не выполняется, добить-
ся его выполнения можно путем расширения 
вектора выхода исходной системы. Детальное 
рассмотрение этого вопроса, однако, выходит 
за рамки настоящей работы.

Модель, полученную после подстановки 
выражения (2.8), не содержащего обратных 
связей, в уравнения (2.2), представим в виде

 

(1)
*1 *2*

( )
* * 1*

( )
* *

* *1

( 1) ( ( ), ( ), ( ));

( 1) ( ( ), ( ), ( ));

( 1) ( ( ), ( ));

( ) ( ).

i
i i

k
k

x t f x t y t u t

x t f x t y t u t

x t f y t u t

y t x t

+

+ =

+ =

+ =

=
 i = 2, 3, ..., k – 1. (2.9)

Отметим, что в общем случае модель (2.9), 
не содержащая обратных связей, имеет более 
сложный вид, в частности, правая часть урав-
нения для x*i может содержать переменные
x*i + 1, ..., x*k, i = 1, 2, ..., k – 1.

3. Непараметрический метод

Приведение к вход-выходному описанию. Для 
применения непараметрического метода вы-
полним в представлении (2.9) ряд временных 
сдвигов и подстановок:

 

(1)
1 *2*

(1) (2)
*3* *

(1) (2) (3)
*1 *4* * *

* *1 *

( 2) ( ( 1), ( 1), ( 1))

( ( ( ), ( ), ( )), ( 1), ( 1));

( 3) ( ( ( ( ), ( ), ( )),

( 1), ( 1)), ( 2), ( 2));

...

( ) ( ) ( ( ), ( ),

( 1),

x t f x t y t u t

f f x t y t u t y t u t

x t f f f x t y t u t

y t u t y t u t

y t k x t k F y t u t

y t

∗ + = + + + =

= + +

+ =

+ + + +

+ = + =
+ ( 1),  , ( 1), ( 1))u t y t k u t k+ + − + −…

 (3.1)

для некоторой функции F*.
Будем полагать, что функция F* представ-

ляет собой сумму нелинейных членов вида

 *
1

( ) ( ( ), ( ), ( 1), ( 1),

, ( 1), ( 1)),

p

i i
i

F P y t u t y t u t

y t k u t k
=

= Γ γ + +

+ − + −

∑

…
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где Γi(γ) — алгебраическое выражение, пред-
ставляющее собой функцию элементов векто-
ра параметров γ, значения которых могут быть 
неизвестными, функция Pi(*) может содержать 
только такие элементы вектора γ, значения ко-
торых известны, i = 1, 2, ..., p, p — число сла-
гаемых. Отметим, что искомое представление 
всегда может быть получено для полиномиаль-
ных функций. Если функция Pi(*) содержит 
параметр, значение которого может быть неиз-
вестно, то для возможности применения непа-
раметрического метода ее следует представить 
степенным рядом, коэффициенты которого 
будут зависеть от этого параметра.

Из сказанного следует, что последнее выра-
жение в (3.1) может быть записано в виде

 

* *

*1

*2
1 2

*

( ) ( ( 1), ( 1), , ( ), ( ))

( 1, , )

( 1, , )
( ( ) ( ) ( )) ,

( 1, , )

p

p

y t F y t u t y t k u t k

P t t k

P t t k

P t t k

= − − − − =

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟= Γ γ Γ γ Γ γ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠

…
…
…

…
…
…

 (3.2)

где P*i(t – 1, ..., t – k) := Pi(y(t – 1), u(t – 1), ...,
y(t – k), u(t – k)). Имея в виду последнее пред-
ставление, запишем, как и в линейном случае 
[8, 9], выражение для значения величины y* 
для T моментов времени:

 YT(t) = (y*(t) y*(t – 1) ... y*(t – T + 1)) =
 = (Γ1(γ) Γ2(γ) ... Γp(γ))PT(t),

где

1 1 1

2 2 2
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         ...                 ...            ...           ...
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p p p

P t

P t t k P t t k P t T t k T

P t t k P t t k P t T t k T

P t t k P t t k P t T

=

− − − − − − − − +
− − − − − − − − +

=

− − − − − −

… … …
… … …

… … …

.

1)t k T

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟− − +⎝ ⎠

Характерной особенностью полученного 
выражения является то, что параметры, зна-
чения которых могут быть неизвестны, нахо-
дятся в строке (Γ1(γ) Γ2(γ) ... Γp(γ)), строка YT(t) 
и матрица PT(t) зависят только от измеряемых 
значений векторов управления и выхода и эле-
ментов вектора γ, значения которых известны. 
Последнее позволяет осуществлять диагности-
рование с использованием строки YT(t) и ма-
трицы PT(t), т. е. без знания значений ряда или 
всех параметров системы.

Генерация невязки. Для генерации невяз-
ки, на основе которой принимается решение 
о возникших дефектах, может быть использо-
вано несколько методов, рассмотренных в ра-
боте [9] применительно к линейным системам. 
Не останавливаясь на этом, приведем только 
конечное выражение для одного из них:

 rT(t) = YT(t)v(T), v(T) ∈ ker(PT(t)).

Значение временного окна T выбирается из 
условия T l p + 1. Отметим, что невязка rT(t) 
генерируется для каждого момента t, т. е. вре-
менное окно является скользящим.

При решении задачи поиска дефектов необ-
ходимо построить банк преобразованных мо-
делей, каждая из которых будет чувствительна 
к одной группе дефектов и нечувствительна 
к остальным. Соответствующая процедура 
описана в работе [2], отметим только, что ее 
результатом является банк преобразованных 
моделей и матрица синдромов, на основе кото-
рой принимается решение об отсутствии или 
наличии в системе дефектов.

4. Альтернативный подход

В случае, когда выражение (2.8) не удается 
привести к виду, не содержащему обратных 
связей, вход-выходная модель, тем не менее, 
во многих случаях может быть построена. Рас-
смотрим это детально, полагая, что после под-
становки выражения (2.8) в (2.2) получаются 
уравнения в общем виде:

 

*1 *1 *

* * *

* *1

( 1) ( ( ), ( ), ( ));

...

( 1) ( ( ), ( ), ( ));
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k k
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+ =

+ =

=

 (4.1)

Построение вход-выходной модели. Для 
простоты рассмотрим случай k = 3 и перепи-
шем уравнения (4.1), используя обозначения 

* *( 1),x x t+ = +  * *( ),x x t=  ( ),u u t=  ( ):y y t=

 *1 *1 * *1 * *2 *3( , , ) ( , , , , );x f x y u f y x x y u+ = =

 *2 *2 * *2 * *2 *3( , , ) ( , , , , );x f x y u f y x x y u+ = =

 *3 *3 * *3 * *2 *3( , , ) ( , , , , );x f x y u f y x x y u+ = =

 * *1.y x=
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Выполним в последнем уравнении два вре-
менных сдвига:

 

* *1 *1 * *2 *3

* *1 * *2 * *2 *3

*3 * *2 *3

( , , , , );

( , ( , , , , );
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Введем следующие обозначения:
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Известно, что если
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x
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почти везде, то уравнения (4.2) разрешимы от-
носительно переменных x*2 и x*3 в виде

 *2 *2 * * *( , , , , , , );x f y y y y y u u+ ++ + +=

 *3 *3 * * *( , , , , , , )x f y y y y y u u+ ++ + +=

для некоторых функций *2f  и *3f . Проведем 
дополнительный сдвиг в *y ++  и заменим пере-
менные x*2 и x*3 в полученной формуле для 

*y +++  функциями *2f  и *3f  соответственно.
В результате этих действий получится выраже-
ние в форме последнего выражения в (3.1).

Иллюстративный пример. Рассмотрим 
систему
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x t x t x t

x t x t x t u t

x t x t x t

y t x t

y t x t

+ = γ
+ = +
+ =
+ = γ +
+ =
=
=

Можно показать, что модель, нечувстви-
тельная к параметру γ1, описывается уравнени-
ями с обратными связями

 

*1 1 *3

*2 2 *1 *3 2

*3 *1 *2

* *1

( 1) ( ) ( );

( 1) ( ) ( ) ( );

( 1) ( ) ( );

( ) ( ).

x t y t x t

x t x t x t u t

x t x t x t

y t x t

+ =
+ = γ +
+ =
=

где x*1 := x3, x*2 := x4, x*3 := x5, y* = y2.

Выполним в выражении для y* = y2 два вре-
менных сдвига:

 * 2 *1 1 *3

2 1 *3 1 *1 *2 1 2 *2

;

.

y y x y x

y y x y x x y y x

+ + +

++ + + + +

= = =

= = =

Очевидно, что полученная система уравне-
ний разрешима относительно x*2 и x*3 в виде

 *2 2 1 2 *3 2 1/( ); / .x y y y x y y++ + += =

В результате получаем вход-выходную модель

 2 1 2 *2 1 2 2 *1 *3 2

1 2 2 2 2 1 2

( )

( / ).

y y y x y y x x u

y y y y y u

+++ ++ + + ++ +

++ + +

= = γ + =

= γ +

Эвристический подход. Если в уравнение (4.1) 
входят негладкие функции, описанный подход 
не может быть применен. Тогда для приведения 
модели к вход-выходной форме в ряде случаев 
могут быть использованы эвристические мето-
ды. Рассмотрим это на примере. Пусть модель 
(4.1) при k = 3 описывается уравнениями

 

*1 *2 *1 *1 *1 *1

*2 *3 *2 *2 *2 *2

*3 *3 *3 *3 *3

* *1

( ) ;

( ) ;

( ) ;

,

x x f x J y G u

x x f x J y G u

x f x J y G u

y x

+

+

+

= + + +

= + + +

= + +
=

где f*1, f*2, f*3 — произвольные, в том числе не-
гладкие функции. Проведем несколько времен-
ных сдвигов и подстановок для переменной y*:

 

* *2 *1 *1 *1 *1

*1 * *1 *1 *3

*2 *2 *2 *2

( )

( )

( ) ;

y x f x J y G u

f y J y G u x

f x J y G u

++ + + + +

+ + +

= + + + =

= + + + +
+ + +

 

 

* *1 * *1 *1 *3

*2 *2 *2 *2

*1 * *1 *2 *1

*2 *2 *2 *3 *3 *3 *3

( )

( )

( )

( ) ( ) .

y f y J y G u x

f x J y G u

f y J y J y G u

G u f x f x J y G u

+++ ++ ++ ++ +

+ + +

++ ++ + ++

+ +

= + + + +

+ + + =

= + + + +

+ + + + +

Найдем сумму *3 *2 *2 *2 *2 *2( )x f x J y G x ++ + + =  
из выражения для *y ++ :

 *2 *3 *2 *2 *2 *2

* *1 * *1 *1

( )

( )

x x f x J y G

y f y J y G u

+

++ + + +

= + + + =

= − − −

и подставим ее вместо аргумента функции f*2 
в уравнении для *y +++ :

 

* *1 * *1 *2 *1

*2 *2 * *1 * *1 *1

*3 *3 *3 *3

( )

( ( ) )

( ) .

y f y J y J y G u

G u f y f y J y G u

f x J y G u

+++ ++ ++ + ++

+ ++ + + +

= + + + +

+ + − − − +
+ + +
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Далее из последнего уравнения найдем вы-
ражение для суммы *3 *3 *3 *3( )f x J y G u+ + , за-
пишем формулу для *y ++++  и подставим най-
денную сумму вместо аргумента функции f*3 
в выражении для *y ++++ . В силу громоздкости 
получаемого выражения оно не приводится, 
но нетрудно видеть, что после такой подста-
новки правая часть конечного выражения для 

*y ++++  будет содержать только временные сдви-
ги переменных y*, y и u, что и требуется для 
применения непараметрического метода.

5. Практический пример

Рассмотрим дискретизированную нели-
нейную модель электропривода с учетом су-
хого трения:

 

1 1 2 1

2 2 3 3 2 2

3 4 2 5 3 6

;

sign( ) ;

,

x x x

x x x x

x x x u

+

+

+

= γ +

= γ + γ +

= γ + γ + γ

где x1 — угол поворота вала нагрузки; x2 — 
угловая скорость вращения вала двигателя; 
x3 — ток якоря; параметры γ1—γ6 представля-
ют характеристики электропривода и интервал 
дискретизации.

Из вида приведенной модели следует, что 
параметры γ2, γ3 и γ4—γ6 одинаковым образом 

влияют на переменные 2x +  и 3x +  соответствен-
но, поэтому получаем три класса попарно не-
различимых дефектов: Γ1 = {γ1}, Γ2 = {γ2, γ3} и
Γ3 = {γ4, γ5, γ6}.

Предполагая, что измеряемыми переменными 
являются x1 и x3, получим ЛДП описание модели:

 
1

2

4 5

1 0

0 1 ,

0

F

γ⎛ ⎞
⎜ ⎟= γ⎜ ⎟
⎜ ⎟γ γ⎝ ⎠

 

6

0

0 ,G
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟γ⎝ ⎠

 
1 0 0

,
0 0 1

H
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 3

0

,

0

C
⎛ ⎞
⎜ ⎟= γ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (0 1 0),A =  1

1

0 ,

0

D
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 2

0

1 ,

0

D
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 3

0

0 .

1

D
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Следуя логико-динамическо-
му подходу, удалим нелиней-
ный член из модели и рассмо-
трим ее линейную часть. Непо-

средственные вычисления для первого дефекта 
дают решение уравнения (2.4) в виде

 1 2 5 2 4 5( ) (0 1 0 (1 ) 0 ( )),R J J− − = − + γ − γ γ − γ

откуда

 Φ1 = (0 0 1), Φ2 = (0 γ4 –1), 6
*

6
.G

γ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−γ⎝ ⎠

Нетрудно проверить, что условие (2.7) вы-
полняется, и матрицу A* можно принять в виде 

A* = (0 1/γ4 0 1), кроме того, *
3 4

0
.C C

⎛ ⎞
= Φ = ⎜ ⎟γ γ⎝ ⎠

В результате нелинейная преобразованная 
модель описывается уравнениями

 

1 2 5 2 6

2 2 4 5 2 3 4 2 *2 46

1 2

(1 ) ,      

( ) sign(( )/ ),

,

x x y u

x y u y x

y x y

+
∗ ∗
+
∗

∗ ∗

= + + γ + γ

= γ γ − γ − γ + γ γ + γ

= =

где x*1 = x3, x*2 = γ4x2 – x3. Временные сдвиги 
дают следующее:

 2 *2 5 2 6( 1) ( ) (1 ) ( ) ( );y t x t y t u t+ = + + γ + γ

 
2 2 4 5 2 6

3 4 2 *2 4

5 2 6

( 2) ( ) ( ) ( )

sign(( ( ) ( ))/ )

(1 ) ( 1) ( 1).

y t y t u t

y t x t

y t u t

+ = γ γ − γ − γ +

+γ γ + γ +
+ + γ + + γ +

Из выражения для y2(t + 2) следует, что сум-
ма первых трех слагаемых в его правой части 
равна 2 5 2 6( 2) (1 ) ( 1) ( 1).y t y t u t+ − + γ + − γ +  Имея 
это в виду, приведем выражение для y2(t + 3):

 

2 2 4 5 2 6

5 2 6

3 4 2 2

5 2 46

( 3) ( ) ( 1) ( 1)

(1 ) ( 2) ( 2)

sign(( ( 1) ( 2)

(1 ) ( 1) ( 1))/ ).

y t y t u t

y t u t

y t y t

y t u t

+ = γ γ − γ + − γ + +

+ + γ + + γ + +

+ γ γ + + + −
− + γ + − γ + γ

 

Поскольку функция sign содержит парамет-
ры γ4, γ5 и γ6, для применения непараметриче-
ского метода их значения должны быть известны.

Выражения для остальных сдвигов могут 
быть получены по аналогии. Так как послед-
нее выражение содержит пять слагаемых, то
p = 5 и T = 6. Обозначим функцию sign(*) в по-
следнем выражении через z(t) и запишем его 
в виде (3.2), приняв y* = Ry = y2:

 
6

2 2 2 2 2 2

2 4 5 5 3 46 6 6

( )

( ( ) ( 1) ( 2) ( 3) ( 4) ( 5))

( 1 ) ( ),

Y t

y t y t y t y t y t y t

P t

=

= − − − − − =
= γ γ −γ −γ + γ γ γ γ

   (5.1)
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где

2 2 2 2 2 2

6 2 2 2 2 2 2

( 2) ( 3) ( 4) ( 5) ( 6) ( 7)

( 2) ( 3) ( 4) ( 5) ( 6) ( 7)

( ) ( 1) ( 2) ( 3) ( 4) ( 5) ( 6)

( 1) ( 2) ( 3) ( 4) ( 5) ( 6)

( 3) ( 4) ( 5) ( 6) ( 7) ( 8)

y t y t y t y t y t y t

u t u t u t u t u t u t

P t y t y t y t y t y t y t

u t u t u t u t u t u t

z t z t z t z t z t z t

− − − − − −⎛
− − − − − −

= − − − − − −
− − − − − −
− − − − − −⎝

.

⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎠

Невязка формируется в виде (1) (1)
6 6( ) ( ) (6),r t Y t v=  

(1)
6(6) ker( ( )).v P t∈

Можно показать, что условие (2.7) для вто-
рого дефекта не выполняется. Выполняя тре-
буемые действия для третьего дефекта, полу-
чаем следующую преобразованную модель:

 

*1 *2 1

*2 1 1 2 2 1 3 1 *2 1

*1 *1 1

 2 ;

sign(( )/ );

,

x x y

x y y y x

y x y

+

+

= +

= − + γ γ + γ γ + γ
= =

где x*1 = x1, x*2 = γ1x2 – x1. Проведя аналогич-
ные временные сдвиги и преобразования для 
переменной y1, можно заметить, что в резуль-
тирующем выражении функция sign содержит 
параметр γ1, поэтому для применения непа-
раметрического метода его значение должно 
быть известно. Невязка r(2) формируется по 
аналогии с r(1).

Нетрудно видеть, что матрица синдромов 
в рассматриваемом примере имеет вид

 
0 1 1

,
1 1 0

S
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (5.2)

где строки соответствуют невязкам r(1) и r(2), 
столбцы — множествам Γ1 = {γ1}, Γ2 = {γ2, γ3} и 
Γ3 = {γ4, γ5, γ6}.

Для моделирования при-
мем γ1 = γ2 = γ6 = 1, γ3 = γ4 =
= γ5 = –1, u(t) = 2sin(t/10). На 
рисунке представлены ре-
зультаты моделирования на 
основе выражения (5.1), когда
γ1 = 1,2 в момент t = 40 и
γ2 = 1,2 в момент t = 70; вид-

но, что невязка r(1) нечувствительна к первому 
параметру и чувствительна ко второму, что со-
ответствует матрице (5.2).

Заключение

В работе предложен метод решения задачи 
поиска дефектов для технических систем, опи-
сываемых нелинейными моделями, на основе 
непараметрического метода. Особенность это-
го метода состоит в том, что все или некото-
рые параметры объекта диагностирования мо-
гут быть неизвестными. Для решения задачи 
в работе был использован логико-динамиче-
ский подход, позволяющий решить задачу для 
нелинейных систем с использованием только 
линейных методов.
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The problem of fault diagnosis in technical systems described by nonlinear dynamic models based on non-parametric 
method is considered. The feature of this method for linear systems is that knowledge of the system parameter values is 
not required for purpose of diagnosis; it is sufficient to know only the dimensions of input, state, and output vectors of the 
system. Thus, this method provides active robustness which is concentrated on the stage of residual generation to make 
the residual insensitive to uncertainties and, simultaneously, sensitive to faults. The objective of the present paper is to 
extend the known non-parametric method to nonlinear discrete-time systems with non-smooth nonlinearities. A solution 
is based on so-called logic-dynamic approach using only linear methods to solve the problem for nonlinear systems. To 
isolate faults, special canonical form of the models which of them is invariant with respect to some fault and sensitive to 
other ones is used. The redundancy relations based on these models are obtained. The feature of the suggested solution is 
that to check the redundancy relations, it is necessary to find a kernel of some matrix of functionals which is constructed 
on-line by processing the system inputs and outputs measured over a finite time window, i.e. without knowledge of all system 
parameter values. To decrease computational complexity, it is suggested to calculate time window based on the structure of 
matrices describing each model. For decision making, matrix of syndromes is used. Theoretical results are demonstrated 
by illustrative and practical examples.

Keywords: fault diagnosis, nonlinear models, non-parametric method, fault isolation, matrix of syndromes
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Регулирование напряжения в преобразователях
высокочастотными импульсами с изменяющейся скважностью

Приведен анализ способов регулирования напряжения. Показаны способ получения регулируемого переменного на-
пряжения и устройство, его реализующее, которое позволяет достичь существенного сокращения массогабаритных 
показателей блоков питания различных устройств. Представлена функциональная схема электронного преобразова-
теля. Выполнение принципиальной схемы возможно на основе способа модулирования выходного напряжения высоко-
частотными импульсами с изменяющейся скважностью средствами импульсной электроники. Приведены формулы 
для расчета гармонических составляющих ряда Фурье при произвольном представлении модулируемой кривой по-
следовательностью импульсов. В ходе исследований получены графики первых пяти гармоник и постоянной состав-
ляющей, а также кривой сложения этих гармоник, форма которой при скважности, равной двум (пропорциональна 
исходной кривой и близка к синусоиде), подтверждает правильность расчетов. Также представлены регулировочная 
кривая среднего значения напряжения двухполупериодного однофазного выпрямителя в зависимости от скважно-
сти импульсов и огибающие амплитуд гармоник, начальных фаз гармоник в зависимости от их номера. Устранение 
высоко частотных составляющих требует установки соответствующих фильтров. Определено: чем выше частота 
модуляции, тем легче устранение гармоник, составляющих спектр на выходе преобразователя. Отмечается умень-
шение фазового угла с нарастанием гармоник до десятой, а затем — снова увеличение и спад до тридцатой гармо-
ники. Нулевые уровни начальных фаз наблюдаются при максимальных значениях амплитуд. Разработанное устрой-
ство относится к преобразователям переменного напряжения в переменное АС—АС, однако подобное преобразование 
может быть использовано в устройствах для получения переменного напряжения из постоянного DC—AC и других 
в электро- и радиотехнике.

Ключевые слова: электронный преобразователь, модуляция, высокочастотные импульсы, разложение в ряд Фурье

Введение

Изменение действующего значения перемен-
ного напряжения опирается на использование 
ряда классических способов регулирования на-
пряжения [1—13]. Так, возможно регулирование 
выходного напряжения с помощью электриче-
ского автотрансформатора, недостатком кото-
рого является наличие гальванической связи 
между выходом и входом, а также значительные 
массогабаритные показатели, превышающие 
электронный вариант в 2...4 раза.

В широтно-импульсном способе (ШИМ — 
широтно-импульсная модуляция) регулирова-
ние переменного напряжения имеет недоста-
ток, заключающийся в том, что часть синусо-
иды переменного напряжения исключается из 
работы, что приводит к появлению высокоча-
стотных гармоник.

В случае модуляции синусоидальной или 
другой формы напряжения модулирующими 
импульсами может изменяться его среднее 
или действующее значение [1—3].

При ШИМ формирование кривой выход-
ного напряжения может быть определено по-
следовательностью импульсов разной длитель-
ности и полярности. Длительность составля-
ющих импульсов изменяется таким образом, 
что их среднее значение должно изменяться по 
заданному закону.

В работе [3] приведены формулы разложе-
ния в ряд Фурье синусоидальной кривой на-
пряжения, составленной из четырех импуль-
сов одинаковой длительности λ на полупе-
риоде кривой выходного напряжения (рис. 1) 
с учетом, что угол βi является центром состав-
ляющих импульсов:
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В общем случае при n однопо-
лярных импульсах на полуперио-
де кривой выходного напряжения 
амплитуду n-й гармоники нахо-
дят из выражения
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где k = 1, 2, 3, ..., m.
Приравнивая к нулю выраже-

ние, стоящее под знаком суммы (2), 
находят углы β, соответствующие 
центрам составляющих импульсов, 
при которых исключаются наибо-
лее весомые гармоники [3].

Возможность регулирования и 
трансформации напряжения без 
изменения его формы заключается 
в модулировании напряжения вы-
сокочастотными импульсами с из-
меняющейся скважностью [4, 5].
В результате действующее значение 
напряжения Uвых на выходе транс-
форматора оценивается как

 Uвых = 0,707Uвх mах/kQ, (3)

где Uвых — выходное действующее значение 
напряжения; Uвх mах — входное максимальное 
значение напряжения; Q — скважность мо-
дулирующих импульсов; k — коэффициент 
трансформации.

Целью статьи является исследование воз-
можности регулирования выходного напря-
жения в электронных преобразователях пере-
менного и постоянного напряжения (DC—DC, 
DC—AC, AC—AC) при модулировании высо-
кочастотными импульсами с изменяющейся 
скважностью.

Способ получения регулируемого
переменного напряжения

В предлагаемом способе формирования 
переменного напряжения вначале формируют 
высокочастотные импульсы управления сило-
выми ключевыми элементами, например, IJBT 
транзисторами, для замещения формы вход-
ного напряжения Uвх высокочастотными со-
ставляющими (рис. 2). При этом происходит 

коммутация силовых ключей, а полученные 
импульсы высокой частоты сглаживают, ин-
вертируют и затем трансформируют. Огибаю-
щая трансформированного напряжения Uвых 
соответствует форме Uвх.

Реализация способа получения регулируемого 
переменного напряжения

В статье описывается устройство, называе-
мое далее электронным преобразователем (ЭП), 
на основе представленного выше способа полу-
чения регулируемого переменного напряжения 
средствами импульсной электроники. Учиты-
вая различное схемное исполнение с примене-
нием транзисторов, тиристоров и других клю-
чевых элементов, в статье приводится только 
функциональная схема устройства.

ЭП по свойствам близок к электрическому 
регулируемому трансформатору или лаборатор-
ному автотрансформатору (ЛАТР), но с гальва-
нической развязкой обмоток, имеющему воз-
можность работы в широком диапазоне частот 
с сохранением формы входного напряжения и 
лучшие массогабаритные показатели. Частоты 
питающих напряжений могут изменяться от 
единиц герц до нескольких килогерц.

Рис. 2. Полусинусоидальная кривая, замещенная десятью импульсами со скваж-
ностью Q = 2

Рис. 1. Составляющие полуволны синусоидальной кривой из четырех импульсов
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Поставленная цель достигается тем, что в из-
вестное устройство (рис. 3), содержащее источ-
ник 1 переменного тока, выпрямитель 2, высоко-
частотный ключ 3 и нагрузку 7, дополнительно 
введены фильтр-ограничитель коммутацион-
ных напряжений 4, инвертор 5, трансформа-
тор 6, блоки управления 8 и 9 соответственно 
ключом 3 и инвертором 5, контроллер 10, блок 
обратной связи 11.

ЭП, содержащий в силовой цепи источник 
питания переменного тока 1 (рис. 3) с задан-
ными исходными значениями напряжения и 
частоты тока, в целях регулирования выход-
ного напряжения без изменения его формы 
также оснащен ключом 3, включенным между 
выпрямителем 2 и фильтром-ограничителем 4 
коммутационных напряжений, а также инвер-
тором 5, включенным между фильтром-огра-
ничителем коммутационных напряжений 4 и 
трансформатором 6.

Кроме того, в функциональной схеме в це-
лях управления высокочастотным ключом 3 
введен генератор 8, частота и скважность им-
пульсов которого пропорциональны выходно-
му напряжению на нагрузке 7.

Источник переменного тока 1 предназначен 
для электропитания нагрузки 7. Выпрями-
тель 2 преобразует переменное напряжение 
в постоянное; высокочастотный ключ 3 пред-
назначен для модуляции выходного напряже-
ния выпрямителя высокочастотными импуль-
сами, фильтр-ограничитель 4 коммутацион-
ных напряжений — для ограничения значений 
коммутационных напряжений при выключе-
нии ключа, инвертор 5 — для получения пе-
ременного напряжения соответствующей ча-
стоты на выходе устройства; трансформатор 6 
трансформирует сглаженные высокочастотные 
импульсы с коэффициентом трансформации, 
необходимым для получения заданного на-
пряжения на выходе. Нагрузка 7 предназначе-
на для любого устройства, осуществляющего 

работу на переменном токе; блок 8 управле-
ния ключом 3 предназначен для формирова-
ния высокочастотных импульсов с заданной 
частотой и скважностью. Блок управления 9 
инвертором 5 формирует частоту выходного 
напряжения, соответствующего заданному. 
Контроллер 10 задает частотные параметры 
для блоков управления ключом и инвертором. 
Блок обратной связи 11 формирует сигналы 
для коррекции параметров выходного напря-
жения для задания необходимых выходных ре-
жимов (частота, напряжение).

Устройство работает следующим образом: при 
подаче напряжения на выпрямитель 2 включа-
ется контроллер 10; от контроллера 10 импуль-
сы поступают на блок управления 8 ключом 3 
с частотой 10...50 кГц и блок 9 управления ин-
вертором 5 с частотой питающего напряжения 
или иной частотой; высокочастотный ключ 3 
формирует напряжение в виде, представленном 
на рис. 1; в связи с тем, что скорость изменения 
(спада, нарастания) напряжения и силы тока 
на выходе ключа 3 — высокие, устанавливается 
ограничитель коммутационных напряжений 4.

Действующее значение напряжения на вы-
ходе трансформатора 6 зависит от скважности 
импульсов [5—7].

Синхронизация работы инвертора 5 осу-
ществляется блоком управления 9, связанного 
с контроллером 10 в соответствии с частотой 
тока в нагрузке 7.

Стабилизация напряжения на нагрузке осу-
ществляется подачей сигнала через блок 11 об-
ратной связи на контроллер 10, изменяющий 
скважность импульсов, формируемых высоко-
частотным ключом 3.

Принцип регулирования выходного на-
пряжения ЭП основан на модуляции высо-
кочастотными импульсами с изменяющейся 
скважностью. Среднее значение выходного на-
пряжения может быть оценено на каждом про-
межутке ωt2 – ωt1 (см. рис. 2) из выражения

 max 2 1
ср

(sin sin )
.

2i
U t t

U
ω − ω

=  (4)

Для пояснения принципа регулирования, 
показанного на рис. 2, введены обозначения, 
где tи — время длительности импульса, tп — 
время паузы, Umsinωt — огибающая частотно-
модулирующих импульсов с амплитудой Um,
x = ωt — переменная текущая координата.

Рис. 3. Функциональная схема ЭП
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Выходное напряжение Uвых представляет 
сумму напряжений Ucp i, отнесенных к числу n
участков:

 
ср

1
вых ,

n

i
i

U
U

n
==
∑

что соответствует оценке (3).
Представленное устройство относится 

к преобразователям переменного напряжения 
в переменное АС—АС. Однако подобное преоб-
разование может быть использовано в устрой-
ствах для получения переменного напряжения 
из постоянного DC—AC и других в электро- и 
радиотехнике. Устройство также может эф-
фективно использоваться в регуляторах пере-
менного напряжения со сниженными массо-
габаритными показателями на 30...50 % из-за 
устранения механических узлов.

Расчет гармонических составляющих
ряда Фурье для произвольного разбиения

модулируемой кривой

Аналитическое выражение для последо-
вательности импульсов, представленных на 
рис. 2, где интервал Δx соответствует сумме 
длительностей импульса ωtи = ωt2 – ωt1 и паузы 
ωtп = ωt3 – ωt2, которые для краткости обозна-
чены τи и τп соответственно:

 Δx = ωtи + ωtп = τи + τп.

Если период функции T = π разбить точка-
ми xk, где k = 0, 1, 2, ..., m, на m одинаковых Δx 

интервалов, то x
m
π

Δ = .

Так как скважность Q импульсов определя-
ется формулой 

 и п

и и

,Q
m

τ + τ π
= =

τ τ
 (5)

то длительность τи импульса получим из (5) 

как и mQ
π

τ = .

Точки разбиения xk на осевой ωt = x задают-
ся выражением

 ,k
k

x xk
m
π

= Δ =  k = 0, 1, 2, ..., m – 1, m. (6)

Функция напряжения u(ωt) = u(x) — кусоч-
но-непрерывная и описывается с учетом при-
нятых обозначений следующим выражением:

 f(x) = u(ωt) = u(x)

или
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Так как функция f(x) (7) является кусочно-
непрерывной на участке [0, π], ее разложение 
в ряд Фурье описывается выражением 
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где коэффициенты an, bn и a0 могут быть вы-
числены из формул
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В результате проведенных упрощений по-
лучаем выражения для коэффициентов Фурье 
(a0, an и bn):
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Проведен расчет гармонических составляю-
щих ряда Фурье для следующих значений па-
раметров: Q = 2, m = 10. На рис. 4 представ-
лены графики: 1, 2, 3, 4, 5 — 1-я, 2-я, 3-я, 4-я, 
5-я гармоники разложения; 6 — постоянная со-
ставляющая модулированной синусоидальной 
кривой; 7 — суммарная кривая пяти гармоник 
и постоянной составляющей; 8 — синусоидаль-
ная кривая, модулированная высокочастотны-
ми импульсами со скважностью Q = 2.

Приведенная суммарная кривая 7 близка по 
форме к исходной модулируемой кривой 8, а ее 
амплитуда при скважности Q = 2 вдвое мень-
ше исходной, что и требовалось получить.

Регулировочная кривая Ucp = f(Q) средне-
го значения напряжения, представленная на 
рис. 5, показывает изменение значения посто-
янной составляющей от скважности Q. Так, 
в случае отсутствия пауз, т. е. Q = 1, среднее 
значение напряжения соответствует 0,63, а при 
Q = 2 — 0,315. С дальнейшим ростом Q, напри-
мер Q = 6,65, среднее значение Ucp уменьшает-
ся до 0,1 от амплитуды Uвх. max = 1 для двухпо-
лупериодного однофазного выпрямителя.

На рис. 6 представлена огибающая ампли-
тудных значений Ui  max гармоник при модули-
ровании десятью импульсами со скважностью 
Q = 2. Следует отметить, что наибольшая со-
ставляющая частотного спектра кратна ча-
стоте разбиений огибающей (в данном случае 
sinωt разбит на m = 10 интервалов с Q = 2). 
Устранение высокочастотных составляющих 
требует установки соответствующих фильтров. 
Чем выше частота модуляции, тем легче устра-
нение гармоник, составляющих спектр на вы-
ходе преобразователя.

На огибающей гармоник начальных фаз 
(рис. 7) отмечается уменьшение фазового угла 
с нарастанием гармоник до десятой, а затем — 
снова увеличение и спад до 30-й гармоники. 
Нулевые уровни начальных фаз наблюдаются 
при максимальных значениях амплитуд, т. е. 
при 10-, 30-, 50-й гармониках. Рис. 7. Огибающая гармоник начальных фаз

Рис. 6. Огибающая амплитудных значений гармоник при
Q = 2 и m = 10

Рис. 5. Регулировочная кривая среднего значения напряже-
ния двухполупериодного однофазного выпрямителя в зависи-
мости от скважности импульсов

Рис. 4. Кривые разложения модулированной синусоидальной 
кривой в гармонический ряд и постоянную составляющую
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Заключение

В результате исследований представлен 
способ получения регулируемого перемен-
ного напряжения при модулировании высо-
кочастотными импульсами с изменяющейся 
скважностью. Приведены формулы для рас-
чета гармонических составляющих ряда Фурье 
при модулировании синусоидальной кривой. 
Представлены графики первых пяти гармоник 
и постоянной составляющей, а также кривой 
их сложения при скважности, равной двум. 
Отмечается неизменность формы выходного 
напряжения с одновременным изменением его 
действующего значения.

Разработано устройство, реализующее спо-
соб получения регулируемого переменного на-
пряжения, которое позволяет достичь суще-
ственного сокращения массогабаритных пока-
зателей блоков питания различных устройств 
благодаря устранению механических узлов. 
Устройство относится к преобразователям пе-
ременного напряжения в переменное АС—АС, 
однако подобное преобразование может также 
быть использовано в устройствах для получе-
ния переменного напряжения из постоянно-
го DC—AС и в других устройствах электро- и 
радиотехники.
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The analysis of ways of regulation of tension is provided in article. The way of obtaining adjustable alternating voltage 
is shown. The device — the electronic converter, realizing such way means of the pulse equipment, allowing to reach essen-
tial reduction of mass-dimensional indicators of power supply units of various devices thanks to elimination of mechanical 
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knots is described. The electronic converter on properties is close to the electric adjustable transformer, but to a galvanic 
outcome of windings, the entrance tension having a possibility of work in the wide range of frequencies with preservation 
of a form. The function chart of the electronic converter and an order of his work are submitted. Implementation of the 
schematic diagram is possible on the basis of a way of modulation of output tension high-frequency impulses with the 
changing porosity means of pulse electronics. Implementation of the schematic diagram is possible on the basis of a way 
of modulation of output tension high-frequency impulses with the changing porosity means of pulse electronics. Formulas 
for calculation of harmonious components of a number of Fourier at any representation are given by the modulated curve 
sequence of impulses and also calculation for various values of porosity is carried out. During the researches schedules of 
the first five harmonicas and a constant component and also a curve of addition of these harmonicas which form at the po-
rosity equal to two, validates calculations are received. Are also presented an adjusting curve of average value of tension of 
the two-half-period single-phase rectifier depending on porosity of impulses and bending around amplitudes of harmonicas, 
initial phases of harmonicas, depending on their number. Elimination of high-frequency components demands installation 
of the corresponding filters. The modulation frequency is higher — the elimination of the harmonicas making a range at the 
converter exit is easier. Reduction of a phase corner with increase of harmonicas to the tenth, and then — again increase 
and recession up to the thirtieth harmonica is noted. Zero levels of initial phases are observed at the maximum values of 
amplitudes. The developed device belongs to converters of alternating voltage in variable the AC—AC, however similar 
transformation can be used in devices for obtaining alternating voltage from constant DC—AC and others in electro- and 
radio engineering.

Keywords: alternating voltage, electronic converter, pulse-frequency modulation, high-frequency impulses, Fourier-
series expansion
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Математическое моделирование ветротурбины,
работающей на основе эффекта Магнуса1

Построена математическая модель горизонтально-осевой ветроэнергетической установки (ВЭУ), функциониру-
ющей за счет силы Магнуса. Центральный вал турбины ориентирован вдоль потока. На этом валу в цилиндрических 
шарнирах установлены роторы Савониуса, каждый из которых может свободно вращаться вокруг собственной 
оси симметрии, перпендикулярной оси вращения центрального вала. При вращении роторов Савониуса формируется 
сила Магнуса, которая поддерживает вращение центрального вала. На центральном валу турбины закреплен ротор 
электрогенератора, подключенного к локальной электрической цепи.

Для описания аэродинамических сил и моментов, действующих на систему, используется квазистационарный 
подход, при этом коэффициенты сил и моментов аппроксимируются на основе экспериментальных данных. Момент 
электромеханической нагрузки, действующий на ротор генератора, считается линейным по угловой скорости рото-
ра. Коэффициент электромеханического момента зависит от внешнего сопротивления в цепи генератора, которое 
является варьируемым параметром модели.

Уравнения модели представлены в виде динамической системы второго порядка. Рабочему режиму ветроустанов-
ки отвечает асимптотически устойчивая неподвижная точка уравнений движения. Показано, что при произвольном 
допустимом наборе значений параметров модели рабочий режим существует и единственен.

Введен коэффициент полезной нагрузки, зависящий от таких параметров модели, как скорость ветра, внешнее 
сопротивление в цепи генератора.

Описана зависимость угловых скоростей роторов Савониуса и центрального вала турбины от коэффициента по-
лезной нагрузки.

Построена бифуркационная диаграмма, характеризующая механическую мощность ВЭУ на установившемся ра-
бочем режиме в зависимости от коэффициента полезной нагрузки. Оценена максимальная механическая мощность, 
определено значение коэффициента внешней нагрузки, при котором она достигается.

Ключевые слова: ветроэнергетическая установка, ротор Савониуса, эффект Магнуса, замкнутая динамическая 
модель, установившиеся режимы, устойчивость, механическая мощность

Введение

Сигурд  Савониус, предлагая конструкцию 
S-образной ветротурбины, отметил, что при 
авторотации такой турбины на нее действует 
боковая сила, возникновение которой связано 
с эффектом Магнуса. Савониус высказал идею 
использовать этот эффект для того, чтобы при-
вести в движение основание, на котором уста-
новлена ветротурбина. В частности, он ука-
зал на возможность применения S-образных 
роторов в качестве "парусов" корабля, а также 
в качестве лопастей горизонтально-осевой ве-
тротурбины. В обоих случаях движение долж-
на поддерживать сила Магнуса, создаваемая 
авторотирующим S-ротором [1].

1 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке 
РФФИ: гранты №№ 17-08-01366,  18-01-00538.

Роторы Савониуса и их модификации по-
лучили весьма широкое распространение, но 
так и не стали востребованы в качестве лопа-
стей горизонтально-осевых ветроэнергетиче-
ских установок (ВЭУ). Известны прецеденты 
экспериментального изучения горизонтально-
осевой установки с S-лопастями и численного 
моделирования ее аэродинамики [2]. Однако 
задачи параметрической оптимизации систе-
мы не были решены.

Преимуществом горизонтально-осевых 
ВЭУ, использующих силу Магнуса, по срав-
нению с классическими пропеллерными ВЭУ 
является способность к эффективной работе 
в очень широком диапазоне скоростей ветра 
(2...40 м/с) [3]. Относительно недавно были 
предложены конструкции горизонтально-осе-
вых ВЭУ с лопастями-цилиндрами, принуди-
тельно приводимыми во вращение для созда-
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ния силы Магнуса. Такие турбины изучаются 
в литературе достаточно активно [3, 4], в от-
личие от рассмотренной в данной работе ВЭУ 
с лопастями в форме роторов Савониуса. В то 
же время преимуществом последней является 
относительная простота конструкции: роторы 
Савониуса, в отличие от цилиндрических ло-
пастей, не требуется вращать принудительно.

В настоящей работе рассматривается дина-
мическая система, моделирующая работу ВЭУ 
с лопастями в форме роторов Савониуса. Мо-
дель воздействия потока заимствована из ра-
бот [5—7]. Аэродинамические характеристики 
роторов Савониуса аппроксимированы по экс-
периментам [8]. Получены условия существо-
вания режимов авторотации и исследована их 
устойчивость. Проведено параметрическое ис-
следование рабочих режимов в зависимости от 
коэффициента, характеризующего полезную 
нагрузку.

Обсуждаются условия, при которых ВЭУ 
данного типа может обладать преимуществами 
перед классическими роторами Савониуса.

Описание механической системы

Рассмотрим ВЭУ, состоящую из ветропри-
емного устройства и электрогенератора, под-
ключенного к локальной электрической цепи.

Ветроприемное устройство находится в ста-
ционарном потоке воздуха скорости V. Устрой-
ство состоит из центрального вала, несущего 
ротор электрогенератора, и n одинаковых ло-
пастей — роторов Савониуса (S-роторов), уста-
новленных на валу посредством цилиндриче-
ских шарниров (рис. 1).

Центральный вал может вращаться вокруг 
неподвижной оси Oz, параллельной вектору V 

скорости потока. Оси цилиндрических шарни-
ров, в которых установлены S-роторы, ортого-
нальны оси Oz. Одна из таких осей обознача-
ется на рис. 1 как ось Ox. Ввиду того что все 
лопасти одинаковые, далее будем рассматри-
вать одну из них.

S-ротор может вращаться вокруг оси Ox, яв-
ляющейся его осью геометрической симметрии 
и одной из главных центральных осей инер-
ции. Обозначим Jx — момент инерции S-ротора 
относительно оси Ox. Другие два главных мо-
мента инерции S-ротора будем считать одина-
ковыми. Обозначим Jz — момент инерции всей 
вертушки (включая ротор электрогенератора, 
закрепленный на валу) относительно оси Oz. 
В силу последнего предположения это посто-
янная величина (не зависит от текущего угла 
поворота S-ротора относительно оси Ox).

Рассматриваемая система имеет две степени 
свободы. Пусть Ωx — угловая скорость враще-
ния S-ротора вокруг оси Ox, а Ωz — угловая 
скорость вращения центрального вала вокруг 
оси Oz. Тогда текущее динамическое состоя-
ние ветроприемного устройства полностью 
описывается значениями переменных Ωx и Ωz.

Перейдем к описанию аэродинамического 
воздействия на ветротурбину. Будем считать, 
что аэродинамическое воздействие на отдель-
ный S-ротор описывается аэродинамическим 
моментом Tx относительно оси Ох и силами D 
и L, приложенными в некоторой точке С (центре 
давления), лежащей на оси Ox на расстоянии r 
от оси Oz. Здесь D — сила лобового сопротив-
ления, направленная противоположно векто-
ру воздушной скорости точки C; L — боковая 
сила, включающая в себя силу Магнуса; век-
тор L направлен ортогонально вектору воз-
душной скорости точки C. Аэродинамическое 
воздействие на ротор описывается на базе ква-
зистационарного подхода, предполагающего 
зависимость аэродинамических сил и момен-
тов от мгновенной воздушной скорости центра 
давления [5—7]:
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Рис. 1. Схема вертушки и одной из ее лопастей — ротора 
Савониуса



525Мехатроника, автоматизация, управление, Том 19, № 8, 2018

S-ротора. Воздушная скорость точки C обо-
значена U. Быстроходность ротора Савониуса 
(отношение линейной скорости точки рото-
ра, расположенной на расстоянии b от оси Ox, 
к воздушной скорости точки С) обозначена λ. 
Функции CT(λ), CD(λ), CL(λ) — безразмерные 
коэффициенты момента Tx, силы D лобового 
сопротивления и боковой силы L, соответ-
ственно. Данные функции строятся по ре-
зультатам экспериментов. В данной работе эти 
функции аппроксимированы по эксперимен-
тальным данным для ротора Савониуса [8] и 
получены следующие зависимости:

( )
[ ]

( ]

( )
[ ]

( ]

( )
[ ]

( ]

2

2

2

2

0,78 0,44 0,26 при � 0;0,4 ;

0,066 0,124 0,37 при � 0,4;1,61 ;

1,7 1 при � 0;0,2 ;

0,17 1,3 при � 0,2;1,61 ;

2,3 0,18 0,35 при � 0;0,6 ;

4 1,45 при � 0,6;1,61 .

T

D

L

C

C

C

⎧ λ + λ + λ ∈⎪λ = ⎨
− λ − λ + λ⎪⎩

⎧ λ + λ ∈⎪λ = ⎨
λ + λ ∈⎪⎩

⎧ λ + λ − λ ∈⎪λ = ⎨
−λ + λ − λ ∈⎪⎩

Графики данных функций приведены на 
рис. 2.

Аэродинамические силы D и L, приложен-
ные в точке C, создают момент относительно 
оси Oz. Суммарный аэродинамический момент, 
действующий на центральный вал турбины 
(формируемый за счет n роторов), определяет-
ся выражением

 .z
a

rV
T n L D r

U U

Ω⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠

Помимо момента аэродинамических сил 
к оси Oz приложен момент Te, характеризую-
щий электромеханическое воздействие статора 

электрогенератора на ротор электрогенерато-
ра. Этот момент описывается следующим вы-
ражением [5]:

 
2

.e z
i

K
T

r R
= Ω

+

Здесь K — коэффициент электромеханиче-
ского воздействия (константа, определяемая 
свойствами генератора); ri — внутреннее со-
противление генератора; R — внешнее сопро-
тивление в локальной электрической цепи.

Уравнения движения и рабочие режимы ВЭУ

Составляя уравнения движения системы 
в форме уравнений Лагранжа второго рода и 
проводя процедуру обезразмеривания, полу-
чаем уравнения движения в следующем виде:
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zx

i xz

J bK
k a

r R nV S r J r n

ω
λ = = > = >

+ ρ+ ω

Здесь точка обозначает производную по без-
размерному времени τ = 0,5nρS1r

2Vt/Jz; пере-
менные ωx = bΩx/V, ωz = r  Ωz  /V — безразмерные 
угловые скорости S-ротора и центрального вала, 
соответственно; k — безразмерный коэффици-
ент полезной нагрузки (чем больше нагрузка со 
стороны потребителей в цепи генератора ВЭУ, 
тем больше k).

Рабочему режиму ВЭУ соответствует устой-
чивая неподвижная точка уравнений (1).

Рис. 2. Графики аэродинамических коэффициентов CT(l), CD(l), CL(l) для ротора Савониуса
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Неподвижная точка * *( ; )x zω ω  системы (1) 
удовлетворяет следующей системе алгебраиче-
ских уравнений:

 
* * 2

0 0

* 2 * *
0 0

1 ( ) ,� � � � � � � ( ) 0,� � � � � � � � �

1 ( ) ( ( ) ( ) ) 0.

x z T

z L D z z

C

C C k

⎧ ω = λ + ω λ =⎪
⎨
⎪ + ω λ − λ ω − ω =⎩

 (2)

Здесь значение λ = λ0, соответствующее ста-
ционарному движению системы, определяется 
корнем функции CT(λ).

Для произвольного * 0zω >  система (2) опре-
деляет однозначно значения переменной *

xω
и параметра k, при которых существует непод-
вижная точка с заданным *

zω . Другими слова-
ми, удобно задать семейство решений системы 
(2) как параметрическую зависимость от *

zω , 
поскольку k входит в систему (2) линейно, а 

*
zω  — нелинейно. Из второго уравнения систе-

мы (2) получаем единственное значение коэф-
фициента k, обеспечивающее существование 
неподвижной точки с заданным *

zω :

 * * 2 * *
0 0( ) 1 ( ) ( ( ) ( ) )/ .z z L D z zk k C C= ω = + ω λ − λ ω ω�  (3)

Если величина k, определяемая формулой 
(3), положительна, то соответствующая непод-

вижная точка ( )* 2 *
0 1 ( ) ,z zλ + ω ω  отвечает ста-

ционарному движению ВЭУ. Функция *( )zk ω�  
обладает следующими свойствами:
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ω →∞
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ω = −∞
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Учитывая эти свойства, получаем, что для 
любого k > 0 существует ровно одна неподвиж-
ная точка системы (1).

Бифуркационные диаграммы, описываю-
щие зависимости между коэффициентом k 
полезной нагрузки и безразмерными угловы-
ми скоростями *

zω  центрального вала и *
xω  

S-ротора на стационарном режиме, представ-
лены на рис. 3.

Зависимости, представленные на рис. 3, по-
строены численно как параметрические функ-
ции *

zω  с использованием первого соотноше-
ния системы (2) и формулы (3).

Устойчивость стационарных режимов
движения системы

В случае, когда система (2) имеет решение, 
достаточные условия асимптотической устой-
чивости неподвижной точки выглядят следу-
ющим образом (получены с использованием 
критерия Гурвица):

 ( ) * 2
1 0 0

*
* *

0 0 0* 2

*
* 2

2 0 0 * 2
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T
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d λ=λ
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λ

, ( )
0

0
D

D
dC

C
d λ=λ

′ λ =
λ
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( )
0

0� .L
L

dC
C

d λ=λ
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λ

Если хотя бы одно из чисел Δ1 или Δ2 по-
ложительно, то соответствующая неподвижная 
точка неустойчива.

Из качественных свойств аэродинамиче-
ских коэффициентов следует, что TC ′ (λ0) < 0, 

DC ′ (λ0) > 0, CD(λ0) > 0.
Принимая во внимание, что k > 0, получа-

ем, что Δ2 < 0.
В силу качественных свойств функции CD(λ) 

выполнены следующие неравенства: CD(0) > 0 
и величина DC ′ (λ0) меньше, чем среднее (по λ) 
значение производной dCD(λ)/dλ на интервале 
λ ∈ (0, λ0). Из этого, в частности, следует,
что выполнено неравенство: CD(λ0) > CD(0) +
+ λ0 DC ′ (λ0) > λ0 DC ′ (λ0). Следовательно, Δ1 < 0.

Таким образом, неподвижная точка систе-
мы (1) всегда асимптотически устойчива.

Рис. 3. Графики безразмерных угловых скоростей на стаци-
онарном режиме в зависимости от коэффициента полезной 
нагрузки
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Коэффициент механической мощности ВЭУ

Оценим коэффициент cp механической мощ-
ности, отбираемой у потока на стационарном 
режиме. Этот коэффициент определяется от-
ношением механической мощности P, отбира-
емой ветротурбиной у потока, к мощности P0 
потока, проходящего через характерное сече-
ние ветротурбины. Обозначим S0 — площадь 
характерного сечения ветротурбины. Значения 
P и P0 определяются по следующим формулам:

 
3 2

1
1

1 ( ( ) ( ) ) ;
2

z
a z z

z L D z z

rV
P T n L D r

U U

nS V C C

Ω⎛ ⎞
= Ω = − Ω =⎜ ⎟

⎝ ⎠

= ρ + ω λ − λ ω ω

 3
0 0

1
.

2
P S V= ρ

Коэффициент мощности cp определяется 
следующим образом:

 ( ) ( )( )20 1

0

1p z L D z z
P nS

c C C
P S

= = + ω λ − λ ω ω . (4)

Отметим, что чем больше отношение
s = nS1/S0, тем менее точным является пред-
положение модели о независимости обтекания 
лопастей ВЭУ. Будем считать, что для рас-
сматриваемой турбины s = 0,2. Зависимость 
коэффициента мощности cp, определяемого по 
формуле (4), от коэффициента полезной на-
грузки k, определяемого по формуле (3), пред-
ставлена на рис. 4 (сплошная линия).

Максимум cp составляет примерно 0,24 и до-
стигается при k ≈ 1,5. Для сравнения на рис. 4 
штриховой линией приведена функция cp(k), 
соответствующая классической ВЭУ типа Са-
вониуса, аэродинамические характеристики 

которой (см. рис. 2) использовались для опи-
сания каждого из S-роторов. При этом учтено, 
что s = 0,2.

Обсуждение результатов

Итак, для одиночного ротора Савониуса мак-
симум коэффициента мощности составляет око-
ло 0,18 [8] и достигается в случае s = 0,2 при
k ≈ 1,2. Таким образом, максимальный коэф-
фициент мощности для ветротурбины, исполь-
зующей силу Магнуса, может быть несколько 
выше, чем для классического ротора Савони-
уса (с той же характерной площадью осевого 
сечения). Реализация этой возможности за-
висит от отношения характерных площадей
s = nS1/S0. Максимальное значение cp для рас-
сматриваемой ВЭУ составляет примерно 1,2s. 
Это значение выше, чем для классической ВЭУ 
Савониуса, если s превосходит некоторое кри-
тическое значение s* ≈ 0,15. Чем больше s, тем 
больше ожидаемое преимущество по сравне-
нию с классическим ротором Савониуса.

Заключение

В работе проведено исследование динами-
ческой модели горизонтально-осевой ВЭУ, ис-
пользующей эффект Магнуса. Описана зави-
симость коэффициента мощности, отбираемой 
у потока на стационарных режимах, от коэффи-
циента полезной нагрузки. В частности, опре-
делено максимальное значение коэффициента 
мощности. Это значение сопоставлено с ана-
логичным показателем эффективности, вычис-
ленным для классического ротора Савониуса.
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The closed mathematical model of the Magnus-effect-based horizontal axis wind turbine is constructed. The central 
shaft of the turbine is directed along the wind flow. Several Savonius rotors are mounted in cylindrical joints at the central 
shaft. Axis of these joints are orthogonal to the wind flow direction. Self-sustained rotation of Savonius rotors induces the 
Magnus force that sustains the rotation of the central shaft. The rotor of an electric generator is attached to the central 
shaft. The generator is connected to a local electric circuit. The quasi-steady approach is used to describe the aerodynamic 
action upon the system. Corresponding aerodynamic coefficients are approximated basing on experimental data. The elec-
tromechanical torque acting upon the rotor of the generator is supposed to be linear with respect to the angular speed of the 
rotor. The coefficient of the electromechanical torque depends on the external resistance in the circuit of the generator. The 
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The bifurcation diagram is constructed that describes the mechanical power of the wind turbine depending on the payload 
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Совместная работа двух мобильных роботов
при автоматическом выполнении манипуляционных операций1

В настоящее время манипуляционные мобильные роботы (МР) активно используются при проведении работ в трудно-
доступных или опасных для человека местах. Однако в процессе их индивидуальной работы могут возникать ситуации, 
когда используемые ими системы технического зрения (СТЗ) не позволяют полностью или частично наблюдать объек-
ты работ. В этом случае дополнительно могут использоваться вспомогательные малогабаритные и высокоманевренные 
МР, также оснащенные СТЗ. Но применение вспомогательных МР неизбежно приводит к появлению погрешностей при 
определении положений объектов работ в системе координат основного манипуляционного МР. Поэтому возникает не-
обходимость создания новых подходов и методов согласованного управления несколькими МР и точного определения их 
взаимного расположения для выполнения заданных манипуляционных операций в полностью автоматическом режиме.

В статье рассмотрены метод и алгоритм автоматического выполнения манипуляционных операций в процессе со-
вместной работы двух МР. Первый из них (основной) оборудован манипулятором и СТЗ, а второй (вспомогательный и 
более маневренный) — только СТЗ. Предложенная система управления позволяет точно выполнять манипуляционные 
операции с различными объектами в экстремальных условиях, даже если объект работ находится вне зоны видимо-
сти СТЗ первого робота. При этом пространственные положения и ориентации объектов работ определяются и (при 
необходимости) корректируются с помощью СТЗ вспомогательного робота и передаются по каналам связи в управ-
ляющую систему основного робота, привязываясь уже к его системе координат. Разработанная система позволяет 
определить, а затем и компенсировать с помощью СТЗ не только погрешности определения координат объектов 
работ, но и погрешности работы навигационных систем обоих МР за счет выполнения пробных (тестовых) движений 
рабочего органа манипулятора. Результаты математического моделирования полностью подтвердили работоспо-
собность и эффективность предложенного подхода к совместной работе двух МР в автоматическом режиме.

Ключевые слова: мобильный робот, групповое управление, система управления, манипулятор, подвижная теле-
камера

Введение

В  настоящее время мобильные роботы (МР) 
уже активно используются при проведении ра-
бот в труднодоступных или опасных для челове-
ка местах. Выполнение рабочих операций в та-
ких условиях осложняется и трудно поддается 
полной автоматизации. Поэтому обычно эти 
работы выполняются в полуавтоматическом 
режиме управления, когда оператор управляет 
манипулятором, установленным на мобильном 
основании [1—4] с помощью задающего устрой-
ства, ориентируясь только по изображению ра-
бочего пространства на экране телемони тора. 

1 Работа выполнялась при финансовой поддержке РФФИ 
(гранты 16-29-04195,  16-07-00718).

Для систем с такими мобильными роботами 
уже решены многие задачи навигации и управ-
ления [5—7].

Однако в процессе работы МР с манипуля-
тором могут возникать ситуации, когда его си-
стема технического зрения (СТЗ) не позволя-
ет наблюдать объект работ. В этом случае для 
наблюдения за этим объектом целесообразно 
использовать более маневренный второй МР, 
также оснащенный СТЗ. При этом желательно, 
чтобы используемые СТЗ имели возможность 
изменения ориентации своих оптических осей 
для получения лучшего обзора рабочего про-
странства и объекта работ [7—9]. Но примене-
ние вспомогательного МР неизбежно приводит 
к появлению погрешностей при определении 
положения объекта работ в системе координат 

РОБОТЫ, МЕХАТРОНИКА
И РОБОТОТЕХНИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ
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(СК) основного МР. В результате не удается 
выполнять требуемые манипуляционные опе-
рации в полностью автоматическом режиме.

Анализ опубликованных работ показал, что 
в настоящее время проблема групповой рабо-
ты МР при выполнении манипуляционных 
операций в автоматическом режиме не решена. 
Зарубежные и российские исследователи в ос-
новном работают в области создания методов 
управления группами однотипных МР [10—14] 
или в области транспортировки больших объ-
ектов этими группами [15, 16]. Известны пуб-
ликации, посвященные работе отдельно под-
водных роботов [17] или манипуляторов [18] 
в автоматическом режиме, но в них не предус-
мотрена их совместная работа в составе груп-
пы. Таким образом, по-прежнему актуальной 
остается задача создания новых подходов, ме-
тодов и алгоритмов согласованного управле-
ния группой МР для автоматического выпол-
нения манипуляционных операций.

1. Постановка задачи

В работе ставится и решается задача разра-
ботки нового метода совместного управления 
МР, один из которых (основной) оборудован 
манипулятором и СТЗ, а второй (вспомога-
тельный) — только СТЗ. Создаваемая система 
должна предназначаться для автоматическо-
го выполнения манипуляционных операций 
с различными объектами в экстремальных ус-
ловиях, когда объект работ находится вне зоны 
видимости СТЗ основного робота. При этом 
пространственное положение и ориентация 
указанного объекта должны определяться СТЗ 
вспомогательного робота и передаваться по ка-
налам связи в СК основного робота. Синтези-
руемая система должна обеспечивать заданную 

точность автоматического выполнения мани-
пуляционных операций с объектом за счет вы-
явления и устранения погрешностей, возника-
ющих при определении его положения.

2. Описание совместной работы
двух мобильных роботов

На рис. 1 показана обобщенная схема пред-
лагаемой системы, состоящей из двух МР 1 и 2. 
Как уже отмечалось ранее, при работе основ-
ного МР 1, оснащенного манипулятором 3 и
СТЗ 4, могут возникать ситуации, когда эта 
СТЗ не позволяет наблюдать объект работ 7.
В этом случае используется более маневрен-
ный второй МР 2, оснащаемый своей СТЗ 5. 
В СТЗ 4 и 5 используются телекамеры, оптиче-
ские оси которых могут менять свою простран-
ственную ориентацию. МР 2 подходит (или 
подлетает при использовании летательных МР) 
к объекту 7 с удобного ракурса так, чтобы од-
новременно был виден этот объект и калибро-
вочный инструмент (маркер) 6, установленный 
на основном МР на гибком стержне. Этот МР 
одновременно сканирует их с помощью своей 
СТЗ и определяет их координаты в СК С2. За-
тем эти координаты с помощью навигационной 
системы МР 2 из СК С2 переводятся в абсолют-
ную СК (АСК) С0, а из нее с помощью навига-
ционной системы МР 1 — в СК С1.

Поскольку СТЗ всегда определяют коор-
динаты объектов работ с погрешностями, то 
после передачи пространственных координат 
объекта 7 из СК С2 в АСК С0, а затем и в СК С1 
указанные координаты в С1 будут заданы с по-
грешностями. В результате без предваритель-
ного уточнения этих координат осуществлять 
точное автоматическое выполнение техноло-
гических операций на объекте 7, ориентируясь 

только на исходную информацию, 
полученную с помощью СТЗ 5 и 
переданную в СК С1, манипуля-
тор 3 не сможет. Для качествен-
ного выполнения отмеченных 
операций указанные координаты 
объекта 7 в СК С1 должны быть 
уточнены. Для этого используют-
ся координаты калибровочного 
инструмента 6, полученные с по-
мощью СТЗ 5 и также переданные 
в СК С1. Причем эти координаты 
будут отличаться от координат ре-
ального инструмента 6 в этой СК Рис. 1. Схема совместной работы двух мобильных роботов
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на значение той же погрешности, так как объ-
ект работ и калибровочный инструмент одно-
временно наблюдаются СТЗ 5.

Для уточнения координат объекта 7 в СК С1 
рабочий орган манипулятора 3 в этой СК пере-
мещается к виртуальной модели калибровоч-
ного инструмента, расположенной рядом с ре-
альным калибровочным инструментом 6, т. е. 
осуществляется пробный подход манипулято-
ра к этому инструменту 6. Затем СТЗ 5 фикси-
рует отклонения пространственных координат 
реального калибровочного инструмента 6 от 
рабочего органа манипулятора 3 и с помощью 
системы цифровой обработки видеоинформа-
ции определяет реальные отклонения этого 
органа от калибровочного инструмента 6 в СК 
С2, уточняя полученные ранее координаты мо-
дели объекта работ 7 в СК С1.

Поскольку указанные операции перено-
са координат калибровочного инструмента и 
объекта работ осуществляются одновременно 
при неподвижном положении МР 1 и МР 2, 
то ошибки определения их пространственных 
координат в СК С1 будут одинаковыми. По-
этому координаты объекта 7 после выполне-
ния указанной манипуляционной операции и 
расчетов будут определяться точно. В результа-
те манипулятор 3 сможет точно выполнить за-
данные технологические операции с объектом 7, 
который находится вне поля зрения его СТЗ.

Гибкий стержень для калибровочного ин-
струмента 6 необходим на случай, если после 
первоначальных перемещений манипулятора 3 
в окрестность этого инструмента его рабочий 
орган столкнется с ним.

3. Описание алгоритма работы системы

Для реализации предложенного метода ав-
томатического выполнения манипуляционных 
операций был разработан алгоритм, этапы ко-
торого описаны ниже. При описании алгоритма 
введена матрица однородных преобразований 

4 4,i
j

×∈T T  включающих элементарные поворо-
ты и сдвиги (эта матрица преобразует вектор, 
заданный в повернутой и сдвинутой СК Сj, 
в вектор, заданный в неподвижной СК Сi [19]).

Этап 1. На этом этапе определяются по-
ложение и ориентация МР в АСК С0: c10 =
= [x10 y10 z10 1]

т, c20 = [x20 y20 z20 1]
т — коорди-

наты центров СК С1 и С2 основного и вспо-
могательного МР, ϕ10, ϕ20 — углы поворота ос-
новного и вспомогательного МР относительно 

АСК (углы поворотов СК С1 и С2 вокруг вер-
тикальных осей z1 и z2, соответственно). Здесь 
же определяются начальные значения векто-
ров положения рабочего органа rc (точка А) и 
манипулятора rm (точка В) в СК С1 (рис. 2).

Этап 2. Вспомогательный МР с помощью 
СТЗ 5 определяет координаты объекта 7 ос2 =
= [xoc2 yoc2 zoc2 1]т и инструмента 6 (маркера)
mс2 = [xmc2 ymc2 zmc2 1]

т в своей СК С2. Посколь-
ку в качестве СТЗ МР используется подвижная 
телекамера, то при вычислении указанных ко-
ординат автоматически учитывается ее теку-
щая ориентация [7—9].

Полученные координаты передаются в
АСК С0. Для этого векторы ос2 и mс2 умножа-
ются на матрицу однородного преобразования 

0
2T , связывающую СК С0 и С2, которая преду-

сматривает поворот на угол ϕ20 вокруг оси z0 и 
перенос на вектор c20:
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где cϕ2, sϕ2 — cosϕ2, sinϕ2 соответственно.

Рис. 2. Кинематическая схема используемого манипулятора
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Затем обеспечивается передача этих коор-
динат в СК С1. При этом выполняется поворот 
на угол (–ϕ10) вокруг оси z1 и перенос на вектор 
(–c10), (поскольку АСК С0 повернута и смеще-
на относительно СК С1):
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где cϕ1, sϕ1 — cosϕ1, sinϕ1 соответственно.
Этап 3. На этом этапе в автоматическом ре-

жиме выполняется пробный подход рабочего 
органа манипулятора к калибровочному ин-
струменту 6. Вначале по вычисленному поло-
жению пары векторов rc и rm вблизи инстру-
мента 6 решается обратная задача кинематики 
манипулятора и определяются конечные зна-
чения всех его степеней подвижности, кото-
рые являются задающими воздействиями для 
всех следящих приводов. Затем обеспечивается 
движение манипулятора и его рабочего органа 
к построенной виртуальной модели калибро-
вочного инструмента, алгоритм которого под-
робно описан в работе [20].

Этап 4. Определение конечных координат 
точки А с помощью СТЗ 5 и расчет простран-
ственного отклонения (ошибки позициониро-
вания) этой точки от калибровочного инстру-
мента в СК С2 с помощью выражения Δc2 =
= rc2 – mc2, где rc2 — конечное значение вектора 
положения рабочего органа (точки А).

Этап 5. Пересчет координат объекта 7 с уче-
том выявленной ошибки позиционирования 
рабочего органа в СК С2 по формуле oc2.cor =
= oc2 – Δc2 и передача скорректированных ко-
ординат этого объекта сначала в АСК С0, а за-
тем и в СК С1:
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Аналогично определяются и передаются 
в СК С1 точные координаты инструмента 6 

с учетом ошибки позиционирования для вы-
полнения проверочного подхода к этому ин-
струменту:
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Этап 6. На этом этапе для проверки точности 
определения положений объектов после введен-
ной коррекции вновь рассматривается подход 
рабочего органа манипулятора к инструмен-
ту   6. При этом выполняются действия, анало-
гичные действиям, представленным на этапе 3, 
но при определении точки подхода рабочего ор-
гана к указанному инструменту используются 
уже его уточненные координаты в СК С1, вы-
численные на этапе 5. Если требуемая точность 
подхода, контролируемая СТЗ 5, обеспечивает-
ся, то осуществляется переход к следующему 
этапу, а если нет, то этапы 4—6 повторяются до 
достижения требуемой точности.

Этап 7. После проверки точности позицио-
нирования рабочего органа относительно ин-
струмента 6 осуществляется подход манипу-
лятора к объекту работ 7 для последующего 
выполнения требуемых действий в автоматиче-
ском режиме. Эта операция также контролиру-
ется СТЗ 5. Содержание этого этапа аналогично 
содержанию этапа 3. При точном подходе на-
чинаются рабочие операции с объектом. Если 
же требуемая точность не обеспечивается, то 
работа манипулятора прекращается, и опера-
тору сообщается о невозможности дальнейших 
действий.

Предложенный алгоритм позволяет опре-
делить, а затем и скомпенсировать с помощью 
СТЗ не только погрешности определения ко-
ординат объектов, но и погрешности работы 
навигационных систем (погрешности опре-
деления положения и ориентации обоих МР 
в АСК С0). Поскольку в этом случае при проб-
ном подходе к инструменту 6 пространствен-
ное отклонение Δc2 точки А от этого инстру-
мента будет зависеть как от ошибок определе-
ния посредством СТЗ координат инструмента, 
так и от ошибок навигации МР, то пересчет 
координат этого инструмента и объекта ра-
бот с учетом Δc2 позволит скомпенсировать все 
указанные ошибки.
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4. Исследование работы системы

Для проверки работоспособности предлага-
емого выше алгоритма работы системы, состо-
ящей из двух мобильных роботов, было прове-
дено ее математическое моделирование.

Кинематическая схема манипулятора ос-
новного МР изображена на рис. 2. Этот мани-
пулятор имеет параметры l1 = 0,25 м, l2 = 0,2 м,
l3 = 0,215 м, h = 0,21 м. Координаты начала 
СК С1 и СК С2 (мобильных роботов), калибро-
вочного инструмента и объекта работ в АСК 
С0, соответственно, описываются векторами:
c10 = [1 –0,3 0 1]т, c20 = [1 0,3 0 1]т, mc0 =
= [1 –0,25 0,1 1]т, oc0 = [0,9 0 0,15 1]т.

При моделировании полагалось, что навига-
ционные системы обоих МР точно определяют 
их координаты в АСК С0. В начале моделиро-
вания манипулятор имел следующие исходные 
значения обобщенных координат: q1 = 0, q2 = π/8, 
q4 = π/6, q5 = 0.

На рис. 3 и 4 показаны изменения коорди-
нат точек А и В манипулятора (см. рис. 2) при 
его движении в СК С1, когда:

1. СТЗ 5 точно определяет координаты ин-
струмента 6 и объекта 7 в СК С2.

2. СТЗ 5 определяет координаты калибровоч-
ного инструмента 6 и объекта 7 в СК С2 с ошиб-
ками по осям x и y, равными ΔxC2 = ΔyC2 = 0,05 м.

На рис. 3 и 4 цифрой 0 обозначено начальное 
положение рабочего органа (точки А) манипу-
лятора, цифрой 1 — положение калибровочного 
инструмента 6, а цифрой 2 — положение объ-
екта работ в СК С1. Из рис. 3 видно, что при 
точной работе СТЗ 5 рабочий орган из исход-
ного положения (точка 0) сразу достигает точ-
ки 1 расположения инструмента 6 (координаты 
вектора rc в конце движения манипулятора со-
впадают с координатами инструмента 6). При 
этом рабочий орган расположен вертикально 
(векторы rc и rm отличаются по координате z на 
длину звена манипулятора l3). Затем точка А 
манипулятора точно подходит к объекту ра-
бот 7 (точка 2).

На рис. 4 цифрой 1′ обозначено ошибочное 
положение инструмента 6 в СК С1, получен-
ное на основе ошибочных данных СТЗ 5. Из 
рис. 4 видно, что рабочий орган при движении 
к инструменту 6 вначале не достигает точки 1.
После этого пробного подхода по текущему 
положению рабочего органа (точка 1′) и ин-
струмента 6 (точка 1), определяемому СТЗ 5, 
рассчитывается ошибка позиционирования и 
выполняется корректировка положения этого 

инструмента и объекта 7 (этапы 4 и 5 алгорит-
ма). Затем точка А рабочего органа движется 
уже точно к инструменту 6 (точка 1) и к объ-
екту 7 (точка 2).

Таким образом, результаты выполненного 
математического моделирования полностью 
подтвердили работоспособность и эффектив-
ность предлагаемого подхода к совместной 
работе двух МР. Этот подход позволяет осу-
ществлять точную работу манипулятора даже 
с объектами, которые не наблюдаются СТЗ 
МР, на котором он установлен.

Заключение

В работе предложен новый подход к точно-
му автоматическому выполнению манипуля-
ционных операций с помощью двух МР, один 
из которых оборудован манипулятором и СТЗ, 
а второй — вспомогательный (более маневрен-
ный) — только СТЗ. Созданный алгоритм по-

Рис. 3. Пространственное движение манипулятора и харак-
терной точки рабочего органа при точной работе СТЗ

Рис. 4. Пространственное движение манипулятора и точки А 
рабочего органа при работе СТЗ с ошибками
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зволяет точно работать с объектами, находя-
щимися вне зоны видимости СТЗ основного 
робота. При этом пространственное положе-
ние и ориентация указанного объекта опреде-
ляются СТЗ вспомогательного робота. Предло-
женный подход позволяет сохранить заданную 
точность автоматического выполнения мани-
пуляционных операций с различными объ-
ектами даже при наличии погрешностей при 
определении положения и ориентации объек-
тов работ, а также ошибок навигации обоих 
МР за счет выполнения пробных (тестовых) 
движений рабочего органа манипулятора. Тех-
ническая реализация предложенного подхода 
не вызывает принципиальных затруднений.

Список литературы

 1. Andreev V. P., Pryanichnikov V. E. Operation Environ-
ment of Mobile Robots with Supervision Control // Annals of 
DAAAM for 2011 & Proceedings of the 22nd International 
DAAAM Symposium. Vienna, Austria. 2011. Volume 22, No. 1. 
P. 0021—0022.

 2. Cetin L., Baser O., Keskin O., Uyar E. Vision Based 
Control Algorithm for a Mobile Manipulator //Annals of DAAAM 
for 2011 & Proceedings of the 22nd International DAAAM Sym-
posium. Vienna, Austria. 2011. Volume 22, No. 1. P. 0449—0450.

 3. Changhwan C., Yongchil S., Seungho J., Seungho K. Tele-
Operated Fuel Handling Machine Manipulation Robot for the 
Nuclear Power Plants // Proc. CD-ROM of the 6th Asian Control 
Conf. Bali, Indonesia. 2006. P. 983—987.

 4. Lee D., Spong M. W. Passive bilateral control of teleoper-
ators under constant time-delay // Proc. 16 IFAC World Congress. 
Prague, Czech Rep. 2005. File 03009.pdf (CD-ROM). P. 1—6.

 5. Филаретов В. Ф., Юхимец Д. А. Метод формирования 
гладких траекторий движения мобильных роботов в неиз-
вестном заранее окружении // Известия Российской академии 
наук. Теория и системы управления. 2017. № 4. С. 174—184.

 6. Филаретов В. Ф., Юхимец Д. А., Мурсалимов Э. Ш. 
Информационно-управляющая система для мобильных ро-
ботов // Автометрия. 2015. Т. 51. № 5. С. 92—100.

 7. Katsurin Alexey. System of Telecontrol by the Mobile 
Robot with Movable Camera // Applied Mechanics and Materials. 
2014. Vol. 643. P. 9—14.

 8. Филаретов В. Ф., Кацурин А. А., Пугачев Ю. А. Ме-
тод полуавтоматического комбинированного управления 

манипулятором с помощью подвижной телекамеры // Меха-
троника, автоматизация, управление. 2009. № 2. С. 38—45.

 9. Филаретов В. Ф., Кацурин А. А. Метод полуавтомати-
ческого позиционного управления манипулятором с помо-
щью телекамеры, изменяющей пространственную ориента-
цию своей оптической оси // Мехатроника, автоматизация, 
управление. 2008. № 9. С. 15—22.

 10. Fernando J. Mendiburu, Marcos R. A. Morais, Antonio M. N. 
Lima. Behavior coordination in multi-robot systems // Proc. of 
2016 IEEE International Conference on Automatica (ICA-ACCA). 
2016. P. 1—7.

 11. Xiao Yu, Lu Liu, Gang Feng. Distributed circular formation 
control of multi-robot systems with directed communication 
topology // Proc. of 2016 35th Chinese Control Conference 
(CCC). 2016. P. 8014—8019.

 12. Francesco Riccio, Emanuele Borzi, Guglielmo Gemignani, 
Daniele Nardi. Multi-robot search for a moving target: Integrating 
world modeling, task assignment and context // Proc. of 2016 
IEEE/RSJ International Conference on Intelligent Robots and 
Systems (IROS). 2016. P. 1879—1886.

 13. Abraham P. Vinod, Yuqing Tang, Meeko M. K. Oishi, 
Katia Sycara, Christian Lebiere, Michael Lewis. Validation of 
cognitive models for collaborative hybrid systems with discrete 
human input // Proc. of 2016 IEEE/RSJ International Conference 
on Intelligent Robots and Systems (IROS). 2016. P. 3339—3346.

 14. Меркулов В. И. Синтез согласованного управления 
группой объектов // Динамика сложных систем — XXI век. 
2016. Т. 10. № 2. С. 23—27.

 15. Abel Garcia Barrientos, Joel Lara Lopez, Eduardo Steed 
Espinoza, Jose Hoyo, Guillermo Valencia Palomo. Object Trans-
portation Using a Cooperative Mobile Multi-Robot System // IEEE 
Latin America Transactions. 2016. Vol. 14, Issue 3. P. 1184—1191.

 16. Градецкий В. Г., Ермолов И. Л., Князьков М. М., 
Семенов Е. А., Собольников С. А., Суханов А. Н. О науч-
ных задачах выполнения транспортных операций группой 
мобильных роботов // Экстремальная робототехника. 2016. 
№ 1. С. 25—30.

 17. Филаретов В. Ф., Коноплин А. Ю., Коноплин Н. Ю. 
Система для автоматического выполнения манипуляцион-
ных операций с помощью подводного робота // Мехатрони-
ка, автоматизация, управление. 2017. Т. 18. № 8. С. 543—549.

 18. Филаретов В. Ф., Юхимец Д. А., Коноплин А. Ю. Ме-
тод синтеза системы автоматического управления режимом 
движения схвата манипулятора по сложным пространствен-
ным траекториям // Мехатроника, автоматизация, управле-
ние. 2012. № 6. С. 47—54.

 19. Зенкевич С. Л., Ющенко А. С. Основы управления мани-
пуляционными роботами. М.: Изд-во МГТУ им. Н. Э. Баумана, 
2004. — 480 с.

 20. Vladimir Filaretov, Alexey Katsurin, Chyi-Yeu Lin. System of 
Telecontrol by Manipulators for Automatic Grasp of Objects // Proc. of 
2011 International Conference on Intelligent Computing and Control 
(ICOICC 2011). Bangkok, Thailand. May 27—28, 2011. P. 1—4.

Joint Work of Two Mobile Robots at the Automatic Execution
of Manipulation Operations

V. F. Filaretov, fi laretov@inbox.ru, A. A. Katsurin, katsurin@mail.ru
Institute of Automation and Control Processes FEB RAS, Vladivostok, 690041, Russian Federation,

Far Eastern Federal University, Vladivostok, 690091, Russian Federation

Corresponding author: Katsurin Aleksey A., Ph. D., Senior staff scientist, Institute of Automation and Control 
Processes FEB RAS, Vladivostok, 690041, Russian Federation, Associate Professor, Far Eastern Federal University, 

Vladivostok, 690091, Russian Federation, e-mail: katsurin@mail.ru

Received on May 04, 2018

At present, manipulative mobile robots (MR) are actively used in work in hard-to-reach or dangerous places for human 
beings. However, in the process of their individual work, situations may arise where their vision systems (VS) do not allow 
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to observe the work objects fully or partially. In this case, auxiliary compact and highly maneuverable MR, also equipped 
with VS, can additionally be used. But the use of auxiliary MR inevitably leads to the appearance of errors in determining 
the positions of objects of work in the coordinate system of the main manipulative MR. Therefore, there is a need to create 
new approaches and methods for the coordinated control of several MRs and accurate determination of their relative posi-
tions for performing specified manipulation operations in a fully automatic mode.

The paper considers the method and algorithm for automatic execution of manipulation operations in the process of joint 
work of two MRs. The first of them (the main one) is equipped with a manipulator and VS, and the second one (auxiliary 
and more maneuverable) — only VS. The proposed control system allows to accurately perform manipulation operations with 
various objects in extreme conditions, even if the object of work is out of sight of the VS of the first robot. In this case, the 
spatial positions and orientations of the objects of work are determined and (if necessary) are corrected using the VS of the 
auxiliary robot and transmitted through the communication channels to the control system of the main robot, already being 
attached to its coordinate system. The developed system allows to determine and then compensate using VS not only the errors 
in determining the coordinates of work objects, but also the errors in the operation of the navigation systems of both MRs by 
performing trial (test) movements of the manipulator’s working tool. The results of mathematical modeling fully confirmed the 
operability and effectiveness of the proposed approach to the joint operation of two MRs in the automatic mode.

Keywords: mobile robot, multi-robot system, control system, manipulator, mobile camera
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Формирование траектории аварийного торможения манипулятора 
методом последовательного отключения приводов

При возникновении аварийной ситуации или нажатии на пульте управления соответствующей кнопки система 
управления экстренно останавливает манипулятор путем отключения приводов и включения тормозов, если степени 
подвижности оснащены ими. Возникающее в результате этого движение манипулятора является неуправляемым и 
может привести к значительным отклонениям от программной траектории.

В работе рассматривается устройство управления аварийным торможением, которое, будучи подключенным к 
системе управления, обеспечивает выключение питания приводов степеней подвижности независимо друг от друга. 
Эта возможность позволяет формировать траекторию торможения путем отключения питания приводов в требу-
емой последовательности и с заранее вычисленными задержками.

В работе описывается алгоритм вычисления задержек контроллером устройства, при которых обеспечивается 
близость траектории аварийного торможения к программной траектории, что способствует уменьшению вероят-
ности возникновения опасных ситуаций, связанных со столкновением робота с объектами, расположенными в его 
рабочей зоне.

Ключевые слова: манипуляционный робот, аварийное торможение, формирование траектории торможения

Введение

При обнаружении нештатной ситуации или 
нажатии персоналом кнопки аварийной оста-
новки система управления роботом-манипуля-
тором тормозит его путем отключения приводов. 
При этом автоматически вводятся в действие 
тормоза, если степени подвижности оснащены 
ими. Рассмотренный способ торможения мани-
пулятора называется аварийным остановом [1].

Аварийное торможение манипулятора яв-
ляется неуправляемым [2, 3] и может привести 
к значительным отклонениям от программной 
траектории. В целях уменьшения отклонения 
применяют устройства, которые создают до-
полнительные тормозные усилия в двигателе. 
Например, в устройстве аварийного тормо-
жения, описываемом в патенте US8736219 [4], 
предлагается оснастить каждый привод допол-
нительным реле, которое по сигналу аварий-
ного торможения отключает питание приво-
да и закорачивает обмотки электродвигателя. 
Возникающая противоЭДС создает достаточно 
большой тормозной момент, в результате чего 
двигатель тормозится быстрее, чем при отклю-
чении питания.

Тормозное ускорение противоЭДС двигателя 
кратно меньше, чем тормозов, поэтому рассма-
триваемое усовершенствование функции ава-
рийного торможения не приводит к существен-

ному уменьшению тормозного пути. Кроме того, 
по-прежнему торможение осуществляется в не-
управляемом режиме, что может привести к опас-
ному отклонению от программной траектории.

В заявке на патент [5] рассматривается кон-
троллер, к которому подключены индиви-
дуальные для каждой степени подвижности 
средства включения/выключения питания со-
ответствующего привода. При этом предпола-
гается наличие оперативной связи контролле-
ра с компонентами, работа которых направле-
на на управление.

Заметим, что в промышленных манипуля-
ционных роботах система управления не пред-
назначена для взаимодействия с внешними 
устройствами на аппаратном уровне. По этой 
причине обсуждаемый способ усовершенство-
вания управления манипулятором, в том чис-
ле и аварийного торможения, невозможен без 
доработки аппаратного и, главное, программ-
ного обеспечения системы управления, так как 
штатные средства управления роботом на это 
не рассчитаны. Вопрос о способе выполнения 
аварийного торможения в цитируемой работе 
не рассматривается.

Постановка задачи

В настоящей работе предлагается формиро-
вать траекторию аварийного торможения путем 
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отключения питания привода каждой степе-
ни подвижности не одновременно со всеми, а 
с заранее рассчитанной задержкой. Значения 
задержек вычисляются системой управления 
движением после поступления сигнала об ава-
рийной остановке с таким расчетом, чтобы тра-
ектория торможения манипулятора оказалась 
близка к программной. Это позволяет на всем 
участке торможения исключить столкновение с 
объектами, которые находятся в рабочей зоне.

Техническая реализация предлагаемого спо-
соба управления траекторией торможения [6, 
7] предполагает, что система управления может 
отключить привод любой степени подвижности 
независимо от других. Для этого предлагается 
оснастить систему управления робота устрой-
ством, которое делает возможным выключение 
питания приводов в требуемой последователь-
ности и с необходимыми задержками.

Устройство управления
аварийным торможением

На рис. 1 показана структурная схема такого 
устройства и подключение его к системе управ-
ления манипуляционным роботом. На рис. 1 
обозначены: 1 — рассматриваемое устройство; 
2i — индивидуальные средства — реле или ана-

логичная схема включения/выключения пита-
ния привода степени подвижности i = 1, ..., n 
по сигналам 3i от контроллера 4, предназначен-
ного для определения момента начала тормо-
жения для каждой степени подвижности; 5 — 
электронная схема привода; 6 — вход напря-
жения питания приводов; 7 — входы датчиков 
положения исполнительных устройств манипу-
лятора, подключенные к общему контроллеру 
устройства; 8 — вход сигнала включения ава-
рийного торможения; 9i — выход напряжения 
питания приводов; 10 — система управления 
роботом; 11i — двигатель степени подвижности; 
12i — датчик положения степени подвижности; 
13i — контроллер следящей системы степени 
подвижности; 14 — реле или аналогичная элек-
тронная схема выключения питания приводов 
и включения тормозов робота; 15 — контрол-
лер исполнения рабочей программы робота; 
16 — блок питания; 17i — выходы управляюще-
го напряжения тормоза степени подвижности; 
18i — тормоз. Если манипулятор не оснащен 
тормозами, то блоки 17i и 18i отсутствуют, как 
и их связи с другими блоками схемы. Соеди-
нения, которые в системе управления должны 
быть исключены, отмечены на схеме штрихо-
выми линиями. Соединения, которые должны 
быть установлены при подключении, отмечены 
утолщенными линиями.

Рассмотрим работу устройства. 
При переходе к аварийному тор-
можению контроллер робота 15 
вырабатывает сигнал, по которо-
му до подключения предлагаемого 
устройства реле 14 системы управ-
ления штатно отключало питание 
электронных схем приводов 5. При 
подключенном устройстве этот сиг-
нал поступает через вход 8 в контрол-
лер 4 и запускает функцию управле-
ния аварийным торможением.

После этого контроллер 4 вы-
полняет расчеты моментов време-
ни, в которые должны быть вы-
ключено питание каждого привода 
и включен тормоз его двигателя. 
В них учитываются текущие ско-
рости степеней подвижности. Они 
вычисляются по показаниям дат-
чиков положения 12i, которые по-
ступают через входы 7. Заметим, 
что при движении манипулятора Рис. 1
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по программной траектории значения теку-
щих скоростей степеней подвижности совпа-
дают с программными скоростями.

При наступлении момента торможения оче-
редной степени подвижности i контроллер 4 
через соответствующую линию 3i переводит
реле 2i в состояние, которое прерывает пода-
чу питания приводов i (выход 9i) через вход 6 
источника питания 16. Двигатели 11i выклю-
ча ются, и одновременно включаются тормоза 
(выход 17i). В результате степень подвижности 
i останавливается.

Приведенное описание работы подключае-
мого устройства показывает, что его контрол-
лер позволяет включать торможение каждой 
степени подвижности независимо от других. 
Таким образом, появляется возможность фор-
мирования траектории аварийного торможе-
ния манипулятора посредством выбора мо-
ментов начала торможения каждой степени 
подвижности. Воспользуемся этим для того, 
чтобы обеспечить близость траектории тормо-
жения к программной траектории.

Алгоритм вычисления задержек

В момент поступления сигнала об аварий-
ном торможении контроллер рассматриваемого 
устройства оценивает длительности интервалов 
времени Тi, в течение которых каждая степень 
подвижности остановится, используя формулу

 ,i
i

i

v
T

w
=

где i — номер степени подвижности; vi — ско-
рость степени подвижности в начале торможе-
ния; wi — ускорение торможения. В этой фор-
муле скорость vi является известной величиной. 
Она вычисляется контроллером по показаниям 
датчиков положения степеней подвижности.

Для того чтобы определить wi, достаточно 
выполнить эксперимент по аварийному тормо-
жению и записать изменения координат степе-
ней подвижности во времени. Ускорение при 
торможении wi степени подвижности i вычис-
ляется по формуле
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в которой Di — выбег степени подвижности; ti — 
длительность торможения до полной остановки.

После вычисления длительностей торможе-
ния степеней подвижности контроллер нахо-
дит из них такую, которая тормозится дольше 
всех. В дальнейшем она обозначается Tmax, но-
мер этой степени — i0.

Торможение остальных степеней подвижно-
сти осуществляется с некоторой задержкой, ко-
торая вычисляется с учетом условия минимиза-
ции отклонения расчетной траектории манипу-
лятора от программной. Задача минимизации 
может быть решена численно с помощью из-
вестных методов вычислительной математики.

При некоторых естественных допущениях 
можно получить аналитическое решение зада-
чи и использовать его для построения управ-
ления. Предположим, что при торможении ко-
ординаты степени подвижности изменяются 
линейно, т. е. ускорение торможения постоян-
но. Заметим, что эта модель с точностью, до-
статочной в практических применениях, опи-
сывает изменение координат в степенях под-
вижности в реальном движении.

Решение задачи минимизации для рассмат-
риваемой модели представлено на рис. 2.

Приняты следующие обозначения: О — мо-
мент отключения питания степени подвижно-
сти с наибольшей длительностью торможения, 
ее номер обозначается через i0; длительность 
торможения Tmax; vi — скорость степени под-
вижности i в начале аварийного торможения; 
Тi торм — вычисляемый момент начала тор-
можения степени подвижности с номером i; 

Рис. 2



539Мехатроника, автоматизация, управление, Том 19, № 8, 2018

А — скорость степени подвижности в момент 
срабатывания тормоза; С — момент оконча-
ния торможения; D — момент окончания дви-
жения, если торможение происходит по про-
граммной траектории; В — точка пересечения 
прямых АС и viD; TB — момент времени, в ко-
торый это происходит.

Штриховой линией показан график измене-
ния скорости движения степени подвижности, 
если торможение осуществляется вдоль про-
граммной траектории. Сплошной линией по-
казано изменение скорости для формируемой 
траектории торможения, при котором тормо-
жение начинается с задержкой [ОТi торм] от-
носительно начала фактического торможения 
степени i0. На участке [Тi тормС] степень под-
вижности тормозится за счет сил трения в ре-
дукторе и работы тормозов.

На участке [OTB] фактическая скорость 
движения степени подвижности больше про-
граммной. Отклонение (опережение), которое 
в связи с этим возникает, численно равняется 
площади треугольника ΔviAB:
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Здесь L(viAB,t) — функция, график которой 
изображается ломаной линией viAB, L(TBD,t) — 
функция, график которой изображается пря-
мой TBD.

На участке [TBD] фактическая скорость 
движения степени подвижности меньше про-
граммной. Отклонение (отставание), которое 
в связи с этим возникает, численно равняется 
SΔBCD. Суммарное отклонение численно равно 
разности SΔviAB — SΔBCD.

Таким образом, наименьшее отклонение 
от программной траектории достигается при 
выполнении равенства SΔviAB = |SΔviAB —SΔBCD |, 
которое эквивалентно условию 2SΔviAB = SΔBCD. 
Принимая во внимание подобие ΔviAB и ΔBCD, 
получаем, что наименьшее отклонение дости-
гается при выполнении следующего соотноше-

ния: торм.2 iCD OT=
Учитывая, что TBС = vi/wi и OD = Tmax, по-

сле преобразований получим
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Учет задержек срабатывания тормозов

Срабатывание электромагнитных приводов 
тормозов происходит с некоторой временной 
задержкой. Обозначим ai — промежуток време-
ни, в течение которого срабатывает тормоз i-й 
степени подвижности. Достаточно часто зна-
чение задержки срабатывания тормоза приво-
дится производителем в списке характеристик 
электродвигателя.

Задержки аi достаточно просто определяют-
ся в эксперименте по аварийному торможению. 
Включению тормоза соответствует момент, 
когда скорость изменения координат начинает 
интенсивно замедляться. Задержка в срабаты-
вании тормоза аi равна промежутку времени 
между моментом выдачи сигнала на торможе-
ние и фактическим началом торможения.

Если все аi известны, то задержки отклю-
чения питания приводов для каждой степени 
подвижности даются формулой
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Заметим, что в случаях, когда задержка ai 
в срабатывании тормоза некоторой степени 
много больше, чем задержка для степени под-
вижности i0, может оказаться, что первым дол-
жен выключаться привод с номером i. Этой си-
туации соответствует случай Ti торм < 0.

Результаты экспериментов

Аналитические оценки показывают, что по 
сравнению с одновременным выключением 
питания приводов управление началом тормо-
жения позволяет в несколько раз уменьшить 
отклонение траектории торможения от про-
граммной траектории. Этот вывод подтверж-
ден в экспериментах, проведенных с манипу-
ляционным роботом РМ-01 [8]. Робот имеет 
антропоморфную кинематическую схему с ше-
стью управляемыми степенями подвижности. 
Конструктивно манипулятор является копией 
известного манипулятора PUMA-560.

Результаты одного из экспериментов при-
ведены в таблице. Манипулятору задается 
перемещение в заданную позицию. Во время 
исполнения движения нажимают кнопку ава-
рийного торможения. При нажатии кнопки 
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микроконтроллер, управляющий роботом, вы-
числяет значение задержек начала торможения 
для каждой из степеней подвижности по фор-
муле (1).

Для этого с помощью датчиков положения 
определяются текущие скорости движения сте-
пеней подвижности vi (столбец 2) и с учетом из-
вестной интенсивности их торможения wi (стол-
бец 3) прогнозируются интервалы времени, в 
течение которых каждая из степеней подвиж-
ности остановится: Ti = vi/wi (столбец 5). Затем 
контроллер находит степень подвижности, кото-
рая тормозится дольше других (ее время тормо-
жения Tmax, в данном случае это третья степень 
подвижности). Используя полученные данные, 
контроллер вычисляет задержки в обесточива-
нии приводов (столбец 7), при которых обеспе-
чивается минимизация отклонения траектории 
торможения от программной траек тории.

Закончив вычисления, контроллер отклю-
чает питание приводов степеней подвижности 
в последовательности возрастания величин
Ti торм. В рассмотренном примере первой будет 
выключена третья степень подвижности, для 
которой длительность торможения максималь-
на. Отключение питания остальных степеней 
подвижности осуществляется с вычисленны-
ми задержками. Например, питание первой 
степени подвижности отключается через 0,1 с 
после третьей, так как
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Согласно последнему столбцу таблицы сте-
пени подвижности должны отключаться в сле-
дующей последовательности: третья, первая —
через 0,1 с, пятая — через 0,18 с, вторая и чет-
вертая — через 0,2 с, шестая — через 0,33 с.

Непосредственные измерения показали, 
что в описанном эксперименте применение 
заявленного способа управления аварийным 
торможением приводит к уменьшению более 
чем в четыре раза отклонения от программной 
траектории, в результате чего оно не превы-
шает 30 мм.

Заключение

В работе рассмотрено устройство, которое 
подключается к манипуляционному роботу с 
целью обеспечить возможность выключения 
приводов независимо друг от друга. Предложен 
алгоритм вычисления задержек в выключении 
приводов, который позволяет формировать тра-
екторию аварийного торможения манипулято-
ра таким образом, чтобы обеспечить близость 
ее к программной траектории. Аналитические 
оценки показывают, что таким образом можно 
уменьшить отклонение от программной траек-
тории в несколько раз. Результаты эксперимен-
тов подтверждают аналитические оценки.
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жения vi, рад/с

Ускорение 
торможе-
ния wi, 
рад/с2

Задержка 
срабатыва-
ния тормо-

за ai, с

Длительность 
торможения 

степени подвиж-
ности Тi = vi /wi, с

Длительность торможе-
ния степени подвижно-

сти i0, которая тормозит-
ся дольше других, Tmax, с

Задержка начала 
торможения,
вычисленная

по формуле (1), с

1 –1,1 3,2 0,1 0,32 0,1

2 0,6 3,2 0,1 0,19 0,2

3 1,5 3,2 0,1 0,47 0,47, i0 = 3 0

4 –2,1 8,1 0,06 0,24 0,2

5 –1,7 8,1 0,06 0,21 0,18

6 0,5 8,1 0,06 0,06 0,33
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The problem of emergency braking security is solved by using different means of robot stopping. They include soft 
deceleration as well as emergency stopping with shutdown of manipulator drivers and brakes activating. This mode is used 
in all cases of equipment fault detection or while alarm bottom is pressed on control panel. During braking phase the ma-
nipulator motion is uncontrollable what can lead to great deviations from program trajectory. The problem of emergency 
breaking is complicated enough because appropriate solution should take into account that some robot sensors and drivers 
are invalid. The paper describes device which can be connected to robot control system. It consists of controller and indi-
vidual electronic schemes that are able to turn off power supply of each degree of freedom regardless from other one. This 
feature allows to design braking trajectory by turning off drivers in specific sequence and calculated delays. Connection 
the device to control system needs insignificant changing in hardware architecture of robot control system. Mathematical 
solution of deviation minimization problem for braking trajectory from program one is presented. It bases on suggestion that 
braking forces are constant in all braking interval. If this condition take place then solution can be became as mathematical 
formulas which includes the temporary velocities in manipulator joints, braking acceleration and response time of brakes.

Theoretical evaluations show that in common case deviations can be reduced in a few times. Experiments on robot-
manipulator confirm these conclusions. The small deviations between braking and program trajectories exclude collisions 
of manipulator with the objects in robot workspace.
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Регулирование тока и силомоментное управление
в приводах захватных устройств роботов

В настоящее время актуальна задача совершенствования очувствленных захватных устройств роботов и их си-
ломоментных алгоритмов управления благодаря развитию таких областей робототехники, как медицинская и реаби-
литационная робототехника, протезирование, коллаборативная робототехника и других областей, где стоит задача 
ограничения или минимизации нагрузок, действующих на объект манипулирования. Силомоментное управление в элек-
троприводных очувствленных захватных устройствах в конечном счете обеспечивается посредством регулирования 
тока. Поэтому целью данной статьи является анализ работы различных регуляторов тока в контексте их применения 
в очувствленных захватных устройствах и манипуляторах с силомоментным управлением. В рамках статьи рассмо-
трены пропорционально-интегральный, адаптивный, релейный и релейный с подстройкой ширины гистерезиса регуля-
торы тока. Из перечисленных регуляторов перспективным регулятором тока для силомоментного управления является 
гистерезисный регулятор с подстройкой ширины петли гистерезиса, поскольку он обеспечивает стабилизацию часто-
ты переключений и уменьшение пульсаций тока в импульсном усилителе мощности двигателя при сохранении высокого 
быстродействия и достаточной робастности. Для релейного регулятора с подстройкой ширины гистерезиса предложе-
ны редуцированная и линеаризованная математические модели контура подстройки. На основе линеаризованной модели 
построена методика синтеза контура подстройки, предполагающая использование стандартного частотного синтеза 
систем управления с обратной связью и позволяющая распространить на контур подстройки такие параметры каче-
ства, как запасы устойчивости, время переходного процесса, частоту среза. На основе синтезированных регуляторов 
тока проведен анализ силомоментного управления двупалым захватным устройством, учитывающий такие показате-
ли, как точность обеспечения заданного момента, стабильность частоты переключений и пульсации тока в усилителе 
мощности. Результаты сравнения регуляторов могут быть использованы для рационального выбора регулятора тока, 
обеспечивающего моментное управление, а предложенная методика синтеза релейного регулятора с подстройкой ча-
стоты обеспечивает построение регулятора с заданными параметрами качества управления.

Ключевые слова: регулятор тока, токовый контур, силомоментное управление, очувствление, захватное устрой-
ство, схват, захват, распределение усилий

Введение

В настоящее время очувствленные робото-
технические и манипуляционные системы все 
чаще применяются в различных технических 
областях. Одним из важных параметров, опре-
деляющих эффективность таких систем, яв-
ляется качество силомоментного управления 
[1, 2]. Вследствие этого на сегодняшний день 
существует необходимость в совершенствова-
нии алгоритмов управления очувствленными 
манипуляторами и захватными устройствами 
роботов. Наиболее распространенными ис-
полнительными устройствами в робототехни-
ке являются электроприводы. В них задание 
момента обеспечивается за счет регулирова-
ния тока. Поэтому целью данной статьи яв-
ляется рассмотрение работы различных ме-
тодов управления током с точки зрения регу-
лирования сил в захватном устройстве робота 
и алгоритмов распределения моментов между 
приводами для обеспечения захвата объекта 

управления с заданной силой и реализации 
силомоментного управления.

Регуляторы тока

Существует множество регуляторов тока 
двигателей и источников питания. Самыми 
распространенными регуляторами тока явля-
ются линейные ПИ регуляторы и нелинейные 
релейные регуляторы [3]. ПИ регуляторы име-
ют малые пульсации тока, стабильную частоту 
коммутации силовых ключей. Это позволяет 
уменьшить электрические потери энергии и 
шумы в усилителях, использующих такие регу-
ляторы. Релейные регуляторы обладают мень-
шим временем переходных процессов и лучши-
ми динамическими характеристиками, но в то 
же время имеют большие пульсации и перемен-
ную частоту коммутации силовых ключей.

Теоретическая модель двигателя посто-
янного тока. Для математического описания 
электромеханических процессов в приводе, 
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построенном на базе двигателя постоянно-
го тока, будем использовать нестационарную 
модель с сосредоточенными параметрами [3]. 
Трение будем описывать кулоновской моделью 
с линеаризацией около нулевых скоростей [4]. 
Будем предполагать, что в сигналах измерения 
датчиков спектр шума будет соответствовать 
белому шуму с ограниченной полосой частот. 
Тогда система дифференциальных уравнений, 
в первом приближении описывающая электро-
двигатель, будет иметь вид
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где u — напряжение; L — индуктивность; R — 
сопротивление; i — сила тока; Ω — угловая 
скорость; CE — постоянная противоЭДС; CT — 
постоянная момента; M — момент электропри-
вода; MOUT — внешний возмущающий момент.

Типовой ПИ регулятор тока. На рис. 1 изо-
бражен типовой ПИ регулятор тока, где iT — 
целевое значение тока; i — измеренное значение 
тока; δi — сигнал рассогласования. На выходе 
ПИ регулятора установлен импульсный элемент 
(ИЭ), формирующий управляющее воздействие 
с помощью широтно-импульсной модуляции 
(ШИМ). Для компенсации влияния противо-
ЭДС, повышения быстродействия и улучшения 

частотного отклика токового контура обыч-
но добавляют сигнал оценки противоЭДС e�  
в виде положительной обратной связи.

Рассматриваемый ПИ регулятор тока в опе-
раторном виде описывается следующей фор-
мулой:

 1
2 1

( ) ,
k Ts

e eW s k K
s Ts

+
= + + = +� �

где k1 — коэффициент усиления пропорцио-
нальной составляющей; k2 — коэффициент 
усиления интегральной составляющей; K — 
общий коэффициент усиления; T — постоян-
ная времени, определяющая точку перехода 
частотной характеристики от –1-го наклона 
к 0-му; e�  — оценочное значение притивоЭДС.

Адаптивный регулятор тока. На рис. 2 изо-
бражена структурная схема адаптивного регу-
лятора тока. Адаптивный регулятор тока на 
основе целевого и текущего значений силы 
тока в обмотке, а также на основе оценки про-
тивоЭДС с помощью уравнения динамики то-
кового контура формирует управляющее воз-
действие, которое за такт квантования должно 
привести систему в заданное состояние. Такой 
метод управления чувствителен к изменению 
параметров системы и к ошибкам измерения 
переменных системы. Поэтому для обеспече-
ния надежной работы такого регулятора не-
обходимо точно измерять и оценивать ток и 
противоЭДС, а также идентифицировать ин-
дуктивность и сопротивление цепи якоря.

Рассмотрим синтез адаптивного регулятора 
тока. В первом приближении уравнение об-
мотки цепи якоря из формулы (1) можно пере-
писать в следующем виде:

 ( )0 ,
di

u L R i di e
dt

= + + +  (2)

где i0 — сила тока в начальный момент; di — 
сила тока в конце периода квантования. Опре-
делим необходимое приращение тока:
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Рис. 1. ПИ регулятор тока

Рис. 2. Адаптивный регулятор тока
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Тогда искомая формула регулятора будет 
иметь вид

 2
1

,
di

u K
K

= +

где K1 и K2 — подстраиваемые параметры ре-
гулятора.

Стоит отметить, что такие регуляторы ис-
пользуются редко, несмотря на свои хорошие 
динамические характеристики, так как они не 
робастны.

Гистерезисный регулятор. На рис. 3, a изо-
бражена гистерезисная характеристика релей-
ного регулятора тока. Гистерезис релейного 
регулятора H равен удвоенной амплитуде пуль-
саций тока 2Δi. На рис. 3, б представлена схема 
релейного регулятора, где ШИМ-сигнал на вы-
ходе формируется за счет возникновения устой-
чивых автоколебаний в токовом коридоре 2Δi.

Благодаря своим хорошим динамическим 
характеристикам, простоте и надежности ре-
лейные регуляторы нашли широкое распро-
странение как в области источников питания, 
так и в области усилителей электроприводов 
[2, 5—8]. Из-за высокого быстродействия ре-
гулятора можно добиться уменьшения пульса-

ций момента и большей плавности управления 
[9—12]. Данные регуляторы имеют недостат-
ки в виде переменной частоты коммутации и 
больших пульсаций силы тока. Максимальная 
частота коммутации и размах пульсаций свя-
заны формулой

 �,
4Cf L

u
i

=
Δ

где fC — частота коммутации силовых ключей 
усилителя мощности; Δi — амплитуда пульса-
ций силы тока.

Ширина петли гистерезиса определяется мак-
симально допустимой частотой коммутации, из-
за чего пульсации Δi в процессе работы будут 
всегда завышенными. Кроме того, в процессе 
работы из-за переменной частоты переключе-
ний шумы будут распределены по широкой по-
лосе частот и их будет сложно фильтровать.

Релейный регулятор тока с подстройкой ши-
рины петли гистерезиса. На рис. 4 изображена 
схема релейного регулятора тока с подстройкой 
ширины петли гистерезиса. Ширина петли ги-
стерезиса формируется измерителем и регулято-
ром частоты WR(s) исходя из частоты переклю-
чений на выходе релейного регулятора тока.

Для борьбы с недостатками обычных ре-
лейных регуляторов были предложены релей-
ные регуляторы с подстройкой ширины петли 
гистерезиса. Такие регуляторы стабилизируют 
частоту переключений и уменьшают пульса-
ции силы тока за счет регулирования ширины 
петли гистерезиса [13, 14]. Существуют частные 
решения по выбору параметров контура стаби-
лизации частоты переключения ключей [2, 13, 
15—18], которые, кроме того, могут требовать 
больших вычислительных ресурсов [17, 19—21]. 
Также для стабилизации частоты коммутации 
применяются регуляторы с нечеткой логикой 
[22—24]. Поскольку существующие методы яв-
ляются частными, возникает необходимость 
в формировании общего подхода к синтезу кон-
тура подстройки ширины петли гистерезиса.

Теоретическая модель контура подстройки 
ширины петли гистерезиса. Решая уравнение 
Киргхофа, из системы уравнений (2) для ста-
ционарного случая будем иметь
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где e — противоЭДС.
Рис. 4. Релейный регулятор тока с контуром подстройки ши-
рины петли гистерезиса

Рис. 3. Характеристика (а) и схема (б) релейного регулятора тока
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Тогда в первом приближении, согласно урав-
нению (3), период TC и частота fC переключений 
в токовом коридоре гистерезисного регулятора 
будут описываться следующими формулами, 
где период переключений определяется как 
время, в течение которого ток от начального 
положения, соответствующего нижней границе 
токового коридора, достигает верхней границы 
и снова возвращается к нижней границе:
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Из формулы (5) следует, что изменение ши-
рины петли гистерезиса, которая равна 2Δi,
будет обратно пропорционально изменению 
частоты коммутации силовых ключей.

Синтез контура подстройки ширины пет-
ли гистерезиса. Рассмотрим методику синтеза 
контура подстройки ширины петли гистерези-
са. Формулы (4) и (5) можно привести к виду
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Тогда при условии e + Ri0 n u получим:
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На основе формул (6) или (7), 
добавив динамическое звено, 
можно сформировать контур под-
стройки ширины петли гистере-
зиса. Следует заметить, что общий 
коэффициент усиления в контуре 
будет изменяться при изменении 
тока и противоЭДС, причем в ре-
гуляторе на основе формулы (6) 
с увеличением противоЭДС коэф-
фициент усиления в контуре под-
стройки будет увеличиваться и 
запасы устойчивости будут умень-
шаться. Поэтому рациональней 
строить контур подстройки ши-
рины петли гистерезиса на основе 

формулы (7), вводя обратную связь по часто-
те коммутации силовых ключей в усилителе 
мощности для ее стабилизации. Таким обра-
зом, на основе зависимости (7) сформируем 
контур стабилизации частоты, изображенный 
на рис. 5, где KFW(s)/s — передаточная функ-
ция регулятора контура подстройки частоты 
коммутации силовых ключей. Интегрирующее 
звено добавлено в передаточную функцию ре-
гулятора для того, чтобы добиться астатично-
сти процесса подстройки частоты и развязать 
вход и выход системы динамическим звеном и, 
таким образом, избежать возникновения алге-
браической петли. Следует также заметить, что 
интегрирующее звено должно иметь установ-
ленные нижний и верхний пределы интегри-
рования, чтобы избежать чрезмерного умень-
шения или увеличения токового коридора.

Для синтеза классическими методами не-
обходимо линеаризовать систему. Для этого 
используем уравнение (8). Тогда контур стаби-
лизации частоты можно представить в виде, 
изображенном на рис. 6.

В дальнейшем можно использовать стан-
дартные методики частотного синтеза, корне-
вого годографа и т. д., чтобы определить кор-
ректирующее звено W(s).

На основе модели, структурная схема кото-
рой изображена на рис. 6, был проведен час-
тотный синтез и было найдено корректирую-
щее звено в виде KF(Ts + 1)/Ts2. Отметим, что 
регулятор, имеющий корректирующее звено 
в виде KF/s, будет более стабильным, так как 
устойчивость контура подстройки в данном 
случае будет меньше зависеть от коэффици-

Рис. 6. Линеаризованная модель контура стабилизации частоты

Рис. 5. Линеаризованная модель контура стабилизации частоты
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ента усиления, однако выбрано более сложное 
корректирующее устройство в целях демон-
страции работоспособности методики синтеза 
с применением более сложных корректирую-
щих устройств. Переходные процессы полной 
модели (1) с контуром подстройки (см. рис. 4), 
редуцированной модели (7) и линеаризован-

ной модели (8) приведены на рис. 7. Из графика 
переходного процесса видно, что переходные 
процессы полной и редуцированной моделей 
практически совпадают. Линеаризованная мо-
дель, хотя и дает отличающийся график пере-
ходного процесса из-за того, что не учитывает-
ся влияние противоЭДС и силы тока на частоту 
переключения обмоток, но точно описывает за-
пасы устойчивости. При ненулевых силах тока 
и противоЭДС добротность контура стабилиза-
ции частоты будет падать, а запасы устойчиво-
сти возрастать. Следовательно, по формулам (7) 
и (8) можно проводить синтез, гарантирующий 
устойчивость системы управления.

Сравнение различных регуляторов тока. 
Для электропривода с параметрами R = 1,84 Ом, 
L = 0,96 мГн, СТ = 22,9•10–3 Н•м/А, СЕ =
= 23•10–3 В•с/рад, J = 9•10–6 кг•м2, Umax = 12 B
с учетом периода квантования цифровой си-
стемы управления 25 мкс был проведен синтез 
ПИ (ПИРТ), адаптивного (АРТ), релейного 
(РРТ), релейного с подстройкой гистерезиса 
(РПРТ) регуляторов силы тока.

На рис. 8 изображены логарифмические
амплитудно-частотные характеристики замк-

нутой системы по выходу |Y( jω)|
и по ошибке |E( jω)|. Графики 
строили по серии измерений сиг-
налов на выходе токовых регуля-
торов и в контуре ошибки при 
подаче на вход синусоидального 
задающего воздействия. Изме-
рения проводили при силе тока 
1 А, что близко к номинальной 
силе тока цепи якоря двигателя. 
На рис. 8 видно, что на высоких 
частотах наименьшей ошибкой 
обладают релейные регуляторы, 

причем частотные характеристики классиче-
ского релейного регулятора от релейного ре-
гулятора с подстройкой частоты коммутации 
силовых ключей отличаются не значительно. 
Высокие динамические характеристики таких 
регуляторов позволят качественнее и точнее 
обеспечивать задание момента [25] в звеньях 
захватного устройства или манипулятора.

На рис. 9 изображены переходные процессы 
в токовых контурах с различными регулятора-
ми. Из графиков следует, что наилучшими пе-
реходными характеристиками обладают конту-
ры с релейными и с адаптивным регу ляторами.Рис. 9. Переходные процессы в контурах тока

Рис. 7. Переходные процессы для различных моделей конту-
ров подстройки частоты

Рис. 8. Частотные характеристики контуров тока
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Силомоментное управление

Регуляторы тока — базовые элементы в со-
ставе очувствленного захватного устройства 
или манипулятора на электроприводах для 
регулирования моментов и сил [1, 26]. Выше 
были рассмотрены различные регуляторы 
тока, предложен метод линеаризации и синтеза 
релейного регулятора с подстройкой ширины 
петли гистерезиса. Далее рассмотрим элемен-
ты силомоментного управления и применение 
в них данных регуляторов тока.

На рис. 10 изображен стенд, с помощью 
твердотельной модели которого в приложе-
нии simcape simulink проводился анализ рабо-
ты алгоритмов силомоментного управления. 
Стенд состоит из левой (1) и правой (2) губок 
захватного устройства, вращательных шарни-
ров с приводами (3), вращательных свободных 
шарниров (4), датчиков силы (5), корпуса для 
крепления датчиков силы (6).

Теоретическая модель механической систе-
мы. Рассмотрим тестовый алгоритм силомо-
ментного очувствления для проверки на нем 
различных регуляторов тока.

На рис. 11 показан простой случай действия 
сил на твердое тело. Для обеспечения устойчи-

вого удержания и перемещения тела с задан-
ным ускорением необходимо выполнить сле-
дующие условия:
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Введя коэффициент запаса k и предполагая, 
что FFRimax = fFi, i = 1, 2, где f — коэффициент 
трения покоя, получим
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где FK = kmg/2f.
Далее можно предложить разные критерии 

выбора F1 и F2, удовлетворяющих системе урав-
нений (9). Наиболее робастным оказался крите-
рий обеспечения определенной силы зажима N:
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Тогда систему силомоментного управле-
ния можно разложить на два контура: контур 
обеспечения силы зажима и контур, обеспечи-
вающий суммарное движение объекта.

Из соотношений (10) получим:

 

1

2

1

2

;
2

;

;

.
2

K

K

F F

F F

F

F

F N

F N

Σ

Σ

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨ =
⎪
⎪

=⎪

+

⎩
−

l

l

 (11)

Силомоментное управление при разных регу-
ляторах тока. С учетом кинематики захватно-
го устройства было проведено моделирование 
поведения системы с помощью твердотельной 
модели стенда и нелинейных моделей приводов.

На рис. 12 представлены результирующие 
силомоментные величины при отработке за-
дающего воздействия по углу ±π/3 с частотой

Рис. 10. Экспериментальный стенд для отработки элементов 
силомоментного управления

Рис. 11. Силы, действующие на тело
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6 Гц и распределением усилий согласно формуле 
(11). При применении разных регуляторов тока 
на такой низкой рабочей частоте все регуляторы 
тока обеспечили достаточно точное задание мо-
мента. Из рис. 12 видно, что удается обеспечи-
вать постоянную силу зажатия N = 10 Н.

На рис. 13, a изображены диаграммы частот 
переключений классического релейного ре-
гулятора и релейного регулятора с контуром 
подстройки гистерезиса. Релейный регулятор 
тока с подстройкой гистерезиса обеспечивает 
в процессе работы стабильную частоту пере-
ключений 40 кГц, в то время как частота пере-
ключений классического релейного регулято-
ра под влиянием противоЭДС и тока может 
уменьшаться в 2 раза. ПИ регулятор с ШИМ и 
адаптивный и релейный с адаптацией гистере-
зиса также обеспечивают стабильную частоту 
коммутации в 40 кГц.

На рис. 13, б изображены графики пульса-
ций силы тока в обмотке якоря двигателя для 
различных регуляторов тока. Видно, что ре-
лейный регулятор имеет стабильно большие 
пульсации, определяемые токовым коридором. 
Релейный регулятор с подстройкой гистерези-
са обеспечивает уменьшение пульсаций за счет 
адаптивного регулирования токового коридо-
ра. При использовании ПИ регулятора наблю-
даются наименьшие пульсации силы тока.

В таблице приведены результаты сравни-
тельного анализа регуляторов тока исполни-
тельных модулей захватных устройств роботов.

Заключение

Были рассмотрены различные регуляторы 
тока для реализации силомоментного управле-

Результаты сравнительного анализа
регуляторов тока электропривода 

Тип регуля-
тора тока

ПИ ре-
гулятор

АРТ РРТ РПРТ

Точность Хорошо Хорошо Очень 
хорошо

Очень 
хорошо

Быстро-
действие

Хорошо Очень 
хорошо

Очень 
хорошо

Очень 
хорошо

Пульсации 
тока

Очень 
хорошо

Очень 
хорошо

Удовл. Хорошо

Стабильность 
частоты

Очень 
хорошо

Очень 
хорошо

Плохо Хорошо

Робастность Хорошо Плохо Хорошо Удовл.
Рис. 12. Силы и моменты в стенде

Рис. 13. Частоты переключений в усилители мощности (a) и пульсации тока (б)
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ния в очувствленных захватных устройствах на 
основе электроприводов. Приведена методика 
синтеза релейного регулятора с подстройкой 
ширины петли гистерезиса, позволяющая ис-
пользовать классические подходы синтеза 
систем управления с обратными связями для 
синтеза контура подстройки. Такой регулятор 
имеет простую структуру и не требует большой 
вычислительной производительности, кроме 
того, может реализовываться на стандартных 
цифровых и аналоговых микросхемах. Четыре 
базовых типа регуляторов обеспечили возмож-
ность силомоментного управления по выбран-
ному закону управления, описываемого урав-
нением (11). Результаты сравнительного анали-
за регуляторов приведены в таблице.

Из анализа полученных результатов следу-
ет, что для реализации токового контура и ис-
пользования его в силомоментном управлении 
приводом захватного устройства робота целесо-
образно выбрать ПИ регулятор тока, поскольку 
он обеспечивает приемлемое быстродействие 
и качество управления при наиболее простой 
реализации. В случае повышенных требований 
к быстродействию или требованию к астатизму 
контура тока в условиях действия противоЭДС 
следует выбрать один из видов релейных регу-
ляторов. В случае необходимости обеспечения 
лучшей электромагнитной совместимости, а 
также исключения попадания частоты пере-
ключения обмоток электродвигателя в слыши-
мый диапазон следует выбрать релейный регу-
лятор с подстройкой ширины петли гистерези-
са. Если таких требований не предъявляется, 
целесообразно применить классический релей-
ный регулятор тока.
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Currently, the task of improving the robot grippers and their force control algorithms is urgent, thanks to the develop-
ment of such areas of robotics as medical and rehabilitation robotics, prosthetics, collaborative robotics and other areas 
where there is the task of limiting or minimizing the loads acting on the object of manipulation. The force control in the 
electrically driven dexterous gripper is ultimately provided by the current control. Therefore, the purpose of this article is 
to analyze the operation of various current regulators in the context of their application in dexterous gripper and manipula-
tors with a force control. The article considers the following current controllers: proportional-integral, adaptive, hysteretic 
and hysteretic with adjusting loop. Among these controllers, the hysteresis controller with adjusting loop is promising for the 
force control gripper and manipulator, since it provides switching frequency stabilization and current ripples reduction in a 
motor driver while maintaining fast response and sufficient robustness. For the hysteresis current controller with adjusting 
loop, reduced and linearized mathematical models of the adjusting loop are proposed. Moreover, based on the linearized 
model, methodic is constructed for the adjusting loop synthesis, which assumes the using of the classical control theory. 
Based on the synthesized current controllers, the analysis of the two-fingered gripper control system carried out, taking into 
account such factors as the force control accuracy, switching frequency stability and current ripples in the motor driver. 
Comparison results of current controllers can be used for the rational choice of a current controller providing force control, 
and the proposed synthesis methodic of the current controller with adjusting loop can to provide the controller generation 
with given control quality parameters.

Keywords: current control, current loop, force control, torque control, dexterous gripper, gripping, forces distribution

For citation:

Serebrennyj V. V., Boshlyakov A. A., Ogorodnik A. I. Cur-
rent Control and Force Control in the Drives of Robot Grippers, 
Mekhatronika, Avtomatizatsiya, Upravlenie, 2018, vol. 19, no. 8,
pp. 542—551.

DOI: 10.17587/mau.19.542-551

References

 1. Malchikov A., Yatsun A., Bezmen P., Tarasov O. Control 
features of the electromechanical system with end-effector con-
sidering the regulated torque, MATEC Web of Conferences. EDP 
Sciences, 2017, vol. 113.

 2. Mesherayakov V., Voekov V., Ivashkin V. Designing the 
universal vector control system with relay current regulator prin-
ciple for general purpose industrial AC motor drive control, Power 
Electronics and Motion Control Conference (PEMC), IEEE Inter-
national, 2016, pp. 680—685.

 3. Blejz E. S., Brodovskij V. N., Vvedenskij V. A. Sledyas-
hchie privody. T. 2: EHlektricheskie sledyashchie privody (Servo 
drives. Vol. 2: Electric servo drives), Moscow, Publishing house of 
MGTU im. N. EH. Baumana, 2003, 880 p. (in Russian).

 4. Marques F., Flores P., Claro P., Lankarani H. A survey 
and comparison of several friction force models for dynamic 
analysis of multibody mechanical systems, Nonlinear Dynamics, 
2016, vol. 86 (3), pp. 1407—1443.



551Мехатроника, автоматизация, управление, Том 19, № 8, 2018

 5. Dutta K., Puthra P., Das P. Constant torque angle con-
trolled permanent magnet synchronous motor drive using hystere-
sis band current controller, Power Electronics (IICPE), 2016 7th 
India International Conference on. IEEE, 2016, pp. 1—5.

 6. Poonia A., Dey A. Space phasor based improved hysteresis 
current controller for shunt active power filter using 3-level in-
verter, Power Electronics and Applications (EPE’16 ECCE Europe), 
2016 18th European Conference on. IEEE, 2016, pp. 1—10.

 7. Priandana E., Saputra M., Prabowo Y., Dahono P. Analy-
sis and design of variable double-band hysteresis current controller 
for single-phase full-bridge bidirectional converters, Technology 
Management and Emerging Technologies (ISTMET), 2014 Interna-
tional Symposium on. IEEE, 2014, pp. 143—148.

 8. Putri A., Rizqiawan A., Rozzi F., Zakkia N., Haroen Y., 
Dahono P. A hysteresis current controller for grid-connected 
inverter with reduced losses, Industrial, Mechanical, Electrical, 
and Chemical Engineering (ICIMECE), International Conference of 
IEEE, 2016, pp. 167—170.

 9. Gobbi R., Ramar K. Optimisation techniques for a hys-
teresis current controller to minimise torque ripple in switched 
reluctance motors, IET electric power applications, 2009, vol. 3 (5), 
pp. 453—460.

 10. Kurian S., Nisha G. Torque ripple minimization of SRM 
using torque sharing function and hysteresis current controller, 
Control Communication & Computing India (ICCC), 2015 Interna-
tional Conference on IEEE, 2015, pp. 149—154.

 11. Muralidhar J. E., Aranasi P. V. Torque ripple minimiza-
tion & closed loop speed control of BLDC motor with hysteresis cur-
rent controller. Devices, Circuits and Systems (ICDCS), 2014 2nd 
International Conference on IEEE, 2014, pp. 1—7.

 12. Shi T., Niu L., Li W. Torque-ripple minimization in 
switched reluctance motors using sliding mode variable structure 
control, Control Conference (CCC), 2010 29th Chinese. IEEE, 
2010, pp. 332—337.

 13. Kolokolov Yu. V., Tej D. O. Dinamika relejno-impul’snykh 
regulyatorov peremennogo toka s adaptatsiej gisterezisa (Dynam-
ics of relay-pulse AC controllers with hysteresis adaptation), 
Vestnik Yugorskogo gosudarstvennogo universiteta, 2011, no. 3 (22) 
(in Russian).

 14. Serebrennyj V. V., Boshlyakov A. A., Ogorodnik A. I. 
Relejnye regulyatory toka ehlektroprivodov s adaptatsiej shiriny 
petli gisterezisa (Hysteresis controller electric drives with ad-
aptation of the hysteresis loop width), Desyataya vserossijskaya 
mul’tikonferentsiya po problemam upravleniya (MKPU-2017), 2017, 
pp. 177—180 (in Russian).

 15. Suru C., Dobriceanu M., Subtirelu G. Direct current con-
trol by constant frequency hysteresis controller in active filtering 
systems. Electrical and Electronics Engineering (ISEEE), 2017 5th 
International Symposium on. IEEE, 2017, pp. 1—6.

 16. Naik A., Babu B., Panda A. Improved performance of 
adaptive hysteresis current controller based vector control of 
PMSM drive system, Students’ Technology Symposium (TechSym), 
IEEE, 2011, pp. 303—309.

 17. Quang N. K., Hieu N. T., Ha Q. P. FPGA-based sensor-
less PMSM speed control using reduced-order extended Kalman 
filters, IEEE transactions on Industrial Electronics, 2014, vol. 61 
(12), pp. 6574—6582.

 18. Dudkin M. M., Brylina O. G., Tsytovich L. I., Tyuga ev A. V. 
Chastotno-shirotnoimpul’snyj adaptivnyj regulyator peremennogo 
napryazheniya s integriruyushhej sistemoj upravleniya (Pulse-fre-
quency-width adaptive alternating voltage regulator with integrating 
control system), Vestnik Yuzhno-Ural’skogo gosudarstvennogo uni-
versiteta. Seriya: Ehnergetika, 2013, vol. 13, no. 2, pp. 45—52 (in 
Russian).

 19. Panda G., Dash S., Sahoo N. Comparative performance 
analysis of Shunt Active power filter and Hybrid Active Power 
Filter using FPGA-based hysteresis current controller, Power Elec-
tronics (IICPE), 2012 IEEE 5th India International Conference on 
IEEE, 2012, pp. 1—6.

 20. Prommeuan S., Kinnares V., Charumit C. Control of a 
multifunctional 3-phase 4-wire grid connected converter using 
adaptive hysteresis current controller, Electrical Machines and Sys-
tems (ICEMS), 2014 17th International Conference on IEEE, 2014, 
pp. 3234—3239.

 21. Talib M., Mat S., Hamidon H., Ibrahim Z., Rasin Z. Hys-
teresis current control of induction motor drives using dSPACE 
DSP controller. Power and Energy (PECon), 2016 IEEE Interna-
tional Conference on. IEEE, 2016, pp. 522—527.

 22. Farah N., Talib M., Ibrahim Z., Mat I., Lazi. Variable hys-
teresis current controller with fuzzy logic controller based induction 
motor drives, System Engineering and Technology (ICSET), 2017 7th 
IEEE International Conference on IEEE, 2017, pp. 122—127.

 23. Tabatabaei H., Fathi S., Jedari M. A comparative study 
between conventional and fuzzy logic control for APFs by applying adap-
tive hysteresis current controller, Electrical Engineering (ICEE), 
2017 Iranian Conference on IEEE, 2017, pp. 1313—1318.

 24. Uddin M., Ronald S. Fuzzy logic based speed controller 
and adaptive hysteresis current controller based IPMSM drive for 
improved dynamic performance, Electric Machines & Drives Con-
ference (IEMDC), 2011 IEEE International, 2011, pp. 1—6.

 25. Nakashima Y., Ando T., Kobayashi Y., Fujie M. Gait-
controlled mobility-aid robot: Treadmill motor current based 
anteroposterior force estimation using frictional model reflects 
characteristics of ground reaction force, Biomedical Robotics and 
Biomechatronics (BioRob), 2012 4th IEEE RAS & EMBS Interna-
tional Conference on IEEE, 2012, pp. 1305—1310.

 26. Aghili F. Fault-tolerant torque control of BLDC motors, 
IEEE Transactions on Power Electronics, vol. 26 (2), pp. 355—363.



552 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 19, № 8, 2018

УДК 004.932.2:007.52 DOI: 10.17587/mau.19. 552-560

В. П. Носков, канд. техн. наук, зав. сектором, доц., noskov_mstu@mail.ru,
И. О. Киселев, аспирант, kiselev201@rambler.ru

МГТУ им. Н. Э. Баумана

Трехмерный вариант метода Хафа
в реконструкции внешней среды и навигации1

Земли) навигационных полей, поэтому пер-
спективными здесь являются методы экстре-
мальной навигации, основанные на обработке 
дальнометрических и телевизионных изобра-
жений, получаемых в процессе движения от 
бортовой СТЗ [2, 3], тем более, что для рекон-
струкции окружающего пространства исполь-
зуются эти же данные [5, 6].

Использование непосредственно исходных 
облаков точек [7, 8], формируемых дальноме-
трической СТЗ, не всегда возможно, особен-
но для бортовых систем управления. Напри-
мер, 3D-лазерный сенсор HDL-32E формирует
700   000 точек в секунду, а камера глубины 
Asus Xtion Pro — 307   200 точек 30 раз в се-
кунду. При таком большом потоке исходных 
данных требуются значительные вычисли-
тельные ресурсы и объемы памяти, и даже при 
использовании высокопроизводительной вы-
числительной техники возникают проблемы 
их хранения и обработки в реальном времени. 
Поэтому актуальной становится задача сжа-
тия исходных данных без потери геометриче-
ской и навигационной информации. Одним из 

Рассмотрены актуальные задачи 3D-реконструкции модели индустриально-городской среды и навигации, решаемые 
путем выделения линейных объектов (прямых линий и плоскостей) в облаке точек. Проведен анализ трехмерного вари-
анта метода Хафа для выделения плоских объектов из облака точек. Предложен быстродействующий алгоритм, явля-
ющийся развитием метода Хафа, в основу которого положено двухэтапное преобразование исходных данных с учетом 
их линейной структурированности в трехмерное пространство параметров. Линейная структурированность исходных 
данных, формируемых 3D-лазерными сенсорами, позволяет эффективно выделять плоские объекты: сначала находить 
подмножества точек, принадлежащих линиям-отрезкам в плоскостях сканирования, а затем находить подмножества 
линий-отрезков, принадлежащих одному плоскому объекту. Получены сравнительные оценки объемов вычислений для 
трехмерного варианта метода Хафа и предложенного двухэтапного алгоритма. Оценки дают соответственно ква-
дратичную и линейную зависимости от одного и того же параметра, что обеспечивает для реальных 3D-изображений 
увеличение быстродействия во втором случае на два порядка. Эффективность предложенного алгоритма подтверж-
дается результатами работы соответствующих программно-аппаратных средств в реальных условиях. Полученные 
результаты теоретических и экспериментальных исследований позволяют сделать заключение, что созданные ал-
горитмические и программно-аппаратные средства обеспечивают в реальном времени (в темпе движения объектов 
управления) переход от больших объемов исходной зрительной дальнометрической информации к семантическим инфор-
мационно-навигационным моделям. Формируемые модели в явном и компактном виде содержат геометрические данные 
о внешней среде и навигационные данные о сенсоре (объекте управления). Возможность формирования семантических 
информационно-навигационных моделей по данным бортовых сенсоров на бортовых вычислителях в реальном времени 
позволяет уже в настоящее время решать актуальные задачи автономного управления движением наземных роботов и 
беспилотных летающих аппаратов в индустриально-городской среде и зданиях.

Ключевые слова: облако точек, линейные примитивы, метод Хафа, дальнометрическое 3D-изображение, линейная 
структурированность исходных данных, геометрическая и семантическая модели, навигация

Введение

Доля  операций и мероприятий, проводи-
мых в индустриально-городской среде (в том 
числе и в зданиях), с привлечением роботи-
зированных средств достаточно велика, и по 
оценкам экспертов наблюдается устойчивая 
тенденция ее роста [1]. Здесь более востребо-
ваны наземные робототехнические комплексы 
(РТК) и беспилотные летательные аппараты 
(БПЛА) с высокой автономностью, так как ис-
пользование в данных условиях систем дистан-
ционного управления ограничено, а во многих 
случаях и невозможно вследствие экраниро-
вания канала связи. Центральными задачами 
при создании автономных систем управления 
являются задачи реконструкции окружающего 
пространства и навигации [2—6]. Для рассма-
триваемых сред характерно также экранирова-
ние и искажение искусственных (спутниковая 
навигация) и естественных (магнитное поле 

1 Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ 
№ 16-29-04178 офи_м.
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перспективных путей такого сжатия исходных 
дальнометрических изображений индустри-
ально-городских сред является представле-
ние их в виде совокупности геометрических 
линейных примитивов (плоскостей, линий, 
углов) [2, 3, 9]. По сравнению с исходным изо-
бражением такие линейные объекты характе-
ризуются значительно меньшей размерностью 
и зашумленностью, а также возможностью на-
хождения различных отношений между ними 
и перехода к семантическому описанию окру-
жающего пространства. Например, вместо ко-
ординат множества точек, попавших на одну 
плоскость (число их может быть несколько со-
тен тысяч), достаточно запомнить уравнение 
этой плоскости, ее границы и семантическое 
описание ("стена", "пол", "потолок", "ступень-
ка", ...). Такой подход значительно снижает 
объем хранимой информации, необходимой 
для описания внешней среды и определения 
координат, что позволяет более эффектив-
но решать задачи класса SLAM [9, 10]. Кроме 
того, семантическое описание ("понимание") 
внешней среды не только обеспечивает более 
успешное решение задач автономного движе-
ния, но и дает возможность реализации "по-
веденческого" уровня управления.

Решению задач выделения из облака точек 
линейных объектов посвящено много работ. 
Наиболее известны алгоритмы типа RANSAC 
(RANdom SAmple Consensus) [11, 12], которые 
в облаке итерационными методами выделяют 
подмножества точек, принадлежащие отдель-
ным плоскостям с заданным допуском. Ал-
горитмы типа RANSAC устойчивы к шумам 
входных данных, но становятся медлительны-
ми при увеличении числа точек в облаке и чис-
ла плоскостей в кадре. Широко используются 
алгоритмы, основанные на вычислении для 
каждой точки по ее ближайшему окружению 
локальных нормалей, которые затем исполь-
зуются для выделения плоскостей путем объ-
единения точек с близкими нормалями [13—17]. 
Однако данная группа алгоритмов чувствитель-
на к ошибкам сенсора, так как локальные нор-
мали каждой точки определяются по точкам 
ближайшего окружения, и ошибки измерения 
их координат приводят к существенной ошиб-
ке вычисления локальных нормалей. Известны 
также глобальные методы планарной сегмен-
тации трехмерных изображений на основе ми-

нимизации функций энергии, в частности, на 
основе методов разрезания графов (graph-cut). 
Например, в работе [18] предлагается интерак-
тивная неструктурированная сегментация об-
лака точек на основе метода вырезания графа, 
в котором функция стоимости получается из 
евклидова расстояния точек в облаке. Как по-
казывает практический опыт, решение задач 
выделения линейных объектов в облаках то-
чек связано с большим объемом вычислений, 
что не всегда позволяет обеспечить обработ-
ку реальных дальнометрических изображений 
в реальном времени, особенно на доступных 
в настоящее время бортовых вычислителях. 
Поэтому востребованы работы по созданию и 
исследованию алгоритмических и программно-
аппаратных средств, обеспечивающих эффек-
тивное решение сформулированной задачи.

Для экспериментальной проверки в реаль-
ных условиях и сравнения известных и пред-
лагаемых методов и алгоритмов созданы про-
граммно-аппаратные средства на основе каме-
ры глубины Asus Xtion Pro и 2D-сканера Hokuyo 
UTM-30LX на опорно-поворотном устройстве, 
сопряженных с компьютером.

Трехмерный вариант метода Хафа
для выделения плоских объектов из облака точек

В последнее время появились работы, в ко-
торых обосновывается выбор параметров и 
приводятся оценки сложности вычислений при 
использовании метода Хафа для выделения 
прямых и плоскостей в облаке точек [19, 20]. 
Синтезируем алгоритм выделения плоскостей 
в облаке точек методом Хафа и протестируем 
его работу на реальных данных.

Классическое преобразование Хафа [21] 
первоначально было разработано для нахож-
дения прямых в бинарном контурном плоском 
изображении, представленном как множество 
точек <x, y> в двумерном пространстве xЅy. 
Преобразование основывается на использова-
нии двумерного пространства параметров ρЅθ, 
в котором и проводится поиск прямых, пред-
ставленных в нормальном виде:

 xcosθ + ycos(90° – θ) = ρ,

где ρ — перпендикуляр до прямой из начала 
координат; θ — угол между этим перпендику-
ляром и осью ox.
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Для каждой точки M = <xM, yM> изображе-
ния в пространстве параметров ρЅθ находится 
множество точек <ρ, θ>, которые соответству-
ют множеству всевозможных прямых, про-
ходящих через точку M (рис. 1). Данное мно-
жество fM является откликом в пространстве 
параметров на точку M и соответствует мно-
жеству полярных координат точек N окружно-
сти, опирающейся на вектор OM как на диа-
метр (прямая, проходящая через точки M и 
N, перпендикулярна вектору ON, так как угол 
ONM — прямой как вписанный в окружность 
и опирающийся на ее диаметр).

Если выполнить преобразования Хафа для 
всех точек исходного дискретного изображения 
с подсчетом откликов в дискретном простран-
стве параметров, то будет построена так называе-
мая дискретная аккумуляторная функция A(ρ, θ). 
Значение аккумуляторной функции в точке
<ρ, θ> равно числу точек <x, y>, лежащих на 
соответствующей прямой в исходном простран-
стве изображения xЅy. Если на изображении 
представлено несколько прямых, то аккумуля-
торная функция будет иметь несколько локаль-
ных максимумов в точках, соответствующих 
имеющимся прямым. Таким образом, для обна-
ружения всех прямых на исходном изображении 
достаточно найти все значительные локальные 
максимумы аккумуляторной функции.

На примере рассмотренного выше класси-
ческого двумерного алгоритма Хафа сформу-
лируем его трехмерный аналог для выделения 
плоскостей в трехмерном дальнометрическом 
изображении, представленном как множество 
точек с координатами <x, y, z> в трехмерном 
пространстве xЅyЅz. Преобразование в данном 
случае основывается на использовании трех-

мерного пространства параметров ρЅθЅϕ, в ко-
тором и проводится поиск плоскостей, пред-
ставленных в нормальном виде:

 2 2cos cos 1 cos cos ,x y zθ + ϕ + − θ − ϕ = ρ  (1)

где ρ — перпендикуляр до плоскости из начала 
координат; θ, ϕ — углы между этим перпенди-
куляром и осями ox и oy, соответственно.

Правила преобразования произвольной точ-
ки М с координатами <xM, yM, zM> из про-
странства xЅyЅz в пространство параметров 
ρЅθЅϕ заключаются в следующем. Рассмотрим 
произвольную плоскость P, проходящую через 
точку М (рис. 2, а, см. вторую сторону облож-
ки). Если построить из начала координат на эту 
плоскость перпендикуляр ON и обозначить его 
длину ρ, а углы относительно осей Ox и Oy — 
соответственно θ и ϕ, то плоскость P задается 
уравнением (1). Так как угол ONМ — прямой 
(ON — перпендикуляр на плоскость P, а отрезок 
NМ принадлежит этой плоскости) и опирается 
на вектор OМ, то точка N принадлежит сфере, 
опирающейся на вектор OМ как на диаметр.

Таким образом, преобразование произволь-
ной точки М из пространства xЅyЅz в про-
странство параметров ρЅθЅϕ сводится к гене-
рации множества векторов ON из начала коор-
динат на поверхность сферы, построенной на 
векторе OМ как на ее диаметре. Каждый такой 
вектор ON является нормалью к плоскости, 
проходящей через точку М, и задает эту пло-
скость в виде (1). Координаты <ρ, θ, ϕ> всех та-
ких векторов формируют в пространстве пара-
метров ρЅθЅϕ соответствующую поверхность 
FM (рис. 2, б, см. вторую сторону обложки). По-
верхность FM является откликом в простран-
стве параметров ρЅθЅϕ на точку М из исходного 

дальнометрического изображения и обес-
печивает построение трехмерной аккуму-
ляторной функции A(ρ, θ, ϕ) в результате 
выполнения описанной процедуры для 
всех точек дальнометрического изобра-
жения. Значение трехмерной аккумуля-
торной функции в точке <ρ, θ, ϕ> равно 
числу точек <x, y, z>, принадлежащих со-
ответствующей плоскости в исходном 
3D-изображении. Если в облаке точек 
существуют несколько плоскостей, то 
трехмерная аккумуляторная функция 
будет иметь несколько локальных мак-
симумов в точках, соответствующих 

Рис. 1. Двумерное преобразование Хафа:
а — пространство изображения; б — пространство параметров
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имеющимся плоскостям. Для обнаружения 
всех плоскостей на исходном 3D-изображении 
достаточно найти все значительные локаль-
ные максимумы трехмерной аккумуляторной 
функции.

Результаты работы описанного выше трех-
мерного аналога алгоритма Хафа (назовем его 
"одноэтапный алгоритм") для сцены, изобра-
женной на рис. 3, а, приведены на рис. 3, б, в 
(см. вторую сторону обложки) и в табл. 1.

Анализ результатов данных эксперименталь-
ных исследований позволяет сделать следую-
щие выводы. Трехмерный аналог алгоритма 
Хафа надежно выделяет плоскости в облаке то-
чек, так как формирует аккумуляторную функ-
цию с ярко выраженными локальными макси-
мумами (рис. 4, а, см. вторую сторону облож-
ки), соответствующими искомым плоскостям. 
Алгоритм не обеспечивает решение задачи за 
приемлемое время на вычислителях, которы-
ми могут быть оснащены в настоящее время 
РТК и БПЛА, тем более малогабаритные РТК 
и БПЛА, ориентированные на функциониро-
вание в индустриально-городской среде. Как 
видно из табл. 1, время выделения плоскостей 
для типовой сцены на компьютере с процес-
сором Intel Core i3 (RAM DDR3 4Gb, 3.4GHz,
OS Ubuntu 14.04) превышает минуты.

Метод Хафа для структурированных 
3D-изображений

Как правило, дальнометрические данные 
одного кадра структурированы линейно по 
одному или даже обоим углам сканирования 
(азимуту и возвышению), т.   е. сканирование 
пространства выполняется подмножествами 
лучей, лежащих в одной плоскости, или в двух 
взаимно перпендикулярных плоскостях, ко-

торые пересекаются с линейными объектами 
внешней среды по прямым линиям-отрезкам. 
Линейная структурированность исходных 
дальнометрических изображений позволяет 
предложить эффективный двухэтапный алго-
ритм выделения плоских объектов, основан-
ный на поиске подмножеств точек, принадле-
жащих линиям-отрезкам, лежащим в плоско-
стях сканирования, с последующим поиском 
подмножеств линий-отрезков, принадлежащих 
одному плоскому объекту. В основу этапа по-
иска линий-отрезков в одной плоскости ска-
нирования может быть положен классический 
метод Хафа или алгоритм, основанный на вы-
числении частот порождения одних и тех же 
прямых парами точек, принадлежащих одной 
плоскости сканирования [2, 3]. Необходимо 
отметить, что для классического метода Хафа 
число однотипных циклов вычислений растет 
пропорционально числу (n) точек изображения, 
а для алгоритма, основанного на вычислении 
частот порождения одних и тех же прямых па-
рами точек, — их квадрату (n(n – 1)/2). Однако 
во втором случае объем вычислений в одном 
цикле существенно ниже, и данный алгоритм 
для реальных дальнометрических изображе-
ний имеет преимущество по быстродействию. 
При увеличении числа точек в изображении
(n > 200 — для принятой в рассматриваемом 
примере дискретности параметров) классиче-
ский метод Хафа начинает работать быстрее.

Для формулировки второго этапа пред ла-
гае мого алгоритма рассмотрим рис. 5.

Таблица 1

Номер 
плоскости

Нормальное уравнение
выделенной плоскости

Время вы-
числений, с

P1 –0,811934x – 0,24817y +
+ 0,528369z – 1,45768 = 0

126,978

P2 –0,0613892x + 0,881663y +
+ 0,46787z – 1,6881 = 0

22,7591

P3 0,611658x – 0,368451y +
+ 0,700084z – 1,3768 = 0

76,146

P4 –0,00877528x + 0,89768y +
+ 0,440561z – 1,15349 = 0

14,9094

Рис. 5. Плоскости, порождаемые выделенной линией-отрезком
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Здесь
XYZ — система координат сенсора, в которой 

находится исходное облако точек и выделяются 
плоские объекты;

αi — угол возвышения для i-й строки даль-
но метрического изображения (i-й плоскости 
сканирования);

xyz — система координат, которая получа-
ется из системы XYZ поворотом на угол αi во-
круг оси OX (в плоскости Oxy лежит i-я строка 
дальнометрического изображения);

AB — линия-отрезок, выделенная в i-й пло-
скости сканирования;

OM — перпендикуляр из начала координат 
на линию-отрезок AB;

θM, ρM — параметры выделенной на первом 
этапе алгоритма линии-отрезка AB (прямой 
xcosθM + ycos(90° – θM) = ρM) в плоскости Oxy;

P — произвольная плоскость, порожденная 
выделенной линией-отрезком AB (все множе-
ство таких плоскостей — это плоскости, полу-
чающиеся путем вращения любой плоскости, 
которой принадлежит линия-отрезок AB, во-
круг данной линии-отрезка как оси вращения);

ON — нормаль к плоскости P из начала 
координат;

θ, ϕ, ρ — параметры плоскости P в нормаль-
ном виде (1) в системе координат XYZ;

x′y′z′ — система кординат, которая получа-
ется из системы xyz поворотом на угол θ – 90° 
вокруг оси Oz.

В плоскости Oy′z′ лежит окружность диа-
метра ρM с центром в середине вектора OM. 
Данная окружность описывает множество век-
торов-нормалей ON к плоскостям, порожда-
емых выделенной линией-отрезком AB (угол 
ONM — прямой, так как вписан в данную 
окружность и опирается на ее диаметр).

Вектор 

0

N

N

ON y

z

′=
′

 в системе координат x′y′z′ 

должен удовлетворять уравнению окружности 
в плоскости Oy′z′: (y′ – ρM/2)2 + (z′)2 = (ρM/2)2.

Вектор 
N

N

N

X

ON Y

Z

=  в системе координат XYZ 

вычисляется по формуле

 

0

( ) (90 ) ,
N

N x i z M N

N N

X

Y A A y

Z z

′ ′= α − θ
′

где Ax(αi) и Az′(90 – θM) — матрицы поворота 
соответственно вокруг осей Ox и Oz′ на углы 
αi и θ – 90°.

Зная вектор ON в системе координат XYZ, 
можно вычислить задающие плоскость P в нор-
мальном виде (1) параметры <ρ, θ, ϕ>:

 2 2 2( );N N NX Y Zρ = + +

 arccos( / );NXθ = ρ

 arccos( / ).NYϕ = ρ

Значения параметров <ρ, θ, ϕ> для всех 
векторов ON, заканчивающихся на данной 
окружности, формируют некоторую кривую 
в пространстве параметров ρЅθЅϕ, которая 
является откликом на линию-отрезок AB и 
обеспечивает построение трехмерной акку-
муляторной функции A(ρ, θ, ϕ) в результате 
выполнения описанной процедуры для всех 
выделенных на первом этапе линий-отрезков. 
На рис. 6, а приведены выделенные на первом
этапе алгоритма линии-отрезки в одной из 
плоскостей сканирования, а на рис. 6, б — со-

ответствующие им кривые (от-
клики) в пространстве параме-
тров ρЅθЅϕ.

Все вышеизложенное справед-
ливо и для сканирования по углу 
азимута. В этом случае будут ис-
пользоваться столбцы дальноме-
трического изображения, кото-
рые соответствуют вертикаль-
ным плоскостям сканирования, 
повернутым вокруг оси OZ на 
соответствующий угол сканиро-
вания по азимуту.

Рис. 6. Отклики на линии-отрезки в трехмерном пространстве параметров:
а — выделенные линии-отрезки в одной плоскости сканирования; б — отклики 
в пространстве параметров
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Результаты работы предлагаемого двухэтап-
ного алгоритма на тех же исходных данных, 
что и для описанного ранее трехмерного ана-
лога алгоритма Хафа, приведены в табл. 2.

На рис. 4, б (см. вторую сторону обложки)
приведен локальный максимум аккумулятор-
ной функции для одной из выделенных пло-
скостей (P1).

Анализ результатов данных эксперименталь-
ных исследований позволяет сделать следую-
щие выводы. Выделенные плоскости совпадают 
с предыдущими результатами в пределах шага 
дискретизации параметров аккумуляторной 
функции. Предлагаемый алгоритм также на-
дежно выделяет плоскости в облаке точек, так 
как также формирует аккумуляторную функ-
цию с ярко выраженными локальными макси-
мумами (см. рис. 4, б), соответствующими иско-
мым плоскостям. Быстродействие двухэтапного 
алгоритма на два порядка выше (см. табл. 1, 2) 
и обеспечивает возможность его практического 
использования для обработки данных совре-
менных 3D-сенсоров на доступных бортовых 
компьютерах.

Необходимо отметить, что если с учетом 
ошибки сенсора и принятой дискретизации 
пространства параметров для выделенных 
плоскостей определить соответствующие под-
множества точек (рис. 3, б, см. вторую сторону 
обложки), а затем методом наименьших ква-
дратов — аппроксимирующие плоскости, то 
результаты сравниваемых алгоритмов практи-
чески совпадают и наилучшим образом соот-
ветствуют действительности (см. рис. 3, в).

Существенное различие в быстродействии 
сравниваемых алгоритмов обусловлено суще-
ственным различием объемов выполняемых 
вычислений, которые в обоих случаях опре-
деляются числом однотипных операций за-

полнения аккумуляторной функции. В первом 
случае при заполнении аккумуляторной функ-
ции для каждой точки 3D-изображения генери-
руется множество векторов, число которых (W1) 
прямо пропорционально площади соответству-
ющих сфер, на поверхности которых они закан-
чиваются (рис. 2, см. вторую сторону обложки):

 2
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где i — индекс точки в 3D-изображении; n — 
число точек в 3D-изображении; Ri — радиус 
генерируемой i-й точкой сферы; Δ — шаг дис-
кретизации поверхности сферы.

Во втором случае на первом этапе алгорит-
ма (этап выделения линий-отрезков в плоско-
стях сканирования) для каждой точки 3D-изо-
бражения генерируется множество векторов, 
число которых (W21) прямо пропорционально 
длинам соответствующих окружностей, на ко-
торых они заканчиваются (см. рис. 1):
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где Ri — радиус генерируемой i-й точкой окруж-
ности; Δ — шаг дискретизации окружности.

На втором этапе алгоритма для каждой вы-
деленной на первом этапе линии-отрезка гене-
рируется множество векторов, число которых 
(W22) прямо пропорционально длине соответ-
ствующей окружности, на которой они закан-
чиваются (см. рис. 5):
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где K — число строк (столбцов) сканирования 
в 3D-изображении; Lk — число линий отрез-
ков, выделенных на первом этапе алгоритма 
в k-й строке (столбце) сканирования; Rkl — ра-
диус окружности, генерируемой l-м отрезком 
в k-й строке (столбце) сканирования.

Анализ данных оценок показывает, что
W1 . W21 + W22. Действительно, W1 пропор-
ционально площадям генерируемых сфер, а W21

и W22 — длинам генерируемых окружностей. 
Кроме того, для существующих сенсоров чис-
ло строк (столбцов) сканирования ,K n≈
а для реальных сцен Lk m 5 (т. е. W22 n W21).

Приведенные оценки справедливы и для 
других алгоритмов выделения плоских объек-

Таблица 2

Номер 
плоскости

Нормальное уравнение
выделенной плоскости 

Время вы-
числений, с

P1 –0,827931x – 0,234176y + 
+ 0,5096z – 1,43773 = 0

0,632917

P2 0,00191981x + 0,867228y +
+ 0,497908z – 1,73805 = 0

0,325517

P3 0,640534x – 0,3391y +
+ 0,689005z – 1,39829 = 0

1,064315

P4 0,0087752x + 0,889781y +
+ 0,464179z – 1,23853 = 0

0,382453
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тов в облаке точек. Например, для алгоритмов 
типа RANSAC можно предложить аналогич-
ную двухэтапную реализацию: использовать 
двухмерный вариант алгоритма типа RANSAC 
для нахождения линий отрезков в плоскостях 
сканирования.

Заключение

Работоспособность и эффективность пред-
лагаемого двухэтапного алгоритма проверена 
на реальных данных различных сенсоров. На 
рис. 3 и в табл. 2 приведены результаты об-
работки 3D-изображения, сформированного 
камерой глубины Asus Xtion Pro. На рис. 7 (см. 
третью сторону обложки) приведены результа-
ты обработки 3D-изображения, сформирован-
ного 2D-сканером Hokuyo UTM-30LX на опор-
но-поворотном устройстве.

На рис. 8 (см. третью сторону обложки) 
приведены результаты обработки 3D-изо бра-
жения, сформированного 2D-сканером Hokuyo
UTM-30LX за счет вращения БПЛА вертолет-
ного типа вокруг вертикальной оси [6].

Полученные результаты теоретических и 
экспериментальных исследований позволяют 
сделать заключение, что созданные алгоритми-
ческие и программно-аппаратные средства обе-
спечивают в реальном времени (в темпе движе-
ния объектов управления) переход от больших 
объемов исходной зрительной дальнометри-
ческой информации к семантическим инфор-
мационно-навигационным моделям, которые 
в явном и компактном виде содержат геометри-
ческие данные о внешней среде и навигацион-
ные данные об объекте управления. Например, 
для эксперимента, представленного на рис. 3 
(см. вторую сторону обложки), семантический 
признак горизонтальности выделенного пло-
ского объекта P2 ("потолок") из уравнения соот-
ветствующей плоскости позволяет по направля-
ющим косинусам определить крен и дифферент 
сенсора (объекта управления) и по свободному 
члену — координату Z (см. рис. 3, в). Семан-
тический признак вер тикальности выделенно-
го плоского объекта P1 ("стена") из уравнения 
соответствующей плоскости при известном 
уже крене и дифференте позволяет определить 
курс объекта управления относительно данного 
вертикального плоского объекта. Определение 
оставшихся двух линейных координат в данной 

рабочей зоне обеспечивает выделение третьего 
плоского объекта P3, не коллинеарного пре-
дыдущим двум. При известном плане рабочей 
зоны или при известной предыстории движе-
ния [9] могут быть определены и абсолютные 
координаты объекта управления.

Возможность формирования семантических 
информационно-навигационных моделей по 
данным бортовых сенсоров на бортовых вычис-
лителях в реальном времени позволит уже в на-
стоящее время решать актуальные задачи авто-
номного управления движением РТК и БПЛА 
в индустриально-городской среде и зданиях.
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The prevailing issues regarding the three-dimensional (3-D) reconstruction of the industrial-urban environment and 
navigation model can be solved by using the method of selecting linear objects (straight lines and planes) in cloud points. 
The analysis of the three-dimensional version of the Hough method for selecting planar objects from a cloud of points has 
been done. A high-speed algorithm which is a development of the Hough method, based on a two-stage transformation of 
the initial data, taking into account their linear structuring into a three-dimensional parameter space has been proposed. 
The linear structuring of the input data generated by 3D laser sensors allows efficient selection of planar objects: first to find 
subsets of points belonging to line segments in the scanning planes, and then to find subsets of line segments belonging to one 
flat object. Comparative estimates of the computation volumes for the three-dimensional version of the Hough method and 
the proposed two-stage algorithm are obtained. Estimates give a quadratic and linear dependence on the same parameter, 
respectively, which provides for real 3D images increased performance in the second case by two orders of magnitude. The 
effectiveness of the proposed algorithm is confirmed by the results of the operation of the corresponding software and hard-
ware in real environmental conditions. The obtained results of theoretical and experimental studies allow us to conclude 
that the created algorithm and software-hardware tools provide a transition in real time (in the rate of motion of control 
objects) from large volumes of initial visual ranging information to semantic information and navigation models. Formed 
models in an explicit and compact form contain geometric data about the external environment and navigation data about 
the sensor (control object). The possibility of forming semantic information and navigation models is based on data obtained 
from on-board sensors and on-board calculators in real time which allows for the present time to solve ongoing tasks for 
autonomous traffic control of AGV and UAV in the industrial-urban environment and buildings.
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geometric and semantic models, navigation
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