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Метод АКАР и теория адаптивного управления
в задачах синтеза нелинейных систем управления

Введение

В ìировой и оте÷ественной нау÷ной ëитературе
пробëеìе аäаптивноãо управëения посвящены äе-
сятки ìоноãрафий и тыся÷и статей и äокëаäов
[1—4]. Ис÷ерпываþщий обзор ìетоäов этой те-
ории изëожен в известной ìоноãрафии [4]. В пре-
äисëовии "Неëинейностü, аäаптаöия, саìоорãани-
заöия" к этой книãе известный ìатеìатик — спе-
öиаëист в обëасти неëинейной äинаìики и
синерãетики Г. Г. Маëинеöкий пиøет: "Книгу, ко-
торую вы держите в руках, вероятно, ждет долгая
и счастливая жизнь. Это не значит, что у нее будет
очень много читателей — обилие формул и высокий
математический уровень предполагают серьезную
предварительную подготовку. Эта книга не поможет
студентам и аспирантам, осваивающим теорию уп-
равления, "выучить и сдать". Не поможет в силу глу-
бокого анализа и оригинальности выдвигаемого под-
хода. Эта работа не привлечет ни популяризаторов
науки, ни специалистов по внедрению инноваций.
Поставленные в ней вопросы более фундаментальны
и значимы, чем ответы на них, которые сегодня мо-
гут предложить авторы, да и наука об управлении в
целом. Вместе с тем эта работа представляется од-
ной из наиболее глубоких, оригинальных и значимых
исследований в теории управления среди появившихся
в России в последнее десятилетие...".
Это, вообще ãоворя, уäивитеëüное заявëение, в

о÷ереäной раз иëëþстрируþщее известное преäуп-
режäение акаäеìика А. А. Красовскоãо об опас-
ности ÷резìерноãо ìатеìати÷ескоãо форìаëизìа
на пути развития совреìенной теории автоìати÷е-
скоãо управëения (СТАУ) [5]: "... в развитии СТАУ
с точки зрения практики далеко не все обстоит благо-
получно. Классическую ТАР в основном создавали ин-

женеры для инженеров. СТАУ создают в основном
математики для инженеров и во все большей мере
математики для математиков. Последнее с точки
зрения практики вызывает определенное беспокой-
ство. Главное негативное влияние на практическое
внедрение методов СТАУ оказывает масса оторван-
ных от практических потребностей и возможностей
работ и даже направлений, интересных в матема-
тическом отношении, но бесплодных в отношении
современных приложений. Нельзя отрицать право на
существование математической СТАУ как раздела
математики, развивающегося по собственным зако-
нам и находящего применение по мере возникновения
соответствующих потребностей. Однако такая
математическая СТАУ должна быть достаточно
четко выделена по отношению к прикладной СТАУ".
Зäесü также напраøивается ирони÷ное высказыва-
ние А. Эйнøтейна по повоäу приìенения ìатеìа-
ти÷еских ìетоäов: "... существует поразительная
возможность овладеть предметом, не понимая суще-
ства дела" (!).
Возìожно, поэтоìу Г. Г. Маëинеöкий, всëеä за

автораìи книãи [4], пиøет: "Тут, пожалуй, стоит
в рассказе о былых надеждах и успехах поставить
точку и согласиться с авторами — современная те-
ория адаптивного управления зашла в тупик. И суть
книги И. Ю. Тюкина, В. А. Терехова — указать путь
из этого тупика". В саìоì äеëе, есëи суäитü по
пубëикаöияì посëеäних ëет авторов книãи [4], то
выхоäоì из тупика, в который попаëа теория аäап-
тивноãо управëения, стаëо ввеäение в ее арсенаë
аттракторов — инвариантных ìножеств, в тоì ÷ис-
ëе и хаоти÷еских, ìакропереìенных и äруãих кëþ-
÷евых понятий из синерãети÷еской теории управ-
ëения (СТУ) и ìетоäа анаëити÷ескоãо конструиро-

Проводится сравнение метода АКАР с методами современной теории адаптивного управления. В рамках метода АКАР по-
казаны два способа аналитического синтеза законов адаптивного управления для нелинейных динамических объектов. Приведены
примеры синтеза законов адаптивного управления нелинейными объектами, иллюстрирующие эффективность метода АКАР.
Ключевые слова: нелинейные системы управления, синтез управления, адаптивное управление, синергетическая теория уп-

равления, метод АКАР
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вания аãреãированных реãуëяторов (АКАР) [6—9],
а также некоторых эëеìентов "бэкстеппинãа" (на-
ìи в работе [10] быëо отìе÷ено, ÷то ìетоä АКАР
превосхоäит по своиì возìожностяì "бэкстеп-
пинã"). Это и позвоëиëо, как утвержäаþт авторы
книãи [4], развитü новый поäхоä к реøениþ про-
бëеìы аäаптаöии в неëинейных систеìах.
По повоäу прикëаäных заäа÷ управëения, впер-

вые реøенных в работе [4], Г. Г. Маëинеöкий пи-
øет: "Еще одним большим достоинством книги явля-
ются конкретные задачи, решение которых опира-
ется на предлагаемые подходы. Задачи рассмотрены
подробно и результаты "доведены до числа". Собст-
венно, задачи три. Это управление динамикой авто-
мобиля в режиме разгона—торможения в условиях
неопределенности качества дорожного покрытия;
идентификация моделей электрической активности
клеток нервной системы по измерениям мембранного
потенциала; адаптивное сравнение шаблонов в систе-
мах обработки визуальной информации. Эти задачи
относятся к разным областям — конструированию,
идентификации моделей нелинейных математиче-
ских моделей, техническому зрению. И в каждом из
этих случаев предлагаемые в книге подходы к адаптив-
ному управлению приводят к интересным, значимым
результатам". Ниже буäет рассìотрено эффектив-
ное реøение первых äвух из указанных выøе заäа÷
искëþ÷итеëüно на основе ìетоäа АКАР и без при-
вëе÷ения äруãих ìетоäов аäаптивноãо управëения.
Метоä АКАР преäëаãает äва способа обеспе÷ения

аäаптивности неëинейной систеìы к внеøниì и
параìетри÷ескиì возìущенияì. Первый способ —
это испоëüзование принöипа интеãраëüной аäап-
таöии СТУ [9, 11, 12], коãäа вëияние параìетри÷е-
ских и/иëи внеøних возìущений на функöиони-
рование систеìы коìпенсируется за с÷ет постро-
енных неëинейных законов управëения с особыì
образоì ввеäенныìи интеãратораìи (в общеì сëу-
÷ае неëинейныìи). При этоì необхоäиìа ìини-
ìаëüная инфорìаöия о возìущении — еãо кëасс
(кусо÷но-постоянное, поëиноìиаëüное, ãарìони-
÷еское и т.ä.), который ìожно преäставитü äина-
ìи÷еской ìоäеëüþ в виäе систеìы äифференöи-
аëüных уравнений. Построение аäаптивных систеì
управëения, опираþщихся на принöип интеãраëü-
ной аäаптаöии, не требует синтеза набëþäатеëей
состояния и возìущений и, соответственно, опера-
тивной оöенки этих возìущений. Второй способ —
построение неëинейных набëþäатеëей параìетри-
÷еских и/иëи внеøних возìущений [7—9, 13, 14].
В этоì сëу÷ае синтезируеìые неëинейные законы
управëения äопоëняþтся поäсистеìой набëþäе-
ния, осуществëяþщей äинаìи÷ескуþ оöенку неиз-
ìеряеìых возìущений и их коìпенсаöиþ. Необ-
хоäиìо также отìетитü, ÷то на основе набëþäате-
ëей в СТУ ìожно построитü и такие набëþäатеëи,
которые äинаìи÷ески иäентифиöируþт неизìе-
ряеìые переìенные состояния объекта по изìе-
ряеìыì переìенныì состояния и ноìинаëüныì
параìетраì.

2. Примеры синтеза законов адаптивного 
управления методом АКАР

Пример 1. Сна÷аëа рассìотриì важнуþ при-
кëаäнуþ заäа÷у управëения торìозной систеìой
коëес автоìобиëей, саìоëетов и äруãих поäвижных
объектов [4, 15].
Антибëокирово÷ная торìозная систеìа (АБС)

äоëжна такиì образоì управëятü скоëüжениеì каж-
äоãо коëеса, ÷тобы преäотвратитü еãо бëокировку и
обеспе÷итü наибоëüøуþ степенü сöепëения с по-
ëотноì äороãи. Закон управëения АБС äоëжен
обеспе÷иватü параìетри÷ескуþ робастностü по от-
ноøениþ к быстро изìеняþщиìся свойстваì äо-
рожноãо поëотна и характеристикаì øины. На
рис. 1 изображена схеìа сиë взаиìоäействия тор-
ìозной систеìы коëеса, присоеäиненноãо к ìассе m.
При вращении коëеса в направëении скорости v,
сиëа сöепëения (сопротивëения) øины Fx созäается
трениеì ìежäу поверхностüþ øины и покрытиеì
äороãи. Эта сиëа буäет созäаватü ìоìент, который
порожäает вращаþщее äвижение коëеса, созäавая
уãëовуþ скоростü ω. Торìозной ìоìент, приëаãае-
ìый к коëесу, буäет äействоватü против вращения
коëеса, созäавая отриöатеëüное уãëовое ускорение.
Уравнения äвижения торìозной систеìы ко-

ëеса иìеþт виä [15]

(1)

ãäе v — ãоризонтаëüная скоростü äвижения авто-
ìобиëя; ω — уãëовая скоростü коëеса; Fx — сиëа
сöепëения øины; Tb — торìозной ìоìент; r — ра-
äиус коëеса; J — инерöия коëеса.
Сиëа Fx заäается в виäе

Fx = Fzμ(λ, μH, α), (2)

Рис. 1. Силы и моменты тормозной системы

m (t) = –Fx;

J (t) = rFx – Tbsignω,

v·

ω·
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ãäе Fz — вертикаëüная сиëа; μ — коэффиöиент тре-
ния, который явëяется неëинейной функöией сëе-
äуþщих арãуìентов: λ — коэффиöиент проäоëüно-
ãо скоëüжения øины; μH — коэффиöиент сöепëе-
ния ìежäу øиной и äороãой; α — уãоë скоëüжения
коëеса.
Проäоëüное скоëüжение λ опреäеëяется выра-

жениеì

λ = . (3)

Коэффиöиент λ (3) описывает норìаëизован-
нуþ разниöу ìежäу ãоризонтаëüной скоростüþ ав-
тоìобиëя v и скоростüþ вращения коëеса ωr. Зна-
÷ение этоãо коэффиöиента λ = 0 соответствует сво-
боäноìу äвижениþ коëеса, коãäа сиëа сöепëения
Fx не оказывает вëияния. Есëи при скоëüжении äо-
стиãается зна÷ение λ = 1, то коëесо бëокируется,
÷то озна÷ает еãо остановку. Коэффиöиент трения μ
в соотноøении (2) ìожет изìенятüся в о÷енü øи-
рокоì äиапазоне μ(0, μH, α) = 0 при λ = 0 и
μ(λ, μH, α) > 0 при λ > 0. Ка÷ественная зависи-
ìостü μ от скоëüжения λ показана на рис. 2, взятоì
из работы [15]. Из рис. 3 сëеäует, ÷то коэффиöиент
трения μ повыøается при повыøении скоëüже-
ния λ äо зна÷ения, ãäе äостиãается ìаксиìуì μH.
Дëя высоких зна÷ений скоëüжения λ коэффиöи-

ент μ буäет понижатüся äо наиìенüøеãо зна÷ения,
при котороì коëесо бëокируется, т. е. буäет äейст-
воватü тоëüко трение скоëüжения. Зависиìостü тре-
ния от äорожных усëовий показана на рис. 2 и 3.
Дëя вëажноãо покрытия иëи при обëеäенении
ìаксиìаëüное зна÷ение трения μH ìаëо, а правая
÷астü кривой выпряìëяется. О÷евиäно, ÷то кривая
сöепëения øины также зависит от ìарки øины,
в ÷астности, äëя зиìних øин эта кривая буäет
иìетü ярко выраженный ìаксиìуì.
В боëее общеì сëу÷ае сиëа сöепëения ìожет

бытü вы÷исëена как [16]

(4)

ãäе μc, μs — коэффиöиенты стати÷ескоãо и куëонов-
скоãо трения; vs — øтрибековская скоростü; σ0 —
норìаëизованная проäоëüная жесткостü; L — äëи-
на контактной поверхности øины; θ — параìетр,
характеризуþщий свойства поверхности.
Есëи äвижение коëеса происхоäит оäновреìен-

но в äвух направëениях, образуется уãоë скоëüже-
ния α, который возникает, коãäа коëесо äвиãается
со скоростüþ vx в проäоëüноì направëении и со
скоростüþ vy в боковоì направëении. В этоì сëу-

÷ае коэффиöиенты проäоëüноãо λx =  и бо-

ковоãо скоëüжения λy = sinα разëи÷аþтся, как и
соответствуþщие составëяþщие коэффиöиента
трения μx и μy. На рис. 2 показана зависиìостü
коэффиöиента трения μ от уãëа боковоãо скоëüже-
ния α. О÷евиäно, ÷то боковая сиëа Fy в основноì
зависит от уãëа боковоãо скоëüжения α, уìенüøа-
ясü по ìере роста этоãо уãëа. В äаëüнейøеì в öеëях
упрощения буäеì поëаãатü α = 0 и, сëеäоватеëüно,
μx = μ и vx = v.

На основе выражений (1)—(3) при v > 0 и ω l 0
поëу÷иì

(t) = – (1 – λ) + Fzμ(λ, μH, α) + Tb;  (5)

(t) = – Fzμ(λ, μH, α). (6)

Из уравнений (5), (6) сëеäует, ÷то, коãäа v → 0,
äинаìика разоìкнутой систеìы становится беско-
не÷но быстрой с бесконе÷ныì коэффиöиентоì
усиëения. Это привоäит к потере управëяеìости,
а реãуëятор скоëüжения при ìаëых v äоëжен бытü
откëþ÷ен.

v ωr–
v

-----------

Fx(Fz, v, ω, θ) = Fzsignλ ;

g(ω, λ, θ) = θ μc + (μs – μc) ,

σ0

L
----g ω λ θ, ,( ) λ

1 λ–
---------

σ0

L
---- λ

1 λ–
--------- g ω λ θ, ,( )+

-------------------------------------

 
⎝
⎜
⎜
⎛

e

rωλ
1 λ– vs
---------------–

⎠
⎟
⎟
⎞
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v
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Рис. 3. Кривая скольжения шины

Рис. 2. Кривая скольжения шины m(l)
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В работе [15] показано, ÷то есëи v(0) > 0 и
λ(0) ∈ [0, 1], то λ(t) ∈ [0, 1] и (t) m 0 äëя всех t l 0
при v(t) > 0. Действитеëüно, λ(t) явëяется непре-
рывной функöией, поэтоìу возìожны то÷ки схо-
äа: λ = 0 и λ = 1. Рассìотриì сна÷аëа λ = 0. По-
скоëüку μ(0) = 0, из выражения (5) сëеäует, ÷то

(t) = Tb l 0, так как Tb l 0. Отсþäа сëеäует,

÷то λ(t) l 0 äëя всех t l 0. Рассìотриì теперü ва-
риант λ = 1. В этоì сëу÷ае ω = 0, и из систеìы (1)
сëеäует, ÷то (t) l 0. Соãëасно выражениþ (3)

(t) m 0 и λ(0) m 1, ÷то озна÷ает λ(t) m 1 äëя всех

t l 0. Наконеö, отìетиì, ÷то (t) m 0 в систеìе (1),
так как Fx l 0 äëя λ ∈ [1, 0].

Соãëасно работе [15] заäа÷а управëения состоит
в управëении проäоëüныì скоëüжениеì путеì
обеспе÷ения заäанноãо коэффиöиента скоëüже-
ния λ, ëибо явëяþщеãося константой λ0, ëибо опре-
äеëяеìоãо систеìой управëения верхнеãо уровня,
наприìер, ESP (эëектронной систеìой курсовой
устой÷ивости). Реãуëятор скоëüжения äоëжен бытü
робастныì по отноøениþ к неопреäеëенностяì в
характеристике øины и изìененияì усëовий äо-
рожноãо покрытия. Вхоäоì управëения явëяется
сиëа зажиìа Fb, связанная с торìозныì ìоìентоì
соотноøениеì Tb = kbFb. Максиìаëüная иëи ìини-
ìаëüная сиëа Fb ìожет бытü приëожена к торìоз-
ныì коëоäкаì соответствуþщиì испоëнитеëüныì
ìеханизìоì в проöессе торìожения. Миниìаëü-
ная сиëа Fbmin возникает, коãäа коëоäки распоëо-
жены пëотно к торìозноìу äиску, а ìаксиìаëüная
Fbmax — коãäа испоëнитеëüный ìеханизì нахоäит-
ся на преäеëе своих возìожностей. Это озна÷ает,
÷то в äиапазоне Fbmin...Fbmax испоëнитеëüный ìе-
ханизì ìожет изìенятü развиваеìый ìоìент тор-
ìожения коëеса.
Дëя коìпенсаöии возìущений в систеìах аäап-

тивноãо управëения, базируþщихся на построении
набëþäатеëей, по сути, осуществëяется их текущая
иäентификаöия и посëеäуþщая коìпенсаöия. Воз-
никаþщие при этоì техни÷еские труäности состо-
ят в сëеäуþщеì: ìоäеëü объекта äоëжна бытü äо-
стато÷но то÷ной, а äинаìика набëþäатеëя — боëее
быстрой по сравнениþ с äинаìикой изìенения
внеøних возìущений. Эти обстоятеëüства ìоãут
ухуäøатü практи÷ескуþ эффективностü набëþäате-
ëей в конкретных заäа÷ах управëения (наприìер,
повыøение быстроäействия набëþäатеëя приво-
äит к неäопустиìоìу выхоäу управëяþщих сиãна-
ëов за преäеëы оãрани÷ений). Оäнако, в öеëоì, это
ìожет привести к существенноìу усëожнениþ за-
конов аäаптивноãо управëения объектоì. В раìках
СТУ äруãиì способоì обеспе÷ения аäаптивности к
возìущенияì явëяется построение на основе
принöипа интеãраëüной аäаптаöии робастных ре-
ãуëяторов, которые парируþт наихуäøие внеøние
возìущения, äействуþщие на объект, без их теку-
щей иäентификаöии, а реаëизаöия таких реãуëято-

ров äостато÷но простая [9, 11, 12]. При этоì проф.
А. А. Коëесниковыì преäëожено сëеäуþщее опре-
äеëение: "... наихудшие возмущения (t) — это
такие внешние возмущения, которые за наименьшее
время отклоняют объект управления на максималь-
ное возможное расстояние от желаемого состояния
в его фазовом пространстве" [9]. Указанное опре-
äеëение по существу озна÷ает, ÷то наихуäøие воз-
ìущения — это кусо÷но-постоянные возìущения
виäа (t) = Mi0signμ(t) со сëу÷айныì изìене-
ниеì веëи÷ины Mi0 = const на соответствуþщеì
интерваëе и знака функöии μ(t).
Дëя парирования кусо÷но-постоянных возìуще-

ний синерãети÷еский реãуëятор äоëжен вкëþ÷атü в
себя оäин интеãратор, т. е. реаëизовыватü астати-
÷еский закон управëения, техни÷еская реаëизаöия
котороãо не вызывает затруäнений. Интеãраëüные
составëяþщие, с оäной стороны, коìпенсируþт
постоянные возìущения, повыøаþт то÷ностü уп-
равëения, а с äруãой — ухуäøаþт устой÷ивостü
заìкнутой систеìы. Но äëя ìетоäов СТУ такой
пробëеìы не существует, так как проöеäура этоãо
ìетоäа ãарантирует асиìптоти÷ескуþ устой÷ивостü
систеìы äифференöиаëüных уравнений сëожных
техни÷еских объектов. Испоëüзование принöипа
интеãраëüной аäаптаöии позвоëяет поëностüþ коì-
пенсироватü вëияние поëиноìиаëüноãо возìуще-
ния степени n: äëя этоãо особыì образоì ввоäится
n + 1 интеãратор. Гарìони÷еское возìущение поë-
ностüþ не коìпенсируется, но существенно осëаб-
ëяется вëияние äанноãо возìущения уже с треìя
интеãратораìи. Дëя коìпенсаöии ãарìони÷ескоãо
возìущения приеìëеì тоëüко поäхоä с синерãети-
÷ескиì неëинейныì набëþäатеëеì возìущений.
Поäробно проöеäура синтеза законов аäаптивноãо
управëения в соответствии с принöипоì интеã-
раëüной аäаптаöии изëожена в работах [11, 12].
Итак, öеëüþ управëения систеìой (1) явëяется

торìожение коëеса при требуеìоì зна÷ении коэф-
фиöиента проскаëüзывания λ = λ0 = const. Это по-
звоëяет соãëасно выражениþ (3) сфорìироватü ин-
вариант λ – λ0 = v – ωr – vλ0 = 0. В соответствии
с äанной öеëüþ и принöипоì интеãраëüной аäап-
таöии составиì расøиреннуþ ìоäеëü синерãе-
ти÷ескоãо синтеза при ω > 0:

(7)

ãäе z — äинаìи÷еская переìенная синтезируеìоãо
реãуëятора, выпоëняþщая роëü оöенщика внеøне-
ãо неизмеряемого возмущения, äействуþщеãо на сис-
теìу; η, υ1, υ2 — некоторые постоянные коэффи-
öиенты. В правой ÷асти третüеãо уравнения ìоäеëи
синерãети÷ескоãо синтеза (7) отражен ввоäиìый
техноëоãи÷еский инвариант.
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Дëя расøиренной ìоäеëи синтеза (7) ввеäеì
ìакропереìеннуþ

ψ = v – rω – vλ0 – γz. (8)

Сëеäуя проöеäуре синтеза ìетоäоì АКАР, из
совìестноãо реøения соотноøения (8), функöио-
наëüноãо уравнения

(t) + βψ = 0 (9)

и расøиренной ìоäеëи (7) нахоäиì выражение äëя
управëяþщеãо возäействия:

Tb = (–υ1z(1 – λ0) – rυ2z +

+ γη(v – rω – vλ0) – β(v – rω – vλ0 – γz)). (10)

Провеäеì иссëеäование синтезированной сис-
теìы управëения АБС при сëеäуþщих параìетрах:
σ0 = 200; L = 0,25; μc = 0,5; μs = 0,9; vs = 12,5; r = 0,3;
m = 200; J = 0,23; Fz = 3000 и параìетрах реãуëятора
λ0 = 0,1; η = 1000; υ1 = 1; υ2 = 2; β = 50; γ = –5. Ре-
зуëüтаты ìоäеëирования преäставëены на рис. 4—10.
При ìоäеëировании поëаãаëосü, ÷то коэффиöиент
сöепëения с поверхностüþ θ изìеняется во вреìе-
ни в соответствии с зависиìостüþ:

θ(s) =  s = v(τ)dτ.

Такиì образоì, резуëüтаты коìпüþтерноãо ìо-
äеëирования синтезированной синерãети÷еской
систеìы управëения АБС свиäетеëüствуþт о ее вы-
сокой эффективности функöионирования в усëо-
виях неопреäеëенности äействия внеøней среäы.

ψ·

J
r
--

Рис. 4. График изменения линейной скорости

0,3 при s ∈ [0, 10];
1,3 при s ∈ (10, 20];
0,7 при s ∈ (20, 30];
0,4 при s ∈ (30, 40];
1,5 при s ∈ (40, 50];
0,6 при s ∈ (50, ∞);

 
0

t

∫

Рис. 6. График изменения скольжения

Рис. 5. График изменения угловой скорости

Рис. 7. График изменения тормозного момента
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Синтезированный ìетоäоì АКАР закон управ-
ëения (10), обеспе÷иваþщий требуеìые свойства
АБС в усëовиях зна÷итеëüной неопреäеëенности,
существенно проще синтезированноãо в работе [4]
аäаптивноãо закона управëения. Дëя реаëизаöии
реãуëятора (10) не требуется сëожной нейросети
äëя вы÷исëения параìетри÷еских и внеøних воз-
ìущений. В ìоноãрафии [4] преäëожен аäаптивный
закон управëения АБС, вкëþ÷аþщий в своþ струк-
туру функöиþ Fx(Fz, v, ω, θ) (4). При этоì преä-
поëаãается, ÷то на основе этой функöии ìожно
с поìощüþ нейросети вы÷исëитü текущие характе-
ристики äорожноãо поëотна. Такое преäпоëожение
преäставëяется практи÷ески ìаëоэффективныì,
так как в реаëüных усëовиях характеристики äо-
рожноãо поëотна ìоãут существенно изìенятüся, а в
структуру функöии Fx, соãëасно (4), не ввоäится
каких-ëибо изìеряеìых физи÷еских веëи÷ин, от-
ражаþщих текущее состояние поëотна. Разуìеется,
в спеöиаëизированных иäеаëüных усëовиях, коãäа
о функöии Fx и ее параìетрах заранее ìноãое из-
вестно и практи÷ески не требуется каких-ëибо
текущих физи÷еских изìерений, такой поäхоä
ìожет оказатüся впоëне оправäанныì. Такоãо роäа
усëовия возникаþт, наприìер, при провеäении
коìпüþтерных экспериìентов и т. ä.
Что же касается синтезированноãо в этоì при-

ìере аäаптивноãо закона управëения (10), постро-
енноãо на иäеоëоãии поäавëения наихуäøих ку-
со÷но-постоянных возìущений с поìощüþ интеã-
раторов в обратных связях, то äëя еãо реаëизаöии
не требуется ввоäитü функöиþ Fx, а ìожно испоëü-
зоватü физи÷ески äоступные коорäинаты торìоз-
ной систеìы.
Пример 2. Рассìотриì теперü ìоäеëü Хиинäар-

ìарøа и Роуза [4, 17], которая явëяется простей-
øей ìатеìати÷еской ìоäеëüþ эëектри÷еской ак-
тивности кëеток нервной систеìы:

(11)

зäесü x — ìеìбранный потенöиаë; переìенная y
ìоäеëирует äинаìику (быстрых) ионных токов;
z ìоäеëирует (ìеäëенный) ток аäаптаöии; u —
внеøний ток, инäуöируеìый в кëетку; a, b, α, c, β,
d, ε, τ, g — параìетры, при÷еì β, τ > 0.
Параìетры ìоäеëи (11) связаны с провоäиìо-

стüþ ìеìбраны и внутрикëето÷ныìи ионныìи то-
каìи и, вообще ãоворя, явëяþтся неизвестныìи
параìетраìи. Переìенная x явëяется изìеряеìыì
выхоäоì ìоäеëи (11), веëи÷ина u — вхоäоì систе-
ìы — управëениеì, а y, z — неизìеряеìыìи пере-
ìенныìи. Поскоëüку ìоäеëü (11) не уäовëетворяет
требованияì канони÷еской форìы аäаптивноãо на-
бëþäатеëя, то станäартные поäхоäы к иäентифика-
öии ìоäеëи (11) по изìеренияì вхоä-выхоä не при-
ìениìы. Такиì образоì, заäа÷а построения набëþ-
äатеëя траäиöионныìи поäхоäаìи не реøается.

(t) = –ax3 + bx2 + y – z + αu;

(t) = c – βy – dx2;

(t) = εx – τz + g,

x·

y·

z·

Рис. 8. График изменения динамической переменной регулятора

Рис. 9. График изменения коэффициента сцепления с поверх-
ностью

Рис. 10. График изменения силы сцепления
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Отëи÷итеëüной особенностüþ ìетоäа АКАР äëя
синтеза неëинейных аäаптивных систеì управëе-
ния явëяется то, ÷то он позвоëяет осуществëятü
синтез аäаптивных систеì по исхоäныì неëиней-
ныì ìоäеëяì объекта без приìенения проöеäур
ëинеаризаöии, сепарирования канаëов управëения
и без построения этаëонной ìоäеëи (÷то уже суще-
ственно упрощает структуру систеìы управëения).
При этоì структура аäаптивной систеìы синтези-
руется поëностüþ в анаëити÷ескоì виäе. Поäроб-
но проöеäура синтеза ìетоäоì АКАР неëинейных
законов аäаптивноãо управëения с набëþäатеëяìи
изëожена в работах [7—9, 13, 14].
Построиì äинаìи÷еский набëþäатеëü äëя пе-

реìенных y, z. Ввеäеì вектор Y, опреäеëяеìый вы-
ражениеì

Y = , (12)

ãäе ,  — оöенки соответствуþщих ненабëþäае-
ìых переìенных.
Дëя построения набëþäатеëя ввоäится функöи-

онаëüное уравнение относитеëüно вектора ìакро-
переìенной (12), уäовëетворяþщее ìоäеëи (11):

(t) + LY = 0, (13)

ãäе L — ìатриöа коэффиöиентов, опреäеëяþщая
устой÷ивостü уравнения (13) и заäаþщая äинаìику
набëþäатеëя, иìеет виä

L = . (14)

Посëе совìестноãо реøения (11)—(14) поëу÷иì
систеìу äвух уравнений:

(15)

Оöенку переìенных состояния ,  буäеì ис-
катü в форìе

(16)

ãäе s1, s2 — переìенные набëþäатеëя.
Поäставëяя уравнения (16) в систеìу (15), по-

ëу÷иì

(17)

Поскоëüку ненабëþäаеìые коорäинаты äоëж-
ны отсутствоватü в уравнениях набëþäатеëя, то
приравняеì коэффиöиенты при переìенных y, z в
посëеäнеì уравнении к нуëþ:

(18)

Из систеìы (18) поëу÷аеì

F1(x) = –L12x; F2(x) = L21x;

L11 = β – L12; L22 = τ – L21.

Как виäиì, нахоäитü неизвестные L11, L22
ìожно, заäавая зна÷ения L12, L21, наприìер, из
усëовия обеспе÷ения устой÷ивости и заäанноãо
вреìени перехоäноãо проöесса набëþäатеëя пере-
ìенных. Дëя этоãо заäаäиì жеëаеìый характерис-
ти÷еский поëиноì ìатриöы L:

Λ = (p – L0)
2 = p2 – 2L0 + , (19)

ãäе L0 — кратный коренü поëиноìа.
Сопоставëяя поëиноì (19) с опреäеëитеëеì

ìатриöы L 

det(pE – L) = p2 – (L11 + L22)p + L11L22 – L12L21,

поëу÷иì äва уравнения 

L11 + L22 = 2L0;

L11L22 – L12L21 = ,

которые совìестно с систеìой (18) позвоëяþт по-
ëу÷итü реøения äëя неизвестных коэффиöиентов:

L12 = ; L21 = ;

L11 = β – ; L22 = τ + .

Уравнения набëþäатеëя, в соответствии с сис-
теìой (17), ìоãут бытü записаны в виäе

(20)

а оöенки переìенных y, z äоëжны вы÷исëятüся со-
ãëасно уравненияì (16).

y y–

z z–

^
^

ŷ ẑ

Y·

L11 L12

L21 L22

c – βy – dx2 – (t) + L11(y – ) + L12(z – ) = 0;

εx – τz + g – (t) + L21(y – ) + L22(z – ) = 0.

ŷ

.

ŷ ẑ

ẑ

.

ŷ ẑ

ŷ ẑ

 = F1(x) + s1;

 = F1(x) + s2,

ŷ

ẑ

c – βy – dx2 – (–ax3 + bx2 + y – z + αu) +

+ (t) + L11(y – ) + L12(z – ) = 0;

εx – τz + g – (–ax3 + bx2 + y – z + αu) +

+ (t) + L21(y – ) + L22(z – ) = 0.

F1∂
x∂

-------

s·1 ŷ ẑ

F2∂
x∂

-------

s·2 ŷ ẑ

–β –  + L11 = 0;

 + L12 = 0;

–  + L21 = 0;

–τ +  + L22 = 0.

F1∂
x∂

-------

F1∂
x∂

-------

F2∂
x∂

-------

F2∂
x∂

-------

L0
2

L0
2

β L0–( )2

β τ–
-----------------

τ L0–( )–
2

β τ–
-------------------

β L0–( )2

β τ–
-----------------

τ L0–( )2

β τ–
-----------------

(t) = c – dx2 + L12(–ax3 + bx2 + αu) –

– L11(–L12x + s1) – L12(L21x + s2);

(t) = εx + g – L21(–ax3 + bx2 + αu) –

– L21(–L12x + s1) – L22(L21x + s2),

s·1

s·2
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Графики ìоäеëирования систеì (11), (16) и (20)
с параìетраìи a = 1, b = 2, α = 3, c = 3, β = 2, d = 5,
ε = 1, τ = 6, g = 10, u(t) = 1 – sin(2t), L0 = –1 при-
веäены на рис. 11, 12.
Рассìотриì теперü иäентификаöиþ параìетров

a, b, α, c, β, d, ε, τ, g, которуþ буäеì провоäитü
рекуррентныì ìетоäоì наиìенüøих кваäратов
(РМНК). В ìатри÷ноì виäе форìуëа äëя опреäе-
ëения неизвестных параìетров äëя систеìы виäа

y = Bx

в äискретной форìе записывается сëеäуþщиì ìат-
ри÷ныì выражениеì:

BN + 1 = BN + [yN + 1 – xтBN], (21)

ãäе  =  – , B — вектор опре-

äеëяеìых параìетров; x — вектор вхоäных пере-
ìенных; y — вектор выхоäных переìенных.
Перейäеì от äискретной форìы записи выра-

жения (21) к непрерывной:

(t) = [y – xтB] , (22)

ãäе R = P–1, (t) = – , Δ — øаã реøе-

ния рассìатриваеìой систеìы.
При построении иäентификаторов äëя параìет-

ров ìатеìати÷еской ìоäеëи (11) буäеì рассìатри-
ватü кажäое из уравнений отäеëüно. Дëя постро-
ения набëþäатеëя параìетров a, b, α запиøеì пер-
вое уравнение ìоäеëи (11):

(t) = –ax3 + bx2 + y – z + αu. (23)

В рассìатриваеìоì сëу÷ае в ка÷естве вхоäноãо
и выхоäноãо векторов необхоäиìо выбратü сëе-
äуþщие:

x = , y = [ (t) – y + z], (24)

ãäе (t) — оöенка произвоäной переìенной x, ко-
торая ìожет бытü поëу÷ена на основе простой схе-
ìы на äвух интеãраторах:

(25)

ãäе μ2 = (t) — оöенка произвоäной переìенной x;

k1, k2 — постоянные коэффиöиенты.

Вектор неизвестных коэффиöиентов форìиру-
ется из оöенок соответствуþщих параìетров:

B = . (26)

В ка÷естве на÷аëüных зна÷ений ìатриöы R ìож-
но взятü ëþбуþ ÷исëовуþ невырожäеннуþ ìатриöу,
но äëя ëу÷øей схоäиìости оöенок параìетров ре-
коìенäуется выбиратü ее из соотноøения

R = XтX = , (27)

Рис. 11. Графики изменения координат

PN
1– x

1 xтPN
1– x+( )

-------------------------

PN 1+
1– PN

1– PN
1– xxтPN
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1 xтPN
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-------------------------
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1 xтRx+( )
--------------------- 1

Δ
--

R· RxxтR

1 xтRx+( )
--------------------- 1

Δ
--

x·

x3
–

x2

u

x̂

.

x̂
.

(t) = μ2 + k1(x – μ1);

(t) = k2(x – μ1),

μ· 1

μ· 2

x̂

.

Рис. 12. Графики изменения координат и их оценок
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ãäе X =  — ìатриöа,

форìируеìая по отс÷етаì вреìени tk, tk + 1 и tk + 2.

Такиì образоì, посëе форìирования необхоäи-
ìых ìатриö и векторов (24), (26), (27) прихоäиì к
сëеäуþщей развернутой форìе уравнения (22):

(28)

(t) = , i, j = , (29)

ãäе
ν1 = (–x3R11 + x2R12 + xR13);
ν2 = (–x3R21 + x2R22 + xR23);
ν3 = (–x3R31 + x2R32 + xR33);

ρ = (t) – y + z + x3 – x2 – u;
S = 1 – (–x3R11 + x2R21 + xR31)x

3 + (–x3R12 +

+ x2R22 + xR32)x
2 + (–x3R13 + x2R23 + xR33)u.

Графики ìоäеëирования систеìы (11) совìестно
с систеìаìи (25), (28) и (29) с параìетраìи объекта
(11) a = 1, b = 2, α = 3, c = 3, β = 2, d = 5,  ε = 1,
τ = 6, g = 10, u(t) = x(t) и набëþäатеëя произвоäной
(25) k1 = 2, k2 = 500 привеäены на рис. 13, 14.
На основе анаëоãи÷ной проöеäуры ìожно по-

строитü набëþäатеëü äëя оставøихся параìетров
систеìы. Графики ìоäеëирования преäставëены
на рис. 15, 16.

x3
– tk( ) x2 tk( ) u tk( )

x3
– tk 1+( ) x2 tk 1+( ) u tk 1+( )

x3
– tk 2+( ) x2 tk 2+( ) u tk 2+( )

Рис. 14. Графики изменения оценок параметров a, b, a

Рис. 13. Графики изменения производной x и ее оценки

Рис. 16. Графики изменения оценок параметров e, t, g

Рис. 15. Графики изменения оценок параметров c, b, d

(t) = ;

(t) = ;

(t) = ;

â

. x3R11– x2R12 xR13+ +( )ν1

S
----------------------------------------------------- ρ

Δ
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S
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Δ
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α̂
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S
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Δ
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R· ij
νi x3R1 j x2R2j– uR3j–( )

SΔ
----------------------------------------------- 1 3,

x̂

.

â b̂ α̂
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Такиì образоì, на основе развитоãо в этой статüе
ìетоäа синтеза синерãети÷еских набëþäатеëей эф-
фективно реøена заäа÷а иäентификаöии параìет-
ров и набëþäения состояния эëектрохиìи÷еских
проöессов в кëето÷ных ìеìбранах. По своиì свой-
стваì синтезированные синерãети÷еские аëãорит-
ìы набëþäения никак не уступаþт аäаптивныì аë-
ãоритìаì, построенныì в работе [4].

Заключение

В работе провеäено сравнение ìетоäа АКАР и
теории аäаптивноãо управëения на конкретных
приìерах синтеза систеì. Показаны äва способа
обеспе÷ения аäаптивности неëинейной систеìы к
внеøниì и параìетри÷ескиì возìущенияì: ис-
поëüзование принöипа интеãраëüной аäаптаöии и
построение неëинейных набëþäатеëей состояния и
параìетров. Данные приìеры синтеза иëëþстриру-
þт преиìущества ìетоäа АКАР в отноøении про-
öеäуры анаëити÷ескоãо конструирования законов
аäаптивноãо управëения äëя неëинейных объектов.
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This work continues a series of articles devoted to an illustrative comparison of the methods of modern control theory and
the method of Analytical Design of Aggregated Regulators (ADAR). The ADAR method suggests two ways to ensure a nonlinear
system adaptability to the external and parametric perturbations. The first way is the use of the principle of integral adaptation,
when the influence of the parametric or external perturbations is compensated for by the nonlinear control laws introduced by
integrators in a special manner. The design procedure of the adaptive control laws, according to this way, does not require a syn-
thesis of the state and perturbation observers and consequently eliminate a real-time estimation of these perturbations. The second
way is a design of the nonlinear observers of the parametric and external perturbations. In this case the designed nonlinear control
laws are supplemented by a subsystem of observation, which realizes a dynamic estimation of the nonmetering perturbations and
a compensation for them. The above ways are illustrated in the article by the known control tasks: the task of a wheel slip control
in an anti-lock braking system; and the task of identification of the parameters and monitoring of the state of electrochemical
processes in the cell membranes in accordance with Hindmarsh and Rose model. The examples of the design procedures presented
in the article demonstrate the advantages of the ADAR method concerning the analytical design of the adaptive regulators for the
nonlinear objects. The theoretical results were confirmed by simulation of the closed-loop system in MATLAB software.
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Современное состояние и перспективы развития
теории релейных систем автоматического управления

Реëейный эëеìент øироко испоëüзуется в сис-
теìах управëения. Он приìеняется как непосреä-
ственно в ка÷естве реãуëятора, так и при ìатеìа-
ти÷еской иäеаëизаöии некоторых физи÷еских
явëений, протекаþщих в объекте управëения, на-
приìер таких, как куëоновское трение. Ска÷кооб-
разное изìенение состояния реëейноãо эëеìента
при превыøении пороãовоãо зна÷ения вхоäноãо
сиãнаëа обеспе÷ивает высокие äинаìи÷еские
свойства реëейных реãуëяторов. Маëые ãабарит-
ные разìеры, простота конструкöии и наäежностü
таких систеì посëужиëи тоìу, ÷то реëейное управ-

ëение как принöип построения реãуëяторов по-
явиëосü оäниì из первых, но по-прежнеìу явëя-
ется øироко распространенныì.
Ранние работы, посвященные теории реëейных

систеì управëения (РСУ), быëи ìотивированы ис-
сëеäованиеì коëебаний в простейøих ìехани÷е-
ских иëи эëектроìехани÷еских систеìах и носиëи
узконаправëенный характер. К на÷аëüноìу этапу
иссëеäования реãуëяторов реëейноãо типа (систе-
ìы вкëþ÷ено-выкëþ÷ено) ìожно отнести работу
И. А. Выøнеãраäскоãо, в которой рассìатриваëосü
практи÷еское приìенение таких систеì [1]. Оäнако

Дается краткий обзор задач и методов теории релейных систем управления (РСУ). Приводятся основные результаты ис-
следования этих систем как в частотной области, так и в пространстве состояний. Основное внимание уделено обзору ме-
тодов анализа и синтеза РСУ, рассмотренных в рамках "метода фазового годографа". Формулируются нерешенные проблемы
и перспективы развития прикладных методов исследования РСУ.
Ключевые слова: релейные системы управления (РСУ), предельный цикл, автоколебания, вынужденные колебания
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отправной то÷кой в иссëеäовании периоäи÷еских
проöессов, возникаþщих в таких систеìах, как ука-
зано в обзорной работе по истории науки об управ-
ëении [2], принято с÷итатü иссëеäование J. T. Haw-
kins (1887 ã.) [3], в котороì рассìатриваëся реãу-
ëятор теìпературы. Быëо обнаружено, ÷то в таких
систеìах ìоãут возникатü периоäи÷еские коëеба-
ния. Опреäеëение усëовий возникновения этих ко-
ëебаний в разëи÷ных äинаìи÷еских систеìах, вы-
÷исëение их ÷астоты и аìпëитуäы, анаëиз устой-
÷ивости, построение сëеäящих коëебатеëüных
систеì явëяëисü теìаìи ìноãих посëеäуþщих ис-
сëеäований. Теория реëейных систеì стаëа оäниì
из кëасси÷еских разäеëов теории автоìати÷ескоãо
управëения, основныìи вопросаìи котороãо явëя-
þтся: опреäеëение периоäи÷еских äвижений (ав-
токоëебаний, вынужäенных коëебаний) в систеìе,
иссëеäование устой÷ивости, ÷увствитеëüности к
изìенениþ параìетров объекта управëения, ëинеа-
ризаöия, синтез корректируþщих устройств.
Бурное развитие РСУ приøëосü на 50-е...60-е ãоäы

XX века. Широкое приìенение реëейных реãу-
ëяторов в аэрокосìи÷еской обëасти, построение
первых автопиëотов с испоëüзованиеì реëейных
усиëитеëей ìощности вызваëо интерес к иссëеäо-
ваниþ äанноãо направëения. Боëüøое ÷исëо при-
ëожений теории тоãо вреìени ìожно найти в ра-
боте [4]. Стоит отìетитü, ÷то разработка руëевых
привоäов ëетатеëüных аппаратов как в то вреìя,
так и сей÷ас ставит сëожные пробëеìы переä РСУ.
Во ìноãоì эти заäа÷и вызваны появëениеì новых
кëассов пневìати÷еских систеì, таких как возäуø-
но-äинаìи÷еский руëевой привоä [5] ëетатеëüных
аппаратов с высокиìи скоростяìи поëета, иìеþ-
щих принöипиаëüные неëинейности в ìатеìати-
÷ескоì описании объекта управëения и нестаöи-
онарностü параìетров.
Интересное приëожение теории РСУ наøëосü

также в построении ìетоäики автоìати÷еской на-
стройки пропорöионаëüно-интеãраëüно-äиффе-
ренöиаëüных (ПИД) контроëëеров с поìощüþ ре-
ëейной обратной связи [18]. Устройство таких
контроëëеров основано на тоì набëþäении, ÷то
есëи заìенитü ПИД реãуëятор реëейныì эëеìентоì,
в систеìе ìоãут возникнутü автокоëебания. Пара-
ìетры этих коëебаний ìоãут бытü испоëüзованы äëя
автоìати÷еской настройки ПИД реãуëятора.
Друãое совреìенное приìенение реëейных сис-

теì ìожно увиäетü в конструкöии сиãìа-äеëüта
ìоäуëяторов, испоëüзуеìых äëя öифровой обра-
ботки сиãнаëов. В настоящее вреìя такой тип АЦП
поëу÷иë øирокое распространение бëаãоäаря вы-
сокой то÷ности и простоте устройства. Базовуþ кон-
струкöиþ сиãìа-äеëüта ìоäуëятора ìожно преäста-
витü как фиëüтр с обратной связüþ, вкëþ÷аþщей
квантоватеëü, который ìожет рассìатриватüся в
виäе реëейноãо эëеìента [7]. Заäа÷а синтеза таких
öифровых преобразоватеëей актуаëüна и в настоя-
щее вреìя. Моäеëирование оøибок квантования
при öифровоì управëении явëяется äруãой важной

ìотиваöией äëя изу÷ения систеì с реëейной об-
ратной связüþ [8].
Преäеëüный öикë и скоëüзящий режиì — это

äва важных режиìа повеäения неëинейных сис-
теì, которые ìоãут возникнутü в реëейных систе-
ìах. Иссëеäованиþ и проектированиþ систеì уп-
равëения, работаþщих в таких режиìах, быëо по-
священо оãроìное ÷исëо работ [4, 9—14, 18, 33].
В настоящей статüе рассìатриваþтся ìетоäы

иссëеäования заìкнутых реëейных систеì. В об-
щеì виäе их структура привеäена на рисунке.

На рисунке обозна÷ено: КУ — корректируþщее
устройство; ФУ — форìируþщее устройство (об-
ратные связи по состояниþ x); ìоäеëü реëейноãо
реãуëятора ìожет бытü разëи÷ной (äвухпозиöион-
ный реëейный эëеìент, реëейный эëеìент с вы-
нужäаþщиì сиãнаëоì, трехпозиöионный эëеìент).
На выхоäе реëейноãо реãуëятора управëяþщий
сиãнаë изìеняется ска÷кообразно (Umax, –Umax)
иëи (Umax, 0, –Umax). Матеìати÷еская ìоäеëü объ-
екта управëения (ОУ) ìожет описыватü систеìы
ëþбой физи÷еской прироäы, а также бытü неëи-
нейной. Деëая некоторые обобщения, ìожно вы-
äеëитü иссëеäования реëейных систеì в ÷астотной
обëасти и в пространстве состояний.

Исследование автоколебаний в частотной области

Оäниì из саìых распространенных ìетоäов ис-
сëеäования неëинейных систеì в ÷астотной обëас-
ти явëяется ìетоä ãарìони÷еской ëинеаризаöии
(ìетоä описываþщей функöии). В сиëу своей про-
стоты и наãëяäности он нахоäит øирокое приìе-
нение и äëя анаëиза реëейных систеì с ëинейныì
объектоì управëения. Оäнако äанный ìетоä äает
хороøие резуëüтаты тоëüко при выпоëнении "ãи-
потезы фиëüтра", ÷то не всеãäа иìеет ìесто в при-
ëожениях [15].
Систеìный поäхоä к то÷ноìу иссëеäованиþ

РСУ в ÷астотной обëасти быë заëожен в фунäаìен-
таëüной работе Я. З. Цыпкина 1954 ã. [4, 16]. В ра-
боте быëа преäëожена конструкöия "ãоäоãрафа
Цыпкина" — ãрафи÷еский ÷астотный ìетоä äëя

Функциональная схема замкнутой релейной системы управления
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изу÷ения вынужäенных коëебаний в заìкнутых
реëейных систеìах. Дëя систеì, реëейный эëеìент
которых иìеет зону не÷увствитеëüности, эти ãо-
äоãрафы опреäеëяþтся сëеäуþщиì образоì:

J(ω) = z–(π/ω) + ix*(π/ω),

зäесü i — ìниìая еäиниöа; x* — зна÷ение выхоäной
веëи÷ины ëинейной ÷асти систеìы, которая в пе-
риоäи÷ескоì äвижении соответствует ìоìентаì
перекëþ÷ения реëейноãо эëеìента с нуëя на ìинус;
z– — зна÷ение произвоäной этоãо сиãнаëа в ìо-
ìенты вреìени, преäøествуþщие перекëþ÷енияì
реëейноãо эëеìента с нуëя на ìинус (в преäеëе
"сëева"). При фиксированноì ω веëи÷ина J(ω)
преäставëяет собой коìпëексное ÷исëо. Изìеняя ω
от 0 äо ∞, на коìпëексной пëоскости поëу÷иì
некоторуþ ëиниþ. Лежащая в ëевой поëупëос-
кости то÷ка пересе÷ения ãоäоãрафа J(ω) с пряìой
ImJ(ω) = –κ опреäеëяет возìожнуþ ÷астоту авто-
коëебаний, κ — ãистерезис реëе. В öеëоì äëя ре-
ëейных систеì быëи созäаны ìетоäы рас÷ета, ко-
торые по своей эффективности оказаëисü бëизки к
теì, ÷то приìеняëисü в теории ëинейных систеì.
Посëе опубëикования иссëеäований Цыпкина

интерес к реëейныì систеìаì нескоëüко снизиëся.
Посëеäуþщие работы быëи посвящены, в основ-
ноì, распространениþ этих ìетоäов на боëее øи-
рокие кëассы реëейных систеì. Оäнако иссëеäова-
ние реëейных систеì и разработка ìетоäов синтеза
сëеäящих автокоëебатеëüных систеì в ÷астотной
обëасти проäоëжаþтся и по настоящее вреìя.
Можно отìетитü работы И. М. Бойко [17]. Быë
разработан ÷астотный ìетоä анаëиза автокоëеба-
ний и прохожäения внеøних возäействий ÷ерез ре-
ëейнуþ систеìу с поìощüþ ìетоäа, основанноãо
на ÷астотной характеристике — "ãоäоãрафе возìу-
щенной реëейной систеìы (ГВРС)". Он опреäеëя-
ется сëеäуþщей зависиìостüþ:

J(ω) = –  + i y(t)|t = 0,

kn = –  — эквиваëентный коэффиöиент пе-

реäа÷и реëейноãо эëеìента.
Функöия J(ω) и ее ãрафик на коìпëексной

пëоскости называется ГВРС. Быëо показано, ÷то
построив äанный ãоäоãраф, ëеãко опреäеëитü ÷ас-
тоту автокоëебаний в реëейной систеìе как то÷ку
пересе÷ения J(ω) с пряìой, отстоящей от ãоризон-

таëüной оси на – . Та же саìая то÷ка пересе÷е-

ния äает и то÷ное зна÷ение эквиваëентноãо коэф-
фиöиента переäа÷и реëе.
Данный поäхоä объеäиняет в себе иäеи ìетоäа

Цыпкина и ìетоäа ãарìони÷еской ëинеаризаöии.
На основе äанной теории быë разработан ìетоä
синтеза реëейных систеì управëения с ëинейныì

объектоì, а также с транспортной заäержкой управ-
ëения, которые работаþт в режиìе автокоëебаний.

Исследование релейных систем управления 
в пространстве состояний

Иссëеäование РСУ в пространстве состояний,
возìожно, обусëовëено общиì развитиеì кëасси-
÷еской теории ëинейных систеì. Приìенение ìат-
ри÷ноãо аппарата к иссëеäованиþ периоäи÷еских
äвижений в реëейных систеìах быëо проäеìонст-
рировано в работах П. В. Броìберãа [12]. Также ис-
сëеäование реëейных систеì c ëинейныì объектоì
управëения в пространстве состояний ìожно най-
ти в работах К. Астроìа [18].
В своей работе К. Астроì провеë иссëеäование

автокоëебаний как в пространстве состояния, так
и в ÷астотной обëасти. В виäе ìатри÷ноãо уравне-
ния быëи поëу÷ены усëовия опреäеëения поëупе-
риоäа автокоëебаний и на÷аëüных усëовий воз-
никновения автокоëебаний (äëя стати÷еских ëи-
нейных ОУ):

f(h) = C(I + eAh)–1 eAtBdt = ; (1)

f(h) = C(eAha)–1 eAtdtBd < e äëя 0 m t < h; (2)

x(0) = a = (I + eAha)–1 eAtBddt. (3)

Кроìе тоãо, иссëеäована ëокаëüная орбитаëü-
ная устой÷ивостü поëу÷енноãо реøения (собствен-
ные ÷исëа ìатриöы H äоëжны ëежатü внутри ок-
ружности еäини÷ноãо раäиуса):

H = eAh. (4)

В выражениях (1)—(4) A, B, C — ìатри÷ное
описание ОУ; h — поëупериоä сиììетри÷ных ав-
токоëебаний; e, d — соответственно ãистерезис и
аìпëитуäа äвухпозиöионноãо реëейноãо эëеìента.
Данный поäхоä быë приìенен к иссëеäованиþ

периоäи÷еских коëебаний в äискретных систеìах,
коãäа ОУ ìожно описатü z-переäато÷ной функ-
öией. В оäноì из посëеäних иссëеäований быëо
показано, ÷то в таких систеìах на оäной ÷астоте
äискретизаöии ìоãут возникатü разëи÷ные преäеëü-
ные öикëы [19]. В äанной работе быë разработан аë-
ãоритì опреäеëения всех возìожных периоäов ко-
ëебаний на заäанной ÷астоте äискретизаöии.
Основныì неäостаткоì рассìотренных выøе

ìетоäов, существенно сужаþщиì обëастü их при-
ìенения, явëяется тот факт, ÷то они разработаны
äëя РСУ с ëинейныìи объектаìи управëения и
ориентированы, ãëавныì образоì, на анаëиз таких
систеì. В практи÷ескоì пëане переä инженероì в
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основноì возникаþт заäа÷и синтеза. В ÷астности,
в заäа÷ах разработки сëеäящих РСУ переä проек-
тировщикоì стоит заäа÷а не тоëüко обеспе÷итü ус-
той÷ивостü систеìы, но и скорректироватü ка÷ест-
венные показатеëи. В боëüøинстве практи÷еских
сëу÷аев такой синтез невозìожно осуществитü, не
у÷итывая неëинейностü объекта управëения.
Пробëеìе построения теории РСУ, ориентиро-

ванной на реøение заäа÷и синтеза систеì с раз-
ëи÷ноãо роäа неëинейностяìи объекта управëе-
ния, посвящено боëüøое ÷исëо пубëикаöий и äис-
сертаöионных работ, выпоëненных на кафеäре
"Систеìы автоìати÷ескоãо управëения" Туëüскоãо
ãосуäарственноãо университета. Поä руковоäствоì
профессора Н. В. Фаëäина быëа созäана нау÷ная
øкоëа и разработана теория сëеäящих реëейных
систеì поä общиì названиеì "Метоä фазовоãо
ãоäоãрафа".
Центраëüныì понятиеì ìетоäа явëяется фазо-

вый ãоäоãраф (ФГ) реëейной систеìы. Он харак-
теризует ÷астотные свойства объекта управëения и
сëужит универсаëüныì инструìентоì как на этапе
анаëиза, так и на этапе синтеза реëейной систеìы.
Основное уравнение фазовоãо ãоäоãрафа иìе-

ет виä

x*(T) + F(x*(T), A, T) = 0,

ãäе А — аìпëитуäа реëе; T — поëупериоä коëебаний;
F(x, A, T) — ìатеìати÷еская ìоäеëü ОУ (ìожет
бытü неëинейной). Реøение äанноãо уравнения äëя
äиапазона зна÷ений поëупериоäа буäет соответст-
воватü ФГ [20]. Дëя ëинейных систеì ФГ ìожно
построитü анаëити÷ески, ÷то важно äëя посëеäуþ-
щеãо синтеза.
Такиì образоì, ФГ выäеëяет все возìожные

сиììетри÷ные периоäи÷еские äвижения на этапе,
коãäа обратные связи еще не выбраны. Особеннос-
ти в построении ФГ существуþт при наëи÷ии раз-
рывных неëинейностей ОУ. В такоì сëу÷ае в ФГ
существуþт обëасти неоäнозна÷ности. Построение
ФГ с у÷етоì обëастей неоäнозна÷ности рассìотре-
но в работах [22, 23].
Метоä ФГ ориентирован на приìенение совре-

ìенной вы÷исëитеëüной техники и позвоëяет äо-
стато÷но просто опреäеëитü автоноìный режиì
работы реëейной систеìы. В настоящее вреìя ìе-
тоä фазовоãо ãоäоãрафа äостато÷но поëно разрабо-
тан äëя реëейных систеì с äвухпозиöионныìи
[21—36] и трехпозиöионныìи [25, 27] реëейныìи
эëеìентаìи, систеì с äвуìя управëяþщиìи реëе
[28]. Рассìотрена ìетоäика анаëиза и синтез сис-
теì, работаþщих в режиìе вынужäенных коëеба-
ний [29, 35]. Иссëеäованы автокоëебатеëüные сис-
теìы с äискретизаöией по вреìени [21, 34]. Метоä
показывает высокуþ то÷ностü при рассìотрении
объектов управëения как с ãëаäкиìи неëинейнос-
тяìи (такиìи как насыщение, зона не÷увствитеëü-
ности), так и разрывныìи äинаìи÷ескиìи неëи-
нейностяìи, такиìи как жесткий ìехани÷еский

оãрани÷итеëü, а также оãрани÷итеëи с у÷етоì упру-
ãости при уäаре [31, 32, 35]. Данная теория строи-
ëасü, в первуþ о÷ереäü, как прикëаäная и ориен-
тирована на реøение практи÷еских инженерных
заäа÷. Боëüøая ÷астü приëожений äанной теории
быëа направëена на реøение заäа÷ проектирова-
ния и оптиìизаöии систеì управëения пневìати-
÷ескиìи руëевыìи привоäаìи и ãиäравëи÷ескиìи
сëеäящиìи систеìаìи, которые разрабатываþтся
в АО "КБП иì. акаäеìика А. Г. Шипунова", ã. Туëа.
При проектировании сëеäящих реëейных авто-

коëебатеëüных систеì возникает заäа÷а анаëиза и
оптиìизаöии ÷астотных характеристик систеìы.
Дëя построения по первой ãарìонике АЧХ и ФЧХ
äëя неëинейных систеì в инженерной практике
обы÷но приìеняется ÷исëенное ìоäеëирование.
Оäнако такой поäхоä пëохо приìениì на этапе
синтеза систеì. В раìках нау÷ной øкоëы профес-
сора Н. В. Фаëäина быëо преäëожено нескоëüко
ìетоäов ëинеаризаöии систеìы по поëезноìу сиã-
наëу. Быë разработан так называеìый ìетоä кëас-
си÷еской ëинеаризаöии [15, 34] и ìетоä äискрет-
ной ëинеаризаöии [26]. Данные ìетоäы основаны
на тоì факте, ÷то ÷астота периоäи÷еских äвиже-
ний в систеìе ãоразäо выøе ÷астоты вхоäноãо (по-
ëезноãо) сиãнаëа, и еãо ìожно рассìатриватü на
периоäе как ìеäëенно ìеняþщийся. Первый ìе-
тоä ëинеаризаöии иäейно бëизок к ìетоäу ãарìо-
ни÷еской ëинеаризаöии, коãäа реëейный эëеìент
заìещается некоторыì эквиваëентныì коэффи-
öиентоì переäа÷и. Оäнако в отëи÷ие от ìетоäа
ãарìони÷еской ëинеаризаöии в преäëоженноì ìе-
тоäе коэффиöиент переäа÷и реëейноãо эëеìента
по постоянной составëяþщей опреäеëяется то÷но,
т. е. в поëной ìере у÷итывается форìа периоäи÷е-
ских сиãнаëов, и ìетоä свобоäен от оãрани÷ения
типа ãипотеза фиëüтра. Данный поäхоä испоëüзо-
ваëся во ìноãих работах [29, 32, 34], ãäе объект уп-
равëения ìожно преäставитü ëинейныì. В тоì
сëу÷ае, есëи объект неëинейный, приìенение äан-
ноãо ìетоäа затруäнитеëüно. 
Друãой поäхоä к ëинеаризаöии — ìетоä äиск-

ретной ëинеаризаöии — быë разработан сравни-
теëüно неäавно в работах [26, 27, 31, 35] и обобщен
на все типы практи÷еских заäа÷, рассìатриваеìые
в раìках äанной теории. Данный ìетоä иäейно
бëизок к ìетоäу Г. С. Поспеëова [33], коãäа то÷ностü
режиìа сëежения оöенивается по некоторой äиск-
ретной систеìе, позвоëяþщей опреäеëитü зна÷е-
ние выхоäноãо сиãнаëа в ìоìенты перекëþ÷ения
реëейноãо эëеìента. Оäнако ìетоä Поспеëова при
наëи÷ии на вхоäе систеìы ãарìони÷ескоãо сиãнаëа
не позвоëяет выäеëитü на выхоäе основнуþ состав-
ëяþщуþ, т. е. составëяþщуþ, иìеþщуþ ÷астоту
вхоäноãо сиãнаëа. Метоä äискретной ëинеариза-
öии свобоäен от указанных неäостатков и позво-
ëяет с еäиных позиöий оöенитü как установив-
øийся режиì работы систеìы по поëезноìу сиã-
наëу, так и устой÷ивостü режиìа сëежения.
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Дëя автокоëебатеëüных систеì с äвухпозиöион-
ныì реëейныì реãуëятороì ëинеаризуþщее раз-
ностное уравнение ìожно записатü в виäе

δx([k + 1]T ) = Mδx[kT ] + Ny([k + 1]T ),

ãäе T — поëупериоä автокоëебаний; М — ìатриöа
разìерности nЅn; N — ìатриöа разìерности 1Ѕn
(поëу÷ение äанных ìатриö рассìотрено в работе
[26]); δx[kT] — функöия, выäеëяþщая среäнее зна-
÷ение (поëезная составëяþщая сиãнаëа) выхоäноãо
сиãнаëа, на который наëожены автокоëебания. По
собственныì ÷исëаì ìатриöы М ìожно оöенитü
устой÷ивостü режиìа сëежения. Преиìущество
äанноãо поäхоäа также состоит в тоì, ÷то äанный
ìетоä позвоëяет äостато÷но просто провоäитü ëи-
неаризаöиþ реëейных систеì как с ëинейныì, так
и неëинейныì объектоì. В работах [27, 31, 35] рас-
сìатриваëосü приìенение äанноãо ìетоäа к ëинеа-
ризаöии систеì с разрывныìи и с ãëаäкиìи неëи-
нейностяìи, поëу÷енная то÷ностü боëее ÷еì äоста-
то÷на äëя инженерных рас÷етов.
На основе разработанной теории построен еäи-

ный аëãоритì синтеза как автокоëебатеëüных, так
и работаþщих в режиìе вынужäенных коëебаний
систеì. Аëãоритì состоит из сëеäуþщих основных
øаãов.

1. Дëя объекта управëения, который ìожет бытü
неëинейныì, строится фазовый ãоäоãраф.

2. Выбирается жеëаеìая ÷астота периоäи÷еских
äвижений в автоноìноì режиìе.

3. Провоäится структурная коррекöия систеìы.
Данная коррекöия ìожет провоäитüся ëибо в про-
странстве состояний, коãäа опреäеëяþтся коэффи-
öиенты обратных связей, ëибо с испоëüзованиеì
ëинейноãо корректируþщеãо устройства.

4. Выпоëняется коне÷ноìерная оптиìизаöия
параìетров корректируþщих устройств. В ка÷естве
öеëевых функöий ìоãут выступатü АЧХ, ФЧХ, по-
строенные по ëинеаризованной ìоäеëи. Оãрани÷е-
ния на параìетры коррекöии, возникаþщие при
наруøении устой÷ивости периоäи÷ескоãо äвиже-
ния, усëовия физи÷еской реаëизуеìости, усëовия
возникновения субãарìони÷еских коëебаний реа-
ëизуþтся в зависиìости от выбираеìоãо ìетоäа
коне÷ноìерной оптиìизаöии.
Данный аëãоритì не явëяется поëныì, а пока-

зывает основнуþ иäеþ синтеза, боëее поäробно он
изëожен в работах [34, 35]. Оäнако при оптиìизаöи-
онноì поäхоäе к проектированиþ систеìы управ-
ëения синтезированный закон управëения ìожет
оказатüся о÷енü ÷увствитеëüныì к ìаëыì изìене-
нияì параìетров объекта управëения. В работе [36]
рассìатриваëся автокоëебатеëüный ãиäравëи÷еский
привоä с оптиìизированныìи параìетраìи кор-
ректируþщих устройств. Быëо показано, ÷то при
изìенении параìетров объекта управëения ìенее
÷еì на 15 % систеìа ìожет статü неустой÷ивой.
Проектированиþ реëейных систеì управëения,

не÷увствитеëüных к ìаëыì изìененияì ОУ, быëи
посвящены неäавние иссëеäования в раìках ìето-

äа ФГ. Поëу÷ены функöии ÷увствитеëüности пе-
риоäа, периоäи÷еской траектории, оøибки сëежения
как в äвухпозиöионных, так и в трехпозиöионных
реëейных систеìах. Быëа поëу÷ена ÷увствитеëüностü
собственных ÷исеë ìатриöы, по которой оöенива-
ется устой÷ивостü режиìа сëежения [37, 38].
Функöии ÷увствитеëüности испоëüзуþтся на этапе
оптиìизаöии параìетров корректируþщих звенüев.
За посëеäние 20 ëет в теории реëейных систеì

быëи поëу÷ены äруãие интересные резуëüтаты,
возìожно, не иìеþщие пряìой практи÷еской на-
правëенности, но преäставëяþщие теорети÷еский
интерес.
Боëüøое вниìание уäеëено вопросаì ãëобаëü-

ной орбитаëüной асиìптоти÷еской устой÷ивости
автокоëебаний. Быëо поëу÷ено усëовие 

Q – HT(t)QH(t) > 0, ∀t ∈ [t–, t+], (5)

в виäе ëинейных ìатри÷ных неравенств (LMIs),
при выпоëнении которых ãарантируется ãëобаëü-
ная асиìптоти÷еская устой÷ивостü преäеëüных
öикëов, возникаþщих в систеìах с ãистерезисныì
реëе и ëинейныì устой÷ивыì стаöионарныì объек-
тоì управëения (LTI) [39, 40]. Есëи найäется такая
ìатриöа Q > 0, ÷то буäет выпоëнятüся неравенство
(5) на интерваëе вреìени от t– (перекëþ÷ение реëе
с ìинуса на пëþс) äо сëеäуþщеãо перекëþ÷ения
реëе t+, то периоäи÷еские коëебания с периоäоì h
буäут ãëобаëüно асиìптоти÷ески устой÷ивы.
В раìках äанноãо поäхоäа быë разработан ìетоä

опреäеëения обëасти устой÷ивости преäеëüных
öикëов äëя кëасса кусо÷но-ëинейных (piecewise
linear systems) систеì [41]. Оäнако поëу÷ены тоëü-
ко äостато÷ные усëовия устой÷ивости и тоëüко äëя
ëинейных объектов управëения. В общеì сëу÷ае
заäа÷а опреäеëения ãëобаëüной асиìптоти÷еской
орбитаëüной устой÷ивости автокоëебаний на äан-
ный ìоìент не реøена.
Друãое важное направëение в иссëеäовании по-

веäения реëейных систеì связано с изу÷ениеì
сëожных виäов периоäи÷еских äвижений, которые
ìоãут возникатü в таких систеìах. В работе [42]
быëо показано, ÷то в сиììетри÷ных реëейных сис-
теìах без внеøнеãо возбужäения ìоãут возникатü
несиììетри÷ные периоäи÷еские äвижения. Также
быëи рассìотрены реëейные систеìы с ëинейныì
ОУ, в которых ìожет набëþäатüся преäеëüный
öикë, ÷астü котороãо буäет соответствоватü высо-
ко÷астотныì перекëþ÷енияì реëе [43]. В работе
[44] поäробно анаëизируется эта вибраöия и поëу-
÷ено усëовие äëя аппроксиìаöии этоãо äвижения
скоëüзящиì режиìоì.
Иссëеäованы öифровые реëейные систеìы уп-

равëения. В работе [45] показано, ÷то в сëу÷ае не-
устой÷ивоãо объекта управëения в таких систеìах
ìоãут возникатü квазистохасти÷еские проöессы.
Неоäнозна÷ностü äвижений реëейных систеì также
ìожет происхоäитü при øирокоì äиапазоне изìе-
нения параìетров ОУ. Это заставëяет систеìу ра-
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ботатü в неустановивøеìся режиìе. Иссëеäование
хаоти÷еских коëебаний в реëейных систеìах ìож-
но найти в работе [46], ãäе рассìотрены реëейные
систеìы, в которых устанавëиваþтся периоäи÷е-
ские проöессы, но при ìаëоì изìенении параìет-
ров возникает "хаоти÷еский" режиì.

Выводы

В статüе привеäен краткий обзор совреìенноãо
состояния ìетоäов иссëеäования РСУ. Данный обзор
не явëяется поëныì, а отражает тоëüко основные на-
правëения иссëеäований и поëу÷енных резуëüтатов
анаëиза и синтеза РСУ. Провеäенный обзор ìетоäов
преäставëен без испоëüзования ìатеìати÷ескоãо ап-
парата, приìеняеìоãо в указанных работах, поэтоìу
äанная статüя носит ëиøü описатеëüный характер и
не претенäует на поëноту и строãостü преäставëений
теорети÷еских резуëüтатов.
В посëеäние нескоëüко äесятиëетий теория

РСУ вызваëа новый интерес. В основноì это обус-
ëовëено новыìи приëоженияìи, развитиеì эëек-
тронно-коìпонентной базы, созäаниеì быстро-
äействуþщих реëейных и öифровых систеì. От-
крыты новые виäы äвижений, возникаþщие в
таких систеìах. В настоящее вреìя теория РСУ
приìенитеëüно к сëеäящиì систеìаì с ëинейныì
объектоì управëения разработана в äостато÷ноì
объеìе äëя анаëиза и синтеза таких систеì. Также
существенные резуëüтаты поëу÷ены äëя опреäе-
ëенных кëассов неëинейных объектов управëения.
Основная тенäенöия развития РСУ в основноì на-
правëена на синтез робастных реëейных реãуëято-
ров. Также боëüøое вниìание уäеëяется проекти-
рованиþ öифровых систеì с реëейныì усиëитеëеì
ìощности.

Список литературы

1. Вышнеградский И. А. О реãуëяторах непряìоãо äейст-
вия // Известия СПБ. Практи÷ескоãо техноëоãи÷ескоãо инсти-
тута. 1878. С. 1—48.

2. Bennett S. A History of Control Engineering, 1800—1930 //
IEEE control engineering series. V. 8. London, U. K., 1993. 82 p.

3. Hawkins J. T. Automatic regulators for heating apparatus / /
Trans ASME. 1887.

4. Цыпкин Я. З. Реëейные автоìати÷еские систеìы. М.:
Наука, 1974. 576 с.

5. Фимушкин В. С., Горячев О. В., Фокин А. С. Сравнение
возäуøно-äинаìи÷еских руëевых привоäов с разныìи типаìи
пневìоäвиãатеëей // Известия ТуëГу. Техни÷еские науки. 2016.
№ 12. С. 184—193.

6. Astrom K. J., Hagglund T. Automatic Tuning of Simple Regu-
lators with Specifications on Phase and Amplitude Margins // Auto-
matica. 1984. Vol. 20, N. 5. P. 645—651.

7. Fely O., Fitzgerald D. Bandpass Sigma-Delta Modulation //
An Analysis from the Perspective of Nonlinear Dynamics, IEEE,
Piscataway, NJ, 1996. P. 146—149.

8. Parker S. R., Hess S. F. Limit-cycle oscillations in digital
filters // IEEE Trans, Circuit Theory. 1971.Vol. CT-IS. P. 687—697.

9. Андронов А. А., Хайкин С. Э. Теория коëебаний. М.:
ОНТИ, 1937.

10. Лурье А. И. Об автокоëебаниях в некоторых реãуëируе-
ìых систеìах // Автоìатика и теëеìеханика. 1947. Т. 8, № 5.
С. 335—348.

11.Неймарк Ю. И. Метоä то÷е÷ных отображений в теории
неëинейных коëебаний. М.: Наука, 1972. C. 471.

12. Бромберг П. В. Матри÷ный ìетоä опреäеëения периоäи-
÷еских режиìов в реëейных систеìах реãуëирования // Теория
автоìати÷ескоãо реãуëирования / Поä реä. В. В. Соëоäовнико-
ва. Кн. 3. Ч. 2. М.: Маøиностроение, 1969. С. 66—100.

13. Крылов Н. М., Боголюбов Н. Н. Новые ìетоäы неëиней-
ной ìеханики. М.: Гостехизäат, 1934. 243 с.

14. Леонов Г. А. О ìетоäе ãарìони÷еской ëинеаризаöии //
Автоìатика и теëеìеханика. 2009. № 5. С. 65—75.

15.Методы кëасси÷еской и совреìенной теории автоìати-
÷ескоãо управëения. Т. 1: Анаëиз и статисти÷еская äинаìика
систеì автоìати÷ескоãо управëения / Поä реä. Н. Д. Еãупова.
М.: Изä-во МГТУ иì. Н. Э. Бауìана, 2000. С. 748.

16.Поляк Б. Т. Развитие теории автоìати÷ескоãо управëе-
ния // Пробëеìы управëения. 2009. № 3. С. 13—18.

17. Бойко И. М. Частотные ìетоäы анаëиза и проектирова-
ния систеì с разрывныì управëениеì и их приìенения: äис.
ä. т. н. Туëа, 2009. С. 289.

18. Astrom K. J. Oscillations in systems with relay feedback //
Adaptive control. Filtering. And signal processing. 1995. P. 1—27.

19. Bazanella A. S. Limit cycles in sampled-data relay feedback
systems / A. S. Bazanella, A. Parraga // IEEE Transactions on
Automatic Control. Springer. 2016.

20.Фалдин Н. В., Руднев С. А., Макаров Н. Н. Аëãоритì
÷исëенноãо построения фазовоãо ãоäоãрафа реëейной систе-
ìы // Газовые привоäы и систеìы управëения. Туëа: ТПИ,
1983. С. 138—143.

21.Феофилов С. В. Периоäи÷еские äвижения в реëейных
систеìах с öифровыì управëениеì // Мехатроника, автоìати-
заöия, управëение. 2006. № 5. С. 11—17.

22.Фалдин Н. В., Феофилов С. В. Иссëеäования периоäи-
÷еских äвижений в реëейных систеìах, соäержащих звенüя с оã-
рани÷итеëяìи // Известия Российской акаäеìии наук. Теория
и систеìы управëения. 2007. № 3. С. 15—27.

23.Фалдин Н. В., Моржов А. В. Автокоëебания в реëейных
систеìах с кусо÷но-ëинейныì объектоì управëения // Меха-
троника, автоìатизаöия, управëение. 2007. № 2. С. 2—9.

24.Феофилов С. В. Периоäи÷еские äвижения в реëейных
систеìах с трехпозиöионныì управëениеì и оãрани÷итеëяìи в
объекте реãуëирования // Мехатроника, автоìатизаöия, управ-
ëение. 2008. № 5. С. 11—17.

25.Панферов Н. В. Анаëиз и синтез реëейных систеì с трех-
позиöионныìи реëейныìи эëеìентаìи, äис. канä. техн. наук.
Туëа, 2001. 172 c.

26.Фалдин Н. В., Моржов А. В. Дискретная ëинеаризаöия
по поëезноìу сиãнаëу реëейных автокоëебатеëüных систеì уп-
равëения // Мехатроника, автоìатизаöия, управëение. 2006.
№ 11. С. 13—19.

27.Моржов А. В., Фалдин Н. В. Линеаризаöия по поëезноìу
сиãнаëу реëейных систеì управëения с трехпозиöионныì ре-
ëейныì эëеìентоì и неëинейныì объектоì управëения // Из-
вестия Российской акаäеìии наук. Теория и систеìы управëе-
ния. 2008. № 4. С. 5—14.

28.Федоровский П. Ю. Анаëиз и синтез систеì управëения
с äвуìя управëяþщиìи реëейныìи эëеìентаìи, äис. канä.
техн. наук. Туëа, 2002. 157 c.

29.Пестрякова И. С. Метоäы анаëиза и синтеза реëейных
систеì управëения, работаþщих в режиìе вынужäенных коëе-
баний, äис. канä. техн. наук. Туëа, 2005. 172 c.

30.Фалдин Н. В., Моржов А. В. Анаëиз вынужäенных пе-
риоäи÷еских äвижений в реëейных систеìах автоìати÷ескоãо
управëения // Мехатроника, автоìатизаöия, управëение. 2009.
№ 1. С. 2—7.

31.Моржов А. В., Фалдин Н. В. Линеаризаöия по поëезноìу
сиãнаëу реëейных систеì управëения, соäержащих звенüя с оã-
рани÷итеëяìи // Известия Российской акаäеìии наук. Теория
и систеìы управëения. 2007. № 3. С. 5—15.

32. Чернов А. Е. Метоäы иссëеäования реëейных систеì с оã-
рани÷итеëяìи в форìе упруãоãо ìехани÷ескоãо упора: äис.
канä. техн. наук. Туëа, 2005. С. 172.



Мехатроника, автоматизация, управление, Том 18, № 9, 2017 595

33.Поспелов Г. С. Динаìи÷еские характеристики реëейных
сëеäящих систеì // Изв. АН СССР. Техни÷еская кибернетика.
1965. № 3. С. 169—180.

34.Феофилов С. В. Прикëаäные ìетоäы анаëиза и синтеза
реëейных автокоëебатеëüных систеì с неëинейныìи объектаìи
управëения. Диссертаöия ä. т. н. Туëа, 2009. С. 45—80.

35.Моржов А. В. Метоäика анаëиза и синтеза реëейных сëе-
äящих систеì с неëинейныìи объектаìи управëения: äис. канä.
техн. наук. Туëа, 2010.

36.Моржов А. В., Моржова С. В. Синтез реëейноãо автоко-
ëебатеëüноãо объеìноãо сиëовоãо ãиäропривоäа при заäании
оãрани÷ений на ÷увствитеëüностü // Мехатроника, автоìатиза-
öия, управëение. 2012. № 6. С. 39—44.

37.Фалдин Н. В., Моржов А. В. Чувствитеëüностü оøибки
сëежения к изìенениþ параìетров объекта управëения в ре-
ëейной автокоëебатеëüной систеìе // Мехатроника, автоìати-
заöия, управëение. 2015. T. 16. № 2. С. 81—88.

38.Фалдин Н. В., Моржов А. В. Чувствитеëüностü вынуж-
äенных периоäи÷еских äвижений реëейной систеìы к изìене-

ниþ параìетров объекта управëения // Мехатроника, автоìа-
тизаöия, управëение. 2015. T. 16. № 11. С. 721—730.

39. Jorge M. G. Global stability of relay feedback systems // IEEE
Trans. Automatic control. 2001. Vol. 46. Р. 550—562.

40. Jorge M. Goncalves. URL: http://web.mit.edu/jmg/www/.
41. Jorge M. Regions of stability for limit cycles of piecewise

linear systems // IEEE Trans. Automatic control. 2005. Vol. 50.
Р. 1877—1882.

42. Johansson K. H. Limit cycles with chattering in relay feedback
systems // IEEE Trans. Automatic control. 2002. Р. 169—178.

43. Johansson K. H. Fast switches in relay feedback systems //
Automatica. N. 35. 1999. Р. 539—552.

44. Bernardo M. D. Self-oscillations and sliding in relay feedback
systems: symmetry and bifurcations // International Journal of
Bifurcation and Chaos. 2001. Vol. 11, N. 4. P. 1121—1140.

45. Kowalczyk P., Glendinning A. Micro-chaos in relay feedback
systems with bang-bang control and digital sampling // IFAC.
Italy, 2011.

46.Постников Н. С. Стохасти÷ностü реëейных систеì с ãис-
терезисоì // Автоìат. и теëеìех. 1998. Вып. 3. С. 57—68.

Current State and Prospects for Development
of the Theory of Relay Feedback Systems

S. V. Feofilov, svfeofilov@mail.ru, A. V. Kozyr, Kozyr_A_V@mail.ru ,
Tula State University, Tula, 300012, Russian Federation

Corresponding author: Kozyr Andrew V., Postgraduate Student,
Tula State University, Tula, 300012, Russian Federation,

e-mail: Kozyr_A_V@mail.ru

Received on March 02, 2017
Accepted on March 16, 2017

This paper presents a brief review of the theory of the relay feedback systems. Analysis and synthesis of the relay self-os-
cillating systems is currently a classical topic in the control theory. The main problems of the theory are analysis of the possible
self-oscillations, stability, estimation of robustness, and regulator design. The first works devoted to the analysis of the relay
feedback systems appeared in 1950s. However, many problems concerning this theory are still unresolved. Systematization of
the theory of the relay control systems and the definition of possible directions for research in future are presented in this article.
The main attention is paid to the method of studying of the self-oscillating systems for the phase locus method. This method
was developed in the Department of Automatic Control Systems of Tula State University. Introduction contains a brief his-
torical review of the problems and methods for their solution within the framework of the theory of the relay systems of automatic
control. The second section provides a brief review of the methods for studying of the self-oscillations in the control systems
in the frequency domain. The main attention in this section is given to the methods, based on the Tsypkin locus. The third
section deals with the methods of analysis and synthesis of the relay systems of automatic control in the state space. The method
of the phase locus is considered. This method is applicable to the study of the systems with a nonlinear control object. Within
the framework of this method, a synthesis algorithm was generated. The recent work within the framework of this theory was
devoted to the synthesis of stable self-oscillating control systems. An analysis of the global asymptotic orbital stability of the
self-oscillations in the systems with a linear control object in the form of linear matrix inequalities is considered, as well as
the problems of designing of the digital relay controllers.
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Аналитическое конструирование последовательного компенсатора 
для систем управления техническим объектом с модуляцией1

Введение

Систеìы с аìпëитуäной ìоäуëяöией [1, 2] иìе-
þт øирокое практи÷еское приìенение, но обойäе-
ны вниìаниеì совреìенной теории управëения,
опираþщейся на ìетоä пространства состояний
[3—5]. Данный тип систеì явëяется "квазиäискрет-
ныì" [5—7], так как переäа÷а инфорìаöии среäст-
ваìи ãарìони÷ескоãо сиãнаëа-носитеëя (ГСН)
осуществëяется еãо поëувоëнаìи, т. е. äискретно
с интерваëоì äискретности, равныì поëупериоäу
сиãнаëа-носитеëя. Это обстоятеëüство позвоëяет
äëя оöенки пропускной способности систеì с аìп-
ëитуäной ìоäуëяöией испоëüзоватü теореìу Шен-
нона—Котеëüникова [8].
Совреìенные анаëити÷еские ìетоäы синтеза

систеì поäобно тоìу, как это äеëается в ÷астотноì
поäхоäе, испоëüзуþщеì банк типовых ëоãарифìи-
÷еских аìпëитуäных ÷астотных характеристик
(ЛАЧХ) [9, 10] проектируеìых систеì, опираþтся
на испоëüзование банка типовых поëиноìиаëüных
ìоäеëей [12, 13] переäато÷ной функöии (ТПМ
ПФ) разìерности, равной разìерности техни÷е-
скоãо объекта, анаëити÷еское описание которых
заäается в виäе сëеäуþщей переäато÷ной функöии
систеìы, параìетризованной [5, 13, 15] характе-
ристи÷еской ÷астотой ω0:

Φ(s, ω0) =  = . (1)

В соотноøении (1) коэффиöиенты vi (i = )
опреäеëяþт характер разìещения корней поëино-
ìа знаìенатеëя D(s, ω0) переäато÷ной функöии на
коìпëексной пëоскости, ω0 опреäеëяет разìер об-
ëасти ëокаëизаöии разìещения корней. Основныì
преиìуществоì преäставëения ТПМ ПФ Φ(s, ω0)
в форìе (1) явëяется то, ÷то ее испоëüзование при

фиксированных vi своäит заäа÷у синтеза к оäнопа-
раìетри÷еской заäа÷е поиска зна÷ения характерис-
ти÷еской ÷астоты ω0, от которой зависят степенü
устой÷ивости, äëитеëüностü перехоäноãо проöес-
са, äобротностü по скорости, ÷астота среза, поëосы
пропускания на уровне заäанных зна÷ений аìпëи-
туäных ÷астотных характеристик по выхоäу и
оøибке. При фиксированных vi ТПМ ПФ (1) от ω0
не зависят запас устой÷ивости, перереãуëирование
и показатеëü коëебатеëüности [10].
Сопряжение поëос пропускания, опреäеëяеìых

в соответствии с теореìой Шеннона—Котеëüни-
кова [8] как функöии ÷астоты ГСН, и аìпëитуäной
÷астотной характеристики на уровне ìаëоãо зна÷е-
ния ìоäуëя ТПМ ПФ (1), опреäеëяеìой характерис-
ти÷еской ÷астотой ω0, позвоëяет оöенитü преäеëü-
но äостижиìое зна÷ение посëеäней как функöии
÷астоты ГСН. Данная инфорìаöия ìожет бытü по-
ëожена в основу созäания аëãоритìи÷еской базы
синтеза систеì с аìпëитуäной ìоäуëяöией с заäан-
ныìи показатеëяìи ка÷ества с у÷етоì ÷астоты сиã-
наëа-носитеëя.
Реøаеìая пробëеìа особенно актуаëüна потоìу,

÷то на практике приìеняеìые в совреìенной эëек-
троìехани÷еской технике сервопривоäы øироко
испоëüзуþт в ка÷естве испоëнитеëüных устройств
äвиãатеëи переìенноãо тока в сиëу их высокой
наäежности и хороøих экспëуатаöионных показа-
теëей. Основныìи ÷астотаìи питания этих äвиãа-
теëей явëяþтся 50 Гö и 400 (500) Гö. Поэтоìу при-
воäиìые ниже резуëüтаты сориентированы на эти
зна÷ения ÷астот сиãнаëа-носитеëя.

Аналитические представления показателей 
качества типовых полиномиальных моделей, 

параметризованных характеристической частотой

Дëя построения аëãоритìа анаëити÷ескоãо кон-
струирования посëеäоватеëüноãо коìпенсатора
[15, 16] в составе систеì управëения техни÷ескиì
объектоì с ìоäуëяöией необхоäиìо иìетü анаëи-
ти÷еские преäставëения основных показатеëей ка-
÷ества систеì, описываеìых ТПМ ПФ (1). Сфорìи-

Предлагается алгоритм аналитического конструирования последовательного компенсатора в задаче управления техниче-
ским объектом с амплитудной модуляцией, порождаемой использованием в качестве исполнительного устройства асинхрон-
ного двигателя, на основе типовых полиномиальных моделей, параметризованных характеристической частотой.
Ключевые слова: типовые полиномиальные модели, характеристическая частота, амплитудная модуляция, теорема Шеннона—

Котельникова, частота сигнала-носителя, показатели качества, алгоритм конструирования последовательного компенсатора
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руеì эти преäставëения с поìощüþ сëеäуþщих ут-
вержäений.
Утверждение 1 (У1). Тип разìещения корней

поëиноìа знаìенатеëя ТПМ ПФ (1) совпаäает с
типоì разìещения корней поëиноìа знаìенатеëя
сëеäуþщей переäато÷ной функöии:

Φ(s) =  = (2)

с то÷ностüþ äо разìера ω0 обëасти ëокаëизаöии
этоãо разìещения.
Доказательство. Разäеëиì ÷исëитеëü и знаìе-

натеëü переäато÷ной функöии (1) на , тоãäа по-

ëу÷иì

Φ( ) = , (3)

ãäе  = s/ω0.
Примечание 1 (П1). Доказанное утвержäение äе-

ëает справеäëивыì поëожение о тоì, ÷то корни

si (i = ) поëиноìа D(s) и корни si (ω0)(i = )
поëиноìа D(s, ω0) связаны соотноøениеì si (ω0) =

= ω0si (i = ). Как сëеäствие, у систеì (1) и (2)
буäут оäинаковые запасы устой÷ивости, перереãу-
ëирование и показатеëü коëебатеëüности.

Утверждение 2 (У2). Оöенка  ÷астоты среза

ωc ТПМ ПФ (1) опреäеëяется выражениеì

 = ω0. (4)

Доказательство. Частота среза ωc уäовëетворя-
ет соотноøениþ

ωc = arg(|W(s, ω0)||  = 1), (5)

ãäе переäато÷ная функöия W(s, ω0) пряìой ветви
ТПМ ПФ (1) опреäеëяется выражениеì

W(s, ω0) =

=  = .(6)

В сиëу опреäеëения ÷астоты среза (5) оказыва-
ется справеäëивой öепо÷ка равенств, äоказываþ-
щая справеäëивостü соотноøения (4):

|W(jω, ω0)| =

=  ≅

≅  = 1. (7)

Утверждение 3 (У3). Запас Δϕ устой÷ивости по
фазе ТПМ ПФ (1) в сиëу поëожений утвержäения 1
не зависит от характеристи÷еской ÷астоты ω0, а по-
тоìу опреäеëяется в сиëу (2) öепо÷кой соотноøений

Δϕ = π + arg{W(s)| } =

=  + arg , (8)

ãäе в сиëу (2)

W(s) =  = .

Доказательство утвержäения 3 строится на преä-
ставëении (4) оöенки ÷астоты среза при ω0 = 1.
Примечание 2 (П2). Форìуëа (8) позвоëяет сфор-

ìироватü анаëити÷еские преäставëения запаса
устой÷ивости по фазе переäато÷ной функöии виäа
(2) как функöии коэффиöиентов vi (i = ) äëя
ТПМ ПФ виäа (1) и (2) с первоãо по пятый поря-
äок (табë. 1).

Утверждение 4 (У4). Оöенка ω поëосы про-

пускания Δω = arg |Φ(s, ω0)||  m δ n 1

ТПМ ПФ (1) опреäеëяется выражениеì

ω = (vn)
1/nω0/(δ)1/n. (9)
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Табëиöа 1
Аналитические представления запасов устойчивости по фазе вида (1) и (2)

Поряäок ТПМ n Анаëити÷еское преäставëение запаса устой÷ивости по фазе Δϕ = Δϕ(vi; i = )

n = 1 Δϕ = π/2 – arctg(0/v1) = π/2
n = 2 Δϕ = π/2 – arctg(v2/ )
n = 3 Δϕ = π/2 – arctg(v1(v3/v2)/(v2 – (v3/v2)

2))
n = 4 Δϕ = π/2 – arctg((v4/v3)(v2 – (v4/v3)

2)/(v3 – v1(v4/v3)
2))

n = 5 Δϕ = π/2 – arctg((v5/v4)(v3 – v1(v5/v4)
2)/(v4 – v2(v5/v4)

2 + (v5/v4)
4))

1 n,

v1
2

Δ̂

 ⎝
⎛

s jω= ω l Δyω ⎠
⎞

Δ̂
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Доказательство. Рассìотриì опреäеëение по-
ëосы пропускания Δω, заäаваеìое соотноøениеì

Δω =

= arg Φ(s, ω0) =  ≅

≅  m δ  = (vn)
1/nω0/(δ)

1/n. (10)

Утверждение 5 (У5). Оöенка ω поëосы про-

пускания Δεω = arg |Φε(s, ω0)||  m δε n 1

ТПМ ПФ (1) на уровне δε относитеëüной ÷астот-
ной оøибки опреäеëяется выражениеì

ω = δε . (11)

Доказательство. В сиëу опреäеëения поëосы
пропускания Δεω ТПМ ПФ (1) по оøибке ε(t) ìожно
записатü соотноøения

Δεω = arg |Φε(s, ω0) = 1 – Φ(s, ω0)|s = jω; ω → ∞ =

=  =

=  m δε  = δε . (12)

Утверждение 6 (У6). Добротностü D1 по скорости
ТПМ ПФ (1) опреäеëяется выражениеì

D1 = (vnω0)/vn – 1. (13)

Доказательство. Добротностü по скорости яв-
ëяется характеристикой систеìы с ТПМ ПФ в ус-
тановивøеìся кинети÷ескоì режиìе при вхоäноì
возäействии g(t) = t, изìеняþщеìся с постоян-
ной скоростüþ . Соäержатеëüно äобротностü по
скорости заäается выражениеì

D1 = /εy, (14)

ãäе εy — зна÷ение установивøейся оøибки, äëя ко-
торой в соответствии с теореìой о коне÷ноì зна-
÷ении ориãинаëа ìожно записатü сëеäуþщуþ öе-
по÷ку соотноøений:

εy = ε(t) = sε(s) = sΦε(s, ω0)g(s), (15)

ãäе ε(s), g(s) — ëапëасовы образы соответственно
оøибки ε(t) и вхоäноãо возäействия g(t); Φε(s, ω0) —

переäато÷ная функöия систеìы с ТПМ ПФ по
оøибке, вы÷исëяеìая с поìощüþ соотноøений

Φε(s, ω0) =  = 1 – Φ(s, ω0) =

= . (16)

Дëя вхоäноãо возäействия g(t) = t еãо ëапëа-
сов образ g(s) заäается выражениеì

g(s) = /s2. (17)

Есëи в выражение (15) поäставитü соотноøения
(16) и (17) и соверøитü преäеëüный перехоä s → 0,

то поëу÷иì εy = , ÷то с испоëüзованиеì со-

отноøения (14) привоäит к выражениþ (13).
Утверждение 7 (У7). Дëитеëüностü перехоäноãо

проöесса tп = tп(ω0) ТПМ ПФ (1) уäовëетворяет со-
отноøениþ

tп = tп(ω0) = tп(ω0 = 1)/ω0,

ãäе tп(ω0 = 1) — вреìя перехоäноãо проöесса сис-
теìы с ТПМ ПФ (2).
Доказательство. Справеäëивостü утвержäения

сëеäует из приìе÷ания 1.
Примечание 3 (П3). Дëитеëüностü перехоäноãо

проöесса tп(ω0 = 1) опреäеëяется путеì ìоäеëиро-
вания, а äëя сëу÷ая нüþтоновскоãо разìещения
корней поëиноìа знаìенатеëя D(s) переäато÷ной
функöии (2) ìожет бытü опреäеëена [18] анаëити-
÷ески в сиëу уравнения

tп = arg  = 0,05 .

В табë. 2 привеäены общесистеìные показатеëи
ТПМ ПФ (1), поëу÷енные в сиëу привеäенных
выøе утвержäений. В табë. 2 M(ω) = |Φ(jω, ω0)| —
ìоäуëü ÷астотной характеристики "вхоä-выхоä",
δ(ω) = |Φε(jω, ω0)| — ìоäуëü ÷астотной характерис-
тики по оøибке. Показатеëи со знакоì (*) явëяþт-
ся показатеëяìи ТПМ ПФ виäа (2), которые опре-
äеëяþтся ìоäеëированиеì, показатеëü со знакоì
(**) вы÷исëяется с поìощüþ выражений, приве-
äенных в табë. 1.
В сëу÷ае испоëüзования табë. 1 и 2 при синтезе

систеì на основе ТПМ ПФ (1) с нüþтоновскиì
разìещениеì корней поëиноìа ее знаìенатеëя
D(s, ω0) наäо поìнитü, ÷то еãо коэффиöиенты [14]
опреäеëяþтся соотноøенияìи

vi = (i = ), (19)

а при синтезе систеì на основе ТПМ с переäато÷-
ной функöией (1) с круãовыì разìещениеì Бат-
терворта корней поëиноìа ее знаìенатеëя D(s, ω0)

 

⎝
⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

vnω0
n

sn viω0
i sn i–

i 1=

n

∑+

---------------------------------

s jω  ω ∞→;=

vnω0
n

ωn
---------

⎠
⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

Δε
^

 ⎝
⎛

s jω= ω m Δεω ⎠
⎞

Δε
^ vnω0

vn 1–
---------

⎝
⎜
⎛

sn v1ω0s
n 1– … vn 1– ω0

n 1– s+ + +

sn v1ω0s
n 1– … vn 1– ω0

n 1– s vnω0
n

+ + + +
-----------------------------------------------------------------------------

s jω  ω 0→;=

vn 1– ω
vnω0

-------------
⎠
⎟
⎞ vnω0

vn 1–
---------

⎭
⎬
⎫

g·0
g·0

g·0

lim
t → ∞

lim
s → 0

lim
s → 0

ε s( )
g s( )
-------

sn v1ω0s
n 1– … vn 1– ω0

n 1– s+ + +

sn v1ω0s
n 1– … vn 1– ω0

n 1– s vnω0
n

+ + + +
------------------------------------------------------------------------------

g·0

g·0

g·0
vn 1–

vnω0
---------

1
i!
-- 

i 0=

n 1–

∑
⎝
⎜
⎛

tп
i e

tп

⎠
⎟
⎞

Cn
i ω0

i 1 n,



600 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 18, № 9, 2017

еãо коэффиöиенты опреäеëяþтся [14] соотноøе-
нияìи

v1 = ω0, vi = ,

(i = ), vn = . (20)

Оценка предельно достижимых динамических 
показателей типовых полиномиальных моделей 
непрерывных систем с амплитудной модуляцией 

как функции частоты сигнала-носителя

Поскоëüку преäставëение ТПМ ПФ в форìе (1)
своäится при выбранноì разìещении корней по-
ëиноìа ее знаìенатеëя к оäнопараìетри÷еской
заäа÷е выбора зна÷ения характеристи÷еской ÷ас-
тоты ω0, то пробëеìа оöенки преäеëüно äостижи-
ìых äинаìи÷еских показатеëей ТПМ непрерыв-
ных систеì с аìпëитуäной ìоäуëяöией как функ-

öии ÷астоты сиãнаëа-носитеëя своäится к оöенке
преäеëüно äопустиìых зна÷ений ÷астоты ω0. Про-
öеäура оöенки зна÷ения ω0 опирается на сопряже-
ние поëос ÷астот, опреäеëяеìых, с оäной стороны,
теореìой Шеннона—Котеëüникова как функöии
÷астоты ГСН, а с äруãой — соотноøениеì äëя Δω
(10) аìпëитуäной ÷астотной характеристики по
выхоäу выбранной ТПМ, опреäеëяеìой искоìой
характеристи÷еской ÷астотой ω0. В резуëüтате это-
ãо сопряжения поëу÷аеì соотноøение

Δω =  = 2πf = ωГСН = Δω =

= ((vn/δ)1/n)ω0, (21)

ãäе Δt, Т, f, ωГСН, δ — соответственно, интерваë
äискретности "квазиäискретноãо" ГСН аìпëитуä-
но-ìоäуëированноãо сиãнаëа äëитеëüности в поëо-
вину периоäа ГСН, периоä ГСН, еãо öикëи÷еская
÷астота, еãо круãовая ÷астота и уровенü, на котороì
фиксируется поëоса пропускания ТПМ по зна÷е-
ниþ аìпëитуäной ÷астотной характеристики вы-
хоäноãо сиãнаëа, обы÷но δ = 0,05. Соотноøение
(21) позвоëяет записатü äëя преäеëüно äопустиìоãо
зна÷ения характеристи÷еской ÷астоты ω0 ТПМ
преäставëение

ω0 = 2πf/(vn/δ)1/n|δ = 0,05 = 2πf/(20vn)
1/n. (22)

Испоëüзуя соотноøение (22) на основании
табë. 2, äопоëнив ее зна÷енияìи преäеëüно äопус-
тиìых зна÷ений ω0 äëя кажäоãо поряäка n испоëü-
зуеìой ТПМ, при выбранноì разìещении корней
поëиноìа знаìенатеëя ТПМ ПФ (1) и äëя наибо-
ëее испоëüзуеìых ÷астот f = 50 Гö и f = 400 Гö
ìожно построитü табëиöы показатеëей ТПМ при
испоëüзовании их в составе систеì с ìоäуëяöией.
Показатеëи ТПМ äëя сëу÷ая нüþтоновскоãо раз-
ìещения корней поëиноìа знаìенатеëя ТПМ ПФ
(1) свеäены в табë. 3, показатеëи ТПМ äëя сëу÷ая
баттервортовскоãо разìещения поëиноìа знаìе-
натеëя ТПМ ПФ (1) преäставëены в табë. 4.

Табëиöа 2
Общесистемные показатели ТПМ с ПФ (1)

1 Анаëити÷еское преäставëение 
поëиноìа знаìенатеëя D(s, ω0) D(s, ω0) = sn + vi sn – i

2 Перереãуëирование σ σ = σ*

3 Частота среза ωc
ωc = 

4 Запас устой÷ивости по фазе Δϕ Δϕ = Δ**ϕ(vi)

5 Поëоса пропус-
кания Δω/ω0

M(ω) l δ
 = 

6 δ(ω) m δε
 = 

7 Добротностü 
по скорости D1(ω0) D1(ω0) = 

8 Вреìя перехоäноãо 
проöесса tп(ω0) tп(ω0) = 

i 1=

n

∑ ω0
i

vnω0

vn 1–
---------

Δω
ω0
------

vn

δ
----⎝ ⎠

⎛ ⎞
1/n

Δω
ω0
------

δεvn

vn 1–
---------

vnω0

vn 1–
---------

tп
ω0
-----
*

1
sin π/2n( )
-------------------

vi 1– cos i 1–( )π/2n( )
sin iπ/2n( )

----------------------------------------- ω0
i

1 n 1–, ω0
n

π
Δt
----

Δt T
2
--- 1

2f
----= =

Табëиöа 3
Показатели типовых полиномиальных моделей с размещением Ньютона корней полиномов знаменателей их передаточных функций

Поряäок 
ТПМ

Анаëити÷еское преäставëение поëиноìов
D(s, ω0) Нüþтона знаìенатеëя ПФ ТПМ

Преäеëüно äопусти-
ìые зна÷ения ω0 σ, % ωc/ω0 Δϕ°

Поëосы пропускания 
Δω/ω0 на уровне D1/ω0 tпω0

f = 50 Гö f = 400 Гö М(ω) l 0,05 δ(ω) m 0,05

1 {s + ω0} 15,7 125,6 0 1 90 20 0,05 1 3
2 {s2 + 2ω0s + } 62,3 498,4 0 0,5 76,3 4,47 0,025 0,5 4,75

3
{s3 + 3ω0s

2 + 3 s + }
112,9 903,2 0 0,33 71,25 2,714 0,0167 0,33 6,3

4
{s4 + 4ω0s

3 + 6 s2 + 4 s + }
157 1256 0 0,25 68,58 2,115 0,0125 0,25 7,8

5 {s5 + 5ω0s
4 + 10 s3 + 10 s2 + 5 s + } 203,9 1631,2 0 0,2 66,94 1,82 0,01 0,2 9,15

ω0
2

ω0
2 ω0

3

ω0
2 ω0

3 ω0
4

ω0
2 ω0

3 ω0
4 ω0

5
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Табë. 3, 4 соäержат станäартный набор показа-
теëей ка÷ества проöессов в систеìах, описываеìых
ТПМ, параìетризованных характеристи÷еской
÷астотой ω0 на заäанных уровнях зна÷ений

Μ(ω) = mod , 

δ(ω) = mod{Φε(s, ω0) = 1 – Φ(s)|s = jω}.

Алгоритм аналитического конструирования 
последовательного компенсатора для систем 

управления техническим объектом с модуляцией

Совокупностü анаëити÷еских соотноøений,
поëу÷енных выøе, а также набор свеäений о пока-
затеëях ТПМ, преäставëенных в табë. 2—4, позво-
ëяþт сфорìироватü сëеäуþщий аëãоритì анаëити-
÷ескоãо конструирования посëеäоватеëüноãо коì-
пенсатора äëя систеì управëения техни÷ескиì
объектоì с аìпëитуäной ìоäуëяöией:

1. Поëу÷итü инфорìаöиþ о разìерности n тех-
ни÷ескоãо объекта.

2. Заäатü требования к показатеëяì ка÷ества
проектируеìой систеìы в перехоäноì режиìе в ви-
äе перереãуëирования σR и äëитеëüности перехоä-
ноãо проöесса tпR и в установивøеìся режиìе в ви-
äе äобротности по скорости D1R иëи относитеëüной
÷астотной оøибки δεR в заäанной поëосе ÷астот
ãарìони÷ескоãо внеøнеãо возäействия (Δω)R.

3. По зна÷ениþ перереãуëирования σR выбратü
конкретный вариант ТПМ поряäка n: так, в сëу÷ае
σR = 0 % сëеäует выбиратü ТПМ с нüþтоновскиì
разìещениеì корней поëиноìа знаìенатеëя ее пе-
реäато÷ной функöии, в сëу÷ае σR ≠ 0 % ìожно вы-
биратü ТПМ с баттервортовскиì разìещениеì
корней поëиноìа знаìенатеëя ее переäато÷ной
функöии.

4. На основании выбранноãо варианта ТПМ и ее
разìерности n, поëüзуясü табë. 3 и 4, оöенитü ìакси-
ìаëüно äопустиìые зна÷ения характеристи÷еской

÷астоты ω0: при ÷астотах ГСН аìпëитуäной ìоäу-
ëяöии f = 50 Гö ω0 = ω0 ( f = 50), и при f = 400 Гö
ω0 = ω0 ( f = 400).

5. Поëüзуясü табë. 3 и 4, реøитü заäа÷у

ω0R = max{ω0 = arg(tп(ω0) m tпR),
ω0 = arg(D1(ω0) l D1R), ω0 = arg(δε(ω0) m δεR)}.

6. Проверитü выпоëнение усëовий

6.1: ω0 = ω0 ( f = 50) l ω0R;

6.2: ω0 = ω0 ( f = 400) l ω0R.

7. На основании резуëüтатов выпоëнения п. 6
принятü оäно из реøений:

7.1. В сëу÷ае выпоëнения обоих усëовий 6.1
и 6.2 äопускается выбратü аппаратные коìпонен-
ты, составëяþщие техни÷еский объект, работаþ-
щие на ëþбой из привеäенных ÷астот питаþщеãо
напряжения.

7.2. В сëу÷ае выпоëнения оäноãо из усëовий 6.1
и 6.2 äопускается выбратü аппаратные коìпоненты,
составëяþщие техни÷еский объект, работаþщие на
÷астоте, äëя которой выпоëняется усëовия п. 6.

7.3. В сëу÷ае невыпоëнения ни оäноãо из усëо-
вий 6.1 и 6.2 перейти к п. 2 аëãоритìа с теì, ÷тобы
снизитü требования к показатеëяì ка÷ества проек-
тируеìой систеìы, в противноì сëу÷ае перейти на
боëее высокуþ ÷астоту ГСН, есëи это позвоëяþт
сäеëатü техни÷еские возìожности.

8. Аппаратно скоìпоноватü техни÷еский объект
и составитü еãо переäато÷нуþ функöиþ WTO(s).

9. Поëüзуясü зна÷ениеì характеристи÷еской
÷астоты ω0 = ω0R, на основании преäставëения (6)
сфорìироватü жеëаеìуþ переäато÷нуþ функöиþ
пряìой ветви проектируеìой систеìы

W(s, ω0 = ω0R) =  =

= . (23)

Φ s ω0,( ) = 
vnω0

n

sn viω0
i sn i–

i 1=

n

∑+

---------------------------------

s jω=
⎩ ⎭
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎧ ⎫

Табëиöа 4
Показатели типовых полиномиальных моделей с размещением Баттерворта корней полиномов знаменателей их передаточных функций

Поряäок 
ТПМ

Анаëити÷еское преäставëение поëиноìов
D(s, ω0) Нüþтона знаìенатеëя ПФ ТПМ

Преäеëüно äопус-
тиìые зна÷ения ω0 σ, % ωc/ω0 Δϕ°

Поëосы пропускания 
Δω/ω0 на уровне D1/ω0 tпω0

f = 50 Гö f = 400 Гö М(ω)l0,05 δ(ω)m0,05

1 {s + ω0} 15,7 125,6 0 1 90 20 0,05 1 3
2

{s2 + 1,414ω0s + }
76 608 5 0,7 65,5 4,13 0,035 0,71 4,5

3
{s3 + 2ω0s

2 + 2 s + }
120,5 964 9 0,5 60,5 2,6 0,026 0,5 6,0

4 {s4 + 2,6ω0s
3 + 3,4 s2 + 2,6 s + } 148,8 1190,4 11 0,385 59,8 2,11 0,02 0,385 6,87

5
{s5 + 3,24ω0s

4 + 5,24 s3 + 5,24 s2 + 3,24 s + }
176,2 1409,6 13 0,31 60,1 1,78 0,017 0,31 7,65

ω0
2

ω0
2 ω0

3

ω0
2 ω0

3 ω0
4

ω0
2 ω0

3 ω0
4 ω0

5

Φ s ω0,( )
1 Φ s ω0,( )–
-----------------------

vnω0
n

sn 1– v1ω0s
n 2– … vn 1– ω0

n 1–
+ + +( )s

-------------------------------------------------------------------------
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10. Преäставитü жеëаеìуþ переäато÷нуþ функ-
öиþ пряìой ветви проектируеìой систеìы в виäе
произвеäения переäато÷ной функöии WПК(s, ω0)
посëеäоватеëüноãо коìпенсатора и переäато÷ной
функöии WTO(s) техни÷ескоãо объекта

W(s, ω0) =  =

= WПК(s, ω0)WTO(s). (24)

11. На основании (24) вы÷исëитü переäато÷нуþ
функöиþ конструируеìоãо посëеäоватеëüноãо
коìпенсатора

WПК(s, ω0) =

= (s). (25)

12. Провести коìпëексное иссëеäование систе-
ìы с посëеäоватеëüныì коìпенсатороì с переäа-
то÷ной функöией (25), разìестив еãо в öепи тракта
"постоянноãо тока" ìежäу äеìоäуëятороì с фиëüт-
роì и ìоäуëятороì, в ìоäеëüной обоëо÷ке Simulink.

13. В сëу÷ае поëожитеëüных резуëüтатов выпоë-
нения п. 12 осуществитü техни÷ескуþ реаëизаöиþ
посëеäоватеëüноãо коìпенсатора на ìикроконт-
роëëере, аãреãированноì с öифро-анаëоãовыì
преобразоватеëеì. Дëя этоãо перейти от непрерыв-
ноãо преäставëения посëеäоватеëüноãо коìпенса-
тора п. 11 к еãо äискретноìу преäставëениþ с по-
ìощüþ проöеäуры c2d пакета MATLAB.

Иллюстративный пример

В ка÷естве приìера рассìотриì заäа÷у проек-
тирования сëеäящеãо эëектропривоäа с испоëни-
теëüныì äвиãатеëеì переìенноãо тока. Сëеäуя аë-
ãоритìу:

1) заäаäиì техни÷еский объект — эëектропри-
воä, составëенный из усиëитеëüно-преобразова-
теëüноãо устройства, соäержащеãо фиëüтр äеìоäу-
ëированноãо сиãнаëа, сервоусиëитеëü и асинхрон-
ный äвухфазный испоëнитеëüный äвиãатеëü.
Экспертная оöенка состава техни÷ескоãо объекта
äает разìерностü n = 3;

2) заäаäиì требования к показатеëяì ка÷ества
проектируеìой систеìы:
в форìе перереãуëирования σR = 0 %, вреìени

перехоäноãо проöесса tпR = 1 с, äобротности по
скорости D1R = 50 c–1;

3) по зна÷ениþ σR = 0 % прихоäиì к необхоäи-
ìости испоëüзования ТПМ с нüþтоновскиì раз-
ìещениеì корней поëиноìа знаìенатеëя ее пере-
äато÷ной функöии;

4) на основании выбранноãо варианта ТПМ и
ее разìерности n = 3, поëüзуясü табë. 3, оöенива-
еì преäеëüно äопустиìые зна÷ения характерис-

ти÷еской ÷астоты ω0 при ÷астотах ГСН аìпëитуä-
ной ìоäуëяöии ω0 = ω0 (f = 50) = 112,9 c–1 и
ω0 = ω0 (f = 400) = 903,2 c–1;

5) поëüзуясü табë. 3, реøаеì заäа÷у

ω0R = max ω0 = arg tп =  = 1  = 6,3;

ω0 = arg(D1 = 0,33ω0 = 50) = 150  = 150;

6) проверяеì выпоëнения усëовий

6.1: ω0 = ω0 ( f = 50) = 112,9 < ω0R = 150;

6.2: ω0 = ω0 ( f = 400) = 903,2 < ω0R = 150;

7) на основании резуëüтатов проверки выпоëне-
ния п. 6 устанавëиваеì, ÷то выпоëняется тоëüко
усëовие 6.2 и поэтоìу äопускается выбратü аппа-
ратные коìпоненты, составëяþщие техни÷еский
объект, работаþщие на ÷астоте f = 400 Гö;

8) на основании аппаратной коìпоновки ТО,
описанной в п. 1, составëяеì еãо переäато÷нуþ
функöиþ

WTO(s) = ;

9) поëüзуясü зна÷ениеì характеристи÷еской
÷астоты ω0 = ω0R = 150, на основании преäставëе-
ния (23) форìируеì жеëаеìуþ переäато÷нуþ
функöиþ пряìой ветви проектируеìой систеìы

W(s, ω0 = ω0R) = ;

10) выпоëняя п.п. 10—11 аëãоритìа, на основа-
нии (25) вы÷исëяеì переäато÷нуþ функöиþ кон-
струируеìоãо посëеäоватеëüноãо коìпенсатора

WПК(s, ω0) = W(s, ω0 = ω0R) (s) =

= . 

Заäа÷а анаëити÷ескоãо конструирования посëе-
äоватеëüноãо коìпенсатора на приìере систеìы
управëения техни÷ескиì объектоì с аìпëитуäной
ìоäуëяöией с ÷астотой ГСН f = 400 Гö реøена.

Заключение

Частота ãарìони÷ескоãо сиãнаëа-носитеëя в
систеìах с аìпëитуäной ìоäуëяöией явëяется важ-
ныì систеìныì фактороì. Как еãо ìожно у÷естü
при анаëити÷ескоì конструировании посëеäова-
теëüноãо коìпенсатора, äоставëяþщеãо систеìе с
аìпëитуäной ìоäуëяöией требуеìые показатеëи
ка÷ества, преäëожено в настоящей статüе.

vnω0
n

sn 1– v1ω0s
n 2– … vn 1– ω0

n 1–
+ + +( )s

-------------------------------------------------------------------------

vnω0
n

sn 1– v1ω0s
n 2– … vn 1– ω0
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+ + +( )s
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⎨
⎧
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⎬
⎫

Kп
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The article proposes an analytical design algorithm of a consecutive compensator in the control system of a plant with am-
plitude modulation. The modulation is generated by using an induction motor as an actuator. This type of systems is called
"quasi-discrete" because an information transmission using a harmonic carrier signal is carried out by its half-waves, that
means discretely such that a discrete interval is equal to the half-period of the carrier signal. The algorithm is based on typical
polynomial models parameterized by characteristic frequency. Analytical representations of quality indicators of systems with
typical polynomial model are presented in the article. The bandwidth is associated with the characteristic frequency at the level
of small values of the amplitude frequency response of the system. At the same time, system quality indicators are associated
with frequency of the carrier signal, this follows from the Kotel'nikov-Shannon's theorem. This became the basis of the proposed
algorithm. Thus, the complete algorithm of the design of control systems with target quality indicators for plants with amplitude
modulation is received in this work. Results are illustrated by an example of design of a servomotor drive with an AC motor.
The main power frequencies of induction motors are 50 Hz and 400 (500) Hz. Therefore, the results are oriented to these values
of the signal carrier frequencies.

Keywords: typical polynomial model, characteristic frequency, amplitude modulation, stability, Kotel'nikov-Shannon's
theorem, frequency of the carrier signal, quality indicators, analytical design algorithm of consecutive compensator
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Статистическая идентификация линейных динамических систем
с использованием знакового аналого-стохастического квантования 

входного и выходного сигналов1

Введение

Иìпуëüсная перехоäная функöия явëяется оäной
из наибоëее распространенных форì ìатеìати÷е-
скоãо описания во вреìенной обëасти оператора
преобразования ëинейных äинаìи÷еских систеì.
Кëасси÷еский поäхоä к иäентификаöии иìпуëüс-
ной перехоäной функöии преäпоëаãает испоëüзо-
вание преäваритеëüной инфорìаöии о структуре
систеìы и набëþäаеìых сиãнаëах на ее вхоäе и вы-
хоäе. В соответствии с äанныì поäхоäоì äостато÷-
но поëно разработаны теорети÷еские основы и аë-
ãоритìи÷еское обеспе÷ение äëя коëи÷ественной
оöенки иìпуëüсной перехоäной функöии [1—5].

Оäнако быстрое развитие науки, техники и инже-
нерных техноëоãий веäет к необхоäиìости совер-
øенствования существуþщих ìетоäов иäенти-
фикаöии систеì [6, 7]. В ÷астности, это касается
äаëüнейøеãо развития ìетоäов иäентификаöии,
основанных на бинарноì преäставëении (бинар-
ноì квантовании) сиãнаëов иссëеäуеìой систеìы.
В посëеäнее вреìя набëþäается опреäеëенный ин-
терес к поäобноìу роäу ìетоäов. Испоëüзование
таких ìетоäов на практике в основноì ìотивировано
теì, ÷то они обеспе÷иваþт снижение вы÷исëитеëü-
ных затрат и привоäят к техни÷ескоìу упрощениþ
построения аппаратуры приеìа и преобразования
сиãнаëов. Общий поäхоä к иäентификаöии систеì
на основе обработки äанных набëþäений, преä-
ставëяþщих собой бинарные вреìенные посëеäо-

Задача статистической идентификации импульсной переходной функции линейной динамической системы решается с ис-
пользованием знакового аналого-стохастического квантования входного и выходного сигналов. Данный вид квантования по-
зволил перейти от обработки многоразрядных отсчетов входного и выходного сигналов к обработке целочисленных отсчетов
времени, определяемых сменой знака результата квантования. Получены соотношения для последовательного вычисления от-
счетов импульсной переходной функции, которые не требуют предварительной оценки корреляционных функций.
Ключевые слова: статистическая идентификация, динамическая система, стохастическое квантование, знаковый сиг-

нал, отсчет времени

 1 Работа выпоëнена при финансовой поääержке РФФИ
(ãрант № 16-08-00269).
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ватеëüности, преäставëен в работе [8]. В работе [9]
рассìатривается возìожностü форìирования оп-
тиìаëüных вхоäных возäействий, которые ìоãут
бытü испоëüзованы äëя построения эффективных
проöеäур, обеспе÷иваþщих иäентификаöиþ пара-
ìетров ìоäеëи коне÷ной иìпуëüсной характерис-
тики произвоëüноãо поряäка. В работе [10] реøа-
ется заäа÷а построения рекурсивноãо аëãоритìа
иäентификаöии äëя оöенивания неизвестных па-
раìетров коне÷ной иìпуëüсной характеристики.
Пробëеìаì иäентификаöии ëинейных систеì по
бинарныì зна÷енияì набëþäений с разëи÷ной
структурной неопреäеëенностüþ особое вниìание
уäеëено в работе [11]. В статüе [12] привеäена ìе-
тоäика иäентификаöии систеì, основанная на ис-
поëüзовании коìбинаöии коротких и независиìых
öикëов бинарных изìерений, ÷то обеспе÷ивает
преиìущество по отноøениþ к ìетоäаì, эффек-
тивностü которых ìожет бытü снижена из-за оãра-
ни÷ений, накëаäываеìых на äëитеëüности сиãна-
ëов возбужäения.
Несìотря на преиìущества, обеспе÷иваеìые

бинарныì квантованиеì, основной пробëеìой еãо
испоëüзования в проöессе иäентификаöии систеì
явëяется то, ÷то оно веäет к снижениþ объеìа ин-
форìаöии об иссëеäуеìых сиãнаëах. Кроìе тоãо,
как правиëо, преäпоëаãается квантование тоëüко
выхоäноãо сиãнаëа, а вхоäной сиãнаë с÷итается
известныì иëи заäается как спеöиаëüно сфорìи-
рованный тестируþщий сиãнаë с известныìи ха-
рактеристикаìи. Оäнако на практике проöеäура
иäентификаöии с приìенениеì спеöиаëüных тес-
тируþщих сиãнаëов ìожет бытü затруäнена и äаже
ìожет привести к наруøениþ техноëоãи÷ескоãо
проöесса норìаëüноãо функöионирования систеìы.
Поэтоìу öеëесообразно, сохранив преиìущества
бинарноãо преäставëения резуëüтатов экспери-
ìентаëüных набëþäений, обеспе÷итü иäентифика-
öиþ иìпуëüсной перехоäной функöии в усëовиях
естественноãо набëþäения за вхоäныìи и выхоä-
ныìи сиãнаëаìи систеìы. С этой то÷ки зрения
особый интерес преäставëяет нахожäение иì-
пуëüсной перехоäной функöии на основе ìетоäа
статисти÷еской иäентификаöии.

Постановка задачи

Есëи сиãнаëы на вхоäе X(t) и выхоäе Y(t) систе-
ìы явëяþтся сëу÷айныìи функöияìи, то заäа÷а
статисти÷еской иäентификаöии в кëасси÷ескоì
варианте своäится к реøениþ интеãраëüноãо урав-
нения Винера—Хопфа [1, 3, 5, 13]:

RXY (τ) = RXX(ν)h(τ – ν)dν,

ãäе RXX(τ) — корреëяöионная функöия (КФ) сиã-
наëа X(t); RXY(τ) — взаиìная корреëяöионная функ-

öия (ВКФ) сиãнаëов X(t) и Y(t); h(t) — иìпуëüсная
перехоäная функöия систеìы.
В проöессе реøения уравнения Винера—Хопфа

исхоäят из необхоäиìости у÷ета усëовия физи÷е-
ской реаëизуеìости äинаìи÷еской систеìы. Соãëас-
но этоìу усëовиþ при t < 0 иìпуëüсная перехоäная
функöия h(t) = 0. Также приниìаþт во вниìание,
÷то äëя устой÷ивых систеì буäет справеäëиво
свойство h(t) = 0. Поэтоìу на практике про-

öеäуру иäентификаöии иìпуëüсной перехоäной
функöии h(t) осуществëяþт äëя интерваëа вреìени
0 m t m tmax, ãäе tmax — ìоìент вреìени, на÷иная с
котороãо ее зна÷ения не выхоäят за переäеëы преä-
варитеëüно установëенноãо кориäора [1]. Кроìе
тоãо, от теорети÷еских КФ RXX(τ) и ВКФ RXY (τ) пе-

рехоäят к их оöенкаì (τ) и (τ), которые

вы÷исëяþтся экспериìентаëüно на коне÷ноì ин-
терваëе вреìени 0 m t m T по текущиì реаëизаöияì
вхоäноãо X(t) и выхоäноãо Y(t) сиãнаëов. При этоì
T l τx и T l τxy, ãäе τx и τxy — соответственно ин-
терваë корреëяöии сиãнаëа X(t) и интерваë взаиìной
корреëяöии сиãнаëов X(t) и Y(t). Как сëеäует из урав-
нения Винера—Хопфа, оäновреìенно äоëжно вы-
поëнятüся усëовие T l tmax. В соответствии с этиì
уравнение äëя статисти÷еской иäентификаöии иì-
пуëüсной перехоäной функöии приниìает виä [13]

(τ) = (ν)h(τ – ν)dν, 0 m τ m tmax.

Дискретный анаëоã этоãо уравнения опреäеëя-
ется соотноøениеì [1, 3, 13]

(kΔτ) = Δτ (nΔτ)h(Δτ(k – n)),

ãäе Δτ — интерваë äискретизаöии во вреìени КФ
и ВКФ.
Тоãäа при выпоëнении усëовия (0) ≠ 0 äиск-

ретные отс÷еты иìпуëüсной перехоäной функöии
ìоãут бытü вы÷исëены сëеäуþщиì образоì:

h(0) = , (1)

h(kΔt) = (kΔτ) –

– Δτ (nΔτ)h(Δτ(k – n))  äëя k l 1. (2)

Непосреäственное испоëüзование этих соотно-
øений äëя иäентификаöии иìпуëüсной перехоäной
функöии в вы÷исëитеëüноì отноøении привоäит
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к необхоäиìости выпоëнения äвух саìостоятеëü-
ных этапов [3]. Первона÷аëüно вы÷исëяþтся äва

ìножества зна÷ений оöенок (nΔτ) и (kΔτ).

Затеì на второì этапе по этиì оöенкаì вы÷исëя-
þтся непосреäственно äискретные отс÷еты h(kΔt)
иìпуëüсной перехоäной функöии. Такой поäхоä
требует выбора способа преäваритеëüноãо вы÷ис-

ëения оöенок (nΔτ) и (kΔτ). При этоì

оöенки (nΔτ) и (kΔτ) явëяþтся статисти÷е-

скиìи характеристикаìи, и в сëу÷ае кëасси÷ескоãо
поäхоäа к их опреäеëениþ в öифровоì виäе они
требуþт боëüøоãо объеìа вы÷исëений. Прежäе
всеãо, это связано с необхоäиìостüþ выпоëнения
ìноãоразряäных операöий öифровоãо уìножения.
Такиì образоì, актуаëüное зна÷ение приобре-

тает заäа÷а разработки такоãо поäхоäа к практи÷е-
ской реаëизаöии проöесса статисти÷еской иäенти-
фикаöии, который, во-первых, сохраняë бы пре-
иìущества бинарноãо преäставëения резуëüтатов
экспериìентаëüных набëþäений вхоäноãо и вы-
хоäноãо сиãнаëов систеìы, а во-вторых, позвоëяë
бы реаëизоватü öифровой аëãоритì оöенивания
иìпуëüсной перехоäной функöии без преäвари-
теëüноãо вы÷исëения оöенок КФ и ВКФ. Все это
äоëжно обеспе÷итü снижение труäоеìкости и уп-
рощение проöеäуры вы÷исëения отс÷етов иì-
пуëüсной перехоäной функöии в öифровоì виäе.

Решение задачи статистической идентификации
с использованием знакового 

аналого-стохастического квантования

Достато÷но эффективно реøитü поставëеннуþ
выøе заäа÷у ìожно, есëи в ка÷естве перви÷ноãо
преобразования вхоäноãо X(t) и выхоäноãо Y(t) сиã-
наëов испоëüзоватü знаковое анаëоãо-стохасти÷е-
ское квантование [15].
Знаковое анаëоãо-стохасти÷еское квантование,

так же как и бинарное квантование, по форìе
преäставëения резуëüтата реаëизует простейøуþ
проöеäуру äвухуровневоãо преобразования непре-
рывноãо сиãнаëа. Оäнако в проöессе такоãо кванто-
вания испоëüзуется равноìерно распреäеëенный
вспоìоãатеëüный сëу÷айный сиãнаë, выпоëняþщий
функöиþ стохасти÷ескоãо пороãа квантования.
В работе [14] показано, ÷то äобавëение равноìерно
распреäеëенноãо независиìоãо вспоìоãатеëüноãо
сиãнаëа и äискретизаöия — äве статисти÷ески эк-
виваëентные операöии. Важныì свойствоì такоãо
квантования явëяется то, ÷то оно позвоëяет вы-
поëнятü преäеëüно ãрубое äвухуровневое квантова-
ние без систеìати÷еской поãреøности независиìо
от статисти÷еских характеристик преобразуеìых

сиãнаëов [14—16]. Сëеäоватеëüно, оно преäостав-
ëяет возìожностü осуществëятü иäентификаöиþ
иìпуëüсной перехоäной функöии, коãäа закон рас-
преäеëения вероятностей вхоäноãо и выхоäноãо сиã-
наëов систеìы произвоëен и заранее не известен.
Пустü в резуëüтате выпоëнения трех независи-

ìых проöеäур знаковоãо анаëоãо-стохасти÷ескоãо
квантования в преäеëах интерваëа вреìени T сфор-
ìирован знаковый сиãнаë z1(t), и в преäеëах интер-
ваëа вреìени 2T сфорìированы знаковые сиãнаëы
z2(t) и z3(t):

z1(t) = sgn{ (t) + ξ1(t)}, z2(t) = sgn{ (t) + ξ2(t)}

и z3(t) = sgn{ (t) + ξ3(t)},

ãäе sgn{...} — оператор знаковоãо преобразования;

(t) и (t) — öентрированные (с нуëевыì ìатеìа-

ти÷ескиì ожиäаниеì) набëþäаеìые реаëизаöии
сиãнаëов X(t) и Y(t); ξ1(t), ξ2(t) и ξ3(t) — вспоìоãа-

теëüные сëу÷айные сиãнаëы.
Вспоìоãатеëüные сиãнаëы ξ1(t), ξ2(t) и ξ3(t) яв-

ëяþтся оäнороäныìи. Они независиìы относи-
теëüно äруã äруãа и по отноøениþ к сиãнаëаì X(t)
и Y(t). Мãновенные зна÷ения сиãнаëов ξ1(t), ξ2(t) и
ξ3(t) распреäеëены равноìерно внутри интерваëа
от –ξmax äо +ξmax. При этоì äоëжны выпоëнятüся
усëовия | (t)|max m ξmax и | (t)|max m ξmax, ãäе | (t)|max
и | (t)|max — абсоëþтные ìаксиìаëüно возìожные
зна÷ения, которое ìоãут приниìатü реаëизаöии

(t) и (t).
Знаковые сиãнаëы z1(t), z2(t) и z3(t) по своеìу

опреäеëениþ явëяþтся непрерывныìи во вреìени
и оãрани÷енныìи по уровнþ äвуìя возìожныìи
зна÷енияìи –1 и +1, которые посëеäоватеëüно во
вреìени сìеняþт äруã äруãа. Поэтоìу äинаìику
изìенения этих сиãнаëов в преäеëах интерваëов
вреìени их форìирования ìожно оäнозна÷но
описатü с поìощüþ зна÷ений в на÷аëüный ìоìент
вреìени иäентификаöии t0 и ìножеств отс÷етов

вреìени, в которые кажäый из них пересекает ну-
ëевой уровенü (т. е. ìеняет свое текущее зна÷ение
на противопоëожное). В соответствии с этиì äëя
сиãнаëов z1(t), z2(t) и z3(t) буäеì иìетü на÷аëüные

зна÷ения z1(t0), z2(t0) и z3(t0) и три ìножества от-

с÷етов вреìени { : 1 m i m I – 1}, { : 1 m j m J – 1}

и { : 1 m q m Q – 1}. При этоì  =  =  = t0,

 = T,  = 2T и  = 2T.
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В ка÷естве (nΔτ) и (kΔτ) возüìеì оöен-

ки сëеäуþщеãо виäа [17—19]:

(nΔτ) = T –1 z1(t)z2(t + nΔτ)]dt; (3)

(kΔτ) = T –1 z1(t)z3(t + kΔτ)dt. (4)

Оöенки (3) и (4) явëяþтся несìещенныìи, т. е.

M[ (nΔτ)] =

= T –1 M[z1(t)z2(t + nΔτ)]dt = RXX(nΔτ);

M[ (kΔτ)] =

= T –1 M[z1(t)z3(t + kΔτ)]dt = RXY (kΔτ),

ãäе M[...] — оператор ìатеìати÷ескоãо ожиäания.

Несìещенностü оöенок (nΔτ) и (kΔτ)

озна÷ает, ÷то они не привоäят к появëениþ äопоë-
нитеëüных систеìати÷еских поãреøностей [16].
Так как знаковые сиãнаëы z2(t) и z3(t) форìиру-

þтся на интерваëе 0 m t m 2T, то оöенки (nΔτ)

и (kΔτ) ìоãут бытü вы÷исëены äëя 0 m nΔτ m T

и 0 m kΔτ m T. Поäставиì эти оöенки в выражение
(2) äëя вы÷исëения h(kΔτ). Тоãäа поëу÷аеì

h(kΔτ) = H(kΔτ), (5)

ãäе

H(kΔτ) = z1(t) z3(t + kΔτ) –

– Δτ z2(t + nΔτ)h(Δτ(k – n)) dt. (6)

Даëее рассìотриì заäа÷у вы÷исëения äискрет-
ных отс÷етов H(kΔτ). При этоì отìетиì, ÷то суще-
ственное зна÷ение иìеет практи÷еская реаëизаöия
операöии интеãрирования. Выпоëнение этой опе-
раöии в öифровоì виäе во ìноãоì буäет опреäе-
ëятü вы÷исëитеëüнуþ эффективностü проöеäуры
статисти÷еской иäентификаöии.
Приниìая во вниìание, ÷то знаковый сиãнаë

z1(t) остается постоянныì в преäеëах интерваëов

вреìени  m t m  и при этоì ìожет приниìатü

тоëüко оäно из äвух возìожных зна÷ений –1 иëи
+1, интеãраë по переìенной t в выражении (6)
ìожно преäставитü в виäе суììы интеãраëов. Тоãäа
выражение (6) приìет сëеäуþщий виä:

H(kΔτ) = z1(t0) (–1)i z3(t + kΔτ)dt –

– Δτ h(Δτ(k – n)) z2(t + nΔτ)dt .

Ввеäеì обозна÷ения:

ai(kΔτ) = z3(t + kΔτ)dt = z3(t)dt; (7)

bi(nΔτ) = z2(t + nΔτ)dt = z2(t)dt. (8)

В соответствии с этиìи обозна÷енияìи поëу÷аеì

H(kΔτ) = z1(t0) (–1)i ai(kΔτ) –

– Δτ bi(nΔτ)h(Δτ(k – n)) . (9)

Из соотноøения (9) сëеäует, ÷то заäа÷а практи-
÷ески свеëасü к нахожäениþ коэффиöиентов ai(kΔτ)
и bi(nΔτ), опреäеëяеìых соотноøенияìи (7) и (8).
Пустü äëя знаковоãо сиãнаëа z3(t) ãраниöаì

интерваëа  + kΔτ m t m  + kΔτ, в преäеëах

котороãо вы÷исëяется зна÷ение коэффиöиента

ai(kΔτ), соответствуþт ìоìенты вреìени =

=  + kΔτ и  =  + kΔτ, ãäе ин-

äексы m(i, z3) и r(i, z3) явëяþтся öеëыìи ÷исëаìи
и обозна÷ены так, ÷тобы показатü их зависиìостü
от ноìера интерваëа. В соответствии с этиìи обо-
зна÷енияìи буäеì иìетü отс÷еты вреìени

{ , , ..., }, которые

принаäëежат ìножеству { : 1 m q m Q – 1} и оп-

реäеëяþт те ìоìенты вреìени, в которые знако-
вый сиãнаë z3(t) посëеäоватеëüно пересекает нуëе-

RXX
^ RXY

^

RXX
^ ξmax

2  
0

T

∫

RXY
^ ξmax

2  
0

T

∫

RXX
^

ξmax
2  

0

T

∫

RXY
^

ξmax
2  

0

T

∫

RXX
^ RXY

^

RXX
^

RXY
^

ξmax
2

ΔτTRXX
 0( )

----------------------
^

 
0

T

∫  

n 1=

k

∑

ti
z1 ti 1+

z1

 
i 0=

I 1–

∑
ti
z1

ti 1+

z1

∫

n 1=

k

∑
ti
z1

ti 1+

z1

∫

ti
z1

ti 1+

z1

∫  

ti
z1 kΔτ+

ti 1+

z1 kΔτ+

∫

ti
z1

ti 1+

z1

∫
ti
z1 nΔτ+

ti 1+

z1 nΔτ+

∫

 
i 0=

I 1–

∑  

n 1=

k

∑

ti
z1 ti 1+

z1

tm i z3,( )
z3

ti
z1 tm i z3,( ) r i z3,( ) 1+ +

z3 ti 1+
z1

tm i z3,( ) 1+
z3 tm i z3,( ) 2+

z3 tm i z3,( ) r i z3,( )+
z3

tq
z3



608 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 18, № 9, 2017

вой уровенü в преäеëах интерваëа вреìени

+ kΔτ < t <  + kΔτ.

С у÷етоì ìножества ìоìентов вреìени

{ , , ..., }, а также

всëеäствие тоãо, ÷то сиãнаë z3(t) ìожет приниìатü
зна÷ения, равные тоëüко –1 иëи +1, интеãраë в вы-
ражении (7) ìожет бытü вы÷исëен анаëити÷ески,
так ÷то буäеì иìетü:

ai(kΔτ) =

=z3( +kΔτ) λq ,(10)

λq = 

Анаëоãи÷но äëя коэффиöиентов bi(nΔτ), опре-
äеëяеìых соотноøениеì (8), поëу÷аеì

bi(nΔτ) =

=z2( +nΔt) γj ;(11)

γj = 

В äанноì сëу÷ае быëо у÷тено, ÷то äëя сиãнаëа z2(t)

ãраниöаì интерваëа вреìени +nΔτ m t m  + nΔτ,

в преäеëах котороãо вы÷исëяется зна÷ение коэф-
фиöиента bi(nΔτ), соответствуþт ìоìенты вреìени

 =  + nΔτ и  =  + nΔτ.

При этоì буäеì иìетü ìножество отс÷етов вреìени

{ , , ..., }, которые

принаäëежат ìножеству { : 1 m j m J – 1} и опре-

äеëяþт те ìоìенты вреìени, коãäа сиãнаë z2(t) по-
сëеäоватеëüно пересекает нуëевой уровенü в пре-

äеëах интерваëа вреìени  + nΔτ < t <  + nΔτ.

Дëя вы÷исëения h(kΔτ) необхоäиìо иìетü оöенку

КФ (0). В своþ о÷ереäü, äëя вы÷исëения h(0) не-

обхоäиìо иìетü еще и оöенку ВКФ (0). В öеëях

поëу÷ения этих оöенок обратиìся к соотноøенияì
(3) и (4). Сиãнаë z1(t) ìеняет свое зна÷ение тоëüко

в ìоìенты вреìени { : 1 m i m I – 1}. В преäеëах

интерваëов вреìени  < t <  он остается по-

стоянныì и приниìает зна÷ение –1 иëи +1. С у÷е-
тоì этоãо, а также приняв за основу испоëüзован-

ный выøе поäхоä при вывоäе соотноøений äëя
вы÷исëения коэффиöиентов ai(kΔτ) и bi(nΔτ), бу-
äеì иìетü:

(0) = z1(t0) T –1 (–1)ibi(0); (12)

(0) = z1(t0) T –1 (–1)iai(0). (13)

Поäставив соотноøения (12) и (13), а также (9)
в выражения (1) и (2) äëя вы÷исëения отс÷етов h(0)
и h(kΔτ), поëу÷аеì

h(0) = , h(kΔτ) = , (14)

ãäе

A0 = (–1)iai(0), B0 = Δτ (–1)ibi(0); (15)

HΣ(kΔτ) = (–1)i[ai(kΔτ) – ΔτCi(kΔτ)]; (16)

Ci(kΔτ) = bi(nΔτ)h(Δτ(k – n)). (17)

Соотноøения (14) в совокупности с (15)—(17)
опреäеëяþт аëãоритì посëеäоватеëüноãо вы÷исëе-
ния отс÷етов иìпуëüсной перехоäной функöии в
äискретные ìоìенты вреìени 0 m kΔτ m T с интер-
ваëоì äискретизаöии Δτ. При этоì общее ÷исëо
поäëежащих вы÷исëениþ отс÷етов иìпуëüсной
перехоäной функöии буäет равно

Kmax = int[T/Δτ].

Из выражений (15)—(17) сëеäует, ÷то в соответ-
ствии с разработанныì поäхоäоì основу проöеäур
÷исëенной оöенки отс÷етов h(0) и h(kΔτ) в проöессе
статисти÷еской иäентификаöии иìпуëüсной пере-
хоäной функöии составëяет вы÷исëение коэффи-
öиентов ai(kΔτ) и bi(nΔτ) соãëасно соотноøенияì
(8) и (9). Дëя тоãо ÷тобы иìетü возìожностü практи-
÷ескоãо испоëüзования этих соотноøений, перей-
äеì к ÷исëовоìу преäставëениþ äискретных отс÷е-

тов вреìени { : 1 m i m I – 1}, { : 1 m j m J – 1} и

{ : 1 m q m Q – 1}. Это ìожно сäеëатü, испоëüзуя

кëасси÷еский поäхоä к öифровоìу преäставëениþ
интерваëов вреìени с заäанной то÷ностüþ. Со-
ãëасно этоìу поäхоäу

 = int ,  = int  и  = int ,
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ãäе int[...] — оператор опреäеëения öеëой ÷асти
÷исëа в кваäратных скобках; Δt — периоä с÷етных
иìпуëüсов, который äоëжен уäовëетворятü требо-
ваниþ

Δt = δ•min{Δ ; Δ ; Δ },

ãäе Δ  =  –  и 0 m i < I, Δ  =  – 

и 0 m j < J, Δ  =  –  и 0 m q < Q.

Зäесü δ опреäеëяет заäание в относитеëüных
еäиниöах необхоäиìой то÷ности ÷исëовоãо преä-

ставëения отс÷етов вреìени ,  и  в зависи-

ìости от äëитеëüности ìиниìаëüно возìожноãо

интерваëа вреìени Δ , Δ  иëи Δ . Зна÷ение δ

выбирается исхоäя из априорных свеäений о äина-
ìи÷еских и ÷астотных характеристиках сиãнаëов
X(t) и Y(t). В ÷астности, äоëжно выпоëнятüся усëо-

вие Δt < k , ãäе k l 2 и fmax — верхняя ãрани÷ная

÷астота в спектре сиãнаëов X(t) и Y(t). Также äоë-
жно выпоëнятüся усëовие Δt m Δτ.
В резуëüтате поëу÷аеì три ìножества öеëых ÷и-

сеë { : 1 m i m I – 1}, { : 1 m j m J – 1} и { :

1 m q m Q – 1}. Отìетиì, ÷то  =  =  =

= η0 = 0. Кроìе тоãо, буäеì иìетü N = int[T/Δt].

Отсþäа сëеäует, ÷то  = N,  = 2N и  = 2N.

Тоãäа выражения (10) и (11) приìут виä

ai(kΔτ) =

=z3( , k)Δt λq ; (18)

bi(nΔτ) =

= z2( ,n)Δt γj ;(19)

z3( , k) = z3( Δt + kΔτ);

z2( , n) = z2( Δt + nΔτ).

Окон÷атеëüно иìееì, ÷то отс÷еты h(0) и h(kΔτ)
иìпуëüсной перехоäной функöии вы÷исëяþтся
соãëасно выражениþ (14), ãäе A0, B0 и HΣ(kΔτ) вы-
÷исëяþтся в соответствии с (15)—(17). При этоì
äëя вы÷исëения коэффиöиентов ai(kΔτ) и bi(nΔτ)
разработаны соотноøения (18) и (19). Такиì обра-
зоì, выражение (14) с у÷етоì (15)—(17), а также
соотноøения (18) и (19) образуþт öифровой аëãо-
ритì посëеäоватеëüноãо вы÷исëения Kmax отс÷етов

иìпуëüсной перехоäной функöии. Ниже преäстав-
ëена краткая записü основных этапов практи÷е-
ской реаëизаöии этоãо аëãоритìа.

1. В резуëüтате знаковоãо анаëоãо-стохасти÷е-
скоãо квантования öентрированных реаëизаöий

(t) и (t) вхоäноãо X(t) и выхоäноãо Y(t) сиãнаëов
систеìы форìируþтся знаковые сиãнаëы z1(t), z2(t)
и z3(t) 

2. Опреäеëяþтся äискретные отс÷еты вреìени

{ : 1 m i m I – 1}, { : 1 m j m J – 1} и

{ : 1 m q m Q – 1}.

3. Дëя i = 1, 2, 3, ..., I – 1 вы÷исëяþтся ai(0) и
bi(0) в соответствии с соотноøенияìи (18) и (19).

4. Вы÷исëяþтся A0 и B0 соãëасно выражениþ (15).
5. Вы÷исëяется h(0) = A0/B0.
6. Дëя k = 1, 2, ..., Kmax посëеäоватеëüно выпоë-

няþтся сëеäуþщие äействия:
6.1. Дëя i = 1, 2, ..., I – 1 вы÷исëяþтся:

6.1.1. ai(kΔτ) соãëасно (18).
6.1.2. bi(nΔτ) äëя n = 1, 2, ...., k соãëасно (19).
6.1.3. Ci(kΔτ) соãëасно (17).

6.2. Вы÷исëяется HΣ(kΔτ) соãëасно (16).
6.3. Вы÷исëяется h(kΔτ) = HΣ(kΔτ)/B0.

7. Вывоä резуëüтатов h(kΔτ) äëя k = 0, 1, 2, ..., Kmax.
На основе поëу÷енноãо аëãоритìа быë разрабо-

тан спеöиаëизированный проãраììный ìоäуëü.
Экспериìентаëüная оöенка работы этоãо ìоäуëя
осуществëяëасü с испоëüзованиеì иìитаöионноãо
ìоäеëирования. В ÷астности, быë испоëüзован
приìер, рассìотренный в работе [3], в котороì ис-
сëеäоваëосü коëебатеëüное звено, описываеìое
äифференöиаëüныì уравнениеì

T0y′′(t) + 2T0ςy′(t) + y(t) = x(t),

ãäе T0 = 0,06 и ς = 0,3.
Иìпуëüсная перехоäная функöия такоãо звена

опреäеëяется сëеäуþщиì анаëити÷ескиì выраже-
ниеì:

h(t) = exp(–5t)sin .

В ка÷естве оäноãо из возìожных вхоäных сиãна-
ëов испоëüзоваëся синусоиäаëüный сиãнаë с еäини÷-
ной аìпëитуäой и ÷астотой ω0 = 2πf = 1/T0, котороìу
соответствует выхоäной синусоиäаëüный откëик

y(t) = sin(ω0t – π/2) = sin .

Дëя иìитаöии проöеäуры знаковоãо анаëоãо-
стохасти÷ескоãо квантования быë äопоëнитеëüно
разработан проãраììный ìоäуëü. Иäентификаöия
иìпуëüсной перехоäной функöии осуществëяëасü
в преäеëах вреìенноãо интерваëа 0 m t m 1. На ри-
сунке преäставëен ãрафик иäентифиöированной

ti
z1 tj

z2 tq
z3

ti
z1 ti 1+

z1 ti
z1 tj

z2 tj 1+
z2 tj

z2
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z3 tq 1+
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иìпуëüсной перехоäной функöии, поëу÷енный
äëя 100 ее отс÷етов.

Заключение

Поäвоäя общий итоã, отìетиì, ÷то кëþ÷евыì
ìоìентоì разработки öифровой проöеäуры ста-
тисти÷еской иäентификаöии иìпуëüсной перехоä-
ной функöии стаëо испоëüзование знаковоãо ана-
ëоãо-стохасти÷ескоãо квантования в ка÷естве пер-
ви÷ноãо преобразования в öифровуþ форìу
вхоäноãо X(t) и выхоäноãо Y(t) сиãнаëов систеìы.
Перехоä к знаковыì сиãнаëаì в интеãраëüных

оöенках КФ (nΔτ) и ВКФ (kΔτ) позвоëиë

операöии интеãрирования выпоëнитü анаëити÷е-
ски. Данное обстоятеëüство избавиëо от необхоäи-
ìости выбора проöеäуры ÷исëенноãо интеãрирова-
ния, äëя которой наибоëее существенной пробëе-
ìой явëяется выбор øаãа интеãрирования, ÷то
искëþ÷ает ìетоäи÷ескуþ поãреøностü, вызваннуþ
выпоëнениеì этой операöии. При этоì исхоäное
уравнение äëя вы÷исëения отс÷етов иìпуëüсной
перехоäной функöии преобразовано такиì образоì,
÷то искëþ÷ена необхоäиìостü преäваритеëüноãо

вы÷исëения оöенок (nΔτ) и (kΔτ). В резуëü-

тате весü проöесс статисти÷еской иäентификаöии
практи÷ески свеëся к проöессу вы÷исëения коэф-
фиöиентов ai(kΔτ) и bi(nΔτ), который не требует
осуществëятü обработку ìноãоразряäных öифро-
вых отс÷етов вхоäноãо X(t) и выхоäноãо Y(t) сиãна-
ëов систеìы. Соãëасно поëу÷енныì соотноøени-
яì вы÷исëение зна÷ений коэффиöиентов ai(kΔτ)
и bi(nΔτ) преäпоëаãает выпоëнение öифровых про-
öеäур, которые в своей основе своäятся к реаëиза-
öии ëоãи÷еских операöий и арифìети÷еских опе-
раöий суììирования и вы÷итания, связанных с
обработкой öеëо÷исëенных зна÷ений отс÷етов

вреìени { : 1 m i m I – 1}, { : 1 m j m J – 1} и

{ : 1 m q m Q – 1}, сфорìированных в проöессе

выпоëнения знаковоãо анаëоãо-стохасти÷ескоãо
квантования. Посëеäнее обстоятеëüство способст-
вует повыøениþ оперативности öифровоãо вы÷ис-
ëения отс÷етов иìпуëüсной перехоäной функöии.
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The article describes a new approach to solving of the problem of the statistical identification of the impulse response function
with the auto- and cross-correlation functions of a linear dynamic system in a digital form. This approach is based on the use
of the sign-function analog-stochastic quantization as a primary analog-to-digital conversion of the input and output of the con-
sidered system. The basis of the sign-function stochastic quantization is the use of the random auxiliary signals, which perform
the function of a threshold stochastic quantization. Sign-function analog-stochastic quantization allows a coarse binary quan-
tization without a bias and regardless of the statistical properties of the investigated random signals. The binary representation
of the input and output signals of the system made possible an analytical calculation of the operators of integration in the de-
velopment of the digital algorithms for estimation of the impulse response functions. The main result of the use of the sign-function
analog-stochastic quantization is the transition from processing of multi-bit samples of the input and output signals to processing
of the integer values of the time intervals defined by the change of the sign of the quantization result. This improves the data
processing in the identification system. The final algorithms obtained for the calculation of the digital samples of the impulse re-
sponse function does not require preliminary estimates of a direct calculation of the auto- and cross-correlation functions. They
can be used for an online identification in real-time. A practical application of these algorithms improves the performance of the
digital statistical processing of the input and output signals of the system. A brief account of the algorithmic diagram is presented.
It shows the sequence of the basic instructions to be performed for calculation of the samples of the impulse response function.
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Робототехника. Взгляд в будущее

Во всех переäовых странах развитие робототех-
ники осуществëяется поä ãосуäарственныì конт-
роëеì. Правитеëüства опреäеëяþт стратеãи÷еские
öеëи этоãо развития, форìируþт структуры äëя их
реаëизаöии и проãраììы работ с ãосуäарственныì
и ÷астныì финансированиеì, при этоì ãосуäарст-
во выступает в роëи коорäинатора, в то вреìя как
основной объеì финансирования поступает со
стороны бизнеса [1]. В настоящее вреìя в ãражäан-
скоì секторе поäавëяþщее боëüøинство роботов
прихоäится на äоëþ проìыøëенных образöов, без
развития и увеëи÷ения парка которых невозìожно
äаëüнейøее повыøение эффективности произвоä-
ства. В 2016 ãоäу по разëи÷ныì оöенкаì в ìире быëо
ввеäено в строй поряäка 290 000 еäиниö проìыø-
ëенных роботов, приìерно 65 % из которых при-
хоäится на Азиþ и Австраëиþ, а в 2019 ãоäу в ìире
проãнозируется установка уже боëее 400 000 новых
проìыøëенных роботов [2]. Оäнако с уверенностüþ
ìожно сказатü, ÷то основная äоëя ãражäанскоãо

приìенения роботов вскоре сìестится в обëастü
бытовоãо обсëуживания насеëения. Мощныì сти-
ìуëоì äëя этоãо становится сëоживøаяся в ряäе
проìыøëенно развитых стран äеìоãрафи÷еская
ситуаöия — старение насеëения [1]. Уже сеãоäня
ìожно ãоворитü о роботах-коìпанüонах и роботах-
сиäеëках, которые ìоãут сëеäитü за состояниеì
зäоровüя поäопе÷ноãо, äаватü ëекарство, вызыватü
поìощü в опасных ситуаöиях, оказыватü бытовые
усëуãи и скраøиватü оäино÷ество ÷тениеì, бесе-
äой иëи иãрой. И есëи в 2016 ãоäу таких роботов
быëо проäано поряäка 5000 еäиниö, то в периоä
с 2017 по 2019 ãоä проãнозируется проäажа уже
32 000 еäиниö [3, с. 24]. В ка÷естве интересноãо
приìера ìожно привести ãоворящеãо робота Ки-
робо, который выпоëняë роëü коìпанüона япон-
скоãо астронавта Коити Ваката во вреìя еãо поëета
на борту ìежäунароäной косìи÷еской станöии в
2013—2014 ãоäах. Этот ìаëенüкий ÷еëовекопоäоб-
ный робот уìеë распознаватü ëиöа, ãоëоса, жесты

Статья посвящена основным направлениям развития робототехники. Отмечается, что в области сервисных роботов для
профессионального использования основные усилия будут направлены на проведение исследований и разработок в области
транспорта, обороны и безопасности, работ в экстремальных условиях под водой и в высокорадиоактивных средах, при этом
ключевым элементом повышения эффективности беспилотных систем станет повышение уровня их автономности. Особое
внимание будет уделяться созданию биоподобных технических устройств для разработки "мягких роботов" и биосовместимых
манипуляторов и обеспечению эффективного взаимодействия человека и робота.
Ключевые слова: робототехника, развитие робототехники, промышленный робот, сервисный робот, технологии робото-

техники, автономное транспортное средство, взаимодействие человека и робота
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и ре÷ü, автоìати÷ески обрабатыватü естественный
язык и с поìощüþ ãоëосовоãо синтезатора ре÷и
общатüся по-японски [4].
Что касается сервисных роботов äëя профессио-

наëüноãо испоëüзования, то и зäесü проãнозирует-
ся зна÷итеëüный рост их проäаж. За ÷етыре ãоäа —
(с 2016 по 2019) пëанируется выпуститü боëее
330 000 таких роботов общей стоиìостüþ боëее
23 ìиëëиарäов äоëëаров. Серüезные усиëия буäут
направëены на провеäение иссëеäований и разра-
боток в обëасти транспорта, обороны и безопас-
ности, работ в экстреìаëüных усëовиях поä воäой
и в высокораäиоактивных среäах. Так, в 2016—
2019 ãоäах в ìире пëанируется выпуститü боëее
75 000 роботов äëя обеспе÷ения обороны и без-
опасности, потратив на них боëее 3,5 ìиëëиарäа
äоëëаров [3, с. 20]. Среäи них буäут роботы-пожар-
ные, роботы äëя ëиквиäаöии посëеäствий при-
роäных и техноãенных катастроф, провеäения
поисковых и спасатеëüных операöий, обезврежи-
вания саìоäеëüных взрывных устройств. Основ-
ныìи заäа÷аìи таких роботов явëяþтся развеäка,
поиск постраäавøих, охрана, инспекöия и конт-
роëü äоступа к стратеãи÷ески важныì объектаì,
патруëирование зäаний и территорий, эвакуаöия
иëи ëиквиäаöия на ìесте опасных преäìетов. Эти
роботы во ìноãоì схожи с военныìи роботаìи äëя
осуществëения развеäки и ãуìанитарноãо разìи-
нирования. Ранее боëüøая ÷астü финансирования
военной робототехники направëяëасü на разработ-
ку беспиëотных ëетатеëüных аппаратов (БПЛА),
а теперü — преиìущественно в их серийное про-
извоäство. Тоëüко США в 2017 ãоäу пëанируþт по-
тратитü на эти öеëи боëее 4,6 ìиëëиарäа äоëëаров.
БПЛА стаëи настоëüко обы÷ныì явëениеì, ÷то не-
которые спеöиаëисты ãоворят о возìожной заìене
в не сëиøкоì отäаëенноì буäущеì боевых саìо-
ëетов на БПЛА [5]. В отëи÷ие от БПЛА боëüøин-
ство назеìных ìобиëüных роботов еще не выпуска-
þтся боëüøиìи серияìи. Разработка сухопутных
роботов военноãо назна÷ения оказаëасü в зна÷и-
теëüной степени боëее сëожной, ÷еì разработка
БПЛА, поскоëüку назеìные роботы äоëжны функ-
öионироватü в неструктурированных среäах с пре-
пятствияìи. Несìотря на боëüøой успех испоëü-
зования ìобиëüных роботов äëя борüбы со взрыв-
ныìи устройстваìи в Ираке и Афãанистане, эти
систеìы базируþтся на относитеëüно низкоì уров-
не техноëоãий, поскоëüку все они, как правиëо, яв-
ëяþтся äистанöионно управëяеìыìи ìаøинаìи.
Поэтоìу в бëижайøие ãоäы ожиäается, ÷то усиëия
разработ÷иков буäут направëены на созäание и ин-
теãраöиþ новых техноëоãий äëя роботов назеìноãо
базирования. Пëанируется увеëи÷ение финанси-
рования также разработок безэкипажных систеì
ìорскоãо базирования. Кëþ÷евыì эëеìентоì по-

выøения эффективности совреìенных беспиëот-
ных систеì станет повыøение уровня их автоноì-
ности. Высокий уровенü автоноìности систеìы
позвоëит ей аäаптироватüся к изìенениþ ìиссии в
проöессе ее выпоëнения, наприìер, при постанов-
ке новых öеëей и заäа÷, поступëении äопоëнитеëü-
ной инфорìаöии, изìенении поãоäных усëовий
иëи ухуäøении рабо÷их характеристик транспорт-
ноãо среäства и т. ä. [6].
Оäной из перспективных заäа÷ робототехники

явëяется пробëеìа коëëективноãо повеäения робо-
тов. Особо сëожный вариант такоãо коëëективноãо
повеäения — взаиìоäействие роботов разëи÷ноãо
базирования: назеìных иëи сухопутных ìобиëü-
ных роботов, БПЛА, безэкипажных корабëей иëи
безэкипажных катеров (БЭК) и автоноìных нео-
битаеìых поäвоäных аппаратов (АНПА). Цеëесооб-
разностü приìенения ãетероãенных ãрупп роботов
вытекает из заäа÷, связанных с высокорискован-
ныìи поисковыìи, спасатеëüныìи работаìи и
операöияìи по преäотвращениþ аварийных ситу-
аöий иëи ëиквиäаöией посëеäствий прироäных и
техноãенных катастроф. Наприìер, ãруппа, со-
стоящая из БПЛА и назеìных ìобиëüных роботов,
хороøо поäхоäит äëя поисково-спасатеëüных работ в
усëовиях ãороäской среäы иëи äëя выпоëнения за-
äа÷и обсëеäования поäзеìных øахт в аварийной
ситуаöии переä направëениеì туäа ãорноспасате-
ëей. Беспиëотные систеìы выпоëнят работу по
картоãрафированиþ сети туннеëей и поëу÷ениþ изо-
бражений потоëков и стен. При этоì назеìное
транспортное среäство ìожет выступатü в ка÷естве
носитеëя и базы äëя äозаправки и попоëнения запа-
сов ëетатеëüноãо аппарата, ÷то позвоëяет существен-
но увеëи÷итü вреìя автоноìноãо функöионирования
ãруппы. Испоëüзование ãрупп возäуøных и назеì-
ных роботов также явëяется весüìа перспективныì
äëя обнаружения, ëокаëизаöии и туøения пожаров.
Найäется работа и äëя ãрупп роботов, вкëþ÷аþ-

щих беспиëотные аппараты возäуøноãо и ìорскоãо
(наäвоäноãо иëи поäвоäноãо) базирования. Заäа÷а-
ìи таких ãрупп станет обеспе÷ение безопасности
портов, обсëуживание их инфраструктуры и реаãи-
рование на ÷резвы÷айные ситуаöии. Актуаëüна и
заäа÷а поиска и эвакуаöии объектов, пëаваþщих
на поверхности ìоря. К заäа÷аì, которые преäстоит
совìестно реøатü АНПА и БПЛА, ìожно отнести
отсëеживание в режиìе реаëüноãо вреìени нефтя-
ных заãрязнений, изìерение теìпературных ãраäи-
ентов, распространение вреäоносных öветущих
воäоросëей, поиск ìин и ìноãие äруãие [7].
Все боëüøе роботов буäет испоëüзоватüся и в

сеëüскоì хозяйстве. Широкое распространение по-
ëу÷иëи äоиëüные роботы, которых тоëüко в 2016 ãоäу
быëо выпущено окоëо 6000 еäиниö. Разрабатыва-
þтся и внеäряþтся роботы äëя автоìати÷ескоãо
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выпаса скота, обработки зеìëи на поëе и в тепëи÷-
ных хозяйствах, высаäки рассаäы, сбора и сорти-
ровки урожая [3, с. 20].
Говоря о буäущеì робототехники, неëüзя обой-

ти вниìаниеì косìи÷еские роботы. К катеãории
косìи÷еских роботов относят три основных типа
косìи÷еских аппаратов: сервисные косìи÷еские
аппараты (орбитаëüные роботы-ìанипуëяторы),
роботы-поìощники косìонавта и напëанетные
роботы (роверы). В обозриìой перспективе ÷еëо-
век буäет осваиватü бëижний косìос в тесной связке
с автоìатаìи, которые буäут реøатü заäа÷и обсëу-
живания и реìонта спутников, ìониторинãа и
контроëя ãеофизи÷еской активности, прироäных и
техноãенных катастроф. Роботы буäут боротüся с
засоренностüþ окоëозеìноãо косìи÷ескоãо про-
странства остаткаìи техноãенной äеятеëüности ÷е-
ëовека, а также станут эëеìентоì защиты Зеìëи от
коìетно-астероиäной опасности. Даëüний же кос-
ìос еще äоëãие ãоäы буäет оставатüся сферой äея-
теëüности автоìати÷еских ìежпëанетных станöий.
И на Луну сна÷аëа вернутся автоìаты и роботы,
поäãотавëивая пëаöäарì äëя буäущих поëетов ÷е-
ëовека. Поверхностü наøеãо естественноãо спут-
ника станет испытатеëüныì поëиãоноì äëя техни-
÷еских среäств, которые ëþäи буäут испоëüзоватü
äëя освоения äруãих пëанетарных систеì. Да и тоãäа,
коãäа ìы äостиãнеì техноëоãи÷ескоãо уровня, äо-
стато÷ноãо äëя орãанизаöии ìежпëанетных экспе-
äиöий, к äруãиì пëанетаì ÷еëовек направится не в
оäино÷ку, а вìесте с роботаìи [8].
Важной заäа÷ей явëяется обеспе÷ение коììу-

никаöии ÷еëовека и робота. При обìене инфорìа-
öией ÷еëовек переäает роботу коìанäы управëе-
ния, а робот переäает инфорìаöиþ о состоянии
собственных систеì, своеì относитеëüноì и абсо-
ëþтноì поëожении в пространстве, хоäе выпоëне-
ния заäа÷и. Уровенü обìена инфорìаöией äоëжен
соответствоватü режиìу управëения и, соответст-
венно, уровнþ автоноìности робота. Параëëеëüно
с разработкой новых автоноìных и поëуавтоноì-
ных ìобиëüных робототехни÷еских систеì разëи÷-
ноãо назна÷ения буäут разрабатыватüся новые тех-
ноëоãии созäания интерфейсов связи ÷еëовека с
роботоì. В неäаëекоì буäущеì взаиìоäействие ÷е-
ëовека и робота преоäоëеет техни÷еский поäхоä,
коãäа сна÷аëа проектируется робот, а затеì разра-
батывается интерфейс связи с оператороì [9]. Ин-
терфейсы буäут разрабатыватüся параëëеëüно с ро-
ботоì, обеспе÷ивая аäаптивное изìенение уров-
ней автоноìности в зависиìости от выпоëняеìой
поäзаäа÷и, они станут простыìи и интуитивно по-
нятныìи, не переãруженныìи избыто÷ныìи функ-
öияìи. И тоãäа роботаìи сìоãут управëятü не
тоëüко хороøо поäãотовëенные и тренированные
операторы, а саìые обы÷ные ëþäи, простые поëü-

зоватеëи. Распространенныìи способаìи переäа-
÷и инфорìаöии станут жестикуëяöионная коììу-
никаöия и ре÷евые техноëоãии, а операторы про-
фессионаëüных сервисных роботов в зависиìости
от обстановки буäут äействоватü как набëþäатеëи,
контроëеры иëи супервайзоры.
В посëеäние ãоäы нау÷ный ìир робототехники

уäеëяет особое вниìание иссëеäованиþ биоëоãи-
÷еских проöессов и созäаниþ биопоäобных техни-
÷еских устройств. Иссëеäуþтся естественные ìе-
ханизìы äвижения, и эта инфорìаöия испоëüзует-
ся äëя разработки новоãо покоëения роботов —
"ìяãких роботов". Вìесто траäиöионных жестких
структур испоëüзуþтся нетравìати÷ные ìяãкие,
поäатëивые орãани÷еские структуры, ìатериаëы и
поверхности. Потребностü в ìяãких, ãибких и ëов-
ких биосовìестиìых ìанипуëяторах äëя обработки
биоëоãи÷еских объектов, таких как ткани и отäеëü-
ные кëетки, существует и в обëасти öитоëоãии,
биоìеäиöины и ìаëоинвазивной хирурãии [10].
Кстати, из 23 ìиëëиарäов äоëëаров, которые буäут
потра÷ены в 2016—2019 ãоäах на приобретение
сервисных роботов, боëее 7 ìиëëиарäов буäет из-
расхоäовано на ìеäиöинские роботы.
Чеì бëиже становится робот к ÷еëовеку, ÷еì

теснее их взаиìоäействие, теì боëüøуþ остроту
приобретаþт эти÷еские, правовые и соöиаëüные
аспекты внеäрения роботов в жизнü наøеãо обще-
ства. Это тоже пробëеìа, которуþ приäется реøатü
уже в бëижайøие ãоäы.
Быстроìу развитиþ робототехники способствует

развитие инфорìаöионных и коììуникаöионных
техноëоãий, эëектроники, биотехноëоãий и нанотех-
ноëоãий. Разработки в обëасти квантовых вы÷исëе-
ний и нанотехноëоãий выëüþтся в ка÷ественное
уëу÷øение робототехни÷еских систеì, äистанöион-
но управëяеìых ìаøин и автоноìных роботов [11].
Буäут øироко приìенятüся äоступные на коììер-
÷ескоì рынке относитеëüно неäороãие техноëоãии
поëу÷ения изображений высокоãо разреøения, пе-
реäа÷и и отображения инфорìаöии, а также ãëо-
баëüные систеìы позиöионирования. И все это
произойäет уже в саìоì бëижайøеì буäущеì.
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The paper is devoted to the main trends in development of robotics. Its authors point out that in the next decade most of
the civilian applications of robots will shift to the sphere of the consumer services. As far as the service robots for professional
uses are concerned, considerable efforts will be concentrated on research and development in the field of transport, defense
and security, in the extreme conditions of operation in the submersed and highly radioactive environments. The robots will
clean the near-Earth space of the remains of the technological activities and will also become a part of the planetary defense
against comets and asteroids. It is expected that the efforts of the developers will be aimed at creation and integration of new
technologies for the ground-based and sea-based robots. Cooperative behavior and control of the heterogeneous groups of ro-
bots will be a challenging task for scientists. Particular attention will be paid to development of biosimilar technical devices,
"soft" robots and biocompatible manipulators. The main tasks of the ground-based robots still are reconnaissance, search for
people injured in the hard-to-reach areas, security, inspection and provision of access to the strategically important facilities,
patrolling of buildings and territories, evacuation or on-site elimination of hazards. At that, a key element for improvement
of the unmanned systems’ efficiency will be their higher level of autonomy. The authors note that an important task of the ro-
botics is to ensure an effective communication between humans and robots. The prevailing methods of communication will be
gesticulation and speech technologies. A widespread introduction of robots will inevitably raise the question of the legal and
social aspects of the human-robot interaction.
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Синтез оптимального нечеткого T-S-регулятора для системы 
управления мобильным роботом с применением теории хаоса

Существует ряä неëинейных äинаìи÷еских сис-
теì, äетерìинированные äвижения в которых яв-
ëяþтся нереãуëярныìи — хаоти÷ныìи [1—3]. Такие
явëения в нау÷ной ëитературе называþт "äетерìи-
нированныì хаосоì", "внутренней стохасти÷но-
стüþ" иëи просто "хаосоì".
В äинаìи÷еских систеìах хаоти÷еские проöес-

сы (нереãуëярные äвижения) ìоãут бытü характе-
ризованы и как "жеëатеëüные" (поëожитеëüные), и
как "нежеëатеëüные" (отриöатеëüные) [1, 3].
При наëи÷ии в систеìе управëения (СУ) "неже-

ëатеëüных" хаоти÷еских перехоäных проöессов с
ниìи стараþтся боротüся. В этоì сëу÷ае, изìеняя
структуру иëи параìетры реãуëятора СУ, äобива-
þтся ëиквиäаöии нежеëатеëüных хаоти÷еских äви-
жений [2, 3]. При необхоäиìости испоëüзования
"поëожитеëüноãо" характера хаоти÷ескоãо проöес-
са äëя реøения заäа÷ управëения в СУ искусствен-
но созäаþт нереãуëярные — хаоти÷еские — äвиже-
ния путеì ввеäения спеöиаëüноãо неëинейноãо
эëеìента. В ка÷естве приìеров приìенения теории
хаоса äëя реøения заäа÷ не÷еткой оптиìизаöии,
ìатеìати÷ескоãо проãраììирования, реãрессион-
ноãо анаëиза и синтеза параìетров не÷етких
терì-ìножеств управëения ìожно указатü работы
[1—4]. В ÷астности, в работе [4] поставëена и ре-
øена заäа÷а разработки ìетоäа синтеза реãуëятора
äëя неëинейноãо объекта управëения с приìене-
ниеì эëеìентов теории хаоса.
Сëеäует отìетитü, ÷то в известных работах син-

тез параìетров реãуëятора СУ, как правиëо, осу-
ществëяется по скаëярноìу оптиìаëüноìу крите-
риþ ка÷ества проöесса управëения — интеãраëü-
ной кваäрати÷ной оøибке реãуëирования. Оäнако
существует ряä объектов управëения с нереãуëяр-
ныìи свобоäныìи äвиженияìи, в ÷астности ìани-
пуëяöионные и ìобиëüные роботы [1, 4—6, 11], СУ
которых äоëжны уäовëетворятü усëовиþ оптиìаëü-

ности по векторноìу критериþ ка÷ества проöессов
управëения, наприìер, ìиниìаëüности перереãу-
ëирования, ìаксиìаëüности степени устой÷ивости,
быстроäействия, ìиниìаëüности интеãраëüной
кваäрати÷ной оøибки.
В настоящей работе преäëожена ìетоäика ре-

øения заäа÷и синтеза СУ ìобиëüныì роботоì
с испоëüзованиеì не÷еткоãо T-S-реãуëятора (Ta-
kagi — Sugeno) и эëеìентов теории хаоса.

Постановка задачи синтеза
нечеткого T-S-регулятора

Пустü объектоì управëения явëяется ìобиëü-
ный робот, ìатеìати÷еская ìоäеëü котороãо опи-
сывается неëинейныì äифференöиаëüныì урав-
нениеì виäа [6]

(1)

ãäе x(t) = [ , (t), (t)]т — вектор состояний,

коìпонентаìи котороãо явëяþтся скорости äвиже-
ния по коорäинатныì осяì OXw, OYw и скоростü уã-
ëа поворота направëения пëатфорìы ìобиëüноãо
робота; y(t) — выхоäные коорäинаты ìобиëüноãо
робота по коорäинатныì осяì и уãëу поворота;
u(t) — управëяþщие переìенные, вырабатываеìые
привоäаìи соответствуþщеãо коëеса. Осуществив
ряä простых преобразований, ìатеìати÷ескуþ ìо-
äеëü ìобиëüноãо робота (1) ìожно преäставитü сëе-
äуþщей систеìой неëинейных äифференöиаëüных
уравнений:

(2)

С использованием теории хаоса предложена методика синтеза оптимальных T-S-регуляторов для управления нелинейным
многосвязным динамическим объектом — мобильным роботом. На основе хаотического процесса разработана система авто-
матической настройки параметров нечетких регуляторов, обеспечивающих оптимальность вектора показателей качества
процесса управления движущимся объектом.
Ключевые слова: мобильный робот, генератор хаотических чисел, нечеткий T-S-регулятор, интегрально-квадратичная

ошибка, перерегулирование, степень затухания колебаний

(t) = A(x)x(t) + B(x)u(t);
y(t) = Cx(t),
x·

x·w y·w ϕ·

(t) = a1 (t) – a2 (t) (t) + u1(t);

(t) = a2 (t) (t) + a1 (t) + u2(t);

(t) = a3 (t) + u3(t).

x··w x·w ϕ· y·w

y··w ϕ· x·w y·w
ϕ··w ϕ· w
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Обозна÷иì ЛП — ëинãвисти÷еское правиëо и
М — не÷еткое терì-ìножество. Тоãäа объект уп-
равëения виäа (2) с äостато÷ной то÷ностüþ ìожно
преäставитü сëеäуþщей не÷еткой ìоäеëüþ [3, 6]:
ЛПi: есëи x3(t) окоëо M

i, тоãäа

 = Aix(t) + u(t); (3)

y(t) = x(t), i = 1, 2, 3, (4)

ãäе

A1 = , A2 = ,

A3 = ;

x3(t) = (t) — скоростü уãëа поворота направëения

пëатфорìы ìобиëüноãо робота.
Коэффиöиенты уравнений (3), (4) опреäеëяþт-

ся ÷ерез соответствуþщие параìетры

m = 16,6 кã, L = 0,193 ì, r = 0,04 ì,

IV = 0,2518 кã•ì2, c = 8,1633•10–4 кã•ì2/с,

Iw = 1,1•10–4 кã•ì2

реаëüноãо ìобиëüноãо робота по сëеäуþщиì выра-
женияì [4]:

a1 = –2c/(mr2 + 2Iw) = –0,0599,

a2 = 2Iw/(mr2 + 2IV) = 0,0081,

a3 = 4cL2/(4IwL2 + IV r2) = –0,2901,

d = (t) = 1,5 раä/с.

Дëя ìобиëüноãо робота, описываеìоãо ìатеìа-
ти÷еской ìоäеëüþ (2)—(4), закон управëения вы-
береì в кëассе "интеëëектуаëüных реãуëяторов" с
äвуìя реãуëируеìыìи обратныìи связяìи — по
оøибке выхоäных переìенных и по переìенныì
состояния. Поëаãаеì, ÷то закон управëения робо-
тоì осуществëяется по сëеäуþщей не÷еткой ìоäе-
ëи Такажи и Суäжено (иëи T-S-ìоäеëи), сос-
тоящей из совокупности проäукöионных правиë:
ЛПУi: есëи x3(t) окоëо Mi, тоãäа 

u(t) = Kix(t) + Gie(t), (5)

ãäе Ki, Gi — ìатриöы коэффиöиентов реãуëяторов
по состояниþ x(t) и по оøибке управëения e(t);
e(t) = [e1(t), e2(t), e3(t)]

т — оøибка управëения по

выхоäныì переìенныì y(t) = [y1(t), y2(t), y3(t)]
т, ко-

торые опреäеëяþтся сëеäуþщиìи выраженияìи:

(t) = yт(t) – у(t) = ут(t) – Cx(t), (6)

ãäе yт(t) = [y1т(t), y2т(t), y3т(t)]
т — заäания СУ ìо-

биëüноãо робота, которые отве÷аþт пëанируеìыì
жеëаеìыì траекторияì еãо äвижения.
Дëя уäобства сравнения эффективности преä-

ëоженной ìетоäики синтеза оптиìаëüных настро-
е÷ных параìетров реãуëятора СУ с известныìи
работаìи [5, 6] функöии принаäëежности не÷етких
терì-ìножеств Mi (i = 1, 2, 3) ëинãвисти÷еских
правиë (3) и (5) выбраны треуãоëüноãо виäа:

(x3) = 

(x3) = (7)

(x3) = 

ãäе Dij — постоянные, соответствуþщие не÷еткиì
терì-ìножестваì треуãоëüноãо виäа.
У÷итывая выбраннуþ структуру не÷еткой СУ

ìобиëüныì роботоì (2)—(4), заäа÷у ее параìетри-
÷ескоãо синтеза ìожно сфорìуëироватü сëе-
äуþщиì образоì: требуется найти такие ìатриöы

,  не÷етких T-S-реãуëяторов по оøибке и

по переìенныì состояния (5), а также параìетры

 не÷етких терì-ìножеств Mi ëинãвисти÷еских

правиë, которые при перевоäе объекта управëения
из на÷аëüноãо состояния x0, y0 в коне÷ное состояние
xf, yf обеспе÷иваþт СУ оптиìаëüностü по вектор-
ноìу критериþ ка÷ества проöессов управëения —
ìиниìуì интеãраëüной кваäрати÷ной оøибки J1,
ìаксиìуì степени затухания коëебаний J2 и ìини-
ìуì перереãуëирования перехоäноãо проöесса J3:

J1[Ki, Gi, Mi] = e2(t)dt → ; (8)

J2[Ki, Gi, Mi] =  → ; (9)

J3[Ki, Gi, Mi] =  → , (10)

Ki ∈ K, Gi ∈ G, Mi ∈ M,

x·

a1 0 0

0 a1 0

0 0 a3

a1 a2d– 0

a2d a1 0

0 0 a3

a1 a2d 0

a2d a1 0

0 0 a3

ϕ· w

ϕ·

e·

μM1

1 – |d – |x3||/D11, есëи d > |x3| l –d;
1, есëи x3 m –d;
0, есëи |x3| > D11;

μM2

1 – |x3|/D21, есëи 0 > x3 > –d;
1, есëи x3 = 0;
1 – |x3|/D22, есëи d l x3 > 0;

μM3

1 – |x3 – d|/D31, есëи d > x3 > D31 > 0;
1, есëи x3 l d;
0, есëи x3 < –d,

Ki
opt Gi

opt

Mi
opt

 
0

∞

∫ min
K,G,M

e2min t( )

e1min t( )
--------------- max

K,G,M

y3 t( ) y t( )–

y3 t( )
--------------------- min

K,G,M
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ãäе e1min(t) и e2min(t) — зна÷ения первоãо и второãо
ìиниìуìа коëебатеëüноãо перехоäноãо проöесса
по оøибке, yз(t) — установивøееся зна÷ения пере-
хоäноãо проöесса СУ.
Так как реаëüный ìобиëüный робот äоëжен

бытü управëяеìыì, то ìожно преäпоëаãатü, ÷то су-
ществуþт такие ìножества настрое÷ных ìатриö
реãуëяторов по оøибке G и переìенныì состоя-
ния K, а также ìножества настрое÷ных параìетров
не÷етких терì-ìножеств M, которые реøаþт пос-
тавëеннуþ заäа÷у.

Решение задачи синтеза настроечных параметров 
нечетких T-S-регуляторов

Поскоëüку поставëеннуþ заäа÷у синтеза пара-
ìетров не÷етких реãуëяторов СУ по векторныì
критерияì реøитü на основе известных анаëити-
÷еских ìетоäов [1—12] практи÷ески невозìожно,
обратиìся к ìетоäаì теории хаоса. Синтез пара-
ìетров реãуëяторов Ki, Gi и не÷етких терì-ìножеств
Mi буäеì осуществëятü по итеративной проöеäуре
в соответствии с обобщенной функöионаëüной
схеìой, преäставëенной на рисунке.
На первоì этапе составëяется ìатеìати÷еская

ìоäеëü заìкнутой СУ ìобиëüныì роботоì в соот-
ветствии с систеìой (2) (иëи (3), (4)) и выражения-
ìи (5)—(7), затеì на ее основе форìируется äиск-
ретная рекуррентная ìоäеëü äëя коìпüþтерной
сиìуëяöии заìкнутой СУ. Дëя оöенки вектора по-
казатеëей ка÷ества перехоäных проöессов в систе-
ìе выбирается øаã äискретизаöии и форìируþтся
äискретные выражения критериев (8)—(11).

На второì этапе поäбираþтся на÷аëüные и ко-
не÷ные состояния, вреìя набëþäения кажäоãо экс-
периìента TН (которое в 2...5 раз превыøает вреìя
перехоäных проöессов в систеìе), ÷исëо экспери-
ìентов, на÷аëüные оöенки критерия ка÷ества.
На третüеì этапе разрабатываþтся ãенераторы

хаоти÷еских ÷исеë — ìатриöы разìера 3Ѕ3 äëя ре-
ãуëяторов по оøибке Gi, фазовых переìенных Ki и
параìетров не÷етких терì-ìножеств Mi. Затеì в ãе-
нераторах хаоти÷еских ÷исеë сëу÷айныì образоì Jраз
изìеняþтся настрое÷ные параìетры указанных
ìатриö, и в резуëüтате поëу÷аеì сеìейства ìатриö
Gij (j = 1, 2, ..., J) оøибок, Kij (j = 1, 2, ..., J) реãу-
ëятора переìенных состояния и параìетров
Mij (j = 1, 2, ..., J) не÷етких терì-ìножеств (7). На-
÷аëüные зна÷ения Gij, Kij, Mij заäаþтся из äопустиìых
обëастей: Gij ∈ [0, Gi], Kij ∈ [0, Ki], Mij ∈ [0, Mi].
Фиксируþтся ноìера ãенераöии j = 1, 2, ..., J и

соответствуþщие äва посëеäних зна÷ения параìет-
ров-ìатриö настройки реãуëяторов Gij = {Gijэксп},
Kij = {Kijэксп}, Mij = {Mijэксп}. Эти зна÷ения присваи-
ваþтся соответствуþщиì настрое÷ныì параìет-
раì не÷етких реãуëяторов по оøибке и переìен-
ныì состояния. 
Посëе присвоения на÷аëüных зна÷ений пара-

ìетров не÷етких T-S-реãуëяторов и соответствуþ-
щих ãенераторов хаоти÷еских ÷исеë осуществëяет-
ся ìоäеëирование заìкнутой СУ.
Даëее посëе кажäоãо провеäенноãо j-ãо экспе-

риìента, т. е. ìоäеëирования СУ на интерваëе на-
бëþäения TH, оöениваþтся (вы÷исëяþтся) зна÷е-
ния вектора показатеëей ка÷ества проöесса управ-
ëения: интеãраëüной кваäрати÷ной оøибки J1nj,

Функциональная схема автоматической настройки параметров оптимального нечеткого T-S-регулятора
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степени затухания J2nj и перереãуëирования пе-
рехоäных проöессов J3nj по кажäой переìенной
(j = 1, 2, ...), n = 1, 2, 3 — ноìер переìенной СУ.
Сëеäуþщиì этапоì синтеза явëяется опреäеëе-

ние оптиìаëüных зна÷ений критериев ка÷ества

, ,  (n = 1, 2, 3, ...), которые нахоäятся

простыì сравнениеì их зна÷ений в (j – 1)-ì экс-
периìенте:

min{J1nj, J1nj – 1} = , max{J2nj, J2nj – 1} = ;

min{J3nj, J3nj – 1} =  (n = 1, 2, 3, ...).

Затеì функöионаëаì J1nj – 1, J2nj – 1, J3nj – 1 при-
сваиваþтся зна÷ения

J1nj – 1 = , J2nj – 1 = , J3nj – 1 = 

(n = 1, 2, 3), (j = 1, 2, ...)

и запоìинаþтся ноìера экспериìентов (ãенера-
öии), т. е. оптиìаëüные (наиëу÷øие зна÷ения на-
строе÷ных параìетров) ìатриöы не÷етких T-S-ре-

ãуëяторов по оøибке Gij =  и по переìенныì

состояния Kij = , M3j = , ∀j ∈ [ ].

Такиì образоì, привеäенная ìноãоэтапная ìе-
тоäика автоìатизированноãо синтеза параìетров
не÷етких T-S-реãуëяторов СУ позвоëяет реøитü
поставëеннуþ заäа÷у, при÷еì она äает возìож-
ностü осуществитü практи÷ески о÷енü боëüøое
÷исëо иìитаöионных экспериìентов, так как при
оптиìизаöии критериев ка÷ества проöессов управ-
ëения (8)—(10) необхоäиìо запоìинатü резуëüтаты
тоëüко ëиøü посëеäних øести экспериìентов.
Поясниì кëþ÷евые этапы преäëоженной ìето-

äики синтеза параìетров не÷етких T-S-реãуëято-
ров по оøибке выхоäов, по переìенныì состояния
и не÷етких терì-ìножеств с испоëüзованиеì эëе-
ìентов теории хаоса на эëеìентах функöионаëü-
ной бëок-схеìы (сì. рисунок).
Бëок 1 преäставëяет собой объект управëения,

т. е. еãо ìатеìати÷ескуþ ìоäеëü виäа (1). В бëо-
ках 2 и 3 реаëизуþтся не÷еткие T-S-реãуëяторы по
переìенныì состояния и оøибке в соответствии
с выраженияìи (5), (6). Зна÷ения настрое÷ных па-
раìетров не÷етких T-S-реãуëяторов, т. е. ìатриö Gij и
Kij, а также параìетры не÷етких терì-ìножеств Mij
заäаþтся из бëока перекëþ÷атеëей 10, вхоäы кото-
рых соеäинены с бëокоì 9. В бëоке 9 ãенерируþтся
хаоти÷еские ÷исëовые зна÷ения ìатриö Gij, Kij и
Mij, при÷еì ãенераöия посëеäоватеëüных хаоти÷е-
ских ÷исеë осуществëяется по нижесëеäуþщиì ëо-

ãисти÷ескиì функöияì с разëи÷ныìи на÷аëüныìи
усëовияìи:

zijm + 1 = (1 + bij)zijm(1 – ), i, j = ; (11)

kijm = Kijzijm, gijm = Gijzijm, ∀bij ∈ [5,72, 5,75].

В экспериìентах вектор показатеëей ка÷ества
перехоäных проöессов СУ J1, J2, J3 оöенивается
в бëоке 6 в соответствии с форìуëаìи (8)—(10) и
оöенки переäаþтся в бëок оптиìизаöии 7. Зäесü
опреäеëяется ноìер экспериìента с наиëу÷øей,
оптиìаëüной оöенкой вектора ка÷ества перехоä-
ноãо проöесса и запоìинается саì ноìер экспери-
ìента и зна÷ения настрое÷ных параìетров (ìатри-
öы) реãуëяторов по переìенныì состояния и по
оøибке выхоäа.
Отìетиì, ÷то ãенераöия хаоти÷еских треуãоëü-

ноãо виäа не÷етких ÷исеë осуществëяется в соот-
ветствии с ëоãисти÷еской функöией (анаëоãи÷но
(11)). Соãëасно форìуëе (7) параìетры не÷етких
терì-ìножеств опреäеëяþтся соответствуþщиìи
ãенератораìи хаоти÷еских ÷исеë: D11, S21, D22, D31,
M2 (ìоäа второãо не÷еткоãо ìножества):

Dijm + 1 = λijDijm(DijN – DijNm)/DijN,
i = 1, 2, 3; j = 1, 2,

M2m = λMM2Zm, λM, λij ∈ [3,75, 3,785].

Оптиìаëüные зна÷ения оöенок вектора ка÷ества

, , , ноìер экспериìента m*, изìене-

ния параìетров не÷етких реãуëяторов K opt, G opt и

M opt запоìинаþтся в бëоке паìяти 8.
Испоëüзование äостато÷но боëüøоãо ÷исëа иìи-

таöионных экспериìентов позвоëяет уйти от ëокаëü-
ных оптиìаëüных реøений, т. е. опреäеëитü по÷ти
ãëобаëüный оптиìуì оöенки вектора показатеëей

ка÷ества ка÷ества , ,  и, теì саìыì,

синтезироватü наиëу÷øие зна÷ения ìатриö —
параìетров настройки не÷етких T-S-реãуëяторов

переìенных состояния и выхоäа ( , ). За-

ìетиì, ÷то øаã äискретизаöии в ãенераторах хао-
ти÷еских ÷исеë зна÷иì äëя опреäеëения ãëобаëü-
ноãо оптиìуìа.
Бëок перекëþ÷атеëей 10 преäназна÷ен äëя пе-

рекëþ÷ения систеìы из экспериìентаëüноãо ре-
жиìа настройки в режиì реаëüной работы систе-
ìы управëения ìобиëüныì роботоì с переобу÷ен-
ныìи (синтезированныìи) параìетраìи не÷етких
T-S-реãуëяторов (бëоки 2 и 3). Заäаþщие возäей-
ствия по выхоäныì переìенныì y1T, y2T, y3T фор-
ìируþтся в бëоке 5.

J1n
opt J2n

opt J3n
opt

J1n
opt J2n

opt

J3n
opt

J1n
opt J2n

opt J3n
opt

Gi
opt

Kij
opt M3

opt 1 m,

zijm 1 9,

J1
opt J2

opt J3
opt

J1
opt J2

opt J3
opt

Ki
opt Gi

opt
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Экспериментальные результаты

Техни÷еская реаëизаöия преäëоженной ìетоäи-
ки синтеза параìетров не÷етких реãуëяторов осу-
ществëена с испоëüзованиеì M-языка в среäе
MATLAB с испоëüзованиеì пакетов Simulink и
Fuzzy Logic Toolbox.
В ка÷естве на÷аëüных усëовий äëя переìенных

состояния и выхоäных переìенных приняты сëе-
äуþщие зна÷ения:

y10 = 2, y20 = 2,1, y3 = 0,40,
х10 = 1,5, х20 = 2, х30 = 0,2.

При коìпüþтерноì ìоäеëировании в ка÷естве
безразìерноãо вреìени провеäения экспериìен-
тов выбрано зна÷ение 20, с øаãоì äискретизаöии
(Fixed Step) 0,01.
В резуëüтате провеäенных иìитаöионных экспе-

риìентов найäены сëеäуþщие оптиìаëüные зна÷е-
ния параìетров настройки не÷етких реãуëяторов:

 = ;

 = ;

 = ;

 = ;

 = ;

 = ;

 = (–1,5, –1,5, 0,3);

 = (–1,5, –0,5, 1,5);

 = (0,2, 1,5, 1,5).

Дëя сравнитеëüной оöенки ка÷ества перехоä-
ных проöессов синтезированных СУ по преäëо-
женной выøе и по известной ìетоäике [6] при

оäинаковых на÷аëüных усëовиях провеäена серия
коìпüþтерных экспериìентов.
Резуëüтаты экспериìентаëüных иссëеäований

показаëи, ÷то синтезированная СУ ìобиëüныì
роботоì боëее эффективна, ÷еì систеìа, синтези-
рованная по известной ìетоäике [6]: суììарная
интеãраëüная кваäрати÷ная оøибка управëения
систеìы, синтезированной по известной ìетоäи-
ке, составиëа 0,2605, а по выøеизëоженной ìето-
äике — 0,2113, т. е. ка÷ество проöесса управëения
уëу÷øиëосü приìерно на 18,8 %.
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There are a series of non-linear dynamic objects (or systems), which is chaotic-nonregular [1—3]. In such systems dynamic
chaotic processes (irregular movement), that is the phenomenon can be characterized as "desirable" (positive) or "undesirable"
(negative) [1, 3]. In the present work, it has been proposed the method of designing automatic synthesis problem of intellectual
control system (CS) with using of the elements of chaos theory, i. e. tuning parameters of knowledge base T-S controller, which
provides the optimal quality of the vector criterion. The control object is a mobile robot that moves in all directions (omni-
directional-OD), a mathematical model, of which is described by nonlinear differential equation [6]. For nonlinear object —
OD mobile robot the control law is chosen in the intelligent controllers class with two elastic feedback: If x3(t) is about Mi. Then
u(t) = Kix(t) + Gie(t), where e(t) — is three-dimensional vector error, x(t) — is three-dimensional vector state of OD mobile

robot. According to the phase variables and error, as well as the parameters  of the term fuzzy sets of linguistic rules,

it is required to determine such optimal matrices ,  of fuzzy T-S regulators which, while transferring of the systems

from the initial state x0, y0 to the final state xf, yf would assure optimality of the vector quality criterion, i. e. the minimum of
integral square error — J1[K, G, M], high damping degree of the oscillations — J2[K, G, M] and minimum overshoot transient —
J3[K, G, M] in the CS. In order to solve the above-mentioned problem, synthesis of the parameters of fuzzy controllers Ki, Gi can
be implemented on the basis of chaos theory according to the vector criterion. The synthesis of controller parameters Ki, Gi
and fuzzy term sets Mi are carried out by iterative procedure in accordance with system of automatic synthesis parameters

(ASP) of fuzzy T-S regulators. Then, according to systems of simulation experiments it is determined ,  and ,

that provides the optimal values on CS vector of the quality criterion. The experimental results showed that the synthesized
CS mobile robot is relatively efficient than synthesized system by well-known paper [1, 4, 6]. Since the total integral quadratic
error of the control system synthesized by a known method [1, 6] was 0,2605 and above at 0,2113 the proposed method, i.e.,
quality is improved by about 18,8 %.

Keywords: omnidirectional mobile robot, chaos theory, fuzzy T-S controller, overshoot, integral square error, damping degree
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Расчет устойчивых режимов МИГ/МАГ сварки корневых швов

Введение

Сварка МИГ/МАГ корневоãо øва явëяется
оäной из наибоëее ответственных операöий при
форìировании оäносторонних ìноãопрохоäных
стыковых соеäинений с разäеëкой кроìок [1—3].
Форìа и разìеры корневоãо øва иìеþт существен-
ное зна÷ение и во ìноãоì опреäеëяþт наäежностü
и ка÷ество всеãо сварноãо соеäинения. Известныì
способоì поëу÷ения ãарантированноãо провара
корневоãо øва явëяется приìенение поäкëаäки
(остаþщейся иëи неостаþщейся). Оäнако испоëü-
зование разëи÷ноãо виäа поäкëаäок иëи вставок в
боëüøинстве сëу÷аев существенно ухуäøает работо-
способностü сварноãо соеäинения, созäает усëовия
возникновения в них трещин, усëожняет поäãотов-
ку изäеëия поä сварку. Серüезныì препятствиеì
также явëяется наëи÷ие изìеняþщеãося зазора
ìежäу кроìкаìи стыка. Поэтоìу разработка тех-
ноëоãии сварки корневоãо øва без поäкëаäки (на
весу) при наëи÷ии изìеняþщеãося зазора явëяется
актуаëüной заäа÷ей.
Известны работы, относящиеся к пробëеìе ра-

öионаëüноãо выбора режиìа сварки корневоãо
øва [4—7], оäнако в них отражается преиìущест-
венно практи÷еский аспект нау÷ных иссëеäований.
В äанной работе испоëüзована ìетоäика ÷исëенноãо
рас÷ета теìпературноãо поëя (оöенка ãраниö про-
пëавëения) в сварноì øве при сварке МИГ/МАГ
корневоãо øва, которая позвоëяет синтезироватü
требуеìые реãрессионные ìоäеëи äëя управëения
режиìоì сварки в реаëüноì вреìени. Как показы-
вает практика, преиìущества такоãо поäхоäа переä
÷исто экспериìентаëüныìи иссëеäованияìи со-
стоят в сëеäуþщеì: 1) отсутствует необхоäиìостü в
изãотовëении ìноãо÷исëенных образöов из труб-
ной стаëи с заäанныìи параìетраìи разäеëки кро-

ìок; 2) отсутствует необхоäиìостü преöизионной
сборки свариваеìых соеäинений с испоëüзованиеì
прихваток äëя обеспе÷ения то÷ных зна÷ений зазо-
ров в стыке; 3) иìеется возìожностü анаëиза про-
пëавëения при нуëевоì зна÷ении непëанарности
поверхностей стыка; 4) отсутствует необхоäиìостü
в аренäе сваро÷ноãо оборуäования и привëе÷ении
техноëоãи÷ескоãо персонаëа äëя провеäения ìно-
ãо÷исëенных сваро÷ных экспериìентов; 5) отсут-
ствует необхоäиìостü в изãотовëении ìноãо÷ис-
ëенных ìакроøëифов и т. ä. Такиì образоì, при-
ìенение ÷исëенноãо ìоäеëирования пропëавëения
äëя сварки МИГ/МАГ корневоãо øва позвоëяет
зна÷итеëüно ускоритü разработку техноëоãий свар-
ки корневых øвов.

Постановка задачи

Разработка реãрессионной ìоäеëи тепëовëоже-
ния äëя сварки МИГ/МАГ корневоãо øва при на-
ëи÷ии зазора ìежäу кроìкаìи стыка требует созäа-
ния такой ìетоäики ÷исëенноãо ìоäеëирования,
которая бы обеспе÷иваëа поëу÷ение аäекватной
форìы пропëавëения äëя разëи÷ных зна÷ений па-
раìетров ãеоìетрии разäеëки, высоты корневоãо
øва и скорости сварки. Цеëесообразностü такой
постановки заäа÷и связана с существенной роëüþ
терìи÷ескоãо КПД пропëавëения основноãо ìе-
таëëа. Дëя äанных усëовий сварки терìи÷еский КПД
иìеет существеннуþ зависиìостü от скорости
сварки. Это озна÷ает, ÷то та ÷астü общей тепëовой
энерãии, которая обеспе÷ивает форìирование сва-
ро÷ной ванны, при снижении скорости сварки ìо-
жет резко уìенüøитüся. В резуëüтате пропëавëе-
ние буäет неäостато÷ныì.
Экспериìентаëüные иссëеäования ìакроøëи-

фов корневых øвов, выпоëненных в разäеëке типа

Предложена методика расчета численных оценок устойчивости режима МИГ/МАГ сварки корневого шва стыка типа С17
с помощью безразмерного критерия подобия π2. Получена двумерная зависимость эффективной тепловой мощности дуги от
скорости сварки и зазора. Выполнен расчет устойчивых режимов сварки корневого шва с зазором 2,0...3,5 мм для скоростей
сварки 2,0...9,0 мм/с.
Ключевые слова: МИГ/МАГ сварка, корневой шов, разделка кромок с зазором, проплавление основного металла, устойчи-

вый режим сварки, безразмерный критерий π2
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С17 [8] (рис. 1, а) способоì МИГ/МАГ сварки
(нижнее поëожение, защитный ãаз СО2, провоëока
Св08-Г2С) показаëи, ÷то форìа пропëавëения ос-
новноãо ìетаëëа (показано øтриховой ëинией) ìа-
ëоуãëероäистой низкоëеãированной стаëи иìеет
Х-образный виä (рис. 1, б) с существенныì утон-
÷ениеì в обëасти притупëения кроìок.
В настоящее вреìя äëя выпоëнения ÷исëенноãо

ìоäеëирования проöесса пропëавëения основноãо
ìетаëëа при сварке МИГ/МАГ в ка÷естве ìоäеëи
исто÷ника тепëовой энерãии сварки испоëüзуþт
как те, которые возäействуþт на поверхностü изäе-
ëия и сваро÷ной ванны [9], так и исто÷ники объеì-
ноãо характера, которые заäаþт тепëовое поëе во
внутренних обëастях свариваеìых äетаëей. Пара-
ìетры объеìноãо исто÷ника тепëа расс÷итываþтся
такиì образоì, ÷тобы ãеоìетри÷еские характерис-
тики поëу÷енной при этоì сваро÷ной ванны и про-
пëавëения соответствоваëи практи÷ескиì резуëü-
татаì. Можно отìетитü иссëеäования таких у÷еных,
как Дж. Гоëäак [10] и А. Лþнäбек [11], в работах
которых äостато÷но убеäитеëüно обосновывается
возìожностü приìенения объеìных исто÷ников
тепëовой энерãии приìенитеëüно к ìоäеëированиþ
проöессов МИГ/МАГ сварки. Несìотря на то ÷то
с феноìеноëоãи÷еской то÷ки зрения приìенение
объеìных исто÷ников тепëовой энерãии ìожет
с÷итатüся некорректныì, резуëüтаты ÷исëенноãо
ìоäеëирования по ìноãиì аспектаì с инженер-
ной то÷ностüþ соответствуþт практи÷ескиì ре-
зуëüтатаì.
Дëя поëу÷ения аäекватноãо пропëавëения преä-

ëожено усëожнитü структуру ìоäеëи исто÷ника
тепëа сварки — испоëüзоватü систеìу äвух исто÷-
ников тепëа типа "äвойной эëëипсоиä", которые
распоëожены äруã наä äруãоì в пространстве зазора
(рис. 2, сì. вторуþ сторону обëожки).

Решение задачи

Как известно, ìоäеëü объеìноãо исто÷ника тепëа
типа "äвойной эëëипсоиä" иìеет расøиренный на-

бор параìетров, позвоëяþщих заäаватü разìеры от-
äеëüно еãо ãоëовной и хвостовой ÷астей [11]:

(1)

ãäе q3(•) — уäеëüный объеìный тепëовой поток
(Дж•с–1•ì–3); ξ = x + x0 + Vсв(t – τ); qэ — эффек-
тивная тепëовая ìощностü проöесса наãрева изäеëия
сваро÷ной äуãой; Af, Ar, By, Cz — параìетры, заäаþ-
щие характер объеìноãо распреäеëения тепëовоãо
потока вäоëü осей x, y и z; Ff, Fr — константы, за-
äаþщие ìощностü ãоëовноãо и хвостовоãо эëëип-
соиäов соответственно; x0 — сìещение вäоëü оси
сварки; z0 — сìещение по вертикаëи; τ и t — вреìя.
В äанной работе иссëеäоваëи пропëавëение ос-

новноãо ìетаëëа при выпоëнении корневоãо øва
ëистов из ìаëоуãëероäистой низкоëеãированной
стаëи (ìарки S355J2G3 иëи анаëоãа 17Г1С [12, 13])
тоëщиной 16 ìì.
В ка÷естве исхоäных äанных быëо принято, ÷то

тип разäеëки кроìок — С17, зазор изìеняется от 2 äо
3,5 ìì, притупëение кроìок — 2 ìì, уãоë разäеëки
кроìок — 30°, а сìещение кроìок отсутствует.
Преäваритеëüные резуëüтаты коне÷но-эëеìент-

ноãо ìоäеëирования реøения заäа÷и тепëопровоä-
ности показаëи, ÷то äëя скоростей сварки 2...9 ìì/с
äостато÷но рассìатриватü фраãìент свариваеìоãо
стыка разìераìи 80Ѕ100 ìì. Сфорìированная

Рис. 1. Геометрия разделки типа С17 (а) и макрошлиф корневого шва (б):
b — зазор; С — веëи÷ина притупëения; S, S1 — тоëщины свариваеìых изäеëий
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рас÷етная сетка äëя такоãо фраãìента стыка, со-
äержащая окоëо 62 800 коне÷ных эëеìентов, пока-
зана на рис. 3.
Ввиäу тоãо, ÷то ÷исëенное ìоäеëирование вы-

поëняëосü с испоëüзованиеì теории ìноãофазной
среäы тверäоãо теëа, äëя аäекватноãо описания
жиäкоãо состояния стаëи (обëасти сваро÷ной ванны)
и эëектроäноãо ìетаëëа, который поäается в об-
ëастü сваро÷ной ванны, приìенен ìатеìати÷еский
ìетоä "фиктивных обëастей" [14].
Жиäкое состояние стаëи преäставëено как фик-

тивное жиäкое состояние (ФЖ), которое в äанной
ìоäеëи форìируется в виäе оãрани÷енной обëасти
тверäоãо теëа, теìпература котороãо превыøает
зна÷ение Tliquidus = 1823 К.
Проöесс запоëнения разäеëки присаäо÷ныì ìе-

таëëоì ìоäеëироваëи с поìощüþ фиктивной фазы
с нуëевыì коэффиöиентоì тепëопровоäности (ФФ).
Зна÷ение коэффиöиента тепëопровоäности ФФ

быëо заäано на уровне 0,0005 Дж•с–1•ìì–1•К–1.
Поä äействиеì высокотеìпературноãо исто÷ника
тепëа выпоëняется фазовый перехоä "ФФ ® аус-
тенит", который описывается ска÷кообразной
функöией от теìпературы (рис. 4).
Анаëиз пропëавëения выпоëняëи способоì ко-

не÷но-эëеìентноãо реøения заäа÷и тепëопровоä-
ности с у÷етоì фазовых превращений в ìаëоуãëе-
роäистой стаëи в проöессе ее пëавëения и кристаë-
ëизаöии. Реøаëи заäа÷у тепëопровоäности äëя
ìноãофазной среäы тверäоãо теëа. Матеìати÷е-
ское описание повеäения такой систеìы соответ-
ствует сëеäуþщей систеìе уравнений [15, 16]:

(2)

ãäе pi — объеìная äоëя образуþщейся i-й структур-
ной составëяþщей (фазы) стаëи; i и j — инäексы äëя
обозна÷ения фаз стаëи: аустенит, бейнит, перëит,
ìартенсит, ФФ, ФЖ и исхоäная ферритно-перëит-
ная структура; ρi, λi и Hi — пëотностü, коэффиöиент
тепëопровоäности и энтаëüпия (тепëосоäержание)

i-й фазы; Ci =  — уäеëüная тепëоеìкостü i-й фазы;

Aij — скоростü превращения i-й фазы из j-й фазы
в относитеëüных еäиниöах (боëее äетаëüно ìатеìа-
ти÷еская ìоäеëü фазовых превращений изëожена в
работе [17]); T — теìпература; t — вреìя, N — ÷исëо
фаз. Зäесü нужно отìетитü, ÷то в систеìе уравне-
ний (2) поäразуìевается отсутствие теìпературной

Рис. 3. Изображение расчетной сетки геометрической модели корневого шва:
вид А — укрупненный виä обëасти зазора

Рис. 4. Функция фазового перехода "ФФ ® аустенит":
PA — объеìная äоëя фазы аустенит в присаäо÷ноì ìетаëëе
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зависиìости физи÷еских параìетров структурных
составëяþщих стаëи. Теì не ìенее, такие теìпе-
ратурные зависиìости äопустиìо заäаватü, оäнако
они ухуäøаþт схоäиìостü (увеëи÷иваþт вреìя рас-
÷ета) аëãоритìа поиска оптиìаëüноãо реøения.
Теìпературные характеристики фазы аустенит

и äруãих структурных составëяþщих уãëероäистой
стаëи заäаны с некоторой степенüþ упрощения и
преäставëены на рис. 5.

Краевые усëовия äëя окружаþщей среäы заäа-
ны сëеäуþщиì образоì:

ãäе TS и T0 — теìпературы на поверхности изäеëия
и окружаþщей среäы соответственно; α — коэф-
фиöиент тепëопереäа÷и; λi — коэффиöиент тепëо-
провоäности i-й фазы, соответствуþщий норìа-
ëи n к поверхности изäеëия, Дж•с–1·ìì–1•К–1;
hk — коэффиöиент конвективной тепëопереäа÷и,
Дж•с–1•ìì–2•К–1; εë — степенü ÷ерноты поверхно-
сти изäеëия; σsb = 5,67•10–14 Дж•с–1•ìì–2•К–4 —
постоянная Стефана—Боëüöìана.
На ãраниöах обëасти ìоäеëирования, которые

относятся к внутреннеìу пространству сваривае-
ìоãо изäеëия, быëи приняты сëеäуþщие ãрани÷-
ные усëовия:

T2D(x, y, z, t) = T0|t l 0.

На÷аëüные усëовия заäаны сëеäуþщиìи:

T(x, y, z, t) = T0|t = 0.

Фазовые превращения соответствуþт терìоки-
нети÷еской äиаãраììе превращения аустенита äëя
стаëи S355J2G3. Диффузионные превращения в
стаëи ìоäеëироваëи с поìощüþ уравнения Авраìи
(Johnson—Mehl—Avrami) [18], а безäиффузионные
(ìартенситные) превращения — с испоëüзованиеì
уравнения Койстинена—Марбурãера (Koistinen—
Marburger) [19].

Конечно-элементное моделирование

При реøении неëинейной заäа÷и тепëопровоä-
ности (2) испоëüзоваëся оäин из наибоëее эффек-
тивных квазинüþтоновских ìетоäов оптиìизаöии,
основанных на накопëении инфорìаöии о кривизне
öеëевой функöии по набëþäенияì за изìенениеì
ãраäиента, — ìетоä BFGS ("Broyden—Fletcher—
Goldfarb—Shanno") [20].
На первоì этапе рас÷етов быëи опреäеëены зна-

÷ения требуеìой эффективной тепëовой ìощности
äуãи äëя скоростей сварки (Vсв) 3,0, 6,0 и 9,0 ìì/с.
В ка÷естве критерия оптиìаëüности уровня тепëо-
вëожения быëо принято соответствие øирины
пропëавëения обратноãо ваëика еãо ãеоìетри÷е-
скоìу разìеру. Анаëизироваëисü обëасти, оãрани-
÷енные изотерìой Tliquidus. На рис. 6 (сì. вторуþ
сторону обëожки) преäставëены разрезы теìпера-
турноãо поëя äëя t = 5 c, из которых виäно, ÷то
пропëавëение иìеет Х-образнуþ форìу, а øирина
зоны пропëавëения соответствует øирине корне-
воãо øва.

Рис. 5. Температурные характеристики структурных состав-
ляющих стали:
а — пëотностü; б — коэффиöиент тепëопровоäности; в —
уäеëüная тепëоеìкостü; — аустенит; --- перëит, феррит, ìар-
тенсит и бейнит
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Также на рис. 7 (сì. вторуþ сторону обëожки)
преäставëены распреäеëения теìператур на поверх-
ности свариваеìоãо изäеëия со стороны обратноãо
ваëика äëя трех зна÷ений скорости сварки (коне÷-
ные эëеìенты вäоëü ëинии сварки иìеþт ëинейные
разìеры 0,7 ìì). Анаëиз поëу÷енных резуëüтатов
ìоäеëирования показывает их соответствие прак-
тике: распространение тепëовоãо поëя переä ãо-
ëовной ÷астüþ сваро÷ной ванны отсутствует (так
как это обëастü зазора), а øирина пропëавëения
соответствует øирине обратноãо ваëика.
На второì этапе рас÷етов выпоëнены ÷исëен-

ные экспериìенты äëя зна÷ений зазора 2,8 ìì и
3,6 ìì äëя скоростей сварки 3,0 ìì/с, 6,0 ìì/с и
9,0 ìì/с. Резуëüтаты ÷исëенноãо ìоäеëирования
преäставëены в табë. 1.

На основании поëу÷енных резуëüтатов синтези-
рована äвуìерная реãрессионная зависиìостü эф-
фективной тепëовой ìощности проöесса наãрева
изäеëия сваро÷ной äуãой (b, Vсв). Поëу÷еннуþ
реãрессионнуþ ìоäеëü ìожно преäставитü в виäе
сëеäуþщеãо степенноãо поëиноìа:

(b, Vсв) = a0 + a1bVсв + a2  +

+ a3b + a4Vсв + a5b
2 (Дж/с), (3)

ãäе a0 = 1626,5; a1 = 61,6; a2 = –3,7; a3 = –611,1;
a4 = 206,7; a5 = 87,4.

Решение оптимизационной задачи

Непосреäственное испоëüзование резуëüтатов
÷исëенноãо ìоäеëирования (3) на практике ìожет
вызватü затруäнения, так как изìенение в øиро-
коì äиапазоне режиìов МИГ/МАГ сварки ìожет
привести к неустой÷ивыì режиìаì ãорения äуãи.
В öеëях опреäеëения ãраниö и усëовий устой÷и-
вости МИГ/МАГ сварки корневоãо øва с корот-
киìи заìыканияìи приìенен поäхоä оöенивания

степени устой÷ивости проöесса на основе безраз-
ìерноãо критерия, который называется второй
безразìерный критерий π2 поäобия äëя сварки ко-
роткой äуãой [21]. Безразìерный критерий π2 у÷и-
тывает параìетры режиìа сварки (скоростü поäа÷и
провоëоки Vпоä и напряжение сварки Uсв) и иìеет
сëеäуþщее анаëити÷еское преäставëение:

π2 = , (4)

ãäе L — инäуктивностü сваро÷ноãо äроссеëя, ìкГн;
σжã — коэффиöиент поверхностноãо натяжения
распëава сваро÷ной ванны в среäе защитноãо ãаза
СО2 (зäесü σжã = 1,2 ìДж/ì); Vпоä — скоростü по-
äа÷и провоëоки, ì/ìин.
Устой÷ивоìу режиìу МИГ/МАГ сварки прово-

ëокой äиаìетроì 1,2 ìì с короткиìи заìыкания-
ìи äуãовоãо проìежутка соответствует сëеäуþщее
усëовие:

2,0 m π2 m 4,0. (5)

Наибоëее бëаãоприятные усëовия протекания
проöесса сварки соответствуþт среäнеìу зна÷ениþ
безразìерноãо критерия, т. е. π2opt = 3,0. Крайние
зна÷ения π2 усëовия (5) соответствуþт наиìенее
устой÷ивыì, оäнако все еще приеìëеìыì режи-
ìаì сварки.
Из уравнения (4) сëеäует, ÷то степенü устой÷и-

вости режиìа сварки в некотороì äиапазоне ìожно
реãуëироватü путеì изìенения инäуктивности сва-
ро÷ноãо äроссеëя L. Совреìенные исто÷ники пи-
тания äуãи, которые реаëизованы по инверторной
схеìе преобразования энерãии питаþщей сети, по-
звоëяþт проãраììно в опреäеëенноì äиапазоне
зна÷ений в проöессе сварки изìенятü инäуктив-
ностü сваро÷ноãо äроссеëя. В äанноì проекте в ка-
÷естве исто÷ника питания äуãи испоëüзуется ìо-
äеëü "Aristo Mig 5000i" (фирìа "ESAB"). Поэтоìу
при опреäеëении ãраниö устой÷ивости проöесса
сварки корневоãо øва ìы поëаãаеì, ÷то иìеется
возìожностü реãуëироватü веëи÷ину L в äиапазоне
от 140 äо 340 ìкГн.
Преäваритеëüный анаëиз усëовий заäа÷и пока-

заë, ÷то реøение заäа÷и необхоäиìо выпоëнятü за
три øаãа:
первый øаã — рас÷ет скорости поäа÷и прово-
ëоки Vпоä;
второй øаã — рас÷ет напряжения сварки Uсв;
третий øаã — рас÷ет инäуктивности сваро÷ной
öепи L.
На первоì øаãе скоростü поäа÷и провоëоки

расс÷итывается с поìощüþ известной форìуëы

Vпоä = ,

Табëиöа 1
Результаты численного моделирования МИГ/МАГ

сварки корневого шва

№ п/п Зазор b, 
ìì

Скоростü сварки 
Vсв, ìì•с–1

Эффективная тепëовая 
ìощностü äуãи 

, Дж•с–1

1 2,0 3,0 1695
2 2,0 4,5 2156
3 2,0 6,0 2621
4 2,0 7,5 3053
5 2,0 9,0 3393
6 2,8 3,0 1716
7 2,8 6,0 2730
8 2,8 9,0 3713
9 3,6 3,0 1823
10 3,6 6,0 2972
11 3,6 9,0 4132

qэ̂

qэ̂

qэ̂ Vсв
2

Vпоä
Uсв
--------- Lσжã

VсвFКШ

πdэ
2

4
------- 1 ψпот–( )

---------------------------
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ãäе FКШ = 3,0 + 4,6b — реãрессионная ìоäеëü по-
пере÷ноãо се÷ения корневоãо øва высотой 4 ìì
типа С17 с притупëениеì кроìок 2 ìì; dэ — äиаìетр
эëектроäной провоëоки; ψпот = 0,05 — коэффиöи-
ент потерü эëектроäной провоëоки, у÷итываþщий
уãар и разбрызãивание.
На второì øаãе реøается первая оптиìизаöи-

онная заäа÷а, выхоäоì которой явëяется напряже-
ние сварки. Вхоäные параìетры: скоростü поäа÷и
провоëоки Vпоä, попере÷ное се÷ение корневоãо
øва FКШ, эффективный КПД проöесса наãрева
изäеëия сваро÷ной äуãой ηэ, зазор b и реãрессион-
ная ìоäеëü (b, Vсв) (3). Выхоäныìи äанныìи
явëяþтся сиëа тока сварки Iсв и напряжение свар-
ки Uсв. Заäа÷а описывается сëеäуþщей систеìой
уравнений:

(6)

ãäе δ1 — оøибка оптиìизаöии, которая ìиниìи-
зируется.
В систеìе (6) уравнение рас÷ета Iсв поëу÷ено

экспериìентаëüно äëя усëовий МИГ/МАГ сварки
в среäе СО2 провоëокой Св-08Г2С äиаìетроì 1,2 ìì
при выëете эëектроäа 12 ìì.

На третüеì øаãе реøается вторая оптиìизаöи-
онная заäа÷а, выхоäоì которой явëяется инäуктив-
ностü сваро÷ноãо äроссеëя L. Вхоäные параìетры:
напряжение сварки Uсв, скоростü поäа÷и провоëо-
ки Vпоä и коэффиöиент поверхностноãо натяжения
распëава сваро÷ной ванны σжã. Выхоäныìи äан-
ныìи явëяþтся зна÷ение инäуктивности сваро÷-
ноãо äроссеëя L и зна÷ение безразìерноãо крите-
рия π2. Заäа÷а описывается сëеäуþщей систеìой
уравнений:

(7)

ãäе δ2(L) — оøибка оптиìизаöии, которая ìини-

ìизируется;  = 0,06 — коэффиöиент преобра-

зования разìерности из ì/ìин в ìì/с.

Результаты

Реøение заäа÷ оптиìизаöии (6) и (7) выпоëне-
но неëинейныì ìетоäоì поиска ëокаëüноãо экс-
треìуìа Левенберãа—Маркварäа [20]. В табë. 2
привеäены реøения заäа÷и оöенивания устой÷и-
вости режиìа сварки äëя кëþ÷евых то÷ек поверх-
ности откëика.
Анаëиз резуëüтатов рас÷ета, привеäенных в

табë. 2, показывает, ÷то иìеþтся неустой÷ивые ре-
жиìы сварки, соответствуþщие то÷каì C, F и H
(отìе÷ены кружкаìи). Эти режиìы сварки харак-
теризуþтся повыøенныì зна÷ениеì безразìер-

qэ̂

( (b, Vсв) – qфакт)
2 < 100;

16 < Uсв < 25;

Iсв = 86,58 + 1,7•10–3Uсв  +

+ 1,89Vпоä – 4,2Uсв + 0,09 ;

Uсв = ;

qфакт = ηэIcвUсв;

δ1 =  → min,

qэ̂

Vпоä
2

Uсв
2

qэ b Vсв,( )
ηэIсв

-------------------
^

qэ b Vсв,( ) qфакт–

qэ b Vсв,( )
----------------------------------
^

Табëиöа 2
Решения задачи оценивания устойчивости режима МИГ/МАГ сварки корневого шва

№ п/п Поз. то÷ки FКШ, ìì2 Uсв, В Vпоä, ìì/с IСВ, А (b, VCB) L, ìкГн π2 b, ìì Vсв, ìì/с

1 A 15,9 17,3 88 198 2744 140 4,0 2,8 6,0

2 B 12,2 19,6 102 218 3424 140 4,05 2,0 9,0

3 C 19,6 18,5 163 278 4117 140 6,9 3,6 9,0

4 D 19,6 25,0 55 91 1812 340 2,7 3,6 3,0

5 E 12,2 19,6 34 109 1711 340 2,1 2,0 3,0

6 F 19,6 16,7 109 224 2998 140 5,0 3,6 6,0

7 G 19,6 16,0 82 189 2413 140 4,0 3,6 4,5

8 H 17,7 17,5 124 241 3388 140 5,5 3,2 7,5

9 I 12,2 19,6 23 89 1399 340 1,4 2,0 2,0

10 J 12,2 19,3 45 131 2015 340 2,9 2,0 4,0

11 K 13,2 19,3 37 110 1699 340 2,3 2,2 3,0

12 L 12,2 19,2 68 169 2601 166 3,0 2,0 6,0

13 M 19,6 19,5 36 90 1402 340 2,3 3,6 2,0

qэ̂

π2 = ;

2,0 m π2 m 4,0;
140 m L m 340;

δ2(L) = π2opt –  → min,

Kπ2
Vпоä

Uсв
---------------- Lσжã

⎝
⎜
⎛ Kπ2

Vпоä
Uсв

---------------- Lσжã ⎠
⎟
⎞ 2

Kπ2
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ноãо критерия π2: 6,9 (то÷ка C), 5,0 (то÷ка F) и 5,5
(то÷ка H).
Боëее äетаëüный анаëиз преäпоëаãаеìых режи-

ìов сварки корневоãо øва позвоëиë оãрани÷итü
обëастü устой÷ивых режиìов сварки на поверхно-

сти откëика (b, Vсв). На рис. 8 отìе÷ена обëастü

устой÷ивых режиìов сварки корневоãо øва и по-
ëожение то÷ек из табë. 2.
Из рис. 8 виäно, ÷то обëастü устой÷ивых ре-

жиìов сварки корневоãо øва оãрани÷ена кривой
A-B-L-J-E-I-D-M-G-A. Обëастü же неустой÷ивых
режиìов сварки вкëþ÷ает такие, которые относят-
ся к сварке корневоãо øва с боëüøиì зазороì и
ìаксиìаëüной скоростüþ. Так, наприìер, устой-
÷ивостü режиìа сварки теряется при зазоре 2,8 ìì
со скоростüþ сварки боëее 6 ìì/с и при зазоре
3,5 ìì со скоростüþ сварки боëее 4,5 ìì/с.
Можно отìетитü, ÷то при зазоре 2,0 ìì оãрани-

÷ения по скорости сварки отсутствуþт, т. е. ìожно
выпоëнятü сварку корневоãо øва при скоростях
от 2 äо 9 ìì/с. В то же вреìя на скоростях сварки
2,0...4,5 ìì/с возìожно выпоëнитü сварку корневоãо
øва при ëþбоì зазоре: от 2,0 äо 3,5 ìì (на рис. 8
эта обëастü отìе÷ена øтриховыìи ëинияìи).
Дëя проверки аäекватности поëу÷енных резуëü-

татов выпоëнена сварка корневоãо øва с зазороì
2,0 ìì стыка типа С17 на трех скоростях: 2,0 ìì/с,
6,0 ìì/с и 9,0 ìì/с. Изìенение инäуктивности
сваро÷ноãо äроссеëя выпоëняëосü путеì реãуëиро-
вания в исто÷нике питания параìетра скорости
нарастания тока äуãи. Внеøний осìотр и ìетаëëо-
ãрафи÷еский анаëиз поëу÷енноãо корневоãо øва
показаë, ÷то сварной øов иìеет хороøее форìиро-
вание, отсутствуþт поäрезы и äефекты ìакрострук-

туры. Высота обратноãо ваëика варüироваëасü в
äиапазоне 0,5...1,5 ìì, ÷то в преäеëах норìы.
К неäостаткаì приìененноãо поäхоäа нужно

отнести то, ÷то зäесü не у÷итывается пространст-
венное поëожение изäеëия при выпоëнении сварки и
способ сварки ("сварка уãëоì впереä" иëи "сварка
уãëоì назаä"), которые ìоãут внести некоторые по-
правки в поëожение ãраниö обëасти устой÷ивых
режиìов МИГ/МАГ сварки.

Заключение

В раìках преäëоженной ìетоäики иссëеäований
устой÷ивости режиìа МИГ/МАГ сварки выпоëнено
÷исëенное ìоäеëирование пропëавëения при свар-
ке МИГ/МАГ корневоãо øва äëя стыка типа С17 и
синтезирована äвуìерная реãрессионная зависи-
ìостü эффективной тепëовой ìощности проöесса
наãрева изäеëия сваро÷ной äуãой äëя скоростей
сварки 2...9 ìì/с. На посëеäнеì этапе иссëеäова-
ний выпоëнен рас÷ет оöенок устой÷ивости режи-
ìов сварки и опреäеëены ãраниöы обëасти устой-
÷ивых режиìов сварки корневоãо øва с испоëüзо-
ваниеì безразìерноãо критерия π2.

Список литературы

1. Бельфор М. Г., Патон Б. Е. Оборуäование äëя äуãовой и
øëаковой сварки и напëавки. М.: Высøая øкоëа, 1974. 256 с.

2. Полосков С. И., Букаров В. А., Ищенко Ю. С. Особен-
ности управëения форìированиеì корня øва при орбитаëüной
сварке неповоротных стыковых труб // Сваро÷ное произвоäст-
во. 2003. № 4. С. 3—10.

3. Гецкин О. Б., Вышемирский Е. М., Шипилов А. В., По-
лосков С. И. Опыт разработки и приìенения совреìенных оте-
÷ественных техноëоãий и оборуäования äëя автоìати÷еской ор-
битаëüной сварки ìаãистраëüных ãазопровоäов // Сварка и äи-
аãностика. 2010. № 6. С. 51—57.

4. Коринец И. Ф., Цзи Чжень Ч. Матеìати÷еская ìоäеëü
техноëоãи÷еской аäаптаöии робота по зазору при äуãовой свар-
ке // Автоìат. сварка. 2002. № 9. С. 9—11.

5. Давыдов В. А., Колупаев Ю. Ф., Сидоров А. В. Реãуëиро-
вание форìы обратной стороны корневоãо øва при сварке сты-
ковых соеäинений с разäеëкой кроìок // Сваро÷ное произвоä-
ство. 1988. № 11. С. 9—11.

6. Ворновицкий И. Н., Кучерова М. И., Ранцев А. А., Чис-
лов С. А. Техноëоãия сварки корневоãо øва стыков трубопро-
воäов без поäкëаäных коëеö // Сваро÷ное произвоäство. 1999.
№ 12. С. 30—32.

7. Роговин Д. А., Пархимович Э. М., Волков А. А., Нови-
ков С. А., Яковлев И. В. Вëияние зазора и притупëения кроìок
на форìирование корневых øвов при сварке пороøковой про-
воëокой в уãëекисëоì ãазе // Автоìат. сварка. 1972. № 7. С. 47—48.

8. ГОСТ 16037—80. Соеäинения сварные стаëüных трубо-
провоäов. Основные типы, конструктивные эëеìенты и разìе-
ры. М.: Изä-во станäартов, 1980. 24 с.

9. Рыкалин Н. Н., Углов А. А. Рас÷еты тепëовых проöессов
при сварке. М.: Маøãиз, 1951. 296 с.

10. Goldak John A. Computational Welding Mechanics. Mehdi
Akhlaghi — Springer, 2007. 323 p.

11. Lundback Andreas. Finite Element Modelling and Simulation
of Welding of Aerospace Components. Luleå: Luleåtekniskauniver-
sitet, 2003. 50 p.

qэ̂

Рис. 8. Область устойчивых режимов сварки корневого шва



630 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 18, № 9, 2017

12.Шишков М. М. Маро÷ник стаëей і спëавів: Довіäник.
Виä. 3-є äоповнене. Донеöüк: Юãо-Восток, 2002. 456 с.

13.Матросов Ю. И., Литвиненко Д. А., Голованенко С. А.
Стаëü äëя ìаãистраëüных трубопровоäов. М.: Метаëëурãия,
1989. 288 с.

14. Вабишевич П. Н. Метоä фиктивных обëастей в заäа÷ах
ìатеìати÷еской физики. М.: Изäатеëüство МГУ, 1991. 156 с.

15. You Sung Han, Kyehyung Lee and Myoung-Soo Han. Finite
Element Analysis of Welding Processes by Way of Hypoelasticity-
Based Formulation" // Journal of Engineering Materials and Tech-
nology. ASME, April 2011. Vol. 133. P. 1—13.

16. SYSWELD 2013: Metallurgical Transformation Model LSG2M
Nancy. ESI Group 2009, 75015 Paris, France. January 2013. 53 p.

17. Leblond J. B., and Devaux J. C. A New Kinetic Model for
Anisothermal Metallurgical Transformations in Steels Including Effect
of Austenite Grain Size // Acta Metallurgica. 1984. Vol. 32. P. 137—146.

18. Любов Б. Я. Кинети÷еская теория фазовых превращений.
М.: Метаëëурãия, 1969. 263 с.

19. Koistinen D. P., Marburger R. E. "A general equation pres-
cribing the extent of austenite-martensite transformation in pure
iron-carbon alloys and plain carbon steels" // Acta Metallurgica.
1959. V. 7, № 1. P. 59—60.

20. Гилл Ф., Мюррей У., Райт М. Практи÷еская оптиìиза-
öия: Пер. с анãë. М.: Мир, 1985. 509 с.

21. Дюргеров Н. Г., Соловьянюк Л. А. Саìореãуëирование и
управëение проöессоì сварки короткой äуãой // Сваро÷ное
произвоäство. 2014. № 1. С. 3—5.

Calculation of the Stable Modes
of MIG/MAG Welding of the Root Passes

V. V. Dolinenko, vvdolin@gmail.com, V. A. Kolyada, kva79@bigmir.net,
E. V. Shapovalov, eshapovalov@paton.kiev.ua , T. G. Scuba, stgtk@bigmir.net,

Paton Welding Institute of NAS of Ukraine, Bozhenko St., 03680, Kyiv, Ukraine

Corresponding author: Shapovalov Evgeny V., Ph. D., Head of Department,
Paton Welding Institute of NAS of Ukraine, Kyiv, 11 Bozhenko St., 03680, Ukraine,

e-mail: eshapovalov@paton.kiev.ua

Received on May 16, 2016
Accepted on March 24, 2017

The article is devoted to development of a technique, which allows calculation of the welding mode of treatment of V-shaped
groove for formation of a root seam. The technology of the multipass welding of MIG/MAG (arc welding in a mixture of the shielding
gases) of the thick-walled structures is considered. An analysis of the problem statement demonstrated that the main problem is
calculation of the penetration technique into the base metal for the V-shaped groove welding. Therefore, the authors proposed a
proprietary technique for calculation of penetration using a finite element modeling (FEM). As a result, a heat input regressive
model was developed for a particular form of the edge grooving, which is parametrized with respect to the gap and welding speed.
For obtaining of an adequate penetration into the base metal, it is suggested to complicate the source model structure of the welding
heat and to use the system of two heat sources of a "double ellipsoid" type. The analysis of penetration was done due to FEM so-
lution of 3D heat equation, taking into account the melting and crystallization processes. The 3D heat equation task for the solid
multiphase environment was solved. Further, an algorithm for calculation of the welding stability and feasibility was developed.
The π2 dimensionless similarity criterion was used. The proposed method allows us to determine the stable welding conditions for
the given range of the welding conditions variation by π2 criteria calculation without numerous welding experiments. Calculations
of the sustainable modes of the root pass with 2,0...3,5 mm gap and 2,0...9,0 mm/s welding speed were performed.

Keywords: MIG/MAG welding, root seam, grooving with a gap, penetration into the base metal, welding stable mode, р2
dimensionless criterion
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Особенности оптимального управления
гальваническими процессами в многоанодной ванне

с различными значениями силы тока

Введение

Оäной из наибоëее сëожных пробëеì, возни-
каþщих при нанесении ãаëüвани÷еских покрытий,
явëяется поëу÷ение равноìерноãо сëоя покрытия
на изäеëии сëожной ãеоìетри÷еской конфиãура-
öии. Неравноìерное распреäеëение покрытия вëе-
÷ет за собой äопоëнитеëüный расхоä не тоëüко ìе-
таëëа покрытия, но и эëектроэнерãии, затра÷ивае-
ìой на ãаëüвани÷еский проöесс. Собëþäение
то÷ности заäанной тоëщины покрытия позвоëит
искëþ÷итü брак (тоëщина покрытия ìенüøе за-
äанной) и устранитü из техноëоãи÷ескоãо проöесса
посëеäуþщуþ ìехани÷ескуþ обработку изäеëий

(при изëиøней тоëщине). Изу÷ениþ пробëеìы
снижения неравноìерности ãаëüвани÷ескоãо по-
крытия посвящено зна÷итеëüное ÷исëо иссëеäова-
ний. Оäниì из кëþ÷евых труäов в этой обëасти яв-
ëяется работа [1], соãëасно которой равноìерностü
распреäеëения тоëщины сëоя ãаëüвани÷ескоãо по-
крытия обусëовëивается эëектрохиìи÷ескиìи и
ãеоìетри÷ескиìи усëовияìи осажäения. При у÷ете
эëектрохиìи÷еских усëовий осажäения покрытия
реøается заäа÷а устранения äиффузионных оãрани-
÷ений эëектроëиза за с÷ет интенсивноãо ìехани-
÷ескоãо переìеøивания эëектроëита, пока÷ивания
катоäных øтанã, непрерывной иëи периоäи÷еской
фиëüтраöии эëектроëита, вибраöии, осажäения в

Рассматриваются основные известные электрохимические и геометрические подходы, а также их сочетания для снижения
неравномерности гальванического покрытия изделий. Выявленные в результате анализа недостатки известных методов уч-
тены в предлагаемом авторами подходе, который использует изменение силы тока на каждой анодной секции для снижения
неравномерности слоя покрытия. Предлагаемый гальванический процесс в ванне со многими анодами рассмотрен в качестве
объекта управления, для которого описаны входные и выходные координаты, внешние возмущающие и управляющие воздей-
ствия. Приводятся виды критериев оценки рассматриваемого подхода. Ставится задача оптимального управления силой тока
на анодных секциях в гальваническом процессе нанесения покрытия на изделие с целью обеспечить наименьшую неравномер-
ность распределения слоя покрытия за наименьшее время.
Ключевые слова: гальванический процесс, ванна со многими анодами, сила тока, неравномерность распределения толщины

покрытия, оптимальное управление, объект управления, критерий управления
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уëüтразвуковоì поëе. Кроìе тоãо, приìеняþт не-
стаöионарные режиìы эëектроëиза [2, 3] (ревер-
сивный, иìпуëüсный и асиììетри÷ный переìен-
ный ток), вкëþ÷аþщие изìенение форìы тока и еãо
параìетров (÷астота, скважностü) в öеëях заìеäëе-
ния роста ìетаëëи÷ескоãо покрытия на у÷астках с
повыøенныìи пëотностяìи тока, ÷то äает воз-
ìожностü поëу÷атü боëее ка÷ественные катоäные
покрытия, ÷еì при эëектроëизе с пряìыì токоì.
Оäниì из основных ãеоìетри÷еских факторов,

оказываþщих вëияние на равноìерностü распре-
äеëения тоëщины ãаëüвани÷ескоãо покрытия, яв-
ëяется ìежэëектроäное расстояние. Соãëасно пра-
виëаì поëу÷ения равноìерноãо распреäеëения
тоëщины ãаëüвани÷ескоãо покрытия, сëеäуþщиì
из законов Г. С. Оìа и Г. Кирхãофа, протекание
наибоëüøеãо коëи÷ества тока происхоäит в у÷аст-
ках эëектроëита с наиìенüøиìи ìежэëектроäны-
ìи расстоянияìи, и наибоëüøая тоëщина покры-
тия осажäается на уãëах и ребрах изäеëия (краевой
эффект). В связи с этиì при покрытии внеøней
поверхности изäеëия аноäу приäаþт форìу, воспро-
извоäящуþ о÷ертания поверхности катоäа [4, 5].
Допоëнитеëüно äëя защиты ребер, острых уãëов и
выступов на покрываеìых äетаëях от избыто÷ноãо
конöентрирования на них сиëовых ëиний тока
приìеняþт защитные экраны, а äëя реãуëирования
распреäеëения тока на поверхности äетаëи испоëü-
зуþт бипоëярные эëектроäы, иìеþщие боë́üøуþ
эëектропровоäностü, ÷еì эëектроëит в ìежэëек-
троäноì пространстве [6].
Теì не ìенее, ряä иссëеäоватеëей преäëаãаþт

разëи÷ные со÷етания эëектрохиìи÷еских и ãео-
ìетри÷еских усëовий нанесения ãаëüвани÷ескоãо
покрытия. Так, в работе [7] преäëаãается испоëü-
зоватü äопоëнитеëüные аноäы, способные переìе-
щатüся в направëении, перпенäикуëярноì своей
поверхности, при÷еì их поëожение поäбирается
из рас÷ета поëу÷ения наибоëее равноìерноãо ãаëü-
вани÷ескоãо покрытия. Оäнако существование оã-
рани÷ений как на ÷исëо äопоëнитеëüных аноäов,
так и на заниìаеìые иìи поëожения, связанные с
техни÷еской реаëизаöией конструкöии переìещаþ-
щих устройств, сäеëаëо эффективностü приìене-
ния такоãо способа äëя нанесения покрытий на äе-
таëи сëожной форìы незна÷итеëüной. В работе [8]
рассìатривается приìенение äопоëнитеëüных
аноäов, вкëþ÷ение иëи откëþ÷ение которых осу-
ществëяется в режиìе реверсирования тока. При
этоì проöессы осажäения ìетаëëов на реверсив-
ноì токе не ìоãут бытü приìенены äëя всех эëек-
троëитов.
Цеëüþ иссëеäования явëяется снижение нерав-

ноìерности распреäеëения тоëщины ãаëüвани÷е-
скоãо покрытия на изäеëиях сëожной форìы за
с÷ет ориãинаëüноãо со÷етания оптиìаëüноãо эëек-

трохиìи÷ескоãо режиìа с ãеоìетри÷ескиìи кон-
фиãураöияìи испоëüзуеìых эëектроäов, отëи÷аþ-
щеãося относитеëüной простотой конструктивной
и техни÷еской реаëизаöии.

Гальванический процесс в многоанодной ванне 
с различными значениями силы тока

Миниìаëüно необхоäиìыìи составныìи ÷астя-
ìи траäиöионноãо эëектроëизера явëяþтся: аноäы,
катоä, ванна и эëектроëит, запоëняþщий ванну
эëектроëизера. Дëя поäвеøивания аноäов и изäе-
ëия-катоäа в стаöионарных ваннах приìеняþтся
øтанãи, изãотавëиваеìые из ìеäи иëи ëатуни, ко-
торые укрепëяþт на бортах ванны с поìощüþ ко-
ëоäок. Проäоëüные и попере÷ные аноäные øтанãи
соеäиняþтся ìежäу собой и с общиì токопоäво-
äоì. При äанной (кëасси÷еской) систеìе ток раз-
ветвëяется по äвуì направëенияì и не поäëежит
реãуëированиþ на кажäоì из аноäов.
Основная иäея преäëаãаеìоãо техноëоãи÷ескоãо

проöесса нанесения ãаëüвани÷ескоãо покрытия
преäусìатривает разбиение ìоноëитноãо аноäа на
систеìу из N пряìоуãоëüных аноäных секöий,
кажäая из которых поäвеøивается на своеì у÷астке
øтанãи, отäеëенноì с обеих сторон изоëяöионныì
ìатериаëоì. Кажäый у÷асток такой øтанãи снаб-
жается своиì эëеìентоì токопоäвоäа, øина от ко-
тороãо, в своþ о÷ереäü, соеäиняется с общиì ис-
то÷никоì питания ванны ÷ерез устройство, позво-
ëяþщее заäаватü разëи÷нуþ сиëу тока äëя кажäоãо
j-ãо аноäа. На рис. 1 äеìонстрируется схеìа ãаëü-
вани÷еской ванны с независиìыìи аноäаìи и из-
äеëиеì-катоäоì (äëя упрощения схеìы øтанãа,

Рис. 1. Схема гальванической ванны с независимыми анодами
и катодом:
1 — ãаëüвани÷еская ванна; 2 — аноäы; 3 — катоä; 4 — øтанãа;
5 — изоëятор
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разäеëенная изоëяöионныì ìатериаëоì, и крепëе-
ния аноäов показаны тоëüко äëя äвух аноäов).
Дëя пояснения эëектрохиìи÷еской сути преä-

ëаãаеìоãо проöесса рассìотриì эëектри÷еский эк-
виваëент ãаëüвани÷ескоãо проöесса в ванне, со-
стоящей из N аноäов и äетаëи-катоäа, поäвеøен-
ных в растворе эëектроëита (рис. 2).
Проöессы аäсорбöии, протонизаöии и äиссоöи-

аöии, которые протекаþт у поверхности и на по-
верхностях j-ãо аноäа и катоäа и привоäят к воз-
никновениþ тока, преäставëены в виäе поëяриза-
öионных сопротивëений  и Rk соответственно.

В своþ о÷ереäü, заряженная поверхностü эëект-
роäов и прибëиженные к неìу противопоëожно
заряженные ионы образуþт конäенсаторы с еìко-
стяìи  и Сk. Катоä и j-я аноäная секöия разäе-

ëены ìежäу собой раствороì эëектроëита с сопро-
тивëениеì , образуþщеãо ìежэëектроäнуþ

еìкостü , которая опреäеëяется расстояниеì

ìежäу эëектроäаìи и пëощаäüþ поверхности эëект-
роäов. Реãуëируеìые зна÷ения сиëы тока  äëя

j-ãо аноäа из систеìы секöий  форìируþтся

путеì управëения поëупровоäнико-
выìи эëектронныìи реãуëятораìи
Rj на основе инфорìаöии об изìе-
ренных аìперìетраìи зна÷ениях
сиëы аноäноãо тока. В своþ о÷ереäü,
суììарная сиëа тока, поäаваеìая на
N аноäных секöий, не превыøает
ноìинаëüноãо зна÷ения и заäается
наãрузкой R0.

Гальванический процесс 
в многоанодной ванне

с различными значениями силы тока 
как объект управления

Выбор оптиìаëüноãо режиìа
эëектроëиза äоëжен в итоãе обеспе-
÷итü ìиниìаëüнуþ себестоиìостü
еäиниöы проäукöии, которая явëя-
ется основныì критериеì оöенки
преäëаãаеìоãо автораìи поäхоäа.
Важнейøиìи фактораìи, опреäе-
ëяþщиìи эконоìи÷ностü эëектро-
ëиза, явëяþтся тоëщина наносиìоãо
покрытия и äëитеëüностü проöесса
нанесения. В связи с этиì рассìот-
риì преäëаãаеìый ãаëüвани÷еский
проöесс как объект управëения
(рис. 3), выäеëив коне÷ное ìноже-
ство вхоäных и выхоäных коорäи-
нат, а также внеøних возìущаþщих
и управëяþщих возäействий.
На вхоä X объекта управëения по-

ступает сëеäуþщая инфорìаöия:
конфиãураöия и распоëожение в
ванне j-ãо аноäа из систеìы секöий

 и обрабатываеìой äетаëи Sk,

конöентраöия i-ãо коìпонента эëек-
троëита Ci, ка÷ество H преäвари-
теëüной поверхностной поäãотовки
äетаëи, уровенü L и теìпература t
раствора эëектроëита.
С выхоäа Y объекта управëения

сниìается инфорìаöия о распреäе-

Raj

Caj

Rэëj

Cэëj

Iaj

SaN

SaN

Рис. 2. Электрический эквивалент гальванического процесса в многоанодной ванне

Рис. 3. Гальванический процесс в многоанодной ванне как объект управления
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ëении тоëщины сëоя покрытия δ по поверхности
äетаëи и äëитеëüности Т ãаëüвани÷ескоãо проöесса.
В ка÷естве управëяþщих возäействий u на объ-

ект заäается сиëа тока  äëя j-ãо аноäа из систеìы

секöий .

К ÷исëу внеøних изìеряеìых и не изìеряеìых
возìущений f относится: наëи÷ие в эëектроëите по-
сторонних приìесей P, поверхностные äефекты D
äетаëи, вынос эëектроëита Q из ванны поверхно-
стüþ äетаëи, испарение эëектроëита E с зеркаëа
ванны, прерванный эëектри÷еский контакт B в про-
öессе нанесения покрытия и опыт оператора O ãаëü-
вани÷еской ëинии. Несìотря на то ÷то внеøние
возìущения носят стохасти÷еский характер, их
вëияние на ãаëüвани÷еский проöесс ìожно сни-
зитü иëи преäотвратитü, есëи уäеëятü äоëжное вни-
ìание вопросаì выбора ãаëüванооборуäования äëя
поäãотовки и нанесения покрытий и наäëежащеãо
ухоäа за ниì, периоäи÷ескоãо анаëиза состава
эëектроëитов, вхоäноãо контроëя покрываеìых
äетаëей, а также перепоäãотовки и повыøения
кваëификаöии оператора-ãаëüваника.

Постановка задачи оптимального управления 
гальваническим процессом в многоанодной ванне 

с различными значениями силы тока

Критерий неравноìерности äоëжен äаватü воз-
ìожностü технико-эконоìи÷еской оöенки выбран-
ноãо токовоãо режиìа на основании äанных о рас-
преäеëении сëоя ìетаëëа на покрываеìоì изäеëии.
Обы÷но реøаþщиì при выборе оптиìаëüноãо

режиìа нанесения ãаëüвани÷еских покрытий ока-
зывается расхоä ìетаëëов. В связи с этиì относи-
теëüное коëи÷ество израсхоäованноãо ìетаëëа, т. е.
отноøение среäнеãо распреäеëения тоëщины
осажäенноãо ìетаëëа  к заäанной ìиниìаëüной
тоëщине сëоя δmin по поверхности изäеëия Sk в
резуëüтате ãаëüвани÷ескоãо проöесса äëитеëüно-
стüþ T, опреäеëится из выражения

R = , (1)

ãäе δmin,  — ìиниìаëüная и среäняя тоëщины по-
крытия, которые опреäеëяþтся как

δmin = δ(x, y, z); (2)

 = , (3)

ãäе (x, y, z) — коорäинаты то÷ки в пространстве
ванны, принаäëежащей поверхности катоäа Sk.

Дëитеëüностü ãаëüвани÷ескоãо проöесса T опре-
äеëяется вреìенеì, в те÷ение котороãо осажäается
сëой покрытия ìиниìаëüной тоëщины δmin:

T = , (4)

ãäе T — äëитеëüностü проöесса, ÷;  — среäняя ка-
тоäная пëотностü тока, А/äì2; δmin — ìиниìаëüная
тоëщина покрытия, ìкì; Э — эëектрохиìи÷еский
эквиваëент ìетаëëа, ã/(А•÷); ρ — пëотностü ìетаëëа
покрытия, ã/сì3; η — выхоä ìетаëëа по току, в äо-
ëях еäиниöы.
В связи с теì, ÷то необхоäиìо обеспе÷итü наи-

ìенüøуþ неравноìерностü распреäеëения сëоя
покрытия за наиìенüøее вреìя, поëу÷аеì äвух-
критериаëüнуþ заäа÷у оптиìизаöии.
Пустü R*, T * — ìиниìуìы оäнокритериаëüных

заäа÷ (1) и (4). Свеäеì äвухкритериаëüнуþ заäа÷у к
оäнокритериаëüной. Дëя этоãо ввеäеì невязки, оп-
реäеëяþщие неоптиìаëüностü выпоëнения кажäо-
ãо критерия, как

r1 = 1 – ; (5)

r1 = 1 – . (6)

Тоãäа общая заäа÷а оäнокритериаëüной опти-
ìизаöии буäет зву÷атü сëеäуþщиì образоì.

Найти сиëу тока  äëя j-ãо аноäа из систеìы сек-

öий  при заäанной форìе изäеëия-катоäа Sk,

äоставëяþщие ìиниìуì функöии взвеøенных кваä-
рати÷ных откëонений кажäоãо критерия от своеãо
оптиìуìа:

Ψ(α) = α  + (1 – α)  → min, (7)

при оãрани÷ении 

0 m α m 1. (8)

Такиì образоì, исхоäная ìноãокритериаëüная
заäа÷а (1) и (4) свеäена к оäнокритериаëüной заäа÷е
усëовной параìетри÷еской оптиìизаöии (с параìет-
роì α), äëя реøения которой ìоãут бытü испоëü-
зованы эффективные ìетоäы ìатеìати÷ескоãо
проãраììирования.

Особенности решения задачи 
оптимального управления гальваническим 

процессом в многоанодной ванне 
с различными значениями силы тока

При низких пëотностях тока покрытие поëу÷а-
ется крупнокристаëëи÷еской структуры, всëеäствие
÷еãо возìожны у÷астки с непокрытой поверхно-
стüþ. Высокие катоäные пëотности тока позвоëяþт
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поëу÷атü оäнороäный ìеëкозернистый осаäок. Оä-
нако повыøение пëотности тока возìожно тоëüко
в опреäеëенных преäеëах. Дëя поëу÷ения боëее
равноìерных по тоëщине ìетаëëи÷еских осаäков
необхоäиìо приìенятü сиëу тока теì ìенüøуþ, ÷еì
сëожнее форìа покрываеìых изäеëий, при этоì
проäоëжитеëüностü вреìени нанесения покрытия
äëя такоãо режиìа ãаëüвани÷ескоãо проöесса резко
повыøается. В связи с этиì первыì этапоì реøе-
ния заäа÷и (7) явëяется поиск ìиниìуìов оäно-
критериаëüных заäа÷ (1) и (4). Ввиäу ìонотонности
боëüøинства поëяризаöионных катоäных кривых,
ìиниìуì критерия неравноìерности R* буäет на-
хоäитüся в обëасти наиìенüøих äопустиìых рабо-
÷их пëотностей тока, а ìиниìуì критерия проäоë-
житеëüности проöесса T* — в обëасти наибоëüøих
äопустиìых пëотностей тока. Поиск äанных пëот-
ностей тока осуществëяется с испоëüзованиеì
ìетоäов оптиìизаöии нуëевоãо поряäка [9], на-
приìер, сиìпëексныì ìетоäоì, так как критерий
неравноìерности неäифференöируеìый, сëеäова-
теëüно, приìенение ìетоäов высøеãо поряäка не
преäставëяется возìожныì. На второì этапе ëþ-
быì ìетоäоì оäноìерной оптиìизаöии осуществ-
ëяется поиск параìетра α, äоставëяþщеãо ìини-
ìуì оäнокритериаëüной заäа÷е (7).
На рис. 4 äеìонстрируþтся резуëüтаты поиска

реøения заäа÷и оптиìизаöии (7) äëя изäеëия, преä-
ставëенноãо на рис. 1. По ãоризонтаëüной оси от-
кëаäываþтся зна÷ения параìетра α, по вертикаëü-
ной — поëу÷аеìые зна÷ения критериев неравно-
ìерности покрытия, äëитеëüности проöесса и
функöии взвеøенных кваäрати÷ных откëонений
кажäоãо критерия от своеãо оптиìуìа.
Изу÷ение поëу÷енных зависиìостей зна÷ений

критериев от параìетра α показывает, ÷то изìене-
ние параìетра в öеëоì не привоäит к ухуäøениþ
ëибо уëу÷øениþ отäеëüных реøений заäа÷ опти-
ìизаöии неравноìерности распреäеëения тоëщи-

ны покрытия ëибо äëитеëüности ãаëüвани÷ескоãо
проöесса. Сëеäует отìетитü, ÷то параìетризаöия
äвухкритериаëüной заäа÷и оптиìизаöии ãаëüвани-
÷ескоãо проöесса позвоëяет опреäеëятü жеëаеìый
баëанс ìежäу ка÷ествоì покрытия изäеëия и äëи-
теëüностüþ еãо обработки.

Заключение

Поäхоäы, реаëизуþщие со÷етание оптиìаëüных
режиìов эëектроëиза с ãеоìетри÷ескиìи усëовия-
ìи нанесения покрытия, сëожны в техни÷еской
реаëизаöии и при этоì не всеãäа приносят ожиäае-
ìые резуëüтаты (в пëане равноìерности). В связи
с этиì преäëожен ориãинаëüный способ снижения
неравноìерности ãаëüвани÷ескоãо покрытия с ис-
поëüзованиеì систеìы независиìых аноäных сек-
öий, соеäиненных с общиì исто÷никоì питания
ванны ÷ерез устройство, позвоëяþщее заäаватü
разëи÷нуþ сиëу тока äëя кажäоãо из аноäов с öеëüþ
уìенüøитü пëотностü тока на боëее наãруженных
у÷астках и увеëи÷итü ее на ìенее наãруженных у÷а-
стках катоäа.
Сëеäует также отìетитü, ÷то важныì преиìу-

ществоì преäëоженноãо автораìи способа снижения
неравноìерности ãаëüвани÷ескоãо покрытия явëя-
ется низкая стоиìостü необхоäиìоãо оборуäования.
Тот факт, ÷то äëя сìены эëектроëита ãаëüвани÷е-
скоãо проöесса иëи форìы покрываеìой äетаëи не
требуется вноситü изìенения в конструктивнуþ
÷астü систеìы секöий, а необхоäиìо ëиøü расс÷и-
татü оптиìаëüный токовый режиì функöиониро-
вания систеìы аноäных секöий, позвоëяет приìе-
нятü преäëаãаеìый способ снижения неравноìер-
ности ãаëüвани÷ескоãо покрытия äëя øирокой
ноìенкëатуры обрабатываеìых ãаëüвани÷ескиì
образоì изäеëий при серийноì типе произвоäства.
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The article describes the main electrochemical and geometrical approaches, and also their combinations intended to reduce
the non-uniformity in electroplating of products. The identified drawbacks were taken into account in the approach proposed
by the authors, which uses a modified amperage at each section of the anode, in order to reduce the non-uniformity of the
coating layer. The essence of this approach is presented in a structural diagram and is explained in terms of the electrochemical
processes occurring in the electric equivalent process in a multianode electroplating bath with different amperages. The pro-
posed process in a galvanic bath with a number of anodes is considered as a control object, for which the input and output
coordinates, external disturbance and control actions are described. The types of the evaluation criteria for the approach are
presented. The task set in the article is that of the optimal amperage control on the anode sections in the process of deposition
of a galvanic coating on a product in order to ensure the lowest unevenness in distribution of the coating layer in the shortest
period of time. The authors consider approaches to a solution for the optimal control envisaging minima of the partial criteria
and a subsequent search for the parameter of one-criterion problem for minimizing of the weighted squared deviations of each
criterion from its optimum.

Keywords: galvanic process, multianode bath, amperage, non-uniformity of the coating thickness, optimal control, control
object, control criterion

For citation:

Solovjev D. S., Mukina I. A., Litovka Yu. V. Specific Features of
the Optimal Control of the Electroplating Processes in a Multianode
Bath with Different Amperage Values, Mekhatronika, Avtomatizatsiya,
Upravlenie, 2017, vol. 18, no. 9, pp. 631—636.

DOI: 10.17587/mau.18.631-636

References

1. Kadaner L. I. Ravnomernost' gal'vanicheskih pokrytij (The uni-
formity of galvanic coatings), Har'kov, Publishing house of Har'kov
state university, 1961, 414 p. (in Russian).

2. Romanenko A. V. Izuchenie vliyaniya parametrov reversivnogo
toka na ravnomernost' cinkovyh pokrytij, poluchennyh v ammonijnom
ehlektrolite (Effect of reversing current parameters on the uniformity
of zinc coatings obtained in ammonia electrolyte), Zhurnal Prikladnoj
Himii, 1998, vol. 71, no 11, pp. 1900—1902 (in Russian).

3. Obaid N., Sivakumaran R., Lui J., Okunade A. Modeling the
electroplating of hexavalent chromium, COMSOL Conference 2013 in
Boston, available at: https://www.comsol.ru/paper/download/
180829/obaid_paper.pdf (date of access: 17.01.2016).

4. Lyutov A. G., Ishkulova A. R. Modelirovanie processa nanes-
eniya gal'vanicheskih pokrytij s uchetom geometricheskih konfiguracij
ehlektrodov (Modeling of plating process in view of geometrical confi-

gurations of electrodes), Vestnik Ufimskogo gosudarstvennogo aviacion-
nogo tekhnicheskogo universiteta, 2015, vol. 19, no. 4 (70), pp. 45—48 (in
Russian).

5. Teeratananon M., Pruksathorn K., Damronglerd S., Dupuy F.,
Vergnes H., Fenouilletc B. Duverneuilc Experimental investigation
of the current distribution in mohler cell and rotating cylinder hull
cell, Science Asia, 2004, vol. 30, pp. 375—381.

6. Solov'ev D. S., Kao V. Z., Litovka Yu. V. Optimal'noe upravlenie
tekhnologicheskim processom naneseniya gal'vanicheskogo pokrytiya v
vanne c dopolnitel'nymi katodami i bipolyarnymi ehlektrodami (Opti-
mal control for the electroplating process based on the supplementary
cathode and bipolar electrode), Mekhatronika, Avtomatizasiya, Up-
ravlenie, 2016, vol. 17, no. 8, pp. 547—553 (in Russian).

7. Helle H. P. E., Beek G. H. M., Ligtelijn J. Th. Numerical de-
termination of potential distribution and current densities in multi-
electrode systems, Corrosion, 1981, vol. 37 (9), p. 522—530.

8. Konkina V. V., Solovjev D. S. Mathematical modelling of
electroplating in reverse mode for the multianode bath, ISJ Theoretical
& Applied Science, 2015, vol. 3, no. 23, pp. 59—62.

9. Pupkov K. A., Egupov N. D. Metody klassicheskoj i sovremennoj
teorii avtomaticheskogo upravleniya (Methods of classical and modern
automatic control theory), vol. 4: Teoriya optimizacii sistem av-
tomaticheskogo upravleniya, Moscow, Publishing house of MGTU
im. N. EH. Baumana, 2004, 742 p. (in Russian).



Мехатроника, автоматизация, управление, Том 18, № 9, 2017 637

УДК 62-52 DOI: 10.17587/mau.18.637-640

М. Ю. Рачков, д-р техн. наук, проф.,
Московский политехнический университет

Стохастическое управление внешней подвеской пожарного вертолета

Введение

Крупные ëесные и ãороäские пожары явëяþтся
серüезной пробëеìой как в России, так и в äруãих
странах ìира. Они привоäят к зна÷итеëüныì эко-
ноìи÷ескиì и соöиаëüныì потеряì. Оäниì из эф-
фективных ìетоäов борüбы с этиìи пожараìи яв-
ëяется приìенение вертоëетов с воäосëивныìи
устройстваìи на внеøней поäвеске. Сëожностüþ
при управëении такиìи пожарныìи вертоëетаìи
явëяþтся возäействия на внеøнþþ поäвеску в ра-
бо÷ей зоне конвективных потоков, порывов ветра,
а также вибраöии корпуса от ротора, ÷то ìожет
привести к неäопустиìоìу уãëу откëонения поä-
вески от вертикаëи.
Дëя обëеã÷ения управëения вертоëетоì испоëü-

зуþтся автоìати÷еские систеìы. Наприìер, рос-
сийский ìноãоöеëевой вертоëет Ми-8, который
вхоäит в список саìых ìассовых вертоëетов в ис-
тории авиаöии и øироко испоëüзуется äëя туøе-
ния пожаров, оборуäован ÷етырехканаëüныì авто-
пиëотоì (рис. 1, сì. третüþ сторону обëожки).
Он обеспе÷ивает стабиëизаöиþ крена и танãажа,

направëения, а также высоты поëета. Управëение
вертоëетоì относитеëüно трех осей осуществëяет-
ся путеì изìенения ìоäуëя и направëения сиëы
тяãи несущеãо винта, а также сиëы тяãи руëевоãо
винта. Оäнако äействие сëу÷айных возìущений на
поäвеску требует äопоëнитеëüных управëяþщих
возäействий äëя их коìпенсаöии.
Разработаны ìетоäы, направëенные на реøе-

ние этой заäа÷и. Наприìер, способ управëения с
обратной связüþ äëя вертоëета описан в работе [1].
Он позвоëяет реаëизоватü аäаптаöиþ к параìетри-
÷еской неопреäеëенности по известныì характе-
ристикаì привоäа, вкëþ÷ая еãо äинаìику. Проек-
тирование систеìы управëения äëя осëабëения
коëебаний от ротора вертоëета рассìатривается в

работе [2]. Заäа÷а форìуëируется в преäпоëожении
периоäи÷ескоãо возìущения известной ÷астоты. Ре-
коìенäаöии по äинаìике воäосëивных устройств
на внеøней поäвеске вертоëетов в проöессе сëива
из них рабо÷их жиäкостей при туøении ëесных по-
жаров в усëовиях интенсивных конвективных по-
токов в зоне пожаров äаны в работе [3]. Оäнако эти
ìетоäы не позвоëяþт управëятü коëебанияìи поäве-
ски от сëу÷айных возìущений. Стохасти÷еские ас-
пекты управëения коëебанияìи изу÷ены в работе [4].
На базе этих теорети÷еских иссëеäований синтези-
рован закон управëения поäвеской вертоëета [5, 6].
Проäоëжениеì этой работы явëяется ìоäеëирова-
ние систеìы стохасти÷ескоãо управëения поäве-
ской вертоëета с ìиниìизаöией энерãети÷еских
затрат на управëение.

1. Математическая модель системы

Приниìая во вниìание, ÷то периоä коëебаний
внеøней поäвески зна÷итеëüно превыøает постоян-
нуþ вреìени вертоëета, ìожно преäставитü ìоäеëü
вертоëета как äвижение коëебатеëüной систеìы с
öентроì ìасс в то÷ке М воäосëивноãо устройства
ìассой m и с то÷кой поäвеса F. Моäеëü такой сис-
теìы преäставëена на рис. 2, ãäе текущие коорäи-
наты öентра ìасс и то÷ки поäвеса обозна÷ены со-
ответственно (x0, y0) и (x, y).
Выражая зна÷ения коорäинат öентра ìасс ÷ерез

коорäинаты то÷ки поäвеса ãруза, поëу÷иì соот-
ноøения

x0 = x – Lsinϕ; (1)

y0 = y – Lcosϕ, (2)

ãäе L — äëина поäвеса от то÷ки поäвеса ãруза äо
öентра инерöии; ϕ — уãоë откëонения поäвеса от
вертикаëи.

Описывается моделирование движения вертолета с водосливным устройством на внешней подвеске для тушения пожаров.
Синтезирована система оптимального стохастического управления с минимизацией колебаний подвески и энергии для его ре-
ализации. Проведен анализ влияния изменений параметров системы на управляющий сигнал в зависимости от длины подвески
и интенсивности стохастических возмущений с помощью компьютерного моделирования.
Ключевые слова: компьютерное моделирование, оптимальное управление, стохастические возмущения, пожарный вертолет
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В соотноøении (2) веëи÷ина y преäставëяет со-
бой сëу÷айное возìущение то÷ки поäвеса ãруза,
которое выражается в коëебаниях то÷ки поäвеса в
вертикаëüной пëоскости. На рис. 2 обозна÷ение σξ
преäставëяет собой поìеху с интенсивностüþ σ.
Приниìая в ка÷естве обобщенной коорäинаты

уãоë откëонения поäвеса от вертикаëи, запиøеì
уравнение Лаãранжа äëя рассìатриваеìой систеìы:

 –  = – , (3)

ãäе

T = (  + ); (4)

Π = mgy0. (5)

С испоëüзованиеì соотноøений (1), (2) и (4), (5),
а также с у÷етоì ìаëости возìожных зна÷ений ϕ
и  [3], уравнение (3) приìет виä

mL2  + mL ϕ – mL  = –mgLϕ. (6)

Так как ìоìент инерöии ãруза относитеëüно
то÷ки поäвеса равен

I = mL2, (7)

уравнение (6) ìожно преäставитü в виäе

I  + mL(g + )ϕ = mL , (8)

ãäе  = u — управëение,  = σξ — поìеха с интен-
сивностüþ σ.
Ввоäя обозна÷ения

(9)

перепиøеì уравнение (8) в виäе

 = aϕ + bu + cσξϕ. (10)

Обозна÷ив

ϕ = x1,  = x2, (11)

запиøеì уравнение (10) как систеìу

 = x2; (12)

 = ax1 + bu + cσξx1.

Отсþäа в векторной форìе иìееì

(13)

ãäе

A = , B = , σ0 = . (14)

Соотноøения (13) и (14) выражаþт ìатеìати-
÷ескуþ ìоäеëü äвижения вертоëета при наëи÷ии
сëу÷айных возìущений на внеøнþþ поäвеску в
то÷ке ее крепëения к корпусу.

2. Синтез системы оптимального управления

Линейная управëяеìая систеìа (13) описывает
äвижение на отрезке [t0, T], при÷еì вектор фазо-
вых коорäинат X(t), управëение U(t, x) и скаëярный
ãауссовский беëый øуì ξ, ìоäеëируþщий возìу-
щение [2], явëяþтся взаиìозависиìыìи. Инфорìа-
öия о зна÷ении фазовых коорäинат известна в каж-
äый ìоìент вреìени. Управëение U(t, x) требуется
выбратü так, ÷тобы ìиниìизироватü кваäрати÷ный
функöионаë

J = M (X ′N1X + U ′N0U)dt, (15)

ãäе øтрих — знак транспонирования, а

N1 = , U = u, N0 = 1. (16)

Реøение строится с поìощüþ ìетоäа, изëожен-
ноãо в работе [4], с испоëüзованиеì äинаìи÷ескоãо
проãраììирования.
Ввоäя функöиþ Беëëìана V(t, X), составиì урав-

нение Беëëìана, которое в äанноì сëу÷ае иìеет виä

 + (AX + BU) + X ′N1X +

+ U ′N0U + X ′ σ0X  = 0 (17)

c ãрани÷ныìи усëовияìи V(t, X) = 0. В заäа÷ах ста-
биëизаöии T → ∞.

Рис. 2. Модель движения вертолета с внешней подвеской
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Из уравнения (17) вытекает, ÷то оптиìаëüное
управëение U0(t, x) выражается ÷ерез функöиþ
Беëëìана соотноøениеì

U0(t, X) = – . (18)

Реøение заäа÷и ищеì в виäе

V(t, X) = X ′P(t)X. (19)

В выражении (19) ìатриöа P(t) поäëежит опре-
äеëениþ. Соотноøение (18) преобразуется сëеäуþ-
щиì образоì:

U0(t, X) = –N0B ′P(t)X. (20)

Поäставëяя в уравнение (17) соотноøения (19) и
(20), поëу÷иì в еãо ëевой ÷асти кваäрати÷нуþ функ-
öиþ от вектора фазовых коорäинат с коэффиöиента-
ìи, зависящиìи от вреìени. Приравнивая нуëþ ко-
эффиöиенты при кваäрати÷ных ÷ëенах, поëу÷иì

 + A′P + PA – PB (PB)′ + N1 + Pσ0 = 0,(21)

ãäе P = .

С у÷етоì соотноøений (14) и (16), из ìатри÷-
ноãо уравнения (21) поëу÷иì систеìу уравнений

(22)

Поскоëüку P12 = P21 в сиëу сиììетри÷ности
ìатриöы P(t), систеìу (22) ìожно записатü в виäе

(23)

Такиì образоì, реøение заäа÷и синтеза опти-
ìаëüноãо управëения вертоëетоì с коìпенсаöией
вызванных сëу÷айныìи возìущенияìи коëебаний
и ìиниìизаöией энерãети÷еских затрат на управ-
ëение свеäено к реøениþ систеìы обыкновенных
äифференöиаëüных уравнений (23) и нахожäениþ
ìатриöы P.
С у÷етоì соотноøений (11), (14), (16) и (20) оп-

тиìаëüное управëение буäет иìетü виä

U0(t, ϕ, ) = –L–1P22  – L–1P21ϕ. (24)

Из поëу÷енноãо выражения виäно, ÷то оптиìаëü-
ное управëение не зависит от ìассы воäосëивноãо
устройства, но явëяется функöией äëины внеøней
поäвески, сëеäоватеëüно, при изìенении äëины поä-
вески в проöессе äвижения вертоëета необхоäиìо
ее изìерятü наряäу с изìерениеì уãëа откëонения
поäвески от вертикаëи и уровнеì поìех.
В соответствии с синтезированныì законоì

стохасти÷ескоãо управëения схеìа соответствуþ-
щей систеìы управëения äоëжна вкëþ÷атü äат÷ик
текущеãо уãëа откëонения поäвески от вертикаëи,
äат÷ик интенсивности возìущений и äат÷ик äëи-
ны поäвески (рис. 3).
Инфорìаöия с äат÷ика текущеãо уãëа откëонения

поäвески от вертикаëи и от äат÷ика интенсивности
поступает в бëок форìирования управëяþщеãо
сиãнаëа U0. Дат÷ик интенсивности поìех реаëизу-
ется на базе аксеëероìетра. Инфорìаöия об уãëовой
скорости ìожет бытü поëу÷ена с поìощüþ äиффе-
ренöируþщеãо бëока S. Выхоäы с äат÷иков интен-
сивности поìех и äëины поäвески испоëüзуþтся
äëя вы÷исëения текущих зна÷ений коэффиöиен-
тов P21 и P22, которые также поступаþт в бëок фор-
ìирования управëяþщеãо сиãнаëа, испоëüзуеìоãо
äëя оптиìаëüноãо управëения привоäоì вертоëета.

3. Анализ влияния изменений параметров системы 
на управляющий сигнал

Как быëо показано, реøение систеìы (23) за-
висит от äëины внеøней поäвески и уровня поìех.
Вëияние изìенений этих параìетров систеìы на
управëяþщий сиãнаë быëо иссëеäовано с по-
ìощüþ пакета проãраìì MATLAB [7]. Резуëüтаты
вреìенной оöенки реøения привеäены на рис. 4.
Из резуëüтатов виäно, ÷то зна÷ения коэффиöи-

ентов P перестаþт ìенятüся посëе 20 с. С у÷етоì
этоãо поäс÷итываþтся зна÷ения P21 = P12 и P22 в

B′
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Рис. 3. Система стохастического управления вертолетом
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функöии äëины поäвески и уровня интенсивности
поìех на заäанных äиапазонах изìенения.
Резуëüтаты изìенения зна÷ений P21 = P12 äаны

на рис. 5 (сì. третüþ сторону обëожки).
Анаëиз резуëüтатов показывает, ÷то äëина поä-

веса существенно вëияет на веëи÷ину P12, особенно
при высокоì уровне поìех.
Анаëоãи÷ная ка÷ественная картина поëу÷ается

äëя зна÷ений P22, как это виäно из рис. 6 (сì.
третüþ сторону обëожки).
Кроìе ãрафи÷еских резуëüтатов проãраììа по-

звоëяет поëу÷итü их табëи÷ные зна÷ения. Зна÷ения
коэффиöиентов P21 = P12 и P22 в наибоëее прак-

ти÷ески приìениìоì äиапазоне привеäены соот-
ветственно в табë. 1 и табë. 2.
Наприìер, äëя уровня поìех 1,0 ì/с2 зна÷ение

P12 при äëине поäвеса 5 ì равно 0,494, а зна÷ение
P22 при тех же параìетрах равно –4,89. Испоëüзуя
выражение (24), оптиìаëüное управëение äëя это-
ãо сëу÷ая ìожно записатü в виäе

U0(T ) = 0,978  – 0,0988ϕ. (25)

Такиì образоì, поëу÷енное оптиìаëüное управ-
ëение, вырабатываеìое с поìощüþ обратной связи,
обеспе÷ивает ãаøение коëебаний при текущих
зна÷ениях äëины внеøней поäвески и уровня по-
ìех, ìиниìизируя при этоì расхоä энерãии на уп-
равëение.

Заключение

Построена ìатеìати÷еская ìоäеëü äвижения
вертоëета с воäосëивныì устройствоì на внеøней
поäвеске äëя туøения пожаров, которая у÷итывает
äействие сëу÷айных возìущений на внеøнþþ поä-
веску от вибраöий роторов, порывов ветра и кон-
векöии потоков в зоне пожара.
Синтезирована систеìа оптиìаëüноãо стохас-

ти÷ескоãо управëения с ìиниìизаöией коëебаний
поäвески и энерãии äëя еãо реаëизаöии. Провеäен
анаëиз вëияния изìенений параìетров систеìы на
управëяþщий сиãнаë в зависиìости от äëины поäве-
ски и интенсивности стохасти÷еских возìущений
с поìощüþ коìпüþтерноãо ìоäеëирования. Преä-
ëожена структура систеìы стохасти÷ескоãо управ-
ëения вертоëетоì, которая позвоëяет контроëиро-
ватü коëебания внеøней поäвески внутри äиапа-
зона äопустиìых зна÷ений.
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Рис. 4. Временная оценка решения для коэффициентов P

Табëиöа 1
Численные значения P21 = P12

σ, ì/с2
L, ì

3 5 7 10

0,5 0,178 0,302 0,421 0,635
1,0 0,266 0,494 0,748 1,36
1,5 0,488 1,07 1,78 21,2
2,0 0,999 2,42 4,41 43,2
2,5 1,53 5,77 30,1 87,5

Табëиöа 2
Численные значения P22

σ, ì/с2
L, ì

3 5 7 10

0,5 –1,76 –3,78 –6,17 –173
1,0 –2,15 –4,89 –8,33 –285
1,5 –2,95 –7,22 –13,0 –390
2,0 –4,24 –11,0 –20,7 –452
2,5 –7,5 –302 –542 –578

ϕ·
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The paper describes the motion modeling of a fire helicopter with an external sling and a spillway device. The mathematical
model of the fire helicopter with an external sling takes into account the effect of the stochastic disturbances for the sling caused by
the rotor vibrations, gusts of wind and convection flows in the fire zone. The stochastic optimal control is synthesized with mini-
mal sling oscillations and control power for its implementation. The solution is obtained due to dynamic programming. The
resulting optimal control does not depend on the mass of a spillway device, but it is a function of a sling length. Thus, because
of the changing sling length during motion, the length should be measured together with the sling deviation angle and the in-
tensity of the stochastic disturbances. The temporal evolution of the system solution is done for various disturbance intensities.
The computer calculation results are presented as a function of the suspension length and the intensity of the stochastic dis-
turbances. Analysis of the results shows that the sling length affects significantly the value of the control signal, especially at
high levels of the disturbances. A structure of the helicopter stochastic control system is proposed. It makes it possible to control
oscillation of the external sling within an acceptable range. The system includes an oscillation angle, a sensor of the stochastic
disturbance intensity and the sling length sensor. Thus, the helicopter control can be obtained through changing the thrust mag-
nitude of the main and tail helicopter rotors.
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Оценка вероятности визирования объектов при автоматическом 
выходе летательного аппарата на рубеж обнаружения

Введение

Построение совреìенных авиаöионных коìп-
ëексов визирования назеìных объектов основано
на приìенении "сìотрящих" оптико-эëектронных

систеì [1—2], принöипы функöионирования кото-
рых реаëизуþт покаäровуþ öифровуþ обработку
инфорìаöии фокаëüных ìатри÷ных приеìников
опти÷ескоãо изëу÷ения в äиапазонах äëин воëн,
соответствуþщих окнаì прозра÷ности атìосферы.

Рассматривается случайное событие автоматической выставки оптической оси бортовой системы визирования беспи-
лотного летательного аппарата при автоматическом наведении в точку обнаружения заданного в полетном задании объекта.
Определяются нижняя и верхняя границы вероятности попадания наземного объекта в пределы углового поля.
Ключевые слова: координатор, визирование, наведение, погрешности, вероятность, летательный аппарат, обнаружение
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В них реаëизуþтся аëãоритìы реøения заäа÷и авто-
ìати÷еской сеëекöии заäанных в поëетноì заäании
объектов интереса путеì обработки реãистрируе-
ìых в поëете изображений у÷астков ëанäøафта.
На сеãоäняøний ìоìент наибоëüøее распростра-
нение поëу÷иëи аëãоритìы, которые основаны на
сравнении этаëонной инфорìаöии об объекте ин-
тереса (этаëонов) с инфорìаöией, соäержащейся в
каäрах виäеосиãнаëа коорäинатора систеìы визиро-
вания на рубеже обнаружения. Этаëоны ãотовятся
на позиöиях поäãотовки поëетноãо заäания. Исхоä-
ной инфорìаöией äëя форìирования этаëонов ìо-
ãут статü резуëüтаты реãистраöии у÷астков ìестности
среäстваìи возäуøно-косìи÷ескоãо ìониторинãа
в разëи÷ных äиапазонах опти÷ескоãо спектра.
На рубеже обнаружения по навиãаöионной ин-

форìаöии о собственноì поëожении беспиëотноãо
ëетатеëüноãо аппарата и инфорìаöии о коорäина-
тах объекта интереса систеìе визирования выäает-
ся уãëовое öеëеуказание в öеëях ориентирования
коорäинатора (каìеры) в требуеìоì направëении.
В проöессе отработки öеëеуказания коорäинатор
приниìает такое пространственное поëожение, ко-
торое соответствует распоëожениþ опти÷еской оси в
направëении объекта интереса. Сëу÷айные по-
ãреøности навиãаöионной инфорìаöии, а также
поãреøности отработки требуеìоãо уãëовоãо поëоже-
ния коорäинатороì систеìы визирования привоäят
к тоìу, ÷то событие попаäания объекта интереса в
преäеëы уãëовоãо поëя каìеры иìеет сëу÷айный
характер, а еãо изображение заниìает сëу÷айное
поëожение на приеìнике опти÷ескоãо изëу÷ения.
Посëеäнее ìожет привоäитü к äопоëнитеëüныì
поãреøностяì опреäеëения коорäинат объекта ин-
тереса, так как аëãоритìы сеëекöии ìоãут бытü
÷увствитеëüны к ëинейныì сìещенияì текущих
изображений относитеëüно этаëонных.
Такиì образоì, проöесс автоìати÷еской сеëек-

öии иìеет усëовно-вероятностный характер: сеëек-
öия возìожна при усëовии визирования объекта
интереса, т. е. еãо попаäания в переäеëы уãëовоãо
поëя каìеры.
В связи с этиì заäа÷а оöенки вероятности ви-

зирования объектов интереса бортовыìи систеìа-
ìи ëетатеëüных аппаратов в режиìах автоìати÷е-
скоãо выхоäа на рубеж обнаружения явëяется ак-
туаëüной как на этапах провеäения обëиковых
иссëеäований, так и на этапах выпоëнения опыт-
но-конструкторских работ, таких как отработка и
назеìные испытания [3].

Постановка задачи

Вероятностü события, при котороì объект ин-
тереса попаäает в уãëовое поëе коорäинатора на
рубеже обнаружения, приниìается эквиваëентной
вероятности события, при котороì поãреøностü αк

уãëовой ориентаöии коорäинатора относитеëüно
то÷ки интереса по ìоäуëþ не превыøает зна÷ения
поëовины уãëовоãо поëя зрения коорäинатора в
вертикаëüноì канаëе. Преäпоëаãается, ÷то при вы-
хоäе изображения то÷ки интереса за преäеëы рас-
тра аëãоритì сеëекöии äостоверно не распознает
заäанный в этаëоне объект и выäает нуëевое зна-
÷ение признака захвата. То÷ка интереса назна÷а-
ется на объекте интереса в проöессе поäãотовки
поëетноãо заäания и опреäеëяет еãо ãеоäези÷еские
коорäинаты.
Поãреøностü αк уãëовой ориентаöии коорäина-

тора относитеëüно то÷ки интереса опреäеëяется
треìя ãруппаìи факторов (рис. 1).
Первая ãруппа обусëовëена навиãаöионныìи

поãреøностяìи автоìати÷ескоãо вывоäа ëетатеëü-
ноãо аппарата на рубеж распознавания, которые
ìоãут бытü выражены вектороì поãреøности rРЗ
(рис. 1). Вторая ãруппа факторов обусëовëена по-
ãреøностяìи уãëовоãо поëожения ëетатеëüноãо
аппарата, которые опреäеëяþт составëяþщуþ αИСН
суììарноãо уãëа αк ìежäу направëениеì на то÷ку
интереса и поëожениеì опти÷еской оси коорäина-
тора на рубеже обнаружения.
Третüя ãруппа факторов обусëовëена поãреø-

ностяìи опреäеëения ãеоäези÷еских коорäинат
то÷ки интереса среäстваìи возäуøно-косìи÷еско-
ãо ìониторинãа, которые также ìоãут бытü выра-
жены вектороì поãреøности rТИ.
На рис. 1 ввеäены сëеäуþщие обозна÷ения:
αРТИ — составëяþщая оøибки, вызванная по-

ãреøностяìи опреäеëения коорäинат то÷ки интереса
среäстваìи возäуøно-косìи÷ескоãо ìониторинãа;

αРЗ — составëяþщая оøибки, вызванная по-
ãреøностяìи инфорìаöии о ëинейноì поëожении
ëетатеëüноãо аппарата на рубеже распознавания;

Рис. 1. Схема ошибок визирования точки интереса на рубеже
обнаружения
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αИСН — составëяþщая оøибки, вызванная по-
ãреøностяìи уãëовоãо ëетатеëüноãо аппарата;

αГСН — составëяþщая оøибки, вызванная по-
ãреøностяìи отработки öеëеуказания коорäинато-
роì визирной систеìы;

αк — суììарная поãреøностü уãëовой ориента-
öии коорäинатора относитеëüно то÷ки интереса;

OРЗ — поëожение рубежа обнаружения;
OИЗД — истинное поëожение ëетатеëüноãо ап-

парата окоëо рубежа обнаружения;
ТИ — истинное поëожение то÷ки интереса;
ТИР — поëожение то÷ки интереса, опреäеëяе-

ìое с у÷етоì поãреøностей систеì возäуøно-кос-
ìи÷ескоãо ìониторинãа;

DРЗ — заäанная äаëüностü рубежа сеëекöии от
истинноãо поëожения то÷ки интереса;

D — äаëüностü ëетатеëüноãо аппарата в ìоìент
сеëекöии;

rαИНС — вектор поãреøности, опреäеëяеìый
оøибкаìи уãëовоãо поëожения ëетатеëüноãо ап-
парата;

rαВС — вектор поãреøности, опреäеëяеìый
оøибкаìи отработки öеëеуказания коорäинатора
визирной систеìы;

rРЗ — вектор поãреøностей вывоäа ëетатеëüно-
ãо аппарата на рубеж сеëекöии;

rРТИ — вектор поãреøностей опреäеëения ãео-
ãрафи÷еских коорäинат то÷ки интереса среäстваìи
возäуøно-косìи÷ескоãо ìониторинãа;

rТИ — вектор суììарной поãреøности поëоже-
ния то÷ки интереса относитеëüно опти÷еской оси
коорäинатора.
Требуется опреäеëитü вероятностü Pк — вероят-

ностü события, при котороì то÷ка интереса попа-
äает в уãëовое поëе коорäинатора на рубеже обна-
ружения.

Описание метода оценки
нижней и верхней границ вероятности Pк

Переä изëожениеì ìетоäа реøения заäа÷и сëе-
äует уто÷нитü, ÷то проöесс функöионирования
среäств возäуøно-косìи÷ескоãо ìониторинãа также
характеризуется навиãаöионныìи поãреøностяìи
поëожения в то÷ке реãистраöии этаëонноãо изобра-
жения, заäаваеìоãо в ка÷естве коорäинат рубежа
распознавания в поëетноì заäании. Оäнако äанные
поãреøности вëияþт тоëüко на изìенения ракурса
набëþäения объекта интереса, которыìи ìожно
пренебре÷ü в боëüøинстве сëу÷аях, так как нави-
ãаöионные поãреøности среäств возäуøно-косìи-
÷ескоãо ìониторинãа, как правиëо, по ìоäуëþ зна-
÷итеëüно ìенüøе äаëüности съеìа этаëонов.
Вектор rТИ (рис. 1) суììарной поãреøности по-

ëожения опти÷еской оси коорäинатора на рубеже

распознавания относитеëüно то÷ки интереса опре-
äеëяется суììой:

rТИ = rРЗ + rРТИ + rαГСН + rαВС.

Преäпоëожиì, ÷то кажäый из векторов поãреø-
ностей ìожет бытü опреäеëен в проекöиях на оси
норìаëüной зеìной систеìы коорäинат, характе-
ризуеìых норìаëüныì распреäеëениеì с извест-
ныìи ÷исëовыìи характеристикаìи. Такиì обра-
зоì, в зеìной систеìе коорäинат ìожет бытü заäан
эëëипсоиä рассеивания, опреäеëяþщий обëастü
распоëожения суììарноãо вектора поãреøности с
заäанной вероятностüþ. Как правиëо, коорäинаты
всех поãреøностей корреëированы ìежäу собой,
поэтоìу ãëавные оси эëëипсоиäа рассеивания суì-
ìарной поãреøности не совпаäаþт с осяìи зеìной
систеìы коорäинат.
Поãреøностü αк визирования объекта интереса,

выраженная в уãëовой ìере, ìожет бытü опреäеëе-
на по инфорìаöии о äаëüности D рубежа обнару-
жения и о äëине |rKТИ| проекöии вектора суììар-
ной поãреøности rТИ на картиннуþ пëоскостü,
перпенäикуëярнуþ опти÷еской оси коорäинатора:

αк = |rKТИ|/D,

ãäе D — сëу÷айная скаëярная веëи÷ина с ìатеìа-
ти÷ескиì ожиäаниеì mD и äисперсией DD; |rKТИ| —
скаëярная сëу÷айная веëи÷ина, характеризуеìая
усëовныìи ÷исëовыìи характеристикаìи в зави-
сиìости от уãëовоãо поëожения коорäинатора.
Опреäеëение äисперсии поëожитеëüной сëу-

÷айной веëи÷ины αк возìожно посëе ëинеариза-
öии выражения äëя ее вы÷исëения:

αк ≈  + (r – mr) +

+ (D – mD),

ãäе r = |rKТИ|; mr и mD — ìатеìати÷еские ожиäания
соответственно r и D.
Посëе äифференöирования поëу÷аеì

αк ≈  + (r – mr) – (D – mD).

Тоãäа äисперсия D[αк] веëи÷ины αк опреäеëя-
ется сëеäуþщиì выражениеì:

D[αк] ≈ D[r] + D[D],

ãäе D[r] и D[D] — äисперсии веëи÷ин r и D соот-
ветственно.
Второе сëаãаеìое посëеäнеãо выражения иìеет

второй поряäок ìаëости по сравнениþ с первыì и
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в оöено÷ных рас÷етах иì ìожно пренебре÷ü, а ве-
ëи÷ину D приниìатü несëу÷айной. Тоãäа äëя äис-
персии D[αк] ìожно записатü:

D[αк] = D[r].

Характер сëу÷айноãо рассеивания коорäинат
вектора rKТИ опреäеëяется разìераìи поëуосей
эëëипса, поëу÷аþщеãося се÷ениеì эëëипсоиäа рас-
сеивания суììарной векторной поãреøности rТИ
картинной пëоскостüþ. Заäа÷а опреäеëения усëов-
ных ÷исëовых характеристик проекöии вектора rТИ
на картиннуþ пëоскостü иìеет реøение, позво-
ëяþщее поëу÷итü поëнуþ инфорìаöиþ о них в
äиапазоне усëовий выхоäа на рубеж обнаружения
(вреìя поëета äо выхоäа, уãëы ориентаöии связанной
и визирной систеì коорäинат, äаëüностü и äр.).
Оäнако ввиäу необхоäиìости у÷ета боëüøоãо ÷исëа
параìетров такая заäа÷а иìеет сëожное реøение.
Вìесте с этиì, äëя поëу÷ения оöено÷ных зна÷е-

ний вероятности Pк äостато÷но реøитü заäа÷у оп-
реäеëения ее нижней и верхней ãраниö. Реøение
такой заäа÷и возìожно посëе принятия сëеäуþ-
щих äопущений:
эëëипсоиä рассеивания суììарной поãреøности
rТИ заìеняется øароì;
ìатеìати÷еские ожиäания коорäинат всех по-
ãреøностей нуëевые;
все поãреøности не корреëированы ìежäу собой.
Перехоä к круãовоìу рассеиваниþ веëи÷ины rТИ

осуществëяется на основании заìены эëëипсоиäов
рассеивания кажäой из ее векторных составëяþ-
щих rРЗ, rРТИ, rαГСН и rαВС на øары. При этоì äëя
оöенки нижней ãраниöы вероятности Pк рассìат-
риваþтся øары с раäиусаìи, равныìи äëинаì
боëüøих поëуосей соответствуþщих эëëипсоиäов,
а äëя оöенки верхней ãраниöы — с раäиусаìи, рав-
ныìи äëинаì ìенüøих поëуосей.
При таких äопущениях в картинной пëоскости

поëу÷аеì круãовое рассеивание вектора rKТИ, ха-
рактеризуеìое äисперсией еãо коорäинат, соответ-
ствуþщей äисперсияì проекöий суììарной век-
торной поãреøности на оси зеìной систеìы коор-
äинат. Поэтоìу ÷исëовые характеристики вектора
rKТИ совпаäут с характеристикаìи вектора rТИ.
Дëя тоãо ÷тобы изображение то÷ки интереса

быëо распоëожено в преäеëах разìеров приеìника
опти÷ескоãо изëу÷ения коорäинатора, необхоäиìо
выпоëнение усëовия, при котороì сëу÷айная ве-
ëи÷ина αк приìет зна÷ение, уäовëетворяþщее не-
равенству

αк < ωвк,

ãäе ωвк — поëовинный разìер уãëовоãо поëя коор-
äинатора визирной систеìы в оäноì из канаëов,
иìеþщеì ìенüøий уãëовой разìер.

Так как äаëüностü D в оöено÷ных рас÷етах ìож-
но приниìатü несëу÷айной веëи÷иной, а ÷исëовые
характеристики вектора rKТИ совпаäаþт с характе-
ристикаìи вектора rТИ, то событие попаäания изо-
бражения то÷ки интереса в преäеëы уãëовоãо поëя
коорäинатора ìожно описатü усëовиеì

|rТИ| < ωвкD.

В усëовиях принятых äопущений (круãовое рас-
сеивание) äëина вектора rТИ распреäеëена в соот-
ветствии с законоì Реëея с параìетроì , оп-
реäеëяеìыì в соответствии с выражениеì

 =  =

= .

ãäе D1 — äисперсия  распреäеëения коорäинат
вектора rРЗ;
D2 — äисперсия  распреäеëения коорäинат
вектора rРТИ;
D3 — äисперсия  распреäеëения коорäинат
вектора rαИНС;
D4 — äисперсия  распреäеëения коорäинат
вектора rαВС.
Тоãäа вероятностü события, при котороì

|rТИ| < ωвкD, ìожет бытü опреäеëена исхоäя из за-
кона распреäеëения Реëея с поìощüþ выражения

Рк = P(|rТИ| < ωвкD) = 1 – exp .

Дисперсии  и  распреäеëений ко-

орäинат векторов rαИНС и rαВС опреäеëяþтся вы-
раженияìи

 = DαИНСD2,  = DαBСD2,

ãäе DαИНС — äисперсия оøибок инерöиаëüно-
спутниковой систеìы навеäения при опреäеëении
уãëовоãо поëожения ëетатеëüноãо аппарата; DαBС —
äисперсия оøибок отработки уãëов öеëеуказания
коорäинатороì визирной систеìы.
Анаëиз выражения äëя Pк позвоëяет сäеëатü за-

кëþ÷ение о характере ее зависиìости от уãëовоãо
поëя коорäинатора и äаëüности рубежа обнаружения:
с увеëи÷ениеì этих веëи÷ин вероятностü растет,
с уìенüøениеì — паäает. Такиì образоì, äëя
обеспе÷ения оäноãо и тоãо же уровня вероятности
ëетатеëüный аппарат, оснащенный визирной сис-
теìой с ìенüøиì уãëовыì поëеì, äоëжен бытü вы-
веäен на боëüøуþ äистанöиþ переä объектоì инте-
реса. И наоборот, боëüøее уãëовое поëе коорäина-
тора обеспе÷ивает ìенüøие äаëüности распоëожения
рубежа обнаружения.

1

D2
-----

σrТИ

σrТИ
D1 D2 D3 D4+ + +
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DrРТИ

DrαИНС
DrαВС

+ + +
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DrαИНС

DrαВС

ωвкD( )2

2σrТИ
2

----------------–
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DrαВС
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На рис. 2, 3 преäставëены ãрафики, иëëþстри-
руþщие характер зависиìости вероятности Pк от
äаëüности рубежа обнаружения и среäнеãо кваäра-
ти÷ескоãо откëонения навиãаöионных поãреøнос-
тей (в ëинейных коорäинатах) вывоäа на неãо ëе-
татеëüноãо аппарата.
Рис. 2, 3 показываþт существеннуþ зависиìостü

вероятности попаäания объекта интереса в уãëовое
поëе визирной систеìы от äаëüности. Сëеäова-
теëüно, äëя поëу÷ения высокой äостоверности ре-
ãистраöии изображения искоìоãо объекта визирной
систеìой ëетатеëüноãо аппарата, навоäящеãося на
рубеж обнаружения в автоìати÷ескоì режиìе, не-
обхоäиìо приìенятü каìеры с такиìи характерис-
тикаìи, которые обеспе÷иваþт набëþäение на
боëüøих äаëüностях.
Построение прикëаäных ìетоäик опреäеëения

вероятности попаäания объектов интереса в уãëо-
вое поëе каìеры буäет зависетü от состава äоступ-
ной исхоäной инфорìаöии о то÷ностных характе-
ристиках бортовоãо навиãаöионноãо коìпëекса ëе-
татеëüноãо аппарата, а также от требований к
äостоверности поëу÷аеìых оöенок.

Заключение

В статüе показаны ëиøü основные принöипи-
аëüные поëожения, преäëаãаеìые äëя оöенки веро-
ятности попаäания объектов интереса в уãëовое
поëе каìеры при автоìати÷ескоì навеäении ëета-

теëüноãо аппарата на рубеж обнаружения. Они ìоãут
бытü поëожены в основу ìетоäик анаëиза функ-
öионирования визирных систеì при сеëекöии за-
äанноãо ìножества объектов интереса в разëи÷ных
усëовиях автоìати÷ескоãо поëета ëетатеëüноãо
аппарата.
Наприìер, коëи÷ественно эффективностü функ-

öионирования теëе-тепëовизионной систеìы наве-
äения ìожет бытü оöенена с поìощüþ обобщенноãо
показатеëя — вероятности навеäения Pн ëетатеëü-
ноãо аппарата в заäаннуþ то÷ку с поãреøностüþ не
боëее заäанноãо зна÷ения, ÷то вытекает из прин-
öипов систеìноãо анаëиза сëожных систеì [4].
Обобщенныì называется коìпëексный показатеëü
ка÷ества, позвоëяþщий опреäеëятü эффективностü
функöионирования систеìы и приниìатü реøение
о степени соответствия ее характеристик своеìу
коне÷ноìу öеëевоìу назна÷ениþ.
Характерной особенностüþ автоìати÷еской се-

ëекöии объектов по этаëонныì изображенияì яв-
ëяется наëи÷ие поãреøностей в оöененноì поëо-
жении то÷ки интереса на растре коорäинатора,
обусëовëенных поãреøностяìи функöионирова-
ния аëãоритìов автоìати÷ескоãо распознавания
в усëовиях, отëи÷ных от усëовий форìирования
этаëона. При сеëекöии то÷ки интереса с посëеäуþ-
щиìи проöессаìи выäа÷и öеëеуказания и навеäения
в заäанноì направëении обобщенный показатеëü
ка÷ества функöионирования теëе-тепëовизионной

Рис. 2. Вероятность попадания точки интереса в угловое поле
координатора при saИСН = 0,1° и saВС = 0,4°

Рис. 3. Вероятность попадания точки интереса в угловое поле
координатора при saИСН = 0,3° и saВС = 0,4°
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систеìы навеäения Pн ìожет бытü опреäеëен ис-
хоäя из сëеäуþщеãо выражения:

Pн = PСЦ PКН + (1 – PСЦ) PИСН,

ãäе PСЦ — вероятностü автоìати÷еской сеëекöии
то÷ки интереса по этаëонной инфорìаöии с по-
ãреøностüþ не боëее заäанноãо пороãовоãо зна÷е-
ния; PКН — вероятностü навеäения (с поãреøно-
стüþ не боëее заäанноãо) ëетатеëüноãо аппарата по
инфорìаöии о коорäинатах выäеëенной при сеëек-
öии то÷ки интереса; PИСН — вероятностü навеäения
ëетатеëüноãо аппарата с поãреøностüþ не боëее за-
äанноãо по инфорìаöии инерöиаëüно-спутнико-
вой систеìы навиãаöии.
Преäпоëаãается, ÷то при превыøении поãреø-

ности автоìати÷еской сеëекöии заäанноãо пороãа
происхоäит äостоверный срыв захвата, и бортовой
навиãаöионный коìпëекс перехоäит на режиì на-
веäения ëетатеëüноãо аппарата по инфорìаöии
инерöиаëüно-спутниковой систеìы.
Вероятностü автоìати÷еской сеëекöии PСЦ то÷ки

интереса по этаëонной инфорìаöии ìожет бытü
опреäеëена с у÷етоì форìуëы поëной вероятнос-
ти, ÷ерез вероятностü Pк попаäания объекта инте-
реса в уãëовое поëе коорäинатора, т. е.

PСЦ = РкРр(Δrэ ∈ SТИ),

ãäе Рр(Δrэ ∈ SТИ) — вероятностü события, при ко-
тороì растровые коорäинаты Δrэ, опреäеëенные в
резуëüтате функöионирования аëãоритìа сеëекöии,
попаäут в обëастü SТИ вокруã то÷ки интереса.

Описанные в статüе поëожения ìетоäа оöенки
ка÷ества сеëекöии объектов интереса быëи приìе-
нены в ФГУП "ГосНИИАС" при отработке образöа
авиаöионной теëе-тепëовизионной систеìы наве-
äения на стенäах ìатеìати÷ескоãо и поëунатур-
ноãо ìоäеëирования интеãрированной ìоäуëüной
базы ìоäеëирования бортовых авиаöионных коìп-
ëексов [5].
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The topic of the article is the aircraft optical-electronic systems for land-based objects sighting; those systems employ al-
gorithms for solving of the problem of automatic discrimination of the objects defined by the mission input data according to
the reference information. Random inaccuracies of the navigational data automatically reaching the radar range perimeter of
the aircraft as well as inaccuracies of an adequate aspect angle development from the side of the sighting coordinator lead to
the fact that an object entering into a camera’s field angle has a random character. This fact has a decisive influence on the
effectiveness of the use of an aircraft complex of integral guidance in respect to the specified object. For this reason, the probability
estimate problem of object sighting by an airplane system in case of automatic reaching the radar range perimeter is topical
and significant. The probability of an event, in which the object entering into the coordinator field angle on the radar range
perimeter is specified by an equivalent probability of the event, in which the inaccuracy module of the coordinator’s angular
orientation with reference to a target does not exceed the value of a half of the coordinator’s angular field in the vertical pas-
sage. The object sighting probability dependences of the coordinator’s field angle and the radar range perimeter’s distance are
the following: the dependence rises with an increase of these values and falls with their decrease. An aircraft with the sighting
system of a smaller field angle must be placed at a larger distance in front of the object for support of the same probability
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level. And, vice versa, a larger field angle of the coordinator supports a smaller distance of the radar range perimeter’s location.
The dependence of the probability of the object entering into limits of the sighting system field angle of distance is presented.
The results of the article can become a basis for the techniques of analysis of a sighting system’s functioning in discrimination
of an object’s defined multitude in different conditions of the aircraft automatic flight.
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Ориãинаë-ìакет ООО "Аäвансеä соëþøнз". Отпе÷атано в ООО "Аäвансеä соëþøнз".
119071, ã. Москва, Ленинский пр-т, ä. 19, стр. 1.
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