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Синтез регуляторов для следящих систем
на основе принципа изоморфности

Введение

В статüе [1] сфорìуëирован общий принöип
изоìорфности в теории систеì, и на еãо основе
ввеäено понятие управляемости системы с точно-
стью до некоторой изоморфной модели, а также äо-
казаны теореìы об управëяеìости и преäëожены
новые критерии управëяеìости с то÷ностüþ äо
изоìорфизìа äëя систеì общеãо виäа, позвоëив-
øие форìаëüно опреäеëитü структуру соответст-
вуþщих реãуëяторов. В настоящей статüе на основе
указанноãо принöипа и теореì об управëяеìости
рассìатривается форìаëизованный ìетоä синтеза
реãуëяторов новоãо типа — изоìорфных реãуëято-
ров, иìеþщих простуþ ìуëüтипëикативнуþ форìу.
Эффективностü преäëаãаеìоãо ìетоäа äеìонст-

рируется в приëожении к ëинейныì систеìаì.
Анаëиз показывает [2], ÷то совреìенные ìетоäы
синтеза ëинейных реãуëяторов неäостато÷но фор-
ìаëизованы. Это относится äаже к простыì ëи-
нейныì систеìаì с оäниì вхоäоì и оäниì выхо-
äоì (кëасса SISO), иìеþщиì важное практи÷еское
зна÷ение. Дëя обеспе÷ения требуеìоãо ка÷ества
перехоäных проöессов в контурах управëения та-
киìи систеìаìи ÷асто испоëüзуþтся эвристи÷е-
ские приеìы. В связи с этиì иссëеäования в обëасти
ëинейных систеì не потеряëи актуаëüности. Вы-
сокое ка÷ество отработки произвоëüно изìеняþ-
щихся заäаþщих возäействий в усëовиях параìет-
ри÷еских возìущений äостиãается со÷етаниеì раз-
ëи÷ных ìетоäов [3], в тоì ÷исëе основанных на
испоëüзовании экзоãенных (внеøних) этаëонных
ìоäеëей [4], боëüøих коэффиöиентов усиëения
[5—7] и äр. Дëя поиска общеãо реøения указанной
пробëеìы ÷асто испоëüзуþт аппарат совреìенной
аëãебры [1, 8, 9].
В äанной работе преäëаãается вариант реøения

пробëеì синтеза реãуëяторов äëя систеì общеãо

виäа и ëинейных систеì, со÷етаþщий аëãебраи÷е-
ский поäхоä, основанный на общеì принöипе изо-
ìорфности [1], этаëонные ìоäеëи, форìаëизуþщие
öеëи управëения, а также ìетоä боëüøих коэффи-
öиентов усиëения, обеспе÷иваþщий повыøение
робастности. Привеäены ìетоäики и приìеры син-
теза изоìорфных реãуëяторов äëя управëения ëиней-
ныìи объектаìи. Показано, ÷то изоìорфные реãуëя-
торы обëаäаþт в опреäеëенноì сìысëе свойствоì
"преäеëüности" как по уровнþ общности äоказан-
ных утвержäений об управëяеìости систеì, так и
по уровнþ äостижиìоãо ка÷ества перехоäных про-
öессов в контурах управëения.

Управляемость систем
с точностью до изоморфизма

Рассìотриì систеìу Σ = (Х0, s, Х) с отображе-
ниеì-структурой s: X0 → X, Х0 ⊂ Rn, X ⊂ Rn и äейст-
вуþщиì на ее вхоäе отображениеì β: U → X0, U ⊂ Rm.
В работе [1] на основе ввеäенноãо принöипа изо-
ìорфности показано, ÷то при наëожении некото-
рых усëовий на пару (s, β) коìпозиöия этих отобра-
жений позвоëяет коììутироватü (заìкнутü) äиаãраì-
ìу, показаннуþ на рис. 1, некоторыì реãуëятороì —
обратной связüþ  и теì саìыì обеспе÷итü уп-
равëяеìостü систеìы. Указанные усëовия опреäе-

Предложен метод синтеза регуляторов нового типа — изоморфных регуляторов. Доказана необходимость обратной связи
в форме изоморфного регулятора для управляемости системы. Показано, что изоморфные регуляторы обладают свойством
"предельности" как по уровню общности доказанных утверждений об управляемости для систем общего вида, так и по уровню
достижимого качества переходных процессов. Приведены примеры синтеза изоморфных регуляторов для линейных систем.
Обоснованы их преимущества.
Ключевые слова: принцип изоморфизма, система, объект управления, управляемость, регулятор, обратная связь, эталон-

ная модель

МЕТОДЫ ТЕОРИИ АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ

Рис. 1. Коммутативная диаграмма отображений управляемой
системы

SR
1–
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ëяþтся привеäенной в работе [1] теореìой об уп-
равëяеìости с то÷ностüþ äо изоìорфизìа. Зäесü
äаäиì без äоказатеëüств некоторые варианты фор-
ìуëировки теореìы.
Теорема 10 об управляемости (с точностью до

изоморфизма) 
Пусть (s, β) — пара отображений, характеризую-

щих модель системы, где s ≅ s*: X0 → X — изоморфное
в обычном смысле (обратимое вне коммутативной
диаграммы) отображение, β: U → X0 — отображение,
характеризующее непосредственное воздействие уп-
равлений U ⊂ Rm на входы Х0 ⊂ Rn. Сформируем на U
множество отсчетов в моменты t0, t0 + 1Δ, t0 + 2Δ,
..., t0 + (i – 1)Δ, ..., t0 + (k – 1)Δ, где Δ — малый ин-
тервал (дискрет) времени, i = 1, k, t0 + (k – 1)Δ = t.
В те же моменты зафиксируем соответствующие
отсчеты на входах X0 и выходах X. Тогда, если на
указанных множествах отсчетов, в общем случае
при k l n, β является эпиморфным отображением U
на X0, то существует композиция s*β и коммутирую-
щее ее эпиморфное отображение-регулятор SR: U → X,
обеспечивающее однозначное, точное и полное управ-
ление выходами X с точностью до изоморфизма s*,
т. е. имеющее в рассматриваемой коммутативной
диаграмме такое обратное отображение : X → U,
которое позволяет однозначно, точно и полно, с точ-
ностью до изоморфизма s*, сопоставить желаемым
выходам X потребные управления U.
При выпоëнении усëовий теореìы 10 систеìу

Σ = (Х0, s*, Х) вìесте с äействуþщиì на ее вхоäе
отображениеì β и, соответственно, пару отображе-
ний (s*, β) назовеì управëяеìыìи с то÷ностüþ äо
изоìорфной ìоäеëи s*. Теореìа позвоëяет прове-
ритü управëяеìостü неëинейных систеì, äиффе-
ренöиаëüные уравнения которых преобразуþтся в
разностнуþ форìу äëя k l n øаãов (наприìер, ìе-
тоäоì Эйëера). Есëи при k l n правые ÷асти урав-
нений äëя всех эëеìентов вектора X зависиìы от
эëеìентов вектора U, то систеìа управëяеìа.
Как виäно из рис. 1, äëя реãуëятора SR, уäовëет-

воряþщеãо усëовияì теореìы, справеäëивы ра-
венства SR = s*β,  = β–1(s*)–1, ãäе β–1 и  —
обратные в сìысëе [1] к β и SR с то÷ностüþ äо изо-
ìорфизìа s* отображения. Такие регуляторы назо-
вем изоморфными. Отображение : X → U назовем
обратной связью. По сути, теорема доказывает не-
обходимость и достаточность существования об-
ратной связи в форме изоморфного регулятора 
äëя обеспе÷ения управëяеìости систеìы, а также
опреäеëяет структуру этоãо реãуëятора. Ранее не-
обхоäиìостü обратной связи äëя синтеза реãуëято-
ров, как правиëо, постуëироваëасü.
В сиëу эпиìорфности β при заäанных β и s* ре-

ãуëятор SR, уäовëетворяþщий усëовияì теореìы, не
еäинственен. Оäнако при фиксаöии конкретноãо
SR из ìножества возìожных обратное  (и все
äруãие обратные) в раìках рассìатриваеìой коì-
ìутативной äиаãраììы буäет еäинственныì, ÷то
отве÷ает основной ëеììе и принöипу изоìорф-

ности [1]. При выборе äруãоãо отображения β äëя
систеìы с фиксированной структурой s* необхо-
äиìо опреäеëятü и äруãое ìножество реãуëяторов
SR. В сëу÷ае, есëи β таково, ÷то осуществëяется не-
посреäственное возäействие U ⊂ Rm не на оäин, а
на äва, три и боëüøее (впëотü äо n) ÷исëо эëеìен-
тов-вхоäов из Х0 ⊂ Rn, то äëя проверки эпи-
ìорфности отображения β нужно форìироватü,
соответственно, ìножества отс÷етов U, Х0 и Х äëя
k l n – 1, k l n – 2, k l n – 3 и т.ä. ìоìентов
вреìени.
Теорема 20 об управляемости (с точностью до

изоморфизма) 
Необходимым и достаточным условием полной не-

посредственной управляемости системы Σ = (X0, s, X)
с мономорфной структурой s: X0 → X по всему мно-
жеству входов X0 и управляемости по множеству
выходов X с точностью до изоморфного в обычном
смысле входного отображения β*: U → X0 является
существование композиции sβ*.
Пару (s, β*) в этоì сëу÷ае назовеì поëностüþ не-

посреäственно управëяеìой по вхоäаì и управëяе-
ìой по выхоäаì с то÷ностüþ äо изоìорфизìа β*. Дëя
реãуëятора SR, уäовëетворяþщеãо теореìе 20, спра-

веäëивы равенства (рис. 1) SR = sβ*,  = (β*)–1s–1.

Дëя ëинейных систеì теореìе 20 эквиваëентна
теорема 30 об управляемости (с точностью до изо-
морфизма): если размер вектора U равен размеру или
меньше размера вектора X0 и модель системы
Σ = (Х0, s, Х) вместе с действующим на ее входе ото-
бражением β* приводима к форме, в которой су-
ществует композиция sβ*, где β* — изоморфизм раз-
мера вектора U, то с точностью до этого изомор-
физма она управляема. Теореìа 30 соäержит и
ìетоäику анаëити÷еской проверки управëяеìости
ëинейной систеìы путеì посëеäоватеëüноãо пони-
жения поряäка ее ìоäеëи äо разìера вектора U.
Теоремы 10, 20 и 30 составляют общую теорему об

управляемости. Возìожен и тривиаëüный сëу÷ай,
коãäа изоìорфны в обы÷ноì сìысëе (вне коììута-
тивной äиаãраììы) оба отображения s ≅ s* и β ≅ β*.
Тоãäа, есëи существует коìпозиöия s*β*, то обяза-
теëüно существует коììутируþщее ее, в äанноì
сëу÷ае еäинственное, изоìорфное в обы÷ноì сìысëе
отображение-реãуëятор  = s*β*. Как сëеäует из
теореì, управëяеìостü явëяется внутренниì свойст-
воì структуры систеìы, характеризуеìой отобра-
женияìи s и β. Показано [1], ÷то управëяеìостü по
Каëìану явëяется ÷астныì сëу÷аеì управëяеìости
с то÷ностüþ äо изоìорфизìа. Приìенитеëüно к
ëинейныì систеìаì возìожно поëу÷ение коне÷-
ных форìуë äëя изоìорфных реãуëяторов.

Линейные изоморфные регуляторы

Рассìатривается систеìа

 = A(t)X + B(t)U, X ⊂ Rn, U ⊂ Rm, (1)
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которуþ в форìе Лапëаса при нуëевых на÷аëüных ус-
ëовиях преобразуеì из аääитивной к ìуëüтипëика-

тивной форìе X(p) = (pI – A)–1BU(p) = Ф(p)Y(p), иëи

(2)

ãäе Ф(p) = (pI – A(p))–1 — фунäаìентаëüная ìатриöа,
I — еäини÷ная ìатриöа, Y(p) = B(p)U(p) — некото-
рая переìенная, характеризуþщая "внутреннее"
состояние систеìы. Коììутативная äиаãраììа сис-
теìы (2) преäставëена на рис. 2.
Переä синтезоì реãуëятора нужно опреäеëитü,

управëяеì ëи объект (1), (2) в принöипе. Фунäа-
ìентаëüная ìатриöа Ф всеãäа обратиìа и явëяется
изоìорфизìоì, поэтоìу критериеì управëяеìости
ëинейных систеì явëяется существование коìпо-
зиöии ФB. Как сëеäует из теореì 10 и 20, в зави-
сиìости от соотноøения m и n в выражении (1) уп-
равëяеìостü ìожно установитü с то÷ностüþ äо
изоìорфизìа Ф ëибо с то÷ностüþ äо изоìорфиз-
ìа B*, есëи B обратиìа в обы÷ноì сìысëе. Ока-
зывается, коìпозиöия ФB существует не всеãäа äа-
же äëя завеäоìо управëяеìых систеì в форìе (1):
при m < n (÷то ÷асто встре÷ается на практике) ука-
занная коìпозиöия не существует (не выпоëняþт-
ся усëовия на существование обратных В–1 и ),
так как изоìорфизì Ф не ìожет коììутироватü
("изìеритü") отображения ìенüøеãо разìера, ÷еì
он саì. В этоì сëу÷ае приìеняется теореìа 30: путеì
посëеäоватеëüноãо выражения коìпонент X(t) ÷ерез
непосреäственно управëяеìые коìпоненты этоãо
вектора уравнение (1) привоäится к форìе с неко-
торыìи äруãиìи, обратиìыìи ìатриöаìи-изоìор-
физìаìи  и Ф1 разìера mЅm, уäовëетворяþщи-
ìи усëовияì управëяеìости и существования ре-
ãуëятора SR = Ф1 . Есëи же такое преобразование
неосуществиìо (наприìер, обнаружится "разрыв"
преобразования — некоторые коìпоненты вектора
X(t) не выражаþтся ÷ерез непосреäственно управ-
ëяеìые коìпоненты), то систеìа (1) неуправëяеìа.
Такиì образоì, управëяеìая ëинейная систеìа
всеãäа привоäиìа к форìе (1), в которой m l n.
Пустü систеìа управëяеìа. Потребуеì, ÷тобы те-

кущее зна÷ение вектора X отсëеживаëо заäаваеìое
извне произвоëüное жеëаеìое зна÷ение Xж в соот-
ветствии с äвижениеì этаëонной ìоäеëи (ЭМ), ха-
рактеризуеìой отображениеì (переäато÷ной функ-
öией) WЭМ. Такие задачи синтеза по прототипу
носят универсаëüный характер [4, 8]. С у÷етоì

уравнения ЭМ уравнение (1) управëяеìой систеìы
приобретет виä

 = AX + BU, Х(t0) = X0; (3)

 = CXз + DXж, Xз0 = X0, (4)

ãäе Xз — "ìãновенное" заäанное зна÷ение, котороìу
äоëжен в то÷ности соответствоватü выхоä X. ЭМ (4)
отве÷ает переäато÷ная функöия WЭМ = (pI – C)–1D.
В соответствии с выраженияìи (3), (4) коììута-
тивная äиаãраììа, преäставëенная на рис. 2, пре-
образуется к виäу, показанноìу на рис. 3.
Как сëеäует из рис. 3 и уравнений (3), (4), ре-

ãуëятор иìеет виä

 = В–1(p)Ф–1(p)I = В–1(p)Ф–1(p) =

= В–1(p)(pI – А(p)), SR = Ф(p)В(p), (5)

ãäе , В–1 — обратные с то÷ностüþ äо изоìор-

физìа Ф ìатриöы (т. е. обратные внутри коììута-
тивной äиаãраììы), уäовëетворяþщие усëовияì

 = SR ,  = ФФ–1,  =  = I, 

 = SR,  = В–1В,  = , (6)

ãäе ,  — ëевая и правая еäиниöы на Xз = X;

,  — ëевая и правая еäиниöы на U. В сиëу

обратиìости в обы÷ноì сìысëе ìатриöы Ф еäи-
ниöа на Xз равна еäини÷ной ìатриöе I. В общеì

сëу÷ае (при m > n)  и  ìоãут бытü нееäи-

ни÷ныìи в обы÷ноì сìысëе ìатриöаìи, но такиìи,

÷то  =  = IU = (IU)–1. Показано [1], ÷то äëя

управëяеìоãо объекта внутри коììутативной äи-

аãраììы всеãäа существуþт обратные ìатриöы 

и В–1, äаже есëи исхоäные ìатриöы вне äиаãраììы
необратиìы. Соотноøения (5) и (6), образуþщие
систеìу аëãебраи÷еских уравнений, как раз и по-

звоëяþт опреäеëитü ìатриöы  и В–1 с то÷но-

стüþ äо изоìорфизìа Ф и, соответственно, реãуëя-
тор äëя объекта (3) в ìуëüтипëикативной форìе (2).
Такие регуляторы будем называть изоморфными
мультипликативными регуляторами, или просто
изоморфными регуляторами.

Y(p) = BU(p);
X(p) = Ф(p)Y(p),

Рис. 2. Коммутативная диаграмма линейной системы
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Рис. 3. Композиция отображений для слежения за эталонной
моделью
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Есëи ìоäеëü (3) то÷но соответствует объекту уп-
равëения (ОУ), контур управëения с то÷ностüþ äо
этой ìоäеëи и с обратной связüþ (ОС) в виäе
реãуëятора , показанный на рис. 3, приобретает
простуþ ìуëüтипëикативнуþ, "ëинейнуþ" форìу
без виäиìых "öикëов" (обратных связей), приве-
äеннуþ на рис. 4 и, с у÷етоì (5), на рис. 5.

Такой "ëинейный" контур реаëизует усëовие
SR  = I то÷ноãо сëежения X = Xз в ëþбой ìоìент
вреìени. "Линейностü" контура не озна÷ает, ÷то в
неì отсутствует ОС от X к U. Наëи÷ие и структура
ОС "заøифрованы" в отображении , характе-
ризуþщеì структуру изоìорфноãо реãуëятора. Как
виäно из рис. 5, при правиëüно синтезированноì
изоìорфноì реãуëяторе и отсутствии оãрани÷ений
на управëение äвижение ОУ буäет поëностüþ и с
абсоëþтной то÷ностüþ опреäеëятüся äвижениеì
ЭМ äаже в такоì "ëинейноì", разоìкнутоì по ре-
аëüноìу выхоäу X, контуре. В этоì сìысëе изо-
морфный регулятор является предельным по дости-
жимому качеству переходных процессов.
Так как ëþбой реаëüный объект обëаäает опре-

äеëенной инерöией (äинаìикой), а также орãана-
ìи управëения оãрани÷енной ìощности, это äоëжно
у÷итыватüся при выборе переäато÷ной функöии
WЭМ = (pI – C)–1D äëя ЭМ (4). При этоì Xж ìожет
соäержатü нескоëüко иëи все коìпоненты из X.
Выпоëнив синтез реãуëятора в соответствии с

усëовияìи (5) и (6), нужно проверитü "ëинейный"
контур на робастностü путеì ìоäеëирования, заäавая
из практи÷еских соображений вариаöии параìет-
ров отображений Ф и В. Нужно также проверитü
контур на устой÷ивостü к возäействиþ øуìов во
вхоäных сиãнаëах Xж. Есëи резуëüтат окажется уäов-
ëетворитеëüныì, синтез реãуëятора ìожно с÷итатü
закон÷енныì и в äаëüнейøеì непосреäственно ис-
поëüзоватü "ëинейный" контур (сì. рис. 4) в виäе,
преäставëенноì на рис. 6.

Есëи по какиì-ëибо при÷инаì реаëüный ОУ су-
щественно отëи÷ается от ìоäеëи (3), испоëüзован-
ной при синтезе реãуëятора , "ëинейный" контур
ìожет оказатüся неäостато÷но робастныì. Тоãäа еãо
сëеäует охватитü äопоëнитеëüной ОС, как показа-
но на рис. 7. В этоì сëу÷ае поä WЭМ = (pI – C)–1D
сëеäует пониìатü обобщеннуþ переäато÷нуþ функ-
öиþ, выпоëняþщуþ как функöиþ заäат÷ика же-
ëаеìоãо äвижения (т. е. исхоäной ЭМ, сì. рис. 6),
так и функöиþ корректируþщеãо устройства —
"преäкоìпенсатора", коìпенсируþщеãо несоответст-
вие ìоäеëи объекту и обеспе÷иваþщеãо необхоäиìуþ
степенü астатизìа, робастности и устой÷ивости кон-
тура к øуìаì. В äанноì сëу÷ае ЭМ-преäкоìпен-
сатор по сìысëу отëи÷ается от "преäкоìпенсато-
ров", рассìатриваеìых, наприìер, в работе [8], ãäе
"эквиваëентные преäкоìпенсаторы" ввоäятся äëя
"коìпенсаöии" (искëþ÷ения) ОС в контурах уп-
равëения. Зäесü, наоборот, преäкоìпенсатор необ-
хоäиì тоëüко при ввеäении äопоëнитеëüной ОС,
"коìпенсируþщей" неаäекватностü ìоäеëи объекту.
Есëи ìоäеëü анаëоãи÷на ОУ, äостато÷но основной
ОС, реаëизуеìой реãуëятороì в "ëинейноì" кон-
туре, и необхоäиìостü в äопоëнитеëüной ОС и в
"преäкоìпенсаторе" отпаäает. При совпаäении ìоäе-
ëи и ОУ в робастноì контуре (сì. рис. 5, 7) переäа-
то÷ная функöия "реãуëятор—объект" от Xз к X бëизка
к еäини÷ной и заìкнутоìу контуру (рис. 8) буäет от-
ве÷атü переäато÷ная функöия W = WЭМ(I + WЭМ)–1.

Такиì образоì, важный вывоä состоит в тоì, ÷то
характеристики робастноãо контура, как и "ëинейно-
ãо", в раìках рассìатриваеìоãо ìетоäа опреäеëяþтся
ëиøü структурой ЭМ. В общеì сëу÷ае синтез ЭМ по
заäанныì требованияì явëяется нетривиаëüной за-
äа÷ей, но äëя ìноãих объектов некоторые требования
к ЭМ ìоãут бытü существенно сìяã÷ены (наприìер,
по поряäку астатизìа и т.ä.). Это позвоëяет испоëü-
зоватü относитеëüно простые ЭМ.
Даëее рассìотриì ОУ "оäин вхоä — оäин выхоä"

(кëасса SISO), äопускаþщий, наприìер, испоëüзова-
ние в "ëинейноì" контуре ЭМ WЭМ = (Tìр + 1)–1.

SR
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Рис. 4. "Линейный" контур с изоморфным мультипликативным
регулятором

Рис. 5. Контур с предельно достижимым качеством управления
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Рис. 6. "Линейный" контур управления объектом
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Рис. 7. Робастный контур управления

Рис. 8. Робастный контур при совпадении модели и объекта
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Тоãäа при WЭМ = kì(Tìр + 1)–1 переäато÷ная функ-
öия робастноãо контура

W=  =

=  ≈ , (7)

ãäе  = , при äостато÷но боëüøоì kì обес-

пе÷ит астатизì по управëяеìой коорäинате. При этоì
 в соотноøении (7) становится в (1 + kì) раз ìенü-

øе Tì, и вреìя перехоäноãо проöесса резко сокраща-
ется в сравнении с "ëинейныì" контуроì, ÷то ìожет
снизитü устой÷ивостü и потребоватü весüìа боëüøих
расхоäов орãанов управëения. Дëя обеспе÷ения преж-
неãо вреìени перехоäноãо проöесса оäновреìенно с
увеëи÷ениеì коэффиöиента усиëения в kì раз нужно
в (1 + kì) раз увеëи÷итü и Tì. Тоãäа äëя робастноãо

контура нужно назна÷итü WЭМ = kì(Тì(1+kì)р+1)–1,
ãäе Tì — прежняя (äо ввеäения äопоëнитеëüной ОС)
постоянная вреìени. Переäато÷ная функöия робаст-
ноãо контура, показанноãо на рис. 8, приобретет виä

W =  =

=  ≈ (8)

и при äостато÷но боëüøоì kì буäет практи÷ески
то÷но соответствоватü переäато÷ной функöии ис-
хоäноãо "ëинейноãо" контура.

Примеры

Пример 1. Заäаäиìся виäоì ìатриö A и B в ìо-
äеëи (3):

A = , B =  и конкретно

A = , B = . (9)

При опреäеëении управëяеìости ОУ (1)—(3)
с ìатриöаìи (9) ìожно убеäитüся, ÷то в äиаãраììе
на рис. 2 не существует ìатриöы В–1, уäовëетво-
ряþщей усëовияì (5) и (6). Зна÷ит, систеìа не уп-
равëяеìа? Вìесте с теì, из выражений (9) и (3)
виäно, ÷то систеìа управëяеìа. Из этоãо сëеäует,
÷то относитеëüно изоìорфизìа Ф коìпозиöия ФB
не выпоëняется и äиаãраììа на рис. 2 не коììу-
тируется. Сëеäоватеëüно, существует äруãой изо-
ìорфизì, относитеëüно котороãо äиаãраììа заìы-

кается. Дëя еãо опреäеëения воспоëüзуеìся теоре-
ìой 30 и запиøеì выражение (3) в виäе

(10)

В форìе Лапëаса, понижая поряäок (10) äо ìенü-
øеãо разìера B в (9), с у÷етоì x2 = a21(p – a22)

–1x1 =
= ax1, ãäе a = a21(p – a22)

–1, поëу÷иì

ãäе b = . (11)

Дëя систеìы (11) äиаãраììа на рис. 2, с у÷етоì
B = b, Ф = a, коììутируется, и выражение äëя пе-
реäато÷ной функöии ОУ Wо и реãуëятора прини-
ìает виä

Wo = sr = ab =

= . (12)

Такиì образоì, есëи при проверке управëяеìо-
сти ëинейной систеìы не выпоëняþтся усëовия
теореìы 10 äëя исхоäной пары (Ф, B), то необхоäи-
ìо преобразоватü заäа÷у к усëовияì теореìы 20 иëи
30. Есëи такое преобразование осуществиìо и поëу-
÷ена новая пара отображений (Ф1, ), характери-
зуþщих ОУ и реаëизуþщих коìпозиöиþ Ф1 , то
эта пара поëностüþ непосреäственно управëяеìа по
вхоäаì и управëяеìа по выхоäаì с то÷ностüþ äо
изоìорфизìа , ÷то вëе÷ет соответствуþщуþ уп-
равëяеìостü объекта и в исхоäной форìе.

Есëи же сразу известна переäато÷ная функöия
ОУ Wo = sr, то из рис. 4 и рис. 6 поëу÷аеì "ëиней-
ный" контур в виäе, показанноì на рис. 9, из ко-
тороãо, с у÷етоì (12), сëеäует, ÷то в скалярном слу-
чае (SISO) синтез регулятора обратной связи сво-
дится к обращению передаточной функции ОУ, т. е.

 = . (13)

Моäеëирование1 иäеаëüноãо контура (рис. 9) äëя
ОУ (1), (2), (3) с ìатриöаìи (9), реãуëятороì (12) и
ЭМ WЭМ = k(Tp + 1)–1 при k = 1 и T = 0,4 пока-
заëо, ÷то x2 абсоëþтно то÷но отсëеживает заäавае-

kì

Tìp 1 kì+ +
-------------------------
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1 kì+( )
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1 kì+( )
---------------p 1+
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Tìp 1+
---------------*

Tì*
Tì

1 kì+( )
---------------

Tì*
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Tì 1 kì+( )p 1 kì+ +
-----------------------------------------
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1 kì+( ) Tìp 1+( )
----------------------------------- 1

Tìp 1+
---------------
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a21 a22

b11

0

4– 1,14–

1 0,62–
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0

 1 Моäеëирование всех приìеров выпоëнено к.т.н. В. В. Буë-
ãаковыì.

 = a11x1 + a12x2 + b11u1;

 = a21x1 + a22x2.
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Рис. 9. "Линейный" контур для объекта с передаточной функ-
цией Wo
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ìое ЭМ äвижение. При нето÷ноì знании эëеìен-
тов aij в выражении (9) в "ëинейноì" контуре по-
явëяется оøибка отработки x2 поряäка оøибки
заäания aij. Так, на рис. 10 ка÷ественно отражен
виä перехоäноãо проöесса (ãрафик 1) при а21 = 1,25
(+25 %). Заìыкание контура äопоëнитеëüной ОС
(сì. рис. 7, 8) наäеëяет контур свойствоì робаст-
ности: на рис. 10 ãрафик 2 показывает, ÷то при уве-
ëи÷ении коэффиöиента усиëения äо k = 99 с оäно-
вреìенныì увеëи÷ениеì T в (1 + k) раз в соответ-
ствии с выражениеì (8) äаже при увеëи÷ении
параìетра а21 на 25 % перехоäный проöесс прак-
ти÷ески совпаäает с проöессоì в иäеаëüноì кон-
туре. Заäаþщее возäействие показано на ãрафике 3.
По оси абсöисс отëожено вреìя, по оси орäинат —
аìпëитуäа сиãнаëов в относитеëüных еäиниöах.
Анаëоãи÷ные резуëüтаты поëу÷ены и при варüиро-
вании äруãих эëеìентов ìатриö (9). Моäеëирова-
ние показаëо, ÷то "ëинейный" контур обëаäает
приеìëеìой и äостато÷но проãнозируеìой робаст-
ностüþ, а äëя контура с äопоëнитеëüной ОС äиа-
пазон варüирования эëеìентов ìатриö (9), при ус-
ëовии сохранения ка÷ества перехоäных проöессов,
ìожет составëятü äесятки проöентов.
Пример 2. Рассìатривается ОУ с переäато÷ной

функöией [2]

Wo = . (14)

Контур управëения ОУ (14) äëя иäеаëüноãо сëу-
÷ая показан на рис. 9. Реøается заäа÷а то÷ноãо сëе-
жения x за заäанныì зна÷ениеì xзаä, форìируеìыì
на выхоäе ЭМ с переäато÷ной функöией WЭМ.
В этоì сëу÷ае

 =  =  ≈

≈ . (15)

Резуëüтаты ìоäеëирования "ëинейноãо" (сì. рис. 9)
и робастноãо (сì. рис. 7 и рис. 8) контуров с ЭМ

WЭМ = •

(äëя "ëинейноãо" контура) и

WЭМ = •

(äëя заìкнутоãо робастноãо контура)

ка÷ественно показаны на рис. 11 (сì. вторуþ сто-
рону обëожки) äëя ступен÷атоãо и синусоиäаëüно-
ãо вхоäных сиãнаëов: ãрафики 1 — äëя "ëинейноãо"
контура, ãрафики 2 — äëя робастноãо контура, ãра-
фики 3 — заäаþщие возäействия.
На рис. 12 (сì. вторуþ сторону обëожки) при-

веäен ка÷ественный виä ãрафиков äëя проöессов в
"ëинейноì" контуре (ãрафик 1) и в робастноì кон-
туре (ãрафик 2), коãäа на вхоä ЭМ поäаваëся заøуì-
ëенный норìаëüныì беëыì øуìоì синусоиäаëü-
ный сиãнаë (ãрафик 3). Аìпëитуäа øуìа составëяëа
10 % от аìпëитуäы поëезноãо сиãнаëа. Оäновре-
ìенно с øуìоì в ОУ (14) ввоäиëосü искажение па-
раìетра Т = 1,25 с (+25 %). Виäно, ÷то ка÷ество
проöессов в "ëинейноì" контуре ìаëо отëи÷ается
от ка÷ества проöессов в контуре с äопоëнитеëüной
ОС. При этоì ЭМ обеспе÷ивает высокое ка÷ество
фиëüтраöии øуìов. Такиì образоì, "ëинейный"
контур äаже äëя сëожных ОУ при наëи÷ии суще-
ственных откëонений параìетров от принятых в
ìоäеëи и при наëи÷ии øуìов явëяется äостато÷но
робастныì и в опреäеëенноì сìысëе "преäеëüныì"
по äостижиìоìу ка÷еству перехоäных проöессов.
О÷евиäно, ÷то äопоëнитеëüная ОС необхоäиìа
ëиøü в сëу÷ае зна÷итеëüных (на äесятки проöентов)
откëонений параìетров ОУ от принятых в ìоäеëи.
Сравнение преäëаãаеìоãо ìетоäа синтеза реãу-

ëятора äëя объекта (14) с ìетоäаìи, привеäенныìи
в работе [2], показаëо преиìущества рассìатривае-
ìоãо ìетоäа как по уровнþ форìаëизаöии про-
öеäур синтеза и искëþ÷ения эвристи÷еских прие-
ìов, так и по ка÷еству перехоäных проöессов и ро-
бастности контура.
Важной пробëеìой явëяется выбор ЭМ, форìа-

ëизуþщих цель управления и поëностüþ опреäе-
ëяþщих ка÷ество перехоäных проöессов в контурах с
изоìорфныì реãуëятороì. В раìках рассìатривае-
ìоãо ìетоäа назна÷ение ЭМ явëяется отäеëüной
заäа÷ей, практи÷ески не связанной с проöеäурой
синтеза реãуëятора. Действитеëüно, контур, пока-
занный на рис. 9, ìожет бытü преäставëен и в иноì
виäе (рис. 13). Зäесü ЭМ WЭМ: xж→ x в явноì виäе
связывает x и xж с то÷ностüþ äо изоìорфизìа Wо,
относитеëüно котороãо коììутируþтся все отобра-
жения внутри коììутативной äиаãраììы (контура
управëения).

Рис. 10. Моделирование контуров управления ОУ (9), (10) при
варьировании aij
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Как виäно из рис. 13, в этоì сëу÷ае

WЭМ = Wo ,

 = WЭМ = •WЭМ ≈

≈ •WЭМ, (16)

т. е., в отëи÷ие от (15), реãуëятор вкëþ÷ает в своþ
структуру WЭМ. Теì не ìенее, из рис. 9 и рис. 13
и выражений (15) и (16) сëеäует, ÷то переäато÷ная
функöия от xж к x в обоих сëу÷аях равна переäа-
то÷ной функöии WЭМ, т. е. контуры эквиваëентны.
Сëеäует иìетü в виäу, ÷то в ка÷естве изоìорфизìа,
относитеëüно котороãо синтезируется реãуëятор,
ìожет испоëüзоватüся не тоëüко переäато÷ная
функöия объекта (сì. рис. 13) иëи отображение B
(сì. рис. 3) в соответствии с усëовияìи теореì 20

и 30, но и ëþбое äруãое отображение-изоìорфизì,
вхоäящее в коììутативнуþ äиаãраììу управëяе-
ìой систеìы, наприìер, отображение-изоìорфизì
WЭМ на рис. 13, характеризуþщее структуру изо-
ìорфной ЭМ, иëи отображение I: X → Xз на рис. 3,
факти÷ески явëяþщееся ЭМ то÷ноãо соответст-
вия X заäанноìу зна÷ениþ Xз.
Сìысë äиаãраììы, показанной на рис. 13, закëþ-

÷ается в тоì, ÷то она äоказывает существование
факторизаöии (разëожения) изоìорфноãо отобра-
жения Wо = WЭМSR, т. е. коìпозиöии отображе-
ний  и WЭМ, реаëизуþщей принöип суперпо-
зиöии: кажäое из отображений ëокаëизует своþ
ãруппу свойств контура управëения, а в öеëоì
в контуре реаëизуþтся обе ãруппы свойств. При
этоì для управляемого объекта такая факторизация
Wо обязательно существует (в общеì сëу÷ае и äëя
неëинейных ОУ). При этоì отображение-реãуëя-
тор : xж→ u при любом WЭМ явëяется средством
реаëизаöии и ëокаëизаöии свойства управëяеìости
(кажäоìу xж оäнозна÷но ставит в соответствие по-
требное управëение u), а отображение WЭМ: xж →  x
äëя äанноãо  форìаëизует и ëокаëизует цель
управëения — свойство обеспе÷ения требуеìоãо
ка÷ества управëения. Такиì образоì,  и WЭМ
ìожно синтезироватü независиìо. Дëя скаëярноãо
объекта это осуществëяется весüìа просто. Дëя
ìноãосвязных систеì (m > 1) реãуëятор, как пра-

виëо, не еäинственен. Не еäинственна и öеëü уп-
равëения, форìаëизуеìая в виäе ЭМ. Возникает
заäа÷а оптиìизаöии, выхоäящая за раìки статüи.
Вывоä же состоит в тоì, ÷то если существует сред-
ство управления в форме регулятора , то дости-
жима любая цель управления в форме ЭМ WЭМ (на-
зна÷аеìая с у÷етоì оãрани÷ений на ресурсы ОУ в
форìе Wо).
Такиì образоì, ЭМ ìожет не вхоäитü (сì. рис. 3,

рис. 9 и форìуëу (15)), ëибо вхоäитü (сì. рис. 13 и
форìуëу (16)) в ка÷естве саìостоятеëüной ÷асти в
структуру синтезируеìоãо реãуëятора. В обоих сëу-
÷аях переäато÷ная функöия "ëинейноãо" контура
оäна и та же и равна WЭМ. Хотя пробëеìа назна-
÷ения ЭМ явëяется саìостоятеëüной, теì не ìенее,
при выборе ЭМ äоëжны у÷итыватüся особенности
ОУ и реãуëятора (наприìер, с то÷ки зрения еãо фи-
зи÷еской реаëизуеìости в совокупности с ЭМ).
В öеëоì пробëеìа синтеза ЭМ явëяется нетриви-
аëüной и "внеøней" по отноøениþ к синтезу изо-
ìорфных реãуëяторов, как и вообще "внеøней" яв-
ëяется öеëü по отноøениþ к разрабатываеìой
систеìе [10]. Гëавное, ÷тобы öеëü быëа äостижи-
ìой и реаëизуеìой при оãрани÷ениях на ресурсы
ОУ. Метоäы реøения пробëеìы синтеза ЭМ ин-
тенсивно развиваþтся. Выбор ЭМ ìожет бытü осу-
ществëен, наприìер, по инженерныì критерияì
ка÷ества, а также по ìетоäикаì, рассìотренныì в
работах [2, 4, 9, 11] и в äруãих работах. В äанной
статüе упор äеëаëся на рассìотрение ìетоäики
синтеза изоìорфных реãуëяторов и äеìонстраöиþ
их работоспособности, а в ка÷естве ЭМ выбира-
ëисü простые переäато÷ные функöии, назна÷ае-
ìые по инженерныì критерияì ка÷ества. Поëу-
÷енные резуëüтаты иìеþт важное зна÷ение äëя
практики с у÷етоì высокой актуаëüности реøения
заäа÷ синтеза ëинейных реãуëяторов äëя инäустри-
аëüных систеì [2, 4, 9, 11—15].

Заключение

Рассìотрены ìетоä и правиëа синтеза изоìорф-
ных реãуëяторов на основе теории [1]. Показано,
÷то изоìорфные реãуëяторы явëяþтся простыìи
ìуëüтипëикативныìи, а проöеäура их синтеза äëя
ОУ с оäниì вхоäоì и оäниì выхоäоì ìаксиìаëüно
форìаëизована и своäится к обращениþ переäа-
то÷ной функöии ОУ. При этоì требуеìое ка÷ество
перехоäных проöессов поëностüþ опреäеëяется и
обеспе÷ивается выбороì ЭМ. В этоì сìысëе изо-
ìорфные реãуëяторы обëаäаþт свойствоì "преäеëü-
ности" по уровнþ äостижиìоãо ка÷ества перехоä-
ных проöессов: заäа÷а синтеза äекоìпозируется
в соответствии с принöипоì суперпозиöии —
обеспе÷ение управëяеìости ОУ ëокаëизуется в ре-
ãуëяторе, а обеспе÷ение требуеìоãо ка÷ества уп-
равëения — в ЭМ. Соответственно, реãуëятор и
ЭМ ìожно синтезироватü независиìо, но с у÷етоì
структуры ОУ.
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Рис. 13. Контур управления объектом (14) с ЭМ в коммутатив-
ной диаграмме
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Привеäенные приìеры поäтвержäаþт указан-
ные свойства изоìорфных реãуëяторов и их роба-
стностü в отноøении зна÷итеëüных параìетри÷е-
ских и øуìовых возìущений в структуре ОУ и в
контурах управëения.
К выявëенныì преиìуществаì изоìорфных ре-

ãуëяторов относятся:
простая форìаëизованная проöеäура синтеза
äëя ëинейных ОУ и, особенно, äëя систеì кëас-
са SISO, искëþ÷аþщая приìенение эвристи÷е-
ских приеìов;
ëокаëизаöия всех требований к ка÷еству управ-
ëения в ЭМ;
обеспе÷ение преäеëüно äостижиìоãо (форìаëи-
зуеìоãо в виäе ЭМ) ка÷ества управëения не
тоëüко в заäа÷ах стабиëизаöии, но и в заäа÷ах
сëежения за заранее неизвестныìи заäаþщиìи
возäействияìи (при усëовии аäекватности ìо-
äеëи управëяеìоìу объекту);
отсутствие необхоäиìости изìерения управëяе-
ìой коорäинаты и высокая преäсказуеìостü ее
зна÷ений по заäаþщеìу возäействиþ при усëо-
вии аäекватности ìоäеëи ОУ;
простой контроëü соответствия параìетров ìо-
äеëи, заëоженной в структуру реãуëятора, реаëü-
ныì параìетраì ОУ по принöипу "канаë—ìо-
äеëü" путеì сравнения выхоäа ЭМ с выхоäоì
"канаëа", т. е. с изìеренияìи управëяеìой ко-
орäинаты (при ее äоступности äëя изìерений);
высокая наäежностü и преäсказуеìостü резуëü-
татов управëения непосреäственно не изìеряе-
ìыìи коорäинатаìи объекта (при усëовии аäек-
ватности ìоäеëи ОУ);
приеìëеìая и преäсказуеìая робастностü прос-
тоãо "ëинейноãо" контура с изоìорфныì реãу-
ëятороì при ìаëоì отëи÷ии параìетров ìоäеëи,
заëоженной в еãо структуру, от реаëüных пара-
ìетров ОУ;
äостато÷но простая (наприìер, путеì охвата
"ëинейноãо" контура ОС с боëüøиì коэффиöи-
ентоì усиëения) реаëизаöия робастноãо конту-
ра с требуеìыì ка÷ествоì управëения в сëу÷ае
существенноãо отëи÷ия параìетров ìоäеëи, за-
ëоженной в структуру реãуëятора, от реаëüных
параìетров ОУ;
требование физи÷еской реаëизуеìости изо-
ìорфноãо реãуëятора существенно сìяã÷ается
за с÷ет выбора ЭМ, искëþ÷аþщей испоëüзова-
ние произвоäных высоких поряäков. Есëи же
они необхоäиìы, то ìоãут бытü сфорìированы
в резуëüтате обработки äостато÷но ãëаäких сиã-
наëов, форìируеìых на выхоäе ЭМ, а не путеì
äифференöирования заøуìëенных сиãнаëов,
поступаþщих с выхоäов ОУ;
возìожностü существенноãо сãëаживания и
фиëüтраöии øуìов в заäаþщеì возäействии по-
среäствоì ЭМ.

К неäостаткаì, на наø взãëяä, относятся:
äостато÷но высокая сëожностü форìаëизован-
ноãо синтеза изоìорфных реãуëяторов и выбора
ЭМ äëя ìноãосвязных систеì;
относитеëüно низкий уровенü унификаöии струк-
тур изоìорфных реãуëяторов в сравнении, напри-
ìер, с ПИД реãуëятораìи в сиëу уникаëüности
переäато÷ных функöий ОУ (от÷асти коìпенси-
руеìый отсутствиеì необхоäиìости поäбора
структур и параìетров реãуëятора). Вìесте с теì,
äëя ìноãих кëассов ОУ, иìеþщих типовые пере-
äато÷ные функöии, структура изоìорфных реãу-
ëяторов и ЭМ ìожет бытü унифиöирована.
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The aim of the research is to develop a practically implementable formalized method for synthesis of conrollers for the general
form systems based on the common isomorphism principle formerly offered in the theory of the systems. The research results
are rigorous substantiation of the new type controllers structure — isomorphic controllers — and the formalized procedure of
their synthesis. It was demonstrated that a feedback in the form of isomorphic controller is necessary and sufficient for con-
trollability of the system in contrast to the well-known methods, first postulated the necessity of a feedback and then offered
application of the procedure for controller synthesis. The feasibility of presenting a model (transfer function) of an object as
a combination of an isomorphic controller and a reference model was proved, which allowed to localize the ensuring of con-
trollability in the controller, which represents a controlling mean, and the required quality of the transient processes — in the
reference model realizing a control objective. Such a localiztion provides a possibility to obtain extremely high quality of the
transient processes in the control loop. The use of a mathematical apparatus of the modern algebra based on morphisms has pro-
vided significantly high level of generality of the proven statements about the general form systems and linear systems control-
lability. The advantages of isomorphic controllers, reference models and the high gains method combination for the linear systems
were shown. Such a combination ensures a high control quality as well as increase of the loop robustness in respect of the par-
ametric disturbances and noise impact. Application examples of the isomorphic controller synthesis for the linear systems, which
demonstrated their features, are provided. The advantages of the isomorphic controllers were substantiated and generalized.
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Стабилизация обратного гибкого маятника
с гистерезисными свойствами*

Введение

Стабиëизаöия обратноãо, иëи перевернутоãо, ìа-
ятника явëяется кëасси÷еской пробëеìой теории уп-
равëения и øироко испоëüзуется в ка÷естве этаëона
äëя тестирования разëи÷ных аëãоритìов управëения
неустой÷ивыìи объектаìи (ПИД реãуëяторов, ней-
ронных сетей, не÷еткоãо управëения и т. ä.).
Анаëоãи поäобных ìехани÷еских систеì ìожно

встретитü в соверøенно разëи÷ных техни÷еских
(и не тоëüко техни÷еских) приëожениях — от ìе-
äиöины и биоëоãии äо роботостроения, ракетных
и косìи÷еских техноëоãий. Так, реøение заäа÷и
стабиëизаöии обратноãо ìаятника испоëüзуется
при рас÷ете äинаìи÷еских характеристик ракет,
так как äвиãатеëü ракеты распоëожен ниже öентра
тяжести, вызывая аэроäинаìи÷ескуþ нестабиëü-
ностü. Эта же пробëеìа реøена в сеãвее — саìоба-
ëансируþщеìся транспортноì устройстве.
Первое теорети÷еское иссëеäование обратноãо

ìаятника быëо провеäено Стефенсоноì в работе [1],
а первые экспериìенты по стабиëизаöии обратноãо
ìаятника с поìощüþ коëебаний поäвеса быëи рас-
сìотрены П. Л. Капиöей и описаны в работе [2].
В äаëüнейøеì в еãо работе [3] быëа показана воз-
ìожностü стабиëизаöии перевернутоãо ìаятника
ãоризонтаëüныìи äвиженияìи нижней то÷ки креп-
ëения, с поìощüþ которых также уäаëосü äобитüся
устой÷ивости верхнеãо поëожения. Иссëеäование
стабиëизаöии схожих ìехани÷еских систеì быëи
активно проäоëжены в ряäе работ Ф. Л. Черноусü-
ко [4, 5]. В указанных выøе работах рассìатриваëся
обы÷ный жесткий ìаятник, поäвес котороãо совер-
øает принуäитеëüные коëебания в вертикаëüноì
иëи ãоризонтаëüноì направëении. Особо отìетиì,
÷то эта сравнитеëüно простая ìехани÷еская систе-
ìа äеìонстрирует в зависиìости от ÷астоты и аìп-
ëитуäы вынужäенных коëебаний то÷ки поäвеса
боëüøое ÷исëо разнообразных виäов äвижения.

Некоторые äвижения преäставëяþтся весüìа нео-
бы÷ныìи и противоре÷ат наøей интуиöии.
Заäа÷а стабиëизаöии обратноãо ìаятника иìеет

боëüøуþ историþ и кажется äостато÷но изу÷енной,
оäнако боëüøая ÷астü этих иссëеäований рассìат-
ривает упрощеннуþ ìоäеëü, не в поëной ìере соот-
ветствуþщуþ реаëüной ìехани÷еской систеìе по-
äобноãо виäа. Так, у÷итывая наëи÷ие обыкновенно-
ãо ëþфта в то÷ке крепëения (наприìер, возникøеãо
всëеäствие износа äетаëей иëи же ввеäенноãо наìе-
ренно, как в руëевоì управëении автоìобиëя),
а также рассìатривая сëу÷ай ãибкоãо стержня, ìож-
но äобитüся боëüøеãо соответствия ìоäеëи реаëü-
ныì ìехани÷ескиì систеìаì, оäнако в этоì сëу÷ае
заäа÷а стабиëизаöии существенно усëожняется.
Лþфт в опоре ìаятника — это оäин из виäов

ãистерезисных зависиìостей. Заäа÷и, в которых
ãистерезисные явëения иãраþт существеннуþ роëü,
встре÷аþтся в физике, хиìии, биоëоãии, эконоìи-
ке и сìежных äисöипëинах. У÷ет и корректное ìа-
теìати÷еское ìоäеëирование этих зависиìостей
соверøенно необхоäиìы äëя аäекватноãо описа-
ния проöессов в указанных обëастях. Моäеëи ãис-
терезисных явëений к настоящеìу вреìени äоста-
то÷но хороøо изу÷ены, оäнако систеìы, в которых
ãистерезисные свойства проявëяþтся на уровне
отäеëüных их составëяþщих, иссëеäованы в ìенü-
øей степени, всëеäствие ÷еãо наëи÷ие ëþфта в
опоре ìаятника порожäает новуþ интереснуþ ìеха-
ни÷ескуþ систеìу. Стабиëизаöии и оптиìаëüноìу
управëениþ жесткиì обратныì ìаятникоì посвя-
щена работа [6], также важные резуëüтаты в этой
обëасти поëу÷ены в работах [7, 8], ìоäеëи бëизких
ìехани÷еских систеì рассìатриваëисü в работе [9].
Иссëеäованиþ äинаìики обратноãо ãибкоãо ìаят-
ника посвящены работы [10—13].
В äанной статüе рассìатривается заäа÷а стаби-

ëизаöии в вертикаëüноì поëожении обратноãо ìа-
ятника, преäставëяþщеãо собой ãибкий стерженü,
оäниì конöоì øарнирно закрепëенный на öи-
ëинäре, äвижение котороãо вызывается ãоризон-
таëüныì переìещениеì порøня.

Изучается динамика системы, состоящей из гибкого обратного маятника, имеющего люфт в основании его крепления. Раз-
работан алгоритм стабилизации маятника в окрестности вертикального положения, основанный на принципе обратной связи.
Также в работе решается задача оптимизации по параметрам управляющего воздействия.
Ключевые слова: обратный гибкий маятник, гистерезис, градиентный метод, оптимизация, разностная схема
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Постановка задачи

Рассìотриì ìоäеëü äинаìики обратноãо ìаят-
ника в преäпоëожении ìаëых откëонений от вер-
тикаëüноãо неустой÷ивоãо равновесия. Изу÷аеìая
систеìа преäставëяет собой ãибкий стерженü, оä-
ниì конöоì øарнирно закрепëенный на öиëинäре,
äвижение котороãо вызывается ãоризонтаëüныì
переìещениеì порøня (рис. 1).
Зäесü (x, y) — систеìа отс÷ета ãибкоãо стержня

ìассой m, äëиной l и ëинейной пëотностüþ ρ (оп-
реäеëяеìой отноøениеì ìассы теëа к еãо ëиней-
ноìу параìетру), ãäе осü Ox совпаäает с касатеëü-
ной к профиëþ стержня в то÷ке еãо крепëения; θ —
уãоë накëона систеìы коорäинат стержня; (X, ) —
инерöиаëüная систеìа коорäинат рассìатривае-
ìой ìехани÷еской систеìы, M — ìасса öиëинäра
с раствороì L, F — сиëа, приëоженная к порøнþ
ìассой mp, трактуеìая как управëение.
Цеëüþ äанной работы явëяется изу÷ение воз-

ìожной стабиëизаöии обратноãо ãибкоãо ìаятни-
ка в окрестности вертикаëüноãо поëожения при ус-
ëовии наëи÷ия ëþфта в опоре стержня, а также ис-

сëеäование разëи÷ных аспектов äинаìи÷еской
систеìы, описываþщей еãо повеäение.

Модель управляющего воздействия

Оäной из особенностей рассìатриваеìой в äан-
ной работе ìехани÷еской систеìы явëяется наëи-
÷ие ëþфта в опоре стержня, а так как ëþфт явëя-
ется оäниì из виäов ãистерезисных зависиìостей,
то, сëеäуя кëасси÷ескиì схеìаì М. А. Красносеëü-
скоãо и А. В. Покровскоãо [14], буäеì трактоватü
еãо как преобразоватеëü, опреäеëенный на про-
странстве непрерывных функöий, äинаìика кото-
роãо описывается соотноøенияìи: вхоä — состоя-
ние и состояние — выхоä.
Выхоä преобразоватеëя-ëþфта на ìонотонных

вхоäах описывается соотноøениеì

u(t) = Г[u0, h]x(t) =  

ãäе Г — ãистерезисный оператор; x(t) — вхоä пре-
образоватеëя, u0 — на÷аëüное состояние выхоäа,
а h — раствор ëþфта. С поìощüþ поëуãрупповоãо
тожäества

Г[u(t1, h)]x(t) = Г[Г[u0, h]x(t1, h]x(t)

и спеöиаëüной преäеëüной конструкöии äействие
оператора распространяется на все непрерывные
вхоäы. Приìенитеëüно к изу÷аеìой систеìе выхоä
преобразоватеëя-ëþфта уäобно опреäеëитü сëе-
äуþщиì соотноøениеì:

X(t) = Г[X0, L]Y(t) = 

которое иëëþстрирует рис. 2.
Зäесü X(t) — переìещение öентра öиëинäра,

Y(t) — переìещение порøня в ãоризонтаëüной
пëоскости. Сиëа, приëоженная к опоре стержня,
опреäеëяется сëеäуþщиì соотноøениеì:

f (t) = Г[X(0, t), Y(t), L, F0]F = 

ãäе L — раствор öиëинäра, F — сиëа, трактуеìая как
управëение, приëоженная к порøнþ ìассой mp.
В своþ о÷ереäü, äвижение порøня поä÷иняется
уравнениþ

mp (t) = F.

Зäесü и äаëее произвоäные по вреìени обозна-
÷аþтся нижниì инäексоì t иëи верхниìи то÷каìи,
а произвоäные по пространственной коорäинате —
соответствуþщиìи нижниìи инäексаìи иëи
øтрихаìи.

Рис. 1. Модель гибкого маятника

Рис. 2. Динамика входно-выходных соответствий люфта

x
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Динамика объекта управления

Рассìотриì физи÷ескуþ ìоäеëü ìаятника (сì.
рис. 1). Буäеì с÷итатü, ÷то откëонение y и уãоë на-
кëона стержня θ ìаëы, т. е. x ≈ , а ãрани÷ные ус-
ëовия систеìы, опреäеëяþщие кривизну стержня,
иìеþт виä

(1)

Функöия X( , t) описывает повеäение профиëя
стержня с те÷ениеì вреìени и показывает откëо-
нение кажäой то÷ки стержня от вертикаëüной оси;
(X, ) — коорäинаты профиëя стержня; X(0, t) =
= s(t) — переìещение то÷ки крепëения в ãоризон-
таëüной пëоскости.
Перейäеì к новой систеìе коорäинат посреä-

ствоì сëеäуþщеãо соотноøения:

 =  + .

Дëя описания äвижения изу÷аеìой систеìы ис-
поëüзуеì форìаëизì Лаãранжа. У÷итывая, ÷то y и θ
ìаëы и пренебреãая ÷ëенаìи старøеãо поряäка,
опреäеëиì функöиþ Лаãранжа:

L(t) = M  + [ρ  + ρ  + ρ(x ) +

+ ρ(2 x  + 2x yt + 2 yt) + 2ρgyθ – EI ]dx, (2)

ãäе I — осевой ìоìент инерöии се÷ения стержня;
E — ìоäуëü Юнãа; ρ — ëинейная пëотностü ìате-
риаëа стержня.
Проинтеãрировав уравнение (2) на интерваëе

(t0, tf), поëу÷иì функöиþ äействия:

W = M dt + ρ(  +  + x2  + 2 x ) +

+ 2x yt + 2 yt + 2gyθ – dxdt.

Испоëüзуя принöип наиìенüøеãо äействия, в ëи-
нейноì прибëижении поëу÷иì сëеäуþщее соотно-
øение:

 + y′′′′ = –  – x  + gθ. (3)

Приниìая в ка÷естве обобщенной коорäинаты
переìеннуþ θ, из уравнения Лаãранжа

 –  = 0

с у÷етоì (2) поëу÷аеì

x(x  +  + )dx = g ydx.

Испоëüзуя равенство (3), посëеäнее соотноøе-
ние преобразуеì к виäу

x gθ – y′′′′ dx = g ydx,

иëи

 – xy′′′′dx = g ydx. (4)

С у÷етоì на÷аëüных усëовий (1) интеãраë в ëе-
вой ÷асти выражения (4) буäет равен нуëþ, а äоìно-
жив обе ÷асти этоãо равенства на ρ/g, поëу÷иì

ml θ = ρ ydx. (5)

Проинтеãрируеì обе ÷асти равенства (3) и äоìно-
жиì на ρ:

ρ  + y′′′′ dx = ρ (–  – x  + gθ)dx,

ρ dx + EI[y′′′(l, t) – y′′′(0, t)] = – ρl – ρ  + gρlθ.

У÷итывая тот факт, ÷то ρl = m, y′′′(l, t) = 0 (из на-
÷аëüных усëовий), и в соответствии с равенствоì (5)
поëу÷иì сëеäуþщее уравнение:

ml  + m  = mgθ + EIy′′′(0, t). (6)

Приниìая в ка÷естве обобщенной коорäинаты
функöии Лаãранжа переìеннуþ s, поëу÷иì

 –  = f(t), (7)

ãäе f(t) — сиëа, приëоженная к опоре стержня.
Поäставиì выражение (2) в равенство (7):

M  + ρ (  + x  + )dx = f(t).

У÷итывая равенство (3), поëу÷иì

M  + ρ gθ – y′′′′ dx = f(t).

Анаëоãи÷но, из выражения (6) сëеäует равенство

M  = f(t) – mgθ – EIy′′′(0, t).

x

y(0, t) = y′′(0, t) = 0;
y′′(l, t) = y′′′(l, t) = 0.
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Такиì образоì, иìееì сëеäуþщуþ систеìу
уравнений:

Перехоäя к систеìе коорäинат (X, ), ìоäеëü
рассìатриваеìой ìехани÷еской систеìы ìожно
записатü в сëеäуþщеì виäе:

ãäе X = X(x, t).
Выразиì (0, t) из первоãо уравнения систеìы

и поäставиì во второе:

g(M + m)X ′(0, t) – X ′′′′ + EIX ′′′ = f(t).

Проинтеãрируеì обе ÷асти этоãо уравнения по x:

g(M + m)X(0, t) – X ′′′ + EIX ′′ = lf(t).

У÷итывая усëовия (1), поëу÷аеì

g(M + m)X(0, t) – X ′′′ = lf(t)

иëи

(M + m)X(0, t) – X ′′′ = f(t).

В äаëüнейøеì управëение ìаятникоì буäеì
строитü по принöипу обратной связи, т.е. с÷итаеì,
÷то сиëа, приëоженная к öиëинäру, опреäеëяется
сëеäуþщиì равенствоì: 

F = ksign(ae1 + e2), (8)

ãäе коэффиöиенты a > 0, k > 0 и

e1 = X ′dl;

e2 = dl.

Параìетр e1 — интеãраëüный уãоë откëонения
стержня; e2 — интеãраëüная уãëовая скоростü
стержня. Реøение заäа÷и стабиëизаöии обратноãо
ãибкоãо ìаятника в окрестности вертикаëüноãо
поëожения буäет закëþ÷атüся в поиске таких зна÷е-
ний коэффиöиентов a и k, при которых параìетры
e1 и e2 буäут оãрани÷ены.

Такиì образоì, систеìа уравнений, описываþ-
щая äинаìику иссëеäуеìой ìехани÷еской систеìы,
иìеет сëеäуþщий виä:

(9)

Разностная схема.
Приближенное решение задачи стабилизации

Систеìу (9) буäеì реøатü ÷исëенно: ввеäеì
пряìоуãоëüнуþ сетку, äëя этоãо разобüеì обëастü
опреäеëения функöии X = X(x, t) пряìыìи ëиния-
ìи, параëëеëüныìи коорäинатныì осяì (рис. 3).

О÷евиäно, ÷то в узëах сетки функöия X(x, t) буäет
приниìатü зна÷ение

Xi, j = X(ihx, jht),

ãäе hx — øаã сетки по оси x; ht — øаã сетки по оси

вреìени t; i = , j = ; hx = l/n, ht = T/m, T —
иссëеäуеìый проìежуток вреìени äëя рас÷ета оä-
ной итераöии по вреìени. Тоãäа с испоëüзованиеì
неявной схеìы систеìу уравнений (9) в коне÷ных
разностях ìожно записатü в сëеäуþщеì виäе:

ml  + m  = mgθ + EIy′′′(0, t),

M  = f(t) – mgθ – EIy′′′(0, t).
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f(t) = Г[X(0, t), Y(t), L, F0]F;
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Рис. 3. Сеточное разбиение области определения функции X(x, t)
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(10)

 +  = g ;

(M + m)  + ml  = Fj;

(M + m)gX0, j –  = Fj;

Fj = ksign(ae1j + e2j);

e1j = ;

e2j = .
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ht
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Грани÷ные усëовия буäут иìетü виä

(11)

Прежäе всеãо äокажеì устой÷ивостü относи-
теëüно возìущения на÷аëüных äанных разностной
схеìы (10), (11) с поìощüþ спектраëüноãо ìетоäа
[15]. Так как устой÷ивостü характеризуется изìе-
нениеì поãреøности с те÷ениеì вреìени, рас-
сìотриì уравнения систеìы, соäержащие узëы из
разных вреìенных сëоев. У÷итывая тот факт, ÷то
наëи÷ие свобоäноãо ÷ëена не вëияет на устой÷и-
востü, буäеì иссëеäоватü сëеäуþщие уравнения:

 = α;

 = 0;

 = 0;

 = 0;

 = 0;

 = 0.

X1 0, X0 0,–

hx
---------------------

X2 j, 2X1 j,– X0 j,+

hx
2

----------------------------------

Xn 1– j, 2Xn 2– j,– Xn 3– j,+

hx
2

---------------------------------------------------

3Xn 2– j, 3Xn 1– j,– Xn j, Xn 3– j,–+

hx
3

------------------------------------------------------------------

Xi 1, Xi 0,–

ht
-------------------
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ht
2
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Преäставиì реøение разностной схеìы в виäе
ãарìоники

Xk, p = λpeiαk. (14)

Поäставив выражение (14) в уравнение (12) и
(13) и упростив выражения, поëу÷иì

M + m + ml  = 0; (15)

+ λ=0.(16)

Рассìатриваеìая разностная схеìа явëяется ус-
той÷ивой относитеëüно возìущения на÷аëüных
äанных в сëу÷ае выпоëнения необхоäиìоãо спект-
раëüноãо усëовия Нейìана:

|λ(α)| m 1. (17)

Из уравнения (15) сëеäует, ÷то

|λ(α)| = 1, ∀α. (18)

Приìеняя форìуëу Эйëера к уравнениþ (16),
поëу÷иì

 + λ = 0
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иëи

 +  = 0. (19)

Обозна÷иì

ϕ(α) = (cosα – 1),

тоãäа равенство (19) буäет иìетü сëе-
äуþщий виä:
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иëи

 = ±jϕ(α).

Окон÷атеëüно

λ = ,

|λ| = .

Такиì образоì,

|λ(α)| m 1, ∀α. (20)

Из выражений (18) и (20) сëеäует, ÷то спект-
раëüное усëовие Нейìана (17) выпоëняется, и рас-
сìатриваеìая разностная схеìа явëяется абсоëþт-
но устой÷ивой.
Такиì образоì, äëя нахожäения поëожения

стержня на кажäоì вреìенноì сëое необхоäиìо
реøитü СЛАУ виäа

Bnn  = Cn,

ãäе

Bnn =

= ;

 = ; Cn = ,

bi — коэффиöиенты при неизвестных Xi, j; ci — сво-
боäный ÷ëен.

Параметрическая оптимизация и стабилизация

Как быëо указано ранее, реøение заäа÷и стабиëи-
заöии обратноãо ãибкоãо ìаятника в окрестности
вертикаëüноãо поëожения буäет закëþ÷атüся в по-
иске оптиìаëüных зна÷ений коэффиöиентов a и k
из равенства (8).
Во ìноãих техни÷еских заäа÷ах требуется не

тоëüко стабиëизироватü систеìу, но и äобитüся
асиìптоти÷ески оптиìаëüных характеристик. В рас-
сìотренной заäа÷е этоìу соответствует ìиниìиза-
öия функöионаëа, опреäеëяþщеãо откëонение ìа-
ятника от вертикаëüноãо поëожения.
Опреäеëиì функöионаë, который в äаëüней-

øеì буäеì называтü öеëевыì:

J(a, k) = (X′)2dl + ( )2dl dt. (21)

Зäесü веëи÷ина T — это вреìенной интерваë, на
котороì провоäится оптиìизаöия.
При реøении уравнений, описываþщих äина-

ìику иссëеäуеìой ìехани÷еской систеìы, необхо-
äиìо ìиниìизироватü функöионаë (21). Такиì об-
разоì, на физи÷ескоì уровне заäа÷а своäится к
ìиниìизаöии среäнекваäрати÷ноãо откëонения
ìаятника от вертикаëüноãо поëожения.
У÷итывая тот факт, ÷то реøение поставëенной

заäа÷и выпоëняëосü поøаãово с приìенениеì
÷исëенных ìетоäов, äëя оптиìизаöии реøения
испоëüзуеì ãраäиентный ìетоä äробëения øаãа,
явëяþщийся разновиäностüþ ìетоäов ãраäиент-
ноãо поиска [16]. Данный ìетоä обëаäает про-
стотой реаëизаöии и äостато÷но высокой скоро-
стüþ схоäиìости.

Алгоритм метода дробления шага

Шаг 0. Заäатü параìетр то÷ности ε, на÷аëüный

øаã h > 0, выбратü на÷аëüный вектор u0 =  и

вы÷исëитü J(u0).
Шаг 1. Найти ÷исëенно ∇J(u0) и проверитü кри-

терий останова ||∇J(u0)|| < ε. Есëи критерий остано-
ва выпоëнен, то вы÷исëения заверøитü, поëаãая
u* = u0, J* = J(u0).
Шаг 2. Поëожитü u1 = u0 – h∇J(u0), вы÷исëитü

J(u1). Есëи J(u1) < J(u0), то поëожитü u0 = u1, а J(u0) =
= J(u1) и перейти к øаãу 1.
Шаг 3. Поëожитü h = h/2 и перейти к øаãу 2.

Результаты компьютерного моделирования

Обратный гибкий маятник без люфта

Ниже преäставëены резуëüтаты ìоäеëирования
повеäения обратноãо ãибкоãо ìаятника с приìене-
ниеì соответствуþщей разностной схеìы без у÷ета

λ 1–
λ

---------

1
1 jϕ α( )+−
-----------------

1

1 ϕ2 α( )+
------------------

Xj
n

b0 b1 0 0 0 0 0 0 0 0

b0 b1 b2 0 0 0 0 0 0 0

b0 b1 b2 b3 0 0 0 0 0 0

b0 b1 b2 b3 b4 0 0 0 0 0

b0 b1 b2 b3 b4 b5 0 0 0 0

b0 b1 b2 b3 b4 b5 b6 0 0 0

. . . . . . . . . .
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ëþфта. Найäеì оптиìаëüные зна÷ения коэффиöи-
ентов a и k.
Характеристики иссëеäуеìой ìехани÷еской сис-

теìы и на÷аëüные усëовия:
ìатериаë стержня — стаëü, m = 1 кã; M = 10 кã;

l = 1 ì; ρ = 1,04 кã/ì; E = 210•109 Па; I = 0,087 кã•ì2;
α = 0,06°.
В проöессе оптиìизаöии реøения быëи найäены

коэффиöиенты a = 22 и k = 1,15.
Оöениì устой÷ивостü систеìы в соответствии с

критериеì Ляпунова. В ка÷естве функöии Ляпуно-
ва возüìеì

V = X ′2dl + dl.

Фазовая траектория иссëеäуеìой систеìы,
преäставëяþщая собой зависиìостü интеãраëüноãо
уãëа откëонения стержня от еãо интеãраëüной уã-
ëовой скорости, и соответствуþщая ей функöия
Ляпунова показаны на рис. 4.

Как виäно из рис. 4, функöия Ляпунова на всеì
интерваëе вреìени уäовëетворяет сëеäуþщеìу ус-
ëовиþ:

(t) < –kV.

Сëеäоватеëüно, обратный ìаятник с те÷ениеì
вреìени стреìится к устой÷ивоìу вертикаëüноìу
поëожениþ.
Изìениì коэффиöиенты управëения: пустü a = 40

и k = 1. График фазовой траектории и функöия
Ляпунова äëя этоãо сëу÷ая привеäены на рис. 5.
Как виäно из рис. 4, 5, изìенение коэффиöиен-

тов, найäенных с поìощüþ ìетоäа äробëения øаãа,
привоäит к увеëи÷ениþ вреìени стабиëизаöии.

Обратный гибкий маятник с люфтом

Добавиì в ìоäеëü ìехани÷еской систеìы ëþфт
опоры стержня. Иссëеäуеì повеäение систеìы при
тех же параìетрах. Поиск коэффиöиентов äëя такой
систеìы äаë сëеäуþщий резуëüтат: a = 8,4; k = 1,39.

0

l

∫
0

l

∫ X· ′2

Рис. 5. Фазовая траектория (слева) и функция Ляпунова (справа) системы без люфта (a = 40, k = 1)

Рис. 4. Фазовая траектория (слева) и функция Ляпунова (справа) системы без люфта (a = 22, k = 1,22)

V·
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Приìеì зна÷ение ëþфта L = 0,01 ì, mp = 1 кã.
Фазовая траектория и функöия Ляпунова такой
систеìы показаны на рис. 6.

Увеëи÷иì раствор öиëинäра, пустü L = 0,02 ì
при тех же параìетрах систеìы. Резуëüтаты ìоäе-
ëирования привеäены на рис. 7.

Рис. 8. Фазовая траектория (слева) и функция Ляпунова (справа) системы с люфтом L = 0,02 м (a = 15; k = 6)

Рис. 7. Фазовая траектория (слева) и функция Ляпунова (справа) системы с люфтом L = 0,02 м (a = 8,4; k = 1,39)

Рис. 6. Фазовая траектория (слева) и функция Ляпунова (справа) системы с люфтом L = 0,01 м (a = 8,4; k = 1,39)
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Систеìа при заäанных параìетрах также с те÷е-
ниеì вреìени прихоäит в устой÷ивое состояние.
Изìениì коэффиöиенты управëения: пустü a = 15,
k = 6. Резуëüтаты ìоäеëирования привеäены на
рис. 8.
Как и в сëу÷ае с систеìой без ëþфта, изìенение

коэффиöиентов, найäенных с поìощüþ ìетоäа
äробëения øаãа, привоäит к увеëи÷ениþ вреìени
стабиëизаöии.

Заключение

В настоящей работе рассìотрена физи÷еская
ìоäеëü обратноãо ãибкоãо ìаятника с ëþфтоì в
основании еãо крепëения, преäëожен ìетоä стабиëи-
заöии ìаятника в окрестности вертикаëüноãо по-
ëожения. В ка÷естве аëãоритìа оптиìизаöии при
стабиëизаöии ìаятника быë испоëüзован ãраäи-
ентный ìетоä äробëения øаãа. Динаìика изу÷ае-
ìой физи÷еской систеìы проиëëþстрирована с
поìощüþ ÷исëенноãо ìоäеëирования.
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As is known, the problem of the inverted pendulum plays the central role in the control theory. In particular, the problem
of the inverted pendulum (as a test model) presents many challenging problems to the control designs. Because of their non-
linear nature, the pendulums have preserved their usefulness and now they are used to illustrate many of the ideas emerging
in the field of a nonlinear control. Typical examples of that are the feedback stabilization, variable structure control, passivity-
based control, back-stepping and forwarding, nonlinear observers, friction compensation, and nonlinear model reduction. The
challenges of the control made the inverted pendulum systems a classic tool for the control laboratories. It should also be pointed
out that the problem of stabilization of such a system is a classical problem of the dynamics and control theory. Moreover, the
model of the inverted pendulum is widely used as a standard for testing of the control algorithms (for PID controllers, neural
networks, fuzzy control, etc.). In this paper, the authors investigate the elastic inverted pendulum with a hysteretic nonlinearity
(a backlash) in the suspension point. Namely, the problems of stabilization and optimization of such a system are considered.
The algorithm, which ensures an effective procedure for finding of the optimal parameters, is presented and applied to the con-
sidered system. The results of the numerical simulations, namely the phase portraits and the dynamics of Lyapunov function,
are also presented and discussed.

Keywords: flexible inverted pendulum, hysteresis, gradient method, optimization, difference scheme
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Постановка и решение игровой задачи противоборства 
аппаратно-избыточной динамической системы

с атакующим противником, действующим в условиях 
неполной информации в процессе конфликта

Введение

Иссëеäованияì в обëасти постановки и реøе-
ния заäа÷ противоборства в конфëиктных ситу-
аöиях äинаìи÷еских систеì разëи÷ной прироäы,
в тоì ÷исëе пробëеìно ориентированныì иãровыì
заäа÷аì, посвящено боëüøое ÷исëо нау÷ных работ,

наибоëее бëизкиìи из которых по соäержаниþ к
пробëеìаì, рассìатриваеìыì в äанной статüе, яв-
ëяþтся работы [1—12]. В указанных выøе работах
пряìо иëи косвенно поëаãаëосü, ÷то противобор-
ствуþщие стороны в проöессе конфëикта иìеþт
поëнуþ инфорìаöиþ о повеäении противника и

Поставлена и решена численно-аналитическим методом игровая задача противоборства атакуемой аппаратно-избыточ-
ной динамической системы с атакующим противником, действующим в условиях неполной информации о поведении атакуемой
системы в процессе конфликта.

Дифференциальная модель игры сводится к многошаговой матричной модели с заданными вероятностями состояний ата-
кующего противника. Приведены численные алгоритмы для вычисления вектора резервирования атакуемой системы, макси-
мизирующего вероятность ее безотказной работы к моменту окончания игры, и для решения рассматриваемой игровой задачи
в виде, удобном для реализации на персональном компьютере.
Ключевые слова: игровая задача, противоборство, конфликтная ситуация, математическая модель, динамическая сис-

тема, аппаратная избыточность, вероятность безотказной работы, численные алгоритмы
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о резуëüтатах своих äействий, а также о состоянии
иãры на преäыäущих øаãах. Оäнако на практике
äеëо обстоит äаëеко не так. В реаëüных конфëикт-
ных ситуаöиях, иìеþщих ìесто в эконоìике,
преäприниìатеëüстве, военноì äеëе, в соöиаëüной
сфере и в äруãих обëастях, в сиëу объективных
при÷ин [1] у÷аствуþщие в конфëиктной ситуаöии
противоборствуþщие стороны поëу÷аþт ÷аще все-
ãо ëиøü вероятностнуþ инфорìаöиþ о резуëüтатах
своих äействий и äействий противника, о правиëах
иãры и стратеãиях повеäения иãроков иëи их функ-
öий выиãрыøа. Ина÷е ãоворя, в реаëüных усëовиях
÷аще всеãо прихоäится стаëкиватüся с иãровыìи
заäа÷аìи, коãäа оäна иëи обе противоборствуþщие
стороны äействуþт в усëовиях непоëной инфорìа-
öии в те÷ение конфëикта. Существует боëüøое
÷исëо ìоäеëей таких иãровых заäа÷, среäи кото-
рых, с то÷ки зрения автора äанной работы, наибо-
ëее важное практи÷еское зна÷ение иìеþт ìоäеëи,
связанные с иссëеäованиеì стратеãий повеäения и
оптиìизаöией наäежности функöионирования в
конфëиктной ситуаöии защищаþщейся от атак
противника стороны.
Постановке и реøениþ оäной из таких иãровых

заäа÷ с непоëной инфорìаöией, связанных с вы-
бороì стратеãии резервирования у÷аствуþщей в
конфëиктной ситуаöии аппаратно-избыто÷ной
äинаìи÷еской систеìы, ìаксиìизируþщей вероят-
ностü ее безотказной работы к ìоìенту окон÷ания
противоборства (иãры) с атакуþщиì противни-
коì, посвящена äанная статüя.

Постановка задачи

Буäеì поëаãатü, ÷то у÷аствуþщая в конфëикт-
ной ситуаöии атакуеìая противникоì аппарат-
но-избыто÷ная äинаìи÷еская систеìа SA(n, m, s),
управëяеìая иãрокоì A, состоит из n (n = n1 + n2 +
+ ... + nq) основных функöионаëüных и m (m =
= s1 + s2 + ... + sq) резервных бëоков, разбитых на q
соответствуþщих ãрупп, в кажäой из которых воз-
ìожна заìена ëþбоãо отказавøеãо основноãо функ-
öионаëüноãо бëока резервныì s = (s1, s2, ..., sq) —
öеëо÷исëенный вектор резервирования, эëеìенты
котороãо заäаþт ÷исëо резервных бëоков в кажäой
из q ãрупп. При этоì буäеì с÷итатü, ÷то резервные
бëоки ìоãут перераспреäеëятся по коìанäаì иãро-
ка A ìежäу ãруппаìи функöионаëüных бëоков сис-
теìы SA(n, m, s) äëя заìены отказавøих основных
функöионаëüных бëоков в соответствуþщей ãруппе.
В äаëüнейøеì äëя упрощения ìоäеëи буäеì пре-
небреãатü вреìенеì настройки и перераспреäеëе-
ния резервных бëоков вìесто отказавøих основ-
ных в проöессе конфëикта, а также коне÷ной на-
äежностüþ систеìы контроëя работы основных
бëоков, настройки и перераспреäеëения резервных
бëоков.
При необхоäиìости рассìатриваеìуþ ìоäеëü

аппаратно-избыто÷ной äинаìи÷еской систеìы

SA(n, m, s) ìожно усëожнитü, ввеäя äопоëнитеëü-
ные оãрани÷ения, рассìотренные в работе [13],
÷то, естественно, привеäет к усëожнениþ всех вы-
÷исëитеëüных проöеäур при реøении рассìатри-
ваеìой заäа÷и.
В äаëüнейøеì буäеì поëаãатü, ÷то кажäой из q

ãрупп основных бëоков n1, n2, ..., nq систеìы SA(n, m, s)
соответствуþт интенсивности отказов λ1(t), λ2(t),
..., λq(t), а не вкëþ÷енныì в работу ãруппаì резерв-
ных бëоков s1, s2, ..., sq соответствует интенсивностü
отказов λ0(t), при÷еì λ0(t) m min{λ1(t), λ2(t), ..., λq(t)}.
Посëе поäкëþ÷ения резервноãо бëока вìесто от-
казавøеãо основноãо в i-й ãруппе он на÷инает ра-
ботатü в тоì же режиìе, ÷то и основные бëоки, т.е.
с интенсивностüþ отказов λi(t), 1 m i m q. В про-
öессе конфëикта противник за с÷ет своих среäств
напаäения стреìится увеëи÷итü интенсивностü от-
казов коìпонентов систеìы SA(n, m, s), поэтоìу
функöии λi(t) явëяþтся возрастаþщиìи.
Пустü атакуеìая сторона A распоëаãает выøе-

описанной систеìой SA(n, m, s). На интерваëе вре-
ìени [0, tf], ãäе tf  — вреìя окон÷ания иãры, ввеäеì
вектор t = (τ1, τ2, τ3, ..., τL), τ0 = 0, τL < tf, эëеìенты
котороãо соответствуþт ìоìентаì перераспреäе-
ëения резервных эëеìентов аппаратно-избыто÷-
ной систеìы ìежäу ãруппаìи. В äаëüнейøеì век-
тор t буäеì называтü вектороì настройки систеìы
SA(n, m, s). Кажäоìу ìоìенту вреìени τk (0 m k m L)
поставиì в соответствие вектор распреäеëения ре-
зервных бëоков s(τk) = {s1(τk), s2(τk), ..., sq(τk)}. Такиì
образоì, иãрок A распоëаãает ìножествоì страте-
ãий WA = {t, s(t)}, уäовëетворяþщих оãрани÷енияì:

(τk + 1 – τk) l α; (1)

si(τk) = m – ϕ(τk); (2)

ϕ(τk) = lpl (τk), (3)

ãäе ϕ(τk) — ìатеìати÷еское ожиäание ÷исëа отка-
завøих к ìоìенту вреìени τk эëеìентов систеìы
SA(n, m, s); pl(τk) — вероятности нахожäения рас-
сìатриваеìой систеìы в состояниях с l отказаìи.
Физи÷еский сìысë оãрани÷ения (1) закëþ÷ается в

тоì, ÷то стороне A запрещается äеëатü äве посëе-
äоватеëüные настройки сëиøкоì быстро, т.е. α —
ìиниìаëüное вреìя ìежäу äвуìя сосеäниìи на-
стройкаìи. Сìысë оãрани÷ения (2) состоит в тоì,
÷то к ìоìенту настройки τk всëеäствие заìены от-
казавøих основных функöионаëüных бëоков сис-
теìы SA(n, m, s) резервныìи ÷исëо посëеäних
уìенüøится на веëи÷ину ϕ(τk).
Пустü сторона B, напаäаþщая в проöессе конф-

ëикта на систеìу SA(n, m, s), ìожет нахоäитüся в оä-
ноì из состояний B1, B2, ..., BN, характеризуþщихся

min
0 m k m L – 1

i 1=

q

∑

l 0=

m

∑
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соответствуþщиì резуëüтатоì атаки на эту систе-
ìу в виäе вектора интенсивностей отказов систеìы

SA(n, m, s) l(t) = {li(t)}, кажäый эëеìент котороãо
преäставëяет совокупностü интенсивностей отка-
зов в q ãруппах основных функöионаëüных бëоков

и не вкëþ÷енных в работу резервных бëоков li(t) =

= { (t), (t), ..., (t)}, i = 1, 2, ..., N. Еëи äëя

кажäоãо состояния напаäаþщей стороны Bi заäаны
вероятности ее нахожäения в этих состояниях
Q(t) = {Qi(t)}, то ìножество стратеãий иãрока со

стороны B ìожно опреäеëитü как WB = {Q(t), l(t)}.
Такиì образоì, äействия иãрока B закëþ÷аþтся в
сëу÷айноì выборе оäноãо из N состояний, кото-
рыì соответствуþт интенсивности нестанöионар-
ных пуассоновских потоков отказов основных и
резервных бëоков систеìы SA(n, m, s).

На стратеãии иãрока B наëожены сëеäуþщие оã-
рани÷ения:

Qi(t) = 1;

(t)dt m Λi, j = 1, 2, ..., N,

сìысë первоãо из которых о÷евиäен, а физи÷еский
сìысë второãо закëþ÷ается в тоì, ÷то äëя кажäоãо
состояния напаäаþщей стороны B оãрани÷ено суì-
ìарное напаäение на основные и резервные эëе-
ìенты систеìы SA(n, m, s).
В ка÷естве функöии пëаты в рассìатриваеìой

иãре буäеì испоëüзоватü вероятностü безотказной
работы систеìы SA(n, m, s) к ìоìенту окон÷ания
иãры P(tf). Тоãäа реøениеì иãры буäут вектор ìо-
ìентов настроек τ систеìы SA(n, m, s) и ìножество
векторов резервирования {s(τk)}, 0 m k m L, соот-
ветствуþщих ìоìентаì настроек τk, ìаксиìизи-
руþщие вероятностü безотказной работы P(tf) ата-
куеìой систеìы.
Сëеäоватеëüно, переä атакуеìой стороной (иã-

рок A) в проöессе противоборства с атакуþщей
стороной (иãрок B) äëя защиты от атак противни-
ка, öеëüþ которых явëяется увеëи÷ение интенсив-
ности отказов коìпонентов систеìы SA(n, m, s)
впëотü äо поëноãо отказа атакуеìой систеìы в те÷е-
ние конфëикта (иãры), стоит заäа÷а так осуществ-
ëятü перераспреäеëение резервных бëоков ìежäу
отказавøиìи основныìи в ìоìенты настройки τk,
÷тобы к конöу иãры вероятностü безотказной ра-
боты атакуеìой систеìы быëа ìаксиìаëüной, т. е.

P(tf) = maxP(tf, s(τk)).

Дëя реøения этой заäа÷и воспоëüзуеìся ìетоäоì,
изëоженныì в работе [10].

Решение задачи оптимизации вероятности 
безотказной работы SA(n, m, s)-системы

Буäеì с÷итатü, ÷то повеäение атакуеìой систе-
ìы SA(n, m, s) в проöессе конфëикта аппроксиìи-
руется ìарковскиì проöессоì, а ÷исëо работоспо-
собных состояний Ek (0 m k m m) равно ÷исëу от-
казавøих основных функöионаëüных бëоков, не
превыøаþщих ÷исëо резервных. О÷евиäно, ÷то со-
стояние Ek + 1 явëяется состояниеì поëноãо отказа
работоспособности систеìы SA(n, m, s), т. е. поãëо-
щаþщиì состояниеì. Обозна÷иì Ak (1 m k m m) —
интенсивностü перехоäов систеìы из состояния
Ek – 1 в состояние Ek; Bk (1 m k m m + 1) — интенсив-
ностü перехоäов систеìы из состояния Ek – 1 в со-
стояние поëноãо отказа. Тоãäа систеìа äифферен-
öиаëüных уравнений Коëìоãорова, описываþщих
повеäение систеìы SA(n, m, s) в проöессе конф-
ëикта, буäет иìетü сëеäуþщий виä:

(4)

с на÷аëüныìи усëовияìи

p0(0) = 1, pi(0) = 0, 1 m i m m.

При этоì Dk = Ak + Bk, 1 m k m m, Dm + 1 = Bm + 1.
Коэффиöиенты систеìы уравнений (4) вы÷ис-

ëяþтся в соответствии с выраженияìи

Ak = αi(k)λi(t), k = 1, 2, ..., m;

Dk = βi(k)λi(t), k = 1, 2, ..., m + 1,

ãäе при 0 m k m m иìеет ìесто

αi(k) = 

βi(k) = 

βi(m + 1) = δi ni, 1 m i m q.

Коэффиöиенты δi и Θi(k), явëяþщиеся эëеìен-
таìи векторов d = (δ1, δ2, ..., δq) и Q(k) = (Θ1(k),
Θ2(k), ..., Θq(k)), опреäеëяþтся сëеäуþщиì образоì:

δi = 

Θi(k) = 

λ0
i λ1

i λq
i

i 1=

N

∑

i 0=

q

∑  
0

∞

∫ λi
i

(t) = D1p0(t);

(t) = Akpk – 1(t) – Dk + 1pk(t),

k = 1, 2, ..., m;

(t) = Bkλ(t)pk – 1(t),

p0′

pk′

pm 1+′
k 1=

m 1+

∑

i 0=

q

∑

i 0=

q

∑

m – k + 1)Rk, есëи i = 0,
δiniRk, есëи 1 m i m q;

m – k + 1)Rk, есëи i = 0,
δiniRk + niΘi(k), есëи 1 m i m q;

0, есëи si = 0,
1, есëи si l 1;

0, есëи k m si,
1, есëи k l si + 1.
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О÷евиäно, ÷то Θi(1) = 1 – δi.
Переìенная Rk опреäеëяет ÷исëо возìожных

попаäаний систеìы SA(n, m, s) в состояние Ek и вы-
÷исëяется [14] по форìуëе

Rk = , (5)

ãäе

Ω(k, s) = {v|v1 + v2 + ... + vq = k; ∀i 0 m vi m si},

v = (v1, v2, ... vq) — öеëо÷исëенный вектор, преäстав-
ëяþщий суììу öеëо÷исëенных векторов (v = x + z),
x = (x1, x2, ..., xq) и z = (z1, z2, ..., zq).
Выражение (5) поëу÷ено в преäпоëожении, ÷то

k отказов в систеìе распреäеëиëисü сëеäуþщиì
образоì: в i-й ãруппе основных бëоков xi отказов,
в i-й ãруппе резервных бëоков zi отказов (1 m i m q).
Есëи xi = 0 иëи zi = 0, то в соответствуþщей ãруппе
отказов не быëо.
Рассìатриваеìая заäа÷а закëþ÷ается в сëеäуþ-

щеì. Дëя заäанноãо вреìени tf > 0 найти вектор s,
ìаксиìизируþщий вероятностü безотказной работы
P(tf, s) техни÷еской систеìы SA(n, m, s), описывае-
ìой уравненияìи (4), при заäанных оãрани÷ениях
на параìетры систеìы.
Поëу÷итü то÷ное реøение äанной заäа÷и не

преäставëяется возìожныì, так как вхоäящие в
систеìу (4) äифференöиаëüные уравнения иìеþт
переìенные коэффиöиенты. Поэтоìу воспоëüзу-
еìся ìетоäоì äискретизаöии äëя поëу÷ения при-
бëиженноãо реøения.
Дëя этоãо вы÷исëиì ìиниìаëüное натураëüное

÷исëо r, уäовëетворяþщее усëовияì:

r l 2,

|λi(t) – λiv| m ε,

ãäе

Δv = [tv – 1, tv], tv = vΔt, Δt = tf/r,

λiv = [λi(tv – 1) + λi(tv)],

ε — заäанное поëожитеëüное ÷исëо, преäставëяþ-
щее собой наибоëüøее äопустиìое откëонение
функöий λi(t) от констант λiv на интерваëах äиск-
ретизаöии Δv äëя всех 1 m v m r.

О÷евиäно, ÷то t0 = 0, tr = tf.
Тоãäа систеìа уравнений (4) распаäается на r

систеì с постоянныìи коэффиöиентаìи äëя t ∈ Δv:

(6)

с на÷аëüныìи усëовияìи

pkv(tv – 1) = 

Коэффиöиенты систеìы äифференöиаëüных
уравнений (6) иìеþт сëеäуþщий виä:

Akv = αi(k)λiv; Dkv = βi(k)λiv.

Реøение систеìы уравнений (6) äëя t ∈ Δv ìожет
бытü записано в сëеäуþщей форìе:

p0v(t) = p0, v – 1(tv – 1)exp(–D1vt);

pkv(t) = pj, v – 1(tv – 1) Ѕ

Ѕ Aiv exp(–Dlvt)/ (Div – Dlv), (7)

k = 1, 2, ..., m.

Обозна÷иì S(m) — ìножество S(m) = {s|s1 + s2 +
+ ... + sq = m, ∀i si l 0}.
Теперü заäа÷у вы÷исëения вектора s = (s1, s2, ..., sq),

ìаксиìизируþщеãо вероятностü P(tf, s) безотказ-
ной работы систеìы SA(n, m, s), ìожно реøитü,
испоëüзуя сëеäуþщий аëãоритì.

АЛГОРИТМ 1

На÷аëо.
1. Заäатü натураëüные ÷исëа m, q, ìассив {n1, n2,

..., nq}, функöии λi(t), 0 m i m q, ìассив {1, 0, 0, ..., 0}
на÷аëüных зна÷ений, ÷исëо tf > 0, ÷исëо ε > 0.

2. Поëожитü r = 2.
3. Вы÷исëитü ÷исëо Δt = tf/r и ìассив {t0, t1, ..., tr}.
4. Поëожитü i = 0.
5. Поëожитü v = 1.

6. Вы÷исëитü λiv = [λi(tv – 1) + λi(tv)].

7. Вы÷исëитü ÷исëо

 = |λi(t) – λiv| = [λi(tv) – λi(tv – 1)].

8. Поëожитü v = v + 1.
9. Есëи v m r, иäти к п. 6.
10. Вы÷исëитü ÷исëо

 = { }.

11. Поëожитü i = i + 1.
12. Есëи i m m, иäти к п. 5.
13. Вы÷исëитü ÷исëо

 = { }.

ni si+

vi⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

i 1=

q

∏
v Ω k s,( )∈

∑

max
0 m i m q

max
1 m v m r

max
t ∈ Δv

1
2
--

(t) = –D1v p0v(t);

(t) = Akvpk – 1, v(t) – Dk + 1, v pkv(t);

k = 1, 2, ..., m,

p0v′

pk v,′

pk(0) äëя v = 1,
pk, v – 1(tv – 1) äëя 2 m v m r.

i 0=

q

∑
i 0=

q

∑

j 0=

k

∑

i j 1+=

k

∏
l j 1+=

k 1+

∑  
i j 1+=

k 1+

∏

i ≠ l

1
2
--

ϕiv
r max

t ∈ Δ

1
2
--

ϕi
r max

1 m v m r
ϕiv

r

ϕi
r max

0 m i m m
ϕiv

r
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14. Есëи ϕr m ε, иäти к п. 17.
15. Поëожитü r = r + 1.
16. Иäти к п. 3.
17. Заäатü öеëо÷исëенный вектор s ∈ S(m).
18. Поëожитü v = 1.
19. Вы÷исëитü pkv(tv), 0 m k m m, по форìуëаì (7).
20. Поëожитü v = v + 1.
21. Есëи v m r, иäти к п. 19.
22. Вы÷исëитü

P(tf, s) = pkr(tf).

23. Выпоëнитü проöеäуру пп. 17—22 äëя всех
s ∈ S(m).

24. Вы÷исëитü вектор s(τk), äëя котороãо

P(tf, s(τk)) = P(tf, s).

25. Конеö (s(τk) — искоìый вектор резервиро-
вания).

Решение игровой задачи противоборства

Рассìотриì иãру G1 при Qi(t) = const с функöией
выиãрыøа P(tf), ãäе tf — вреìя окон÷ания иãры.
Сторона A распоëаãает систеìой SA(n, m, s) и ìноже-

ствоì стратеãий WA, сторона B (противник) ìожет
нахоäитüся в N состояниях и распоëаãает ìноже-
ствоì стратеãий WB. Пустü на интерваëе [0, tf ] за-
äаны ìоìенты вреìени {t0, t1, t2, ..., tz}, t0 = 0, tz < tf.
Кажäоìу фиксированноìу ìоìенту вреìени ti
поставиì в соответствие вектор вероятностей на-
хожäения атакуþщеãо противника в тоì иëи иноì
состоянии Q(ti) и буäеì поëаãатü, ÷то вероятности
состояния противника не изìеняþтся в интерваëе
[ti, ti + 1], tz + 1 = tf. Пустü äëя кажäоãо интерваëа

Ti + 1 = [ti, ti + 1] заäано ÷исëо  настроек сис-

теìы SA(n, m, s). Тоãäа рассìатриваеìуþ иãру ìожно
преäставитü как совокупностü Z иãр, кажäая из ко-
торых иìеет функöиþ выиãрыøа P(ti + 1). Посëе-
äоватеëüные реøения Z иãр при соответствуþщих
на÷аëüных усëовиях äаþт реøение иãры G1.
Рассìотриì реøение оäной из Z иãр на интер-

ваëе [ti, ti + 1] и опреäеëиì на÷аëüные усëовия äëя
сëеäуþщей иãры.
Пустü в рассìатриваеìоì интерваëе вреìени

вероятности нахожäения противника в состояниях
B1, B2, ..., BN, характеризуþщихся вектораìи интен-
сивностей отказов основных и резервных бëоков

систеìы SA(n, m, s) λi(t) = { (t), (t), ..., (t)},

i = 1, 2, ..., N, равны Q1, Q2, ..., QN. Ввеäеì ìноже-
ство χ = {ti + 1 – α, ti + 1 – 2α, ..., ti + 1 – (ω – 1)α},
ãäе α — ìиниìаëüное вреìя ìежäу äвуìя сосеäниìи

настройкаìи атакуеìой систеìы, а ω — öеëая ÷астü
(ti + 1/α). О÷евиäно, ÷то τ0 = ti. Посëеäоватеëüностü
ìоìентов настроек {τ1, τ2, ..., τL} на то÷ках ìноже-

ства χ ìожно распреäеëитü  способаìи. По-

скоëüку äëя кажäоãо ìоìента τk общее ÷исëо на-
строек опреäеëяется как ÷исëо öеëых неотриöа-
теëüных корней уравнения (2), ÷исëо стратеãий
иãрока A ìожно вы÷исëитü по форìуëе

M =  +

+ ,

ãäе ϕ(t) опреäеëяется выражениеì (3) и иìеет тот же
сìысë. О÷евиäно, ÷то ÷исëо стратеãий иãрока B
равно ÷исëу состояний противника N.
Сфорìируеì "пëатежнуþ" ìатриöу A = ||αij|| раз-

ìерности MЅN, в которой на пересе÷ении i-й стро-
ки и j-ãо стоëбöа запиøеì функöиþ пëаты P(ti + 1),
вы÷исëеннуþ в преäпоëожении j-ãо состояния
противника с соответствуþщиìи еìу интенсив-
ностяìи отказов коìпонентов атакуеìой систеìы
на всеì вреìенноì интерваëе Ti + 1 = [ti, ti + 1].
Функöия пëаты опреäеëяется по аëãоритìу 1 путеì
посëеäоватеëüноãо интеãрирования систеìы äиф-
ференöиаëüных уравнений (4), описываþщей ве-
роятности нахожäения систеìы SA(n, m, s) в сос-
тояниях с l(0 m l m m) отказаìи, на интерваëах вре-
ìени, опреäеëяеìых разбиениеì интерваëа Ti + 1 =
= [ti, ti + 1] ìоìентаìи настроек τk. При этоì на-
÷аëüные усëовия на интерваëе T1 = [t0, t1] в ìоìент
вреìени τk = 0 иìеþт виä p0(0) = 1, p1(0) = p2(0) =
= ... = pm(0) = 0, а в кажäый посëеäуþщий ìоìент
вреìени τk опреäеëяþтся как вероятности нахожäе-
ния систеìы SA(n, m, s) в состояниях с l(0 m l m m)
отказаìи к этоìу ìоìенту.
К на÷аëüноìу ìоìенту вреìени ti сëеäуþщей

иãры на÷аëüные усëовия опреäеëяþтся ÷ерез веро-
ятности нахожäения атакуеìой систеìы в состоя-
ниях с l(0 m l m m) отказаìи к этоìу ìоìенту, вы-
÷исëенные в преäпоëожении j-ãо состояния про-
тивника, по форìуëе

pl(ti) = (ti)Qj.

Стратеãия иãрока A в кажäой из Z иãр опреäе-
ëяется как строка пëатежной ìатриöы, äëя кото-
рой ìатеìати÷еское ожиäание выиãрыøа с у÷етоì
вероятностей всех возìожных состояний против-
ника обращается в ìаксиìуì:

αi = Qjαij → max.

k 0=

m

∑

max
s ∈ S(m)

LTi 1+

λ0
i λ1

i λq
i

Cω 1–
L

q m ϕ ti( )– 1–+

m ϕ ti( )–⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

ω 1–

LTi 1+⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ q m ϕ τk( )– 1–+

m ϕ τk( )–⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

i 1=

LTi 1+

∏

j 1=

N

∑ pl
j

j 1=

N

∑
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О÷евиäно, ÷то такая стратеãия явëяется опти-
ìаëüной (бëизкой к оптиìаëüной) не в кажäоì от-
äеëüноì сëу÷ае, а в среäнеì. Реøение рассìатри-
ваеìой иãры сëеäует искатü в ÷истых стратеãиях,
поскоëüку äëя ëþбой сìеøанной стратеãии среäнее
взвеøенное выиãрыøей, соответствуþщих ÷истыì
стратеãияì, не ìожет превыøатü ìаксиìаëüноãо
из них. Реøение рассìатриваеìой иãровой заäа÷и
возìожно с поìощüþ сëеäуþщеãо аëãоритìа.

АЛГОРИТМ 2

На÷аëо.
1. Заäатü N, tj, α, Z.
2. Дëя z = 0, 1, ..., Z заäатü {tz}, { }, Q(Tz + 1),

l(Tz + 1).
3. Поëожитü z = 0.
4. Вы÷исëитü ω = [tz + 1/α], ãäе [x] — öеëая ÷астü x.
5. Сфорìироватü ìножество

χ = {tz + 1 – α, tz + 1 – 2α, ..., tz + 1 – (ω – 1)α, tz}.

6. Заäатü все возìожные векторы ìоìентов на-
строек систеìы SA(n, m, s) tz + 1 = {τ0, τ1, ..., },

ãäе τk ∈ χ, 0 m k m , τ0 = tz, и соответствуþщие

этиì ìоìентаì векторы резервирования sz + 1(τk),
опреäеëяеìые как öеëые неотриöатеëüные реøе-
ния уравнения (2).

7. Сфорìироватü пëатежнуþ ìатриöу Az =
= ||αij||MЅN, ãäе αij = P(tz + 1, {t, si}, lj) — пëатеж, вы-
÷исëенный по аëãоритìу 1.

8. Опреäеëитü i, äëя котороãо 

ai = Qjαij → max.

9. Поëожитü t(z + 1) = , s(z + 1) = si.
10. Поëожитü z = z + 1.
11. Вы÷исëитü на÷аëüные усëовия äëя интеãри-

рования систеìы äифференöиаëüных уравнений [4]
на интерваëе [tz, tz + 1] по форìуëе

pi(τz) = (τz)Qj(Tz), i = 0, 1, ..., m.

12. Выпоëнитü проöеäуру 4—11 äëя всех z(0 m
m z m Z), поëаãая (Z + 1) = tf.

13. Конеö. Векторы t и s — искоìые стратеãии
иãрока A.

Заключение

Реøение рассìотренной выøе иãровой заäа÷и
поëу÷ено в преäпоëожении известных вероятнос-

тей состояний атакуþщеãо противника, т. е. заäа÷а
о выборе реøения в усëовиях неопреäеëенности вви-
äу непоëной инфорìаöии своäится к заäа÷е о выборе
реøения в усëовиях опреäеëенности такиì образоì,
÷тобы поëу÷енное реøение быëо оптиìаëüныì не в
кажäоì отäеëüноì сëу÷ае, а в среäнеì.
Есëи вероятности состояний атакуþщеãо про-

тивника не ìоãут бытü оöенены иëи вы÷исëены, то
реøение в усëовиях неопреäеëенности ìожно при-
ниìатü на основе критерия пессиìизìа [15].
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The game task of confrontation of the attacked hardware-redundant dynamic system with an attacking enemy operating in
conditions of incomplete information about the behavior of the attacked enemy in a conflict was posed and solved numerically
and analytically. The attacking party aspires to increase the intensity of failures of the components of the attacked system due
to its attack resources, up to its total failure. The attacked party, due to the corresponding strategy of redistribution of the reserve
units of the hardware-redundant dynamic system between the failed main units at the appropriate instants of time, strives to
maximize the probability of a failure-free operation of the attacked system by the end of the confrontation (game) with the at-
tacking enemy. Behavior of the system under attack in the process of a conflict is approximated by the Markov process, while
the number of the operable states is equal to the number of the failed functional units, not exceeding the number of the standby
units. As a function of the board in the considered game the probability of a failure-free operation of the attacked system is used
by the time the game ends. The solution to the game is the vector of the system setup moments after the corresponding failures
of the functional units and a set of the reservation vectors corresponding to the instantaneous settings of the attacked system,
which maximize the probability of a system failure during a conflict. The differential game model is reduced to a multi-step ma-
trix model with the given probabilities of the states of the attacking enemy. Numerical algorithms for calculation of the reservation
vector for the attacked system are presented, which maximize the probability of its trouble-free operation by the end of the game
and for solving of the game problem in a form convenient for its implementation on a personal computer.
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probability of failure-free operation, numerical algorithms
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Приложения теории кинематического управления
движением твердого тела

Введение

Кинеìати÷еские заäа÷и управëения иãраþт важ-
нуþ роëü в теории управëения äвижениеì тверäоãо
теëа в сиëу сëеäуþщих при÷ин. Во-первых, они, в от-
ëи÷ие от äинаìи÷еских заäа÷ управëения, во ìноãих
сëу÷аях иìеþт анаëити÷еские реøения, которые
÷асто испоëüзуþтся при построении проãраììных
траекторий и управëений äвижениеì тверäоãо теëа.
Во-вторых, испоëüзование анаëити÷еских реøе-
ний кинеìати÷еских заäа÷ управëения в со÷етании
с реøениеì обратных заäа÷ äинаìики позвоëяет в
ряäе сëу÷аев построитü эффективные законы уп-
равëения äвижениеì тверäоãо теëа, у÷итываþщие
еãо äинаìику.
Отìетиì также, ÷то заäа÷и управëения в кине-

ìати÷еской постановке рассìатриваþтся в теории
äифференöиаëüных иãр, при созäании беспëат-
форìенных инерöиаëüных навиãаöионных систеì
(БИНС), в ìеханике косìи÷ескоãо поëета и в ìе-
ханике роботов-ìанипуëяторов, при реøении за-
äа÷ навеäения, аниìаöии (оживëения) простран-
ственных образов на экранах ЭВМ и в äруãих при-
кëаäных заäа÷ах.
В статüе [1] äается обзор работ по теории кине-

ìати÷ескоãо управëения вращатеëüныì (уãëовыì)
äвижениеì тверäоãо теëа и пространственныì äви-
жениеì свобоäноãо тверäоãо теëа, которое преäстав-
ëяет собой коìпозиöиþ вращатеëüноãо (уãëовоãо)
и поступатеëüноãо (траекторноãо) äвижений твер-
äоãо теëа. Изëаãаеìая в этой статüе теория кине-
ìати÷ескоãо управëения основана на кватернион-
ных и бикватернионных кинеìати÷еских ìоäеëях

äвижения тверäоãо теëа. Зäесü же привоäится обзор
работ, посвященных заäа÷аì построения опти-
ìаëüных законов изìенения вектора кинети÷ескоãо
ìоìента äинаìи÷ески сиììетри÷ноãо тверäоãо те-
ëа и тверäоãо теëа с произвоëüныì распреäеëениеì
ìасс, сообщение котороãо тверäоìу теëу обеспе-
÷ивает еãо оптиìаëüный перевоä из произвоëüноãо
на÷аëüноãо уãëовоãо поëожения в требуеìое ко-
не÷ное уãëовое поëожение. Эти заäа÷и заниìаþт
проìежуто÷ное поëожение ìежäу кинеìати÷ескиìи
и äинаìи÷ескиìи заäа÷аìи управëения вращатеëü-
ныì äвижениеì тверäоãо теëа и иãраþт важнуþ
роëü в теории управëения ориентаöией косìи÷еских
аппаратов с поìощüþ вращаþщихся ìаховиков.
В äанной статüе преäставëен обзор работ, по-

священных разëи÷ныì актуаëüныì приëоженияì
теории кинеìати÷ескоãо управëения äвижениеì в
ìеханике косìи÷ескоãо поëета, инерöиаëüной на-
виãаöии, ìеханике роботов-ìанипуëяторов.

1. Двухконтурное управление вращательным 
движением твердого тела (космического аппарата) 

с использованием БИНС

В. Н. Бранöеì и И. П. Шìыãëевскиì преäëоже-
на äвухконтурная схеìа управëения вращатеëüныì
äвижениеì тверäоãо теëа (косìи÷ескоãо аппарата)
с испоëüзованиеì БИНС. В книãе В. Н. Бранöа и
И. П. Шìыãëевскоãо [2, 1992, с. 171] ãоворится:
"Кинеìати÷еская заäа÷а ориентаöии иãрает боëü-
øуþ роëü во всех заäа÷ах ориентаöии; как буäет
показано äаëее, к ней ìожет бытü свеäена и äина-
ìи÷еская заäа÷а управëения ориентаöией". В этой же
книãе [2, 1992, с. 172—173] рассìотрен "вопрос
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принöипиаëüноãо äоказатеëüства äостижиìости
устой÷ивоãо проöесса управëения и стабиëизаöии
вращатеëüныì äвижениеì и свеäения äинаìи÷е-
ской заäа÷и управëения к кинеìати÷еской". В за-
кëþ÷ение этоãо рассìотрения сказано: "Проöесс
управëения (вращатеëüныì äвижениеì тверäоãо
теëа) ìожно интерпретироватü как äинаìи÷еское
управëение äвижениеì связанноãо базиса Е при
привеäении еãо к некотороìу приборноìу базису,
äвижущеìуся с уãëовой скоростüþ ΩkE; такое уп-
равëение и характеризует проöесс стабиëизаöии.
Движение же приборноãо базиса опреäеëяется по-
требной скоростüþ коррекöии ΩkE такиì образоì,
÷тобы совìеститü еãо с заäанныì опорныì бази-
соì (проöесс привеäения).
Такиì образоì, äинаìи÷еская заäа÷а управëе-

ния ориентаöией в рассìатриваеìой äвухконтур-
ной схеìе управëения — контур стабиëизаöии и
контур привеäения — ìожет бытü свеäена к кине-
ìати÷еской заäа÷е привеäения (управëения)."

2. Бесплатформенные корректируемые системы 
ориентации и навигации движущихся объектов

Алгоритмы корректируемых БИНС. Теория ки-
неìати÷ескоãо управëения äвижениеì испоëüзует-
ся äëя построения аëãоритìов корректируеìых
БИНС. В. Н. Бранöеì и И. П. Шìыãëевскиì
[2, 1992] рассìотрены позиöионные и интеãраëü-
но-позиöионные коррекöии приборноãо базиса в
БИНС, реаëизуþщие разëи÷ные законы кинеìа-
ти÷ескоãо управëения вращатеëüныì äвижениеì
тверäоãо теëа (разëи÷ные законы уãëовой скорости
коррекöии связанноãо базиса (асиìптоти÷ески ус-
той÷ивые законы привеäения связанноãо базиса
к опорноìу)).
Определение местоположения и ориентации под-

вижных объектов с помощью БИНС посредством
решения на бортовом вычислителе кватернионных
уравнений движения гироскопических систем. В ра-
ботах Ю. Н. Чеëнокова [3, 1991; 4, 2011] рас-
сìатривается опреäеëение ìестопоëожения и
ориентаöии поäвижных объектов по показанияì
÷увствитеëüных эëеìентов БИНС посреäствоì
реøения на бортовоì вы÷исëитеëе кватернион-
ных преöессионных и поëных уравнений äвиже-
ния ãироскопи÷еских систеì. Преäëаãается поäхоä к
опреäеëениþ ãеоãрафи÷еских коорäинат и параìет-
ров ориентаöии объекта в инерöиаëüной и во вра-
щаþщейся опорной систеìах коорäинат по текущиì
показанияì ÷увствитеëüных эëеìентов БИНС, за-
кëþ÷аþщийся в реøении на бортовоì вы÷исëитеëе
кватернионных уравнений äвижения ãироскопи-
÷еских систеì. В основе рассìатриваеìоãо поäхоäа
ëежит известная äинаìи÷еская анаëоãия невозìу-
щаеìых ãироскопи÷еских систеì и äвухкоìпо-
нентных инерöиаëüных навиãаöионных систеì.
В раìках преäëаãаеìоãо поäхоäа обсужäается

приìенение äëя реøения заäа÷ навиãаöии и ори-
ентаöии среäстваìи БИНС преöессионных кватер-
нионных уравнений äвижения ãироскопи÷ескоãо

ìаятника, биãироскопной вертикаëи, äвухротор-
ной ìаятниковой ãирораìы, пространственноãо
ãироãоризонткоìпаса, а также поëных кватерни-
онных уравнений äвижения невозìущаеìых ãиро-
скопи÷еских систеì. Дëя построения преöессион-
ных кватернионных уравнений äвижения ãироско-
пи÷еских систеì факти÷ески испоëüзуется теория
кинеìати÷ескоãо управëения вращатеëüныì äвиже-
ниеì тверäоãо теëа. Рассìатриваеìый в этих рабо-
тах поäхоä позвоëяет преäëожитü новые уравнения
функöионирования БИНС, обëаäаþщие свойства-
ìи уравнений тех иëи иных невозìущаеìых иëи
корректируеìых ãироскопи÷еских систеì, позво-
ëяет испоëüзоватü ìетоäы и резуëüтаты ãироско-
пии äëя построения аëãоритìов функöионирова-
ния корректируеìых БИНС. Испоëüзование ква-
тернионов (параìетров Роäриãа—Гаìиëüтона)
позвоëяет построитü уäобные с вы÷исëитеëüной
то÷ки зрения аëãоритìы.
Теория и алгоритмы бесплатформенных коррек-

тируемых систем ориентации и навигации. В рабо-
тах П. К. Пëотникова [5, 1999; 6, 1999], П. К. Пëот-
никова, Ю. В. Чеботаревскоãо, В. Б. Никиøина,
А. А. Боëüøакова [7, 2003] и П. К. Пëотникова,
Ю. В. Чеботаревскоãо, В. Ю. Чеботаревскоãо [8, 2005]
рассìотрены теория и кватернионные аëãоритìы
беспëатфорìенных корректируеìых систеì ори-
ентаöии и навиãаöии. При этоì испоëüзуþтся кор-
ректируеìые кватернионные кинеìати÷еские урав-
нения ориентаöии тверäоãо теëа и теория кинеìа-
ти÷ескоãо управëения.

3. Управление движением 
платформенного комплекса "ТСП-Аргус" 

космического проекта "Марс-94"

C 1990 по 1996 ãоä в раìках Госуäарственноãо
косìи÷ескоãо проекта "Марс-94" Всероссийскиì
НИИ транспортноãо ìаøиностроения (ã. С.-Петер-
бурã) при у÷астии ряäа äруãих орãанизаöий быë со-
зäан по заказу Института косìи÷еских иссëеäова-
ний РАН пëатфорìенный коìпëекс "ТСП-Арãус"
(ãëавный конструктор коìпëекса — Г. А. Пейсахо-
ви÷), преäназна÷енный äëя проãраììноãо навеäе-
ния и стабиëизаöии бëока нау÷ной аппаратуры
при съеìке поверхности Марса, каëибровке нау÷-
ной аппаратуры по äиффузноìу экрану и звезäаì,
а также äëя опреäеëения ориентаöии этоãо бëока.
Основной функöионаëüный эëеìент коìпëекса —
трехосная стабиëизированная пëатфорìа с нау÷-
ной аппаратурой и бëокоì ãироскопов. Пëатфорìа
поìещена в трехосный обращенный торсионный
карäановый поäвес и установëена на выхоäноì
звене трехзвенноãо ìанипуëятора с вращатеëüны-
ìи со÷ëененияìи, который с поìощüþ выносноãо
ры÷аãа крепится на борту косìи÷ескоãо аппарата.
Управëение äвижениеì пëатфорìы осуществëяет-
ся поäа÷ей на вхоäы ãиробëока управëяþщих воз-
äействий, а стабиëизаöия этоãо äвижения с высокой
то÷ностüþ (по техни÷ескоìу заäаниþ — еäиниöы
уãëовых секунä) обеспе÷ивается контуроì стабиëи-
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заöии, преäставëяþщиì собой заìкнутуþ ÷ерез
ãиробëок трехканаëüнуþ систеìу автоìати÷ескоãо
управëения. Боëüøие пространственные разворо-
ты пëатфорìы без "скëаäывания" раì карäанова
поäвеса обеспе÷иваþтся соответствуþщиìи разво-
ротаìи звенüев ìанипуëятора. Эту функöиþ вы-
поëняет контур навеäения, преäставëяþщий собой
заìкнутуþ ÷ерез бортовой вы÷исëитеëü систеìу
управëения (в которой ìанипуëятор с привоäаìи
звенüев выступает в роëи ëокаëüноãо объекта) и от-
рабатываþщий уãëовые откëонения выхоäноãо
звена ìанипуëятора от пëатфорìы с то÷ностüþ,
равной нескоëüкиì еäиниöаì уãëовых ìинут.
В состав разработ÷иков ìатеìати÷ескоãо обес-

пе÷ения систеìы управëения äвижениеì коìпëек-
са "ТСП-Арãус" вхоäиëа ëаборатория ìеханики,
навиãаöии и управëения äвижениеì Института
пробëеì то÷ной ìеханики и управëения РАН
(ã. Саратов). В хоäе разработки коìпëекса сотруäни-
каìи ëаборатории (Ю. Н. Чеëноковыì, Ю. В. Са-
äоìöевыì, В. В. Батуриныì, А. В. Моëоäенковыì,
А. А. Панковыì) быëи разработаны разëи÷ные ìа-
теìати÷еские ìоäеëи äвижения пëатфорìенноãо
коìпëекса, принöипы и поäхоäы к реøениþ
основных пробëеì, возникаþщих при построении
систеì управëения äвижениеì такоãо роäа высо-
кото÷ных пëатфорìенных коìпëексов. Реøениþ
разëи÷ных аспектов общей пробëеìы управëения
äвижениеì коìпëекса "ТСП-Арãус" посвящена
серия пубëикаöий из пяти статей, поäãотовëенных
сотруäникаìи ëаборатории и опубëикованных в
журнаëе "Изв. РАН. Теория и систеìы управëения"
в 2001—2002 ãоäах. В них основное вниìание уäе-
ëяется построениþ ìатеìати÷еских ìоäеëей äвиже-
ния коìпëекса, позвоëяþщих у÷естü при ìоäеëи-
ровании äвижения не тоëüко äинаìику ìанипуëя-
тора и пëатфорìы, но и переносное äвижение
основания (косìи÷ескоãо аппарата), а также неëи-
нейности привоäов, коне÷ностü разряäных сеток
öифроанаëоãовых и анаëоãово-öифровых преобра-
зоватеëей и äруãие возìущаþщие факторы; по-
строениþ аëãоритìов ориентаöии, проãраììноãо
управëения и навеäения коìпëекса; принöипу уп-
равëения äвижениеì пëатфорìы по ее абсоëþтноìу
уãëовоìу поëожениþ; синтезу öифровых реãуëято-
ров äëя стабиëизированноãо разворота пëатфор-
ìы; управëениþ äвижениеì в режиìе сканирова-
ния; опреäеëениþ откëонений кинеìати÷еских
осей коìпëекса от их рас÷етных поëожений по ин-
форìаöии об абсоëþтноì уãëовоì поëожении
пëатфорìы в пространстве.
Принöип управëения äвижениеì пëатфорìы по

ее абсоëþтноìу уãëовоìу поëожениþ и высоко-
то÷ные аëãоритìы такоãо управëения быëи преä-
ëожены Ю. Н. Чеëноковыì [9—13] и основаны на
теории кинеìати÷ескоãо управëения уãëовыì äви-
жениеì тверäоãо теëа. Такое управëение äвиже-
ниеì пëатфорìы построено по принöипу обратной
связи, при котороì управëяþщее возäействие на
ãиробëок контура стабиëизаöии форìируется в ви-
äе векторной суììы проãраììной уãëовой скорос-

ти и составëяþщей, пропорöионаëüной оøибке по
уãëовоìу поëожениþ пëатфорìы.
Как уже отìе÷аëосü, основныì функöионаëü-

ныì эëеìентоì пëатфорìенноãо коìпëекса явëя-
ется трехстепенная стабиëизированная пëатфорìа
(ТСП) с каìераìи нау÷ной аппаратуры и бëокоì
ãироскопов (ãиробëокоì). Оäной из ãëавных заäа÷
коìпëекса при еãо функöионировании на орбите
явëяется осуществëение заäанных пространствен-
ных разворотов пëатфорìы в öеëях высокото÷ноãо
навеäения визирных осей каìер нау÷ной аппара-
туры на опреäеëеннуþ то÷ку инерöиаëüноãо про-
странства. Эта заäа÷а связана с опреäеëениеì
äействитеëüной и проãраììной ориентаöии пëат-
форìы и вы÷исëениеì коìпонент вектора про-
ãраììной абсоëþтной уãëовой скорости ее äвиже-
ния, которые в виäе проãраììных управëяþщих
возäействий поäаþтся на вхоäы ãиробëока контура
стабиëизаöии и обеспе÷иваþт требуеìуþ текущуþ
ориентаöиþ каìер нау÷ной аппаратуры.
Стабиëизаöия äвижения пëатфорìы в инерöиаëü-

ноì пространстве осуществëяется контуроì стаби-
ëизаöии, на вхоäы котороãо поäаþтся управëяþ-
щие возäействия Ucj (j = 1, 2, 3), иìеþщие сìысë
проекöий требуеìой абсоëþтной уãëовой скорости
пëатфорìы на связанные с ней коорäинатные оси.
При этоì, есëи управëяþщие возäействия равны
проекöияì проãраììной уãëовой скорости пëат-
форìы, то äействитеëüное абсоëþтное уãëовое
äвижение пëатфорìы оказывается некорректируе-
ìыì, ÷то ìожет привести к боëüøиì оøибкаì.
В связи с этиì äëя повыøения то÷ности стабиëи-
зированноãо äвижения пëатфорìы Ю. Н. Чеëно-
ковыì быëо преäëожено испоëüзоватü принöип
обратной связи, в соответствии с которыì вектор
управëений Uc = (Uc1, Uc2, Uc3) форìируется в виäе
векторной суììы проãраììной абсоëþтной уãëовой
скорости пëатфорìы и составëяþщей, пропорöио-
наëüной оøибке по ее уãëовоìу поëожениþ. Теория
такоãо (кинеìати÷ескоãо) управëения быëа опуб-
ëикована в работах П. К. Пëотникова, А. Н. Серãе-
ева, Ю. Н. Чеëнокова [14, 1991], А. А. Панкова,
Ю. Н. Чеëнокова [15, 1995] и Ю. Н. Чеëнокова
[13, 2006].

4. Оптимальная переориентация орбиты, 
плоскости орбиты и коррекция угловых элементов 
орбиты космического аппарата посредством 
реактивного ускорения, ортогонального 

плоскости орбиты аппарата

Переориентаöия орбиты, пëоскости орбиты и
коррекöия уãëовых эëеìентов орбиты косìи÷еско-
ãо аппарата (КА) ìоãут бытü осуществëены по-
среäствоì реактивноãо ускорения öентра ìасс КА,
ортоãонаëüноãо пëоскости орбиты аппарата. При
такоì управëении траекторныì äвижениеì КА
вектор ускорения от тяãи реактивноãо äвиãатеëя
(управëение) во все вреìя управëяеìоãо äвижения
КА направëен ортоãонаëüно пëоскости оскуëируþ-
щей орбиты, т.е. ортоãонаëüно раäиусу-вектору и
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вектору скорости öентра ìасс КА (коëëинеарно
вектору ìоìента скорости öентра ìасс КА). Диф-
ференöиаëüные уравнения äвижения öентра ìасс
КА в нüþтоновскоì ãравитаöионноì поëе, описы-
ваþщие изìенение разìеров и форìы ìãновенной
орбиты КА, при такоì управëении интеãрируþтся,
äавая уравнение кони÷ескоãо се÷ения. Поэтоìу
управëяеìое äвижение öентра ìасс КА в этоì сëу-
÷ае описывается äифференöиаëüныìи уравненияìи,
характеризуþщиìи изìенение ìãновенной ориен-
таöии орбиты КА иëи испоëüзуеìой (наприìер,
орбитаëüной) вращаþщейся систеìы коорäинат,
в которой записываþтся исхоäные уравнения äви-
жения öентра ìасс КА, и äифференöиаëüныì
уравнениеì äëя истинной аноìаëии (уãëовой пе-
реìенной, отс÷итываеìой в пëоскости ìãновен-
ной орбиты), характеризуþщей поëожение öентра
ìасс КА на орбите.
Орбита КА в проöессе рассìатриваеìоãо управ-

ëения äвижениеì öентра ìасс КА не ìеняет своей
форìы и своих разìеров, а повора÷ивается в
инерöиаëüноì пространстве поä äействиеì такоãо
управëения, как неизìеняеìая (неäефорìируеìая)
фиãура (эëëипс иëи окружностü), вращаясü в инер-
öиаëüной систеìе коорäинат с ìãновенной уãëовой
скоростüþ, направëенной вäоëü раäиуса-вектора
öентра ìасс КА. Частныì сëу÷аеì заäа÷и переори-
ентаöии орбиты КА явëяется хороøо известная и
иìеþщая боëüøое практи÷еское зна÷ение заäа÷а
коррекöии уãëовых эëеìентов орбиты КА, коãäа
изìенения уãëовых эëеìентов орбиты в проöессе
управëения иìеþт ìаëые зна÷ения. Испоëüзование
управëения, ортоãонаëüноãо пëоскости оскуëи-
руþщей орбиты КА, позвоëяет корректироватü
эëеìенты орбиты КА, сохраняя форìу и разìеры
орбиты КА неизìенныìи. Это öенное свойство та-
коãо проöесса переориентаöии орбиты КА явëяет-
ся поëезныì при реøении как заäа÷и коррекöии
уãëовых эëеìентов орбиты КА, так и äруãих заäа÷
ìеханики косìи÷ескоãо поëета, наприìер, при уп-
равëении конфиãураöией ãруппировки спутников.
Поä÷еркнеì, ÷то ìатеìати÷еская ìоäеëü, с по-

ìощüþ которой реøаþтся заäа÷и переориентаöии
орбиты, пëоскости орбиты и коррекöии уãëовых
эëеìентов орбиты КА посреäствоì реактивноãо
ускорения öентра ìасс КА, ортоãонаëüноãо пëос-
кости орбиты аппарата, иìеет виä кинеìати÷еских
уравнений уãëовоãо äвижения тверäоãо теëа, кото-
рые äопоëняþтся скаëярныì äифференöиаëüныì
уравнениеì äëя истинной аноìаëии. Скаëярное
управëение (аëãебраи÷еская веëи÷ина реактивноãо
ускорения öентра ìасс КА, ортоãонаëüноãо пëос-
кости орбиты аппарата) вхоäит в коэффиöиенты
этих кинеìати÷еских уравнений (в проекöии век-
тора абсоëþтной уãëовой скорости ìãновенной
ориентаöии орбиты КА иëи орбитаëüной систеìы
коорäинат). Поэтоìу эти заäа÷и ìоãут бытü отне-
сены к кëассу кинеìати÷еских заäа÷ управëения
уãëовыì äвижениеì тверäоãо теëа.
Частные сëу÷аи рассìатриваеìой заäа÷и опти-

ìаëüной переориентаöии орбиты КА рассìатрива-

ëисü в работах Ю. М. Копнина [16], В. Н. Лебеäева
[17], М. З. Борщевскоãо, М. В. Иосëови÷а [18],
Г. Л. Гроäзовскоãо, Ю. Н. Иванова, В. В. Токарева
[19], Д. Е. Охоöиìскоãо, Ю. Г. Сихаруëиäзе [20].
В работе В. Н. Лебеäева [17] изу÷аëся поворот

пëоскости окоëозеìной круãовой орбиты с по-
ìощüþ тяãи, норìаëüной к ìãновенной пëоскости
орбиты, с испоëüзованиеì усреäненных уравнений
в уãëовых эëеìентах орбиты.
В работе Г. Л. Гроäзовскоãо, Ю. Н. Иванова,

В. В. Токарева [19] иссëеäоваëся поворот пëоскос-
ти круãовой орбиты спутника попере÷ной тяãой
(тяãой, направëенной перпенäикуëярно к ìãно-
венной пëоскости орбиты, называеìой также в ра-
боте [19] "бинорìаëüной тяãой"). Дëя описания
äвижения испоëüзованы уравнения ориентаöии
орбиты КА в уãëовых оскуëируþщих эëеìентах,
записанные в безразìерных переìенных. Заäа÷а
рассìатриваëасü в преäпоëожении, ÷то на÷аëüная
орбита спутника ëежит в пëоскости экватора и тре-
буеìый уãоë накëона орбиты явëяется ìаëыì.
В работе Д. Е. Охоöиìскоãо, Ю. Г. Сихаруëиäзе

[20] рассìатриваëасü заäа÷а поворота пëоскости
оскуëируþщей орбиты КА с поìощüþ "бинор-
ìаëüной сиëы", созäаþщей "бинорìаëüное ускоре-
ние", с испоëüзованиеì уравнений äëя уãëовых ос-
куëируþщих эëеìентов. Рассìотрение оãрани÷и-
вается сëу÷аеì круãовой орбиты, который, по
сëоваì авторов этой работы, быë иссëеäован в ра-
ботах Ю. М. Копнина [16] и М. З. Борщевскоãо,
М. В. Иосëови÷а [18]. Анаëизируется оптиìаëü-
ный в сìысëе ìиниìизаöии характеристи÷еской
скорости поворот пëоскости круãовой орбиты на
уãоë накëонения орбиты ΔI за неоãрани÷енное вре-
ìя. Показывается, ÷то äëя ìаëых уãëов поворота ΔI
оäноиìпуëüсный поворот пëоскости орбиты, вы-
поëняеìый на ëинии узëов, энерãети÷ески эквива-
ëентен повороту пëоскости орбиты с поìощüþ
"бинорìаëüноãо иìпуëüса скорости". Отìетиì, оä-
нако, ÷то поворот орбиты на уãоë ΔI рассìатрива-
ется в работе [20] в прибëиженной постановке с
испоëüзованиеì ëиøü оäноãо из äифференöиаëü-
ных уравнений äëя уãëовых оскуëируþщих эëе-
ìентов орбиты.
В статüе С. А. Иøкова и В. А. Роìаненко [21]

рассìатривается вековое изìенение трех уãëовых
эëеìентов орбиты поä äействиеì реактивноãо уско-
рения, ортоãонаëüноãо пëоскости оскуëируþщей
орбиты КА. Эта заäа÷а называется в статüе заäа÷ей
коррекöии эëеìентов орбиты "бинорìаëüныì ре-
активныì ускорениеì". Преäпоëаãается, ÷то КА
оснащен эëектрореактивныì äвиãатеëеì с нереãу-
ëируеìой тяãой, работаþщиì без выкëþ÷ения.
Испоëüзуеìые в статüе [21] исхоäные уравнения
äвижения КА иìеþт виä кинеìати÷еских уравне-
ний в уãëовых эëеìентах. Дëя реøения заäа÷и ав-
торы статüи перехоäят в этих уравнениях к новой
независиìой переìенной (истинной аноìаëии).
Поëу÷енные уравнения äопоëняþтся уравнениеì
äëя характеристи÷еской скорости.
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Заäа÷а реøается с поìощüþ принöипа ìакси-
ìуìа и усреäнения уравнений. Из усреäненных
уравнений поëу÷ен ряä анаëити÷еских соотноøе-
ний äëя опреäеëения затрат характеристи÷еской
скорости в ÷астных сëу÷аях коррекöии оäноãо иëи
äвух эëеìентов орбиты (накëона орбиты, äоëãоты
восхоäящеãо узëа) при усëовии ìаëости изìенения
накëона орбиты и äоëãоты восхоäящеãо узëа. По
сëоваì авторов статüи [21], уравнения заäа÷и оп-
тиìизаöии в поëноì объеìе не привеäены и не
проанаëизированы из-за боëüøой ãроìозäкости
уравнений äëя сопряженных переìенных.
Реøение заäа÷и оптиìаëüной переориентаöии

орбиты КА посреäствоì реактивноãо ускорения,
ортоãонаëüноãо пëоскости оскуëируþщей орбиты,
иëи посреäствоì реактивной тяãи, созäаþщей это
ускорение, с поìощüþ кинеìати÷еских уравнений
в уãëовых эëеìентах орбиты в строãой неëинейной
постановке äостато÷но сëожно в сиëу неëинейности
этих уравнений, наëи÷ия в них особых то÷ек, в ко-
торых уãоë накëона орбиты равен 0 иëи π, а также
в сиëу ãроìозäкости уравнений äëя сопряженных
переìенных. Поэтоìу äëя реøения этой заäа÷и
оптиìаëüной переориентаöии орбиты КА вìесто
уãëовых эëеìентов орбиты öеëесообразно испоëü-
зоватü [4, 13, 22—24] параìетры Эйëера (Роäриãа—
Гаìиëüтона).
Дифференöиаëüные уравнения ориентаöии орби-

ты КА в параìетрах Эйëера [4, 13, 22—24] образуþт
систеìу пяти неëинейных стаöионарных äиффе-
ренöиаëüных уравнений первоãо поряäка относи-
теëüно параìетров Эйëера (Роäриãа—Гаìиëüтона),
описываþщих ориентаöиþ орбиты КА, и истинной
аноìаëии. Эти уравнения в отëи÷ие от ÷етырех не-
ëинейных äифференöиаëüных уравнений ориента-
öии орбиты в уãëовых эëеìентах орбиты не иìеþт
особых то÷ек, к тоìу же при перехоäе в них от вре-
ìени к новой независиìой переìенной (истинной
аноìаëии) поëу÷ается (при известноì (как функöия
вреìени) управëении) систеìа ÷етырех ëинейных
нестаöионарных äифференöиаëüных уравнений
относитеëüно параìетров Эйëера, в то вреìя как
äифференöиаëüные уравнения в уãëовых эëеìен-
тах орбиты остаþтся существенно неëинейныìи.
Отìетиì также, ÷то систеìа уравнений в параìет-
рах Эйëера, описываþщая ориентаöиþ орбиты КА,
ìожет рассìатриватüся как нестаöионарная систеìа
äифференöиаëüных уравнений ÷етвертоãо поряäка,
так как уравнение äëя истинной аноìаëии в этой
систеìе интеãрируется в кваäратурах независиìо
от äруãих уравнений, в сиëу ÷еãо истинная аноìа-
ëия ìожет рассìатриватüся как известная функöия
вреìени. При такоì рассìотрении указанная сис-
теìа уравнения явëяется (при известноì управëе-
нии) ëинейной äифференöиаëüной систеìой.
Указанные обстоятеëüства äеëаþт испоëüзова-

ние кинеìати÷еских уравнений ориентаöии орбиты
КА в параìетрах Эйëера äëя реøения заäа÷ пере-
ориентаöии орбиты, пëоскости орбиты и коррек-
öии уãëовых эëеìентов орбиты боëее уäобныì и
эффективныì в сравнении с испоëüзованиеì урав-

нений в уãëовых оскуëируþщих эëеìентах. Такое
реøение заäа÷и переориентаöии орбиты КА в не-
прерывной постановке (с испоëüзованиеì оãрани-
÷енной (ìаëой) тяãи) рассìотрено в работах [25—28].
В них в ка÷естве управëения испоëüзовано ускоре-
ние от тяãи реактивноãо äвиãатеëя, в ка÷естве
функöионаëа ка÷ества проöесса переориентаöии
орбиты КА рассìотрены коìбинированный функ-
öионаë, равный взвеøенной суììе вреìени пере-
ориентаöии и интеãраëа от кваäрата ìоäуëя управ-
ëения, а также коìбинированный функöионаë,
равный взвеøенной суììе вреìени переориента-
öии и иìпуëüса управëения (характеристи÷еской
скорости) за вреìя переориентаöии орбиты КА.
Поëу÷ены законы оптиìаëüноãо управëения (за-
коны изìенения реактивноãо ускорения КА),
уäовëетворяþщие необхоäиìыì усëовияì прин-
öипа ìаксиìуìа Понтряãина. Построены усëовия
трансверсаëüности, не соäержащие неопреäеëен-
ных ìножитеëей Лаãранжа. Сфорìуëированы со-
ответствуþщие кватернионные äифференöиаëü-
ные краевые заäа÷и переориентаöии орбиты КА с
поäвижныì правыì конöоì траектории, описы-
ваеìые систеìаìи неëинейных (äëя первоãо функ-
öионаëа) иëи ëинейных (äëя второãо функöионаëа)
нестаöионарных äифференöиаëüных уравнений
восüìоãо поряäка, в которых роëü независиìой пе-
реìенной иãрает истинная аноìаëия (при испоëü-
зовании вìесто вреìени в ка÷естве независиìой
переìенной истинной аноìаëии из рассìотрения
искëþ÷ается äифференöиаëüное сопряженное
уравнение, соответствуþщее истинной аноìаëии).
Установëены первые интеãраëы äифференöиаëü-
ных уравнений краевых заäа÷ оптиìизаöии, в тоì
÷исëе их кватернионный первый интеãраë, сущест-
вуþщий äëя ëþбоãо (не тоëüко оптиìаëüноãо) уп-
равëения. Отìетиì, ÷то кватернионное сопряжен-
ное уравнение в рассìатриваеìой заäа÷е иìеет
форìу кватернионноãо фазовоãо уравнения, ÷то
äеëает äифференöиаëüные уравнения краевых за-
äа÷ коìпактныìи и уäобныìи äëя ÷исëенноãо ре-
øения заäа÷и оптиìаëüной переориентаöии орби-
ты КА. В этих работах также привеäены приìеры
÷исëенноãо реøения заäа÷и оптиìаëüной пере-
ориентаöии орбиты КА в непрерывных постанов-
ках (с испоëüзованиеì оãрани÷енной (ìаëой) тяãи),
выявëены особенности и законоìерности опти-
ìаëüных траекторий и оптиìаëüных управëений.
Привеäенные в работе [28] приìеры соäержат как
варианты с ìиниìизаöией коìбинированных
функöионаëов ка÷ества, так и варианты с ìиниìи-
заöией вреìени (сëу÷ай быстроäействия) иëи ха-
рактеристи÷еской скорости в отäеëüности.
Отìетиì, ÷то иссëеäованиþ заäа÷и оптиìаëü-

ной переориентаöии орбиты КА в непрерывной
постановке (с испоëüзованиеì в ка÷естве управëе-
ния реактивноãо ускорения, созäаваеìоãо äвиãате-
ëеì ìаëой тяãи) и с испоëüзованиеì кватернион-
ноãо äифференöиаëüноãо уравнения ориентаöии
орбитаëüной систеìы коорäинат посвящены работы
[23, 29—31]. Испоëüзование кватернионноãо äиф-
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ференöиаëüноãо уравнения ориентаöии орбитаëüной
систеìы коорäинат боëее уäобно при анаëити÷е-
скоì иссëеäовании заäа÷и оптиìаëüной переориен-
таöии орбиты КА в непрерывной постановке, так
как оно в сëу÷ае круãовой орбиты и постоянноãо
(по ìоäуëþ) управëения явëяется ëинейныì äиф-
ференöиаëüныì уравнениеì с постоянныìи коэф-
фиöиентаìи, в то вреìя как кватернионное äиф-
ференöиаëüное уравнение ориентаöии орбиты КА
в этоì сëу÷ае явëяется ëинейныì äифференöиаëü-
ныì уравнениеì с переìенныìи коэффиöиентаìи.
Оäнако испоëüзование кватернионноãо äиффе-
ренöиаëüноãо уравнения ориентаöии орбиты КА
иìеет преиìущество при ÷исëенноì реøении за-
äа÷и оптиìаëüной переориентаöии орбиты КА,
поскоëüку кватернион ориентаöии орбиты КА яв-
ëяется оскуëируþщиì (ìеäëенно изìеняþщиìся)
эëеìентоì орбиты. Кватернион ориентаöии орби-
таëüной систеìы коорäинат такиì свойствоì не
обëаäает, так как явëяется быстро ìеняþщейся пе-
реìенной.
Отìетиì также, ÷то в неäавно опубëикованных

работах [32, 33] проäоëжено анаëити÷еское и ÷ис-
ëенное изу÷ение заäа÷и об оптиìаëüной переори-
ентаöии орбиты КА с поìощüþ реактивноãо уско-
рения, ортоãонаëüноãо пëоскости оскуëируþщей
орбиты. Функöионаë, опреäеëяþщий ка÷ество
проöесса управëения, преäставëяет собой свертку
с весовыìи ìножитеëяìи äвух критериев: вреìени
и суììарноãо иìпуëüса реактивноãо ускорения,
затра÷енных на проöесс управëения (÷астные сëу-
÷аи этоãо функöионаëа — сëу÷аи быстроäействия
и ìиниìизаöии характеристи÷еской скорости).
В этих работах изëожена новая теория реøения за-
äа÷и оптиìаëüной переориентаöии орбиты КА в
иìпуëüсной постановке (с испоëüзованиеì иì-
пуëüсной (боëüøой) реактивной тяãи). Привеäены
аëãоритìы реøения краевых заäа÷ оптиìаëüной
äвухиìпуëüсной и ìноãоиìпуëüсной переориента-
öии орбиты КА (äëя нефиксированноãо ÷исëа
иìпуëüсов реактивноãо ускорения) и приìеры
÷исëенноãо реøения краевых заäа÷ оптиìаëüной
переориентаöии орбиты КА с испоëüзованиеì оã-
рани÷енной (ìаëой) иëи иìпуëüсной (боëüøой)
тяãи, в которых äëя описания ориентаöии орбиты
КА испоëüзуется кватернионный оскуëируþщий
эëеìент ориентаöии орбиты.

5. Решение обратной задачи кинематики 
роботов-манипуляторов с использованием 
бикватернионной теории кинематического 

управления движением свободного твердого тела

Бикватернионная теория кинеìати÷ескоãо уп-
равëения äвижениеì свобоäноãо тверäоãо теëа ìо-
жет бытü приìенена äëя реøения обратной заäа÷и
кинеìатики роботов-ìанипуëяторов. Обратная за-
äа÷а кинеìатики явëяется оäной из фунäаìентаëü-
ных заäа÷ ìеханики, она испоëüзуется не тоëüко
в робототехнике, но и в трехìерной коìпüþтерной
аниìаöии, при разработке коìпüþтерных иãр и

ìоäеëировании äвижений ìоëекуë. Эта заäа÷а в
робототехнике закëþ÷ается в опреäеëении обоб-
щенных коорäинат робота-ìанипуëятора по из-
вестноìу уãëовоìу и ëинейноìу ìестопоëожениþ
выхоäноãо звена (схвата) робота-ìанипуëятора.
В ка÷естве øести неизвестных обобщенных коор-
äинат выступаþт веëи÷ины, характеризуþщие от-
носитеëüные переìещения звенüев робота-ìани-
пуëятора (как правиëо, это уãëы относитеëüных
поворотов и относитеëüные ëинейные переìещения
звенüев), а в ка÷естве известных веëи÷ин — три äе-
картовы коорäинаты выбранной то÷ки схвата ìа-
нипуëятора и три уãëа Эйëера иëи Крыëова, харак-
теризуþщие поворот схвата вокруã этой то÷ки.
Реøение обратной заäа÷и кинеìатики в траäи-

öионной постановке своäится к реøениþ аëãеб-
раи÷еских систеì, состоящих из øести трансöен-
äентных уравнений, иìеþщих сëожнуþ структуру,
опреäеëяеìуþ выбранной кинеìати÷еской схеìой
робота-ìанипуëятора. В боëüøинстве сëу÷аев эти
систеìы не иìеþт анаëити÷еских реøений, а при их
÷исëенноì реøении возникаþт зна÷итеëüные труä-
ности, связанные с пëохой схоäиìостüþ, а также с
неоäнозна÷ностüþ реøения. Поэтоìу при проек-
тировании ìноãих существуþщих роботов-ìани-
пуëяторов их кинеìати÷еские схеìы выбираëисü
так, ÷тобы обратные заäа÷и кинеìатики реøаëисü
анаëити÷ески. Такой выбор кинеìати÷еских схеì
ìанипуëяторов ìожет бытü неоптиìаëüныì с
функöионаëüной то÷ки зрения.
Реøениеì обратной заäа÷и кинеìатики зани-

ìаëисü ìноãие авторы на÷иная с 70-х ãоäов про-
øëоãо века и по сеãоäняøний äенü. Первыìи быëи
А. Т. Yang и R. Freudenstein (1964), J. J. Uicker,
J. Denavit, R. S. Hartenberg (1964), D. L. Pieper (1968),
D. Kohli и A. H. Soni (1975). Выäеëиì основные из-
вестные ìетоäы реøения обратной заäа÷и кинеìа-
тики: ãеоìетри÷еский поäхоä, аëãебраи÷еский
поäхоä со свеäениеì к поëиноìу; ãруппа ìетоäов,
основанных на приìенении ìатриöы Якоби; ãруппа
ìетоäов, основанных на испоëüзовании аëãоритìа
Нüþтона; ìетоä посëеäоватеëüно покоорäинатноãо
спуска, ìетоä посëеäоватеëüноãо преобразования
Монте-Карëо. С поìощüþ кватернионноãо и биква-
тернионноãо аппаратов заäа÷у реøаëи А. Т. Yang,
R. Freudenstein (1964) и В. П. Гëазков (2005). В по-
сëеäние ãоäы обратнуþ заäа÷у кинеìатики активно
реøаëи с приìенениеì искусственноãо интеëëекта
и нейронных сетей. Оäниì из наибоëее попуëяр-
ных в настоящее вреìя явëяется прибëиженный
итераöионный аëãоритì FABRIK.
Универсаëüноãо способа реøения обратной за-

äа÷и кинеìатики не существует, все известные ìе-
тоäы иìеþт свои äостоинства и неäостатки. По-
этоìу поиск новых эффективных ìетоäов реøения
обратной заäа÷и кинеìатики роботов-ìанипуëя-
торов проäоëжает оставатüся актуаëüныì.
В работах А. В. Моëоткова и Ю. Н. Чеëнокова

[34, 2001; 36, 2002], Ю. Н. Чеëнокова [35, 2002; 37,
2013], Е. И. Лоìовöевой (Неëаевой) и Ю. Н. Чеë-
нокова [38, 39, 2013; 40, 41, 2014; 42, 43, 2015] раз-
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вивается преäëоженный Ю. Н. Чеëноковыì прин-
öипиаëüно новый ìетоä реøения обратных заäа÷
кинеìатики роботов-ìанипуëяторов, основанный
на приìенении бикватернионной теории кинеìа-
ти÷ескоãо управëения äвижениеì свобоäноãо твер-
äоãо теëа по принöипу обратной связи.
Преäëоженный ìетоä закëþ÷ается в реøении

заäа÷и Коøи äëя кинеìати÷еских уравнений äви-
жения робота-ìанипуëятора, преäставëяþщих собой
систеìы обыкновенных неëинейных äифференöи-
аëüных уравнений относитеëüно обобщенных ко-
орäинат робота-ìанипуëятора. Соäержащиеся в
этих интеãрируеìых (в хоäе реøения обратной за-
äа÷и) кинеìати÷еских уравнениях векторы абсо-
ëþтных ëинейной и уãëовой скоростей выхоäноãо
звена (схвата) робота-ìанипуëятора рассìатрива-
þтся как управëения и форìируþтся по принöипу
обратной связи в виäе некоторых функöий обоб-
щенных коорäинат такиì образоì, ÷тобы ëþбое
выбранное (проãраììное) поëожение схвата робо-
та-ìанипуëятора быëо асиìптоти÷ески устой÷и-
выì в боëüøоì иëи в öеëоì. Тоãäа ëþбое ÷астное
реøение äифференöиаëüных кинеìати÷еских урав-
нений буäет стреìитüся асиìптоти÷ески устой÷ивыì
образоì к требуеìой то÷ке пространства обобщен-
ных коорäинат, отве÷аþщей заäанноìу поëожениþ
схвата робота-ìанипуëятора. Поэтоìу в резуëüтате
реøения заäа÷и Коøи äëя ëþбых заäанных на÷аëü-
ных зна÷ений обобщенных коорäинат робота-ìа-
нипуëятора еãо обобщенные коорäинаты приìут в
коне÷ный ìоìент вреìени зна÷ения, отве÷аþщие
(с заäанной степенüþ то÷ности) требуеìоìу поëо-
жениþ схвата робота-ìанипуëятора (äëя котороãо
необхоäиìо реøитü обратнуþ заäа÷у кинеìатики),
и, сëеäоватеëüно, обратная заäа÷а кинеìатики бу-
äет реøена. Отìетиì, ÷то на÷аëüное поëожение
выхоäноãо звена ìожет заäаватüся произвоëüныì
набороì зна÷ений обобщенных коорäинат из их
рабо÷их äиапазонов, и форìирование указанных
законов управëения äвижениеì схвата робота-ìани-
пуëятора эффективно осуществëяется с испоëüзо-
ваниеì бикватернионной кинеìати÷еской теории
управëения äвижениеì свобоäноãо тверäоãо теëа.
Такиì образоì, в преäëаãаеìоì ìетоäе реøе-

ния обратных заäа÷ кинеìатики роботов-ìанипу-
ëяторов реøение неëинейных аëãебраи÷еских (как
правиëо, трансöенäентных) систеì уравнений за-
ìеняется интеãрированиеì кинеìати÷еских урав-
нений äвижения робота-ìанипуëятора. Аëãоритì
реøения обратной заäа÷и кинеìатики закëþ÷ается
в ÷исëенноì интеãрировании кинеìати÷еских
уравнений äвижения робота-ìанипуëятора äëя за-
äанных иëи произвоëüно выбранных (из заäанных
рабо÷их äиапазонов) на÷аëüных зна÷ений обоб-
щенных коорäинат робота-ìанипуëятора. Фиãури-
руþщие в этих уравнениях проекöии вектора
ìãновенной абсоëþтной уãëовой скорости выхоä-
ноãо звена ìанипуëятора и вектора ìãновенной
абсоëþтной скорости выбранной то÷ки этоãо звена
на связанные с этиì звеноì коорäинатные оси
(поä абсоëþтной скоростüþ пониìается скоростü

относитеëüно основания ìанипуëятора) выступаþт в
ка÷естве управëений, построение которых выпоë-
няется по принöипу обратной связи в соответствии
с теорией кинеìати÷ескоãо управëения такиì об-
разоì, ÷тобы выхоäное звено ìанипуëятора пере-
хоäиëо (с требуеìой степенüþ то÷ности) из ëþбоãо
выбранноãо на÷аëüноãо поëожения в ëþбое заäан-
ное коне÷ное поëожение асиìптоти÷ески устой÷и-
выì образоì. Зна÷ения обобщенных коорäинат
ìанипуëятора, соответствуþщие этоìу коне÷ноìу
поëожениþ схвата, и буäут реøениеì обратной за-
äа÷и ìанипуëятора.
К äостоинстваì преäëоженноãо новоãо ìетоäа

реøения обратных заäа÷ кинеìатики роботов-ìа-
нипуëяторов относятся:
универсаëüностü и возìожностü приìенения äëя
кинеìати÷ески избыто÷ных схеì роботов-ìа-
нипуëяторов;
еäинственностü реøения (есëи оно существует)
äëя выбранноãо закона кинеìати÷ескоãо управ-
ëения и заäанноãо на÷аëüноãо поëожения ìани-
пуëятора;
высокая то÷ностü реøения;
высокое быстроäействие;
неитераöионностü (все äруãие известные ìетоäы
явëяþтся итераöионныìи).
Преäëоженный ìетоä позвоëяет также эффек-

тивно реøатü заäа÷у кинеìати÷ески оптиìаëüноãо
перевоäа выхоäноãо звена ìанипуëятора из еãо ëþ-
боãо на÷аëüноãо поëожения, заäаваеìоãо на÷аëü-
ныìи зна÷енияìи обобщенных коорäинат, в тре-
буеìое коне÷ное поëожение, заäаваеìое бикватер-
нионоì коне÷ноãо поëожения выхоäноãо звена
ìанипуëятора, т.е. эффективно реøатü заäа÷у оп-
тиìаëüноãо разëожения кинеìати÷ески оптиìаëü-
ноãо переìещения выхоäноãо звена ìанипуëятора
из еãо ëþбоãо на÷аëüноãо поëожения в требуеìое
коне÷ное поëожение по отäеëüныì степеняì сво-
боäы ìанипуëятора.

6. Кинематическое управление в механике 
роботов-манипуляторов: независимое программное 

управление движением по скорости

Кинеìати÷еское управëение äвижениеì твер-
äоãо теëа испоëüзуется в ìеханике роботов-ìани-
пуëяторов äëя построения так называеìоãо неза-
висиìоãо проãраììноãо управëения äвижениеì по
скорости (сì., наприìер, книãу К. Фу, Р. Гонсаëеса
и К. Ли [44, 1989]). В работе [44] рассìотрены
ìетоäы управëения ìехани÷ескиì ìанипуëятороì
в связанных (обобщенных) коорäинатах, в тоì
÷исëе "неëинейное независиìое управëение по об-
ратной связи". Отìе÷ается, ÷то "во ìноãих приëоже-
ниях боëее преäпо÷титеëüныì явëяется проãраììное
управëение äвижениеì, которое обеспе÷ивает äви-
жение ìанипуëятора в äекартовых коорäинатах по
требуеìой траектории с необхоäиìой скоростüþ".
При независиìоì проãраììноì управëении äви-
жениеì ìанипуëятора по скорости работа разëи÷-
ных äвиãатеëей в со÷ëенениях провоäится [44]
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независиìо и оäновреìенно с разëи÷ныìи скорос-
тяìи, изìеняþщиìися во вреìени äëя тоãо, ÷тобы
обеспе÷итü установивøееся äвижение коне÷ноãо
звена ìанипуëятора вäоëü ëþбой оси непоäвижной
(опорной) систеìы коорäинат. При такоì управ-
ëении заäаþтся [44] жеëаеìые ëинейная и уãëовая
скорости коне÷ноãо звена ìанипуëятора и испоëü-
зуется ìатри÷ное кинеìати÷еское уравнение, по-
звоëяþщее вы÷исëитü скорости в со÷ëенениях
(обобщенные скорости) ÷ерез жеëаеìые скорости
выхоäноãо звена и опреäеëитü режиìы работы äви-
ãатеëей в со÷ëенениях ìанипуëятора äëя тоãо, ÷тобы,
как уже отìе÷аëосü, обеспе÷итü жеëаеìое äвиже-
ние коне÷ноãо звена ìанипуëятора вäоëü ëþбой
оси непоäвижной систеìы коорäинат. Отìетиì, ÷то
жеëаеìые (в ÷астности, оптиìаëüные) ëинейная и
уãëовая скорости коне÷ноãо звена ìанипуëятора
ìоãут бытü построены, как это преäëаãается, на-
приìер, в работе E. Ozgur, Y. Mezouar [45, 2016],
с испоëüзованиеì бикватернионной теории кине-
ìати÷ескоãо управëения äвижениеì свобоäноãо
тверäоãо теëа.
Свеäения по независиìоìу управëениþ äвиже-

ниеì äаны в боëее ранних работах D. E. Whitney
[46—48, 1969, 1972], ãäе рассìатривается независи-
ìое управëение äвижениеì ìанипуëяторов по ско-
рости. В работе R. P. Paul, B. E. Shimano и G. Mayer
[49, 1981] рассìотрены уравнения кинеìати÷ескоãо
управëения äëя простых ìанипуëяторов.
В работе Fabrizio Caccavale и Bruno Siciliano

[50, 2001] рассìатривается заäа÷а кинеìати÷ескоãо
управëения кинеìати÷ески-избыто÷ныìи косìи÷е-
скиìи ìанипуëятораìи с испоëüзованиеì кватер-
нионов ориентаöии. Ввоäится кватернион оøибки
ориентаöии. Вывоäятся соотноøения äëя присо-
еäиненных скоростей. В работе X. Wang, D. Han,
C. Yu и Z. Zheng [51, 2012] рассìотрена ãеоìетри-
÷еская структура äуаëüноãо кватерниона с приëо-
женияìи в кинеìати÷ескоì управëении.
В работе L. F.C. Figueredo, B. V. Adorno, J. Y. Ishi-

hara и G. A. Borges [52, 2013] рассìатривается ро-
бастное (ãрубое) кинеìати÷еское управëение ìани-
пуëяöионныìи систеìаìи с испоëüзованиеì äуаëü-
ных кватернионов. Укажеì также неäавнþþ работу
E. Ozgur, Y. Mezouar [45, 2016], ãäе рассìотрено
управëение äвижениеì руки робота с испоëüзова-
ниеì äуаëüных кватернионов и кинеìати÷ескоãо
бикватернионноãо стабиëизируþщеãо закона управ-
ëения, преäëоженноãо Dapeng Han, Qing Wei,
Zexiang Li [53, 2008] и иìеþщеãо виä отриöатеëüной
бикватернионной ëоãарифìи÷еской обратной связи.
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The theory of the kinematic control of the rotational (angular) motion of a rigid body and the spatial motion of a free rigid
body used in the article is based on the quaternion and biquaternion kinematic models of the rigid body motion. In this theory,
the kinematic equations of the rotational and (or) translational motion of a body are considered as the mathematical models of
a rigid body motion, and the vectors of the angular and (or) translational velocities of a body or kinematic screws are used as
the controls. The goal of the kinematic control is transfer of a rigid body from its assigned initial position to the desired final position
by applying the required (program) angular and (or) linear velocities to the body. Also, the goal of the kinematic control can trans-
fer a rigid body from its given initial position to any selected program path and, further, to an asymptotically stable motion along
the program path with the required program angular and linear velocities by applying the required stabilizing angular and linear
velocities to the body. In the article the authors present a review of the papers dedicated to the following applications of the theory
of the kinematic control of a rigid body motion in the mechanics of a space flight, inertial navigation and mechanics of the robot
manipulators: two-circuit control of the rotational motion of a rigid body (spacecraft) using a strapdown inertial navigation system;
adjustable strapdown systems for orientation and navigation of the moving objects; TSP-Argus motion control platform complex
for Mars-94 space project; optimal reorientation of the orbit, of the orbital plane and correction of the angular elements of the orbit
of the spacecraft by means of a reactive acceleration, orthogonal to the plane of the orbit of the spacecraft; solving of the inverse
problems of the kinematics of the robot manipulators using the biquaternion theory of the kinematic control; kinematic control for
the mechanics of the robotic manipulators (independent program motion speed control).

Keywords: kinematic control, rigid body, moving object, orientation, navigation, platform complex, spacecraft, orbit, in-
verse problem of kinematics, robot manipulator, quaternion, biquaternion
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Система для автоматического выполнения 
манипуляционных операций с помощью подводного робота1

Введение

В настоящее вреìя пробëеìа автоìати÷ескоãо
выпоëнения разëи÷ных виäов ìанипуëяöионных
операöий в ãëубинах Мировоãо океана явëяется
о÷енü актуаëüной. Мноãие иссëеäоватеëи успеøно
реøаþт заäа÷и созäания поäвоäных роботов (ПР),
оснащаеìых оäниì иëи нескоëüкиìи ìноãозвен-
ныìи поäвоäныìи ìанипуëятораìи (ПМ) [1—4].
Эти ПР проектируþтся äëя выпоëнения ìноãих
техноëоãи÷еских и иссëеäоватеëüских операöий,
зна÷итеëüно расøиряþщих обëасти приìенения
ПР в ãиäроãеоëоãии, ãиäробиоëоãии, ãеофизике и
ãиäрохиìии, а также в обëасти нефте- и ãазоäобы÷и
за с÷ет выпоëнения новых виäов работ. При этоì
особо важны операöии по сеëективноìу отбору
проб ãрунта и образöов ãеоëоãи÷еских пороä; сбору
отäеëüных виäов биоорãанизìов; установке и обсëу-
живаниþ разëи÷ных приборов; опреäеëениþ со-
става и пëотности ãрунта с поìощüþ спеöиаëüных
щупов и буров; взятиþ проб осаäков ãрунтовыìи
ãерìети÷но закрываþщиìися трубкаìи; изìерениþ
параìетров разëи÷ных сëоев осаäо÷ноãо ãрунта с
поìощüþ терìисторных äат÷иков и äр.
В поäавëяþщеì боëüøинстве сëу÷аев все эти

операöии выпоëняþтся спеöиаëüно обу÷енныìи
оператораìи в ру÷ноì режиìе. Но, не иìея пря-
ìоãо контакта с объектоì работ (ОР) и суäя о еãо
распоëожении тоëüко по виäеоизображениþ, опе-
ратор не ìожет быстро и то÷но реøатü поставëен-
ные заäа÷и. Кроìе тоãо, режиì теëеуправëения
требует испоëüзования кабеëüных ëиний связи
ìежäу оператороì и ПМ, которые вносят сущест-

венные возìущения в проöесс управëения и зна-
÷итеëüно увеëи÷иваþт вреìя выпоëнения указан-
ных операöий. Известны ëиøü еäини÷ные сëу÷аи
испоëüзования автоноìных ПР äëя выпоëнения
äаже простейøих ìанипуëяöионных операöий в
автоìати÷ескоì режиìе [3].
Сей÷ас уже разработаны и иссëеäованы систеìы

навиãаöии и то÷ноãо автоìати÷ескоãо управëения
разëи÷ныìи ПР [4—6]. Созäаны ìетоäы высоко-
то÷ноãо уäержания ПР вбëизи ОР [4, 7—11], позво-
ëяþщие с жеëаеìой пространственной ориентаöией
фиксироватü их в заäанной то÷ке пространства без
посаäки на ãрунт (без взìу÷ивания приäонных
сëоев). Преäëоженный в работе [12] ìетоä коррек-
öии траекторий äвижения ПМ позвоëяет выпоëнятü
ìанипуëяöионные операöии äаже в усëовиях неза-
пëанированных сìещений ПР относитеëüно ОР.
Наибоëее важныì äëя реøения ìанипуëяöион-

ных заäа÷ в автоìати÷ескоì режиìе явëяется оп-
реäеëение распоëожения и пространственной ори-
ентаöии ОР относитеëüно ПР, а также форìиро-
вание режиìов äвижения ПМ и ПР, искëþ÷аþщих
возникновение аварийных ситуаöий. При этоì преä-
ëаãается закрепëение на ОР спеöиаëüных ìаркеров
иëи испоëüзование сëожных аëãоритìов обработки
виäеоизображения [3]. В статüе [13] преäëаãается
при работе ПМ с ОР сëожной форìы испоëüзоватü
труäоеìкие аëãоритìы обработки виäеопотоков с
нескоëüких теëекаìер и световые ìаркеры, заранее
устанавëиваеìые на ОР, ÷то о÷енü затруäнитеëüно.
Такиì образоì, особенности и неäостатки из-

вестных поäхоäов и ìетоäов не позвоëяþт автоìа-
тизироватü выпоëнение распространенных операöий
в ãëубинах Мировоãо океана. Поэтоìу необхоäиìо
созäаватü новые эффективные поäхоäы к автоìа-
ти÷ескоìу реøениþ указанных ìанипуëяöионных

Обсуждается разработка и исследование нового метода синтеза системы управления подводным манипуляционным робо-
том для автоматического взятия проб грунта и образцов геологических пород донной поверхности.
Ключевые слова: система управления, подводный робот, многозвенный манипулятор, автоматический режим, доплеров-

ский лаг, глубоководные исследования
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16-38-00488 ìоë_а.
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заäа÷, которые позвоëят испоëüзоватü автоноìные
ПР, оснащенные ПМ, расøиряя их функöионаëü-
ные возìожности и снижая стоиìостü выпоëнения
поäвоäных работ.

Постановка задачи

В äанной статüе ставится заäа÷а разработки но-
воãо поäхоäа к автоìати÷ескоìу выпоëнениþ ìа-
нипуëяöионных операöий вбëизи äна в режиìе за-
висания ПР в воäной среäе. При этоì распоëоже-
ние ОР относитеëüно ПР äоëжно опреäеëятüся с
поìощüþ типовых бортовых сенсоров, а ориента-
öия в пространстве этоãо ПР äоëжна бытü такой,
÷тобы посëеäуþщие операöии уäаваëосü выпоëнятü
эффективно, у÷итывая ãраниöы рабо÷ей зоны ПМ.

Определение расположения ПР
относительно поверхности дна

При взятии в автоìати÷ескоì режиìе образöов
äонных пороä посëе вхоäа ПР в зону работ необ-
хоäиìо в реаëüноì ìасøтабе вреìени опреäеëятü
текущее распоëожение и пространственнуþ ори-
ентаöиþ поверхности äна относитеëüно этоãо ПР.
Гëубоковоäные иссëеäования, выпоëненные с по-
ìощüþ ПР в Японскоì, Охотскоì, Беринãовоì,
Чукотскоì и äруãих ìорях Тихоãо океана, показаëи,
÷то в поäавëяþщеì боëüøинстве сëу÷аев взятие
проб осаäо÷ных сëоев ãрунта и образöов ãеоëоãи-
÷еских пороä выпоëняется на относитеëüно ровной
поверхности ìорскоãо äна, но иìеþщей переìен-
ный накëон к ãоризонту (посëеäнее ÷асто затруä-
няет то÷ное выпоëнение поставëенных ìанипуëя-
öионных заäа÷). Поэтоìу переä автоìати÷ескиì
выпоëнениеì заäанных ìанипуëяöионных операöий
необхоäиìо опреäеëитü взаиìное распоëожение
проäоëüной оси ПР и усреäненной поверхности äна,
которуþ прибëиженно ìожно аппроксиìироватü
пëоскостüþ, описываеìой уравнениеì виäа [14]

Ax + By + Cz + D = 0, (1)

ãäе A, B, C, D — оäновреìенно не равные нуëþ по-
стоянные коэффиöиенты; x, y, z — оси пряìоуãоëü-
ной систеìы коорäинат (СК).
Совреìенные абсоëþтные äопëеровские ëаãи,

иìеþщие не ìенее трех ãиäроакусти÷еских антенн,
позвоëяþт с высокой то÷ностüþ опреäеëятü рас-
стояния от ìеста их крепëения на ПР äо äна вäоëü
всех осей этих антенн. Указанные расстояния ìожно
заäатü в пряìоуãоëüной СК X *Y *Z *, жестко свя-
занной с корпусоì ПР, на÷аëо которой С распо-
ëожено в öентре веëи÷ины (воäоизìещения) ПР,
осü X* совпаäает с ãоризонтаëüной — проäоëüной —
осüþ ПР, осü Z * — с еãо вертикаëüной осüþ, а Y *
составëяет с ниìи правуþ тройку. С поìощüþ ëаãа
в СК X*Y *Z * ìожно сфорìироватü ìассив n то÷ек
с коорäинатаìи xi, yi и zi, i = ( ), принаäëежа-
щих äонной поверхности.
Дëя описания усреäненной поверхности äна

вбëизи ПР поëу÷енный ìассив то÷ек сëеäует ап-

проксиìироватü поëиноìоì первоãо поряäка, ис-
поëüзуя ìетоä наиìенüøих кваäратов [15]. Дëя
этоãо из выражения (1) выразиì переìеннуþ z:

z = A*x + B*y + C*, (2)

ãäе A* = – , B* = – , C* = – .

Поскоëüку выражение (2) иìеет виä функöии
ìножественной ëинейной реãрессии [15] с äвуìя
объясняþщиìи переìенныìи x и y, оäновреìенно
вëияþщиìи на зависиìуþ переìеннуþ z, то äëя
нахожäения уравнения пëоскости, прибëиженно
описываþщей поверхностü äна вбëизи ПР, необ-
хоäиìо ìиниìизироватü зна÷ение суììы кваäра-
тов откëонений всех изìеряеìых äопëеровскиì
ëаãоì зна÷ений zi от зна÷ений, вы÷исëяеìых с по-
ìощüþ уравнения (2):

z(xi, yi) = A*xi + B*yi + C*.

Дëя этоãо необхоäиìо опреäеëитü параìетры
A*, B*, C* при неизìенноì выпоëнении усëовия:

[zi – z(xi, yi)]
2 =

= [zi – A*xi – B*yi – C*]2 → min. (3)

В работе [15] показано, ÷то необхоäиìыì усëо-
виеì выпоëнения требования (3) явëяется обраще-
ние в ноëü ÷астных произвоäных функöии не-
скоëüких переìенных (3) по кажäоìу из параìетров
A*, B*, C*. Проäифференöировав выражение (3)
по кажäоìу из неизвестных параìетров и прирав-
няв нуëþ поëу÷енные выражения, сфорìируеì
систеìу трех уравнений:

(4)

Посëе вынесения в правые ÷асти свобоäных
÷ëенов систеìа (4) преобразуется к виäу

(5)
1 n,
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Реøая систеìу (5) ëинейных неоäнороäных уравнений ìетоäоì Краìера [16], найäеì искоìые пара-
ìетры A*, B*, C* в виäе

A* =

= ; (6)

B* =

= ; (7)

C* =

= (8)

и, преобразовав выражение (2) с параìетраìи (6)—(8)
к станäартноìу виäу

A*x + B*y – z + C* = 0, (9)

поëу÷иì уравнение пëоскости, характеризуþщей
пространственнуþ ориентаöиþ поверхности äна
вбëизи ПР. Дëя опреäеëения взаиìноãо распоëоже-
ния ПР и усреäненной пëоскости поверхности äна
привеäеì ее станäартное уравнение (9) к норìаëüно-
ìу виäу [14], уìножив еãо ëевуþ и правуþ ÷асти на

норìируþщий ìножитеëü sign(C*) :

Anx + Bny + Cnz = p. (10)

Выражение (10) опреäеëяет пëоскостü, уäаëеннуþ
от на÷аëа СК X*Y *Z * на расстояние p = sign(C*) Ѕ

Ѕ  в направëении еäини÷ноãо нор-

ìаëüноãо вектора пëоскости n = [An, Bn, Cn]
т ∈ R3, ãäе

An=sign(C*) , Bn=sign(C*) ,

Cn = sign(C*)  — направëяþщие ко-

синусы вектора n.

Особенности подхода ПР
к поверхности дна в зоне работ

При поäхоäе ПР к поверхности äна необхоäиìо
выпоëнитü оöенку еãо сëожности в зоне работ и
принятü реøение о приãоäности указанноãо реëüе-

фа äëя безаварийноãо реøения поставëенных ìа-
нипуëяöионных заäа÷.
Гиäроакусти÷еские антенны äопëеровских ëаãов

распоëожены поä уãëоì σ (как правиëо, σ = 30°)
к их проäоëüныì осяì. В проöессе сбëижения ПР
с поверхностüþ äна они обновëяþт зна÷ения ìас-
сивов то÷ек, принаäëежащих этой поверхности,
нескоëüко раз в секунäу, обновëяя с такой же ÷ас-
тотой коэффиöиенты уравнения пëоскости (9).
При сбëижении ПР с äноì обëастü äонной по-

верхности, охватываеìая ëу÷аìи äопëеровскоãо
ëаãа, уìенüøается, и коэффиöиенты уравнения (9),
обновëяеìые с кажäыì изìерениеì ëаãа, также из-
ìеняþтся с уìенüøениеì обëасти. Как показаëи
иссëеäования, оöенки этих изìенений в некоторой
оãрани÷енной рабо÷ей зоне изìерения в проöессе
поãружения ПР öеëесообразно провоäитü с зафик-
сированныì уãëоì курса на÷иная с ìоìента вы-
поëнения усëовия p m 10L, ãäе L — ìаксиìаëüно
возìожное расстояние ìежäу то÷кой С ПР и рабо-
÷иì орãаноì ПМ.
Соãëасно выражениþ (10) вектор npk =

= [Ank, Bnk, Cnk]
т ∈ R3 опреäеëяет пространствен-

нуþ ориентаöиþ пëоскости äна (9) в СК X*Y *Z *
äëя k-ãо изìерения всех антенн ëаãа, k = , ãäе r —
÷исëо изìерений. Поэтоìу äëя оöенки сëожности
реëüефа äна ìожно ориентироватüся на изìенение
зна÷ений уãëов αk = arccos(Ank), βk = arccos(Bnk) и
γk = arccos(Cnk), образуеìых вектороì npk с соот-
ветствуþщиìи осяìи СК X*Y *Z *.
Экспериìентаëüные иссëеäования показаëи,

÷то äëя äонной поверхности без существенных не-
ровностей, приãоäной äëя выпоëнения ìанипуëя-
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öионных операöий, обы÷но выпоëняþтся сëеäуþ-
щие усëовия:

αk max – αk min m 15°; (11)

βk max – βk min m 15°; (12)

γk max – γk min m 15° (13)

äëя всех r изìерений при заãëубëении ПР со ста-
биëизируеìыì уãëоì курса. Есëи хотя бы оäно из
усëовий (11)—(13) не выпоëняется, то приниìа-
ется реøение о прекращении выпоëнения спуска
в этой зоне.
Отìетиì, ÷то в äанной статüе рассìатривается

ПР с автоìати÷ески стабиëизируеìыìи при нуëе-
вых зна÷ениях уãëаìи крена и äифферента. Эта
стабиëизаöия обеспе÷ивается ввеäениеì еãо нену-
ëевой ìетаöентри÷еской высоты. В указанноì ПР
не преäусìатривается управëение креноì и äиф-
ферентоì. Это упрощает еãо конструкöиþ и сис-
теìу управëения. Кроìе тоãо, поскоëüку рабо÷ая
зона ПМ, закрепëенноãо на ПР, всеãäа распоëоже-
на в еãо переäней поëусфере, ãäе устанавëиваþтся
основные сенсоры, виäеокаìеры, фонари и äруãое
оборуäование, то посëе поäхоäа и остановки ПР
вбëизи äна (в зоне работ) осü X* äоëжна бытü всеãäа
направëена в сторону поäъеìа пëоскости (9). Это
позвоëяет устранитü стоëкновение ПР с äноì,
уëу÷øитü обзор зоны работ и сохранитü боëüøуþ
рабо÷уþ зону ПМ.
Такиì образоì, при поäхоäе ПР к зоне работ он

всеãäа äоëжен бытü сориентирован в направëении
вектора  = [An, Bn, 0]T ∈ R3, изображенноãо на
рис. 1, который явëяется проекöией на пëоскостü
СX*Y * вектора np — норìаëи к пëоскости (9). Ис-
коìый уãоë θ необхоäиìоãо разворота ПР относи-

теëüно оси Z * (ìежäу вектороì  и вектороì
Х* = [1, 0, 0] ∈ R3) опреäеëяется по выраженияì

θ = arccos  при Bn > 0;

θ = –arccos  при Bn < 0.

При выпоëнении усëовий (11)—(13) и сбëиже-
нии с äонной поверхностüþ äо расстояния p m 2L
ПР, как уже отìе÷аëосü выøе, äоëжен прекратитü
заãëубëение и развернутüся на уãоë θ.

Формирование траекторий движения ПМ 
при выполнении операций взятия проб грунта

Место зависания и автоìати÷еской стабиëизаöии
[4, 7—11] ПР наä äноì äоëжно бытü äостато÷но
бëизко к äну, ÷тобы рабо÷ая зона ПМ позвоëяëа
еìу правиëüно взятü пробу ãрунта, но в то же вреìя
äаëеко от äна, ÷тобы избежатü стоëкновений с
ãрунтоì и не привоäитü к взìу÷иваниþ приäонно-
ãо сëоя. При сëожноì реëüефе äна автоìати÷ески
выбратü это ìесто непросто.
Поскоëüку ãиäроакусти÷еские антенны боëüøин-

ства äопëеровских ëаãов иìеþт накëоны 60° к пëо-
скости X*СY *, то äëя опреäеëения пëоскости (9)
усреäненная поверхностü äна äоëжна иìетü накëон
к ãоризонту, не превыøаþщий 50°. С у÷етоì тоãо,
÷то проäоëüная остü ПР при еãо стабиëизаöии на-
правëена в сторону поäъеìа поверхности ìорскоãо
äна, необхоäиìо иìетü рабо÷уþ зону ПМ, в кото-
рой пробоотборник ìожет бытü сориентирован
перпенäикуëярно поверхности äна. Дëя упрощения
опреäеëения и заäания эту рабо÷уþ зону ìожно

np*

Рис. 1. Определение ориентации ПР при его движении в зону
работ

np*

npX

np X
--------------

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞* *

* *

npX

np X
--------------

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞* *

* *

Рис. 2. Схема выполнения манипуляционной операции
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преäставитü в виäе коне÷ноãо ÷исëа s вписанных в
нее сеãìентов, иìеþщих форìу параëëеëепипеäов
с оäинаковыìи основанияìи и осяìи, параëëеëü-
ныìи оси Z * СК X*Y *Z *. Веëи÷ина s выбирается
с у÷етоì разìеров рабо÷ей зоны, ãабаритных раз-
ìеров пробоотборников и ÷исëа проб, которые
требуется взятü.
Разбитая на сеãìенты рабо÷ая зона ПМ показа-

на на рис. 2, ãäе ввеäены сëеäуþщие обозна÷ения:
1 — реаëüная поверхностü äна; 2 — пëоскостü, ап-
проксиìируþщая поверхностü äна 1; Pa — то÷ка
поäхоäа рабо÷еãо орãана ПМ, из которой на÷ина-
ется поãружение пробоотборника 3 äëиной h в
ãрунт перпенäикуëярно пëоскости 2 äо то÷ки Ma,
в которой пробоотборник ìаксиìаëüно поãружен;
Ca — то÷ка пересе÷ения вертикаëüной оси сеãìента
a =  и пëоскости 2 äонной поверхности; 4 — ра-
бо÷ая зона ПМ.
Дëя кажäоãо сеãìента a известны коорäинаты

xca и yca пересе÷ения еãо вертикаëüной оси с пëос-
костüþ X*СY *. Выразив z из выражения (9), найäеì
коорäинату zca то÷ки Ca пересе÷ения вертикаëüной
оси сеãìента a с пëоскостüþ (9) по форìуëе

zca = z(xca, yca) = A*xca + B*yca + C*.

То÷ка Ca с коорäинатаìи (xca, yca, zca) буäет
принаäëежатü рабо÷ей зоне ПМ, есëи выпоëняется
усëовие:

zca > zca min, (14)

ãäе zca min — коорäината нижнеãо основания сеã-
ìента a.
ПР äоëжен переìещатüся в направëении äна äо

тех пор, пока не появится то÷ка Ca, уäовëетворяþ-
щая усëовиþ (14). Посëе заãëубëения ПР äоëжен
бытü стабиëизирован в режиìе зависания [4, 7—11].
Есëи требуется взятü q проб, то ПР необхоäиìо за-
ãëубëятü äо появëения то÷ек Ca в q сеãìентах, уäов-
ëетворяþщих усëовиþ (14).
Посëе стабиëизаöии ПР в режиìе зависания

ПМ на÷инает поãружатü пробоотборник в ãрунт
перпенäикуëярно иäентифиöированной äонной
поверхности, а затеì извëекает еãо и поìещает в
контейнер.
В резуëüтате траекториþ äвижения ПМ ìожно

преäставитü в виäе посëеäоватеëüности перехоäов
еãо рабо÷еãо орãана из исхоäноãо транспортноãо
поëожения в то÷ку поäхоäа Pa, затеì переìещение
параëëеëüно вектору np на веëи÷ину заãëубëения h
в то÷ку Ma, в которой пробоотборник ìаксиìаëüно
поãружен в ãрунт. То÷ка Pa форìируется с у÷етоì
зна÷ения ε (рис. 2), позвоëяþщей искëþ÷итü воз-
ìожный контакт пробоотборника c поверхностüþ
неровноãо äна при перехоäе рабо÷еãо орãана ПМ
из исхоäноãо поëожения в эту то÷ку:

Pa = Ca – np(h + ε).

То÷ка Pa äоëжна обязатеëüно распоëаãатüся в
рабо÷ей зоне ПМ. Коорäинаты то÷ки Ma расс÷и-
тываþтся по форìуëе:

Ma = Pa + nph.

При извëе÷ении пробоотборника рабо÷ий ор-
ãан ПМ, не ìеняя своþ ориентаöиþ, перехоäит
сна÷аëа в то÷ку Pa, а затеì в исхоäное поëожение,
поìещая пробоотборник в контейнер.

Результаты морских испытаний

Дëя иссëеäования работоспособности и особен-
ностей функöионирования синтезированной на
основе преäëоженноãо поäхоäа систеìы управëе-
ния быëи выпоëнены ìорские испытания в ãëубо-
ковоäной экспеäиöии в Беринãовоì ìоре с ПР
Sub-Atlantic Comanche 18, оснащенныì ПМ Schilling
Orion 7P (рис. 3).
Во вреìя экспеäиöии выпоëняëосü коìпëекс-

ное иссëеäование экосистеì ãиäротерìаëüных по-
ëей поäвоäноãо вуëкана Пийпа и поäвоäных ãор
северо-запаäной ÷асти Тихоãо океана. Поäвоäные
работы веëисü на ãëубинах от 345 äо 4273 ì и вкëþ-
÷аëи в себя виäеосъеìку и взятие разëи÷ных проб
ãрунта с испоëüзованиеì ãрунтоотборных трубок с
обратныìи кëапанаìи на верхних конöах (рис. 4).

1 s,

Рис. 4. Отбор проб грунта

Рис. 3. ПР Comanche 18
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Экспериìент выпоëняëся с испоëüзованиеì äоп-
ëеровскоãо ëаãа Navigator Teledyne RD Instruments,
изìеряþщеãо расстояние äо äна вäоëü осей ÷еты-
рех ãиäроакусти÷еских антенн, веëи÷ина L = 3,4 ì
äëя ПР Comanche 18. В проöессе поãружения ПР с
расстояния 10L äо пëоскости äна коэффиöиенты
уравнения (10) обновëяëисü с ÷астотой изìерений
äопëеровскоãо ëаãа 5 Гö. При этоì ПР иìеë фикси-
рованный курс 12°. На расстоянии ПР 10L от äна
пëоскостü поверхности äна, описываеìая урав-
нениеì (10), иìеëа коэффиöиенты: Аn = 0,114;
Bn = 0,093; Cn = –0,989; р = 33,451, а вектор npk —
уãëы αk = 83,5°; βk = 84,7° и γk = 171,6° с соответ-
ствуþщиìи осяìи СК X*Y *Z * (сì. рис. 1).
На рис. 5 в СК X*Y *Z * изображена пëоскостü 1,

изìеренная ëаãоì 2 ПР на расстоянии 2L от пëос-
кости äна, которая описана уравнениеì (10) с ко-
эффиöиентаìи Аn = 0,072; Bn = 0,055; Cn = –0,996;
р = 6,825. Вектор npk с соответствуþщиìи осяìи
СК X*Y *Z * образует уãëы αk = 85,9°; βk = 86,8° и
γk = 174,8°. Дëя ориентаöии проäоëüной оси ПР в
сторону поäъеìа пëоскости äна еìу нужно быëо
äопоëнитеëüно развернутüся на уãоë θ = 37,59°.
При поãружении ПР с расстояния 10L äо 2L от

äна ìаксиìаëüные изìенения уãëов αk, βk, γk не
превыøаëи 5°. Поэтоìу усëовия (11)—(13) не нару-
øаëисü. Изìерения показаëи, ÷то äонная поверх-
ностü не иìеет существенных неровностей и при-
ãоäна äëя выпоëнения ìанипуëяöионных операöий.
Всеãо быëо соверøено нескоëüко äесятков успеø-
ных поãружений с забороì образöов äонноãо
ãрунта, при которых усëовия (11)—(13) всеãäа вы-
поëняëисü.

Заключение

В работе рассìотрен поäхоä к построениþ сис-
теìы управëения, которая в автоìати÷ескоì режи-
ìе с поìощüþ äопëеровскоãо ëаãа опреäеëяет рас-
поëожение äонной поверхности относитеëüно ПР
и обеспе÷ивает еãо поãружение с забороì проб

äонноãо ãрунта бортовыì ìноãозвенныì ПМ. Дëя
автоìати÷ескоãо взятия проб ãрунта и образöов
ãеоëоãи÷еских пороä с äонной поверхности преäëо-
жен аëãоритì, позвоëяþщий форìироватü простран-
ственные траектории äвижения рабо÷их инстру-
ìентов ПМ на основе инфорìаöии о непрерывно
уто÷няеìой ìоäеëи поверхности äна и о форìе ра-
бо÷их зон этих ПМ.
Дëя иссëеäования разработанной систеìы и аë-

ãоритìа управëения выпоëнены ìорские испыта-
ния, резуëüтаты которых поäтверäиëи ее эффек-
тивностü и простоту практи÷еской реаëизаöии.
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This paper presents the questions of development and research of the new synthesis method of a control system for the au-
tonomous and remotely controlled underwater robots equipped with underwater multilink manipulators. This system was de-
signed for implementation of the widely used underwater research manipulative operations in an automatic mode. Some of them
are: taking soil samples and geological rocks, determination of the composition and density of the soil with special probes and
drills, taking precipitation samples with the hermetically sealed soil tubes, measurements by means of the thermistor sensors
in different layers of the sedimentary soil. A control system based on the proposed method was developed. In an automatic
mode, this system determines location of the bottom surface in relation to the underwater robot by means of the onboard multi-
beam hydroacoustic sonar. During a robot’s immersion, the developed system evaluates the complexity of the bottom relief in
the working area and takes decisions on the suitability of the said relief for a trouble-free implementation of the specified ma-
nipulative tasks. Also, the proposed system determines a robot’s spatial orientation and the position for the most efficient and
safe manipulation operations. The algorithm for formation of the spatial trajectories of the multilink underwater manipulator’s
working tools was proposed. These trajectories are formed with account of the borders of the manipulator’s workspace, where
a sampling device can be oriented perpendicular to the bottom surface. This algorithm uses information about the continuously
updated model of the bottom surface. The experimental tests of the synthesized control system were done in a deep-sea ex-
pedition for research of its operability and functioning features. The experiment results proved the efficiency and simplicity of
a practical realization of the proposed system.
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Использование безэталонных метрик для оценки
качества текущих изображений многообъектных

стационарных наземных сцен. Часть 1*

Введение

В совреìенноì ìире к беспиëотныì ëетатеëü-
ныì аппаратаì (БПЛА) преäъявëяþтся жесткие
требования как по круãу реøаеìых заäа÷, так и по
усëовияì, в которых они äоëжны работатü. К за-
äа÷аì, которые äоëжны реøатü БПЛА, ìожно от-
нести все виäы ìониторинãа объектов инфраструк-
туры назеìных сöен, наприìер типа проìыø-
ëенно-ãороäской застройки, состояния ãазо- и
нефтепровоäов, объектов ìобиëüной связи, прове-
äения ìиротвор÷еских операöий и т.ä. и т.п. Тре-
бования, связанные с усëовияìи приìенения,
вкëþ÷аþт в себя возìожности автоìати÷ескоãо
управëения БПЛА, работу в разное вреìя суток и
в разных поãоäных усëовиях, работу при наëи÷ии
естественных и искусственных поìех разной при-
роäы и т.ä.
Дëя уäовëетворения всех этих требований на

борту БПЛА äоëжны бытü реаëизованы техни÷е-
ские среäства äëя поëу÷ения и обработки инфорìа-
öии об окружаþщей среäе. При этоì все операöии,
связанные с поëу÷ениеì, обработкой инфорìаöии
и принятиеì реøений о äаëüнейøих äействиях,
äоëжны происхоäитü в реаëüноì иëи бëизкоì к ре-
аëüноìу ìасøтабе вреìени.
Оäниì из таких техни÷еских среäств поëу÷ения

и обработки инфорìаöии явëяется систеìа техни-
÷ескоãо зрения (СТЗ). В ка÷естве вхоäной инфор-
ìаöии в такой систеìе, как правиëо, испоëüзуется
поëутоновое текущее изображение (ТИ) назеìной
ìноãообъектной стаöионарной сöены, поëу÷аеìое
в проöессе поëета. Оäной из на÷аëüных операöий,

провоäиìых с этиì изображениеì, явëяется оöен-
ка еãо ка÷ества äëя принятия реøения о принöи-
пиаëüной возìожности иëи невозìожности еãо ис-
поëüзования в äаëüнейøих операöиях обработки,
о выборе проöеäур такой обработки. Преäвари-
теëüная оöенка ка÷ества изображения позвоëяет
существенно сократитü вы÷исëитеëüные ресурсы
при реøении заäа÷ обнаружения, распознавания и
сеëекöии объектов назеìных сöен.
Дëя оöенки ка÷ества поступаþщей инфорìа-

öии испоëüзуþтся разëи÷ноãо роäа ìетрики, кото-
рые ìожно поäразäеëитü на нескоëüко ãрупп:
этаëонные ìетрики (full-reference, FR), в кото-
рых испоëüзуется некоторый этаëон äëя вы÷ис-
ëения ìеры степени схоäства характеристик ис-
хоäноãо изображения и характеристик этоãо
этаëона;
псевäоэтаëонные (reduce-reference, RR) ìетри-
ки, в которых испоëüзуется некоторая априорная
инфорìаöия, наприìер ìатеìати÷еское ожиäа-
ние и äисперсия изображения;
безэтаëонные ìетрики (non-reference), в кото-
рых не преäпоëаãается наëи÷ие какой-ëибо äо-
поëнитеëüной инфорìаöии о текущеì изобра-
жении.
Спеöифика реøения заäа÷ оöенки ка÷ества те-

кущих изображений ìноãообъектных стаöионарных
назеìных сöен состоит в тоì, ÷то äëя рассìатри-
ваеìых изображений характерно боëüøое разнооб-
разие сöен (ãороäские застройки, проìыøëенные
зоны, объекты военной техники и т.ä.), разëи÷ие
реãистрируþщих устройств (теëевизионные (ТВ),
тепëовизионные (ТПВ) äат÷ики и т.ä.), изìен÷и-
востü поãоäных и вреìенных усëовий, наëи÷ие ес-
тественных и искусственных поìех.

Рассматривается представительный набор безэталонных метрик оценки качества изображения, подразделенный на три
класса: метрики, основанные на вычислениях производных яркостей, на статистической обработке изображений, на вычис-
лении различных преобразований изображений (вейвлет-преобразования, дискретные косинусные преобразования и Фурье-пре-
образования). Приведен пример значений метрик применительно к полутоновым изображениям многообъектных наземных сцен
промышленно-городской застройки.
Ключевые слова: обработка изображений, оценка качества изображений, безэталонные метрики, многообъектные ста-

ционарные сцены, влияние погодных и временных условий, состава сцены, корреляционные взаимосвязи
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Ранее в работах [1—3] быëи рассìотрены воп-
росы, связанные с поëу÷ениеì ка÷ественной оöен-
ки текущих изображений с поìощüþ преиìу-
щественно этаëонных ìетрик.
Испоëüзование этаëонных иëи псевäоэтаëон-

ных ìетрик äëя оöенки выøеописанных изобра-
жений сопряжено со ìноãиìи труäностяìи. Дëя
этаëонных ìетрик это относится к возìожности
поëу÷ения этаëона и еãо выбора, äëя псевäоэта-
ëонных ìетрик труäности связаны с поëу÷ениеì
априорной инфорìаöии.
Этих неäостатков ëиøены безэтаëонные ìетрики,

испоëüзуþщие тоëüко саìо изображение в разëи÷-
ных еãо преäставëениях: в виäе поëя яркости, по-
ëей ãраäиентов, Лапëасиана, äискретноãо косинус-
ноãо и Фурüе-преобразования, статисти÷еских по-
ëей и т.ä.
Данная работа состоит из äвух ÷астей. В первой

÷асти рассìатривается набор безэтаëонных ìетрик
[4—7] оöенки ка÷ества изображения. Во второй
÷асти рассìатривается ÷увствитеëüностü безэтаëон-
ных ìетрик к изìененияì на изображениях, вы-
званныì поãоäныìи усëовияìи и вреìенаìи су-
ток, типоì и составоì сöены, типоì реãистрируþ-
щих äат÷иков изображений (ТВ и ТПВ äат÷ики),
а также к изìененияì изображений, связанныì с
наëи÷иеì øуìов и с разìытиеì. Рассìатриваþтся
корреëяöионные зависиìости ìетрик внутри кëас-
са и ìежäу кëассаìи.

Описание безэталонных метрик
для оценки качества изображений

Рассìатриваеìый набор безэтаëонных ìетрик
преäëаãается разäеëитü на три кëасса: ìетрики, ос-
нованные на вы÷исëениях произвоäных яркостей;
основанные на статисти÷еской обработке изобра-
жений; основанные на вы÷исëении разëи÷ных пре-
образований изображений, таких как вейвëет-пре-
образования, äискретные косинусные преобразо-
вания (ДКП) и Фурüе-преобразования.
Приìеì сëеäуþщие обозна÷ения I(x, y) — ìат-

риöа текущеãо поëутоновоãо изображения; x, y —
пространственные переìенные; M, N — ãоризон-
таëüный (÷исëо строк) и вертикаëüный (÷исëо
стоëбöов) разìеры текущеãо изображения соответ-
ственно.

Метрики, основанные на вычислении
производной изображения

Энергия градиента (GRAE). В ка÷естве ìетрики
рассìатривается суììа кваäратов откëонений в ãо-
ризонтаëüноì (Ix(x, y)) и вертикаëüноì (Iy(x, y))
направëениях:

MGRAE = (Ix(x, y)
2 + Iy(x, y)

2),

ãäе Ix(x, y) = I(x, y) – I(x + 1, y), Iy(x, y) = I(x, y) –
– I(x, y + 1).

Пороговый абсолютный градиент (GRAT). Мет-
рика основана на суììировании абсоëþтных зна-
÷ений ãраäиента |Ix(x, y)| (и/иëи |Iy(x, y)|), уäовëе-
творяþщих усëовиþ |Ix(x, y)| l T, ãäе T — заäанный
пороã, т.е.

MGRAT = |Ix(x, y)|,

ãäе Z — ÷исëо пиксеëей, проøеäøих пороã.
В работе рассìатриваþтся ãраäиенты в ãоризон-

таëüноì и вертикаëüноì направëениях, из которых
при суììировании у÷итывается ìаксиìаëüный.
Квадрат градиента (GRAS). Рассìатривается

суììа кваäратов ãраäиентов Ix(x, y):

MGRAS = Ix(x, y)
2.

Пространственная частота (SFRQ). Простран-
ственная ÷астота вы÷исëяется сëеäуþщиì образоì:

MSFRQ = ,

ãäе

RF = ;

CF = .

Фокусное измерение Бреннера (BREN). В основе
ìетрики ëежит вы÷исëение разности ìежäу пиксе-
ëеì и еãо сосеäоì в ãоризонтаëüноì иëи вер-
тикаëüноì направëении, нахоäящиìся на расстоя-
нии в 2 пиксеëя, т.е.

MBREN = |I(x, y) – I(x + 2, y)|2,

ãäе I(x, y) — зна÷ение яркости в то÷ке (x, y).
В äанной работе рассìатривается разностü в äвух

направëениях, и при суììировании выбирается
ìаксиìаëüное зна÷ение.
Контраст изображения (CONT). Метрика вы-

÷исëяется как среäнее зна÷ение контрастов C(x, y)
изображения, т.е.

MCONT = C(x, y),

ãäе зна÷ение контраста C(x, y) äëя кажäой то÷ки (x, y)
изображения I(x, y) вы÷исëяется по форìуëе

C(x, y) = |I(x, y) – I(i, j)|.
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Среднее значение Хелмли и Шерера (HELM).
Дëя изображения I(x, y) ìетрика вы÷исëяется сëе-
äуþщиì образоì:

MHELM = R(x, y),

ãäе

R(x, y) = 

μ(x, y) — среäнее зна÷ение äëя окна с öентроì в
то÷ке с коорäинатаìи (x, y) и разìероì по ãори-
зонтаëи и вертикаëи 15Ѕ15 пиксеëей.
Измерения, основанные на локальных бинарных

шаблонах (LBPA). Метрика, основанная на ëокаëü-
ных бинарных øабëонах (ЛБШ), вы÷исëяется сëе-
äуþщиì образоì:

MLBPA = LBPcontrast(x, y),

ãäе LBPcontrast(x, y) = S(Ik – I(x, y)) вы÷исëяется

äëя окна 3Ѕ3 с öентроì в то÷ке I(x, y); Ik — интен-
сивностü k-ãо пиксеëя из восüìи рассìатриваеìых;

S(p) = 

Производная функции Гаусса (GDER). Данная ìет-
рика основана на вы÷исëении свертки изображения
с произвоäныìи äвуìерной функöии Гаусса, т.е.

MGDER = (I(x, y)Гx(x, y))
2 +

+ (I(x, y)Гy(x, y))
2,

ãäе Гx(x, y), Гy(x, y) — первые ÷астные произвоäные
функöии Гаусса по коìпонентаì x и y соответ-
ственно:

Гx(x, y) = Г(x, y, σ); Гy(x, y) = Г(x, y, σ),

Г(x, y, σ) = exp .

Управляемые фильтры (SFIL). Метрика вы÷ис-
ëяется по форìуëе

MSFIL = If (x, y),

ãäе

If (x, y) = max{ , , ..., },

 = cos(θn)(I(x, y)Гx(x, y)) + sin(θn)(I(x, y)Гy(x, y)).

Мера кривизны изображения (CURV). Метрика
основана на аппроксиìаöии изображения I(x, y)
некой среäней поверхностüþ, кривизна которой
рассìатривается как ìера ка÷ества изображения:

MCURV = |c0| + |c1| + |c2| + |c3|,

ãäе с0, с1, с2, с3 — коэффиöиенты аппроксиìируþ-
щей поверхности, которая заäана сëеäуþщиì об-
разоì: f(x, y) = c0x + c1y + c2x

2 + c3y
2. Коэффиöи-

енты с0, с1, с2, с3 вы÷исëяþтся с поìощüþ свертки
исхоäноãо изображения I(x, y) с ìаскаìи M1, M2:

c0 = M1I(x, y); c1 = I(x, y);

c2 = M2I(x, y) – I(x, y);

c3 = I(x, y) – M2I(x, y);

M1 = , M2 = .

Метрика Tenengrad (TENG). Вы÷исëяется среä-
нее зна÷ение суììы кваäратов ãраäиентов изобра-
жения в ãоризонтаëüноì Gx(x, y) и вертикаëüноì
Gy(x, y) направëениях:

MTENG = (Gx(x, y)
2 + Gy(x, y)

2),

ãäе ãраäиенты Gx(x, y), Gy(x, y) вы÷исëяþтся с по-
ìощüþ свертки исхоäноãо изображения I(x, y) и
оператора Собеëя OS, т.е.

Gx(x, y) = I(x, y)Os, Gy(x, y) = I(x, y) ;

OS = .

Дисперсия Tenengrad (TENV). Вы÷исëяется äис-
персия äëя арифìети÷ескоãо корня от суììы кваä-
ратов ãраäиентов:

MTENV = (G(x, y) – ),

ãäе G(x, y) = ;

 = G(x, y).
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Энергия Лапласиана (LAPE). В ка÷естве ìетрики
рассìатривается энерãия ëапëасиана изображения:

MLAPE = ΔI(x, y)2,

ãäе ëапëасиан ΔI(x, y) поëу÷ен сверткой исхоäноãо
изображения I(x, y) и ìаски L:

ΔI(x, y) = I(x, y)L;

L = .

Модифицированный лапласиан (LAPM). Рассìат-
ривается суììа абсоëþтных зна÷ений ìоäифиöи-
рованноãо ëапëасиана, т.е.

MLAPM = |I(x, y)LX| + |I(x, y)LY|,

ãäе LX, LY — ìаски, заäанные вектороì-строкой и
вектороì-стоëбöоì:

LX = [–1 2 –1], Ly = .

Диагональный Лапласиан (LAPD). Данная ìет-
рика отëи÷ается от ìоäифиöированноãо ëапëаси-
ана у÷етоì äопоëнитеëüных составëяþщих, кото-
рые вы÷исëяþтся сверткой исхоäноãо изображе-
ния и ìасок LD1 и LD2:

MLAPD = |I(x, y)LX | + |I(x, y)LY | +

+ |I(x, y)LD1| + |I(x, y)LD2|,

ãäе LD1 = ; LD2 = .

Отклонение Лапласиана (LAPV). Вы÷исëяется
äисперсия оператора Лапëаса:

MLAPV = (ΔI(x, y) – )2,

ãäе  = Σ(x, y)ΔI(x, y); ΔI(x, y) = I(x, y)L;

L = .

Метрики, основанные
на статистической обработке изображения

Абсолютный центральный момент (ACMO).
Метрика вы÷исëяется сëеäуþщиì образоì:

MACMO = |k – μ|pk,

ãäе pk =  — вероятностü появëения пиксеëя

со зна÷ениеì яркости k (k изìеряется в преäеëах от

[0; 255]); μ = kpk — среäнее зна÷ение ãистоãраì-

ìы; L — ÷исëо уровней яркости.
Автокорреляция Воллатха (VOLA). Вы÷исëя-

ется сëеäуþщиì образоì:

MVOLA = I(x, y)I(x + 1, y) –

– I(x, y)I(x + 2, y).

Корреляция изображения, основанная на среднем
квадратическом отклонении (STDC). Вы÷исëяется
по форìуëе

MSTDC = I(x, y)I(x + 1, y) – MNμ2.

Дисперсия уровней яркости (GLVA). В ка÷естве
ìетрики берется äисперсия уровней яркости:

MGLVA = (I(x, y) – )2,

ãäе  = Σ(x, y)I(x, y).

Нормализованная дисперсия изображения (GLVN).
В ка÷естве ìетрики рассìатривается также äиспер-
сия яркостей, но норìаëизованная с поìощüþ
среäнеãо зна÷ения яркости, т.е.

MGLVN = (I(x, y) – )2.

Локальная дисперсия яркости (GLLV). Вы÷исëя-
ется сëеäуþщиì образоì:

MGLLV = (Lv(x, y) – )2,

ãäе Lv(x, y) — ëокаëüная äисперсия äëя окна раз-
ìероì WxЅWy с öентроì в то÷ке (x, y);  — среäнее
зна÷ение всех ëокаëüных äисперсий изображения.
Модифицированная дисперсия изображения

(GLVM). В основе äанной ìетрики ëежит вы÷ис-
ëение ëокаëüных среäних зна÷ений яркости μ(x, y)
изображения I(x, y):

MGLVM = (I(x, y) – μ(x, y))2,

ãäе μ(x, y) — среäнее зна÷ение яркости äëя окна
разìероì 15Ѕ15 пиксеëей с öентроì в то÷ке с ко-
орäинатаìи (x, y).
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Метрики, использующие моменты Чебышева
(CHEB). Метрика, основанная на вы÷исëении ìо-
ìентов Чебыøева Tmn поряäка (m + n) äëя изобра-
жения I(x, y), вы÷исëяется сëеäуþщиì образоì:

MCHEB = ,

ãäе H( ; P) — это ìножество, состоящее из ìоìентов
Tmn Чебыøева, ÷ей поряäок боëüøе заäанноãо ÷исëа

P(H( ; P) = {Tkl|k + l > P}), а L( ; P) — ìножество,
состоящее из ìоìентов, ÷ей поряäок ìенüøе ëибо

равен PL( ; P) = {Tkl|k + l m P}; ìоìент Чебыøева
Tmn поряäка (m + n) вы÷исëяется как

Tmn = (x; M) (y; N)I(x, y);

(x; N) = ,

ãäе tm(x; M) — äискретный поëиноì Чебыøева,

а ρ(n; N) = (2n)! .

Метрики, использующие собственные значения ко-
вариационной матрицы изображения (EIGV). Фор-
ìуëа ìетрики

MEIGV  = Λii,

ãäе Λ = ΣтΣ — ìатриöа собственных зна÷ений, вы-
÷исëяеìая на основе äиаãонаëüных ìатриö Σ, по-
ëу÷енных с поìощüþ синãуëярноãо разëожения

ìатриöы  = ( (x, y) – μ)( (x, y) – μ)т, 

зäесü μ = Σ(x, y) (x, y); (x, y) — норìа-

ëизованное исхоäное изображение, т.е.

(x, y) = .

Энтропия изображения (HISE). Вы÷исëяется
сëеäуþщиì образоì:

MHISE = – pklog(pk),

ãäе pk =  — вероятностü появëения пиксеëя

со зна÷ениеì яркости k (k изìеряется в преäеëах от

[0; 255]); h(k) — зна÷ение ãистоãраììы изображе-
ния äëя k-ãо уровня яркости; L — ÷исëо уровней
яркости.

Метрики, основанные на преобразовании
исходного изображения

При вы÷исëении ìетрик äанноãо кëасса рассìат-
риваеì сëеäуþщие преобразования: ДКП, Фурüе-
преобразование и вейвëет-преобразование. При
рассìотрении ìетрик этоãо кëасса испоëüзуеì сëе-
äуþщие обозна÷ения: C(u, v) — резуëüтат äискрет-
ноãо косинусноãо преобразования изображения
I(x, y); F(u, v) — резуëüтат пряìоãо äискретноãо
Фурüе-преобразования изображения I(x, y) (u, v —
÷астотные переìенные); WLHi, WHLi, WHHi, WLLi —
три ìатриöы äетаëей (ìатриöы ãоризонтаëüных,
вертикаëüных и äиаãонаëüных äетаëей) и оäна ìат-
риöа прибëижения i-ãо ìасøтаба.
Энергетический коэффициент ДКП (DCTE). В ка-

÷естве ìетрик рассìатривается среäнее зна÷ение
отноøения коìпоненты C(0, 0) и суììы всех остаëü-
ных коìпонент C(u, v) (äëя всех u, v, оäновреìенно
не равных нуëþ) ДКП äëя поäвижноãо окна заäан-
ноãо разìера, т.е.

MDCTE = r(x, y),

ãäе r(x, y) = ; ДКП C(u, v) и, соот-

ветственно, отноøение r(x, y) вы÷исëяþтся äëя
поäвижноãо окна (наприìер, разìероì 8Ѕ8) с
öентроì в то÷ке (x, y).
Упрощенный коэффициент ДКП (DCTR). Данная

ìетрика явëяется вариаöией преäыäущей ìетрики
и вы÷исëяется как

MDCTR =

= .

Модифицированный метод ДКП (DCTM). Рас-
сìатривается среäнее зна÷ение резуëüтата свертки
исхоäноãо изображения I(x, y) и ìаски M:

MDCTM = (I(x, y)M)2,

ãäе M = .
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Математическое ожидание амплитудного спект-
ра Фурье (FTMV). В этоì ìетоäе в ка÷естве ìетрики
ка÷ества изображения испоëüзуется ìатеìати÷еское
ожиäание аìпëитуäноãо спектра Фурüе:

MFTMV = |F(u, v)|,

ãäе |F(u, v)| — ìоäуëü спектра Фурüе.
Модифицированное математическое ожидание

амплитудного спектра Фурье (FTMM). Данная ìет-
рика вы÷исëяется сëеäуþщиì образоì:

MFTMM = PS(u, v),

ãäе PS(u, v) = .

Фурье-оценка качества изображения (FTFM).
Метрика основана на отноøении ÷исëа Фурüе-коì-
понент выøе заäанноãо пороãа T к общеìу ÷исëу
коìпонент

MFTFM = ,

ãäе

R(u, v) = 

Сумма вейвлет-коэффициентов (WAVS)

MWAVS = |WLH1(i, j)| +

+ |WHL1(i, j)| + |WHH1(i, j)|.

Дисперсия вейвлет-коэффициентов (WAVV)

MWAVV = |WLH1(i, j)| – μLH1|
2 +

+ |WHL1(i, j) – μHL1|
2 + |WHH1(i, j)| – μHH1|

2,

ãäе μLH1, μHL1, μHH1 — среäние зна÷ения соответ-
ствуþщих обëастей/поëос ДВП внутри обëасти.
Отношение вейвлет-коэффициентов (WAVR).

Рассìатривается отноøение

MWAVR = ,

ãäе  = WLHk(i, j)
2 + WHLk(i, j)

2 +

+ WHHk(i, j)
2;  = WLLk(i, j)

2; L —

ìаксиìаëüный ìасøтаб разëожения; Ωk — обëастü
суììирования, зависящая от рассìатриваеìоãо
ìасøтаба k.
Отношение курвилет-коэффициентов (WAVC).

В основе ìетоäа ëежит испоëüзование курвиëет-
коэффиöиентов, т.е.

MWAVC = Fθ(x, y),

ãäе Fθ(x, y) =  — отноøение суìì ко-

эффиöиентов k-ãо и k – 1-ãо уровня курвиëет раз-
ëожения. В äанной работе рассìатривается äва
уровня разëожения (k = 2) в восüìи направëениях.

Пример вычисления метрик
оценки качества изображений

Привеäеì приìер вы÷исëения рассìотренных
ìетрик оöенки ка÷ества приìенитеëüно к äвуì по-
ëутоновыì изображенияì ìноãообъектных назеì-
ных сöен. На рис. 1 привеäено изображение про-
ìыøëенно-ãороäской сöены, поëу÷енной при на-
стиëüных уãëах визирования в äневное вреìя суток
при хороøих поãоäных усëовиях. На рис. 2 приве-
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äено изображение транспортной инфраструктуры,
поëу÷енное при съеìке в наäир в äневное вреìя су-
ток при хороøих поãоäных усëовиях. В табë. 1—3
привеäены зна÷ения рассìатриваеìых в работе
ìетрик.

Заключение

В äанной статüе (÷астü 1) рассìотрен преäста-
витеëüный набор безэтаëонных ìетрик ÷етырех
кëассов, основанных на вы÷исëении произвоäных
яркости, статисти÷еской обработке, вы÷исëении
разëи÷ных преобразований (вейвëет-преобразова-
ния, äискретные косинусные преобразования (ДКП)
и Фурüе-преобразования); вы÷исëении поëино-
ìов, энтропии и äруãих характеристик. Привеäен
приìер зна÷ений ìетрик приìенитеëüно к поëуто-
новыì изображенияì ìноãообъектных назеìных
сöен проìыøëенно-ãороäской застройки.
Рассìотренный в äанной работе набор безэтаëон-

ных ìетрик в äаëüнейøеì (÷астü 2) тестируется на
преäставитеëüноì наборе реаëüных поëутоновых
изображений назеìных ìноãообъектных стаöионар-
ных сöен äëя тоãо, ÷тобы оöенитü ÷увствитеëü-
ностü ìетрик к разëи÷ныì фактораì (изìенения на
изображениях, вызванные поãоäныìи усëовияìи
и вреìенеì суток, типоì и составоì сöены, типоì
реãистрируþщих äат÷иков изображений; ÷увстви-
теëüностü к изìененияì изображений, связанныì
с наëи÷иеì øуìов и с разìытиеì), а также выявитü
корреëяöионные зависиìости ìетрик внутри кëас-
са и ìежäу кëассаìи.
Анаëиз резуëüтатов тестирования позвоëит в

äаëüнейøеì упроститü проöеäуру оöенки ка÷ества
изображения в реаëüноì вреìени и повыситü ее
эффективностü за с÷ет искëþ÷ения взаиìосвязан-
ных ìетрик и выбора из них наибоëее аäекватных
и эффективных с вы÷исëитеëüной то÷ки зрения.

Список литературы

1. Avcibas I. Image Quality Statistics and their use in steganalysis
and compression. Ph. D. Thesis. Bogazichi Univ., 2001.

2. Piella G., Heijmans H. A new quality metric for image fusion //
IEEE Conference on Image Processing. 2003. Vol. 3. P. 173—176.

3. Инсаров В. В., Тихонова С. В., Михайлов И. И. Пробëе-
ìы построения систеì техни÷ескоãо зрения, испоëüзуþщих
коìпëексирование инфорìаöионных канаëов разëи÷ных спект-
раëüных äиапазонов // Приëожение к журнаëу "Инфорìаöион-
ные техноëоãии". 2014. № 3.

4. Said Pertuz, Domenec Puig, Miguel Angel Garcia. Analysis of
focus measure operators for shape-from-focus // Pattern Recogni-
tion. 2013. Vol. 46, Iss. 5. P. 1415—1432.

5. Sun Y., Duthaler S., Nelson B. J. Autofocusing algorithm
selection in computer microscopy // IEEE/RSJ International
Conference on Intelligent Robots and Systems. 2005. P. 419—425.

6. Fulton J. R., Fraser C. S. Automated Reconstruction of
Buildings Using a Hand Held Video Camera // Innovations in
Remote Sensing and Photogrammetry. 2009. P. 393—404.

7. Kanjar De, Masilamani V., Image Sharpness Measure for
Blurred Images // Frequency Domain International Conference on
Design and Manufacturing (IConDM2013). 2013. Vol. 64. P. 149—158.

Табëиöа 1
Метрики, основанные на вычислении производной изображения

Изображения Рис. 1 Рис. 2

GRAE 50,176 298,561
GRAT 4,188 10,281
GRAS 21,673 143,157
SFRQ 4,049 11,206
BREN 134,485 628,940
CONT 24,175 63,037
HELM 1,037 1,129
LBPA 4,999 4,353
GDER 3,134 10,399
SFIL 4,116 9,315

CURV 200,686 166,373
TENG 2227,210 8645,633
TENV 1501,104 4916,771
LAPE 53,516 550,381
LAPM 4,720 17,513
LAPD 10,539 35,183
LAPV 53,517 550,385

Табëиöа 2
Метрики, основанные на статистической 

обработке изображения 

Изображения Рис. 1 Рис. 2

ACMO 33,331 33,425
VOLA 1,551•107 2,543•107

STDC 1,938•108 1,851•108

GLVA 39,750 39,587
GLVN 9,656 11,987
GLLV 44799,156 217579,794
GLVM 82,939 303,231
CHEB 0,004 0,036
EIGV 4,716•1013 1,922•1013

HISE 6,350 6,970

Табëиöа 3
Метрики, основанные на преобразовании 

исходного изображения 

Изображения: Рис. 1 Рис. 2

DCTE 0,004 0,025
DCTR 0,003 0,016
DCTM 567,622 4632,329
FTMV 5,675 7,480
FTMM –0,612 –0,909
FTFM 0,007 0,027
WAVS 1,358 5,724
WAVV 2,977 21,633
WAVR 0,001 0,004
WAVC –88,815 –75,012
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In the modern world there are strict requirements to the unmanned aerial vehicles (UAV) in terms of the range of their
tasks and the operating conditions. In order to solve this kind of tasks, it is necessary to produce technical resources for ob-
taining and processing of the information about the environment. One of these technical means for obtaining and processing
of information about the environment is the machine vision system (MVS). The input information in the MVS is a current half-
tone image (CI) of the stationary ground multi-object scenes produced in an air flight. Quality estimation is one of the first
operations done with this image. This operation allows one to take decisions about the possibility of image processing and to
choose the procedures for this processing. Such kind of operations made with the use of a metric of quality can be divided into
three groups: full-reference, reduced-reference and non-reference metrics of quality. The representative set of the non-reference met-
rics of quality, revived in the tasks like those, was divided into three groups: derivative-based, statistical-based and transform
based metrics (wavelet transform, discrete cosine transform and Fourier transform (FT). The set of the non-reference metrics
considered in this work requires further tests connected with the use of the banks of the real halftone images of the stationary
ground multi-object scenes.
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Автономная система охлаждения режущего инструмента
в задаче управления оборудованием с ЧПУ. Часть II*

Введение

Автоìатизаöия произвоäственных проöессов и
обрабатываþщих станков форìирует серüезные тре-
бования к интеëëектуаëüныì систеìаì, управëяþ-
щиì äанныìи станкаìи и проöессаìи. На сеãоäняø-
ний äенü приìеняþтся сëеäуþщие интеëëектуаëü-
ные систеìы: экспертные, рас÷етно-ëоãи÷еские,
рефëекторные, ãибриäные интеëëектуаëüные сис-
теìы [1]. Гибриäные интеëëектуаëüные систеìы,
в своþ о÷ереäü, вкëþ÷аþт в себя: анаëити÷еские
ìоäеëи [2], экспертные систеìы [3], искусственные
нейронные сети [4, 5], не÷етко-ëоãи÷еские систе-
ìы [6, 7], ãенети÷еские аëãоритìы [8], иìитаöион-
но-статисти÷еские ìоäеëи [9]. В ãибриäной систе-
ìе äëя реøения поставëенных заäа÷ приìеняется
коìбинаöия ìетоäов интеëëектуаëüной иìитаöии
проöессов иëи äеятеëüности ÷еëовека. При ис-
поëüзовании выøеописанных ìетоäов автоìатиза-
öии и интеëëектуаëизаöии в произвоäстве зна÷и-
теëüно снижается у÷астие ÷еëовека в произвоäст-
венноì öикëе, ÷то, в своþ о÷ереäü, увеëи÷ивает
коëи÷ество изãотовëенной проäукöии и снижает
риск травìирования ÷еëовека при контроëе и об-
сëуживании станков с ЧПУ [10, 11].

Теоретическое описание построения 
нечетко-логических систем

Структура не÷еткоãо вывоäа состоит из сëеäуþ-
щей посëеäоватеëüности äействий. Вна÷аëе стро-

ится не÷еткая база знаний, которая описывается
правиëаìи виäа

Ri: IF x1 Is , x2 Is , ..., xn Is  THEN y Is Fk,

ãäе x — ÷еткие зна÷ения вхоäных переìенных; n —
÷исëо вхоäных переìенных; m — ÷исëо функöий
принаäëежности у вхоäных переìенных;  —
функöии принаäëежности вхоäных переìенных
(i = , j = ); Fk — функöия принаäëежности
выхоäной переìенной; k — ÷исëо функöий прина-
äëежности у выхоäной переìенной.
Функöии принаäëежности ìоãут заäаватüся тре-

уãоëüныìи, трапеöиевиäныìи и äруãиìи функöияìи
принаäëежности. Дëя поëу÷ения треуãоëüной функ-
öии принаäëежности испоëüзуется форìуëа

f(x; a, b, c) = 

Дëя поëу÷ения трапеöиевиäной функöии при-
наäëежности испоëüзуется форìуëа

f(x; a, b, c, d) = 

Графи÷еское преäставëение äанных типов функ-
öий принаäëежности изображено на рис. 1.

Представлена нечетко-логическая MIMO-система для управления параметрами автономной системы охлаждения режу-
щего инструмента на трехосевом фрезерном станке с ЧПУ, которая регулирует напряжение на затворе полевого транзис-
тора, тем самым изменяя температуру элемента Пельтье, и напряжение на вентиляторе, используемом для охлаждения теп-
лой стороны элемента Пельтье.
Ключевые слова: станок с ЧПУ, автономная охлаждающая система, нечеткая логика, элемент Пельтье, датчики тем-

пературы
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 * Работа выпоëнена при поääержке ãранта Презиäента РФ
МД-707.2017.8 и Госзаäания: Соãëаøение № 2.3440.2017/ПЧ.

Частü I опубëикована в журнаëе "Мехатроника, автоìати-
заöия, управëение", 2017, Т. 18, № 7.
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Даëее в преäпосыëках не÷етких правиë расс÷и-
тываþтся зна÷ения степеней принаäëежности
Am

n(хn) в зависиìости от ÷етких зна÷ений вхоäных
переìенных. Затеì на этапе иìпëикаöии в зависи-
ìости от зна÷ений степеней принаäëежности рас-
с÷итываþтся степени выпоëнения не÷етких пра-
виë βk с поìощüþ t-норì: иìпëикаöии Маìäани
(IM), иìпëикаöии аëãебраи÷ескоãо произвеäения
(IProd), иìпëикаöии Лукасеви÷а (IL) и иìпëикаöии
на основе ìяãких операторов (ISoft) [12]:

βk =

=

Зäесü I — виä иìпëикаöии.
В сëу÷ае есëи не÷еткие правиëа в своих закëþ÷е-

ниях ссыëаþтся на оäну и ту же выхоäнуþ функöиþ
принаäëежности, то активируется то не÷еткое прави-
ëо, у котороãо степенü выпоëнения ìаксиìаëüна:

γi = max{βk|Fi}.

На сëеäуþщеì этапе выпоëняется операöия не-
÷еткоãо пересе÷ения выхоäных функöий прина-
äëежности со зна÷енияìи активированных степе-
ней выпоëнения не÷етких правиë:

(y) = 

Посëе этоãо осуществëяется операöия ãëобаëü-
ной аãреãаöии, на которой с поìощüþ операöии
не÷еткоãо объеäинения опреäеëяется не÷еткая ре-
зуëüтируþщая функöия:

F ′′ = { (y)}.

На закëþ÷итеëüноì этапе расс÷итывается ÷ет-
кое выхоäное зна÷ение с поìощüþ оäноãо из ìе-
тоäов äефаззификаöии, наприìер öентра тяжести
(Center of Gravity, CoG) [13]:

yCoG = .

Данный аëãоритì не÷еткоãо вывоäа испоëüзу-
ется в автоноìной систеìе охëажäения режущеãо
инструìента (сì. Частü I).

Нечетко-логическая MIMO-система 
для управления параметрами автономной системы 
охлаждения режущего инструмента в задаче 

управления оборудованием с ЧПУ

В автоноìной систеìе охëажäения режущеãо
инструìента испоëüзуþтся äва äат÷ика теìпературы
(сì. Частü I). Данные äат÷ики отсëеживаþт теì-
пературы в зоне резания и непосреäственно на теп-
ëой стороне эëеìента Пеëüтüе [14, 15]. Опреäеëив
теìпературу в äвух зонах, необхоäиìо провести ре-
ãуëировку напряжений на затворе поëевоãо тран-
зистора и на вентиëяторе, охëажäаþщеì тепëуþ
сторону эëеìента Пеëüтüе. Путеì изìенения на-
пряжения на затворе транзистора реãуëируется сте-
пенü охëажäения терìоэëеìента Пеëüтüе, а вентиëя-
тор, в своþ о÷ереäü, преäотвращает переãрев äанноãо
эëеìента. Дëя автоìатизаöии и интеëëектуаëиза-
öии проöесса заäания реãуëируеìых напряжений
автораìи преäëожено приìенение не÷етко-ëоãи-
÷еской MIMO-систеìы (рис. 2) [16, 17].
Напряжение на затворе поëевоãо транзистора,

который управëяет охëажäениеì эëеìента Пеëüтüе,
зависит от теìпературы в зоне резания, т.е. при
боëüøей теìпературе режущеãо инструìента и об-

Рис. 1. Функции принадлежности:
а — треуãоëüной форìы; б — трапеöиевиäной форìы
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рабатываеìоãо ìатериаëа необхоäиìо поäатü боëü-
øее напряжение на транзистор [18].
При работе эëеìента Пеëüтüе необхоäиìо отсëе-

живатü теìпературу на тепëой стороне, ÷тобы из-
бежатü ÷резìерноãо переãрева äанноãо эëеìента.
Вентиëятор, обäуваþщий тепëуþ сторону, охëажäает
ее и преäотвращает переãрев эëеìента. В сëу÷ае есëи
вентиëятор работает постоянно и в ìаксиìаëüноì
режиìе, происхоäит неöеëесообразное расхоäова-
ние эëектроэнерãии, а также ускоряется износ вен-
тиëятора. Чтобы избежатü äанной пробëеìы, автора-
ìи работы преäëожено испоëüзоватü вентиëятор
тоëüко в сëу÷ае необхоäиìости, т.е. в сëу÷ае низ-
кой теìпературы тепëой стороны снижатü обороты
иëи совсеì останавëиватü вентиëятор за с÷ет сни-
жения поäаваеìоãо на неãо напряжения, а в сëу÷ае
увеëи÷ения теìпературы тепëой стороны повы-
øатü обороты вентиëятора [19].
Рассìотриì не÷етко-ëоãи÷ескуþ MIMO-систе-

ìу, иìеþщуþ äве вхоäные

tр = {tр1} + {tр2} + {tр3} + {tр4} + {tр5},
tп = {tп1} + {tп2} + {tп3} + {tп4} + {tп5},

и äве выхоäные

Uтр = {Uтр1} + {Uтр2} + {Uтр3} + {Uтр4} + {Uтр5},
Uп = {Uп1} + {Uп2} + {Uп3} + {Uп4} + {Uп5},

переìенные, ãäе tр1, ..., tр5 — терìы вхоäной пере-
ìенной не÷еткоãо ìножества tр (теìпература в зоне

резания); tп1, ..., tп5 — терìы вхоäной
переìенной не÷еткоãо ìножества tп
(теìпература на тепëой стороне эëе-
ìента Пеëüтüе); Uтр1, ..., Uтр5 — терìы
выхоäной переìенной не÷еткоãо
ìножества Uтр (напряжение на затворе
поëевоãо транзистора); Uп1, ..., Uп5 —
терìы выхоäной переìенной не÷ет-
коãо ìножества Uп (напряжение на вен-
тиëяторе) [20].
Вхоäные и выхоäные переìенные

описываþтся треуãоëüныìи функöия-
ìи принаäëежности (ФП), ãрафики
которых преäставëены на рис. 3, ãäе
μ(t), μ(U) — функöии принаäëежнос-
ти соответственно не÷етких ìножеств
t и U [21].
Диапазон теìператур в зоне реза-

ния составëяет 20...110 °С, а напряже-
ние на затворе поëевоãо транзистора
ìожно изìенятü в преäеëах 0...5 В.
Диапазон теìператур тепëой стороны
эëеìента Пеëüтüе 10...75 °С, а напря-
жение вентиëятора ìожно изìенятü
в преäеëах 0...12 В. Не÷еткая база зна-
ний заäана не÷еткиìи правиëаìи
(НП) и преäставëена в табë. 1.
Дефаззификаöия провоäиëасü на

основе ìетоäа öентра тяжести.

Численное моделирование нечетко-логической 
MIMO-системы для управления параметрами 

автономной системы охлаждения 
режущего инструмента в задаче управления 

оборудованием с ЧПУ

При испоëüзовании ìяãких и жестких арифìети-
÷еских операöий в структуре не÷еткоãо вывоäа по-
ëу÷ены ãрафики резуëüтируþщих переìенных U,
преäставëенные на рис. 4.
Правиëüностü работы не÷етко-ëоãи÷еских систеì

зависит от корректноãо выбора операторов иìпëи-
каöии äëя конкретной реøаеìой заäа÷и. Поäбор
необхоäиìоãо оператора иìпëикаöии позвоëяет
избежатü зон не÷увствитеëüности не÷етко-ëоãи÷е-
ской систеìы. Автораìи в äанной работе äëя реаëи-
заöии не÷етко-ëоãи÷ескоãо управëения автоноì-
ной систеìой охëажäения режущеãо инструìента
проìоäеëирована работа операторов не÷еткой
иìпëикаöии, преäставëенных в табë. 2.
В табë. 3 привеäены ãрафики зависиìости на-

пряжения на вентиëяторе от теìпературы на тепëой

Табëиöа 1
Нечеткая база знаний

НП1 НП2 НП3 НП4 НП5

Есëи tр1 tр2 tр3 tр4 tр5
ТО Uтр1 Uтр2 Uтр3 Uтр4 Uтр5
Есëи tп1 tп2 tп3 tп4 tп5
ТО Uп1 Uп2 Uп3 Uп4 Uп5

Рис. 2. Нечетко-логическая MIMO-система для управления параметрами автоном-
ной системы охлаждения режущего инструмента

Рис. 3. Графики функций принадлежности:
а, в — вхоäные переìенные; б, г — выхоäные переìенные
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Табëиöа 2
Операторы нечеткой импликации и формулы для их расчета

Оператор не÷еткой 
иìпëикаöии Форìуëа äëя рас÷ета

Оператор
иìпëикаöии
Маìäани (ìиниìуì)

μA∩B(x) = min(μA(x)μB(x))

Произвеäение (Prod) μA∩B(x) = μA(x)μB(x)

Произвеäение
Гаìахера μA∩B(x) = 

Произвеäение
Эйнøтейна μA∩B(x)=

Усиëенное
произвеäение μA∩B(x) = 

Оãрани÷енная
разностü

μA∩B(x) = max(0, μA(x) + μB(x) – 1)

Иìпëикаöия
Лукасеви÷а

min(1,1 – μA(x) + μB(y))

Иìпëикаöия
Кëини—Динса

max(1 – μA(x), μB(y))

Иìпëикаöия Кëини— 
Динса—Лукасеви÷а

1 – μA(x) + μA(x)μB(y)

Иìпëикаöия Гёäеëя

Иìпëикаöия Яãера

Иìпëикаöия Заäе max(1 – μA(x), min(μA(x), μB(y)))

μA x( )μB x( )
μA x( ) μB x( ) μA x( )μB x( )–+
-----------------------------------------------------

μA x( )μB x( )
2 μA x( ) μB x( ) μA x( )μB x( )–+( )–
----------------------------------------------------------------

min(μA(x), μB(x));
äëя max(μA, μB) = 1,
0 в äруãих сëу÷аях

1 äëя μA(x) m μB(y),
μB(y) в äруãих сëу÷аях

μA x( )( )
μB y( )

Табëиöа 3
Графики различных операторов нечеткой импликации

Оператор не÷еткой 
иìпëикаöии График

Оператор
иìпëикаöии
Маìäани (ìиниìуì)

Произвеäение (Prod)

Произвеäение
Эйнøтейна

Усиëенное
произвеäение

Оãрани÷енная
разностü

Иìпëикаöия
Лукасеви÷а
Иìпëикаöия
Кëини—Динса
Иìпëикаöия Кëини—
Динса—Лукасеви÷а
Иìпëикаöия Гёäеëя
Иìпëикаöия Яãера
Иìпëикаöия Заäе

Рис. 4. Графики нечеткого вывода MIMO-системы:
а — зависиìостü напряжения на затворе поëевоãо транзистора от
теìпературы в зоне резания; б — зависиìостü напряжения на
вентиëяторе от теìпературы на тепëой стороне эëеìента Пеëüтüе
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стороне эëеìента Пеëüтüе при испоëüзовании раз-
ëи÷ных операторов иìпëикаöии.
При испоëüзовании произвеäения Гаìахера воз-

никаþт ситуаöии, коãäа знаìенатеëü равен нуëþ,
÷то вызывает äеëение на ноëü и форìирует зоны
не÷увствитеëüности не÷етко-ëоãи÷еской систеìы.
Реøает äаннуþ пробëеìу произвеäение Эйнøтейна.
Изìененный знаìенатеëü искëþ÷ает äеëение на
ноëü, теì саìыì уìенüøается ÷исëо зон не÷увст-
витеëüности.
При испоëüзовании усиëенноãо произвеäения

на ãрафике виäны вспëески, которые также отри-
öатеëüно вëияþт на систеìу.
При испоëüзовании иìпëикаöий Лукасеви÷а,

Кëини—Динса, Кëини—Динса—Лукасеви÷а, Заäе,
Геäеëя, Яãера äëя äанной систеìы возникает ситу-
аöия не изìенения параìетров, а иìенно их посто-
янства. Эта пробëеìа возникает из-за тоãо, ÷то
äанные операторы не÷еткой иìпëикаöии преäназ-
на÷ены äëя MISO-систеì.

Заключение

В резуëüтате ìоäеëирования не÷етко-ëоãи÷е-
ской MIMO-систеìы äëя управëения параìетраìи
автоноìной систеìы охëажäения режущеãо инст-
руìента в заäа÷е управëения оборуäованиеì с ЧПУ
с испоëüзованиеì разëи÷ных операторов не÷еткой
иìпëикаöии быëи поëу÷ены ãрафики зависиìости
напряжения на вентиëяторе от теìпературы на
тепëой стороне эëеìента Пеëüтüе и провеäено их
сравнение. Быëо выявëено, ÷то при испоëüзовании
жестких арифìети÷еских операöий наибоëее пра-
виëüно äëя äанной систеìы испоëüзоватü сëеäуþ-
щие операторы не÷еткой иìпëикаöии: Маìäани
(ìиниìуì), произвеäение (Prod), произвеäение
Эйнøтейна, оãрани÷еннуþ разностü. Испоëüзова-
ние произвеäения Гаìахера, усиëенноãо произве-
äения, иìпëикаöий Лукасеви÷а, Кëини—Динса,
Кëини—Динса—Лукасеви÷а, Заäе, Геäеëя, Яãера
не явëяется правиëüныì äëя автоноìной систеìы
охëажäения. Наиëу÷øий резуëüтат поëу÷ен при
испоëüзовании ìяãких арифìети÷еских операöий,
при испоëüзовании которых не÷етко-ëоãи÷еская
MIMO-систеìа форìирует необхоäиìые зна÷ения
напряжений на затворе поëевоãо транзистора и
вентиëяторе в зависиìости от теìператур в зоне
резания и на тепëой стороне эëеìента Пеëüтüе.

Список литературы

1. Игнатьев В. В. Аäаптивные ãибриäные интеëëектуаëüные
систеìы управëения // Известия ЮФУ. Техни÷еские науки.
2010. № 12 (113). С. 89—94.

2. Камчатный С. А., Кузнецов В. М., Сковородин А. В.,
Щербаков Н. Р. Матеìати÷еское ìоäеëирование проöесса фор-
ìообразования äетаëей кони÷ескоãо переäато÷ноãо ìеханизìа
с ЭЦ-заöепëениеì // Вестник Тоìскоãо ãосуäарственноãо уни-
верситета. Матеìатика и ìеханика. 2014. № 2. С. 5—17.

3. Джамбеков А. М., Щербатов И. А. Управëение проöессоì
катаëити÷ескоãо рифорìинãа на основе экспертной инфорìа-
öии// Систеìы. Метоäы. Техноëоãии. 2014. № 4 (24). С. 103—111.

4. Алексеев П. П., Щербатов И. А. Нейросетевая систеìа
управëения вакууìныì äеаэратороì ВД-400 // Вестник НГУЭУ.
2016. № 2. С. 263—275.

5. Блинников А. Е. Приìенение нейросетевых аëãоритìов в
реøении заäа÷ оптиìизаöии техноëоãи÷еских проöессов и обо-
руäования ëитейноãо произвоäства // Мехатроника, автоìати-
заöия, управëение. 2007. № 12. С. 15—20.

6. Седов В. А., Седова Н. А., Перечёсов В. С. Не÷еткая сис-
теìа уäержания суäна на курсе // Южно-Сибирский нау÷ный
вестник. 2012. № 1. С. 86—87.

7. Бобырь М. В. Аäаптаöия систеìы управëения ìобиëü-
ныì роботоì на основе не÷еткой ëоãики // Мехатроника, ав-
тоìатизаöия, управëение. 2015. Т. 16. № 7. С. 449—455.

8. Бобырь М. В., Милостная Н. А. Механизì аäаптаöии не-
÷еткой систеìы вывоäа на основе ãенети÷ескоãо аëãоритìа //
Проìыøëенные АСУ и контроëëеры. 2015. № 3. С. 27—32.

9. Филимонов Н. Б. Гоìеостати÷еские систеìы и автоìат
оãрани÷ений состояния управëяеìых äинаìи÷еских объектов //
Известия высøих у÷ебных завеäений. Приборостроение. 1998.
№ 1—2. С. 17.

10. Yongjin K., Fischer G. W., Tzu-Liang T. Fuzzy neuron
adaptive modeling to predict surface roughness under process varia-
tions in CNC turning // Journal of manufacturing systems. 2002.
Vol. 21. N. 6. P. 440—450.

11. Earl-Juei Wang, Tai-Sheng Su, Ming-Hsien Chang. Compa-
rative study of the applicability of fuzzy multi-objective linear program-
ming models through cost-effective analysis for mold manufacturing //
Journal of manufacturing systems. 2013. Vol. 32. P. 206—219.

12. Пегат А. Не÷еткое ìоäеëирование и управëение / А. Пеãат;
пер. с анãë. 2-е изä. М.:БИНОМ. Лаборатория знаний, 2013.
798 с.

13. Бобырь М. В. Вëияние ÷исëа правиë на обу÷ение не÷ет-
ко-ëоãи÷еской систеìы // Вестник коìпüþтерных и инфорìа-
öионных техноëоãий. 2014. № 11 (125). С. 28—35.

14. Титов В. С., Бобырь М. В., Тевс С. С. Выбор оптиìаëü-
ных параìетров управëения техноëоãи÷ескиì проöессоì ìето-
äаìи не÷еткой ëоãики // Проìыøëенные АСУ и контроëëеры.
2003. № 5. С. 21—23.

15. Титов B. C., Бобырь М. В., Милостная Н. А. Операöи-
онные систеìы реаëüноãо вреìени äëя систеì ЧПУ // Про-
ìыøëенные АСУ и контроëëеры. 2008. № 7. С. 31—33.

16. Бобырь М. В., Кулабухов С. А., Титов Д. В. Оöенка вëия-
ния ÷исëа обу÷аеìых то÷ек на аääитивностü не÷етких систеì //
Проìыøëенные АСУ и контроëëеры. 2014. № 10. С. 30—35.

17. Бобырь М. В., Емельянов С. Г., Милостная Н. А. О не-
которых свойствах ìоäеëирования аäаптивных нейро-не÷етких
систеì на основе упрощенноãо не÷етко-ëоãи÷ескоãо вывоäа //
Инфорìаöионно-изìеритеëüные и управëяþщие систеìы.
2014. Т. 12. № 5. С. 4—12.

18. Бобырь М. В., Кулабухов С. А., Милостная Н. А. Обу÷е-
ние нейро-не÷еткой систеìы на основе ìетоäа разности пëо-
щаäей // Искусственный интеëëект и принятие реøений. 2016.
№ 4. С. 15—26.

19. Бобырь М. В., Кулабухов С. А. Дефаззификаöия вывоäа из
базы не÷етких правиë на основе ìетоäа разности пëощаäей //
Вестник коìпüþтерных и инфорìаöионных техноëоãий. 2015.
№ 9 (135). С. 32—41.

20. Титов В. С., Бобырь М. В., Милостная Н. А. АСУ вкëþ-
÷ениеì/выкëþ÷ениеì устройства уäаëения стружки и пыëи на
оборуäовании с ЧПУ // Автоìатизаöия в проìыøëенности.
2006. № 12. С. 10—11.

21. Бобырь М. В., Титов В. С., Нассер А. А. Оöенка ÷исëа
итераöий при обу÷ении ìяãких не÷етких систеì // Известия
Юãо-Запаäноãо ãосуäарственноãо университета. 2014. № 3 (54).
С. 30—37.



Мехатроника, автоматизация, управление, Том 18, № 8, 2017 563

An Autonomous Cooling System for the Cutting Tool
in the Task of Operation of CNC Equipment. Part II*

M. V. Bobyr, fregat_mn@rambler.ru , S. A. Kulabuhov, kulabuhov.sergei@yandex.ru,
A. S. Yakushev, alekseyakushev@yandex.ru,

South-West State University, Kursk, 305040, Russian Federation

Corresponding author: Bobyr Maksim V., D. Sc., Professor,
South-West State University, Kursk, 305040, Russian Federation,

e-mail: fregat_mn@rambler.ru

Received on January 30, 2017
Accepted on April 07, 2017

This paper presents MIMO fuzzy logic system for control of the parameters of an autonomous system for cooling of the cutting
tool on three axis milling machine with CNC, which controls voltage of the FET gate, thereby changing the temperature of the Peltier
element, and the voltage on the fan used to cool the warm side of the Peltier element. Accordingly, the fuzzy logic control system
has two input and two output variables. The input ones are the temperature in the cutting zone and the temperature of the warm
side of the Peltier element, and the output voltage at the gate of a field effect transistor and the voltage at the fan. Simulation of the
fuzzy logic system was carried out by numerical methods using soft and hard arithmetic operations, as well as different operators
of fuzzy implications for hard arithmetic operations. In modeling of the fuzzy logic of MIMO system for control of the parameters
of an autonomous system for cooling of the cutting tool in the task of operation of CNC equipment, different operators of the fuzzy
implications were obtained and graphs were compared of the voltage on the fan and of the temperature on the warm side of the Peltier
element. Their strong and weak points were identified. The best results were obtained employing the soft arithmetic operations, the
use of which for the fuzzy logic of MIMO system generates the necessary voltage value for the gate of the MOSFET and the fan
depending on the temperature in the cutting zone and on the warm side of the Peltier element.
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Вероятность захвата в резонанс асимметричной капсулы 
при управляемом спуске в атмосфере Марса

Введение

Зна÷итеëüное ÷исëо ìарсианских ìиссий соäер-
жат в проãраììе поëета этап атìосферноãо спуска
косìи÷ескоãо аппарата (КА) на поверхностü пëа-
неты [1]. Совреìенные иссëеäования показываþт,
÷то спуск в атìосфере Марса — это наибоëее опас-
ный с то÷ки зрения возникновения неøтатных
аварийных ситуаöий этап косìи÷ескоãо поëета.
Сëеäует отìетитü, ÷то физи÷еские параìетры и хи-
ìи÷еский состав ìарсианской атìосферы зависят
от ìноãих факторов: вреìени ãоäа, высоты поëета
и т.ä. [2, 3]. Известно, ÷то äëя обеспе÷ения øтат-
ноãо спуска КА в атìосфере Марса необхоäиìо
обеспе÷итü заäанные оãрани÷ения на зна÷ения уã-
ëовой скорости и уãëа атаки [4]. В настоящее вреìя
проäоëжаþт развиватüся ìетоäики автоìати÷ескоãо
управëения вхоäоì в атìосферу Марса. Совреìен-
ные иссëеäования направëены на стабиëизаöиþ
параìетров поëета при фазе вхоäа, а также на уëу÷-
øение ëетно-техни÷еских характеристик при вы-
хоäе из атìосферы [5]. Оäной из основных проб-
ëеì неуäа÷ных посаäок на пëанету явëяется отсут-
ствие то÷ных свеäений о на÷аëüной то÷ке вхоäа в
атìосферу посаäо÷ноãо ìоäуëя. Траектория, пара-
ìетры и то÷ностü спуска, а также ìаксиìаëüная
переãрузка существенно зависят от на÷аëüноãо
зна÷ения уãëа накëона траектории при вхожäении
в атìосферу и от высоты поëета [6]. Кроìе тоãо,
при÷иной аварийных ситуаöий ìожет явëятüся за-
хват КА в äëитеëüный резонанс, который привоäит
к существенноìу увеëи÷ениþ уãëа атаки [7]. Ис-
сëеäованиþ резонансноãо äвижения КА с ìаëой
асиììетрией в атìосфере посвящено ìножество
работ. В ÷астности, в работах [8, 9] быëи изу÷ены
втори÷ные резонансные эффекты при спуске КА с
ìаëой асиììетрией в атìосфере. Основной опас-

ностüþ при реаëизаöии резонансных явëений явëя-
ется наруøение заäанных проãраììой поëета оãра-
ни÷ений параìетров äвижения спускаеìоãо КА.
Наруøение оãрани÷ений ìожет привести к аварий-
ной ситуаöии, наприìер, к несрабатываниþ иëи
несвоевреìенноìу срабатываниþ торìозной иëи
параøþтной систеì. С практи÷еской то÷ки зрения
преäставëяет интерес поëу÷ение прибëиженных
анаëити÷еских оöенок вероятности захвата КА в
резонанс. Некоторые оöенки вероятности захвата
в резонанс äëя спускаеìых КА с разëи÷ныìи ви-
äаìи асиììетрии соäержатüся в статüях [7, 10, 11].
В статüе [10] опреäеëяется оöенка вероятности за-
хвата в ãëавный резонанс äëя сëу÷ая ìаëых уãëов
атаки при спуске в атìосфере Зеìëи äинаìи÷ески
сиììетри÷ноãо КА. В статüе [7] быëи поëу÷ены бо-
ëее общие оöенки вероятности захвата в ãëавный
резонанс при атìосферноì спуске КА с боëее
сëожной асиììетрией при ìаëых зна÷ениях уãëа
атаки. В статüе [11] оöенена вероятностü захвата в
ãëавный резонанс при спуске в атìосфере Зеìëи
КА с ìаëой аэроäинаìи÷еской и инерöионной
асиììетрияìи при ìаëых зна÷ениях уãëа атаки.

Постановка задачи

Рассìотриì заäа÷у о спуске капсуëы с ìассовой
и аэроäинаìи÷еской асиììетрияìи в атìосфере
Марса. Преäпоëожиì, ÷то капсуëа бëизка по форìе
к конусу. Кроìе тоãо, буäеì у÷итыватü, ÷то атìосфе-
ра Марса характеризуется ìенüøиìи пëотностüþ и
äавëениеì (0,7...1,155 кПа, ÷то приìерно 1:100 от
äавëения у поверхности Зеìëи), ÷еì атìосфера
Зеìëи. Тоëщина пëотных сëоев атìосферы Марса
составëяет приìерно 100 кì [2, 3]. На рис. 1 (сì.
вторуþ сторону обëожки) показана конфиãураöия
спускаеìой капсуëы с коìпëанарной ìассово-аэро-

Рассматривается спуск космического аппарата в виде капсулы с малой управляемой аэродинамической и неизменной мас-
совой асимметриями в атмосфере Марса. Оценивается вероятность захвата и прохода динамической системы через резонанс
при немалых значениях угла атаки. Показывается, что переход от ортогонального к компланарному сочетанию асимметрии
способствует существенному уменьшению вероятности захвата в резонанс.
Ключевые слова: капсула, атмосфера, асимметрия, управление, резонанс, оценка, вероятность, Марс
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äинаìи÷еской асиììетрией и ортоãонаëüной ìас-
сово-аэроäинаìи÷еской асиììетрией.
На рис. 1, а показано коìпëанарное со÷етание

асиììетрий, а на рис. 1, б — ортоãонаëüное со÷е-
тание асиììетрий. В ка÷естве аэроäинаìи÷еской
асиììетрии на капсуëе приìеняþтся äве управëяе-
ìые поверхности, которые иìеþт äва рабо÷их по-
ëожения: закрытое и открытое. На рис. 1, a в пëос-
кости OXY открыта первая управëяеìая поверхностü.
При этоì вторая управëяеìая поверхностü, кото-
рая ìожет раскрыватüся в пëоскости OXZ, явëяется
закрытой. Напротив, при ортоãонаëüной асиììет-
рии на рис. 1, б в пëоскости OXZ вторая управëяеìая
поверхностü явëяется открытой. Оäнако управëяе-
ìая поверхностü в пëоскости OXY при ортоãонаëü-
ноì со÷етании асиììетрий явëяется закрытой. На
рис. 1 асиììетри÷ное распоëожение öентра ìасс
капсуëы отìе÷ено то÷кой С. Практи÷еский интерес
преäставëяет перехоä к коìпëанарноìу со÷етаниþ
асиììетрий äëя капсуëы, иìеþщеìу при вхоäе в
атìосферу ортоãонаëüнуþ асиììетриþ. Указанный
перехоä ìожет бытü реаëизован закрытиеì аэроäи-
наìи÷еской поверхности (рис. 1, б) с оäновреìен-
ныì открытиеì анаëоãи÷ной поверхности, пока-
занной на рис. 1, а.
Цеëüþ äанной работы явëяется поëу÷ение и

анаëиз оöенки вероятности захвата капсуëы с ìа-
ëой изìеняеìой аэроäинаìи÷еской асиììетрий и
неизìенной ìассовой асиììетрией в ãëавный ре-
зонанс при неìаëых зна÷ениях уãëах атаки.

Математическая модель движения
космического аппарата

Рассìотриì неëинейнуþ низко÷астотнуþ сис-
теìу äифференöиаëüных уравнений äвижения
капсуëы с ìаëой ìассовой и аэроäинаìи÷еской
асиììетрией в атìосфере, поëу÷еннуþ из поëной
систеìы уравнений äвижения капсуëы ìетоäоì
интеãраëüных ìноãообразий [12]. Запиøеì низко-
÷астотнуþ систеìу уравнений в сëеäуþщей форìе:

(1)

ãäе ε — ìаëый параìетр, характеризуþщий ìассо-
вуþ и аэроäинаìи÷ескуþ асиììетрии; ωx — уãëовая
скоростü капсуëы относитеëüно оси OX; α — уãоë
атаки; θ — быстрая фаза, θ = ϕ – π/2; ϕ — аэроäина-

ìи÷еский уãоë крена;  — параìетр, характери-

зуþщий ìассовуþ асиììетриþ; mA — параìетр, ха-
рактеризуþщий ìассовуþ и аэроäинаìи÷ескуþ

асиììетрии; θ1 — параìетр, который опреäеëяет
взаиìное распоëожение ìассово-аэроäинаìи÷е-
ской асиììетрии и систеìы коорäинат OXYZ; θ2 —
параìетр, который опреäеëяет взаиìное распоëо-
жение ìассовой асиììетрии и систеìы коорäинат
OXYZ; Fα(ωx, α, q) — известная функöия ìеäëенных

переìенных [7], mA = ;

 = – (  – Cx )tgα –

– (  + Cyn );

 = – (  + Cx )tgα +

+ (  + Cyn );

sinθ1 = /mA; cosθ1 = – /mA;

 = ;

 = – (  + Cyn )tgα;

 = – (  + Cyn )tgα;

sinθ2 = – / ; cosθ2 = / ;

Cx, Cyn — коэффиöиенты аэроäинаìи÷еских сиë [13];

,  — коэффиöиенты ìаëых аэроäинаìи÷еских

ìоìентов, зависящие от асиììетрии форìы кап-

суëы;  = Δy/L,  = Δz/L; Δy, Δz — сìещения
öентра ìасс капсуëы в связанной систеìе коорäинат
OXYZ [13]; ω1, 2 — ÷астоты "пряìой" и "обратной"

преöессий [13]; ω1, 2 = ωx/2 ± ωa;  = Ix/I; Ix и

Iy = Iz = I — ìоìенты инерöии капсуëы относитеëüно

осей коорäинат систеì OXYZ; ωa = ;

ω — ÷астота преöессии с уãëовой скоростüþ ωx,

равной нуëþ; ω = , q — скоростной

напор, S — пëощаäü ìиäеëевоãо се÷ения, L — äëи-
на капсуëы; mzn — коэффиöиент восстанавëиваþ-
щеãо аэроäинаìи÷ескоãо ìоìента, ωx – ω1, 2 — ре-
зонансное соотноøение ÷астот. В систеìе уравне-
ний (1) соäержится обозна÷ение "å". Зäесü верхний
знак выбирается при ωx > 0, а нижний — при ωx < 0.

Неëинейные уравнения (1) описываþт ìеäëен-
ные составëяþщие äвижения при спуске капсуëы с
ìаëой асиììетрией в атìосфере в сëу÷ае уãëов ата-

 = –ε sin(θ + θ2);

 = –ε  å ε cos(θ + θ1);

 = ωx – ω1, 2;
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ки, не превыøаþщих π/2 раäиан. При поëу÷ении
уравнений (1) преäпоëаãаëосü сëеäуþщее:

ìоìент от асиììетрии форìы  ìожет бытü

преäставëен в виäе  ≈ sinϕ + cosϕ;

в уравнениях (1) не у÷итываëисü ìоìенты аэро-
äинаìи÷ескоãо äеìпфирования.
Систеìа уравнений äвижения капсуëы (1) ре-

øается ÷исëенно совìестно с треìя уравненияìи,
характеризуþщиìи äвижение öентра ìасс [14]:

(2)

ãäе Cxv — известный аэроäинаìи÷еский коэффи-
öиент; ϑ — уãоë накëона траектории; m — ìасса
капсуëы; V — скоростü öентра ìасс капсуëы; H —
высота поëета капсуëы.
Известно, ÷то в систеìе (1) возìожен ãëавный

резонанс при выпоëнении равенства: dθ/dt = ωx –
– ω1, 2 = 0. Из реøения этоãо уравнения нахоäиì
резонансное зна÷ение уãëовой скорости:  =
= ±ω/ .
Ввоäится в рассìотрение закон управëения зна-

÷ениеì параìетра асиììетрии:

θ1 – θ2 = (3)

Перехоä от оäноãо зна÷ения θ1 – θ2 = π к зна÷е-
ниþ θ1 – θ2 = π/2 в законе управëения (3) происхоäит
на ãраниöе пëотных сëоев ìарсианской атìосферы,
которая на÷инается с высоты H = 100 кì [2].

Оценка вероятности захвата в резонанс

Даëее систеìа (1) записывается в "ìаятнико-
вой" форìе. При этоì выпоëняется заìена пере-
ìенных ωx → ρ = Δ/  (Δ = ωx – ω1, 2) и ìеняется
ìасøтаб вреìени τ = t, μ = . Зäесü τ — ìеä-
ëенное вреìя, ρ — норìированное расстояние äо
резонансной поверхности Δ = ωx – ω1, 2 = 0. Рас-
кëаäывая правые ÷асти уравнений систеìы (1) в
ряä Макëорена по ìаëоìу параìетру μ, поëу÷иì
систеìу уравнений äвижения капсуëы:

(4)

Зäесü σ = (α, ω) — вектор ìеäëенных переìенных,

E = dσ/dτ, εP =  + . Функöии E, P

периоäи÷ны по фазе θ с периоäоì 2π.
При отсутствии возìущений (μ = 0) поëу÷аеì

невозìущеннуþ систеìу:

(5)

Зäесü P(σ, θ) = b(σ)sin(θ + θ3).
Выражения äëя функöий a(σ), b(σ) буäут преä-

ставëены äаëее. Уравнение невозìущенноãо äви-
жения из систеìы (4) ìожно переписатü в сëеäуþ-
щеì виäе:

 = b(σ)sin , (6)

ãäе  = θ + θ3.

Уравнение (6) описывает äвижение ìаятника с
периоäи÷ескиì в зависиìости от уãëа  ìоìентоì.
Из систеìы (1) нахоäиì выражения a(σ), b(σ):

a(σ) = –  + ;

b(σ)sin(θ + θ3) =

= – sin(θ + θ2)+ cos(θ + θ1).(7)

Приìеняя триãоноìетри÷еские преобразования
äëя синуса суììы, поëу÷иì

b(σ) = , mf1=–  ± ; 

mf 2 =  ± ;

cosθ3 = mf 1/b(σ); sinθ3 = mf 2/b(σ).

Фазовый портрет систеìы (4) состоит из äвух
обëастей вращатеëüных äвижений и оäной коëе-
батеëüной обëасти, отäеëенных сепаратрисой С,
состоящей из äвух сиììетри÷ных относитеëüно
оси абсöисс ÷астей l1 и l2. При отсутствии возìу-
щений (при μ = 0 и μa(σ) = 0) особые то÷ки сис-
теìы (5) нахоäятся из усëовия P(σ, θ) = bsin  = 0,
ãäе  = θ + θ3. На интерваëе [–π, π] иìеþтся три
особые то÷ки, соответствуþщие ìиниìуìу ("öентр")
и ìаксиìуìу ("сеäëо") потенöиаëüной энерãии
систеìы и уäовëетворяþщие усëовияì:

( ) = 0, ( ) > 0, ( ) < 0.

mx
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Отсþäа нахоäиì три особые то÷ки на интерваëе
[–π, π]:  = 0 — первая особая то÷ка типа "öентр",

,  = –π, π — особые то÷ки типа "сеäëо".

Найäеì анаëоã потенöиаëüной энерãии систеìы
П(σ, ) в невозìущенноì сëу÷ае при a(σ) = O(μ).
Поскоëüку при μ = 0 правая ÷астü уравнения (6)
равна ΔP(σ, θ) = bsin , то анаëоã потенöиаëüной
энерãии приниìает сëеäуþщее зна÷ение:

П(σ, ) = –∫ΔPd  = –b∫sin d  = bcos  =

= b 2cos2  – 1 . (8)

Выражение (8) позвоëяет вы÷исëитü зна÷ения
анаëоãа потенöиаëüной энерãии на сепаратрисе.

При ,  = –π, π потенöиаëüная энерãия на се-

паратрисе П*(σ, ) = bcos  = –b. Теперü ìож-

но найти поëнуþ ìехани÷ескуþ энерãиþ систеìы
(5), отс÷итываеìуþ от неустой÷ивоãо поëожения
равновесия при усëовии ìаëости ìоìента а(σ):

 =  + П(σ, ) – П*(σ, ) =

=  + 2bcos2 . (9)

Усëовие равенства нуëþ функöии (9) позвоëяет

найти уравнение сепаратрисы ρc = ρc( ). При  = 0

иìееì:  + 2bcos2  = 0. Отсþäа нахоäиì:

 = ± 2 cos . (10)

На рис. 2 øтриховой ëинией показаны ÷асти l1
и l2 сепаратрисы С, построенные в соответствии
с выражениеì (10). Спëоøной ëинией на рис. 2

преäставëена зависиìостü  = ( ) при захвате в
резонанснуþ коëебатеëüнуþ обëастü. При постро-

ении рис. 2 преäпоëаãаëосü, ÷то ìаëый вращаþ-
щий ìоìент а(σ) > 0. Из рис. 2 сëеäует, ÷то особая
то÷ка  = 0 явëяется то÷кой типа "öентр", а осо-

бые то÷ки ,  = –π, π — это то÷ки типа "сеäëо".

Дëя вы÷исëения вероятности захвата в резонанс
требуется найти произвоäнуþ поëной ìехани÷е-
ской энерãии d /dτ. Проäифференöируеì функ-
öиþ  в сиëу возìущенных уравнений (4).
Поëная произвоäная энерãии  буäет равна

 = ρ  + 2 cos2  – b sin . (11)

Зäесü функöия  =  + .

Посëе заìены в поëу÷енноì выражении (11)
произвоäных dρ/dτ и d /dτ их зна÷енияìи и неко-
торых упрощений, связанных с отбрасываниеì
оäинаковых по ìоäуëþ, но разëи÷ных по знаку
÷ëенов, поëу÷иì

 = μaρ + μ•2 cos2  + O(μ2). (12)

Теперü иìеется все необхоäиìое äëя вы÷исëе-

ния интеãраëа (–d /dt)dt анаëити÷ески. Интеã-

раë (–d /dt)dt вы÷исëяется по заìкнутоìу кон-

туру сепаратрисы анаëити÷ески в эëеìентарных
функöиях:

(–d /dt)dt = – – + , (13)

ãäе θ4 = θ1 – θ3, C1 =  + ,

C2 = .

В резуëüтате приìенения ìетоäа [15] при неìа-
ëых уãëах атаки α и поëожитеëüноì ìаëоì крутя-
щеì ìоìенте а(σ) > 0 оöенка äëя вы÷исëения ве-
роятности захвата в резонанс Δ = ωx – ω1, 2 = 0 при-
ниìает сëеäуþщий виä:

(14)

Сëеäует отìетитü, ÷то оöенка вероятности за-
хвата (14) в резонанс Δ = ωx – ω1, 2 = 0 при ìаëых
зна÷ениях уãëа атаки и поëожитеëüноì ìаëоì
крутящеì ìоìенте а(σ) > 0 позвоëяет поëу÷итü ре-
зуëüтаты, бëизкие к резуëüтатаì работы [9]. Из-
вестно, ÷то при ìаëых уãëах атаки выражение äëя
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интеãраëа (–d /dt)dt и функöий а(σ), b(σ) запи-

сывается в виäе [9]

Q =  +

+ 8 , (15)

|a| = , b = – (1 – ),

 =  /ω2,  = mA/ω2.

Поëу÷ение оöенки вероятности захвата соãëас-
но выраженияì (14) позвоëяет найти прибëижен-
ные зна÷ения вероятности прохоäа ÷ерез ãëавный
резонанс. При этоì вероятностü прохоäа буäет
прибëиженно равна 1 – Pr .

Компьютерное моделирование

При ÷исëенноì ìоäеëировании преäпоëаãаëосü,
÷то спускаеìый КА иìеет ìассово-инерöионные
характеристики, анаëоãи÷ные спускаеìоìу косìи-
÷ескоìу аппарату "Mars Polar Lander" [16]: наибоëü-
øий раäиус основания конуса r = 1,25 ì, высоту
конуса l = 2 ì и ìассу m = 576 кã, ìоìенты инерöии
Ix = 270 кã•ì2, Iy = 443 кã•ì2, Iz = 443 кã•ì2. Рас-
сìатриваеìая капсуëа соверøает спуск в атìосфере
Марса (среäний раäиус R0 = 3390 кì) при среäнеì
ускорении свобоäноãо паäения g0 = 3,86 ì/с2. На-
÷аëüные усëовия вхоäа в атìосферу иìеþт виä:
скоростü öентра ìасс капсуëы V(0) = 3400 ì/с, вы-
сота Н(0) = 120 кì, уãоë накëона траектории ϑ(0) =
= –0,017 раä.
На рис. 3 показано изìенение уãëовой скорости

ωx(t) (спëоøная кривая) и изìенение резонансных

зна÷ений (t) (øтриховая кривая) при захвате в

ãëавный резонанс в сëу÷ае неизìенноãо ортоãонаëü-
ноãо со÷етания асиììетрий θ1 – θ2 = π и параìетров

 = 0,008 и  = 0,012. На÷аëüные усëовия äëя

уравнений относитеëüноãо äвижения иìеëи сëеäуþ-
щие зна÷ения: уãëовая скоростü ωx(0) = 0,7 с–1, уãоë
атаки α(0) = π/6 раä, уãоë θ(0) = π/6 раä. Из рис. 3
сëеäует, ÷то постоянное ортоãонаëüное со÷етание
ìассовой и аэроäинаìи÷еской асиììетрий ìожет
привести к захвату в ãëавный резонанс с посëеäуþ-
щей äëитеëüной реаëизаöией ãëавноãо резонанса.
Конфиãураöия капсуëы в äанноì рас÷етноì сëу÷ае
ìожет иìетü виä, показанный на рис. 1, б (сì. вторуþ
сторону обëожки). При этоì аэроäинаìи÷еская
асиììетрия ìожет преäставëятü собой непоäвиж-
нуþ в пëоскости OXZ конструктивнуþ особенностü:
эëеìент крепëения антенны, крыøку ëþка и т.п.
В этоì сëу÷ае при перехоäе от ортоãонаëüноãо к
коìпëанарноìу со÷етаниþ асиììетрий в пëоскос-
ти OXZ ìожет раскрыватüся аэроäинаìи÷еская по-
верхностü, которая созäаст ìоìент, коìпенсируþ-
щий ìоìент от непоäвижной аэроäинаìи÷еской
асиììетрии. Оäновреìенно с указанной коìпен-
сируþщей поверхностüþ в пëоскости OXY раскры-
вается äруãая аэроäинаìи÷еская поверхностü, по-
казанная на рис. 1, а (сì. вторуþ сторону обëожки).
Сëеäует отìетитü, ÷то есëи в проöессе спуска в

ìарсианской атìосфере посреäствоì управëяеìых
поверхностей осуществëяется перехоä от ортоãо-
наëüноãо со÷етания асиììетрии к коìпëанарноìу
со÷етаниþ, то в систеìе ìожет происхоäитü реаëи-
заöия прохоäа ÷ерез ãëавный резонанс. В ÷астности,
оöенки (14) показываþт, ÷то вероятностü захвата в
резонанс при коìпëанарной асиììетрии в то÷ке
пересе÷ения уãëовой скорости с восхоäящей кри-
вой (t) в сëу÷ае ìаëых уãëов атаки бëизка к нуëþ.
На рис. 4 преäставëено изìенение уãëовой скорос-
ти ωx(t) (спëоøная кривая) и изìенение резонанс-
ных зна÷ений (t) (øтриховая кривая) при äвой-
ноì прохоäе ÷ерез ãëавный резонанс. Данный ÷ис-
ëенный резуëüтат быë поëу÷ен при перехоäе на 50-й
секунäе поëета (высота 100 кì) от ортоãонаëüноãо со-
÷етания асиììетрий (θ1 – θ2 = π) к коìпëанарноìу
со÷етаниþ (θ1 – θ2 = π/2), который провоäиëся в со-
ответствии с законоì управëения (3). Остаëüные на-
÷аëüные усëовия и параìетры капсуëы при поëу÷е-
нии ÷исëенных резуëüтатов äëя рис. 3 и рис. 4 быëи
иäенти÷ны. Сëеäует отìетитü, ÷то при перехоäе от
оäноãо со÷етания асиììетрий к äруãоìу набëþäается
некоторое ска÷кообразное изìенение зна÷ений уãëо-
вой скорости и уãëа атаки. Данное ска÷кообразное
изìенение веëи÷ины ωx(t) показано на рис. 4.
Такиì образоì, сравнение зна÷ений текущей

уãëовой скорости капсуëы и резонансноãо зна÷ения
уãëовой скорости позвоëяет опреäеëитü, набëþäа-
ется ëи захват иëи прохоä ÷ерез ãëавный резонанс
в кажäоì из рассìатриваеìых сëу÷аев.

c
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На рис. 5 показаны резуëüтаты оöенок вероят-
ности захвата в ãëавный резонанс при разëи÷ных
зна÷ениях параìетра асиììетрии θ1 – θ2 = πk при
ìаëых уãëах атаки (приìеняëисü оöенки (14), (15))
и при неìаëых уãëах атаки (приìеняëисü оöенки
(14), (13)). Все на÷аëüные усëовия äвижения кап-
суëы и еãо ìассово-ãеоìетри÷еские параìетры при
построении рис. 5 совпаäаþт с веëи÷инаìи, при-
ìеняеìыìи при построении рис. 3—4.
Резуëüтаты оöенки вероятности захвата в резо-

нанс при ìаëых уãëах атаки преäставëены на рис.
5 роìбаìи. При этоì на÷аëüное зна÷ение уãëа ата-
ки приниìаëосü равныì α(0) = π/18 раä. Оöенки
вероятности захвата в резонанс при неìаëых уãëах
атаки отìе÷ены на рис. 5 кваäратаìи. В этоì сëу-
÷ае на÷аëüный уãоë атаки приниìаëся равныì
α(0) = π/6 раä.
Из рис. 5 сëеäует, ÷то при рассìатриваеìых на-

÷аëüных äанных и параìетрах капсуëы вероятностü
захвата при ìаëых уãëах атаки нескоëüко боëüøе,
÷еì вероятности захвата при неìаëых уãëах атаки.
Кроìе тоãо, уìенüøение параìетра асиììетрии
θ1 – θ2 = πk от π äо π/2 раäиан при перехоäе от ор-
тононаëüноãо к коìпëанарноìу со÷етаниþ асиì-
ìетрии привоäит при неìаëых уãëах атаки к уìенü-
øениþ вероятности захвата в резонанс от 0,35 äо
0,05. Анаëоãи÷ная законоìерностü просëеживает-
ся при ìаëых уãëах атаки.

Данные ÷исëенные резуëüтаты соответствуþт
÷исëенныì резуëüтатаì ìоäеëирования резонанс-
ноãо äвижения асиììетри÷ной капсуëы в атìосфере
при неìаëых уãëах атаки äëя сëу÷аев ортоãонаëü-
ной и коìпëанарной асиììетрии, соäержащихся
в статüе [17]. Сëеäует также отìетитü, ÷то соãëасно
оöенкаì (13), (14) при неìаëых уãëах атаки веро-
ятностü захвата в резонанс увеëи÷ивается с ростоì

параìетров асиììетрии  иëи . Указанная за-

коноìерностü соãëасуется с резуëüтатаìи оöенки
вероятности захвата в резонанс при ìаëых уãëах
атаки, соäержащиìися в работе [11].

Заключение

Приìенение ìетоäа интеãраëüных ìноãообразий
позвоëяет привести неëинейнуþ низко÷астотнуþ
систеìу уравнений äвижения капсуëы с ìаëой ìас-
совой и аэроäинаìи÷еской асиììетрияìи к форìе,
позвоëяþщей поëу÷итü прибëиженно-анаëити÷е-
скуþ оöенку вероятности захвата КА в ãëавный ре-
зонанс. При этоì новая оöенка вероятности захва-
та в ãëавный резонанс выражается в эëеìентарных
функöиях. В отëи÷ие от известных ранее резуëüтатов
[7, 10—11] новая оöенка позвоëяет выпоëнитü рас÷ет
вероятности захвата в ãëавный резонанс при атìо-
сферноì спуске капсуëы с неìаëыìи уãëаìи атаки.
Управëение веëи÷иной асиììетрий провоäится на
основе преäставëенной в работе законоìерности.
В статüе показывается, ÷то перехоä от ортоãонаëü-
ноãо к коìпëанарноìу со÷етаниþ асиììетрии при
неìаëых уãëах атаки ìожет привести к зна÷итеëü-
ноìу уìенüøениþ вероятности захвата в резонанс.
Известно, ÷то захват в äëитеëüный ãëавный резо-
нанс привоäит к зна÷итеëüноìу увеëи÷ениþ уãëа
атаки, ÷то ìожет привести к сбоþ в работе пара-
øþтной систеìы и явитüся при÷иной аварийной
ситуаöии в проöессе спуска КА в атìосфере Марса.
Сëеäует отìетитü, ÷то преäставëенная оöенка

ìожет приìенятüся äëя рас÷ета вероятности захва-
та иëи прохоäа ÷ерез ãëавный резонанс при спуске
КА в атìосфере ëþбой пëанеты зеìной ãруппы.
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The authors consider a descent of a spacecraft capsule with small controlled aerodynamic and constant mass asymmetries
in the Martian atmosphere. The aerodynamic asymmetries of the capsule are due to two controlled surfaces, which have two
positions: closed and open ones. As is known, small mass and aerodynamic asymmetries of the capsule can lead to various
types of resonance phenomena and effects. It should be noted that the cause of the accidents during an atmospheric descent
of a spacecraft may be a resonance capture, which leads to a significant increase of the angle of attack. The purpose of this
work is to provide analysis and estimation of the probability of a principal resonance capture of a capsule with small variable
mass and aerodynamic asymmetries resulting in arbitrary angles of attack. The theoretical significance of this work is an ap-
proximate analytical estimation of the probability of a principal resonance capture. This estimation of the probability of a resonance
capture is expressed in the terms of the elementary functions. Of practical interest is implementation of a controllable transition
to the coplanar combination of the asymmetries for the capsules having an orthogonal combination of the asymmetries during
a reentry. This transition may be implemented according to the introduced control law. Calculation of the probability of a reso-
nance capture is considered on the example of the problem of the atmospheric descent of a capsule with the mass-inertial cha-
racteristics similar to the Mars Polar Lander spacecraft. The authors demonstrate that a transition from the orthogonal to the
coplanar combination of the asymmetries contributes to a significant reduction of the probability of a resonance capture. The
presented estimates can be used for calculation of the probability of capture or passage through a principal resonance during
a descent of a spacecraft in the atmosphere of any planet.
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Алгоритм оценки параметров морской качки
в задачах повышения точности позиционирования
луча корабельной радиолокационной станции

Введение

За искëþ÷ениеì относитеëüно реäких сëу÷аев
поëноãо øтиëя, ìорское суäно практи÷ески всеãäа
поäверãается возäействиþ воëн и поэтоìу нахо-
äится в состоянии так называеìой нереãуëярной
ка÷ки [1—3]. Вìесте с суäноì ка÷ается и антенна
еãо раäиоëокаöионной станöии (РЛС), преäназна-
÷енной äëя реøения заäа÷ обзора окружаþщеãо
пространства, а также äëя сопровожäения возäуø-
ных и наäвоäных öеëей. При управëении такой
РЛС, работаþщей в усëовиях ка÷ки, возникаþт су-
щественные пробëеìы, связанные с невозìожно-
стüþ в опреäеëенный ìоìент вреìени то÷ноãо на-
правëения ëу÷а в заäаннуþ то÷ку пространства.
Дëя РЛС с ìехани÷ескиì управëениеì поëожениеì
ëу÷а наибоëее распространенныì способоì реøе-
ния этой пробëеìы явëяется разìещение антенны
на спеöиаëüной стабиëизированной пëатфорìе.

При этоì о÷евиäно, ÷то испоëüзование таких ста-
биëизированных пëатфорì явëяется äостато÷но
затратныì реøениеì, äопоëнитеëüно привоäящиì
к существенноìу увеëи÷ениþ ìассы и ãабаритных
разìеров РЛС [1].
В то же вреìя известно [4], ÷то в совреìенных

обзорных РЛС с öифровой систеìой управëения и
с эëектронной стабиëизаöией ëу÷а, основанной на
приìенении фазированных антенных реøеток
(ФАР), не преäставëяет особоãо труäа практи÷ески
ìãновенно установитü текущие уãëы откëонения
ëу÷а от норìаëи к пëоскости ФАР, обеспе÷иваþщие
еãо то÷ное заäанное поëожение в стабиëизирован-
ной систеìе коорäинат. Такиì образоì, появëяется
принöипиаëüная возìожностü отказатüся от испоëü-
зования стабиëизированных пëатфорì при усëовии
разработки спеöиаëüных аëãоритìов, способных
упрежäатü (преäсказыватü) основные характерис-
тики ка÷ки суäна äëя тоãо, ÷тобы в заäанный ìо-

Рассматривается проблема предсказания углового положения судна при морской качке, что необходимо для электронной
стабилизации положения луча его радиолокационной станции. Используются независимые динамические модели второго по-
рядка для всех видов качки: бортовой, килевой и рыскания. Показано, что применение дискретного экстраполятора калма-
новского типа позволяет построить цифровую систему стабилизации луча локатора, погрешность которой при определенных
условиях может быть меньше погрешности гироскопических датчиков соответствующих углов.
Ключевые слова: корабельная радиолокационная станция, электронная стабилизация луча, дискретная модель нерегуляр-

ной качки в пространстве состояний, идентификация параметров модели, калмановская фильтрация
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ìент вреìени направëятü ëу÷ РЛС в ëþбуþ требуе-
ìуþ то÷ку пространства уже с у÷етоì коìпенсаöии
вëияния ìорской ка÷ки.

Постановка задачи

Совреìенные обзорные РЛС с ФАР, как правиëо,
осуществëяþт реãуëярные посыëки па÷ек зонäи-
руþщих иìпуëüсов с опреäеëенной äëитеëüностüþ
и заäанныì обзорныì периоäоì [4]. Во вреìя из-
ëу÷ения саìой па÷ки корректироватü ее направëе-
ние, естественно, невозìожно. Оäнако, поскоëüку
äëитеëüностü таких посыëок относитеëüно периоäа
коëебаний корабëя при ка÷ке невеëика, то это не
привеäет к зна÷итеëüныì откëоненияì ëу÷а от за-
äанной то÷ки пространства, есëи буäет возìож-
ностü с поìощüþ аëãоритìа упрежäения с äоста-
то÷ной то÷ностüþ преäсказатü параìетры ка÷ки на
ìоìент сереäины буäущей посыëки и, соответ-
ственно, скорректироватü ее направëение.
Кроìе тоãо, зна÷итеëüно реже, ÷еì обзорные

посыëки па÷ек иìпуëüсов, необхоäиìо осуществ-
ëятü некоторые äопоëнитеëüные посыëки в опре-
äеëенные то÷ки пространства, наприìер, äëя сопро-
вожäения öеëей. Дëитеëüностü таких посыëок также
ìожет оказатüся боëüøе, ÷еì у обзорных. Поэтоìу,
разрабатывая аëãоритì коìпенсаöии ìорской ка÷-
ки, необхоäиìо у÷естü, ÷тобы с еãо поìощüþ ìож-
но быëо преäсказыватü параìетры ка÷ки суäна как
на относитеëüно ìаëый (обзорный) интерваë вре-
ìени, так и на некоторое произвоëüное вреìя, в не-
скоëüко раз превыøаþщее обзорный интерваë.
Разработка такоãо аëãоритìа, естественно, поä-

разуìевает испоëüзование соответствуþщих ìате-
ìати÷еских ìоäеëей ìорскоãо воëнения и нереãу-
ëярной ка÷ки корабëя. В работах [2, 3, 5—7] опи-
сано испоëüзование äëя реøения разëи÷ных заäа÷
нескоëüких типов таких ìоäеëей: ëинейных и не-
ëинейных, в сосреäото÷енных и распреäеëенных
параìетрах. Таì же показано, ÷то нереãуëярная
ìорская ка÷ка состоит из трех оäновреìенно äей-
ствуþщих на суäно, оäнако взаиìно практи÷ески
не связанных типов ка÷ки: бортовой, киëевой и
рыскания. В простейøеì сëу÷ае äëя äостато÷но
то÷ноãо преäсказания с испоëüзованиеì ìетоäов
каëìановской фиëüтраöии всех соответствуþщих
уãëов накëона паëубы, а иìенно крена, äифферента
и рыскания, впоëне äостато÷но испоëüзования ëи-
нейных ìоäеëей в сосреäото÷енных параìетрах в
виäе обыкновенных äифференöиаëüных уравне-
ний второãо поряäка [2, 6, 7]. Поскоëüку äëя раз-
ных типов уãëов такие äифференöиаëüные уравне-
ния буäут разëи÷атüся тоëüко своиìи параìетра-
ìи, в äаëüнейøеì буäеì рассìатриватü ìоäеëü
бортовой ка÷ки, у÷итывая тот факт, ÷то остаëüные
типы ка÷ки (киëевая и рыскание) буäут иìетü ана-
ëоãи÷ные ìоäеëи, а заäа÷и их коìпенсаöии буäут
реøатüся с испоëüзованиеì тех же ìетоäов.

Непрерывная математическая модель 
процесса качки

Исхоäя из сказанноãо выøе, бортовуþ ка÷ку
суäна на нереãуëярноì воëнении преäëаãается
описыватü сëеäуþщиì стохасти÷ескиì äифферен-
öиаëüныì уравнениеì [2, 6]:

(t) + 2μ (t) + b2θ(t) = 2b ω(t), (1)

ãäе θ(t) — уãоë бортовоãо крена корабëя в ìоìент
вреìени t; μ — коэффиöиент, опреäеëяþщий степенü
нереãуëярности воëнения; A — äисперсия орäинат
воëновоãо профиëя, характеризуþщая интенсивностü
воëнения; b — коэффиöиент, вы÷исëяеìый по фор-

ìуëе: b = , ãäе λ — преобëаäаþщая ÷астота
систеìы воëн; ω(t) — скаëярный беëый øуì с интен-
сивностüþ (äисперсией) Q = 1.
Как известно [2], реøениеì äифференöиаëüно-

ãо уравнения виäа (1) буäет сëу÷айный проöесс ко-
ëебатеëüноãо типа с корреëяöионной функöией,
хороøо аппроксиìируеìой сëеäуþщиì равенствоì:

Kθ(τ) = Ae–μ|τ| cosλτ + sinλ|τ| . (2)

Наприìер, заäавøисü сëеäуþщиìи äанныìи:
A = 0,008 раä2; λ = 0,7 с–1; μ = 0,1 и воспоëüзовав-
øисü форìуëаìи (1), (2), ìожно поëу÷итü при ну-
ëевых на÷аëüных усëовиях соответствуþщий про-
öесс изìенения уãëа бортовоãо крена корабëя и еãо
корреëяöионнуþ функöиþ, показанные на рис. 1 и 2.

θ·· θ· Aμ

μ2 λ2
+

 ⎝
⎛ μ

λ
-- ⎠

⎞

Рис. 1. Процесс изменения угла бортовой качки корабля

Рис. 2. Корреляционная функция процесса изменения угла бор-
товой качки корабля



Мехатроника, автоматизация, управление, Том 18, № 8, 2017 573

Такиì образоì, в äанноì приìере уãоë крена
корабëя при бортовой ка÷ке в отäеëüные ìоìен-
ты вреìени äостиãает 0,25 раä, иëи приìерно 12°.
При этоì отìетиì, ÷то интенсивностü воëнения
(A = 0,008 раä2) соответствует уìеренноìу уровнþ
(приìерно 2 баëëа по äесятибаëëüной øкаëе ГУ
ГМС СССР от 1953 ã.) со среäней высотой воëны
приìерно в 0,5 ì [1, 2]. Частота коëебаний при
ка÷ке, вызванной нереãуëярныì воëнениеì, как
показано в книãе [2], всеãäа бывает бëизкой к соб-
ственной ÷астоте коëебаний корабëя в соответст-
вуþщей пëоскости.
О÷евиäно, äанная ìоäеëü ìожет бытü испоëü-

зована äëя упрежäения характеристик ка÷ки в ре-
аëüноì вреìени. Это, наприìер, ìожно сäеëатü с
испоëüзованиеì ëинейноãо непрерывноãо фиëüтра
(экстрапоëятора) Каëìана, äëя ÷еãо äифференöи-
аëüное уравнение виäа (1) преобразуется в ìоäеëü,
преäставëеннуþ в пространстве состояний [2]:

 = Fx(t) + Gω(t); (3)

z(t) = Hx(t) + v(t), (4)

ãäе xт(t) = [ω(t) (t)] — вектор состояния в ìоäеëи

ка÷ки; F =  — ìатриöа состояний; G =

=  — ìатриöа преобразования вхоäноãо

возäействия; z(t) — вектор текущих изìерений уãëа
крена и, возìожно (есëи иìеется соответствуþщий
äат÷ик), уãëовой скорости крена; H — ìатриöа из-
ìерений; v(t) — вектор øуìов в изìерениях, зави-
сящий от поãреøностей испоëüзуеìых ãироскопи-
÷еских изìеритеëüных приборов.
Отìетиì, ÷то z(t) и v(t) ìоãут бытü скаëяраìи,

есëи изìеряется тоëüко оäин уãоë крена θ(t), тоãäа
ìатриöа изìерений буäет иìетü виä: H = [1 0].
Есëи же с поìощüþ соответствуþщих ãироскопи-
÷еских приборов ìожет бытü изìерен весü теку-
щий вектор состояний, т.е. саì уãоë крена θ(t) и еãо

первая произвоäная (t), то z(t) и v(t) становятся
вектораìи, состоящиìи из äвух эëеìентов каж-
äый, а ìатриöа изìерений превращается в еäини÷-

нуþ: H = .

Дискретная математическая модель процесса качки

В совреìенных усëовиях приìенения öифро-
вых систеì управëения, в тоì ÷исëе в рассìатри-
ваеìоì кëассе РЛС, при реаëизаöии äанноãо ìе-
тоäа коìпенсаöии ìорской ка÷ки преäставëяется
öеëесообразныì от непрерывной ìоäеëи виäа (3),

(4) перейти к äискретной ìоäеëи в виäе сëеäуþщей
систеìы разностных уравнений:

x(k + 1) = Ф(Т0)x(k) + Г(T0)ω(k); (5)

z(k + 1) = Hx(k + 1) + v(k + 1), (6)

ãäе хт(k) = [θ(k) (k)] — вектор состояния в ìо-
äеëи ка÷ки в äискретный ìоìент вреìени k; Ф =

=  — ìатриöа состояний; Г =

=  — ìатриöа преобразования вхоäноãо

возäействия; z(k) — вектор изìерений; H — ìатриöа
изìерений; v(k) — вектор øуìов в изìерениях, за-
висящий от поãреøностей испоëüзуеìых ãироско-
пи÷еских изìеритеëüных приборов; Т0 — периоä
äискретизаöии.
Что касается ìоäеëи изìерений (6), то äëя нее

справеäëиво все, ÷то быëо сказано ранее о непре-
рывной ìоäеëи (4), в тоì ÷исëе и о виäе ìатриöы
изìерений H.

Дискретный фильтр Калмана
для упреждения параметров качки

Даëее, воспоëüзовавøисü ìоäеëüþ (5), (6), ìожно
синтезироватü ëинейный äискретный фиëüтр (экс-
трапоëятор) Каëìана, оäниì из äостоинств кото-
роãо, наряäу со сãëаживаниеì текущих изìерений,
явëяется упрежäение вектора состояния на ëþбое
напереä заäанное вреìя, äëя ÷еãо необхоäиìо это
вреìя поäставитü в ìатриöы Ф и Г вìесто вреìени
äискретизаöии Т0. Заìетиì, ÷то оäновреìенно с та-
киì упрежäениеì вектора состояния ìожет бытü рас-
с÷итана и априорная äисперсия äанноãо упрежäения.
Синтез ëинейноãо äискретноãо фиëüтра Каëìа-

на в этоì сëу÷ае особых пробëеì не преäставëяет,
есëи известны три основных параìетра описанной
выøе ìоäеëи ка÷ки: A, λ и μ. Ниже привеäеì вы-
ражения такоãо ëинейноãо äискретноãо фиëüтра
Каëìана [8]:

1) ковариаöионная ìатриöа упрежäения на вре-
ìя äискретизаöии Т0

P(k + 1/k) = Ф(Т0)P(k/k)Фт(Т0) + Г(Т0)QГ
т(Т0);

2) коэффиöиент усиëения в фиëüтре Каëìана

K(k + 1) = P(k + 1/k)Hт(HP(k + 1/k)Hт + R)–1;

3) ковариаöионная ìатриöа сãëаженных оöенок

P(k + 1/k + 1) = (I – K(k + 1)H)P(k + 1/k);

4) упрежäение на вреìя äискретизаöии Т0

x(k + 1/k) = Ф(Т0)x(k/k);

dx t( )
dt

----------

θ·

0 1

b2
– 2μ–

0

2b Aμ

θ·

1 0
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5) сãëаженная оöенка

x(k + 1/k + 1) =
= x(k + 1/k) + K(k + 1){z(k + 1) – Hx(k + 1/k)}.

Зäесü I — еäини÷ная ìатриöа разìероì 2Ѕ2; Q —
скаëяр, равный 1; R — ковариаöионная ìатриöа
оøибок изìерений (опреäеëяется поãреøностяìи
изìерений уãëа крена и еãо уãëовой скорости, есëи
она изìеряется). В ка÷естве на÷аëüных усëовий
äëя запуска фиëüтра x(0/0) ìожно испоëüзоватü
изìерения, поëу÷енные непосреäственно переä
еãо запускоì. В ка÷естве на÷аëüноãо äëя аëãоритìа
зна÷ения ковариаöионной ìатриöы необхоäиìо

взятü: P = .

Заìетиì, ÷то есëи нужно упрежäатü состояние
на вреìя, отëи÷ное от Т0 (наприìер, на вреìя Т1),
то это не преäставëяет особой сëожности, поскоëüку
äëя этоãо ìожно испоëüзоватü то же уравнение п. 4
из фиëüтра, в котороì ìатриöа Ф(Т1) вы÷исëяется
как функöия уже не от Т0, а от Т1. Анаëоãи÷но с по-
ìощüþ уравнения п. 1 из фиëüтра, заìенив в неì Т0
на Т1, ìожно оöенитü ковариаöионнуþ ìатриöу та-
коãо упрежäения, т.е. еãо априорнуþ то÷ностü.

Параметрическая идентификация модели качки

Рассìотриì теперü заäа÷у параìетри÷еской иäен-
тификаöии ìоäеëи ìорской ка÷ки иëи опреäеëе-
ния параìетров A, λ и μ, знание которых необхо-
äиìо äëя приìенения фиëüтра Каëìана.
Так, параìетр A ìожет бытü оöенен äвуìя спо-

собаìи. Во-первых, прибëиженно — по высоте так
называеìой воëны 3 %-й обеспе÷енности с ис-
поëüзованиеì выражения (сì. [2], с. 30)

A = 0,143 ,

ãäе h3% — высота воëны 3 %-й обеспе÷енности по
äесятибаëëüной øкаëе ГУ ГМС СССР от 1953 ã. [1, 2].
Во-вторых, параìетр A ìожет бытü вы÷исëен

экспериìентаëüно по преäваритеëüно изìеренной
с испоëüзованиеì ãироскопи÷ескоãо äат÷ика вы-
борке проöесса θ(t) (приìерно такой, какая пока-
зана на рис. 1), поскоëüку интенсивностü воëнения
на ìоре по сравнениþ с заäа÷аìи, реøаеìыìи с
испоëüзованиеì РЛС, ìожно с÷итатü практи÷ески
постоянной. Как известно, в этоì сëу÷ае äостато÷-
но ëеãко ìожно расс÷итатü экспериìентаëüнуþ
корреëяöионнуþ функöиþ, такуþ, как показано
на рис. 2. Параìетр A естü не ÷то иное, как äис-
персия проöесса θ(t) иëи зна÷ение корреëяöион-
ной функöии при нуëевоì арãуìенте.
Анаëоãи÷но параìетр λ также ìожет бытü оöе-

нен äвуìя способаìи. С оäной стороны, как уже
быëо сказано ранее, ÷астота коëебаний при ка÷ке,
вызванной нереãуëярныì воëнениеì, бывает бëиз-
кой к собственной ÷астоте коëебаний корабëя в со-

ответствуþщей пëоскости. Поэтоìу есëи иìеется
априорная инфорìаöия о ÷астотах собственных ко-
ëебаний корабëя, то еþ, естественно, ìожно вос-
поëüзоватüся. С äруãой стороны, преобëаäаþщуþ
÷астоту коëебаний при ка÷ке ìожно вы÷исëитü по
той же саìой экспериìентаëüно поëу÷енной кор-
реëяöионной функöии (рис. 2) путеì опреäеëения
преобëаäаþщеãо периоäа ее коëебаний.
Наконеö, параìетр μ прибëиженно ìожет бытü

вы÷исëен по форìуëе (сì. [2], с. 30):

μ = 0,21λ.

Пример моделирования
и предсказания параметров качки

Рассìотриì приìер упрежäения проöесса бор-
товой ка÷ки с характеристикаìи, соответствуþщи-
ìи истинныì параìетраì, ввеäенныì ранее: A =
= 0,008 раä2; λ = 0,7 с–1; μ = 0,1 (рис. 1, 2). По-
ãреøности изìерений уãëа бортовой ка÷ки и еãо
первой произвоäной, т.е. среäнекваäрати÷ное от-
кëонение (СКО) изìерений, в äанноì иссëеäовании
буäеì поëаãатü равныìи 1,5′ и 12′/с соответственно,
÷то не противоре÷ит ëитературныì исто÷никаì по
ãироскопи÷ескиì прибораì [9]. Так, поãреøностü
выäерживания вертикаëи в таких приборах состав-
ëяет еäиниöы уãëовых ìинут, а äат÷ики уãëовых
скоростей способны изìерятü скорости поряäка
10–4...10–5 раä/с (т.е. ìенее 1′/с). Основной периоä
äискретизаöии РЛС приìеì равныì Т0 = 0,01 с.
При провеäении иссëеäований в проöессе иìи-

таöионноãо ìоäеëирования по "изìеренноìу" про-
öессу θ(t) вы÷исëяëасü корреëяöионная функöия
(рис. 1, 2), по которой, в своþ о÷ереäü, описанныì
выøе способоì быëи вы÷исëены оöенки параìет-
ров: Aоö = 0,013 раä2; λоö = 0,726 с–1; μоö = 0,152.
Заìетиì, ÷то они не совсеì совпаäаþт с истинныìи
зна÷енияìи соответствуþщих параìетров. С ис-
поëüзованиеì этих оöенок быëи синтезированы äва
ëинейных äискретных фиëüтра (экстрапоëятора)
Каëìана: в оäноì изìеряëся тоëüко уãоë крена,
в äруãоì изìеряëисü как уãоë крена, так и еãо пер-
вая произвоäная (уãëовая скоростü крена).
В резуëüтате приìенения первоãо фиëüтра (с из-

ìерениеì тоëüко уãëа крена) быëи поëу÷ены ãра-
фики оøибок упрежäения уãëа на вреìя äискрети-
заöии Т0 = 0,01 с и на вреìя Т1 = 0,1 с, показанные
на рис. 3 и 4 соответственно. При этоì оøибку вы-
÷исëяëи как разностü ìежäу реаëüныì зна÷ениеì
уãëа крена иìитаöионной ìоäеëи и преäсказан-
ныì с поìощüþ фиëüтра зна÷ениеì (по резуëüтатаì
заøуìëенных изìерений).
В резуëüтате приìенения второãо фиëüтра с из-

ìерениеì уãëа крена и еãо первой произвоäной
также быëи поëу÷ены ãрафики оøибок упрежäе-
ния уãëа на вреìя äискретизаöии Т0 = 0,01 с и на
вреìя Т1 = 0,1 с, показанные на рис. 5 и 6.
По преäставëенныì на рисунках ãрафикаì быëи

вы÷исëены СКО оøибок упрежäения, которые со-
ставиëи äëя первоãо фиëüтра: σ0,01 = 3,033•10–4 раä,

A 0
0 bA

h3%

2
-------⎝ ⎠

⎛ ⎞
2
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σ0,1 = 1,425•10–3 раä; äëя второãо фиëüтра: σ0,01 =
= 2,62•10–4 раä, σ0,1 = 9,138•10–4 раä при соот-
ветствуþщих вреìенах упрежäения. Из этих ре-
зуëüтатов сëеäует, ÷то второй фиëüтр упрежäает
проöесс ка÷ки нескоëüко ëу÷øе, ÷еì первый, ÷то
впоëне ëоãи÷но при наëи÷ии äопоëнитеëüных из-
ìерений первой произвоäной уãëа крена.
В öеëоì äискретный фиëüтр Каëìана, рассìот-

ренный в äанной статüе, обеспе÷ивает упрежäение
уãëа крена на вреìя 0,01 с то÷ностüþ, äаже пре-
восхоäящей то÷ностü текущих изìерений этоãо уã-
ëа ãироскопи÷ескиì прибороì, которая в вы÷ис-
ëитеëüных экспериìентах составëяëа 4,363•10–4 раä
(т.е. 1,5').

Заключение

В настоящее вреìя возìожности öифровых сис-
теì управëения позвоëяþт реаëизовыватü разëи÷-
ные äостато÷но сëожные аëãоритìы преäсказания
параìетров ка÷ки суäна. Оäнако в заäа÷ах эëек-
тронной стабиëизаöии ëу÷а корабеëüной РЛС,
коãäа ìоäеëü ка÷ки преäставëяет собой ëинейный
псевäосëу÷айный проöесс, впоëне äостато÷ныì яв-
ëяется приìенение äëя преäсказания уãëовоãо поëо-
жения суäна кëасси÷ескоãо ìетоäа ëинейной каëìа-
новской фиëüтраöии (экстрапоëяöии). Как извест-
но [7], äëя ëинейных äинаìи÷еских систеì фиëüтр
Каëìана явëяется оптиìаëüныì и обеспе÷ивает
ìиниìаëüное СКО оöенки параìетров ка÷ки.

В работе также показано, ÷то при рассìотренных
ìаëых периоäах упрежäения он позвоëяет вы÷ис-
ëятü упрежäенный уãоë крена с СКО не боëее
оøибки äат÷ика-изìеритеëя.

Список литературы

1. Судовые раäиоëокаöионные станöии и их приìенение
(справо÷ное руковоäство). Т. 3 / В. Я. Аверüянов, А. М. Байра-
øевский, К. В. Георãианов и äр. Л.: Суäостроение, 1970. 264 с.

2. Ривкин С. С. Стабиëизаöия изìеритеëüных устройств на
ка÷аþщеìся основании. М.: Наука, 1978. 320 с.

3. Чижиумов С. Д. Основы äинаìики суäов на воëнении: у÷еб.
пособ. Коìсоìоëüск-на-Аìуре: ГОУВПО "КнАГТУ", 2010. 110 с.

4. Активные фазированные антенные реøетки / Поä реä.
Д. И. Воскресенскоãо и А. И. Канащенкова. М.: Раäиотехника,
2004. 488 с.

5. Нечаев Ю. И., Бухановский А. В., Иванов С. А. Вирту-
аëüное ìоäеëирование äинаìики суäна на ìорскоì воëнении в
интеëëектуаëüных тренажерах // Искусственный интеëëект.
2004. № 4. С. 350—359.

6. Чепок А. О. Анаëити÷еское опреäеëение сиë инерöии,
äействуþщих на ãруз при ка÷ке корабëя // Вестник АГТУ. Сер.
Морская техника и техноëоãия. 2014. № 1. С. 43—47.

7. Mar J., Chen-Chih Liu, and Basnet M. B. Ship-Borne
Phased Array Radar Using GA Based Adaptive α-β-γ Filter for Beam-
forming Compensation and Air Target Tracking // International Journal
of Antennas and Propagation. 2015. Article ID 563726. 16 p.

8. Браммер К., Зиффлинг Г. Фиëüтр Каëìана-Бüþси. М.:
Наука, 1982. 200 с.

9. Бороздин В. Н. Гироскопи÷еские приборы и устройства
систеì управëения: у÷еб. пособ. äëя вузов. М.: Маøиностро-
ение, 1990. 272 с.

Рис. 3. Ошибка упреждения на 0,01 с при измерении только угла
крена

Рис. 4. Ошибка упреждения на 0,1 с при измерении только угла
крена

Рис. 5. Ошибка упреждения на 0,01 с при измерении угла крена
и угловой скорости крена

Рис. 6. Ошибка упреждения на 0,1 с при измерении угла крена
и угловой скорости крена



576 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 18, № 8, 2017

Algorithm for Estimating the Parameters of Sea Pitching 
for Increasing the Accuracy of a Ship-Borne Radar Beam Positioning

A. N. Grachev, ga150161@mail.ru,
Tula State University, Tula, 300012, Russian Federation,

S. A. Kurbatsky, qrbs@rambler.ru, Yu. I. Lebedenko, lebedenko@tsu.tula.ru,
Central Design Bureau of Apparatus Engineering, Tula, 300034, Russian Federation

Corresponding author: Grachev Aleksandr N., Associate Professor,
Tula State University, Tula, 300012, Russian Federation, e-mail: ga150161@mail.ru

Received on September 12, 2016
Accepted on December 16, 2017

The sea waves cause the effect of a rotational motion (i.e., pitch, roll and heading angle) of ships. The ship rotational motions
result in beam pointing error of the phased array radar aboard the ship. The antenna stabilization aimed to achieve a beam pointing
accuracy over a long dwell time is an important problem for the shipborne phased array radars. Due to the dynamic and stochastic
nature of the sea environment, the shipborne phased array radar must be able to compensate for the ship’s motion adaptively. In
this paper, the linear discrete Kalman filter is proposed as a predictor for the shipborne phased array radar, which can compensate
for the beam pointing error and track the air and sea surface targets. The pitch, roll and heading angles and the its velocities data
are measured on-line from a gyroscope of the sea vehicle and used from the ship motion mathematical models for their prediction.
It is proved, that the pitch, roll, and heading motion models may be considered as independent. All these models are presented as
the same second order linear differential equations with different parameters. Besides, equivalent linear discrete state space models
for the angles’ changes are constructed in the paper. The estimation accuracy of the Kalman filter (predictor) depends on the values
of different parameters, such as the parameters of the ship’s motion mathematical model, measurement error covariance
matrices, etc. The sea environments are very dynamic, hence, there is a need for an adaptive system for the controlling and com-
pensating devices, operating regardless of the ship’s motion. Continuous monitoring of the environment and adapting filter ensure
parameters with less computational burden needed for a real time application. The paper describes a technique for identification of
such parameters by the measured correlation functions of the pitch, roll, and heading angles. Finally, it is proved by the computer
simulations that the proposed compensations technique is a real time applicable algorithm for a shipborne phased array radar. The
computer simulation was performed with the following parameters: the measurement frequency for the gyroscopes was 100 Hz, the
prediction times of the Kalman filter were 0.01 s and 0.1 s. The following two cases were considered. In the first case, only the pre-
dicted angles were measured with gyroscopes. In the second case, the angles and the rates of their change were measured. The si-
mulations demonstrated that the presented prediction algorithm ensured higher accuracy (less root mean square errors of the pre-
dicted angles) than the initial accuracy of the gyroscopes measurements.

Keywords: shipborne phased array radar, ship rotational motion, pitch, roll, and heading angle, beam pointing error com-
pensation, parameters identification technique, linear discrete Kalman filter
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