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Анализ и синтез пространственно многомерных распределенных 
систем с дескрипторной структурой математической модели

Введение

В настоящее вреìя ìожно выäеëитü äостато÷но
øирокий круã пространственно распреäеëенных
объектов управëения, в которых иссëеäуеìые про-
öессы описываþтся совокупностüþ систеì äиффе-
ренöиаëüных, интеãро-äифференöиаëüных уравне-
ний с ÷астныìи произвоäныìи, систеì аëãебраи÷е-
ских уравнений и уравнений, соäержащих тоëüко
äифференöиаëüный пространственный оператор и
связанных с остаëüныìи уравненияìи систеìы ÷е-
рез ãрани÷ные усëовия иëи переìенные, описы-
ваþщие состояние систеìы.
Такиìи объектаìи явëяþтся устройства, обеспе-

÷иваþщие те÷ение ãаза в проöессе катаëити÷еско-
ãо ãорения в хиìи÷еских реакторах; сверхпровоäя-
щие устройства, испоëüзуеìые äëя аккуìуëяöии
энерãии ìаãнитноãо поëя; тепëообìенные аппара-
ты; установки иìитаöионноãо ìоäеëирования, ãäе
объеäинены реаëüные устройства и ìоäеëü; äëин-
ные ëинии переäа÷и сиãнаëов, работаþщие на вы-
сокой ÷астоте и т. ä.
Соãëасно работе [1], такая систеìа ìожет бытü

рассìотрена как систеìа äифференöиаëüно-аëãеб-
раи÷еских уравнений с ìатри÷ныìи коэффиöиен-
таìи, соäержащиìи операторы, äействуþщие в ãиëü-
бертовоì пространстве. Испоëüзуеìый ìетоä пре-
образования основывается на понятии инäекса
систеìы обыкновенных äифференöиаëüно-аëãеб-
раи÷еских уравнений, которое в сëу÷ае норìаëüно
разреøиìых операторов, вхоäящих в состав ìат-
ри÷ных операторных коэффиöиентов, расøиряет-
ся на кëасс абстрактных äифференöиаëüно-аëãеб-
раи÷еских систеì.
Понятиþ инäекса äифференöиаëüно-аëãебраи-

÷еских уравнений с ÷астныìи произвоäныìи посвя-
щена работа [2], ãäе показано, ÷то äифференöиаëü-
но-аëãебраи÷еские уравнения ÷асто появëяþтся
при äискретизаöии äифференöиаëüных уравнений

с ÷астныìи произвоäныìи. По инäексу исхоäной
систеìы äифференöиаëüных уравнений с ÷астны-
ìи произвоäныìи ìожно сäеëатü вывоä о свойст-
вах поëу÷аеìой äифференöиаëüно-аëãебраи÷еской
систеìы уравнений.
Изу÷ениþ связанных систеì äифференöиаëü-

но-аëãебраи÷еских уравнений и äифференöиаëüных
уравнений с ÷астныìи произвоäныìи посвящена
работа [3], ãäе äëя ÷исëенноãо реøения испоëüзу-
ется ìетоä Гаëеркина.
В статüе [4] уравнения äëинной ëинии с ÷астныìи

произвоäныìи своäятся к обобщенноìу äиффе-
ренöиаëüно-аëãебраи÷ескоìу уравнениþ, ìатри÷-
ные коэффиöиенты котороãо соäержат операторы,
äействуþщие в ãиëüбертовоì пространстве беско-
не÷ной разìерности.
Анаëиз известных работ показаë, ÷то реøение

систеì äифференöиаëüно-аëãебраи÷еских уравне-
ний с ÷астныìи произвоäныìи на закëþ÷итеëüноì
этапе осуществëяется с приìенениеì ÷исëенных
ìетоäов, ÷то существенно осëожняет проöеäуру син-
теза реãуëяторов äëя рассìатриваеìых объектов.
В äанной работе испоëüзуется спектраëüный

ìетоä анаëиза и синтеза распреäеëенных систеì,
у÷итываþщий пространственно распреäеëеннуþ
прироäу объекта и обеспе÷иваþщий высокий уро-
венü форìаëизаöии реøения. Спектраëüная форìа
преäставëения ìатеìати÷еской ìоäеëи распреäеëен-
ноãо объекта управëения [5] преäпоëаãает перехоä
от äифференöиаëüных, интеãраëüных, интеãро-äиф-
ференöиаëüных уравнений с ÷астныìи произвоä-
ныìи к бесконе÷ной систеìе обыкновенных äиффе-
ренöиаëüных иëи äифференöиаëüно-аëãебраи÷еских
уравнений, т. е. к спектраëüноìу преäставëениþ.
Спектраëüное преäставëение äает возìожностü осу-
ществитü анаëиз объекта и синтезироватü реãуëятор
с приìенениеì ìетоäов пространства состояний,
разработанных äëя сосреäото÷енных систеì.

На основе спектрального метода анализа распределенных систем разработаны теоретические положения для перехода от
исходной математической модели пространственно многомерного распределенного объекта управления в форме дифференци-
альных уравнений с частными производными к дескрипторной модели, что дает возможность осуществить анализ объекта уп-
равления и синтез регулятора с применением известных методов, разработанных для сосредоточенных систем. Исследованы
вопросы существования, единственности и сходимости полученных решений.
Ключевые слова: распределенная дескрипторная система, спектральный метод, анализ, синтез, сходимость

МЕТОДЫ ТЕОРИИ АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ



4 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 19, № 1, 2018

В работе ставятся сëеäуþщие заäа÷и: поëу÷ение
äескрипторноãо спектраëüноãо преäставëения ìа-
теìати÷еской ìоäеëи пространственно ìноãо-
ìерноãо распреäеëенноãо объекта управëения —
пëазìенноãо øнура в ìаãнитноì поëе установки
токаìак [6], описываеìоãо äифференöиаëüныìи
уравненияìи с ÷астныìи произвоäныìи по про-
странству и вреìени и äифференöиаëüныì урав-
нениеì, соäержащиìи тоëüко пространственный
оператор; вы÷исëение анаëити÷ески поëу÷енных
операöионных ìатриö преобразования ìатеìа-
ти÷еской ìоäеëи; иссëеäование существования,
еäинственности и схоäиìости реøений поëу÷ен-
ных систеì; синтез систеìы стабиëизаöии.

Исходная математическая модель объекта управления

Дëя токаìака существует обëастü параìетров
пëазìы, в которой возìожно ее äëитеëüное устой÷и-
вое существование. Боëüøинство ìакроскопи÷еских
явëений, привоäящих к потере уäержания пëазìы
в токаìаке, описываþтся ìоäеëüþ ãиäроäинаìики
невесоìой потенöиаëüной иäеаëüно провоäящей
жиäкости [6], которая в невозìущенноì состоянии
иìеет сëабо тороиäаëüнуþ конфиãураöиþ (рис. 1)
раäиуса R1 с поверхностüþ S. Эта жиäкостü уäержи-
вается внутри объеìа S äавëениеì, оказываеìыì
внеøниì ìаãнитныì поëеì, которое ìожет бытü со-
зäано с поìощüþ управëяþщей обоëо÷ки. Управëе-
ние äвижениеì жиäкости буäеì осуществëятü, созäа-
вая распреäеëенное äавëение на поверхности S.
Буäеì поëаãатü, ÷то R . R1. Это озна÷ает, ÷то

соотноøение R/R1 настоëüко веëико, ÷то эффектоì
искривëения оси øнура ìожно пренебре÷ü.
Грани÷ные усëовия, выпоëняеìые на возìущен-

ной поверхности S , перенесеì на невозìущеннуþ
поверхностü S. Поскоëüку возìущенное äвижение
по преäпоëожениþ ìаëо отëи÷ается от невозìу-
щенноãо, пренебрежеì неëинейныìи ÷ëенаìи в
уравнениях äвижения.

Линеаризованная ìатеìати÷еская ìоäеëü объ-
екта управëения в откëонениях ìожет бытü преä-
ставëена в öиëинäри÷еской систеìе коорäинат в
сëеäуþщеì виäе:

(1)

ãäе t — вреìя, с; z, r — пространственные переìен-
ные, ì; L — äëина оси тора, ì; R1 — раäиус тора, ì;
1(z, t) — откëонение возìущенной поверхности, ì;
2(z, t) — скоростü откëонения возìущенной поверх-
ности, ì/с; (r, z, t) — потенöиаë ускорений, ì/с2.
На÷аëüные усëовия иìеþт виä

(2)

Грани÷ные усëовия:

(r, 0, t) = (r, L, t),
(R1, z, t) = (z, t), t  [0, ), (3)

ãäе потенöиаë ускорений на ãраниöе (z, t), зави-
сящий от äавëения на поверхности S, буäеì с÷итатü
äëя простоты управëяþщиì возäействиеì.
Требуется реøитü заäа÷у стабиëизаöии систеìы

(1)—(3).
Матеìати÷еская ìоäеëü (1)—(3) ìожет бытü преä-

ставëена в безразìерноì виäе

(4)

ãäе 1 = 1/ , 2 = 2/ ,  = /*,  = t/t*,  = r/R1,

 = z/L — безразìерные переìенные, , , *,
t* — ноìинаëüные зна÷ения соответствуþщих пере-

ìенных, k1 = t*/ , k2 = *t*/ R1, k3 = */ ,

k4 = */L2 — безразìерные коэффиöиенты.

На÷аëüные усëовия:

1(, 0) = 2(, 0) = (, , 0) = 0,
  [0, 1],  [0, 1], (5)

Грани÷ные усëовия:

(, 0, ) =(, 1, ), (1, , ) =1(, ),
  [0, ), (6)

ãäе 1 = /* — безразìерное управëяþщее воз-
äействие.

Рис. 1. Схема взаимного расположения систем координат объ-
екта тороидальной конфигурации

 = 2(z, t);

 = ;

 +  +  = 0;

t  (0, ), r  (0, R1), z  (0, L),

1 z t 
t

----------------

2 z t 
t

----------------  r z t  
r

------------------
r R1=

1
r
--  r z t  

r
------------------ 2 r z t  

r2
--------------------- 2 r z t  

z2
---------------------

1(z, 0) = 2(z, 0) = (r, z, 0) = 0;
r  [0, R1], z  [0, L].

R1

R1

 = k12(, ),  = k2 ,

0 = k3  + k4 ,

  (0, ),   (0, 1),   (0, 1),

1   


----------------
2  t 


----------------      


-------------------

 1=

1

--      


-------------------

2     

2
---------------------+ 2     

2
---------------------

X 1* X 2*

X 1* X 2*

X 2* X 1* X 2* R1
2

R1
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Описание объекта управления в спектральной форме

Поëу÷иì спектраëüное преäставëение объекта
управëения (4)—(6). Дëя этоãо преäставиì функöии
1(, ), 2(, ), (, , ), в виäе ряäов Фурüе по
пространственныì коорäинатаì , .
По переìенной  буäеì испоëüзоватü разëожение

в ряä Фурüе—Бессеëя по систеìе функöий Бессеëя
нуëевоãо поряäка B0( ), h1 = , ортонор-
ìированных с весоì :

B0( )B0( )d = 

h1,  = ,

ãäе B0( ) = J0( ), h1 = ;  — кор-

ни функöии B0()/| = 1,  — норìируþщий

ìножитеëü, который опреäеëяется выражениеì

 =  ( )d , h1 = .

По переìенной  буäеì испоëüзоватü разëоже-
ние в ряä Фурüе по систеìе ортонорìированных
функöий P(h2, ) = {sinh2}, h2 = .
Функöии 1(, ), 2(, ), (, , ) ìожно преä-

ставитü в виäе ряäов

1(, ) = (h2, )P(h2, );

2(, ) = (h2, )P(h2, );

(, , ) = (h1, h2, )B0( )P(h2, ),

n1, n2 = , (7)

ãäе коэффиöиенты ряäа зависят от вреìени и оп-
реäеëяþтся выраженияìи

(h2, ) = 1(, )P(h2, )d;

(h2, ) = 2(, )P(h2, )d;

(h1, h2, ) = (, , )B0( )P(h2, )dd,

h1 = , h2 = , n1, n2 = .

Векторы (), () , () ,

n1, n2 = , составëенные из аìпëитуä простран-

ственных ìоä, соãëасно работаì [5, 7], буäеì на-

зыватü спектраëüныìи характеристикаìи соответ-
ствуþщих функöий:

(8)

С у÷етоì изëоженных в работах [5, 7] поëоже-
ний спектраëüноãо ìетоäа поëу÷иì спектраëüное
преäставëение объекта управëения (4)—(6):

 = k1 ();

 = k2 [   ] –

– k2 [H0()| = 1  ] ();

0 = {k3([   ] + [   ][   ]) +

+ k4[   ]}() + k3{[H0()| = 1  ] +

+ [P1/  ][B0()| = 1  ]} (), (9)

ãäе  — сиìвоë тензорноãо произвеäения ìатриö; I —
еäини÷ная ìатриöа соответствуþщей разìерности.
В выражение (9) вхоäят векторы спектраëüных

характеристик (8), а также вектор спектраëüной ха-
рактеристики функöии ãрани÷ных усëовий 1(, ),
преäставëенной в виäе ряäа Фурüе по систеìе ор-

тонорìированных функöий P(h2, ) = {sinh2},

h2 = : () = colon{ (1, ), (2, ), ...},

()  , n2 = .

Также в выражении (9) присутствует операöи-
онная ìатриöа соìножитеëя 1/, эëеìенты кото-
рой опреäеëяþтся по выражениþ

P1/( , h1) = B0( )B0( )d,

, h1 = , n1 = , (10)

операöионные ìатриöы äифференöирования i-ãо
поряäка по переìенныì  и , эëеìенты которых
опреäеëяþтся соãëасно работе [10] в соответствии
с выраженияìи

( , h1) = B0( ) d;

( , h2) = P( , ) d,

, h1 = , , h2 = , n1, n2 = , (11)

h1
1 

 
0

1

 h1
h1

0, h1  ;

1, h1 = ;

h1

h1

h1 1 

h1
M0h1

h1
1  h1

M0h1

M0h1
 

0

1





J0
2 h1 


 1/2

1 

2 1 

h2 1=

n2

 1

h2 1=

n2

 2

h1 1=

n1


h2 1=

n2

 h1

1 

1
0

1



2
0

1



0

1

  
0

1

 h1

1 n1 1 n2 1 

1
2

R
n2 R

n1n2

1 

() = colon{ (1, ), (2, ), ...};

() = colon{ (1, ), (2, ), ...};

() = colon{(1, 1, ), (1, 2, ), ...,
(2, 1, ), (2, 2, ), ...}.

1
1

1

2
2

2

1
 


-------------- 2

2
 


-------------- P

1 P1
 In2

P
1 In2

1
0

P2
 In2

P1/
1 In2

P1
 In2

In1
P2
 In2

In2
In2

1
0

2

1  1
0 1

0 1
0

1
0 R

n2 1 

h1  
0

1

 h1
h1

h1 1 n1 1 

Pi
 h1  

0

1

 h1

iB0 h1
 

i
---------------------

Pi
 h2

0

1

 h2
iP h2  

i
-------------------

h1 1 n1 h2 1 n2 1 
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и векторы H0()| = 1, B0()| = 1  , n1 = :

H0()| = 1 = colon  

,

B0()| = 1 = colon{B0(1)| = 1, B0(2)| = 1, ...}, (12)

позвоëяþщие аääитивно ввести в уравнения объекта
спектраëüные характеристики ãрани÷ных усëовий.
Ввеäеì обозна÷ения вектора состояний x(),

объеäиняþщеãо векторы   ,   ,

  , (n1, n2 = ), и вектора управëений u():

x() = colon{ (), (), ()};

u() = (). (13)

У÷теì в соотноøениях (9) внеøнее возìущение,
поëаãая, ÷то иìеþт ìесто то÷е÷ные возìущения по-
тенöиаëа ускорений, энерãия которых оãрани÷ена:

w(, , ) = ( – w)е–,

w  (0, 1), w  (0, 1), (14)

ãäе  — безразìерная аìпëитуäа возìущения, ко-
торуþ буäеì с÷итатü äостато÷но ìаëой; (w, w) —
пространственные коорäинаты то÷ки, в которой
возникает возìущение;  — безразìерный коэф-
фиöиент.
Найäеì спектраëüнуþ характеристику функöии

возìущения w(, , ):
S[w(, , )] =

=  (–w)е–В0( )P(h2, )dd =

= е–В0( w)P(h2, w), h1, h2 = . (15)

На основании выражения (15) возìущение
w(, , ) ìожно преäставитü как произвеäение ìат-
риöы G = colon{0, 0, } и вектора w(), i-я коì-
понента котороãо опреäеëяется выражениеì (15).
Ноìер коìпоненты i опреäеëяется инäексаìи
h1, h2 =  и вы÷исëяется по выражениþ i =
= (h1 – 1)n2 + h2, n2 = .
У÷итывая обозна÷ения (13) и внеøнее возìу-

щение, преäставиì ìатеìати÷ескуþ ìоäеëü систе-
ìы в виäе

E  = Ax() + Bu() + Gw() (16)

с бëо÷ныìи ìатриöаìи

E = ; A = ; B = ; G = ;

 = k1 ;  = k2 [   ];

A = k3([   ] + [   ][   ]) +

+ k4[   ];

 = –k2 [H0()| = 1  ];

B = k3{[H0()| = 1  ] +

+ [P1/  ][B0()| = 1  ]}, (17)

n1, n2 = .

Вы÷исëиì операöионные ìатриöы, вхоäящие в
состав ìатри÷ных бëоков, преäставëенных в соот-
ноøениях (17). Операöионная ìатриöа P1/ в со-
ответствии с выражениеì (10) иìеет виä

P1/ = . (18)

Операöионные ìатриöы äифференöирования
первоãо и второãо поряäка по пространственной
переìенной , поëу÷енные по выражениþ (11), бу-
äут иìетü сëеäуþщий виä:

 = ;

 = .

Операöионная ìатриöа äифференöирования
второãо поряäка по пространственной переìенной
, вы÷исëенная в соответствии с выраженияìи
(11), буäет сëеäуþщей:

 =

= diag{–9,8696; –39,4784; –88,8264; –157,9137; ...}.

Векторы B0()| = 1, H0()| = 1, необхоäиìые äëя
у÷ета ãрани÷ных усëовий, буäут иìетü виä

B0()| = 1 =
= colon{–1,4142; 1,4142; –1,4142; 1,4142; ...},

H0()| = 1 =
= colon{1,4142; –1,4142; 1,4142; –1,4142; ...}. (19)

R
n1 1 

B0 1 


------------------
B0 1 


----------------–

 1=

– 




B0 2 


------------------
B0 2 


----------------–

 1=

– ...




R
n1n2 1

R
n2

2
R

n2 1 

1
2

1
0

w*
  w– 

-----------------

w*

0

1

  
0

1

 w*
  w– 


----------------- h1

w* h1
1 

In1n2

1 
1 

dx  
d

----------

In2
0 0

0 In2
0

0 0 0

0 A1
0

0 0 A2

0 0 A

0
B2

B

0
0

In1n2

A1
In2

A2
P

1 P1
 In2

P2
 In2

P1/
1 In2

P1
 In2

In1
P2


B2
P

1 In2

In2

In2
In2

1 

4,0540 4,6548 0,0025 3,7579 
4,6548 4,6257 5,1402 0,4551 
0,0025 5,1402 4,9878 5,4612 
3,7579 0,4551 5,4612 5,2534 

    

P1


1,0270 – 6,0126 – 0,1608 4,0144– 
1,3579 1,3128 – 8,2092 – 0,1498– 
0,1631 – 3,0688 1,4939 – 10,3424– 
0,2572 0,3058 – 4,8815 1,6267– 

    

P2


9,4641 – 19,0244 18,0754 24,1712 
0,7468 – 38,8954 – 29,7310 28,5669 
0,3572 1,7391 – 87,9653 – 40,3260 
0,2242 – 0,9359 2,8617 – 156,7836– 
    

P2

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Допоëниì уравнение (16), описываþщее äина-
ìику объекта управëения, уравненияìи äëя изìе-
ряеìых и реãуëируеìых переìенных.
Буäеì с÷итатü изìеряеìыìи переìенные 1, со-

ответствуþщие откëонениþ возìущенной свобоä-
ной поверхности жиäкости, в сеìи то÷ках, равно-
отстоящих äруã от äруãа: 1 = 0,0714, 2 = 0,2143,
3 = 0,3571, 4 = 0,5000, 5 = 0,6429, 6 = 0,7857,
7 = 0,9286. Сëеäоватеëüно, вектор изìеряеìых
переìенных ìожно преäставитü выражениеì

y() = Cx();
y() = colon{1(1, ), 1(2, ), ..., 1(7, )} (20)

с бëо÷ной ìатриöей C = [  0 0]. Матри÷ный бëок

 составëяется из функöий разëожения в ряä

P(h2, ), вы÷исëенных в то÷ках изìерения [5]. Дëя

поëу÷ения ìатриöы  преäставиì функöиþ

1(i, ), i = , в виäе ряäа из выражения (7) при

 = i, i = :

(21)

Есëи записатü (21) в векторно-ìатри÷ноì виäе,
то поëу÷иì выражение

 = • , (22)

первыì соìножитеëеì правой ÷асти котороãо яв-
ëяется ìатри÷ный бëок .
Дëя выбранных то÷ек 1(i, ), i = ,

 = .

Относитеëüно вектора реãуëируеìых переìен-
ных буäеì поëаãатü, ÷то он совпаäает с вектороì
изìеряеìых переìенных: z() = y().

Необходимые условия существования 
и единственности решения бесконечной 

дескрипторной системы. Необходимые условия 
сходимости решения и возможности редукции

На основании работ [8, 9] сфорìуëируеì äоста-
то÷ные усëовия тоãо, ÷тобы реøение бесконе÷ной
äескрипторной систеìы (16) при äостато÷но боëü-

øоì поряäке усе÷ения n1, n2 быëо бëизко на за-
äанноì вреìенноì интерваëе к реøениþ укоро-
÷енной äескрипторной систеìы уравнений.
Систеìа (16) ìожет бытü преäставëена в виäе

 =

=  + u() + w(), (23)

ãäе ìатри÷ные бëоки буäут сëеäуþщиìи:

I = , A11 = , A12 = , A21 = [0 0], 

A22 = A, B1 = , B2 = B, G1 = ,

G2 = , n1, n2 = . (24)

В выражении (23) ìожно выäеëитü äифферен-
öиаëüнуþ и аëãебраи÷ескуþ поäсистеìы:

 = A11x1() + A12x2() + B1u() + G1w();

0 = A21x1() + A22x2() + B2u() + G2w(). (25)

Дëя äескрипторной систеìы (25) необхоäиìое
усëовие существования и еäинственности реøения
закëþ÷ается в выпоëнении усëовий существования и
еäинственности реøения äëя кажäой из поäсистеì —
äифференöиаëüной и аëãебраи÷еской [10].
Дëя äифференöиаëüной поäсистеìы в работах

[5, 8, 9] поäробно изëожены усëовия существования,
еäинственности, схоäиìости и возìожности ее реäу-
öирования — поëу÷ения реøения по оãрани÷енноìу
÷исëу äифференöиаëüных уравнений поäсистеìы,
коãäа с увеëи÷ениеì ÷исëа уравнений реøение ко-
не÷ной поäсистеìы стреìится к реøениþ бесконе÷-
ной поäсистеìы. Как показываþт иссëеäования, в
рассìатриваеìоì сëу÷ае эти усëовия выпоëняþтся.
Дëя аëãебраи÷еской поäсистеìы необхоäиìо

выпоëнение усëовий оãрани÷енности ìатри÷ных
норì Фробениуса [10]:

||A21||
2 < , ||A22||

2 < , ||B2||
2 < . (26)

Необхоäиìыì усëовиеì оäнозна÷ности, схоäи-
ìости реøения и возìожности реäукöии аëãебраи-
÷еской поäсистеìы явëяется усëовие (26). Провериì
справеäëивостü (26) äëя объекта управëения (16).
Поскоëüку A21 = 0, усëовие оãрани÷енности норìы
äëя этой ìатриöы выпоëняется. Проверка усëовия
||A22||

2 <  основывается на приìенении признаков
схоäиìости функöионаëüных и ÷исëовых ряäов.
Дëя операöионных ìатриö äифференöирова-

ния  (i = 1, 2) нетруäно показатü, ÷то в сиëу их
опреäеëения по выраженияì (11) суììа эëеìентов
кажäоãо стоëбöа операöионной ìатриöы  (i = 1, 2)
явëяется ряäоì Фурüе—Бессеëя äëя функöии

C1

C1

C1

1 7

1 7

1(1, ) = P(1, 1) (1, ) + P(2, 1) (2, ) + ...;

1(2, ) = P(1, 2) (1, ) + P(2, 2) (2, ) + ...;

...
1(7, ) = P(1, 7) (1, ) + P(2, 7) (2, ) + ... .

1
1

1
1

1
1

1 1  

1 2  


1 7  

P 1 1  P 2 1  

P 1 2  P 2 2  

  
P 1 7  P 2 7  

1
1  

1
2  



C1
1 7

C1

0,3147 0,6136 0,8817 1,1057 
0,8817 1,3788 1,2742 0,6136 
1,2742 1,1057 0,3147 – 1,3788– 
1,4142 0 1,4142 – 0 
1,2742 1,1057 – 0,3147 – 1,3788 
0,8817 1,3788 – 1,2742 0,6136– 
0,3147 0,6136 – 0,8817 1,1057– 

I 0
0 0

dx1  /d

dx2  /d

A11 A12

A21 A11

x1  

x2  

B1

B2

G1

G2

I2n2

0 A1

0 0

0
A2

0
B2

0
0

In1n2
1 

dx1  
d

------------

Pi


Pi

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f() = iB0( )/i, i = 1, 2, h1 = . В соответ-
ствии с теореìой, привеäенной в [11], äëя схоäи-
ìости такоãо ряäа äостато÷но потребоватü, ÷тобы
функöия F() = f() явëяëасü функöией с ин-
теãрируеìыì кваäратоì. Поскоëüку функöии
F() = iB0( )/i, i = 1, 2, h1 = , явëя-
þтся функöияìи с интеãрируеìыì кваäратоì, ря-
äы по стоëбöаì схоäятся. Сëеäоватеëüно, схоäятся
и саìи ìатри÷ные норìы.
Суììы по стоëбöаì операöионных ìатриö 

(i = 1, 2) также схоäятся в сиëу тоãо, ÷то функöии
iP(h1,)/

2, h1 = , явëяþтся непрерывныìи,
оãрани÷енныìи функöияìи с интеãрируеìыì
кваäратоì.
Проверка схоäиìости ìатри÷ной норìы ||P1/||

2

ìожет бытü осуществëена по ÷исëовой реаëизаöии
этой ìатриöы (18) с приìенениеì признаков схо-
äиìости äвойных ряäов [12].
Из схоäиìости норì операöионных ìатриö сëе-

äует, ÷то ||A22||
2 < .

Провериì усëовие ||B2||
2 < . Нетруäно показатü,

÷то ìатриöа B2 = B ìожет бытü преäставëена в виäе

B2 = k3[H0()| = 1 + P1/B0()| = 1]  . (27)

Ввеäеì обозна÷ение =[H0()| =1+P1/B0()|=1]

и иссëеäуеì схоäиìостü норìы || ||2.
Векторы (19) ìоãут бытü преäставëены выраже-

нияìи

H0()| = 1 = –k4colon{–1, 1, –1, 1, ...},

B0()| = 1 = k4colon{–1, 1, –1, 1, ...}, k4 = 1,4242.(28)

Из выражения (18) сëеäует, ÷то ìатриöа P1/ та-
кова, ÷то äëя кажäой строки выпоëняется усëовие
схоäиìости суììы эëеìентов, так как, на÷иная с
некотороãо инäекса стоëбöа m > m0, выпоëняется
неравенство

pnm + 1/pnm < 1, n = . (29)

Дëя ìатриöы  в этоì сëу÷ае ìожно записатü

 = –k4  =

= –k4 , (30)

у÷итывая при этоì, ÷то справеäëиво (  – 1) > 0,
m0i = .

Кажäый из эëеìентов ìатриöы  ìожно рас-

сìатриватü как знако÷ереäуþщийся ряä. В этоì
сëу÷ае приìенение признака Абеëя—Дирихëе [12]
позвоëяет сäеëатü вывоä о невозрастании на÷иная

с некотороãо m0 посëеäоватеëüности {pn1, pn2, ...,

 – 1, , ...}, n = . Посëеäоватеëü-

ностü ÷асти÷ных суìì ряäа (–1)m оãрани÷ена.

Такиì образоì, кажäый из эëеìентов  оãрани-

÷ен, откуäа сëеäует ||B2||
2 < .

Такиì образоì, äëя ìатеìати÷еской ìоäеëи
объекта управëения (16) с ìатриöаìи (17) выпоëня-
þтся необхоäиìые усëовия существования, еäин-
ственности, схоäиìости реøения и возìожности
реäукöии систеìы, т. е. поëу÷ения реøения по оã-
рани÷енноìу ÷исëу уравнений, записанных отно-
ситеëüно первых нескоëüких аìпëитуä простран-
ственных ìоä функöий.

Синтез системы стабилизации потенциала 
ускорений плазмы в магнитном поле

установки токамак

Выпоëниì синтез реãуëятора äëя объекта управ-
ëения (1)—(3), преäставëенноãо в безразìерноì
виäе (4)—(6) с параìетраìи  = 1 ì,  = 10 ì/с,
* = 1 ì/c2, t* = 2 c, R1 = 1 ì, L = 20 ì. Спектраëü-
ное преäставëение такоãо объекта иìеет виä (16),
(17). Выäеëиì äифференöиаëüнуþ и аëãебраи÷е-
скуþ поäсистеìы, основываясü на выражениях (23),
(24). Приниìая во вниìание усе÷ение бесконе÷ных
ряäов при вы÷исëениях, у÷теì n1 = n2 = 7 и поëу÷иì
сëеäуþщие разìерности векторов ìатеìати÷еской
ìоäеëи (23), (24): x1()  R14, x2()  R49, u()  R7.
Матриöы спектраëüноãо преäставëения объекта

(23), (24) буäут иìетü виä

 = 0,5I7;

 = [0,8547 0,0522 –0,0507 1,0239

–1,8408 3,1299 –7,1697]  I7;

A= .

Матри÷ные бëоки , B иìеþт разìерности
7Ѕ7 и 49Ѕ7 и опреäеëяþтся сëеäуþщиì образоì:

 = 2,8000•I7;

B = colon{14,0344; –19,4404; 14,2799;
–19,6646; 13,9130; –20,1850; 12,8049}  I7.

Буäеì поëаãатü, ÷то иìеþт ìесто то÷е÷ные воз-
ìущения потенöиаëа ускорения, энерãия которых
оãрани÷ена:

w(, , ) = ( – w)е–;

  [0, 1],   [0, 1], (31)

h1
1 



 h1
1 

Pi


1 

In2

B2


B2


1 

B2


B2


p11 1– p12 p13 

p21 p22 1– p23 

p31 p32 p33 1– 

   

1–

1
1–



p11 1– – p12 p13–+

p21– p22 1–  p23–+

p31– p32 p33 1– –+



pm0im0i1 

B2


pnm0
pnm0 1+ 1 

m 1=




B2


X 1* X 2*

A1

A2

5,9388– 0 0,0012 0 0,0020 0 0,0028 
0 6,0117– 0 0,0032 0 0,0048 0 

0,0012 0 6,1331– 0 0,0059 0 0,0083 
0 0,0032 0 6,3029– 0 0,0097 0 

0,0020 0 0,0059 0 6,5215– 0 0,0139 
0 0,0048 0 0,0097 0 6,7883– 0 

0,0028 0 0,0083 0 0,0139 0 7,1041– 
       

B2

B2

w*
 w– 


-----------------
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 = 0,05, ÷то соответствует 5 % от ноìинаëüноãо
зна÷ения переìенной (r, z, t); w = 0,6, w = 0,8,
 = 1. В этоì сëу÷ае вектор w() буäет иìетü виä

w() = colon{0,0082; –0,0132; 0,0132; –0,0082; ...}e–.

Синтезируеì реãуëятор пониженной по сравне-
ниþ с объектоì разìерности, не соäержащий аë-
ãебраи÷еских уравнений. Это возìожно за с÷ет вы-
äеëения быстрой и ìеäëенной поäсистеì систеìы,
заìкнутой äинаìи÷ескиì реãуëятороì с набëþäа-
теëеì пониженной разìерности. В основе реøения
заäа÷и ëежит вариаöионный поäхоä. В ка÷естве кри-
терия оптиìизаöии испоëüзуется H2-критерий. Аë-
ãоритì синтеза поäробно рассìотрен в работе [13].
Привеäеì резуëüтаты синтеза äëя рассìатриваеìо-
ãо объекта управëения.
Преäставëение реãуëятора в пространстве со-

стояний иìеет виä

() = Apxp() + Bpy();

u() = Cpxp() + Dpy(), (32)

ãäе Ap, Bp, Cp, Dp — ÷исëовые ìатриöы.
В систеìе MАТLАВ быë выпоëнен анаëиз заìк-

нутой систеìы при внеøнеì возäействии (31). Ре-
зуëüтаты анаëиза преäставëены на рис. 2—3 в отно-
ситеëüных еäиниöах и показываþт, ÷то перереãуëи-
рование и коëебатеëüностü в систеìе отсутствуþт. 

Рас÷еты, провеäенные по оãрани÷енноìу ÷исëу
уравнений, показаëи, ÷то с увеëи÷ениеì ÷исëа
äифференöиаëüных и аëãебраи÷еских уравнений и,
соответственно, пространственных ìоä разëожения
функöий управëения и состояния проöесса поëу÷ен-
ный резуëüтат стреìится к опреäеëенноìу преäеëу.
Резуëüтаты свиäетеëüствуþт о возìожности при-

ìенения спектраëüноãо ìетоäа äëя реøения заäа÷
анаëиза и синтеза систеìы стабиëизаöии пëазìы в
установке токаìак.

Заключение

В резуëüтате провеäенных иссëеäований с ис-
поëüзованиеì спектраëüноãо ìетоäа поëу÷ены аë-
ãоритìы перехоäа от пространственно ìноãоìер-
ной ìоäеëи распреäеëенноãо объекта управëения к
äескрипторной ìоäеëи, состоящей из бесконе÷ной
систеìы обыкновенных äифференöиаëüных урав-
нений в форìе Коøи и бесконе÷ной систеìы аë-
ãебраи÷еских уравнений. Преäëоженная форìа
описания ìатеìати÷еской ìоäеëи äаëа возìож-
ностü реøитü заäа÷у анаëиза и провести синтез ре-
ãуëятора äëя систеìы стабиëизаöии пëазìы в ìаã-
нитноì поëе.
Привеäены усëовия существования, еäинствен-

ности, схоäиìости поëу÷енных реøений.
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1. Introduction

The problem of pole placement or eigenvalue as-
signment for linear dynamic systems with continuous
and discrete time has been considered in various for-
mulations in numerous papers (see, for instance, [1]—
[13]), yet it has not lost its relevance, especially for
Multiple-Input Multiple-Output dynamic systems
(MIMO systems).

Let us consider a linear MIMO system of the fol-
lowing form:

x(t) = Ax(t) + Bu(t), (1)

where x  n is the state vector; u  r is the input vec-
tor;  is a set of real numbers; n > r; and  is a symbol
denoting either the differentiation operator, that is,
x(t) = (t), or the shift operator in time x(t) =
= x(t + 1).

It is assumed that the matrices B  n Ѕ r and
C  m Ѕ n are full rank matrices, and the matrix
A  n Ѕ n has a set of eigenvalues

eig(A) = {i  : det(In – A) = 0},

where In is the identity matrix of size n Ѕ n;  is the set
of complex numbers (complex plane) and necessarily
includes i   such that Re(i) > 0 for x(t) = (t)
and |i| > 1 for x(t) = x(t + 1). Here, |i| is the absolute
value of i.

Let us introduce the concept of stab, which, depen-
ding on the type of MIMO system under study (con-
tinuous or discrete), denotes either the left half – of
the plane, that is, stab  –, or the interior of the unit
circle centered at the origin of , that is, stab  || < 1.

It is assumed that for the MIMO system (1.1), there
exists feedback control of the form

u(t) = Fx(t), (2)

where F  r Ѕ n is the state controller matrix.
The control of system (1) using laws (2) is the clas-

sical problem in which it is necessary to find a matrix F
such that certain prescribed requirements for the con-
trol process are fulfilled. These requirements can be di-
vided into three groups [7]:

a) requirements for the pole placement of the
closed-loop system (eigenvalues of the matrix A + BF)
at the prescribed points of stab or in the prescribed do-
main stab;

b) requirements for placement of poles and zeros
(certain zeros of the transfer matrix of the MIMO system
[13], [14]) of the closed-loop system at the prescribed
points of stab or in the prescribed domains of stab;

c) requirements for the transient processes in the
closed-loop system in the sense of the minimum of a
certain functional.

Requirement (a) applies to all known formulations
of the stabilization problem. In this case, additional
conditions of complete controllability and complete
observability of the system are typically imposed.

Requirement (a) is especially pronounced in formu-
lations of modal control [1], [2], [4]—[8], [12]—[17].

It is well known that the characteristic polynomial

det(In – A – BF), (3)

where  = s for the case of x(t) = (t) and  = z for
the case of x(t) = x(t + 1), determines the pole location
of the closed-loop system on , which determines the
stability of MIMO system (1). Imposing the require-
ments for the desirable (in the sense of condition (a))
location of poles, the stability and (indirectly) the quality
of transient processes in the closed-loop system can be
ensured.

x·

x· x·
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The requirements for the pole location can be speci-
fied by factorizing polynomial (3); for example,

det(In – A – BF) = ( – )( – )...( – ),(4)

where  are the prescribed values of the polynomial
roots (eigenvalues of the matrix A + BF) or of the de-
composition of the matrix

A + BF = WW–1, (5)

where  is a block-diagonal matrix and W is the trans-
formation matrix.

In the matrix , for each i-th real pole i corres-
ponding to the given value of the root of the charac-
teristic polynomial (4), there exists a block with a size
of 1 Ѕ 1, and for each pair of complex conjugate roots,
there exists a block with a size of 2 Ѕ 2 of the form

  2 Ѕ 2.

If multiple roots are given, this is reflected in the
structure of the matrix , similarly to the Jordan form
of the matrix [7, 8].

Another method of fulfilling requirement (a) is to
use linear matrix inequality (LMI) domains [1], [11].
Let D be a given convex domain stab in the sense of
requirement (a); then, there exist LMIs describing the
boundaries of this domain.

For MIMO systems with n . 1, the available meth-
ods of pole placement are often inapplicable in practice
because of their disadvantages, such as ill-conditioned
matrices (for example, controllability matrices), possible
insolvability of the problem in the case of complete
controllability (for example, the constraint of the form
of the difference of the algebraic and geometric multi-
plicities of the assigned poles), fast growth of dimen-
sionality of the equations to be solved, and so on.

This paper presents a complete pole placement
method in the MIMO system with state feedback; that is,
in this method, requirement (a) for the MIMO system
(1) is ensured using law (2) in the sense of placing the
eigenvalues of the matrix A + BF in the domain stab.
The method is based on a special similarity transforma-
tion of the original system. The elements of the matrix A
and (or) their combinations are determined explicitly,
and the change of these elements using feedback makes
it possible to ensure the stability of the closed-loop system.
As will be shown later, this method does not require the
solution of any special matrix equations (like Sylvester’s
equation), has the same form for the continuous and
discrete system models, has no limitations with respect
to the algebraic and geometric multiplicities of the poles,
and can be easily used for the synthesis of regulators in
systems with a large dimension of the state space.

2. Decomposition of MIMO systems

Let B be a rectangular matrix, called the divisor of
zero, that satisfies the conditions [8], [18]

BB = 0r Ѕ r, (6)

BB+ = In – r, (7)

where B+ and B+ are pseudoinverse Moore-Penrose
matrices; 0r Ѕ r is the zero matrix of size r Ѕ r. We take
a non-singular matrix [18]

T = , (8)

which has the inverse matrix:

T–1 =  = (B+ B). (9)

Performing multiplication of the initial and inverse
matrices, we obtain the identity

(B+ B)  = B+B + BB+ = In, (10)

(B+ B) = . (11)

Note that the operations "" and "+" commute for
the matrices of full rank; that is, in this case

B+ = B+. (12)

If the selected matrix Bis the orthogonal matrix,
then the condition (2.2) will transform to the following:

BBт = In – r . (13)

Consider the multilevel decomposition of the MIMO
system (1.1) with the matrices (A, B), where A  n Ѕ n

and B  n Ѕ m.
Z e r o  ( i n i t i a l )  l e v e l

A0 = A, B0 = B. (14)

F i r s t  l e v e l

A1 = BAB+, B1 = BAB (15)

k - t h  ( i n t e r m e d i a t e )  l e v e l

Ak = Ak – 1 , Bk = Ak – 1Bk – 1 (16)

L - t h  ( f i n a l )  l e v e l ,  L = ceil(n/r) – 1,

AL = AL – 1 , BL = AL – 1BL – 1. (17)

1
~ 2

~ n
~

i
~

Re i  Im i 

Im i – Re i  
 
 
 
...........................

...........

B


B
+ 

 
 
 
.........

B


B
+ 

 
 
  1–

.........

......

...... B


B
+ 

 
 
 
.........

B


B
+ 

 
 
 
.........

......

In r– 0r r

0r n r–  Ir 
 
 
 
...........................

...........

Bk 1–


Bk 1–
+

Bk 1–


BL 1–


BL 1–
+

BL 1–

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Here ceil(*) is the operation of rounding the number
(*) upwards; for example, ceil(0.1) = 1, ceil(1.6) = 2,
ceil(2.01) = 3, and so on.

Theorem 1. If the MIMO system (1.1) with a pair of
matrices (A, B) is completely controllable, the all pairs
of matrices (Ai, Bi) (2.10)—(2.12) are also completely
controllable.

Proof of Theorem 1. It is known that, for complete
control of MIMO systems, it is necessary and sufficient
that [1, 2, 7, 8, 11, 14]

  : rank(A – In B) = n. (18)

The condition    can be replaced by the con-
dition   eig(A).

Using matrix (2.3), we transform the pencil of ma-
trices as:

T(A – In B) = (A – In B). (19)

Expanding the right-hand side of (2.14), we obtain

(A – In B) = ,

and furthermore, due to the nonsingularity of the matrix
T (2.3), we have

rank(A – In B) = rank . (20)

It follows from the structure of (2.15) that the sub-
matrix

(B+(A – In)  Ir)

has the rank r for all . Therefore, for the condition
(2.13) to be satisfied, it is necessary and sufficient that
the rank of the submatrix BB(A – In) satisfy the con-
dition

  : rankBB(A – In) = n – r.

We carry out the nonsingular transformation of the
submatrix BB(A – In) as

BB(A – In)T
–1 = BB(A – In)(B

Bт B). (21)

Expanding the right side of (2.16),

BB(A – In)(B
Bт B) =

= (BBABBт – In – r  BBAB) = (A1 – In – r  B1).

Then, similarly to the previous case (2.15), we have

rankBB(A – In) = rank(A1 – In – r  B1). (22)

Comparing the right-hand sides of (2.13) and (2.17),
we arrive at the following intermediate result: the MIMO
system (1.1) is completely controllable if and only if the
pair of matrices (A1, B1) is completely controllable.

Then, transforming the pair of matrices (A1, B1)
similarly to how this was done above, we obtain by in-
duction the assertion of Theorem 1. The proof of The-
orem 1 is complete.

3. Synthesis of the MIMO system regulator
and parameterization

Without loss of generality, we assume that all the
matrices Bi in (2.9)—(2.12) are the matrices of full rank
[8], [16]. Then the following statement is true:

Theorem 2. Let the MIMO system (1.1) be com-
pletely controllable, and let matrix F  r Ѕ m satisfy the
conditions:

F = F0 = 0  – A,  =  – F1 , (23)

F1 = 1  – A1,  =  – F2 , ... (24)

Fk = k  – Ak,  =  – Fk + 1 , ... (25)

FL = L  – AL. (26)

Then

eig(A + BF) = eig(i – 1). (27)

P r o o f  o f  T h e o r e m  2. Consider the following
formulas for the controller matrix:

F = B– – B–A, B– = B+(In – BF1B
B).

Then, we have the chain of nonsingular (similarity)
transformations

(A + B(B– – B–A))(BB+ B) =

= (BB+ B) =

= .

To the resulting matrix

(28)

......

...... B


B
+ 

 
 
 
.........

......

B


B
+ 

 
 
 
.........

......

B


A In–  0 n r–  r

B
+

A In–  Ir 
 
 
 
 

....................................

.............

......

B


A In–  0 n r–  r

B
+

A In–  Ir 
 
 
 
 

....................................

.............

......

......

......

......

......

......

B0
–

B0
–

B0
–

B0
+

B0


B1
–

B1
–

B1
–

B1
+

B1


Bk
–

Bk
–

Bk
–

Bk
+

Bk


BL
+

BL
+

L + 1
c

i = 1

B


B
+ 

 
 
 
.........

......

B

A

B
+ F1B


– F1B


A+ 

 
 
 
......................................

......

B

AB

+
B

AB

F1B

AB

+ F1–  F1B

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B
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AB
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AB
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we apply the nonsingular similarity transformation:

 = . (29)

If (3.7) is multiplied on the left by (3.6), we obtain

 =

= .

The multiplication of the result of the preceding
transformation on the right by the inverse of (3.7) yields

 =

= .

Thus, the nonsingular similarity transformation (3.7) is
used to obtain the matrix

= . (30)

Its eigenvalues clearly have the form:

eig  =

= eig  = eig() c eig(BBABB+ +

+ BBABF1) = eig() c eig(A1 + B1F1).

Transforming matrix (3.8) similarly to the above
transformations, we obtain

eig  =

= eig(1) c eig( A1  + A1B1F2) =

= eig(1) c eig(A2 + B2F2).

If these transformations are continued until the pair
of matrices (AL, BL), where L = ceil(n/r) – 1, we obtain
the equality (3.5), which proves the theorem.

The following controller synthesis algorithm ensuring
the prescribed pole placement follows from Theorem 2:

(1) Set the matrices A0 = A and B0 = B.
(2) Calculate L = ceil(n/r) – 1.

(3) Set the matrices  = 0, 1, ..., L such that

eig(i – 1) is the desirable spectrum of the closed-

loop system.

(4) Calculate the zero divisor  = BB and then the

pseudoinverse matrices A1 = BBABB+, B1 = BBAB, ...

(5) Calculate the zero divisor , the pseudoinverse

matrix , and then the matrices Ak + 1 = Ak ,

Bk + 1 = AkBk, ...

(6) Calculate the zero divisor , the pseudoin-

verse matrices  and , and then the matrices

AL – 1 = AL – 2  and BL – 1 = AL – 2BL – 2.

(7) Calculate the zero divisor , the pseudoin-

verse matrices  and , and then the matrices

AL = AL – 1  and BL = AL – 1BL – 1.

(8) Sequentially calculate the matrices:

FL = L  – AL,

 =  – FL ,

FL – 1 = L – 1 AL – 1, ...

 =  – F2 , F1 = 1  – A1,

 =  – F1 , F = F0 = 0  – A0.

The controller with matrix (3.1) guarantees that
condition (3.5) is fulfilled. A block diagram of the pole
placement algorithm for the orthogonal zero divisor is
shown in Fig. 1.

Corresponding changes should also be made in the
formulas (3.1)—(3.3) of the controller.

The algorithm of the complete pole placement in
certain cases provides an opportunity to obtain the final
formula of the controller (Ackermann’s formula) for the
Single Input Multiple Output (SIMO) systems [8]—[10],
[14]. For the simplest case of n = 2r (L = 1) and the
orthogonal divisor of zero, from Theorem 2 we obtain
the following final formula of the controller:

F = 0(B
+ – [1(B

BAB)+ – (BBAB)+BBABBт]BB) –

– (B+ – [1(B
BAB)+ – (BBAB)+BBABBт]BB)A,

ensuring equality for the set of eigenvalues

eig(A + BF) = eig(0) c eig(1).

Theorem 2 and formulas (3.1)—(3.5) show that no
restrictions are imposed on the matrices i. Any ma-
trices that satisfy the condition of matching the eigen-
values set with the specified set can be used as the ob-

In m– 0
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 
 
 
..................

............

In m– 0
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  1–

..................

............
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............
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
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F1B

AB

+ F1–  F1B

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 
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...............................................

.............
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
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B
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...........
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B

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...........

In m– 0
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............
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...........
B
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+
B
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...........

A1 B1F1+ B1
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..........

B
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AB

+
B
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ABF1+ B
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
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...................................................

............
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+
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L + 1
c
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

Bk

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
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BL 2–

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
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
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jects. In this case, all the matrices i satisfying the con-
dition

eig(i – 1) = specified, (31)

where specified is the given set of eigenvalues (specified
poles), form a set of the equivalent controllers.

It is not difficult to modify the above algorithm by
using the orthogonal matrices instead of the non-or-
thogonal zero divisors [17].

4. Examples of solutions
to the complete pole placement problem

Consider controller synthesis examples that provide
complete pole placement.

Example 1. Consider a fully controlled MIMO system
for the case of x(t) = (t) with the matrices [19]

A =   3 Ѕ 3, B =   3 Ѕ 2. (32)

A feature of the MIMO system with a pair of ma-
trices (4.1) is the difficulty of solving the pole place-
ment problem due to defects in the matrix A. This refers
to the modifications of the Ackermann and Bass-Gura
methods [2], [5], [8].

Also, it is impossible to solve this prob-
lem, for example by using the Kautsky-
Nichols-Van Dooren method [15] in this
situation, if the data for all specified
eigenvalues (specified poles) coincide.

Let us show that these difficulties do
not affect the workability of the method
presented. We make use of the algo-
rithm described in Section 3, executing
it incrementally.

1) Define a template for the zero le-
vel of decomposition

A0 = A = ,

B0 = B = . (33)

2) Calculate the parameter L =
= ceil(3/2) – 1 = = 2 – 1 = 1. It fol-
lows from this that for the MIMO sys-
tem (4.1) there are only two levels of de-
composition: the zeroth one and the
first one (which is the finite level at the
same time).

3) Define matrices with the desirable
eigenvalues:

 = 0 = , 1 = 3, (34)

taking into consideration that eig(0) c eig(1) = {1,
2, 3} are specified poles.

4) Calculate the zero divisor  = BB, the pseudoin-
verse matrix, and after that the matrices A1 = ABB+

and B1 = ABB. We will obtain

 = (–1  1  3), (35)

 = , (36)

A1 = A0  =

= •(–1  1  3)  = , (37)

B1 = A0B0 =

= (–1  1  3)  = (–1  0). (38)

L + 1
c

i = 1

x·

2 1 0
0 2 0
0 0 2 

 
 
 
 
............

............
............

............
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1 0
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 
 
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.........

............

.........
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............

............
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 
 
 
 
.........

............

.........

1 0

0 2 
 
 
 
............

..........

B0


B0


B0
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B0


......

......
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+ 1

11
----
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1
3 

 
 
 
 
........

........

B0


B0
+

1
11
----

......

......

2 1 0
0 2 0
0 0 2 

 
 
 
 
............

............
............

............

1–

1
3 

 
 
 
 
........

........
21
11
----

B0


......

......

2 1 0
0 2 0
0 0 2 

 
 
 
 
............

............
............

............

1 3
1 0
0 1 

 
 
 
 
.........

............

.........

......

......

Fig. 1. Block diagram of the pole placement algorithm
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Therefore, at the first decomposition level we have
the single-output (that is, the state) and two-input MIMO
system.

A1 = A0  = ,

B1 = A0B0 = (–1  0). (39)

5) Now it is necessary to calculate the matrices

F1 = 1  – A1,  =  – F1 , and F0 =

= 0  – A0 in consecutive order. For this pur-

pose, we define the pseudoinverse matrices

 = • ,  = . (40)

Now we can obtain expressions for the correspon-
ding controllers:

F1 = 1  – A1 +  =

=3• – •  + •= , (41)

B– =  – F1  =

= •  – (–1  1  3) =

= , (42)

F0 = 0  – A0 =

= –  –

–  =

=

.(43)

In formulas (4.10)—(4.12), freedom in specification
of the controller for the first level is considered by
means of the component , where  is an arbitrary

scalar parameter. Indeed, completing the transforma-
tion, we obtain

A1 + B1F1 = A1 + B1(1  – A1 + ) =

= A1 + B1(1  – A1) + .

After that, without loss of generality, we assume that in
(4.12) there is an arbitrary parameter equal to  = /11,
where  is also an arbitrary parameter; then (43) can be
rewritten in the equivalent form:

F0 =  Ѕ

Ѕ . (44)

It is obvious that the given solution does not contain
restrictions on specifying the same pole with a multiplicity
of three. Assuming that  = 1 = 2 = 3, we obtain

F0 =  Ѕ

Ѕ . (45)

Here, if the value  = –3, this would minimize the
information used in feedback channels, namely

F0 = . (46)

Example 2. Consider a MIMO system (1.1) with dis-
crete time (x(t) = x(t + 1)) and the problem of con-
troller synthesis that ensures a finite duration of the closed
system transition process. In this case, the A + BF matrix
will only have nulls as its eigenvalues [8]. This require-
ment means that any nilpotent matrices with an index
of nilpotency of no more than r [8], [18] can be taken
as the matrices i.

Choose, for simplicity, zero matrices 0r Ѕ r as the
matrices i. Then the final part of the algorithm that
has been discussed in Section 3 of this paper will have
the form

FL = – AL,

 =  – FL , FL – 1 = – AL – 1, ...,

 =  – F2 , F1 = – A1,

 =  – F1 , F = F0 = – A0.
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Here, in the situation where n = 2r (L = 1), the for-
mula of the controller that ensures a finite duration of
the transition process in the discrete MIMO system has
the following simple form:

F = –(B+ + (BBAB)+BBABBтBB)А. (47)

For n = 3r (L = 2), the formula becomes more com-
plicated:

F = –(B+ + ((BBAB)+ + ((BBAB)BBBАBBтBBAB)+ Ѕ 

Ѕ((BBAB)BBBABBтBBAB)B(BBAB)BBBABBт Ѕ 

Ѕ(BBAB)Bт((BBAB)BBBABBтBBАВ)Bт) Ѕ 

ЅBBABBтBB)А. (48)

The distribution of the eigenvalues of the MIMO
discrete system matrix (as per the circular Girko law
[20]) with the dimension of the state space n = 3600 and
r = 900 (L = 3) on the complex plane is provided in
Fig. 2. The distribution of the eigenvalues for the
closed-loop system is shown in Fig. 3. As can be seen,
the accuracy of stabilization of the large randomized
matrix’s eigenvalues is  10–2.

5. Assessment of the computational burden

The computational burden of this method can be es-
timated on the basis of solving the precise poles place-
ment problem at the points (–1, 0) and (–2, 0) on 
for the system (1) with a pair of matrices [16]

A = , B = randn(2r, r).

Here "round" is a rounding operation; randn(2r Ѕ r)
is the size of the submatrix 2r Ѕ r, and randn(r Ѕ r) is
the size of the submatrix r Ѕ r, whose elements are dis-
tributed in accordance with the pseudonormal law.

The results of the study for the MIMO system are
presented by a diagram in Fig. 4. The abscissa axis rep-
resents the system’s (1) n-dimensional state space, and
the ordinate axis represents the time T0 of the problem
to be solved in the Matlab environment using a com-
puter equipped with an Intel® CoreТМ2 Quad CPU of
2.66 HGz with 3.25 Gbyte of RAM. For n m 100, on
the basis of statistical tests of 1000 samples, the following
approximating polynomial was obtained:

T0(n)  7,5•10–7n2 – 5,6•10–6n + 2,6•10–4.

In all tests, the pole placement error is within the
range of 10–14...10–9; that is, it is a negligible quantity.

It should be noted that, with the help of Matlab pro-
cedure place, in which the Kautsky-Nichols-Van
Dooren method [21] is implemented, a similar problem
can only be solved up to n = 500. At the same time, the
computational burden, when n > 100, will be higher
than previously attained values when n > 500.

round randn r r    0r r

randn r 2r  
 .......................................

......

Fig. 4. Computational burden of the method

Fig. 3. Distribution of eigenvalues of the closed-loop MIMO system

Fig. 2. The initial distribution of the MIMO system eigenvalues
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6. Conclusion

In this paper, an efficient method of full placement
of the poles in linear MIMO systems has been pro-
posed. The method is based on decomposition of the
original model of the initial system determined in the
state space. The method does not require the solution
of a special matrix equation, it has the same form for
continuous and discrete cases of the system model rep-
resentation, it has no limitations with respect to the al-
gebraic and geometric multiplicity of the specified
poles, and it can be easily implemented in a Matlab
software environment. Examples of solutions of precise
pole placement problems for various MIMO systems,
including systems with a state space of up to a few thou-
sand, are presented. A comparative assessment of the
computational burden has been carried out, demon-
strating the advantage of the method in relation to the
widely known Kautsky-Nichols-Van Dooren method.

Taking into account the duality of control and ob-
servation problems for linear MIMO systems, by using
the proposed method it is easy to obtain formulas for
the modal synthesis of the state observer.
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Оптимальное терминальное управление
линейными дискретными системами

с использованием псевдообращения матриц

В теории и практике управëения все боëüøее
распространение поëу÷аþт так называеìые систеìы
терìинаëüноãо управëения, в которых öеëüþ уп-
равëения явëяется äостижение заäанной то÷ки
пространства состояний объекта в заäанный (тер-
ìинаëüный) ìоìент вреìени [1]. Наибоëее øиро-
кое приìенение систеìы терìинаëüноãо управëе-
ния иìеþт в авиаöионно-ракетно-косìи÷еской
технике [2]. Кëасси÷ескиìи приìераìи работы
систеì терìинаëüноãо управëения äвижущиìися
объектаìи явëяþтся проöессы вывеäения ракет-
носитеëей; стартовый ìаневр и саìонавеäение
крыëатых ракет; сбëижение, при÷аëивание, спуск
и ìяãкая посаäка косìи÷еских аппаратов; взëет,
сìена эøеëона, ухоä на второй круã и ìяãкая по-
саäка саìоëета и т. ä.
Заäа÷а терìинаëüноãо управëения явëяется оä-

ной из основных заäа÷ совреìенной теории управ-
ëения [2] и закëþ÷ается в нахожäении таких уп-
равëений, которые за некоторый коне÷ный интер-
ваë вреìени перевоäят рассìатриваеìуþ систеìу
из заäанноãо на÷аëüноãо состояния в заäанное ко-
не÷ное состояние. При этоì реøение и без тоãо
труäных заäа÷ терìинаëüноãо управëения весüìа
осëожняется наëожениеì на переìенные состоя-
ния и управëения оãрани÷ений [3, 4]. В ÷астности,
боëüøинство разработанных к настоящеìу вреìени
ìетоäов реøения терìинаëüных заäа÷ (сì., напри-
ìер, [5—9]) не äаþт возìожности у÷ета оãрани÷е-
ний, наëоженных на состояние систеìы.
Настоящая статüя базируется на резуëüтатах ав-

тора, преäставëенных в работах [4, 10], а также в
работах [11—13]. В статüе рассìатриваþтся заäа÷и
построения оптиìаëüноãо терìинаëüноãо управëе-
ния äискретной систеìой с фазовыìи оãрани÷е-
нияìи с испоëüзованиеì аппарата псевäообраще-
ния ìатриö. Привоäятся усëовия существования
общеãо реøения заäа÷и и описано поëное ìноже-
ство ее реøений.

Задача оптимального перевода системы 
из начального состояния в конечное

Рассìотриì кëасс ëинейных впоëне управëяе-
ìых äискретных систеì, описываеìых векторныì
разностныì уравнениеì состояния виäа

x(i + 1) = A(i)x(i) + B(i)u(i), (1)

ãäе i = 0, 1, 2, ..., N — äискретное вреìя; u(i) — m-
ìерный вектор управëения, x(i) — n-ìерный век-
тор состояния систеìы; A(i) и B(i) — ìатриöы сис-
теìы разìерности n Ѕ n и n Ѕ m соответственно.
Поставиì сëеäуþщуþ заäа÷у терìинаëüноãо

управëения: требуется систеìу (1) перевести за ко-
не÷ное вреìя из на÷аëüноãо состояния x(0) = 0 в öе-
ëевое коне÷ное состояние x(N + 1) = x(1).
Ввеäеì требование оптиìаëüности проöесса уп-

равëения по сëеäуþщеìу критериþ ка÷ества:

I(u) = uт(k)D(k)u(k), (2)

ãäе uт = (uт(0), uт(1), ..., uт(N)) — вектор управëения
разìерности m(N + 1), D(i) — сиììетри÷ная поëо-
житеëüно-опреäеëенная ìатриöа разìерности m Ѕ m.
Известно [12], ÷то ìножество функöий управëе-

ния, перевоäящих систеìу (1) из на÷аëüноãо состоя-
ния x(0) = 0 в коне÷ное состояние x(N + 1) = x(1),
ìожно выразитü ÷ерез ìатриöу псевäообращения
сëеäуþщиì образоì:

u = Wт(WWт)+x(1) + (E – W+W)v. (3)

Зäесü W = (W(N + 1, 0), W(n + 1, 1), ...,
W(N + 1, N)) — ìатриöа разìерности n Ѕ m(N + 1),
W(m, k) = A(m – 1)A(m – 2)...A(k + 1)B(k) — ìат-
риöа разìерности n Ѕ m; E — еäини÷ная ìатриöа
разìерности m(N + 1) Ѕ m(N + 1); v — вектор
произвоëüных параìетров разìерности m(N + 1).

Рассматривается проблема построения общих решений задач терминального управления для множества начальных воз-
мущений. Приводятся условия существования общего решения этих задач для класса линейных динамических систем с диск-
ретным аргументом. Получено оптимальное решение задачи терминального управления с дискретным аргументом, обеспечи-
вающее прохождение траектории системы как можно ближе к наперед заданным точкам. Получено также полное множество
решений задачи управления пучком траекторий для систем с дискретным аргументом.
Ключевые слова: линейные дискретные системы, псевдообращение, множество решений
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Соãëасно форìуëе (3) критерий ка÷ества (2)
ìожно записатü в виäе

I(v) = uт(k)D(k)u(k) = [vт(E – W+W)т +

+ (Wт(WWт)+)т]  Ѕ

Ѕ (Wт(WWт)+x(1) + (E – W+W)v). (4)

Поскоëüку äанный критерий ка÷ества зависит
от произвоëüноãо вектора v, то необхоäиìое усëо-
вие еãо оптиìаëüности иìеет виä

 = uт(k)D(k)u(k)  =

= 2(E – WтW(WтW)+)  Ѕ

Ѕ (WтW)+Wтx(1) + 2(E – WтW(WтW)+) Ѕ

Ѕ (E – (WтW)+(WтW)W)v= 0.

Ввеäеì сëеäуþщее обозна÷ение:

R = (E – WтW(WтW)+) .

Тоãäа оптиìаëüный вектор параìетров v преä-
ставëяется в виäе

v = [R(WтW)+(WтW) – E]+R(WтW)+Wтx(1). (5)

Такиì образоì, оптиìаëüная функöия управëе-
ния (3) с вектороì параìетров (5) иìеет виä

u = Wт(WWт)+x(1) + (E – W+W) Ѕ

Ѕ [R(WтW)+(WтW) – E]+R(WтW)+Wтx(1). (6)

Управëение (6) ìиниìизирует функöионаë (4),
и при этоì вектор состояния систеìы (1) перево-
äится с на÷аëüноãо состояния x(0) = 0 в заäанное
коне÷ное состояние x(N + 1) = x(1).

Задача оптимального перевода системы 
из начального состояния в конечное

с ограничением на фазовые координаты

Рассìотриì заäа÷у терìинаëüноãо управëения,
закëþ÷аþщуþся в перевоäе систеìы (1) из на÷аëü-
ноãо состояния x(0) = 0 в коне÷ное состояние

x(N + 1) = x(1) с оптиìизаöией сëеäуþщеãо крите-
рия ка÷ества:

I(v) = (x(ki) – (ki))
тF(ki)(x(ki) – (ki)), (7)

ãäе F(ki) — сиììетри÷ные весовые ìатриöы раз-

ìерности n Ѕ n; (ki) — векторы разìерности n за-
äаны, k1 < k2 < k3 < ... < kl; v — вектор произвоëüных
параìетров разìерности m(N + 1). Данная заäа÷а,
факти÷ески, связана с нахожäениеì терìинаëüно-
ãо управëения, обеспе÷иваþщеãо äостижение тер-
ìинаëüной öеëи управëения и прохожäение при
этоì траектории äвижения систеìы (1) как ìожно
бëиже к напереä заäанныì то÷каì (ki), i = 1, 2, ..., l.

Записывая необхоäиìые усëовия ìиниìуìа
критерия (7), поëу÷иì сëеäуþщуþ систеìу аëãеб-
раи÷еских уравнений äëя опреäеëения вектора па-
раìетров vт = (vт(0), vт(1), ..., vт(N)):

Qv = d. (8)

Зäесü эëеìенты вектора dт = (dт(0), dт(1), ..., dт(N))
иìеþт сëеäуþщий виä:

d(k) = Wт(ki, k) – Wт(N + 1, k)(WWт)+ Ѕ

Ѕ W(N + 1, j)Wт(ki, j) F(ki) Ѕ

Ѕ (ki) – W(ki, j)W
т(N + 1, j)(WWт)+x(1) ,

k = 0, 1, 2, ..., N, W(i, j) = 0 при j l i,

а эëеìенты ìатриöы Q — сëеäуþщий виä:

qpk = Wт(ki, k) – Wт(N + 1, k)(WWт)+ Ѕ

Ѕ W(N + 1, j)Wт(ki, j) F(ki) W(ki, p) –

– W(ki, j)W
т(N + 1, j)(WWт)+W(N + 1, p) ,

p = 0, 1, ..., N, k = 0, 1, 2, ..., N; W(i, j) = 0 при j l i.

В работах [13, 14] показано, ÷то реøение систе-
ìы (8) существует и еäинственно, есëи

dтZ(Qт)d = 0,

det(QтQ) > 0,

ãäе

Z(Qт) = Im(N + 1) – QQ+.
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Задача терминального управления пучком траекторий

Рассìотриì сëеäуþщуþ заäа÷у нахожäения уп-
равëяþщеãо возäействия, обеспе÷иваþщеãо пере-
воä систеìы

x(i + 1) = A(i)x(i) + b(i)u(i), i = 0, 1, 2, ..., N, (9)

из заäанноãо ìножества на÷аëüных состояний

0 = {x1(0), x2(0), ..., xs(0)} (10)

в заäанное ìножество коне÷ных состояний

1 = {x1(N + 1), x2(N + 1), ..., xs(N + 1)}. (11)

Зäесü x(i) — n-ìерный вектор состояния, а u(i) —
скаëярный управëяþщий вхоä объекта; A(i) и b(i) —
ìатриöа и вектор разìерности n Ѕ n и n, соответ-
ственно.
Ввеäеì сëеäуþщие обозна÷ения:

(0) =  — вектор на÷аëüных зна÷ений

состояния разìерности ns;

(N + 1) =  =  — вектор ко-

не÷ных состояний разìерности ns.
Тоãäа заäа÷а перевоäа систеìы (9) из обëасти на-

÷аëüных состояний (10) в ìножество коне÷ных со-
стояний (11) эквиваëентна заäа÷е перевоäа систеìы

 =  +

+ u(i), i = (12)

из обëасти 0 в обëастü 1 на коне÷ноì интерваëе
вреìени.
Ввеäеì обозна÷ения

(k) = ;

(i + 1) =  = ; (i) = .

Тоãäа систеìа (12) приìет виä

(i + 1) = (i) (i) + (i)u(i), i = , (13)

ãäе векторы (i) и (i) — разìерности ns, а бëо÷ная

ìатриöа (i) — разìерности ns Ѕ ns.

Можно показатü [11, 12, 15], ÷то в коне÷ный
ìоìент вреìени состояние систеìы (13) описыва-
ется уравнениеì

(N + 1) = (N + 1, k)u(k) +

+ (N) (N – 1) ... (1) (0) (0), (14)

ãäе ìатриöа (N, k) иìеет виä

(N, k) = (N – 1) (N – 2) ... (k + 1) (k).

Систеìу (14) запиøеì в виäе

(N + 1) – (N) (N – 1) ... (1) (0) (0) =

= (N + 1, k)u(k). (15)

Ввоäя обозна÷ение

(N + 1) =  =

= (N + 1) – (N) (N – 1) ... (1) (0) (0),

систеìу аëãебраи÷еских уравнений (15) относи-
теëüно функöии управëения ìожно преäставитü
сëеäуþщиì образоì:

( (N + 1, 0), (N + 1, 1), ..., (N + 1, N – 1), 

(N + 1, N))  = (N + 1). (16)

Реøение систеìы (16) иìеет виä

 = W+ , (17)

ãäе  = (u(0), u(1), ..., u(N))т — вектор разìерности
N + 1, W — ìатриöа разìерности ns Ѕ (N + 1), оп-
реäеëяеìая равенствоì

W = ( (N + 1, 0), (N + 1, 1), ...

..., (N + 1, N – 1), (N + 1, N)).
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Матриöу (N + 1, k) запиøеì в виäе

(N + 1, k) = (k);

W

W

A N A N 1– A k 1+  0  0
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b

(N + 1, k) =  =

= b(k).

Уравнение (17) преäставиì в виäе:

 = W+  = Wт(WWт)+ ,

ãäе

W+ =Wт(WWт)+ =

= Wт (N + 1, j) (N + 1, j ,

иëи

 =  Ѕ

Ѕ (N + 1, j) (N + 1, j  +

+ E –  Ѕ

Ѕ (N + 1, j) (N + 1, j)  Ѕ

Ѕ( (N +1, 0), (N + 1, 1), ..., (N + 1, N)) ,(18)

ãäе  — произвоëüный вектор разìерности N + 1.
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Соотноøение (18) преäставëяет собой общее
реøение сфорìуëированной заäа÷и.
Упростив уравнение (18), поëу÷иì:

 =  Ѕ

Ѕ (N + 1, j) (N + 1, j)  +

+  – (N + 1, j) Ѕ

Ѕ (N + 1, j) (N + 1, j)v(j), (19)

ãäе

 = (v(0), v(1), ..., v(N))т v(k)  R1, k = .
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ãäе

D(j) = A(N)A(N – 1)...
...A(j + 1)b(j)bт(j)Aт(j + 1)...Aт(N).

Обозна÷иì D(j) = C, тоãäа уравнение (19)

ìожно преäставитü сëеäуþщиì образоì:

 =  +  –

– (N+1, j)v(j). (20)

Известно [13], ÷то есëи  — ìатриöа, состав-
ëенная из всех ëинейно-независиìых строк ìатри-
öы A, ìатриöа  — из всех ëинейно-независиìых
стоëбöов ìатриöы A, а ìатриöа  поëу÷ена из A
посëеäоватеëüныì приìенениеì преäыäущих äвух
операöий, тоãäа

A+ = ( т)–1 ( )–1 .

Испоëüзуя этот резуëüтат, псевäообратнуþ ìат-
риöу в форìуëе (20) ìожно преäставитü сëеäуþ-
щиì образоì:

 = (CC...C)т Ѕ

Ѕ C  =

= (CC...C)т C (CтCт...Cт) =

= s–2 C(C–1, C–1, ..., C–1) =

= s–2 (E, E, ..., E),

при усëовии, ÷то ìатриöа C поëноãо ранãа и

rank  = rankC = n.

Тоãäа функöия управëения пу÷коì траекторий
иìеет сëеäуþщий виä:

u(k) = s–2 (N + 1, k)  +

+ v(k) – s–2 (N + 1, k)  Ѕ

Ѕ (N + 1, j)v(j), k = , v(k)  R1.

Данная функöия управëения u(k), k = , пе-
ревоäит ìножество то÷ек (10) систеìы (12) в то÷ку

(N + 1) =  =

= (N + 1) – (N) (N – 1)... (1) (0) (0).

Такиì образоì, справеäëива сëеäуþщая теореìа.
Теорема. Дëя тоãо ÷тобы заäа÷а терìинаëüноãо

управëения, связанная с перевоäоì систеìы (12) из
обëасти (10) в то÷ку , иìеëа реøение, необхо-
äиìо и äостато÷но, ÷тобы выпоëняëосü усëовие

rank A(N)A(N – 1)...

...A(j + 1)b(j)bт(j)Aт(j + 1)...Aт(N) = n, N l n.

В резуëüтате поëу÷ено оптиìаëüное реøение за-
äа÷и терìинаëüноãо управëения систеìой с äискрет-
ныì арãуìентоì, обеспе÷иваþщее прохожäение ее
траектории äвижения как ìожно бëиже к напереä
заäанныì то÷каì. Описано поëное ìножество ре-
øений заäа÷и управëения пу÷коì траекторий äëя
систеì с äискретныì арãуìентоì.
Поëу÷енные в статüе резуëüтаты ìоãут бытü ис-

поëüзованы при реøении ряäа прикëаäных заäа÷,
в ÷астности, при разработке систеì автоìати÷е-
скоãо управëения поäвижныìи объектаìи.
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In this paper obtain the general solution of terminal control problem with a set of initial perturbations. Propose conditions
of the general solution existence to discrete linear control systems. Also give the optimal solution of the terminal control problem
minimizing the distance between the trajectory and fixed points. Сonstraints on the trajectory of the system are selected for cer-
tain points. Describe the set of all solutions to the control problem of trajectories ensemble with discrete time. The problem of
optimal displacement of a discrete system from the initial state to the final one is solved. The problem of optimal displacement
of a discrete system from the initial state to the final state with restriction to phase coordinates is solved. The trajectory of the
system with optimal terminal control will pass next to the predefined points. The problem of control a set of trajectories for linear
discrete systems is formulated and solved. The obtained control of the set trajectories is optimal. Necessary and sufficient con-
ditions for solving this problem are obtained. Consideration is given to the mathematical problem on constructing general so-
lutions of the problem concerning the terminal control for the set of initial perturbations. The existence conditions of the general
solution of this problem for linear dynamic systems with the discrete argument is given. The obtained function of control is based
on filtration of linearly independent rows and columns of the matrix. The optimal controls for linear dynamic discrete systems
will solve of practical important problems.
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К вопросу о методологическом кризисе
современной теории оптимального управления

В известноì уникаëüноì справо÷нике по теории
автоìати÷ескоãо управëения (ТАУ), поäãотовëен-
ноì ãруппой оте÷ественных у÷еных поä руковоäст-
воì A. A. Красовскоãо, синтез оптиìаëüных управ-
ëений неëинейныìи объектаìи отнесен к основ-
ной пробëеìе совреìенной ТАУ (СТАУ). Оäнако,
как отìе÷ает A. A. Коëесников в своей øироко из-
вестной ìоноãрафии "Синерãети÷еская теория уп-
равëения": "Ситуаöия в этой обëасти приняëа в на-
стоящее вреìя уãрожаþщий и, по всеì признакаì,
кризисный характер". Авторы справо÷ника по ТАУ
отìе÷аþт, ÷то "в развитии СТАУ с то÷ки зрения
практики äаëеко не все обстоит бëаãопоëу÷но.
Кëасси÷ескуþ ТАУ в основноì созäаваëи инженеры
äëя инженеров. СТАУ созäаþт в основноì ìатеìа-
тики äëя инженеров и во все боëüøей ìере ìатеìа-
тики äëя ìатеìатиков. Посëеäнее с то÷ки зрения
практики вызывает опреäеëенное беспокойство.
Гëавное неãативное вëияние на практи÷еское вне-
äрение ìетоäов СТАУ оказывает ìасса оторванных
от практи÷еских потребностей и возìожностей работ
и äаже направëений, интересных в ìатеìати÷ескоì
отноøении, но беспëоäных в отноøении совре-
ìенных приëожений". A. A. Коëесников отìе÷ает:
"Друãиìи сëоваìи, в СТАУ "ìатеìати÷еское соäер-
жание" во ìноãоì поäавëяет физи÷еское на÷аëо,
которое факти÷ески отсутствует в саìой форìуëи-
ровке основной заäа÷и управëения и, ÷то особенно
важно, в поäхоäах к ее реøениþ". Впервые ìетоäо-
ëоãи÷еский кризис теории управëения (ТУ) преä-
сказаë оäин из ее основопоëожников А. А. Красов-
ский еще в 1990 ã. и сфорìуëироваë пробëеìу со-
зäания "физи÷еской теории управëения" [1].
Поäробно рассìотрев при÷ины сëоживøеãося

кризиса, Н. Б. Фиëиìонов показаë, ÷то "кëþ÷оì к
еãо преоäоëениþ явëяется äостижение в заäа÷ах
управëения орãани÷ескоãо еäинства ìатеìати÷еской
строãости и физи÷ескоãо сìысëа [2]: "... äëя вывоäа
совреìенной ТУ из ìетоäоëоãи÷ескоãо кризиса не-
обхоäиìо восстановитü взаиìообратнуþ связü ìежäу
теорией и практикой, со÷етая инженернуþ на-
правëенностü с обновëяþщиìся ìатеìати÷ескиì

аппаратоì, обеспе÷ивая в заäа÷ах управëения на-
ряäу с ìатеìати÷еской и физи÷ескуþ строãостü —
правиëüный у÷ет всех существенных в äанной за-
äа÷е факторов". Автор отìе÷ает, ÷то "несìотря на
актуаëüностü пробëеìы разработки физи÷еской
ТУ, она, факти÷ески, так и остаëасü без вниìания
и не вызваëа никакой реакöии со стороны ни оте-
÷ественных, ни зарубежных спеöиаëистов. За про-
øеäøие ÷етвертü века не опубëикована ни оäна ра-
бота, посвященная äанной пробëеìе".
В настоящей работе преäпринята такая попытка.

Предлагаемый путь решения задач 
современной теории оптимального управления

Наибоëее общий ìетоä реøения заäа÷ опти-
ìаëüноãо управëения в форìе обратной связи, по-
ëу÷ивøий название äинаìи÷ескоãо проãраììиро-
вания, преäëожен Р. Беëëìаноì еще в 30-х ãоäах
проøëоãо стоëетия. В еãо основе ëежит принöип
оптиìаëüности: ëþбой коне÷ный у÷асток опти-
ìаëüной траектории явëяется также оптиìаëüныì,
а ëþбой проìежуто÷ный у÷асток ìожет бытü не
оптиìаëüныì.
Совреìенные иäеи оптиìаëüноãо управëения

распространяþтся не тоëüко на техни÷еские объ-
екты и техноëоãи÷еские проöессы в проìыøëен-
ности, но и на такие обëасти, как орãанизаöия и
управëение произвоäствоì, эконоìика, ìенеäжìент,
биоëоãия, военное äеëо и äаже поëитика иëи зäо-
ровüе отäеëüноãо ÷еëовека, еãо успехи. Отìетиì
ìетоäоëоãи÷еское зна÷ение принöипа Р. Беëëìана —
управëятü ìожно ÷еì уãоäно иëи кеì уãоäно, есëи
выпоëнены три усëовия: известен объект управëе-
ния, известна коне÷ная öеëü управëения и извес-
тен критерий оöенки ка÷ества управëения. Есëи
нет хотя бы оäноãо из них — нет сìысëа присту-
патü к реøениþ заäа÷и управëения. Поäразуìева-
ется, ÷то в заäа÷ах управëения присутствуþт, как
ìиниìуì, äва взаиìоäействуþщих бëока: объект
управëения (ОУ) и субъект управëения — ÷еëовек
(при ру÷ноì управëении) иëи систеìа управëения

Известно, что если проблемы не решаются на том уровне, где они появились — необходимо подняться на уровень выше, на более
высокую ступень понимания законов природы. Проблемы оптимального управления невозможно решить чисто математически: ма-
тематика без физики — глупа, физика без математики — слепа. Предлагается взглянуть на проблемы метода динамического про-
граммирования Р. Беллмана, имеющего методологическое значение, хотя бы еще со стороны физических явлений. Это позволяет
решить проблемы оптимального управления многомерным объектом высокого порядка, в том числе и нелинейным.
Ключевые слова: аналитическое конструирование, оптимальное управление, декомпозиция, подчиненное управление, оп-

тимальная точность, оптимальное быстродействие, устойчивость, функциональное уравнение, условие управляемости
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(СУ) (при автоìати÷ескоì управëении). Часто СУ
называþт реãуëятороì (Р).
В äанной статüе ìы сузиì круã заäа÷ и оãрани-

÷иìся рассìотрениеì вопросов теории оптиìаëü-
ноãо управëения приìенитеëüно к технике и, в ÷а-
стности, к эëектропривоäаì. Разработка СУ эëек-
тропривоäаìи, обеспе÷иваþщей ìаëые оøибки
(не боëее 20) на ìиниìаëüных скоростях сëеже-
ния (äо 0,01°) при фëуктуаöиях ìоìента трения и
наãрузки в проöессе экспëуатаöии, при наëи÷ии
ëþфта реäуктора, на поряäок превыøаþщеãо äо-
пустиìуþ оøибку, при нежесткой и неуравнове-
øенной конструкöии испоëнитеëüноãо ìеханизìа,
позвоëит созäатü высокотехноëоãи÷ное проìыø-
ëенное оборуäование (наприìер, преöизионные
станки) и перспективные виäы вооружения и во-
енной техники (наприìер, высокото÷ные раäиоëо-
каöионные станöии сëежения и навеäения).

Описание метода решения

Дëя простоты изëожения, не вëияþщеãо на сущ-
ностü заäа÷и, буäеì рассìатриватü объект (эëектро-
привоä) с оäниì управëяþщиì возäействиеì |u| m 1,
уравнение возìущенноãо äвижения котороãо в со-
ответствии с теорией А. М. Ляпунова иìеет виä

(t) = A(X) + B(X)u(t),

ãäе  = ( , , ..., )т,  =  = dxi/dt, i = 1, 2,

..., n; A(X) — ìатриöа-стоëбеö с эëеìентаìи ai(X) 
 ai(x1, x2, ..., xn), преäставëяþщиìи собой неëиней-
ные оäнозна÷ные функöии; B(X) = (b1, b2, ..., bm),

b1=0, b2=0,...,bm – 1 = 0, bm  0, X = (x1, x2, ..., xn)
т —

вектор-стоëбеö переìенных параìетров (фазовый
вектор иëи вектор состояния) äинаìи÷ескоãо объ-
екта; n — ÷исëо параìетров иëи поряäок объекта
иëи ÷исëо äифференöиаëüных уравнений объекта в
форìе Коøи, m — ÷исëо управëяþщих параìетров
(управëений).
Итак, объект управления

 = а1(Х),  = а2(Х), ...,  = аn(Х) + bm(X)u. (1)

Цель управления: перевести объект управëения
(1) с поìощüþ СУ (субъект) из на÷аëüноãо поëо-
жения X(0) = (x10, x20, ..., xn0)

т в коне÷ное поëоже-
ние X = 0, т. е. в на÷аëо коорäинат.
Критерий оценки качества управления: о÷евиäно,

наибоëüøее зна÷ение из всех известных критериев
иìеþт критерии ìаксиìаëüной то÷ности воспро-
извеäения (÷то тоëку от тоãо, ÷то äетаëü изãотов-
ëена быстро, с ìиниìуìоì ресурсов, но не то÷но).
Общиì признакоì интеãраëüных критериев то÷-
ности явëяется их независиìостü в явной форìе от
управëения:

J = F(X)dt, F0(X) > 0, вреìя T — не опреäеëено, (2)

при÷еì критерий быстроäействия явëяется ÷аст-
ныì сëу÷аеì критерия то÷ности при F0(X) = 1 иëи
критерий быстроäействия явëяется оäновреìенно
и критериеì то÷ности [3]. Можно показатü [4], ÷то
в раìках общеãо критерия то÷ности (2) нахоäится
также и энерãосбереãаþщий критерий расхоäа
"сиãнаëа управëения", присутствуþщий в критерии
обобщенной работы А. А. Красовскоãо.
Известно, ÷то ìиниìизаöия критерия то÷ности

(наприìер, ìетоäоì äинаìи÷ескоãо проãраììиро-
вания Р. Беëëìана) обеспе÷ивается иäеаëüныìи
реëейныìи управëенияìи:

u(t) = –sign((X)), (3)

ãäе |u(t)| m 1, (X) — искоìая функöия перекëþ÷е-
ния, при÷еì (X) = 0 — поверхностü перекëþ÷ения,
прохоäящая ÷ерез на÷аëо коорäинат (0) = 0.
Станäартное реøение заäа÷и поäразуìевает поä-

становку управëения (3) в уравнение Беëëìана, ÷то
привоäит к известныì пробëеìаì, связанныì с ре-
øениеì неëинейноãо уравнения Беëëìана в ÷астных
произвоäных äаже в сëу÷ае ëинейноãо объекта.
При этоì функöия Беëëìана äоëжна иìетü непре-
рывные ÷астные произвоäные по всеì переìен-
ныì, т. е. äоëжна бытü непрерывно äифференöи-
руеìой, ÷то ÷асто невыпоëниìо, наприìер, в оп-
тиìаëüных по быстроäействиþ систеìах.
Как известно, есëи пробëеìы не реøаþтся на

тоì уровне, ãäе они появиëисü, то необхоäиìо
поäнятüся на уровенü выøе, на боëее высокуþ сту-
пенü пониìания законов прироäы. Уìестно при-
вести зäесü сëова А. Эйнøтейна: "Неëüзя реøитü
ëþбуþ пробëеìу на уровне техни÷еских знаний, на
которых она возникëа". Возникøие пробëеìы
труäно реøитü ÷исто ìатеìати÷ески: ìатеìатика
без физики — ãëупа, физика без ìатеìатики — сëепа.
Мир и проöессы в неì ìноãоãранны и взãëяä на
пробëеìы хотя бы еще со стороны физики приво-
äит к основноìу функöионаëüноìу уравнениþ
относитеëüно искоìой функöии перекëþ÷ения (по
А. А. Красовскоìу — скорости проникновения по-
верхности перекëþ÷ения):

(X) =  =  +  + ... +  =

= GA + GBu (4)

иëи

(X) = f(X) + (X)u. (5)

Зäесü f(X) = GA = g1(X)a1(X) + g2(X)a2(X) + ... +
+gn(X)an(X); (X)=GB = gn(X)bn(X), G = (g1, g2, ..., gn),
gi = /xi  0 — неизвестные искоìые функöии.
Функöионаëüное уравнение (5) справеäëиво во

всеì фазовоì пространстве [4], поскоëüку оно яв-
ëяется обобщенныì эквиваëентныì уравнениеì
объекта (1). Отìетиì, ÷то соотноøение (5) испоëü-
зоваëи в своих труäах ìноãие авторы, наприìер,

X·

X· x·1 x·2 x·n x· i xi

x·1 x·2 x·n

 
0

T



· d
dt
----- d

dx1
------ x·1

d
dx2
------ x·2

d
dxn
------- x·n

·
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А. А. Красовский в анаëити÷ескоì конструирова-
нии реãуëяторов (АКР) по критериþ обобщенной
работы äëя опреäеëения усëовия возникновения
скоëüзящеãо режиìа; Я. З. Цыпкин, Е. А. Барбаøин
и В. И. Уткин в иссëеäованиях скоëüзящих режи-
ìов; А. А. Коëесников в синерãети÷еской теории
управëения, который назваë соотноøение (5) аãреãи-
рованной ìоäеëüþ иëи обобщенныì функöионаëü-
ныì уравнениеì и обосноваë äанное название.
Обоснование тоãо, ÷то уравнение (5) эквиваëентно
уравненияì (1), ìожно найти также в труäах
Ю. Н. Павëовскоãо и Ю. П. Петрова.
Из физи÷еских принöипов работы эквиваëент-

ноãо объекта (5) сëеäует, ÷то управëение (3) неиз-
бежно перевеäет объект (5) на поверхностü пере-
кëþ÷ения (X) = 0, и это озна÷ает, ÷то первый ин-
терваë управëения (3) закон÷иëся.
Воспоëüзовавøисü труäаìи Е. А. Барбаøина и

испоëüзуя соотноøение (5), ìожно показатü [4], ÷то
äëя äаëüнейøеãо управëения объектоì äëя изìене-
ния знака скорости проникновения (X) на второì
интерваëе, т. е. äëя уäержания объекта на (вäоëü)
поверхности перекëþ÷ения (X) = 0, необхоäиìо
выпоëнитü усëовие управëяеìости (реаëизуеìос-
ти) реëейной систеìы в виäе нестроãоãо равенства

| f (X)| m (X), (X) > 0, (6)

которое ëеãко осуществитü в виäе поä÷иненноãо
управëения анаëоãи÷но сëу÷аþ оãрани÷ения коор-
äинат. Можно показатü [4], ÷то усëовие (6) явëя-
ется оäновреìенно и усëовиеì устой÷ивости äви-
жения систеìы на второì интерваëе, и усëовиеì
возникновения скоëüзящеãо режиìа. Чеì бëиже
усëовие (6) к строãоìу равенству, теì боëее быст-
рыì буäет проöесс управëения второãо интерваëа,
а при равенстве поëу÷иì оптиìаëüное быстроäей-
ствие на второì интерваëе. Оäнако появëяется
пробëеìа: управëение на второì интерваëе ÷исто
ìатеìати÷ески по форìуëе (3) опреäеëитü невоз-
ìожно, поскоëüку на этоì интерваëе (X) = 0.
Воспоëüзовавøисü труäаìи В. И. Уткина, ìож-

но показатü, ÷то в сиëу оптиìаëüноãо управëения
(3) на второì интерваëе появëяется эквиваëентное
(особое) управëение, сëеäуþщее из уравнения (5):
u2 = –f(X)/(X) и не опреäеëяеìое совреìенныìи
ìатеìати÷ескиìи ìетоäаìи. В реаëüных систеìах
характеристики реëе не иäеаëüны, в резуëüтате уп-
равëение изìеняет знак нескоëüко позже, ÷еì из-
ìеняется знак (X), поэтоìу эквиваëентное управ-
ëение второãо интерваëа ìатеìати÷ески то÷но
ìожно преäставитü в виäе

u2 = –(| f (X)|/(X))sign(f (X)), (7)

при÷еì |u2| m 1, а поäсиãнатурная функöия f (X) иã-
рает роëü функöии перекëþ÷ения 2(X) = f (X) при
äвижении систеìы на второì интерваëе вäоëü ìно-
ãообразия 1(X) = (X) = 0.
Реøиì посëеäнее уравнение относитеëüно саìой

ìëаäøей коорäинаты x1: x1 = –*(x2, x3, ..., xn) и

поäставиì посëеäнее соотноøение в уравнение (7).
Воспоëüзовавøисü труäаìи А. А. Коëесникова,
прихоäиì к вывоäу о сжатии фазовоãо простран-
ства, в котороì уже не буäет коорäинаты x1. По-
этоìу усëовие (6) ìожно назватü усëовиеì сжатия
фазовоãо пространства. При приìенении посëеäо-
ватеëüно (n – 1) раз усëовия (6) фазовое простран-
ство постепенно сжиìается äо еäиниöы [4], при÷еì

|un| < |un – 1| < ... < |u2| < |u| = 1,

ui = – •sign[i(xi, ..., xn)],

i = 2, 3, ..., n, а посëеäняя функöия перекëþ÷ения
n(X) = xn.
Функöии gi(X)  0 в уравнении (4) и усëовии (6)

ìоãут бытü какие уãоäно, в ÷астноì сëу÷ае (äëя об-
ëеã÷ения интеãрирования функöии (X)) выбираеì
(наприìер, произвоëüно) gi = const  0 (÷то озна-
÷ает реøение заäа÷и управëения с оптиìаëüной то÷-
ностüþ с поìощüþ ëинейных обратных связей).
В ÷астноì сëу÷ае, при gi = const  0 из уравне-

ния (4) поëу÷аеì искоìое реøение заäа÷и в откëо-
нениях:

(X) = g1x1 + g2x2 + ... + gnxn
и u = –sign((X)), (8)

ãäе вìесто откëонений xi необхоäиìо поäставитü ре-
аëüные коорäинаты xi  xi – xiзаä иëи xi  xi – xвозì.
Зäесü xiзаä — заäание (управëение) по соответст-
вуþщей коорäинате, xвозì — возìущаþщие возäей-
ствия (заäания) иëи поìехи (это тоже управëения,
но неизвестные наì, они ìоãут бытü как вреäныìи,
так и поëезныìи, раäи которых и созäается систе-
ìа, наприìер, ìоìент наãрузки, который ìеøает
искоìоìу управëениþ).

Прикладная интерпретация
применительно к электроприводам

Приìенитеëüно к эëектропривоäаì (это объект,
как правиëо, третüеãо поряäка с оäниì вхоäоì уп-
равëения) разëи÷аþт три основные заäа÷и (по ÷ис-
ëу независиìых коорäинат): управëение ìоìентоì
(токоì) x3, управëение скоростüþ x2 и управëение
поëожениеì ваëа привоäа x1.
Найäенное управëение (8) поëу÷ено из уравне-

ний возìущенноãо äвижения и своäит к нуëþ (опти-
ìаëüно по то÷ности) все откëонения (возìущения),
по какой бы при÷ине они ни возникëи. Сëеäова-
теëüно, управëение в откëонениях (8) ìожно ис-
поëüзоватü äëя опреäеëения оптиìаëüноãо управ-
ëения по ëþбой реаëüной коорäинате.
Наприìер, управëение по реаëüной коорäинате

x1 (уãоë поворота ваëа äвиãатеëя):

u = sign(x1заä – x1 – ax2 + b(xн – х3)),

ãäе a = g2/g1; b = g3/g1; xн — возìущение по коор-
äинате x3 (по току), пропорöионаëüное ìоìенту

·

fi 1– xi  xn  
i 1– xi  xn  
------------------------------

·
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наãрузки. Так как ìоìент наãрузки неизвестен, то
откëонение тока xз – xн выражаþт ÷асто ÷ерез про-
извоäные от коорäинат из уравнений объекта (1),
при÷еì произвоäные поëу÷аþт с поìощüþ набëþ-
äаþщих за реаëüныìи коорäинатаìи объекта уст-
ройств, испоëüзуя äëя синтеза набëþäаþщих уст-
ройств тот же рассìатриваеìый ìетоä.
Управëение по äруãой реаëüной коорäинате x2

(скоростü вращения ваëа äвиãатеëя):

u = sign(x2заä – x2 + c(xн – х3)),

ãäе c = g3/g2.
Управëение по x3 (ток äвиãатеëя иëи ìоìент):

u = sign(x3заä – x3).

Зäесü g1 = g2 = 0. Можно показатü [4], ÷то уп-
равëение по току äвиãатеëя (ìоìенту) буäет опти-
ìаëüно оäновреìенно и по быстроäействиþ.
Приìеняя ìетоä поä÷иненноãо управëения,

также ëеãко опреäеëитü управëение при оãрани÷е-
нии ëþбых коорäинат [4] иëи их коìбинаöий,
наприìер, усëовие (6).
Часто возникает заäа÷а управëения äвуìя коор-

äинатаìи. Наприìер, в привоäе сканера антенны
необхоäиìо стабиëизироватü скоростü и оäновре-
ìенно поëожение ваëа привоäа на кажäоì периоäе
вращения. Управëение по реаëüной коорäинате x2
(скоростü):

u = sign(x2заä – x2 + a(xн – х3) + b(x1заä – х1)).

Из посëеäнеãо выражения сëеäует, ÷то в привоäе
сканера антенны необхоäиìо искусственно орãани-
зоватü äопоëнитеëüный вхоä возìущения (управëе-
ния) по коорäинате x1заä, выпоëняþщий роëü по-
ëезноãо возìущения. Поскоëüку x1заä äоëжна бытü
ëинейно возрастаþщей функöией: x1заä = х2t + заä,
÷то труäно реаëизоватü, ìожно взятü в ка÷естве
äат÷ика, наприìер, вращаþщийся трансфорìатор,
ваë котороãо соеäинен с ваëоì привоäа. При этоì
x1заä = sin(х2t + заä). Дëя увеëи÷ения то÷ности по-
зиöионирования ìожно испоëüзоватü и вторуþ
(косинуснуþ) обìотку вращаþщеãося трансфор-
ìатора.

Иллюстрация полученных результатов исследования

Пустü эëектропривоä постоянноãо тока заäан
систеìой уравнений в откëонениях:

 = ;  = i; i  = u; |u| m 1, (9)

ãäе  — уãоë поворота ваëа привоäа;  — скоростü
вращения ваëа äвиãатеëя; i — сиëа тока äвиãатеëя.
Это систеìа третüеãо поряäка. Зäесü три интер-

ваëа, и необхоäиìо принуäитеëüно выпоëнитü äва
оãрани÷ения (6) иëи äоказатü, ÷то они автоìати÷е-
ски выпоëняþтся.

Составиì функöионаëüное уравнение (3) äëя
объекта (9), преäпоëаãая gi = const  0, g1 = 1:

(X) =  + a + bi  =  + ai + bu. (10)

Запиøеì усëовие (6) äëя первоãо интерваëа:
| + ai | m b иëи

|2| m 1, 2 = , (11)

ãäе 2 — функöия перекëþ÷ения второãо интерваëа.
Функöионаëüное уравнение второãо интерваëа:

 =  = .

Усëовие (6) äëя второãо интерваëа: |i | m a иëи

|3| m 1, 3 = , (12)

ãäе 3 — функöия перекëþ÷ения третüеãо интерваëа.
Интеãрируя уравнение (10) и испоëüзуя прин-

öип поä÷иненноãо управëения äëя у÷ета оãрани÷е-
ний (11) и (12), запиøеì оптиìаëüное по то÷ности
управëение äëя реаëüных коорäинат:

u = sign sign sign sin(заät – sin +

+ a(заä – ) + b(iн – i)) –  – , (13)

ãäе заä = 0 и iн = 0.
На рис. 1 (сì. вторуþ сторону обëожки) приве-

äены резуëüтаты ìоäеëирования объекта (9) с уп-
равëениеì (13) в режиìе разãона привоäа.
Иссëеäование работы объекта (9) с управëениеì

(13) в режиìе разãона и вывоäа на заäаннуþ ско-
ростü, наприìер заä = 90 с–1, и наибоëüøиì
быстроäействиеì привоäит к веëи÷инаì a = 1 и
b = 4,75, при этоì оãрани÷ения (11) и (12) выпоë-
няþтся автоìати÷ески, и их нет необхоäиìости
у÷итыватü:

u = sign(sign(sin(заät – sin –  – 4,75i))). (14)

Из рис. 1 сëеäует, ÷то отработка заäанной ско-
рости происхоäит оптиìаëüно по быстроäействиþ.
На ãрафике управëения (рис. 1) не показан скоëü-
зящий режиì, возникаþщий по окон÷ании пере-
хоäноãо проöесса. На рис. 2 (сì. третüþ сторону
обëожки) привеäены резуëüтаты ìоäеëирования
объекта (9) с управëениеì (13) иëи (14) в режиìе
стабиëизаöии скорости и отработки уãëа поворота
ваëа привоäа.
Из рис. 2 сëеäует, ÷то при стабиëизаöии скорости

отработка уãëа в систеìе происхоäит практи÷ески
с нуëевой оøибкой (в äанноì сëу÷ае оøибка вы-
звана äискретностüþ вы÷исëений при ìоäеëирова-
нии на ЦВМ).
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Заключение

Такиì образоì, к настоящеìу ìоìенту вреìени
сотруäникаìи кафеäры эëектротехники и эëектро-
оборуäования ТуëГУ преäëожены пути реøения
пробëеì, связанных с оптиìаëüныìи по то÷ности
систеìаìи управëения неëинейныìи объектаìи
высокоãо поряäка.
Даëüнейøее рассìотрение пробëеì оптиìаëüно-

ãо управëения с то÷ки зрения физики с привëе÷е-
ниеì ìатеìатики и у÷етоì законов прироäы позво-
ëит реøитü ãëавнуþ пробëеìу теории оптиìаëüных
систеì — пробëеìу оптиìаëüноãо быстроäействия.
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It is known that if problems do not dare at that level where they have appeared — it is necessary to rise on level above,
on a higher step of understanding of laws of the nature. Optimum control problems cannot be solved purely matematicheski:
the mathematics without physics — is silly, the physics without mathematics — is blind. It is offered to look at problems of
a method of dynamic programing of R. Bellman having methodological value, at least still from outside the physical phe-
nomena. It allows to solve optimum control problems multidimensional installation of a high order, in that count also nonlinear.
The principle of R. Bellman has a methodological importance — it is possible to control everything or everybody if three con-
ditions are met: the object of control is known, the ultimate goal of control is known and the criterion of an estimation of quality
of control is known. If there is no at least one of them — there is no sense to get down to the solution of a control problem.
It is meant that there are at least two co-operating blocks in control tasks: the control object and the subject of control, i.e.
a person (manual control) or a control system — an automatic steering block which often called a regulator. Questions of the
optimum control theory with reference to technics and, in particular, to electric drives are considered in this paper. Ways to
solve the problems of control systems optimum on accuracy for nonlinear objects of high order are offered. By example of a
direct-current drive it is shown that usage of the physical and mathematical theory will allow to achieve small errors (no more
than 20 arc sec.) on minimal speeds of tracking (up to 0,01 deg./sec.) with friction torque and load fluctuations during operation,
with presence of a reducer backlash that is 10 times greater than admissible error, with a nonrigid and unbalanced design of
an actuator. The theory also allows to create a hi-tech industrial equipment (for ex., precision rigs) and prospective types of
weapons and military equipment (for ex., high-precision radar tracking stations).

Keywords: analytical constraction, optimum control, the decomposition, the subordinated control, optimum accuracy, op-
timum speed, stability, the functional equation, a controllability condition
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Оптимальный выбор ускорения маятника
в задачах управления вибрационным роботом

Введение

Совреìенный ìир уже невозìожно преäставитü
без роботов, позвоëяþщих реøатü поставëенные
÷еëовекоì заäа÷и. Отäеëüный кëасс роботов уìеет
переìещатüся в пространстве, и существует ìноже-
ство ìеханизìов, обеспе÷иваþщих еãо äвижение.
Нереäко äëя переìещения робота требуþтся внеø-
ние äетаëи — коëеса, ноãи, ãусениöы и пр. Оäнако
естü и такие, которыì не требуется никаких внеø-
них устройств, их переìещение обеспе÷ивается за
с÷ет коëебаний составëяþщих робота, такие ìеха-
низìы носят название вибраöионные роботы.
Движение вибраöионноãо робота по пëоскости

иссëеäоваëосü в работах [1—5]. В работах [1, 2] среäи
внутренних теë присутствует вращаþщийся ротор.
Движение робота в вязкой среäе рассìотрено в ра-
ботах [3, 4]. В этих статüях систеìа преäставëена
корпусоì с äвуìя поäвижныìи внутренниìи ìас-
саìи, переìещаþщиìися вäоëü ãоризонтаëüной
оси сиììетрии корпуса.
Пряìоëинейное äвижение по ãоризонтаëüной

пëоскости вибраöионных роботов, преäставëенных
теëоì и нескоëüкиìи внутренниìи ìассаìи, äвиãаþ-
щиìися поступатеëüно, рассìотрено в работах [6, 7].
Отäеëüно ìожно выäеëитü вибраöионные робо-

ты с оäной внутренней ìассой, которая переìеща-
ется по ãоризонтаëи. В работах [7—11] рассìатри-
ваþтся такие систеìы и иссëеäуþтся периоäи÷е-
ские режиìы управëения. В тоì ÷исëе в этих
работах происхоäит поиск оптиìаëüноãо управëе-
ния с öеëüþ ìаксиìизироватü скоростü робота.
В äанной работе также рассìатривается äвижение

робота с оäниì поäвижныì внутренниì эëеìентоì.

Особенности исследуемой задачи

В статüе анаëизируется управëение вибраöион-
ныì роботоì, преäставëенныì жесткиì корпусоì
ìассы M в форìе параëëеëепипеäа и физи÷ескиì

ìаятникоì ìассы m, закрепëенныì в еãо öентре
(рис. 1). Движение происхоäит с сухиì трениеì по
ãоризонтаëüной пëоскости в поëе сиëы тяжести.
Дëина от то÷ки закрепëения äо öентра ìасс ìаят-
ника равна l.
Особенностü рассìатриваеìой ниже ìоäеëи за-

кëþ÷ается в тоì, ÷то за с÷ет вращатеëüных äвиже-
ний внутренней ìассы управëяþщий ìоìент ìожет
вëиятü не тоëüко на знак, но и на ìоäуëü сиëы тре-
ния. Такой робот также рассìатриваëся в работах
[12, 13]. В статüе [12] преäпоëаãается, ÷то уãëовая
скоростü ìаятника постоянна, провеäен параìет-
ри÷еский анаëиз систеìы, в работе [13] преäпоëа-
ãается, ÷то систеìа преäставëяет собой ìикроро-
бот, и управëение происхоäит за с÷ет выбора уãëо-
вой скорости.
В äанной работе управëение осуществëяется

посреäствоì выбора уãëовоãо ускорения ìаятника.
В статüе иссëеäуется закон управëения с сиììет-
ри÷ныì оãрани÷ениеì на уãëовое ускорение ìаят-
ника, рассìотренныì в работе [14], и äоказывается
оптиìаëüностü такоãо управëения в некотороì
кëассе äвижений.

Рассматривается движение вибрационного робота, представленного жестким корпусом и физическим маятником, за-
крепленным в его центре, управление осуществляется за счет выбора углового ускорения маятника. Исследуется некоторый
класс движений и управление, которое обеспечивает движение робота в желаемом направлении в рамках заданных ограни-
чений. Приводится обоснование оптимальности с точки зрения максимизации скорости робота рассматриваемого закона уп-
равления в некотором классе движений.
Ключевые слова: вибрационный робот, управление, оптимальность, математическое моделирование, сухое трение

РОБОТОТЕХНИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ

Рис. 1. Рассматриваемая конструкция вибрационного робота
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Движение робота опреäеëяется уãëоì  откëо-
нения ìаятника от направëения ускорения сво-
боäноãо паäения, отс÷итываеìыì против ÷асовой
стреëки, и коорäинатой öентра ìасс корпуса x
(рис. 1). Рассìатривается систеìа, äëя которой вы-
поëняþтся сëеäуþщие усëовия:

1) разìер корпуса робота äостато÷но веëик, ÷то-
бы обеспе÷итü неопрокиäывание систеìы;

2) управëение роботоì осуществëяется за с÷ет
выбора уãëовоãо ускорения ìаятника .
Кëасс иссëеäуеìых управëений äоëжен обеспе-

÷итü äвижение робота, такое ÷то:
1) сиëа реакöии опоры неотриöатеëüна, ÷то

обеспе÷ивает безотрывное äвижение корпуса:

N l 0; (1)

2) в те÷ение оäноãо оборота ìаятника äвижение
робота прохоäит äве фазы:

 > 0 — фаза скоëüжения,  = 0 — фаза покоя;(2)

3) уãëовая скоростü ìаятника

 > 0; (3)

4) äвижение робота периоäи÷еское с некоторыì
не заäанныì напереä периоäоì Т, т. е. äоëжны вы-
поëнятüся сëеäуþщие усëовия:

(T) = (0) + 2, (T) = (0), (T) = (0); (4)

5) на ìоäуëü уãëовоãо ускорения наëожено оã-
рани÷ение:

| | m (5)

(характеризуþщее техни÷еские оãрани÷ения ìото-
ра, переäаþщеãо ìоìент вращения ìаятнику);

6) управëение обеспе÷ивает ìаксиìизаöиþ
среäней скорости äвижения корпуса вибраöионно-
ãо робота.
Опреäеëиì уравнения, характеризуþщие äви-

жение систеìы. Поскоëüку в раìках рассìатривае-
ìоãо кëасса äвижений корпус робота не соверøает
поäскока, то äвижение систеìы опреäеëяется сëе-
äуþщиìи уравненияìи:

(m + M)  = R; (6)

R = (7)

N = (m + M)g – ml(cos). (8)

Зäесü Xcr =  — коорäината öент-

ра ìасс всей систеìы, N — сиëа реакöии опоры,
 — коэффиöиент сиëы сухоãо трения.
Выпиøеì уравнение äвижения öентра ìасс

систеìы вäоëü оси х äëя сëу÷ая  > 0:

(m + M)  = –N. (9)

Ввеäеì безразìерные и характерные веëи÷ины:

 = ,  = ,  = . (10)

Зäесü ÷ерез (, , ) обозна÷ены характерные,
а ÷ерез ( ) — безразìерные веëи÷ины. Все äаëü-
нейøие вывоäы буäут сäеëаны äëя безразìерных
веëи÷ин и "~" в их обозна÷ении буäут опущены.
Характерные веëи÷ины опреäеëиì сëеäуþщиì

образоì:  = ,  = ,  = 1 раä.

Посëе поäстановки в уравнение (8) заìен (10)
поëу÷аеì сëеäуþщее выражение äëя сиëы нор-
ìаëüной реакöии опоры:

N = 1 – (cos). (11)

Поäставив выражения (11) в уравнение (9) и у÷и-
тывая заìены (10), поëу÷аеì

(x + (sin – cos)) = –. (12)

Уравнение (12) — это уравнение äвижения на
фазе скоëüжения. Как виäно, в безразìерных ве-
ëи÷инах в уравнение äвижения вхоäит оäин пара-
ìетр — .
Анаëоãи÷но ìожно рассìотретü уравнение äви-

жения öентра ìасс в проекöии на осü x äëя сëу÷ая
x  = 0. Ниже преäставëены уравнения äвижения
ìаятника, опреäеëенноãо конусоì трения при по-
кое корпуса робота, которые соответствуþт äвиже-
ниþ, при котороì трение иìеет ìаксиìаëüное по
ìоäуëþ зна÷ение и направëено в сторону роста x
(первое уравнение) и в сторону уìенüøения x (вто-
рое уравнение):

(sin + cos) = ; (13a)

(sin – cos) = –. (13b)

Закон управления

В статüе [14] рассìатривается управëение, уäов-
ëетворяþщее описанныì оãрани÷енияì, еãо ìож-
но преäставитü в виäе систеìы

 = (14)

Зäесü ÷ерез уãëы 0, ..., 4 обозна÷ены уãëы пе-
рекëþ÷ения ìежäу режиìаìи, которые ìоãут бытü
оäнозна÷но поëу÷ены в зависиìости от зна÷ения

 при известноì . Основная иäея этоãо управ-
ëения состоит в тоì, ÷тобы обеспе÷иватü на наи-
боëüøеì, при существуþщих оãрани÷ениях, у÷астке
äвижения нуëевое зна÷ение сиëы трения (N = 0).

··

x· x·

·

· · x· x·

·· ··max

X··cr

–Nsign( ),   0;

ml(sin),  = 0 и ml |(sin)| m |N |;

Nsign(sin),  = 0 и ml |(sin)| > |N |;

x· x·

x·

x·

Mx m x lsin+ +
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-----------------------------------
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x~ x

-- t~ t
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--

.~
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------------


g
--
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, 1 <  < 2;

, 2 <  < 3;

, 3 <  < 4;

, 4 <  m 2  0 m  m 0.

max

1–  2cos–
sin
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max

  2 sin cos+ +
cos sin–

----------------------------------------------

max
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Нуëевое трение при такоì управëении обеспе÷и-
вается и при вертикаëüноì поëожении ìаятника
 = , это позвоëяет оäнозна÷но из выражения (11)
опреäеëитü соответствуþщуþ уãëовуþ скоростü
 = 1. Зная уãоë и уãëовуþ скоростü, ìожно опре-
äеëитü зна÷ения этих фазовых переìенных на ãра-
ниöах у÷астка äвижения без трения, которые оп-
реäеëяþтся выхоäоì зна÷ения уãëовоãо ускорения
ìаятника за оãрани÷ение || m .
До у÷астка без трения естü у÷асток äвижения с

N > 0 с управëениеì  = –  (первое уравнение
систеìы (14)), как тоëüко это становится возìож-
ныì, äвижение робота опреäеëяется равенствоì
нуëþ трения (второе уравнение систеìы (14)), в
тот ìоìент, коãäа ускорение, требуеìое äëя обсе-
÷ения N = 0 , становится равныì , происхоäит
перекëþ÷ение на управëение  =  (третüе
уравнение систеìы (14)). Даëее в какой-то ìоìент
происхоäит остановка корпуса (при  = 3), и сис-
теìа перехоäит в фазу покоя.
Управëение на фазе покоя построено из сооб-

ражения ìаксиìизаöии уãëовой скорости ìаятни-
ка на этоì у÷астке при усëовии, ÷то на÷аëüные и
коне÷ные усëовия этой фазы заäаны. Такиì обра-
зоì, сна÷аëа ìаятник соверøает ìаксиìаëüный,
в раìках оãрани÷ений, разãон, а потоì торìожение.
Разãон сна÷аëа опреäеëяется усëовиеì покоя —
уравнениеì (13a), опреäеëяþщиì конус трения с
поëожитеëüныì направëениеì сиëы трения (÷ет-
вертое уравнение систеìы (14)), а потоì, коãäа это
становится возìожныì, оãрани÷ениеì на уãëовое
ускорение  =  (пятое уравнение систеìы
(14)), посëе этоãо происхоäит торìожение систеìы
 = – , пока робот естественныì образоì не
на÷нет äвижение (первое уравнение систеìы (14)).
Такиì образоì, первое уравнение систеìы (14)

соответствует ÷асти÷но фазе покоя, ÷асти÷но фазе
äвижения, сëеäуþщие äва — фазе äвижения, и по-
сëеäние äва — фазе покоя. Отìетиì, ÷то при äви-
жении без трения на робот не äействует никаких
внеøних ãоризонтаëüных сиë (  = 0), при этоì
оãрани÷ения на ìаксиìуì и ìиниìуì уãëовоãо уско-
рения сиììетри÷ны, поэтоìу 2 = 2 – 1,  = 
и  = .
Боëее поäробно вывоä этоãо управëения рас-

сìотрен в статüе [14]. В äанной работе рассìатри-
вается вопрос об оптиìаëüности äанноãо управëе-
ния, т. е. заäа÷у ìожно сфорìуëироватü сëеäуþ-
щиì образоì.
Дëя робота, äвижение котороãо опреäеëяется

уравненияìи (6)—(8), рассìатриваþтся периоäи-
÷еские режиìы äвижения робота при оãрани÷ени-
ях (1)—(5). Необхоäиìо обосноватü оптиìаëüностü
управëения (14) роботоì в некотороì кëассе äви-
жения с то÷ки зрения ìаксиìизаöии среäней ско-
рости робота:

 = (t)dt. (15)

Замечание 1. В силу периодичности рассматри-
ваемых решений максимизация средней скорости кор-
пуса робота  и средней скорости центра масс

 — эквивалентные задачи.

Обоснование оптимальности

При äвижении робота с управëениеì (14) äëя
уãëов  m  m 3 уãëовое ускорение ìаятника опре-

äеëяется оãрани÷ениеì: сна÷аëа  = –

(при N = 0), и есëи уãëовое ускорение окажется
боëüøе опреäеëенноãо этиì уравнениеì, то робот
буäет вынужäен соверøитü поäскок. В тот ìоìент,
коãäа уãëовое ускорение, опреäеëенное уравнениеì
N = 0, станет боëüøе , ìаксиìаëüно äопусти-

ìое уãëовое ускорение ìаятника  = , которое

и явëяется управëениеì на оставøеìся у÷астке.
Иныìи сëоваìи, äëя кажäоãо набора (, ) äëя ис-
сëеäуеìых уãëов построенное управëение обеспе÷и-
вает ìаксиìуì  в заäанных оãрани÷ениях заäа÷и.
Докажеì сëеäуþщуþ теореìу:
Теорема 1. Для рассматриваемого робота при за-

данных начальных условиях при движении корпуса
(x > 0) для всех положений маятника  m  m 2
максимально возможное ускорение обеспечивает
максимум скорости центра масс .
Доказательство теоремы 1.
Преäпоëожиì, ÷то естü äва разных управëения:

äвижение с ìаксиìаëüныì уãëовыì ускорениеì в
иìеþщихся оãрани÷ениях заäа÷и ( = )
и äвижение с ускорениеì *, ãäе-то ìенüøиì

.
Отìетиì, ÷то в общеì сëу÷ае  не равно

, поскоëüку, наприìер, усëовие N l 0 ìожет
накëаäыватü боëее строãие ãраниöы на зна÷ение
уãëовоãо ускорения, ÷еì || m .
Обозна÷иì , ,  уãоë, уãëовуþ скоростü

ìаятника и скоростü корпуса в ìоìент, коãäа в
первый раз управëение *  .
Доказатеëüство этой теореìы буäет состоятü из

сëеäуþщих øаãов:
1. Сна÷аëа покажеì, ÷то управëение виäа  = a

обеспе÷ивает боëüøуþ скоростü öентра ìасс, ÷еì
 = b, ãäе a > b, a, b — константы.

2. Покажеì также, ÷то управëение виäа  = a
äаст боëüøуþ скоростü öентра ìасс, ÷еì управëе-
ние виäа  = a äо некотороãо уãëа * и  = b —
посëе этоãо уãëа (a > b, a, b — константы).

3. Покажеì, ÷то управëение виäа  = a äаст
боëüøуþ скоростü öентра ìасс, ÷еì управëение
виäа  = b äо некотороãо уãëа *, и  = a — посëе
этоãо уãëа (a > b, a, b — константы).

4. На основании ранее äоказанных пунктов сäе-
ëаеì обобщение äëя äоказатеëüства утвержäения
теореìы 1.
Первый пункт äоказатеëüства рассìотриì в ка-

÷естве отäеëüной ëеììы.
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max
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max

max

max
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1 2
x1 x2

x·av
1
T
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0

T

 x·

xav
Xcrav

1 2cos+
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----------------------

max
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maximum
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Лемма 1. При движении корпуса робота в поло-
жительном направлении, при заданных начальных ус-
ловиях управление вида  = a обеспечивает большую
скорость центра масс корпуса  для каждого угла

 m  m 2, чем управления вида  = b, где a > b,
a, b — константы.
Есëи уравнение (6) преäставитü в безразìерных

веëи÷инах (с поìощüþ поäстановок (10)), из неãо
выразитü ускорение öентра ìасс и проинтеãрироватü,
то поëу÷ится, ÷то скоростü öентра ìасс буäет равна

 = –(t + sin) + c. (16)

Доказатеëüство ëеììы 1 закëþ÷ается в сравне-
нии    (зäесü инäексы отображаþт конс-

танты управëения). Дëя äоказатеëüства  > 

нужно показатü, ÷то

ta + sin < tb + sin. (17)

В уравнении (17) инäексаìи отìе÷ены веëи÷ины,
поëу÷енные при соответствуþщих константах уп-
равëения. Детаëи сравнения из-за объеìности рас-
сужäений выхоäят за раìки äанной статüи, отìетиì
ëиøü, ÷то äоказатеëüство не зависит от выбора .
Есëи теперü поëожитü, ÷то посëе  =  управ-

ëение  = a, а потоì äëя некотороãо поëожения
ìаятника  = * происхоäит перекëþ÷ение на зна-
÷ение  = b (зäесü a > b), то äëя кажäоãо уãëа ско-
ростü öентра ìасс буäет не боëüøе, ÷еì äëя сëу÷ая,
ãäе везäе на этоì у÷астке äвижения управëение
равно a. Это сëеäует из преäыäущей ëеììы, по-
скоëüку äоказатеëüство не зависеëо от выбора уãëа

. Такиì образоì, быë пояснен второй пункт äо-
казатеëüства теореìы 1.
Теперü рассìотриì сëу÷ай, коãäа посëе  = 

сна÷аëа äвижение робота соверøается с ускорени-
еì  = b äо уãëа *, а потоì происхоäит перекëþ-
÷ение на зна÷ение ускорения  = a. Покажеì, ÷то
этот сëу÷ай также хуже с то÷ки зрения среäней
скорости öентра ìасс, ÷еì управëение виäа  = a
на всеì у÷астке торìожения с трениеì.
Лемма 2. При движении корпуса робота в поло-

жительном направлении при заданных начальных ус-
ловиях управление вида  = a обеспечивает большую
скорость центра масс корпуса  для каждого угла

 m  m 2, чем управление вида  = b до некото-
рого угла * >  и управление вида  = a после, где
a > b, a, b — константы.
Доказательство леммы 2.
Анаëоãи÷но äоказатеëüству преäыäущей ëеììы

буäеì сравниватü скорости , преäставëенные
÷ерез синус и вреìя. Отбросиì так же, как и таì,
константы интеãрирования и äоìножение на –
(так как они оäинаковы) и буäеì сравниватü сëе-
äуþщие веëи÷ины:

t21 + sin < t22 + sin. (18)

Сëева в выражении (18) стоит веëи÷ина, харак-
теризуþщая скоростü öентра ìасс систеìы при уп-
равëении на всеì рассìатриваеìоì у÷астке виäа
 = a, а справа — веëи÷ина, соответствуþщая ско-
рости при второì варианте управëения ëеììы.
Зäесü происхоäит сравнение äëя равных уãëов, по-
этоìу вреìена и уãëовые скорости разëи÷ны и по-
ìе÷ены инäексаìи. Сëу÷ай, коãäа рассìатривае-
ìый уãоë ìенüøе *, рассìотрен в ëеììе 1, поëо-
жиì, ÷то  > *.
Перенесеì в ëевуþ ÷астü выражения при сину-

сах, а вправо — вреìя:

(  – )sin  t22 – t21.

Даëее при äоказатеëüстве показывается, ÷то с
оäной стороны (  – ) > 0, с äруãой стороны,
t22 > t11 (äетаëи äоказатеëüства опущены в сиëу
объеìности). При этоì sin m 0 на рассìатриваеìоì
у÷астке, поэтоìу неравенство (18) справеäëиво.
Это эквиваëентно тоìу, ÷то суììарное торìо-

жение систеìы äëя кажäоãо из рассìатриваеìых
уãëов оказывается ìенüøе при  = a. За торìоже-
ние систеìы при äвижении отве÷ает сиëа трения,
которая опреäеëяется зна÷ениеì сиëы норìаëüной
реакöии опоры N.
Бëаãоäаря ëеììе 2 ìожно также показатü, ÷то

управëение a-b-a хуже (с то÷ки зрения скорости
öентра ìасс), ÷еì управëение a (a-b-a — это по-
сëеäоватеëüностü перекëþ÷ения уãëовоãо ускоре-
ния) на рассìатриваеìоì у÷астке äвижения. Это
сëеäует из ëеììы 2, так как кëþ÷евыì фактороì
при сравнении явëяëосü равенство на÷аëüных ус-
ëовий äëя разных управëений.
Поскоëüку вреìя äвижения по управëениþ b не

иãраëо никакой роëи в äоказатеëüстве ëеììы 2, то
еãо ìожно поëаãатü скоëü уãоäно ìаëыì, неравен-
ство при этоì сохранится.
Так как ëþбое управëение ìожно прибëизитü ку-

со÷но-постоянныì, то, поëüзуясü ëеììаìи 1 и 2,
ìожно показатü, ÷то управëение виäа  = 
äает наиëу÷øий резуëüтат с то÷ки зрения скорости
öентра ìасс робота.
Такиì образоì, теореìа 1 äоказана.
Следствие 1. Для рассматриваемого робота при

заданных начальных условиях при движении корпуса
(x > 0) для всех положений маятника 0 m  m  ми-
нимально возможное ускорение обеспечивает макси-
мум скорости центра масс .
Доказатеëüство сëеäствия äëя у÷астка äвижения

робота от  = 0 äо  =  анаëоãи÷но äоказатеëüству
саìой теореìы 1. Дëя äоказатеëüства испоëüзуется
перехоä в обратное вреìя, остаëüные рассужäения
такие же.
Рассìотриì сëу÷ай, коãäа заäаны ãрани÷ные зна-

÷ения фазовых переìенных, и опреäеëиì управëе-
ние ìежäу ниìи такое, ÷то скоростü öентра ìасс
систеìы ìаксиìаëüна. Сфорìуëируеì сëеäуþщуþ
теореìу.
Теорема 2. Если для рассматриваемого робота:

Xcr
0^

Xcr

Xcra
 Xcrb



Xcra
 Xcrb



a b

0^

0^

0^

̂

Xcr
0^

0^

Xcr

21 22

21 22

21 22

maximum

Xcr
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1) при положении  = 2 его угловая скорость

 =  и скорость корпуса x =  такие, что

N(2, , ) = 0, (cos2 + sin2) > 0 и  =

= |cosec2|;

2) при положении  = 1 + 2 угловая скорость

маятника и скорость корпуса, равные  и , со-

ответственно такие, что N(1, , ) = 0 и

= |cosec1|;

3)  и  определяются управлением (14);
4) при управлении  =  для участка движе-

ния после угла 2 остановка корпуса происходит до
вертикального положения маятника  = 2;

5)  > ,
то для каждого положения угла 2 m  m 1 + 2
максимальную скорость центра масс корпуса  бу-
дет обеспечивать следующее управление:

1)  = , 2 m  m 3;

2)  = , 3 m  m 4;

3)  = , 4 m  m 5;

4)  = – , 5 m  m 1 + 2.

Зäесü уãëы перекëþ÷ения ìежäу у÷асткаìи уп-
равëения те же, ÷то и ранее, опреäеëенные управ-
ëениеì (14) (5 = 0 + 2).
Доказатеëüство этой теореìы буäет состоятü из

÷етырех øаãов.
1. Покажеì, ÷то в фазе покоя при заäанных ãра-

ни÷ных зна÷ениях управëение строится из сëеäуþ-
щеãо соображения: сна÷аëа ìаксиìаëüный разãон
ìаятника, потоì — ìаксиìаëüное торìожение.

2. Покажеì, ÷то выбор управëения  = 
буäет äаватü наибоëüøее зна÷ение  äëя всех уãëов
2 m  m 3. Рассужäения äëя посëеäнеãо у÷астка
управëения (5 m  m 1 + 2) буäут анаëоãи÷ны.

3. Даëее покажеì, ÷то при известных на÷аëüных
усëовиях фазы покоя и при известноì коне÷ноì
уãëе и уãëовой скорости рассìатриваеìоãо у÷астка
(не обязатеëüно конöа фазы покоя) äëя всех про-
ìежуто÷ных уãëов преäëоженное управëение обес-
пе÷ивает ìаксиìуì скорости öентра ìасс.

4. Посëе этоãо с поìощüþ äоказанных пунктов
обоснуеì утвержäение теореìы.
Первый пункт äоказатеëüства сëеäует из сëе-

äуþщей ëеììы.
Лемма 3. Во время фазы покоя управление (14)

обеспечивает максимальную скорость вращения ма-
ятника на фазе покоя для каждого положения ма-
ятника и, соответственно, максимальную скорость
центра масс системы .
Доказатеëüство äанной ëеììы в äанной статüе

привоäитüся не буäет, оно поäробно преäставëено
в статüе [14].
Рассìотриì второй пункт äоказатеëüства.

При рассìатриваеìых на÷аëüных усëовиях на
ìоìент t2 (коãäа  = 2) сиëа норìаëüной реакöии
опоры N = 0 при заäанных  =  и '' =  (сëе-
äует из первоãо пункта усëовий теореìы 2). Дëя уã-
ëов  > 2 при äвижении корпуса разреøенный
ìаксиìуì уãëовоãо ускорения буäет опреäеëятüся
оãрани÷ениеì  = , N при этоì станет
поëожитеëüной (äëя обеспе÷ения нуëя норìаëü-
ной реакöии опоры необхоäиìо, ÷тобы  > ),
и корпус робота на÷нет торìожение.
Такиì образоì, ìожно воспоëüзоватüся теоре-

ìой 1, из которой сëеäует, ÷то впëотü äо остановки
корпуса (3 < 2 по усëовиþ) управëение 
буäет обеспе÷иватü ìаксиìуì  äëя ëþбоãо уãëа
2 m  m 3.
Вìесте с теì,  и  äëя уãëа 1 + 2 опреäеëены

такиì образоì, ÷то äо этоãо поëожения при äви-
жении корпуса нижнее оãрани÷ение на уãëовое ус-
корение равно ìиниìаëüно äопустиìоìу зна÷ениþ в
раìках оãрани÷ений заäа÷и  = – . Уп-
равëение, обеспе÷иваþщее ìаксиìуì скорости 
äëя кажäоãо уãëа, на этоì у÷астке, соãëасно сëеä-
ствиþ 1, опреäеëяется ìиниìаëüныì зна÷ениеì
уãëовоãо ускорения  =  = – .
Такиì образоì, показано, ÷то на кажäоì из у÷а-

стков äвижения по отäеëüности (2 m  m 3,
3 m  m 5 и 5 m  m 1 + 2) преäëоженный закон
управëения обеспе÷ивает ìаксиìуì скорости öентра
ìасс систеìы  äëя всех проìежуто÷ных уãëов.
Рассìотриì теперü весü у÷асток с остановки

корпуса äо 1 + 2.
Лемма 4. Пусть выполняются следующие условия:
1)  l ;

2) 3,  — заданный угол и угловая скорость на

начало фазы покоя, причем m 3 m 2;

3) 7,  — заданный угол и угловая скорость кон-

ца рассматриваемого участка, причем 2m 7 m 

и N(7, , – );

4) Участки управления 2—4 теоремы 2 могут пе-
ревести систему из начального состояния в конечное,
при этом соответствующий угол переключения с 3
на 4 управления 5 > 2.

Тогда управление 2—4 теоремы 2 для всех углов
2 m  m 7 обеспечивает максимальную скорость
центра масс системы.
Доказательство леммы 4.
Из äоказатеëüства ëеììы 3 (сì. [14]) сëеäует, ÷то

преäëоженное управëение на всех уãëах 3 m  m 7
обеспе÷ивает ìаксиìуì уãëовой скорости .
Допустиì, ÷то  > 0 при уãëе 7. Обозна÷иì

уãоë на÷аëа äвижения и соответствуþщуþ еìу уãëо-
вуþ скоростü ÷ерез 6 и , скоростü корпуса в этот
ìоìент буäет равна нуëþ по построениþ:  = 0.

2 x2

2 max 2

2 1 cos2+ 

1 x1

1 max

1 2 1 cos1+ 

x1 x2
max

max

Xcr

max

 2 sin cos+ +
cos sin–

------------------------------------------

max

max

max
Xcr

Xcr

2 max

maximum max

max

max
Xcr

1 x1

minimum max
Xcr

minimum max

Xcr

max

3

3
2
-----

7

5
2
-----
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x7

6
x6
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Покажеì, ÷то ëþбое äруãое управëение обеспе-
÷ит ìенüøуþ скоростü öентра ìасс систеìы äëя
кажäоãо уãëа.
Доказатеëüство ëеììы состоит из сëеäуþщих

øаãов:
1. Сна÷аëа рассìатривается управëение, при

котороì старт äвижения происхоäит äо 6. Дëя
этоãо сëу÷ая äоказывается, ÷то обëастü пересе÷ения
поëожений ìаятника, при которых в заäанных оã-
рани÷ениях заäа÷и робот сìожет сäвинутüся с по-
ëожения покоя, не пересекается с обëастüþ, в ко-
торой скоростü öентра ìасс робота боëüøе, ÷еì 
при искоìоì управëении. Даëüøе на основании
этоãо äоказывается, ÷то и на всеì у÷астке скоростü
öентра ìасс окажется ìенüøе при ëþбоì äруãоì
управëении, ÷еì при искоìоì.

2. Затеì рассìатриваеì сëу÷ай, коãäа старт äви-
жения корпуса происхоäит при  > 6. Обозна-
÷иì скоростü öентра ìасс корпуса при искоìоì
управëении äëя  =  ÷ерез , а при аëüтер-
нативноì — , соответственно. Покажеì, ÷то

 > . Это сëеäует из тоãо, ÷то уãëовая ско-
ростü при искоìоì управëении по построениþ боëü-
øе, ÷еì при аëüтернативноì, при этоì скоростü кор-
пуса при искоìоì управëении боëüøе нуëя, т. е. каж-
äое сëаãаеìое, опреäеëяþщее  (  = x + cos)
при искоìоì управëении боëüøе. Даëее рассужäения
анаëоãи÷ны преäыäущеìу сëу÷аþ.

3. Остаëосü рассìотретü сëу÷ай, коãäа при ис-
коìоì управëении  = 0, тоãäа проäоëжиì äви-
жение с иìеþщихся коне÷ных усëовий при управ-
ëении  = –  впëотü äо старта äвижения кор-
пуса. Рассìотриì уãоë, сëеäуþщий за уãëоì äëя
старта äвижения, и соответствуþщуþ еìу уãëовуþ
скоростü как новые коне÷ные усëовия. Доказатеëü-
ство выøе показывает, ÷то ëþбое äруãое управëение
при ëþбоì уãëе буäет äаватü ìенüøуþ скоростü
öентра ìасс, в тоì ÷исëе и äëя уãëа 7, который
при äанноì поäхоäе окажется проìежуто÷ныì.
Детаëи äоказатеëüства ëеììы 4 выхоäят за раì-

ки äанной работы из-за боëüøоãо объеìа.
Вернеìся к äоказатеëüству теореìы 2.
Уãоë 3 — это ìаксиìаëüный уãоë, при котороì

робот ìожет проäоëжатü äвижение с преäëожен-
ныì управëениеì. Есëи проäоëжитü переìещение
с управëениеì  = , то äëя уãëов  > 3 робот
буäет вынужäен скоëüзитü в обратнуþ сторону, ÷то
невозìожно в раìках рассìатриваеìоãо кëасса
äвижений (x l 0).
При этоì при построенноì управëении робот

буäет соверøатü остановку при ìенüøеì уãëе, ÷еì
при ëþбоì äруãоì управëении. Поясниì это ут-
вержäение.
Есëи из уравнения (12) выразитü x, то поëу÷а-

ется сëеäуþщее выражение:

x = – – (cos + sin) – 2(cos – sin).(19)

Зäесü коэффиöиент при  > 0, в сиëу первоãо
усëовия теореìы 2, поëожитеëен, кроìе тоãо, из

поëожитеëüности (cos + sin) сëеäует, ÷то 2 на-
хоäится в ÷етвертой ÷етверти, и коэффиöиент при
2 также боëüøе нуëя. Такиì образоì, при боëü-
øих зна÷ениях  ускорение корпуса x уìенüøа-
ется. Соответственно, уãоë остановки корпуса при
 =  буäет ìенüøе, ÷еì при ëþбоì äруãоì уп-
равëении, ãäе-то ìенüøеì, ÷еì оãрани÷ение.
Пустü  — скоростü öентра ìасс корпуса äëя

уãëа  = 3 при управëении  = . Допустиì,
существует некоторое äруãое управëение *,
ãäе-то ìенüøее ÷еì . Пустü  — скоростü
öентра ìасс äëя  = 3 äëя этоãо управëения. Тоãäа
соãëасно теореìе 1  < . При этоì при рас-
сìатриваеìоì в теореìе 2 управëении посëе оста-
новки (посëе уãëа 3) скоростü öентра ìасс буäет
расти, а при управëении * буäет проäоëжатü па-
äатü впëотü äо остановки корпуса, которая произой-
äет позже (  > 3). Такиì образоì, и äëя ëþбоãо уã-
ëа 3 m  m  скоростü öентра ìасс  < 
(зäесü  соответствует скорости öентра ìасс при
управëении, отëи÷ноì от рассìатриваеìоãо в
теореìе 2).
При поëожении ìаятника  =  при управëе-

нии из теореìы 2 обозна÷иì уãëовуþ скоростü ,
скоростü öентра ìасс — , а при аëüтернатив-
ноì управëении —  и , соответственно.
Выøе показано, ÷то  < . Поскоëüку
скоростü корпуса при обоих управëениях äëя этоãо
уãëа равна нуëþ, то это озна÷ает, ÷то  < .
Соãëасно ëеììе 4 управëение, перевоäящее

систеìу в состояние 7 = 1 + 2,  =  из ус-
ëовий ( , ), буäет строитüся анаëоãи÷но иско-
ìоìу: сна÷аëа ìаксиìаëüный разãон ìаятника, по-
тоì ìаксиìаëüное торìожение. При этоì то÷ка
перекëþ÷ения с третüеãо у÷астка управëения на
÷етвертый из усëовий теореìы 2 буäет ëевее 5, по-
скоëüку на всеì у÷астке разãона ìаятника траек-
тория при управëении с ( , ) буäет иäти ниже
траектории, соответствуþщей на÷аëüныì усëови-
яì ( , ) (сëеäует из еäинственности реøения
заäа÷и Коøи).
На рис. 2 преäставëена зависиìостü (, ) äëя

у÷астка 2 m  m 1 + 2. Заøтрихованной обëасти
соответствует покой при искоìоì управëении. По
построениþ преäëоженное управëение äëя кажäо-
ãо уãëа 2 m  m 1 + 2 обеспе÷ивает ìаксиìаëüное
зна÷ение уãëовой скорости.
На рис. 2 öифраì соответствуþт у÷астки управ-

ëения из усëовий теореìы 2. То÷ка  — то÷ка пе-
рекëþ÷ения с третüеãо на ÷етвертое управëение при
на÷аëüных усëовиях на у÷астке покоя ( , ).
Уãоë  буäет боëüøе, ÷еì 5 — уãоë соответствуþ-
щеãо перекëþ÷ения при на÷аëüных усëовиях фазы
покоя (3, ). Отìетиì, ÷то то÷ка ( , ) буäет
принаäëежатü траектории и при искоìоì управëе-
нии (рис. 2). Это связано с теì, ÷то то÷ка ( , )
ëежит на траектории, заäаваеìой ÷етвертыì у÷аст-
коì управëения теореìы 2, и иìеет оäни и те же

Xcr

6*

6* Xcr62
Xcr6*

Xcr62 Xcr6*

Xcr Xcr

x7

max

max

max

Xcr3
max

max Xcr3*

Xcr3* Xcr3

3*
3* Xcr3* Xcr

Xcr3*

3*
31

Xcr31
31* Xcr31*

Xcr31* Xcr31

31* 31

7 1
3* 31*

3* 31*

3* 31

5*

3* 31*
5*

31 5* 5*

5* 5*



Мехатроника, автоматизация, управление, Том 19, № 1, 2018 37

коне÷ные усëовия äëя обоих законов управëений —
(7, ).
При этоì есëи  m 6 (зäесü 6 обозна÷ен уãоë,

при котороì при искоìоì управëении робот на÷-
нет äвижение впереä), то это озна÷ает, ÷то при уãëе

 при обоих управëениях робот покоится, и ско-
ростü öентра ìасс оäинакова. Остаëüное äвижение
робота при обоих управëениях оäно и то же. Такиì
образоì, быëо показано, ÷то при аëüтернативноì
управëении на всеì у÷астке 2 m  m 7 = 1 + 2
робот буäет иìетü скоростü öентра ìасс, не превы-
øаþщуþ скоростü при искоìоì управëении.
То же верно и при  m 6. В этоì сëу÷ае робот

при искоìоì управëении в то÷ке  буäет иìетü
скоростü öентра ìасс боëüøуþ, ÷еì при аëüтерна-
тивноì законе управëения, поскоëüку уãëовые
скорости равны, но при искоìоì управëении ско-
ростü корпуса робота буäет поëожитеëüна. Сëеäо-
ватеëüно, и на всеì у÷астке  m  m 7 знак нера-
венства ìежäу скоростяìи öентра ìасс сохранится.
Такиì образоì, быëо показано, ÷то при заäан-

ных (2, , ) искоìое управëение перевоäит
систеìу в состояние 7,  c ìаксиìаëüной скоро-
стüþ öентра ìасс при кажäоì проìежуто÷ноì зна-
÷ении уãëа. Отìетиì, ÷то поëу÷аеìая при искоìоì
управëении скоростü корпуса  совпаäает со ско-
ростüþ  по усëовияì теореìы.
Теореìа 2 äоказана.
Замечание 2. При заданных значениях угла, угло-

вой скорости и скорости корпуса (2, , ) ско-
рость  максимальна для угла 1 + 2 при угловой
скорости .
Замечание 3. При заданных значениях угла, угло-

вой скорости и скорости корпуса (2, , ) угловая
скорость маятника  максимальна для угла 1 + 2
в заданных ограничениях задачи.
При боëüøих уãëовых скоростях äëя äанноãо

поëожения ìаятника робот буäет вынужäен в ка-
кой-то ìоìент осуществитü поäскок äëя соверøе-
ния оборота ìаятника.

Теорема 3. Если для рассматриваемого робота:
1) при положении  = 2 его угловая скорость  = 

и скорость корпуса x= , такие что N(2, , ) =

=0, (cos2 + sin2) > 0 и = |cosec2|;

2)  определяется управлением (14);
3) при управлении  =  для участка движе-

ния после угла 2 остановка корпуса происходит до
вертикального положения маятника  = 2;

4)  > ,
то для каждого положения угла 2 m  m 1 + 2
максимальную скорость центра масс корпуса  бу-
дет обеспечивать следующее управление:

1)  = , 2 m  m 3;

2)  = , 3 m  m 4;

3)  = , 4 m  m 5;

4)  = – , 5 m  m 1 + 2;

5)  = , 1 + 2 m  m 2 + 2.

Доказательство теоремы 3.
При äоказатеëüстве теореìы 2 быëо показано,

÷то у÷астки управëения 1—4 рассìатриваеìой тео-
реìы обеспе÷иваþт ìаксиìаëüнуþ скоростü öентра
ìасс систеìы äëя уãëов 2 m  m 1 + 2 при извест-
ных на÷аëüных усëовиях (2, , ) и коне÷ных
усëовиях по уãëу и уãëовой скорости (1 + 2, )
(знание  не обязатеëüно соãëасно ëеììе 4). При
этоì быëо показано, ÷то уãëовая скоростü  ìак-
сиìаëüна äëя поëожения ìаятника  = 1 + 2 (за-
ìе÷ание 3).
Допустиì, при 1 + 2 уãëовая скоростü  =

=  < . Соãëасно теореìе 2 у÷астки управëения
1—4 также обеспе÷иваþт оптиìаëüное с то÷ки зре-
ния скорости öентра ìасс корпуса переìещение
робота äëя кажäоãо уãëа .
Дëя опреäеëения то÷ки перекëþ÷ения с третüе-

ãо на ÷етвертый у÷асток управëения теореìы 3 не-
зависиìо интеãрируется первое, затеì второе и
третüе уравнение äвижения в пряìоì вреìени с за-
äанных на÷аëüных усëовий (они фиксированы, по-
этоìу это äвижение оäнозна÷но заäано), и интеã-
рируется уравнение äвижения на ÷етвертоì у÷аст-
ке управëения в обратноì вреìени от коне÷ных
усëовий. Есëи на фазе äвижения зна÷ение  при
1 + 2 ìенüøе поëу÷аеìоãо при преäëоженноì
управëении, то оно буäет ìенüøе на всеì у÷астке
впëотü äо то÷ки пересе÷ения с траекторией третüе-
ãо управëения (рис. 3). Обозна÷иì уãоë, соответст-
вуþщий то÷ке пересе÷ения траекторий, . Соот-
ветственно, äëя всех 2 m  m , скоростü öентра
ìасс буäет оäинакова äëя обоих сëу÷аев коне÷ной
уãëовой скорости, а äëя всех уãëов  <  < 1 + 2
при  <  буäет ìенüøе. Иныìи сëоваìи, ìак-
сиìаëüная скоростü  позвоëяет äости÷ü наи-

7

Рис. 2. Зависимость угловой скорости от угла при альтернатив-
ном и искомом управлении
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боëüøей скорости öентра ìасс äëя кажäоãо уãëа
2 m  m 1 + 2.
Управëение, обеспе÷иваþщее N = 0 при извест-

ных на÷аëüных усëовиях, обеспе÷ивает ìаксиìуì
, поскоëüку в рассìатриваеìых оãрани÷ениях

такое управëение обеспе÷ивает ìаксиìаëüное ãо-
ризонтаëüное ускорение öентра ìасс систеìы

= 0. Поскоëüку 1 и  соответствуþт зна÷е-
нияì из управëения (14), а 2 и , поëу÷аþтся та-
киìи же, как в управëении (14), то äействитеëüно,
пятое управëение теореìы 3 ìожет бытü реаëизо-
вано на этоì у÷астке, при этоì обеспе÷ивая ìак-
сиìуì скорости öентра ìасс .
Теореìа 3 äоказана.
Дëя расøирения кëасса äвижений, в котороì

поëу÷енное управëение явëяется оптиìаëüныì с
то÷ки зрения среäней скорости робота буäеì
варüироватü на÷аëüные усëовия, а иìенно на÷аëü-
нуþ уãëовуþ скоростü ìаятника, и покажеì, ÷то ее
выбор при заäанных 2 и  оптиìаëен.
Лемма 5. Если при положении маятника  = 2

скорость корпуса равна , а угловая скорость   ,
то либо скорость центра масс  будет оказывать-
ся меньше для каждого положения маятника, чем
при рассматриваемом режиме, либо движение в рас-
сматриваемом классе не осуществимо.
Доказательство леммы 5.
Сëу÷ай  >  анаëоãи÷ен рассìотренноìу в

заìе÷ании 3, т. е. при  >  робот äëя тоãо, ÷тобы
попастü в этот уãоë с этой уãëовой скоростüþ, бу-
äет вынужäен соверøитü поäскок, ÷то выхоäит за
раìки рассìатриваеìоãо кëасса äвижений.
С поìощüþ рассужäений, анаëоãи÷ных приве-

äенныì äëя обоснования выбора  äëя уãëа 1 + 2
в теореìе 3, ìожно показатü, ÷то äëя ëþбой уãëо-
вой скорости  <  скоростü öентра ìасс буäет
ìенüøе äëя уãëов 2 m  m 1 + 2. При этоì, ÷тобы
перевести систеìу в состояние (2 + 2, ) в сëу-
÷ае, есëи уãëовая скоростü при 1 + 2 ìенüøе ,
необхоäиìо на какоì-то проìежутке ìежäу уãëаìи

1 + 2 и 2 + 2 иìетü N > 0. Иныìи сëоваìи, на
всеì проìежутке 1 + 2 m  m 2 + 2 скоростü
öентра ìасс буäет ìенüøе иëи равна скорости,
обеспе÷иваеìой при искоìоì управëении. Такиì
образоì показано, ÷то на всеì периоäе при  < 
скоростü öентра ìасс буäет ìенüøе.
Леììа 5 äоказана.

Заключение

В работе рассìотрено управëение вибраöион-
ныì роботоì с сиììетри÷ныì оãрани÷ениеì на
уãëовое ускорение (14). Показано, ÷то в рассìат-
риваеìоì кëассе äвижений при äвижении корпуса
äëя всех поëожений ìаятника 0 m  m  необхоäиìо
ìаксиìаëüно торìозитü вращение ìаятника, а на
второй поëовине периоäа — разãонятü.
Также показано, ÷то при фиксированных зна-

÷ениях 2, , , соответствуþщих зна÷енияì в
управëении (14), и при выпоëнении усëовий тео-
реìы 3 управëение (14) обеспе÷ивает наибоëüøуþ
скоростü öентра ìасс при кажäоì поëожении ìа-
ятника, сëеäоватеëüно, и наибоëüøуþ среäнþþ
скоростü öентра ìасс систеìы на периоäе.
В статüе также показано, ÷то вариаöия зна÷ения
 при фиксированноì зна÷ении  не äает уëу÷-

øения скорости öентра ìасс корпуса. Такиì обра-
зоì, построенный режиì обеспе÷ивает ìаксиìуì
среäней скорости öентра ìасс систеìы, есëи при
 = 2 скоростü корпуса равна . Знание уãëовой
скорости äëя этоãо поëожения изëиøне, ее опти-
ìаëüное зна÷ение оказывается равныì преäëаãае-
ìоìу в построенноì законе управëения.
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There is considered a vibratory robot, presented by a rigid box and a physical pendulum inside it. The robot moves along
a horizontal plane in the gravity field. There is a Coulomb friction between the box and the surface. Control of the robot is
defined by the choice of angular acceleration of the pendulum. In the paper there is considered a certain class of motion and
a control low that insures sliding of the robot in the desired direction within all given restrictions. The control insures periodic
motion of the robot with two phases: sliding phase, where the main body of the robot is moving in the desired direction, and
resting phase, where the box of the robot is standing still. On the sliding phase on the maximum interval within the given re-
strictions there is no friction between the body and the plane. In the paper there is proved that such control law is optimal in
terms of maximum velocity for a certain motion class. First, there is shown that for the case when the box is sliding, when the
pendulum is in one half of the period it is best to insure its maximum acceleration, and in the second part the angular ac-
celeration should be at its minimum value. Then there is shown that for the motion within all given restrictions when there are
set certain starting conditions and ending conditions on phase variables then the considered control law insures maximum average
velocity of the robot. After that there is shown that there should be set conditions on phase variables for only one position of
pendulum on the period. Lastly there is proved that for a certain angle there is needed to define only the speed of the box,
optimum value of angular velocity of the pendulum appears to be as desired.

Keywords: Vibratory robot, control low, optimality, mathematical modeling, dry friction, restrictions, regimes, periodicity

For citation:

Golitsyna M. V. Optimal Control of a Vibratory Robot Defined
by a Choice of Angular Acceleration, Mekhatronika, Avtomatizatsiya,
Upravlenie, 2018, vol. 19, no. 1, pp. 31—39.

DOI: 10.17587/mau.19.31-39

References

1. Ivanov A. P., Saharov A. V. Dinamica tverdogo tela s povizh-
nymi vnutrennimi massami i rotorom na sherohovatoy ploskosty (Dy-
namics of a rigid body with movable inner masses and a rotor on a
rough surface), Nonlinear Dynamics, 2012, vol. 8, no. 4, pp. 763—772
(in Russian).

2. Lupehina I. V., Bezmen P. A., Yatsun S. F. Ploskoparallelnoe
dvizhenie vibratsionnogo robota po gorizontalnoi sherohovaotoi plosko-
sti(Plane-parallel motion of a vibratory robot on a rough horizontal
plane), Natural and technical sciences, 2012, no. 60, pp. 41—44 (in
Russian).

3. Yatsun S. F., Volkova L. Yu. Modelirovanie dynamicheskih
rezhimov vibratsyonnogo robota, peremshayuschegosya po poverhnosti s
vyazkim soprotivleniem (Modeling of motion of a vibratory robot on
a surface with viscous friction), Special Vehicles and Commutations,
2012, no. 3, pp. 25—29 (in Russian).

4. Volkova L. Yu., Yatsun S. F. Upravlenie dvizheniem trehmas-
sovogo robota, peremshayuschegosya v zshidkoi srede (Control of the
three-mass robot moving in the liquid environment), Nonlinear Dy-
namics, 2011, vol. 7, no. 5, pp. 845—857 (in Russian).

5. Saharov A. V. Rotation of a body with two movable internal
masses on a rough plane, Journal of Applied Mathematics and Me-
chanics, 2015, vol. 79, no. 2, pp. 132—141.

6. Bolotnik N. N., Figurina T. Yu. Optimal control of the recti-
linear motion of a rigid body on a rough plane by means of the motion
of two internal masses, Journal of Applied Mathematics and Mechanics,
2008, vol. 72, no. 2, pp. 126—135 (in Russian).

7. Chernous’ko F. L., Bolotnik N. N. Mobilnye roboti, upravlyae-
mye dvizheniem vnutrennih tel (Mobile robots control by the motion
of the inner masses), Proceedings of the Steklov Institute of Mathematics.
2010, vol. 16, no. 5, pp. 213—222 (in Russian).

8. Fang H. B., Xu J. Dynamic analysis and optimization of a
three-phase control mode of a mobile system with an internal mass,
Journal of Vibration and Control, 2011, vol. 17, no. 1, pp. 19—26.

9. Chernous’ko F. L. Analiz i optimizatsya dvizhenia tela, uprav-
lyaemogo posredstvon povizhnoy vnutrenney massy (Analysis and opti-
mization of a body, controlled by the movable inner mass), Journal
of Applied Mathematics and Mechanics, 2006, vol. 70, pp. 915—941 (in
Russian).

10. Chernous'ko F. L. The optimal periodic motions of a two-
mass system in a resistant medium, Journal of Applied Mathematics
and Mechanics, 2008, vol. 72, no. 2, pp. 126—135.

11. Bolotnik N. N., Figurina T. Yu., Chernousko F. L. Optimal
control of the rectilinear motion of a two-body system in a resistive
medium, J. Appl. Math. Mech., 2012, vol. 76, no. 1, pp. 1—14.

12. Bardin B. S., Panev A. S. O periodicheskih dvizheniyah tela s
povizhnoy vnutrenney massoy po gorizontalnoy ploskosti (Periodic mo-
tion of a body with movable inner mass on a horizontal plane), MAI
Proceedings, 2015, no. 84, pp. 25 (in Russian).

13. Vartholomeos P., Papadopoulos E. Dynamics, Design and Si-
mulation of a Novel Microrobotic Platform Employing Vibration Mic-
roactuators, J. Dyn. Sys., Meas., Control, 2005, 128 (1), pp. 122—133.

14. Golitsyna M. V., Samsonov V. A. Maximization of Average
Velocity of Vibratory Robot (with One Restriction on Acceleration),
Springer Proceedings in Mathematics and Statistics, 2016, vol. 181,
pp. 221—332.



40 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 19, № 1, 2018

УДК 62-523.8 DOI: 10.17587/mau.19.40-46

А. П. Гришин, д-р техн. наук, зав. лаб., 5145411@mail.ru,
А. А. Гришин, канд. экон. наук, зав. отд., 5145412@mail.ru,

В. А. Гришин, мл. научн. сотр., 5145409@mail.ru, З. А. Годжаев, д-р техн. наук, зам. директора,
Федеральный научный агроинженерный центр ВИМ, Москва

Применение аппарата нечеткой логики в задачах автоматизации 
технологических процессов сельского хозяйства

Введение

В на÷аëе 1980-х ãã. поëу÷иëа развитие теория
не÷етких ìножеств и не÷еткая ëоãика, позвоëяþ-
щая описыватü ка÷ественные, нето÷ные понятия и
наøи знания об окружаþщеì ìире, а также опе-
рироватü этиìи знанияìи в öеëях поëу÷ения нуж-
ной инфорìаöии [1].
При÷инаìи быстроãо развития аппарата не÷ет-

ких ìножеств и не÷еткой ëоãики äëя систеì управ-
ëения явëяþтся:
 возìожностü построения систеì управëения в
усëовиях наëи÷ия инфорìаöии ëиøü ка÷ествен-
ноãо характера;

 ìаëая ÷увствитеëüностü систеì управëения к па-
раìетри÷ескиì возìущенияì объекта управëения;

 ìаëая труäоеìкостü построения систеì управ-
ëения сëожныìи объектаìи.
Наибоëее встре÷аеìыì виäоì неопреäеëенности

при реøении заäа÷ автоìатизаöии техноëоãи÷еских
проöессов с у÷астиеì живых орãанизìов, харак-
терных äëя сеëüскохозяйственноãо произвоäства,
явëяется неопреäеëенностü, связанная с невозìож-
ностüþ контроëя параìетров этих проöессов во
всех требуеìых то÷ках объекта, и, как сëеäствие,
нето÷ностü заäания на÷аëüных и ãрани÷ных усëо-
вий, а также переìенных в рас÷етных ìоäеëях [2].
Оäнако в этой обëасти приìенение аппарата не-
÷еткоãо ìоäеëирования нахоäится в на÷аëüной
стаäии, и попытки приìенитü еãо на практике не
нахоäят äоëжноãо поäтвержäения. Отсутствует ин-
форìаöия о резуëüтатах такоãо приìенения [3, 4].
Кроìе тоãо, äетаëüная теория такоãо приìенения в
работах отсутствует иëи носит общий характер.

В äанной статüе автораìи преäпринята попытка
устранитü отìе÷енные неäостатки. Привоäится об-
зор приìенения не÷етких реãуëяторов в сеëüхоз-
произвоäстве с краткиì освещениеì вопросов те-
ории не÷еткой ëоãики и приìераìи возìожноãо ее
приìенения äëя сеëüхозпроизвоäства. Поäробно
описана работа не÷еткоãо реãуëятора теìпературы
ростовой каìеры, привеäены рас÷етные зависи-
ìости и аëãоритì управëения теìпературой с ис-
поëüзованиеì не÷еткоãо ìоäеëирования.

Преимущества и недостатки нечетких регуляторов 
в задачах автоматизации технологических 

процессов сельского хозяйства

Общей преäпосыëкой äëя приìенения не÷етких
реãуëяторов, как уже отìе÷ено выøе, сëужат äва
фактора — наëи÷ие неопреäеëенности и наëи÷ие
инфорìаöии ка÷ественноãо характера, необхоäиìой
при построении систеìы управëения с эëеìентаìи
интеëëектуаëизаöии. Посëеäний фактор иìеет прин-
öипиаëüное зна÷ение, поскоëüку такой характер
инфорìаöии требует у÷астия интеëëекта.
Преиìущество систеì управëения с эëеìентаìи

интеëëектуаëизаöии переä траäиöионныìи авто-
ìатизированныìи систеìаìи управëения (АСУ)
при управëении сëожныìи техноëоãи÷ескиìи
проöессаìи с у÷астиеì живых орãанизìов обус-
ëовëено теì, ÷то они работаþт не тоëüко с коëи-
÷ественной, но и с ка÷ественной инфорìаöией.
Такая инфорìаöия характерна äëя базы знаний,
ãäе описаны при÷инно-сëеäственные взаиìосвязи
в кажäой конкретной ситуаöии, иìеþтся äанные о
возìожноì äаëüнейøеì развитии событий в управ-
ëяþщей систеìе и перехоäе к äруãой ситуаöии в за-

Показано, что в условиях реального мира знания качественного характера часто обладают гораздо большей полезностью, чем
знания количественные. Дан краткий обзор практического применения аппарата нечеткой логики в системах автоматизации уп-
равления технологическими процессами сельского хозяйства. В частности, рассмотрен нечеткий регулятор температуры ростовой
камеры с приведением расчетных зависимостей и алгоритма управления температурой методом нечеткого моделирования.
Ключевые слова: нечеткая логика, климатическая камера, фитотрон, интеллектуализация системы управления

УПРАВЛЕНИЕ ТЕХНИЧЕСКИМИ ОБЪЕКТАМИ
И ТЕХНОЛОГИЧЕСКИМИ ПРОЦЕССАМИ
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висиìости от преäпринятых äействий, а также иìе-
ется äруãая инфорìаöия ìетоäи÷ескоãо характера.
Дëя приìера рассìотриì систеìу стабиëизаöии

äавëения в сети воäоснабжения животновоä÷еско-
ãо коìпëекса [5, 6], оперируþщуþ коëи÷ественны-
ìи äанныìи, ãäе бëок сравнения вы÷исëяет сиãнаë
рассоãëасования и выäает еãо на вхоä реãуëятора,
реãуëируþщее возäействие поступает на испоë-
нитеëüный эëеìент, вëияþщий на äавëение в сети
(÷астотно-реãуëируеìый насос, эëектропривоäной
вентиëü), ÷то обеспе÷ивает заäанное äавëение в сети.
Работа такой систеìы буäет безупре÷на, есëи ее
взаиìоäействие с окружаþщиì ìироì быëо фор-
ìаëüно коëи÷ественно описано на этапе синтеза
реãуëятора и реаëüно никоãäа не выхоäит за раìки
этоãо описания. Но реаëüный ìир оäниìи коëи÷е-
ственныìи äанныìи заäатü неëüзя, поскоëüку он
описывается не тоëüко коëи÷ественныìи характе-
ристикаìи с приìенениеì ìатеìати÷еских терìи-
нов, но и ка÷ественныìи с испоëüзованиеì среäств
естественноãо языка. Преäставиì себе нескоëüко
неøтатных ситуаöий, привоäящих к изìенениþ
сиãнаëа äат÷ика äавëения:
 в сети при ìаксиìаëüноì воäоразборе произоø-

ëа авария с разрывоì трубопровоäа;
 в ìесте установки äат÷ика происхоäит уте÷ка
воäы;

 äат÷ик выøеë из строя.
Данный список неøтатных ситуаöий ìожно

проäоëжитü. Во всех сëу÷аях автоìатика реаãирует,
изìеняя äавëение в сети и прибëижая еãо к заäан-
ноìу зна÷ениþ, ÷то привеäет к усуãубëениþ не-
øтатной ситуаöии.
Теперü преäставиì, ÷то стабиëüное äавëение в

сети пытается поääержатü ÷еëовек, а не АСУ с поìо-
щüþ ìаноìетра ру÷ноãо реãуëятора преобразова-
теëя ÷астоты и произвоäитеëüности насоса. Тоãäа,
есëи произоøеë прорыв трубопровоäа, и äавëение
резко снизиëосü, то вìесто тоãо, ÷тобы вкëþ÷атü
насос на поëнуþ ìощностü, ÷еëовек сна÷аëа уст-
ранит авариþ.
По÷еìу ÷еëовек как "устройство управëения"

нереäко оказывается боëее приеìëеìыì? Потоìу,
÷то он обëаäает не тоëüко äанныìи, но и, саìое
ãëавное, знанияìи о систеìе. Наприìер, знает, ÷то
пока возникøуþ интенсивнуþ уте÷ку воäы пере-
крытü неëüзя, то ка÷атü воäу в сетü беспоëезно. А ес-
ëи ÷еãо-то ÷еëовек и не знает, то сìожет сäеëатü
вывоäы по набëþäаеìыì äанныì и, такиì обра-
зоì, попоëнитü свои знания. В отëи÷ие от АСУ ÷е-
ëовек оперирует не тоëüко то÷ной коëи÷ественной
инфорìаöией (показанияìи ìаноìетра), но и ка÷е-
ственной инфорìаöией (наприìер, "в сети сëиøкоì
боëüøое äавëение", а не "äавëение в сети 10 атìо-
сфер"). Это объясняется теì, ÷то знания об окру-
жаþщеì нас ìире äаëеко не всеãäа ìоãут бытü ÷ет-
ко описаны коëи÷ественныìи характеристикаìи.
Поэтоìу äëя успеøноãо взаиìоäействия с реаëü-
ныì ìироì необхоäиìо оперироватü не тоëüко ко-
ëи÷ественныìи, но и ка÷ественныìи знанияìи,

в тоì ÷исëе неопреäеëенныìи (не÷еткиìи), на-
приìер: äавëение воäы в сети 2 атìосферы (это ко-
ëи÷ественное ÷еткое знание); äавëение воäы в сети
зна÷итеëüно выøе 0,5 атìосферы (это коëи÷ест-
венное не÷еткое знание).

Основные положения аппарата нечеткой логики 
на примерах сельскохозяйственной направленности

Матеìати÷еский аппарат не÷етких знаний иëи
не÷етких ìножеств, не÷еткой ëоãики впервые преä-
ëожен аìериканскиì у÷еныì Лотфи Заäе (Lotfi
Zadeh) в 1965 ã. [7]. Дëя описания не÷етких ìно-
жеств ввоäятся понятия нечеткой и лингвистиче-
ской переменных.
Характеристикой нечеткого множества высту-

пает функция принадлежности. Не÷еткиì ìноже-
ствоì С называется ìножество упоряäо÷енных пар
виäа C = {fc(x)/x}. Зна÷ение fc(x) = 0 озна÷ает,
÷то х не принаäëежит ìножеству С, а зна÷ение 1 —
озна÷ает, ÷то х принаäëежит ìножеству С, ãäе
х  Х — универсаëüное ìножество.
Форìаëизуеì нето÷ное опреäеëение "темпера-

тура почвы". В ка÷естве x (обëастü рассужäений)
буäет выступатü øкаëа в ãраäусах Цеëüсия. Допус-
тиì, ÷то теìпература изìеняется от 0 äо 40 °С.
Не÷еткое ìножество "Оптиìаëüная" äëя понятия
"оптиìаëüная теìпература äëя растения" ìожет
выãëяäетü сëеäуþщиì образоì:

C = {0/0; 0/5; 0/10; 0,5/15; 0,80/20;
1,0/25; 0,70/30; 0,30/35; 0/40}.

Так, теìпература по÷вы 20 °С принаäëежит к
ìножеству "Оптиìаëüная" со степенüþ принаä-
ëежности 0,80. Дëя опреäеëенных растений в оп-
реäеëенный этап роста теìпература по÷вы 25 °С
буäет прибëиженной к оптиìаëüной, äëя äруãих
растений — сëиøкоì высокой. Иìенно в этоì и
проявëяется не÷еткостü заäания соответствуþщеãо
ìножества.
Кроìе не÷етких ìножеств аппарат испоëüзует

понятия нечеткой переменной и лингвистической пе-
ременной. Зна÷енияìи ëинãвисти÷еской переìен-
ной ìоãут бытü не÷еткие переìенные.
Не÷еткая переìенная описывается набороì

(N, X, С), ãäе N — это название переìенной, X —
универсаëüное ìножество (обëастü рассужäений),
С — не÷еткое ìножество на X.
Рассìотриì такое не÷еткое понятие, как "влаж-

ность зерна". Это название ëинãвисти÷еской пере-
ìенной. Сфорìируеì äëя нее базовое терì-ìно-
жество, которое буäет состоятü из трех не÷етких
переìенных: "Низкая", "Уìеренная", "Высокая" и за-
äаäиì обëастü рассужäений в виäе X = [0; 100] (%).
Посëеäнее, ÷то остаëосü сäеëатü — построитü функ-
öии принаäëежности äëя кажäоãо ëинãвисти÷еско-
ãо терìа из базовоãо терì-ìножества T.
Существует свыøе äесятка типовых форì кривых

äëя заäания функöий принаäëежности. Наибоëüøее
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распространение поëу÷иëи: треуãоëüная, трапеöе-
иäаëüная и ãауссова функöии принаäëежности.
На рис. 1 привеäен приìер описанной выøе

ëинãвисти÷еской переìенной "влажность зерна"
äëя зна÷ения X = 62,0 %: степенü принаäëежности к
ìножеству "Низкое" равна 0, "Уìеренное" — 0,75,
"Высокое" — 0,4, на рис. 2 — форìаëизаöия не÷ет-
коãо понятия "загрязнение зерна примесями". Так,
äëя зерна с 15 % приìесей степенü принаäëежности
к ìножеству "Низкое" равна 0,47, "Среäнее" — 0,2,
"Высокое" — 0,0.
Основой äëя провеäения операöий не÷еткой ëо-

ãики явëяется база правиë и функöии принаäëеж-
ности äëя соответствуþщих ëинãвисти÷еских тер-
ìов. Они позвоëяþт при построении не÷етких ре-
ãуëяторов осуществëятü не÷еткие вывоäы.
В общеì сëу÷ае ìеханизì ëоãи÷ескоãо вывоäа

вкëþ÷ает ÷етыре этапа: ввеäение не÷еткости (фа-
зификаöия), не÷еткий вывоä, коìпозиöия и при-
веäение к ÷еткости, иëи äефазификаöия.
Аëãоритìы не÷еткоãо вывоäа разëи÷аþтся ãëав-

ныì образоì виäоì ìетоäа äефазификаöии. Наи-
боëее распространенный способ ëоãи÷ескоãо вы-
воäа в не÷етких реãуëяторах — вывоä Маìäани иëи
öентроиäный ìетоä.
Такиì образоì, äëя тоãо ÷тобы интеëëектуаëü-

ная САУ обëаäаëа бëизкой к ÷еëове÷еской возìож-
ностüþ работы со знанияìи, необхоäиìа их фор-
ìаëизаöия и преäставëение в техни÷еской систеìе
посреäствоì некоеãо языка описания знаний, ка-
теãорияìи котороãо систеìа ìоãëа бы оперироватü
так же, как ÷еëовек сëоваìи. Также о÷евиäно, ÷то
äëя äостижения боëüøеãо эффекта интеëëектуаëи-
заöии техни÷еской систеìы этот язык äоëжен опи-
сыватü все возìожные виäы знаний: коëи÷ествен-
ные и ка÷ественные, ÷еткие и не÷еткие [8].
Наприìер, рассìотриì задачу управления глуби-

ной погружения в почву рабочего органа почвообраба-
тывающей машины при вспашке. Вхоäныì то÷ныì
зна÷ениеì зäесü явëяется пëотностü по÷вы , а вы-
хоäныì — äëитеëüностü Т äействия актуатора — при-
воäноãо ìеханизìа поступатеëüноãо äвижения ра-
бо÷еãо орãана, опреäеëяþщеãо ãëубину еãо поãру-
жения в по÷ву.
Ввеäеì äве ëинãвисти÷еские переìенные: "плот-

ность почвы" с терìаìи "ìаëая", "среäняя", "боëü-
øая" и "длительность поступательного движения
актуатора" с терìаìи "низкая", "уìеренная", "вы-
сокая". Соответствуþщие вхоäные и выхоäные
функöии принаäëежности привеäены на рис. 3, 4.
Не÷еткая инструкöия äëя управëения этой систе-
ìой ìожет своäитüся к треì простыì правиëаì:
1) при ìаëой пëотности по÷вы äëитеëüностü посту-
патеëüноãо äвижения актуатора äоëжна бытü низкой;
2) среäней пëотности äоëжна соответствоватü уìе-
ренная äëитеëüностü поступатеëüноãо äвижения
актуатора; 3) в сëу÷ае боëüøой пëотности требует-
ся высокая äëитеëüностü поступатеëüноãо äвиже-
ния актуатора.

Рис. 4. Входные и выходные функции принадлежностей линг-
вистической переменной "длительность поступательного движе-
ния актуатора"

Рис. 3. Входные и выходные функции принадлежностей линг-
вистической переменной "плотность почвы"

Рис. 2. Описание лингвистической переменной "Загрязнение
зерна примесями"

Рис. 1. Описание лингвистической переменной "Влажность зерна"
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Как сëеäует из рис. 3, обëасти опреäеëения вхоä-
ных функöий принаäëежности разëи÷ных терìов
пересекаþтся, поэтоìу выхоäная не÷еткая инст-
рукöия буäет преäставëятüся некоторой коìбина-
öией привеäенных правиë. При этоì естественно
преäпоëожитü, ÷то в эту коìбинаöиþ отäеëüные
правиëа буäут вхоäитü с коэффиöиентаìи, опреäе-
ëяеìыìи степеняìи принаäëежности то÷ных ис-
хоäных äанных соответствуþщих терìов.
Пустü зафиксированное в некоторый ìоìент

зна÷ение пëотности  равно 0,5. Проöеäура фаззи-
фикаöии показывает, ÷то эта пëотностü со сте-
пенüþ 0,3 принаäëежит терìу "боëüøая пëотностü"
и со степенüþ 0,8 — терìу "среäняя пëотностü",
а к терìу "низкая пëотностü" не принаäëежит. Со-
ãëасно принятоìу правиëу коìбинирования не-
÷етких выхоäных инструкöий, степенü принаäëеж-
ности äëитеëüности поступатеëüноãо äвижения ак-
туатора äоëжна бытü боëüøой с коэффиöиентоì
0,3 и среäней с коэффиöиентоì 0,8. Приìениì
öентроиäный ìетоä äефаззификаöии Маìäани:

T =  = 22,7 c,

ãäе Тб и Тс — äëитеëüности поступатеëüноãо äви-
жения актуатора, при которых выхоäные функöии
принаäëежности соответствуþщих терìов ("боëü-
øая" и "среäняя") приниìаþт ìаксиìаëüные зна-
÷ения. В наøеì сëу÷ае Т = 22,7 с.

Применение нечеткого регулятора
для управления продуктивностью растения 
в вегетационных климатических камерах

В проöессе хозяйственной äеятеëüности ÷еëове-
коì созäаþтся антропоãенные (искусственные) эко-
систеìы. Наибоëее распространенной экосисте-
ìой, ãäе вëияние окружаþщей среäы по÷ти поëно-
стüþ искëþ÷ается, явëяется тепëиöа.
Независиìо от типа экосистеìы поток энерãии

претерпевает сëеäуþщее изìенение [9]: энерãия оп-
ти÷ескоãо изëу÷ения в проöессе хиìи÷еской реак-
öии фотосинтеза перехоäит в хиìи÷ескуþ энерãиþ
уãëевоäороäов. Скоростü преобразования энерãии
опреäеëяется скоростüþ фотосинтеза , ÷то непо-
среäственно вëияет на проäуктивностü растения.
Зависиìостü скорости фотосинтеза  от пара-

ìетров внеøних факторов опреäеëяþт энерãопре-
образуþщие характеристики (ЭПХ) растения, они же
опреäеëяþт оптиìаëüные зна÷ения параìетров,
соответствуþщие ìаксиìуìу скорости фотосинтеза.
К ниì относятся:
 пëотностü опти÷ескоãо изëу÷ения световоãо по-
тока;

 теìпература и вëажностü окружаþщеãо возäуха;
 вëаãообеспе÷енностü;
 соëевой состав питатеëüноãо раствора;
 конöентраöия СО2.
На рис. 5 преäставëены зависиìости скорости

фотосинтеза (они же ЭПХ) куëüтуры оãурöа сорта

"Эстафета" при разëи÷ных теìпературах и пëот-
ностях обëу÷ения (по В. А. Муäрику).
Внеøние факторы (особенно кëиìати÷еские)

оказываþт оãрани÷иваþщее возäействие на ско-
ростü фотосинтеза, а зна÷ит и на проäуктивностü
растениевоäства.
Так, при ìаксиìаëüно возìожной спектраëü-

ной эффективности соëне÷ноãо изëу÷ения при фо-
тосинтезе, равной 21 %, из-за äействия оãрани÷и-
ваþщих факторов на фотосинтез иäет ëиøü 1 %
соëне÷ноãо изëу÷ения.
В искусственных экосистеìах закрытоãо типа —

веãетаöионных кëиìати÷еских каìерах (ВКК) —
эту пробëеìу возìожно реøитü, обеспе÷ивая оп-
тиìаëüные параìетры внеøних факторов автоìа-
ти÷ески по реакöии растения, характеризуþщей
скоростü фотосинтеза (контроëируя конöентра-
öиþ СО2 и/иëи теìпературу ëиста).
При такоì варианте поääержание теìпературы

и äруãих параìетров на оптиìаëüноì уровне буäет
осуществëятüся автоìати÷ески по сиãнаëу äат÷и-
ков, наприìер, СО2 и/иëи теìпературы, установ-
ëенных на растении.
Растение саìо буäет обеспе÷иватü себя нужны-

ìи усëовияìи äëя ìаксиìаëüной скорости фото-
синтеза.
В ФГБНУ ФНАЦ ВИМ разработана ВКК с поë-

ностüþ контроëируеìыìи внеøниìи фактораìи,
ãäе приìенена интеëëектуаëизированная систеìа
управëения теìпературой на поверхности ëиста
растения с поìощüþ не÷еткоãо реãуëятора и пиро-
ìетри÷ескоãо äат÷ика теìпературы [10].
Реãуëятор построен исхоäя из сëеäуþщих äвух

преäпосыëок:
 на скоростü фотосинтеза наибоëüøее вëияние
оказывает теìпература растения (теìпература
ëиста);

 теìпература äоëжна поääерживатüся на уровне,
соответствуþщеì ìаксиìуìу фотосинтеза.
На рис. 6 преäставëена ëинãвисти÷еская пере-

ìенная "теìпература ëиста" с оптиìуìоì 19 °С.
Понятие "низкая теìпература" по отноøениþ к
неìу буäет иìетü функöиþ принаäëежности (т. е.
ка÷ественнуþ оöенку) (t) = 1, на÷иная с 18 °С, и

0,3Tб 0,8Tс+

0,3 0,8+
---------------------------

Рис. 5. Зависимость скорости фотосинтеза от температуры
листа
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ноëü при оптиìуìе, снижаясü по ìере увеëи÷ения
теìпературы от 18 äо 19 °С.
Анаëоãи÷но äëя понятия высокая теìпература.

По ìере увеëи÷ения с 19 äо 20 °С функöия прина-
äëежности (ка÷ественная оöенка) (t) буäет уве-
ëи÷иватüся от 0 äо 1, обеспе÷ивая ка÷ественныì
сìысëоì оптиìуì 19 °С в обëасти высоких теìпе-
ратур.
Такиì образоì, äëя реãуëятора роëü уставки иã-

рает не тоëüко фиксированное коëи÷ественное
зна÷ение 19 °С, но и ка÷ественные еãо зна÷ения —
низкая теìпература иëи высокая.
Поскоëüку в ВКК в ка÷естве исто÷ников опти-

÷ескоãо изëу÷ения испоëüзуþтся ëþìинесöентные
ëаìпы с преобëаäаниеì в спектре красноãо и си-
неãо изëу÷ений, иìеþщие зна÷итеëüное тепëовое
изëу÷ение, то в ка÷естве рабо÷еãо орãана — охëа-
äитеëя, реãуëируþщеãо теìпературу, — приìенен
конäиöионер. Еãо äействие также описывается
ëинãвисти÷еской переìенной "охëажäаþщая спо-
собностü охëаäитеëя" (рис. 7). Охëажäаþщая спо-
собностü опреäеëяется вреìенеì äействия охëаäи-
теëя, которое также иìеет не тоëüко коëи÷ествен-
нуþ, но и ка÷ественнуþ оöенку.
Дëя ëинãвисти÷еской переìенной, опреäеëяþ-

щей вреìя работы систеìы охëажäения, буäут äей-
ствитеëüны три терìа: ìаëое вреìя работы со сте-
пенüþ принаäëежности 1 при Т = 1 ìин работы,

среäнее вреìя работы со степенüþ принаäëежнос-
ти 1 при Т = 11 ìин работы и äëитеëüное вреìя ра-
боты со степенüþ принаäëежности 1 при Т = 22 ìин
работы.
Из опыта установиëи, ÷то äëя понижения теì-

пературы поверхности äо 18 °С требуется вреìя
Т = 22 ìин (при исхоäной теìпературе свыøе 20 °С).
Опреäеëение äëитеëüности работы охëаäитеëя

расс÷итываеì по ìетоäу ëоãи÷ескоãо вывоäа
Маìäани:

Tохë = 

Пустü зафиксированное в некоторый ìоìент
зна÷ение теìпературы ëиста равно 19,2. Проöеäура
фаззификаöии показывает, ÷то эта пëотностü со
степенüþ 0,2 принаäëежит терìу "высокая теìпе-
ратура" и со степенüþ 0,8 — терìу "норìаëüная
теìпература", а к терìу "низкая теìпература" не
принаäëежит. Соãëасно принятоìу правиëу коì-
бинирования не÷етких выхоäных инструкöий, сте-
пенü принаäëежности äëитеëüности охëажäения
äоëжна бытü äëитеëüной с коэффиöиентоì 0,2 и
среäней с коэффиöиентоì 0,8. Приìениì öентро-
иäный ìетоä äефаззификаöии Маìäани:

Tохë =  = 13,2 ìин,

ãäе Тäë и Тс — äëитеëüности охëажäаþщеãо äейст-
вия, при которых выхоäные функöии принаäëеж-
ности соответствуþщих терìов ("äëитеëüное" и "среä-
нее") приниìаþт ìаксиìаëüные зна÷ения. В на-
øеì сëу÷ае Т = 13,2 ìин.
Дëя обеспе÷ения необхоäиìой теìпературы веãе-

таöионной кëиìати÷еской каìеры наìи быë реаëи-
зован аëãоритì äëя проìыøëенноãо ëоãи÷ескоãо
контроëëера [11], обеспе÷иваþщий выпоëнение
äанной не÷еткой ëоãики, преäставëенный на рис. 8.
Провеäены рабо÷ие испытания ìакетноãо об-

разöа аäаптивной интеëëектуаëизированной сис-
теìы выращивания ìиникëубней картофеëя в
веãетаöионной кëиìати÷еской каìере с систеìой
управëения, сëеäящей за отäеëüныìи физиоëоãи-
÷ескиìи проöессаìи, реãистрируþщей их и соãëа-
совываþщей возäействие внеøних усëовий с фи-
зиоëоãи÷ескиì состояниеì растения по проãраììе,
заäаваеìой саìиì растениеì.
Испытания показаëи уäовëетворитеëüные ре-

зуëüтаты: систеìа отсëеживает и контроëирует
вëияние теìпературы окружаþщей среäы и реак-
öиþ на изìенение äанных параìетров со стороны
растений, оказывает превентивное возäействие на
систеìу управëения теìпературой в каìере äëя

Рис. 6. Описание лингвистической переменной "температура
листа"

Рис. 7. Описание лингвистической переменной "охлаждающая
способность охладителя"

 при 18 < t m 19;

 при 19 < t < 20;

22 при t l 20;
0 при t m 18.

низ•1 норì•11+

низ норì+
----------------------------------------

низ•11 высок•22+

низ высок+
--------------------------------------------

0,2Täë 0,8Tс+

0,2 0,8+
-----------------------------
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обеспе÷ения стабиëüной теìпературы на поверх-
ности ëиста. При такой систеìе реãуëирования
теìпературы каìеры ÷исëо ìикрокëубней на оäноì
растении äостиãаëо 15...17 øтук против 10 øтук при
преäøествуþщей äискретной систеìе управëения.

Заключение

В 1994 ã. Л. Заäе ввеë спеöиаëüный терìин "ìяã-
кие вы÷исëения" (soft computing), который в на-
стоящее вреìя объеäиняет такие обëасти систеì
управëения с эëеìентаìи искусственноãо интеë-
ëекта, как не÷еткая ëоãика, искусственные ней-
ронные сети, вероятностные рассужäения и эво-
ëþöионные аëãоритìы. Они äопоëняþт äруã äруãа
и испоëüзуþтся в разëи÷ных коìбинаöиях äëя со-
зäания ãибриäных интеëëектуаëüных систеì.
Вëияние не÷еткой ëоãики оказаëосü, пожаëуй,

саìыì обøирныì. В усëовиях реаëüноãо ìира зна-
ния ка÷ественноãо характера обëаäаþт не ìенü-
øей, а нереäко ãоразäо боëüøей поëезностüþ, ÷еì
знания коëи÷ественные. Боëее тоãо, боëüøинство
пробëеì ÷еëовеку прихоäится реøатü, изна÷аëüно
опираясü тоëüко на не÷еткие знания, в ÷астности,

это характерно äëя сеëüскохозяйственноãо произ-
воäства, ãäе øирокий спектр неопреäеëенностей
проäиктован у÷астиеì в техноëоãи÷еских проöес-
сах живых орãанизìов.
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The article considers aspects of using the based on fuzzy logic ISA in agriculture. It is shown that in the real world knowledge
of a qualitative nature, are often much more useful than quantitative knowledge. It shows on statements of fuzzy controllers,
that the most of problems man must solve initially based on fuzzy knowledge. Especially for agricultural production, where a
wide range of uncertainty dictated by the participation in technological processes of living organisms. Shows a brief sketch of
the mathematical apparatus of fuzzy knowledge, with explanatory examples from the field of agriculture. It is shown that the
characteristics of a fuzzy set acts as a accessory function. In addition to the fuzzy sets Apparatus uses the concepts of fuzzy
variable and linguistic variable, which is at a higher level than fuzzy variable. There are over a dozen typical forms of curves
to define the membership functions. The most used are: triangular, trapezoidal and Gaussian accessory functions. Globally
the logical inference mechanism consists of four steps: introduction of fuzziness (phasification), fuzzy inference, composition
and bringing to clarity, or dephasification. The most common method of inference in fuzzy controllers — Mamdani inference.
It uses the min-max composition of fuzzy set to intelligent ACS had close to human ability to work with knowledge requires
their formalization and representation in the technical system by means of a description language knowledge categories which
the system could operate in the same way as people with words. It is also clear that to achieve greater effect of intellectualization
of the technical system, this language must describe all possible types of knowledge: quantitative and qualitative, crisp and
fuzzy. In conclusion given a brief review of the practical application of IMS on the fuzzy logic basis in agricultural production
by bringing the calculated dependencies of the algorithm for temperature control using fuzzy modeling.
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Оптимальное управление забором и распределением воды 
на высокорасположенных территориях

Введение

Зна÷итеëüная ÷астü насеëения, а также проìыø-
ëенные и сеëüскохозяйственные объекты нахоäятся
на высокораспоëоженных у÷астках Зеìëи, а исто÷-
ники воäы — нескоëüко ниже уровня рассìатривае-
ìых у÷астков. Поэтоìу в систеìе воäоснабжения
этих объектов испоëüзуþтся насосные станöии,
трубопровоäы и äруãое оборуäование, äоставëяþщее
воäу к потребитеëяì. Дëя эффективноãо функöи-
онирования этой систеìы необхоäиìо разработатü
автоìатизированнуþ систеìу управëения, испоëü-
зоватü ìатеìати÷ески обоснованные оптиìаëüные
режиìы забора и распреäеëения воäы.
Иìеется ìножество пубëикаöий, посвященных

реøениþ вопроса автоìатизаöии воäоснабжения вы-
сокораспоëоженных у÷астков. Наприìер, в ìоноãра-
фии [1] рассìатриваþтся вопросы автоìати÷ескоãо
управëения воäораспреäеëениеì в ãорных усëовиях.
В ней привоäится аëãоритì оптиìаëüноãо воäорасп-
реäеëения с поìощüþ способа äинаìи÷ескоãо про-
ãраììирования. В работе [2] рассìатривается про-
бëеìа нау÷ноãо обоснования раöионаëüной техноëо-
ãии ороøения äëя реãиона ãорноãо зеìëеäеëия в
Респубëике Азербайäжан. Зäесü автораìи разработа-
ны принöипиаëüные схеìы äëя ороøения скëонов с
разëи÷ныìи укëонаìи ìестности. Отìе÷ается, ÷то
преиìуществоì поëива по ìикроборозäаì явëяется
снижение разìыва по÷вы, равноìерное увëажнение
по øирине ìежäуряäий и по äëине поëя, уìенüøе-
ние поверхностноãо сброса и увеëи÷ение произвоäи-
теëüности труäа. В работе [3] рассìатривается вопрос
синтеза оптиìаëüноãо аëãоритìа оперативноãо уп-
равëения воäораспреäеëениеì в периоä äефиöита
ороситеëüной воäы на основе у÷ета характеристик
сëу÷айной веëи÷ины расхоäа исто÷ника ороøения,
особенностей приìеняеìых в ìеëиораöии äат÷иков
расхоäа воäы, а также с испоëüзованиеì эконоìи÷е-
скоãо критерия управëения и т. ä.
Но в привеäенных и äруãих поäобных работах

не рассìатриваþтся высокораспоëоженные объек-
ты с накëонной и ãоризонтаëüной ÷астяìи терри-
тории и не привоäится ìатеìати÷еская постановка
и реøение заäа÷и оптиìаëüноãо управëения воäо-
снабжениеì поäобных систеì.
С öеëüþ устранитü эти неäостатки в настоящей

работе преäëаãается рассìотретü заäа÷у оптиìаëü-

ноãо управëения воäоснабжениеì объектов высоко-
распоëоженной территории, которая иìеет накëон-
нуþ ÷астü на скëоне и ãоризонтаëüнуþ ÷астü на вер-
øине территории. Дëя такой систеìы разработана
заäа÷а составëения оптиìаëüноãо ãрафика работы
сооружений, которая позвоëит орãанизоватü раöи-
онаëüное функöионирование систеìы воäоснабже-
ния. Поäобная заäа÷а рассìотрена в работах авторов
äëя систеì воäоснабжения, функöионируþщих на
высокораспоëоженных у÷астках Зеìëи [4].
В äанной статüе преäëаãается новая постановка

заäа÷и, в которой уто÷нена öеëевая функöия и оã-
рани÷ения соãëасно особенностяì рассìатривае-
ìоãо объекта, а äëя ее реøения испоëüзуется пакет
ìатеìати÷ескоãо проãраììирования MАТLAB [5].

Постановка и особенности задачи оптимального 
управления забором и распределением воды

Преäпоëожиì, ÷то требуется реøитü заäа÷у оп-
тиìаëüноãо управëения систеìой воäоснабжения
высокораспоëоженной территории, ÷астü объектов
которой распоëожена на скëоне, а äруãая ÷астü —
в ãоризонтаëüноì у÷астке верøины этой террито-
рии. Систеìа воäоснабжения такой территории со-
стоит из трубопровоäной ëинии — äëя обеспе÷е-
ния потребитеëей на скëоне — и из канаëа — äëя
обеспе÷ения потребитеëей на ãоризонтаëüноì у÷а-
стке. Трубопровоäная ëиния иìеет k посëеäова-
теëüно распоëоженных у÷астков с насосныìи аã-
реãатаìи, отрезкаìи трубопровоäной ëинии и во-
äоеìаìи, преäназна÷енныìи äëя накопëения и
переäа÷и воäы к потребитеëяì на скëоне, к сëе-
äуþщиì выøестоящиì у÷асткаì скëона и у÷аст-
каì ãоризонтаëüноãо канаëа. Канаë явëяется про-
äоëжениеì трубопровоäной ëинии и состоит из n
у÷астков с переãораживаþщиìи сооруженияìи,
преäназна÷енныìи äëя распреäеëения воäы ìежäу
потребитеëяìи ãоризонтаëüной территории и пере-
äа÷и ее к сëеäуþщиì у÷асткаì этоãо канаëа (рис. 1).
На рис. 1 привеäена схеìа высокораспоëоженной

систеìы воäоснабжения. Зäесü h1, ..., hk — уровни рас-
поëожения воäоеìов на скëоне наä ãоризонтаëüной
ëинией, прохоäящей ÷ерез первый насос; h — уро-
венü ãоризонтаëüных у÷астков канаëа; N1, ..., Nk + 1 —
насосные аãреãаты; T1, ..., Tk + 1 — отрезки трубопро-
воäной ëинии; B1, ..., Bk — воäоеìы, преäназна÷ен-

Рассмотрена высокорасположенная автоматизированная система водоснабжения, питающаяся из нижележащего источника
воды, состоящая из последовательных насосных станций — отрезков трубопровода-водоемов на склоне — и перегораживающих со-
оружений — участков канала на вышерасположенной равнине, где в конце канала имеется аварийный сброс, удаляющий излишки во-
ды. Для эффективной работы системы предложена новая постановка задачи оптимального управления водоснабжением. Приведен
пример решения частного варианта поставленной задачи с использованием метода линейного программирования в среде MATLAB.
Ключевые слова: управление, водоем, оптимизация водораспределения, насосная станция, трубопроводная линия, перего-
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ные äëя накопëения, перека÷ки воäы и äëя уìенü-
øения напоров насосных станöий, распоëоженных
на скëоне; PSk + 1, ..., PSk + n — переãораживаþщие
сооружения; UKk + 1, ..., UKk + n — у÷астки канаëа; P1,1,
..., Pk + n, Jk + n — потребитеëи воäы; ACC — аварий-
но-сбросное сооружение; СК — сбросный канаë.
В рассìатриваеìой систеìе первый насос N1

поäниìает воäу из исто÷ника и перека÷ивает ее в
воäоеì B1, кажäый сëеäуþщий i-й насос Ni пере-
ка÷ивает воäу из воäоеìа Bi к сëеäуþщеìу воäоеìу
Bi + 1. Из посëеäнеãо воäоеìа Bk, распоëоженноãо
на скëоне, воäа с поìощüþ насоса Nk + 1 перека-
÷ивается в на÷аëüное переãораживаþщее сооруже-
ние PSk + 1 и поступает к первоìу у÷астку канаëа
UKk + 1, из котороãо саìотекоì поступает к потре-
битеëяì этоãо у÷астка и äаëее ко всеì сëеäуþщиì
у÷асткаì ìаãистраëüноãо канаëа и остаëüныì по-
требитеëяì ãоризонтаëüной территории. Такиì
образоì, ÷ерез воäоеìы B1, ..., Bk воäа переäается
к потребитеëяì P1,1, ..., Pk, Jk, распоëоженныì на
скëоне, и ÷ерез у÷астки UKk + 1, ..., UKk + n — к потре-
битеëяì Pk + 1,1, ..., Pk + n, Jk + n ìаãистраëüноãо ка-
наëа. В конöе систеìы иìеется АCС äëя уäаëения
изëиøних объеìов воäы ÷ерез СК.
Поставиì сëеäуþщуþ задачу оптимального уп-

равления системой водоснабжения высокорасполо-
женной территории, преäставëенной на рис. 1.
Требуется найти такие расхоäы воäы в насосных

станöиях, переãораживаþщих сооружениях, пунк-
тах потребëения, АСС и такие объеìы воäы в во-
äоеìах и у÷астках канаëа, при которых за периоä
управëения (t0, T ] ìиниìизируþтся суììарные за-
траты, связанные с откëоненияìи расхоäов поäа-
ваеìой воäы в пункты потребëения от требуеìых
иìи расхоäов, а также со сбросоì воäы ÷ерез АCС.
Дëя упрощения äанной заäа÷и буäеì с÷итатü, ÷то

расхоäы воäы в насосных станöиях и переãоражи-

ваþщих сооружениях — Qi(t), i = , пунктах по-

требëения — qi, j(t), i = , j = , аварийно-
сбросноì сооружении — Qk+n+1(t), а также объеìы

воäы в воäоеìах и у÷астках канаëа — Vi(t), i = ,
явëяþтся кусо÷но-постоянныìи функöияìи вреìе-
ни в поëуинтерваëах (tp – 1, tp], p = . Обозна÷иì
äëины этих поëуинтерваëов вреìени tp = tp – tp – 1,

так ÷то tp = T – t0.

Ввеäеì сëеäуþщие обозна÷ения äëя искоìых ку-
со÷но-постоянных функöий в поëуинтерваëах вреìе-
ни (tp – 1, tp]:
 расхоäы воäы в насосных станöиях и переãора-
живаþщих сооружениях, в пунктах потребëения
и в АСС:

, , i = , j = , , p = ;

 объеìы воäы в воäоеìах трубопровоäной ëинии
и у÷астках канаëа:

, i = , p = .

Ввеäеì в рассìотрение также сëеäуþщие зна÷е-
ния äанных функöий, фиãурируþщих в постанов-
ке заäа÷и:
 ìиниìаëüные, ìаксиìаëüные и на÷аëüные расхо-

äы воäы в насосных станöиях, переãораживаþщих
сооружениях и АСС:

, , , i = ;

, , ;

 ìиниìаëüные, ìаксиìаëüные, на÷аëüные и тре-
буеìые за периоäы (tp – 1, tp] расхоäы воäы в
пунктах потребëения:

, , , ,

i = , j = , p = ;

 ìиниìаëüные, ìаксиìаëüные и на÷аëüные
объеìы воäы в воäоеìах трубопровоäной ëинии
и у÷астках канаëа:

, , , i = ;

 стоиìостü еäини÷ноãо объеìа воäы, поäаваеìой
потребитеëяì Pi, j с расхоäаìи, отëи÷аþщиìися
от требуеìых иìи расхоäов:

ci, j, i = , j = ;

 стоиìостü еäини÷ноãо объеìа воäы, сбрасывае-
ìой ÷ерез АCС:

ck + n + 1.

Допустиì, ÷то расхоäы воäы в Nk + 1 и PSk + 1
оäинаковы и равны , p = .
В ка÷естве öеëевой функöии поставëенной заäа-

÷и оптиìаëüноãо управëения приìеì общуþ суììу
затрат, связаннуþ с откëоненияìи расхоäов воäы,
поäаваеìых в пункты потребëения, от их требуеìых
расхоäов и потерü, связанных со сбросоì воäы ÷ерез
АCС, в те÷ение периоäа управëения (t0, T ]:

C= ci, j| – |+ck+n+1 tp.(1)

Такиì образоì, поставëенная заäа÷а оптиìаëü-
ноãо управëения закëþ÷ается в нахожäении зна÷е-
ний параìетров

, , , i = , j = ;

, p = ,

Рис. 1. Система водоснабжения высокорасположенного
массива со склоном
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Qi
min Qi

max Qi
0 1 k n+

Qk n 1+ +
min Qk n 1+ +

max Qk n 1+ +
0

qi j
min qi j

max qi j
0 qi j

p

1 k n+ 1 Ji 1 P

Vi
min Vi

max Vi
0 1 k n+

1 k n+ 1 Ji

Qk 1+
p 1 P

p 1=

P


j 1=

Ji


i 1=

k n+






qi j
p qi j

p Qk n 1+ +
p





Qi
p Vi

p qi j
p 1 k n+ 1 Ji

Qk n 1+ +
p 1 P
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ìиниìизируþщих зна÷ение öеëевой функöии (1):

C  min (2)

и уäовëетворяþщих сëеäуþщей систеìе оãрани÷ений:
 оãрани÷ение, связанное с неотриöатеëüностüþ

öеëевой функöии:

C l 0; (3)

 оãрани÷ения взаиìосвязи ìежäу расхоäаìи во-
äы в сооружениях и объеìаìи воäы в воäоеìах
и у÷астках канаëа:

 –  = (  – ) +  +

+  – , i = , p = ; (4)

 оãрани÷ения расхоäов воäы в насосных станöи-
ях, переãораживаþщих сооружениях и АСС:

 m  m , i = , p = ; (5)

 оãрани÷ения расхоäов воäы в пунктах потреб-
ëения:

m m , i = , j = , p = ;(6)

 оãрани÷ения объеìов воäы в воäоеìах и у÷аст-
ках канаëа:

 m  m , i = , p = . (7)

На÷аëüныìи зна÷енияìи äëя реøения постав-
ëенной заäа÷и явëяþтся на÷аëü-ные расхоäы воäы
в насосных станöиях, переãораживаþщих сооруже-
ниях, пунктах потребëения, на÷аëüные объеìы воäы
в воäоеìах трубопровоäной ëинии и у÷астках ка-
наëа, а также на÷аëüный расхоä воäы в АСС:

Qi(t0) = , qi, j(t0) = ,

Vi(t0) = , i = , j = 1, Ji;

Qk + n + 1(t0) = . (8)

Пример решения поставленной задачи
оптимального управления

Рассìотриì реøение заäа÷и (1)—(8) на приìере
конкретноãо объекта воäоснабжения. Пустü требует-
ся составитü заäа÷у опреäеëения ãрафика работы со-
оружений высокораспоëоженной систеìы воäоснаб-
жения (рис. 2) с äвуìя у÷асткаìи трубопровоäа и
äвуìя у÷асткаìи канаëа (в кажäоì у÷астке котороãо
иìеется по оäноìу пункту воäопотребëения) за по-

сëеäоватеëüные периоäы управëения (t0, t1] и (t1, t2].
Зäесü расхоäы в N3 и PS3 оäинаковы. Поскоëüку в
кажäоì у÷астке иìеется по оäноìу пункту потреб-
ëения, то в постановке заäа÷и приниìается j = 1.
Ввеäеì сëеäуþщие обозна÷ения:

 äëина поëуинтерваëов вреìени

t1 = t1 – t0 = 43200 c; t2 = t2 – t1 = 43 200 c;

 ìиниìаëüные, ìаксиìаëüные, на÷аëüные и ис-
коìые в поëуинтерваëах (t0, t1] и (t1, t2] расхоäы
воäы в сооружениях N1, N2, PS3, PS4 и в АCС:

, , , , , i = ;

, , , , ;

 ìиниìаëüные, ìаксиìаëüные, на÷аëüные, требуе-
ìые и искоìые в поëуинтерваëах вреìени (t0, t1]
и (t1, t2] расхоäы воäы в пунктах потребëения:

, , , , , , , i = ;

 ìиниìаëüные, ìаксиìаëüные, на÷аëüные и ис-
коìые в поëуинтерваëах (t0, t1] и (t1, t2] объеìы
воäы в воäоеìах и у÷астках канаëа:

, , , , , i = ;

 стоиìостü поäа÷и еäини÷ноãо объеìа воäы в
пункты потребëения с расхоäаìи, отëи÷аþщи-
ìися от требуеìых расхоäов: ci, 1, i = ;

 стоиìостü еäини÷ноãо объеìа воäы, сбрасывае-
ìой ÷ерез АCС: c5.
В ка÷естве öеëевой функöии приниìаþтся суì-

ìарные потери, связанные с откëоненияìи расхоäов
воäы, поäаваеìых в пункты потребëения от их тре-
буеìых расхоäов, а также со сбросоì воäы ÷ерез АCС:

C = ci, 1(|  – |t1 + |  – |t2) +

+ c5( t1 + t2). (9)

При реøении заäа÷и рассìатриваþтся äва ва-
рианта заäа÷и управëения:
 правëение с поëныì обеспе÷ениеì воäы

( l ,  l , i = );
 правëение с äефиöитоì воäы

(  m , m , i = ).
В первоì варианте öеëевая функöия прини-

ìает виä:

C' = ci, 1((  – )t1 +

+ (  – )t2 + c5( t1 + t2), (10)

и заäа÷а управëения закëþ÷ается в нахожäении таких

зна÷ений параìетров , , , , , ,

i =  и , , при которых ìиниìизируется

öеëевая функöия (10):

С   min (11)

Qi
p Qi

p 1–

j 1=

Ji

 qi j
p qi j

p 1– Vi
p Vi

p 1–
–

tp
-------------------

Qi 1+
p Qi 1+

p 1– 1 k n+ 1 P

Qi
min Qi

p Qi
max 1 k n 1+ + 1 P

qi j
min qi j

p qi j
max 1 k n+ 1 Ji 1 P

Vi
min Vi

p Vi
max 1 k n+ 1 P

Qi
0 qi j

0

Vi
0 1 k n+

Qk n 1+ +
0

Рис. 2. Система водоснабжения высокорасположенного массива
с четырьмя участками и склоном

Qi
min Qi

max Qi
0 Qi

1 Qi
2 1 4

Q5
min Q5

max Q5
0 Q5

1 Q5
2

qi 1
min qi 1

max qi 1
0 qi 1

1 qi 1
2 qi 1

1 qi 1
2 1 4

Vi
min Vi

max Vi
0 Vi

1 Vi
2 1 4

1 4

 
i 1=

4
 qi 1

1 qi 1
1 qi 1

2 qi 1
2

Q5
1 Q5

2

qi 1
1 qi 1

1 qi 1
2 qi 1

2 1 4

qi 1
1 qi 1

1 qi 1
2 qi 1

2 1 4

 
i 1=

4
 qi 1

1 qi 1
1

qi 1
2 qi 1

2 Q5
1 Q5

2

Qi
1 Qi

2 qi 1
1 qi 1

2 Vi
1 Vi

2

1 4 Q5
1 Q5
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и уäовëетворяþтся сëеäуþщие оãрани÷иваþщие
усëовия:
 оãрани÷ение öеëевой функöии

C  l 0; (12)

 оãрани÷ения взаиìосвязи ìежäу расхоäаìи во-
äы в сооружениях и объеìаìи воäы в воäоеìах
и у÷астках канаëа

 –  =  –  +  +

+  – , i = , p = ; (13)

 оãрани÷ения расхоäов и объеìов воäы

 m  m , i = , p = ; (14)

 m  m , i = , p = ; (15)

 m  m , p = ; (16)

 m (t) m , i = , p = . (17)

На÷аëüныìи усëовияìи äëя реøения заäа÷и явëя-
þтся на÷аëüные зна÷ения расхоäов и объеìов воäы:

Qi(0) = ; qi, 1(0) = ;

Vi(0) = , i = ; Q5(0) = . (18)

Исхоäные äанные äëя реøения заäа÷и привеäе-
ны в табë. 1, 2.
У÷итывая зна÷ения параìетров (соответствуþщих

переìенных), указанных в табë. 1 и 2, и t1 = t2 =
= 43 200 с, привеäеì постановку заäа÷и оптиìаëü-
ноãо управëения (10)—(18) äëя сëу÷ая управëения
с поëныì обеспе÷ениеì воäы.

В этоì сëу÷ае öеëевая функöия буäет в виäе:

С1 = 0,23(x3 – 0,25) + 0,23(x4 – 0,20) +
+ 0,24(x9 – 0,20) + 0,24(x10 – 0,20) +
+ 0,25(x15 – 0,20) + 0,25(x16 – 0,25) +
+ 0,26(x21 – 0,18) + 0,26(x22 – 0,19) +

+ 0,24x25 + 0,24x26. (19)

Заäа÷а управëения закëþ÷ается в нахожäении
зна÷ений переìенных x1, x2, ..., x26, ìиниìизируþ-
щих öеëевуþ функöиþ

С1  min (20)

и уäовëетворяþщуþ сëеäуþщиì оãрани÷енияì:

С1 l 0; (21)

(22)

(23)

Табëиöа 1
Основные характеристики сооружений системы водоснабжения для 1-го и 2-го участков

У÷астки скëона 1-й у÷асток 2-й у÷асток

Сооружения N1, ì
3/с P1,1, ì

3/с B1, ì
3 N2, ì

3/с P2,1, ì
3/с B2, ì

3

Параìeтры

Переìенные x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10 x11 x12
Миниìаëüные зна÷ения 0,0 0,0 0,0 0,0 100 100 0,0 0,0 0,0 0,0 100 100
Максиìаëüные зна÷ения 3,0 3,0 0,3 0,3 700 700 2,0 2,0 0,3 0,3 700 700
На÷аëüные зна÷ения 2,05 — 0,25 300 1,60 — 0,25 — 300 —
Стоиìостü еäини÷ноãо объеìа воäы, äоëë./ì3 — — 0,23 0,23 — — — — 0,24 0,24 — —

Требуеìые расхоäы воäы, ì3/с — — 0,25 0,20 — — — — 0,20 0,25 — —

Q1
1 Q1

2 q1,1
1 q1,1

2 V 1
1 V 1

2 Q2
1 Q2

2 q2,1
1 q2,1

2 V 2
1 V 2

2

Табëиöа 2
Основные характеристики сооружений системы водоснабжения для 3-го и 4-го участков

У÷астки канаëа 3-й у÷асток 4-й у÷асток

Сооружения PS3, ì
3/с P3,1, ì

3/с UK3, ì
3 PS4, ì

3/с P4,1, ì
3/с UK4, ì

3 АСС, ì3/с
Параìетры

Переìенные x13 x14 x15 x16 x17 x18 x19 x20 x21 x22 x23 x24 x25 x26
Миниìаëüные зна÷ения 0,0 0,0 0,0 0,0 1500 1500 0,0 0,0 0,0 0,0 1000 1000 0,0 0,0
Максиìаëüные зна÷ения 2,0 2,0 0,3 0,3 10 000 10 000 2,0 2,0 0,3 0,3 10 000 10 000 1,0 1,0
На÷аëüные зна÷ения 1,10 — 0,17 — 3000 — 0,75 — 0,20 — 2000 — 0,3 —
Стоиìостü еäини÷ноãо объеìа воäы, äоëë./ì3 — — 0,25 0,25 — — — — 0,26 0,26 — — 0,24 0,24

Требуеìые расхоäы воäы, ì3/с — — 0,20 0,25 — — — — 0,18 0,19 — — — —

Q3
1 Q3

2 q3,1
1 q3,1

2 V 3
1 V 3

2 Q4
1 Q4

2 q4,1
1 q4,1

2 V 4
1 V 4

2 Q5
1 Q5

2

Qi
p Qi

p 1– qi 1
p qi 1

p 1– Vi
p Vi

p 1–
–

tp
-------------------

Qi 1+
p Qi 1+

p 1– 1 4 1 2

Qi
min Qi

p Qi
max 1 4 1 2

qi 1
min qi 1

p qi 1
max 1 4 1 2

Q5
min Q5

p Q5
max 1 2

Vi
min Vi

p Vi
max 1 4 1 2

Qi
0 qi 1

0

Vi
0 1 4 Q5

0

x1– 2,05 = x3 – 0,25 + (x5 – 300)/43 200 + x7 – 1,6;
x7 – 1,6 = x9 – 0,25 + (x11 – 300)/43 200 + x13 – 1,1;
x13–1,1 = x15–0,17+(x17–3000)/43 200+x19–0,75;
x19–0,75=x21–0,20+(x23–1100)/43 200 + x25–0,3;
x8 – x1 = x4 – x3 + (x6 – x5)/43 200 + x8 – x7;
x8 – x7 = x10 – x9 + (x12 – x11)/43 200 + x14 – x13;
x14 – x13 = x16 – x15 + (x18 – x17)/43 200 + x20 – x19;
x20 – x19 = x22 – x21 + (x24 – x23)/43 200 + x26 – x25.

0 m x1 m 0,3; 0 m x2 m 0,3; 0 m x3 m 0,3;
0 m x4 m 0,3; 100 m x5 m 700; 100 m x6 m 700;
0 m x7 m 2,0; 0 m x8 m 2,0; 0 m x9 m 0,3;
0 m x10 m 0,3; 100 m x11 m 700; 100 m x12 m 700;
0 m x13 m 2,0; 0 m x14 m 2,0; 0 m x15 m 0,3;
0 m x16 m 0,3; 1500 m x17 m 10 000;
1500 m x18 m 10 000; 0 m x19 m 2,0; 0 m x20 m 2,0;
0 m x21 m 0,3; 0 m x22 m 0,3; 1000 m x23 m 10 000;
1000 m x24 m 10 000; 0 m x25 m 1,0; 0 m x26 m 1,0.
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В сëу÷ае рассìотрения заäа÷и управëения (19)—
(23) при äефиöите воäы öеëевая функöия иìеет
сëеäуþщий виä:

С2 = 0,23(0,25 – x3) + 0,23(0,2 – x4) +
+ 0,24(0,20 – x9) + 0,24(0,2 – x10) + 0,25(0,2 – x15) +

+ 0,25(0,25 – x16) + 0,26(0,18 – x21) +
+ 0,26(0,19 – x22) + 0,24x25 + 0,24x26. (24)

Посëе упрощения, заäа÷а привоäится к виäу:

С2  min, (25)
при этоì оãрани÷ение öеëевой функöии буäет:

С2 l 0, (26)
а оãрани÷ения (22) и (23) остаþтся в прежнеì виäе.
Посëе упрощения, реøая заäа÷у (19)—(23) äëя

сëу÷ая с поëной обеспе÷енностüþ воäой и заäа÷у (24),
(25), (26), (22), (23) äëя сëу÷ая äефиöита воäы, поëу-
÷аеì сëеäуþщие оптиìаëüные зна÷ения переìенных:

 äëя сëу÷ая с поëной обеспе÷енностüþ воäой:

(27)

 äëя сëу÷ая с äефиöитоì воäы:

(28)

Такиì образоì, поëу÷иì реøение заäа÷и äëя
обоих интерваëов t1 = t2 = 12 ÷ = 43 200 с. На ос-
нове зна÷ений, указанных в табë. 1 и 2, заìеняя пе-
реìенные x1, ..., x26 в выражениях (27) и (28) с со-
ответствуþщиìи параìетраìи систеìы, äëя соору-
жений систеìы поëу÷аеì зна÷ения управëяеìых
параìетров, указанные в табë. 3, 4.

Заключение

Анаëизируя требуеìые и расс÷итанные опти-
ìаëüные зна÷ения расхоäов потребитеëей и объеìов
воäы в воäоеìах и у÷астках канаëа из табë. 1—4,
прихоäиì к вывоäу, ÷то в те÷ение поëуинтерваëов
вреìени (t0, t1] и (t1, t2] расс÷итанные расхоäы сов-
паäаþт с требуеìыìи расхоäаìи иëи о÷енü бëизки
к ниì, а объеìы воäы в воäоеìах и у÷астках канаëа
остаþтся в äопустиìых ãраниöах, при÷еì расхоäы

Табëиöа 3
Оптимальные значения параметров для первого полуинтервала времени

t1 = 12 ÷ = 43 200 с (800—1200)

У÷астки скëона 1-й у÷асток 2-й у÷асток

Сооружения N1 P1,1 B1 N2 P2,1 B2
Параìетры Q1,ì

3/с q1,1, ì
3/с V1, ì

3 Q2, ì
3/с q2,1, ì

3/с V2, ì
3

Оптиìаëüные зна÷ения в (t0, t1] при обеспе÷енности воäой 1,20 0,25 100 1,14 0,20 100
Оптиìаëüные зна÷ения в (t0, t1] при äефиöите воäы 1,38 0,18 100 1,39 0,20 100
Требуеìые потребности в (t0, t1] — 0,25 — — 0,20 —

У÷астки канаëа 3-й у÷асток 4-й у÷асток

Сооружения PS3 P3,1 UK3 PS4 P4,1 UK4 ACC
Параìетры Q3, ì

3/с q3,1, ì
3/c V3, ì

3 Q4, ì
3/с q4,1, ì

3/с V4, ì
3 Q5, ì

3/с
Оптиìаëüные зна÷ения в (t0, t1] при обеспе÷енности систеìы 1,18 0,20 1500 0,43 0,18 1000 0,00
Оптиìаëüные зна÷ения в (t0, t1] при äефиöите воäы 1,18 0,20 1500 0,43 0,18 1000 0,00
Требуеìые потребности в (t0, t1] — 0,20 — — 0,18 — —

Табëиöа 4
Оптимальные значения параметров для второго полуинтервала времени

t2 = 12 ÷ = 43 200 с (1200—2400)

У÷астки скëона 1-й у÷асток 2-й у÷асток

Сооружения N1 P1,1 B1 N2 P2,1 B2
Параìетры Q1, ì

3/c q1,1, ì
3/c V1, ì

3 Q2, ì
3/с q2,1, ì

3/c V2, ì
3

Оптиìаëüные зна÷ения в (t1, 2] при обеспе÷енности систеìы 1,51 0,20 100 1,50 0,25 100
Оптиìаëüные зна÷ения в (t1, t2] при äефиöите воäы 1,26 0,20 100 1,25 0,25 100
Требуеìые потребности в (t1, t2] — 0,20 — — 0,25 —

У÷астки канаëа 3-й у÷асток 4-й у÷асток

Сооружения PS3 P3,1 UK3 PS4 P4,1 UK4 ACC
Параìетры Q3, ì

3/с q3,1, ì
3/с V3, ì

3 Q4,ì
3/с q4, ì

3/с V4, ì
3 Q5, ì

3/с
Оптиìаëüные зна÷ения в (t1, 2] при обеспе÷енности систеìы 1,24 0,25 1500 0,44 0,19 1000 0,00
Оптиìаëüные зна÷ения в (t1, t2] при äефиöите воäы 1,24 0,25 1500 0,44 0,19 1000 0,00
Требуеìые потребности в (t1, t2] — 0,25 — — 0,19 — —

x1 = 1,38; x2 = 1,51; x3 = 0,18; x4 = 0,20;
x5 = 100,0; x6 = 100,0; x7 = 1,39; x8 = 1,50;
x9 = 0,20; x10 = 0,25; x11 = 100,0; x12 = 100,0;
x13 = 1,18; x14 = 1,24; x15 = 0,20; x16 = 0,25;
x17 = 1500; x18 = 1500; x19 = 0,43; x20 = 0,44;
x21 = 0,18; x22 = 0,19; x23 = 1000; x24 = 1000;
x25 = 0,00; x26 = 0,00;

x1 = 1,20; x2 = 1,26; x3 = 0,25; x4 = 0,20;
x5 = 100,0; x6 = 100,0; x7 = 1,14; x8 = 1,25;
x9 = 0,2; x10 = 0,25; x11 = 100,0; x12 = 100,0;
x13 = 1,18; x14 = 1,24; x15 = 0,2; x16 = 0,25;
x17 = 1500; x18 = 1500; x19 = 0,43; x20 = 0,44;
x21 = 0,18; x22 = 0,19; x23 = 1000; x24 = 1000;
x25 = 0,00; x26 = 0,00.
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в АСС в обоих поëуинтерваëах вреìени поëностüþ
обнуëяþтся. Поскоëüку стоиìостü еäини÷ноãо
объеìа воäы в пунктах потребëения боëüøе, ÷еì в
воäоеìах и у÷астках канаëа, резервные объеìы во-
äы в систеìе уìенüøаþтся äо ìиниìаëüно воз-
ìожноãо уровня, а расхоäы в насосных станöиях и
переãораживаþщих сооружениях поëу÷аþт зна÷е-
ния, äостато÷ные äëя норìаëüноãо функöиониро-
вания систеìы. При сравнении резуëüтатов реøе-
ния заäа÷и äëя сëу÷аев поëной обеспе÷енности и
äефиöита воäы ìожно констатироватü, ÷то в обоих
сëу÷аях оптиìаëüные зна÷ения расхоäов прибëи-
жаþтся к оäинаковыì резуëüтатаì.
Сëеäует отìетитü, ÷то при увеëи÷ении ÷исëа

объектов систеìы увеëи÷ивается ÷исëо параìетров
заäа÷и оптиìаëüноãо управëения и соответственно
усëожняется ее реøение. Коìпüþтерные экспери-
ìенты показываþт, ÷то рассìотренная заäа÷а оп-

тиìаëüноãо управëения забороì и распреäеëениеì
воäы успеøно реøается äëя систеìы воäоснабже-
ния, в которой иìеþтся äо 30 разëи÷ных объектов.
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In the paper, the automation water distribution system for high location territories which are got from the underlying water source
and consisting a sequence of water pipe-warehouse pump-segments of the stations on the slope and partitioned equipment’s — parts
of channel on high location plain with an alarm reset in the end of the channel, removing excess water is considered. For effective
work of such a system a new formulation and solution of the optimal management of water supply problems is offered. For solving
the problem, the method of linear programming mathematical package "Matlab" is used. The problem solution is given for the system
with 3 pump stations — pipeline segments — warehouses and 2 channel baffle structures, portions of each channel and water storage
area which is powered by a single point of consumption. To solve this problem the method of optimization mathematical package
of Matlab is used and the results are analyzed. As a result, the problem of operative control for 13 water supply facilities during 2
consecutive intervals of constancy of parameters where the duration of each of which-12 hours is made. Total instead for the optimal
values for managing the system with 26 variables are searched. In addition, the costs in the emergency facility in both intervals are
completely converted to 0. This proves the acceptability of the considered problem for the control of such objects. The machine time
spent for solving this problem is much less, and the problem can be applied to complex objects.
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Аудиовизуальный детектор голосовой активности на базе
глубокой сверточной сети и обобщенной взаимной корреляции1

Введение

В посëеäнее вреìя ãоëосовые интерфейсы ста-
новятся неотъеìëеìой ÷астüþ взаиìоäействия с
робототехни÷ескиìи коìпëексаìи. В таких изве-
стных приìерах сервисных роботов, как Amazon
Echo, Google Home, Pepper, распознавание ре÷и
явëяется кëþ÷евыì коìпонентоì систеìы. Детектор
ãоëосовой активности — это крити÷ески важный
коìпонент систеìы распознавания ре÷и, который
зна÷итеëüно вëияет на ее то÷ностü и произвоäитеëü-
ностü [1]. При правиëüноì выäеëении у÷астков
звука, в которых присутствует öеëевой ãоëосовой
сиãнаë, äетектор наëи÷ия ãоëоса зна÷итеëüно уìенü-
øает объеì äанных äëя обработки систеìой рас-
познавания ре÷и, ÷то в итоãе ускоряет ее работу и
уìенüøает вероятностü ëожных распознаваний.
Особенно это свойство важно при работе систеì
распознавания ре÷и на персонаëüных устройствах
поëüзоватеëей — сìартфонах, ноутбуках, сìарт-теëе-
визорах, у которых в отëи÷ие от спеöиаëизированных
серверов оãрани÷ена проöессорная ìощностü.
Известно ìножество ìетоäов äетектирования

ãоëосовой активности, основанных на: пороãовых
зна÷ениях энерãии [2], спектраëüных признаках [3],
нейронных сетях [4], ауäиовизуаëüных признаках [5],
ìоäеëях ãауссовых сìесей [6], äанных от ìассива
ìикрофонов [7]. Ка÷ество работы боëüøинства из-
вестных ìетоäов быстро äеãраäирует с ухуäøениеì
соотноøения сиãнаë—øуì [7]. Мноãие ìетоäы не

способны работатü в øуìных ìестах при нахожäении
исто÷ника звука äаже на небоëüøоì расстоянии от
ìикрофона. В äанной статüе преäëожен ауäиовизу-
аëüный ìетоä äетектирования наëи÷ия ãоëоса, ис-
поëüзуþщий ãëубокие сверто÷ные сети äëя анаëиза
виäеоäанных, и аëãоритì "взвеøенный GCC-PHAT"
[8] äëя анаëиза ауäиоäанных с ìассива ìикрофонов.
Метоä приãоäен äëя работы в реаëüноì вреìени, в
тоì ÷исëе и на ìобиëüных устройствах.
Цеëüþ äанной работы явëяется разработка äе-

тектора ãоëосовой активности, способноãо иãнори-
роватü исто÷ники звука с направëений, ãäе öеëевой
исто÷ник ре÷и не ìожет присутствоватü физи÷е-
ски, и отсеиватü исто÷ники звука, не явëяþщиеся
÷еëове÷еской ре÷üþ.

Постановка задачи детектирования 
голосовой активности

Иìеется оãрани÷енный äискретный сиãнаë,
преäставëенный во вреìенной обëасти, x[lT ], ãäе
0 m l m L – 1, xmin m x[lT] m xmax, T — периоä äиск-
ретизаöии, L — ÷исëо изìерений в сиãнаëе. Дëя
звуковоãо сиãнаëа обы÷но

xmin = –1;

xmax = 1.

Сиãнаë x[lT ] явëяется сìесüþ äвух оãрани÷ен-
ных, äискретных и некорреëированных сиãнаëов [9]:

x[lT ] = s[lT ] + n[lT ], (1)

ãäе n[lT ] — это øуì ìикрофона и окружаþщей сре-
äы, s[lT ] — это ре÷евой сиãнаë.

Разработан алгоритм детектора голосовой активности, использующий данные с видеокамеры и массива микрофонов и бла-
годаря этому обладающий высокой устойчивостью к внешним шумам. Обработка видеокадров заключается в поиске губ человека
с помощью глубокой сверточной нейронной сети, обработка звука — в локализации источников звука с помощью обобщенной функ-
ции взаимной корреляции с весовой функцией преобразования фазы (GCC-PHAT). Решение об активации детектора голосовой ак-
тивности принимается только в случае нахождения соответствия между направлением на губы и на активные источники звука.
Разработанный детектор показал высокую устойчивость к шумам — шумы, производимые источниками звука вне видимости ви-
деокамеры или целевого сектора для массива микрофонов, игнорировались в 100 % случаев во время эксперимента.
Ключевые слова: детектор голосовой активности, массив микрофонов, сверточные сети, локализация источников звука,

обработка звука

ИНТЕРФЕЙСЫ ЭРГАТИЧЕСКИХ СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ

 1 Иссëеäование ÷асти÷но выпоëнено за с÷ет ãранта Фонäа
соäействия инноваöияì (проект № 102ГРНТИС5/26071).
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Анаëиз сиãнаëа осуществëяется покаäрово с
выäеëениеì каäра с поìощüþ оконной функöии.
В ÷астотной обëасти ìожно записатü:

X n[k] = Sn[k] + Nn[k], (2)
ãäе k — инäекс ÷астоты (0 m k m K – 1); K — ÷исëо
÷астот в äискретноì преобразовании Фурüе, n —
ноìер анаëизируеìоãо каäра.
Дëя кажäоãо каäра n рассìатриваþтся äва виäа

ãипотез:
 H0: в сиãнаëе X

n отсутствует ре÷ü, X n = Nn;
 H1: в сиãнаëе X

n присутствует ре÷ü, X n = Sn + Nn.
Заäа÷а äетектирования ãоëосовой активности

закëþ÷ается в отнесении каäра n к кëассу H0 иëи H1.

Алгоритм детектирования голосовой активности

Аëãоритì äетектирования наëи÷ия ãоëоса, преä-
ëоженный в äанной статüе, показан на рис. 1. Он
состоит из сëеäуþщих øаãов:

1. С поìощüþ ìикрофонной реøетки осу-
ществëяется захват аппаратно-синхронизированноãо
ìноãоканаëüноãо звука каäраìи фиксированной äëи-
ны, вкëþ÷аþщиìи в себе непрерывнуþ посëеäова-
теëüностü изìерений с кажäоãо ìикрофона ìассива.

2. Вы÷исëитеëüный ìоäуëü, испоëüзуя аëãоритì
"взвеøенный GCC-PHAT", оöенивает азиìуты на
активные исто÷ники звука в систеìе коорäинат
ìассива ìикрофонов.

3. Направëение на активные исто÷ники звука уто÷-
няется с поìощüþ каëìановской фиëüтраöии [10].

4. Параëëеëüно c захватоì звука захватывается
виäеоизображение с öифровой виäеокаìеры.

5. Графи÷еский вы÷исëитеëüный ìоäуëü с по-
ìощüþ сверто÷ных ãëубоких нейронных сетей [11]
нахоäит ëиöо ÷еëовека на изображении.

6. Вы÷исëитеëüный ìоäуëü нахоäит поëожение
ãуб внутри обëасти, соответствуþщей ëиöу, с по-
ìощüþ кëассификатора, описанноãо в работе [12].

7. Вы÷исëитеëüный ìоäуëü, испоëüзуя заранее
известные опти÷еские параìетры каìеры (фокус-
ное расстояние, коорäинату пересе÷ения ãëавной
опти÷еской оси с ìатриöей каìеры, соотноøение
сторон оäноãо пиксеëя ìатриöы каìеры) и коэф-
фиöиенты раäиаëüноãо и танãенöиаëüноãо искаже-
ний, выс÷итывает направëение на обнаруженные
ãубы в систеìе коорäинат каìеры. Параìетры ка-
ìеры преäваритеëüно опреäеëяþтся с поìощüþ
проöеäуры каëибровки [13].

8. Реøение об активаöии äетектора ãоëосовой
активности приниìается тоëüко в сëу÷ае нахожäе-
ния соответствуþщих направëений на ãубы и
активный исто÷ник ре÷и.
Дëина звуковоãо каäра äëя анаëиза поäбирается

так, ÷тобы статисти÷еские параìетры сиãнаëа ìож-
но быëо с÷итатü постоянныìи. На äанный ìоìент
она составëяет 256 изìерений при ÷астоте äискре-
тизаöии 16 кГö. Обы÷но äëина каäра составëяет от
оäноãо äо нескоëüких äесятков ìиëëисекунä.
Архитектура сверто÷ной сети, испоëüзуþщейся

äëя поиска ãуб, преäставëена на рис. 2. Нейронная
сетü приниìает на вхоä изображение и с поìощüþ
пираìиäы Гаусса преäставëяет еãо в разных ìасø-
табах, созäавая новое расøиренное изображение.
Все äаëüнейøие операöии осуществëяþтся наä но-
выì изображениеì. Такое преобразование увеëи-
÷ивает вы÷исëитеëüнуþ сëожностü, но обеспе÷и-
вает инвариантностü к ìасøтабу.
Нейронная сетü быëа обу÷ена на "DLib face de-

tection dataset", в состав котороãо вхоäит 7213 изо-
бражений ÷еëове÷еских ëиö.

Рис. 1. Аудиовизуальный детектор наличия голоса
Рис. 2. Архитектура нейронной сети, используемой для поиска
губ на изображениях
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Опреäеëение направëений на активные исто÷-
ники звука с поìощüþ аëãоритìа "взвеøенный
GCC-PHAT" проäеìонстрировано ниже.
Вна÷аëе провоäится уìножение кажäоãо канаëа

захва÷енноãо каäра на окно Ханна [14] и еãо
äискретное преобразование Фурüе:

[k] = [n]xm[lN + n]e–j2kn/N, (3)

ãäе  — вектор, соäержащий коэффиöиенты окна
Ханна; xm — вектор изìерений звуковоãо сиãнаëа;
k — инäекс ÷астоты.
Взвеøенный GCC-PHAT вы÷исëяется сëеäуþ-

щиì способоì:

[n] = e j2kn/N, (4)

ãäе [n] — резуëüтат кросс-корреëяöии; [k] —
÷астотная ìаска, необхоäиìая äëя поäавëения
вëияния øуìов;  — коэффиöиент äëя избеãания
äеëения на ноëü.
Даëее осуществëяется отображение зна÷ения
[n] из интерваëа [0, N – 1] в интерваë [–N/2 +

+ 1, N/2]:

[n] = [nmodN], (5)

затеì вы÷исëяется инäекс, соответствуþщий ìак-
сиìаëüноìу зна÷ениþ кросскорреëяöии, который
оäнозна÷но перес÷итывается в направëение на ис-
то÷ник звука табëи÷ныì способоì:

 = argmax( [n]), –  m n m ; (6)

 = ||xp – xq||, (7)

ãäе fs — ÷астота äискретизаöии; c — скоростü звука;
xp и xq — поëожения ìикрофонов p и q.
В сëу÷ае наëи÷ия нескоëüких активных исто÷-

ников звука направëение на кажäый из них буäет
соответствоватü ëокаëüноìу ìаксиìуìу кросс-
корреëяöии.
Частотная ìаска [k] вы÷исëяется на основе

соотноøения сиãнаë-øуì в кажäоì канаëе:

| [k]|2 = | [k]|2| [k]|2; (8)

[k] = log(| [k + k]|2 + ), (9)

ãäе (2W + 1) — это разìер пряìоуãоëüноãо окна,
испоëüзуеìоãо äëя оöенки øуìа,  — коэффиöиент
äëя избеãания äеëения на ноëü.
Затеì вы÷исëяется разностü ìежäу текущиì

уровнеì ìощности и ìиниìаëüныì уровнеì ìощ-
ности A в преäыäущих каäрах в буфере:

[k] = [k] – min{ [k], ..., [k]}. (10)

Посëе этоãо вы÷исëяется разностü ìежäу теку-
щиì уровнеì ìощности и ìиниìаëüныì уровнеì
ìощности B в буäущих каäрах:

[k] = [k] – min{ [k], ..., [k]}. (11)

Эта операöия äобавëяет небоëüøуþ заäержку
ëокаëизаöии, так как необхоäиìо знатü буäущие
зна÷ения звуковых изìерений:

[k] = (12)

ãäе A и В — заранее опреäеëенные пороãовые
зна÷ения.
Затеì вы÷исëяется ÷астотная ìаска:

[k] = (13)

Опти÷еская ìоäеëü каìеры [12], испоëüзуеìая
äëя перес÷ета пиксеëüных коорäинат ãуб в уãëы в
систеìе коорäинат каìеры, привеäена ниже:

 = ; (14)

(15)

ãäе (x, y)т — коорäинаты ãуб в пиксеëях на ìатриöе
каìеры äëя иäеаëüной ìоäеëи ëинзы;
(x, y)т — коорäинаты ãуб в пиксеëях на ìатриöе ка-
ìеры äëя реаëüной ìоäеëи ëинзы, у÷итываþщей
раäиаëüные и танãенöиаëüные искажения;
(X, Y, Z)т — коорäинаты ãуб в систеìе коорäинат
каìеры;
fx, fy — фокусные расстояния;
cx, cy — коорäинаты опти÷ескоãо öентра ëинзы в
пиксеëях в систеìе коорäинат ìатриöы;
(k1, k2, k3)

т — коэффиöиенты раäиаëüноãо иска-
жения;
(p1, p2)

т — коэффиöиенты танãенöиаëüноãо иска-
жения.
Коãäа аëãоритì опреäеëяет ãубы с пиксеëüныìи

коорäинатаìи (x, y)т, иì соответствует бесконе÷-
ное ÷исëо поëожений ãуб в систеìе коорäинат ка-
ìеры (X, Y, Z, 1)т, которые явëяþтся реøениеì
систеìы (15). Все указанные реøения ëежат на оä-
ной пряìой L. Направëяþщий вектор пряìой L
указывает направëение на ãубы. Пряìая L прохо-
äит ÷ерез опти÷еский öентр каìеры с коорäината-
ìи Р0 = (0, 0, 0, 1)т в систеìе коорäинат каìеры.
Друãая то÷ка Р1 = (X, Y, Z, 1) ìожет бытü найäена
из уравнения (14) и преäпоëожения, ÷то Z = 1.

Аппаратная реализация

На базе ранее разработанноãо автораìи ëиней-
ноãо восüìиканаëüноãо ìассива MEMS ìикрофо-
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нов с PDM-интерфейсоì [15] быë спроектирован в
SolidWorks и изãотовëен прототип устройства äëя
ауäиовизуаëüноãо äетектирования ãоëосовой ак-
тивности, преäставëенный на рис. 3. Прототип со-
стоит из трех пе÷атных пëат:
 восüìиканаëüноãо ëинейноãо ìассива ìикро-
фонов с расстояниеì ìежäу ìикрофонаìи 3 сì
(нижняя пëата на рис. 3);

 пëаты захвата звука с восüìиканаëüноãо ìассива
ìикрофонов (вверху на рис. 3);

 пëаты виäеокаìеры с объективоì (в сереäине
рис. 3).
Прототип по USB-øине поäкëþ÷ается к коìпüþ-

теру с виäеокартой с поääержкой техноëоãии CUDA,
на котороì провоäятся все вы÷исëения.

Результаты тестирования

Быëо провеäено сравнение ка÷ества работы раз-
работанной систеìы в сиëüно заøуìëенных усëо-
виях и äетектора ãоëосовой активности из проекта
с открытыì исхоäныì коäоì WebRTC, который

также испоëüзоваë восüìиканаëüный ëинейный
ìассив ìикрофонов, но не испоëüзоваë äанные от
виäеокаìеры. Аëãоритì äетектирования ãоëосовой
активности из WebRTC работаë сëеäуþщиì образоì:
 форìирование äиаãраììы направëенности;
 постфиëüтраöия;
 øуìопоäавëение;
 äетектирование наëи÷ия ãоëоса.
Сравнение провоäиëи при наëи÷ии постоянноãо

фоновоãо исто÷ника øуìа, а также при наëи÷ии
ãоëосовоãо исто÷ника, который нахоäиëся вне по-
ëя зрения виäеокаìеры и рассìатриваëся как не-
öеëевой. На верхнеì ãрафике рис. 4 этот исто÷ник
зву÷ит первуþ ÷етвертü вреìени провеäения испы-
таний. Цеëевой исто÷ник появëяется äважäы и вер-
но äетектируется обоиìи äетектораìи наëи÷ия ãо-
ëоса. Оäнако äетектор наëи÷ия ãоëоса, испоëüзуþ-
щий тоëüко ãоëосовые äанные, иìеет о÷енü боëüøое
÷исëо ëожных срабатываний из-за высокой заøуì-
ëенности обстановки — 88 % вреìени еãо активаöии
явëяется ëожныì в провеäенноì экспериìенте.

Заключение

Разработанный ìетоä äетектирования ãоëосовой
активности показаë высокое ка÷ество разìетки ãо-
ëосовоãо сиãнаëа, которое при собëþäении усëо-
вия нахожäения ãоворящеãо ÷еëовека в поëе виäи-
ìости виäеокаìеры превыøает резуëüтаты, пока-
зываеìые äетектораìи ãоëоса, испоëüзуþщиìи
тоëüко звуковуþ инфорìаöиþ. Разработанный
äетектор приãоäен äëя реаëüных проìыøëенных
приìенений в ãоëосовых поëüзоватеëüских ин-
терфейсах и робототехнике. В äаëüнейøеì äëя повы-
øения то÷ности äетектирования ãоëоса необхоäиìо
проработатü каëìановскуþ фиëüтраöиþ, испоëüзуþ-
щуþ äанные с ìассива ìикрофонов и виäеокаìеры.
Дëя снижения вы÷исëитеëüной сëожности аëãоритìа
и соответственно еãо систеìных требований необхо-
äиìо упроститü архитектуру нейронной сети, ис-
поëüзуеìой äëя обработки виäео.
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This paper presents a voice activity detector (VAD) which uses the data from the compact linear microphone array and a video
camera, so developed VAD is robust to external noise conditions. It is able to ignore non-speech sound sources and speaking persons
located out of the area of the interest. A deep convolutional neural network processes images from the video camera for searching
face and lips of the speaking person. It was trained using the Max-Margin Object Detection loss. Pixel coordinates of found lips
are converting to directions to lips in camera coordinate system using optical camera model. The sound from the microphone array
is processing using the weighted GCC-PHAT algorithm and Kalman filtering. VAD searches for speaking lips on the video. It be-
comes activated only if the video camera finds lips and the microphone array confirms that there is a sound source in this direction.
A prototype of the system based the linear microphone array with 30 mm spacing between microphones and the video camera was
developed, manufactured using a 3D printer and tested in the laboratory conditions. The accuracy of the system was compared with
the open source VAD from the WebRTC project (developed by Google) which uses only audio features extracted from the same mi-
crophone array. Developed VAD showed a high sustainability to external noise. It ignored the noise from not-target directions during
100 % of the testing time. And the VAD from the WebRTC had 88 % of false positive activations.

Keywords: voice activity detector, microphone array, convolutional networks
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Уравнения динамики стыковочных механизмов.
Часть 1. Алгоритмы для механических систем со структурой дерева

Введение

Стыковка преäставëяет собой управëяеìый ìеха-
ни÷еский проöесс соеäинения косìи÷еских аппа-
ратов (КА) на орбите, который на÷инается в ìоìент
их первоãо контакта посëе заверøаþщеãо этапа
сбëижения. Она выпоëняется с поìощüþ систеìы
стыковки, вкëþ÷аþщей в себя активные и пассив-
ные стыково÷ные аãреãаты (СтА) и бëоки управëе-
ния. Конструкöия таких систеì, разработанных в
70-е ãоäы проøëоãо века, наибоëее поëно описана
в работе [1]. В настоящее вреìя веäется активная
разработка новых систеì äëя разëи÷ных приìене-
ний — от ìаëых спутников äо пиëотируеìых про-
ãраìì освоения бëижнеãо и äаëüнеãо косìоса. СтА
непосреäственно реаëизуþт ìехани÷еский проöесс
соеäинения с поìощüþ трех типов управëяеìых
ìеханизìов — стыково÷ноãо, сöепки и ãерìетиза-
öии стыка. Механизìы сöепки (преäваритеëüноãо
соеäинения) и ãерìетизаöии стыка (окон÷атеëüно-
ãо жесткоãо соеäинения), хотя и распреäеëены по
окружностяì с öентраìи на проäоëüной оси СтА,
явëяþтся пëоскиìи, ìаëоинерöионныìи и их соб-
ственная äинаìика не оказывает существенноãо
вëияния на проöесс стыковки. Наибоëее сëожныìи
явëяþтся пространственные стыково÷ные ìеха-
низìы (СтМ). Они устанавëиваþтся на активных
СтА и обеспе÷иваþт устранение рассоãëасований
ìежäу стыкуеìыìи аãреãатаìи äëя их сöепки, по-
ãëощение энерãии относитеëüноãо äвижения КА,
выравнивание СтА и КА, совìещение стыково÷-
ных пëоскостей. СтМ ìоãут бытü öентраëüноãо
[1—4 и äр.] иëи периферийноãо [1, 5—7 и äр.] типов.
В ìеханизìах первоãо типа буферные звенüя, не-
посреäственно контактируþщие с пассивныì СтА,
и их вспоìоãатеëüные кинеìати÷еские öепи (КЦ)
скоìпонованы вäоëü проäоëüной оси и раäиаëüно.

В периферийных СтМ такие КЦ распреäеëены по
периферии, по периìетру перехоäноãо тоннеëя СтА.
Масса КА не ìенее, ÷еì на äва поряäка превы-

øает ìассу звенüев СтМ, поэтоìу äвижение ìеха-
низìа ìожно описыватü отäеëüныìи уравненияìи
äинаìики (УД) с у÷етоì переносноãо äвижения еãо
основания. КА ìожно рассìатриватü как свобоäное
теëо, на которое äействуþт сиëы и ìоìенты, в тоì
÷исëе со стороны основания ìеханизìа. Коëебания
эëеìентов еãо конструкöии практи÷ески не вëияþт
на еãо äвижение как тверäоãо теëа и описываþтся
отäеëüныìи äифференöиаëüныìи уравненияìи [8].
На проектной стаäии ка÷ество кажäоãо новоãо

проöесса стыковки обы÷но оöенивается ìатеìати-
÷ескиì ìоäеëированиеì на ìножестве от нескоëü-
ких сотен äо нескоëüких тыся÷ вариантов сëу÷ай-
ных на÷аëüных усëовий в ìоìент первоãо контакта,
реаëизуеìых систеìой сбëижения активноãо КА.
В отäеëüных заäа÷ах необхоäиìо выпоëнятü ìоäе-
ëирование в реаëüноì вреìени. Поэтоìу äоëжна
бытü обеспе÷ена высокая вы÷исëитеëüная эффек-
тивностü проãраìì рас÷ета äвижения.
Аëãоритìы вы÷исëитеëüной ìеханики äëя ìоäе-

ëирования äинаìики систеì тверäых и äефорìи-
руеìых теë отражены в обзорах [9, 10 и äр.]. В äан-
ной работе описывается приìенение и ìоäификаöия
наибоëее эффективных из них äëя УД в заìкнутой
[11, 12 и äр.] и рекуррентной [13—15 и äр.] форìах.
Первый ÷асто называþт аëãоритìоì составноãо
теëа (Composite Rigid Body Algorithm), второй —
аëãоритìоì со÷ëененноãо теëа (Articulated Body
Algorithm). Их сравнитеëüная вы÷исëитеëüная эф-
фективностü при относитеëüно небоëüøоì ÷исëе теë
опреäеëяется структурой конкретной ìехани÷е-
ской систеìы (МС). УД в заìкнутой форìе позво-
ëяþт эффективно у÷итыватü кинеìати÷еские кон-
туры, рекуррентные — непосреäственно вы÷исëятü
сиëу и ìоìент, äействуþщие на основание СтМ.

Рассматриваются кинематические особенности механизмов для стыковки космических аппаратов. Для механической сис-
темы со структурой дерева, образованной размыканием кинематических контуров этих механизмов, используются рекур-
рентные алгоритмы расчета уравнений динамики, сил и моментов, действующих на космический аппарат.
Ключевые слова: космический аппарат, стыковочный механизм, уравнения динамики, алгоритм составного тела, алго-

ритм сочлененного тела

УПРАВЛЕНИЕ В АВИАКОСМИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ
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Кинематические особенности 
стыковочных механизмов

Распоëожение буферных звенüев и ÷исëо степе-
ней их поäвижности опреäеëяþтся типоì СтМ, а äëя
ìеханизìов öентраëüноãо типа, возìожно, еще и
реаëизуеìой проöеäурой стыковки.
В СтМ периферийноãо типа сöепка обеспе÷и-

вается при совìещении стыково÷ных коëеö äвух
аãреãатов и заöепëении трех защеëок с треìя от-
ветныìи упораìи. Поэтоìу стыково÷ное коëüöо
(еäинственное буферное звено) СтМ с периферий-
ныìи направëяþщиìи эëеìентаìи äоëжно иìетü
øестü степеней свобоäы, которые обеспе÷иваþтся
распоëоженныìи на периферии направëяþщиìи
КЦ. Это оãрани÷ивает ÷исëо возìожных кинеìа-
ти÷еских схеì (основой боëüøинства явëяется
пëатфорìа Гüþ—Стüþарта [16, 17], реже пëатфор-
ìа Ханта [18]). Необхоäиìостü совìещения трех
пар то÷ек усëожняет сöепку, но пëатфорìенный
ìеханизì позвоëяет реаëизоватü управëяеìое äвиже-
ние äëя ее уëу÷øения [5—7].
В СтМ öентраëüноãо типа сöепка обеспе÷ива-

ется при попаäании ãоëовки øтыря СтМ в ãнезäо
приеìноãо конуса пассивноãо аãреãата. Совìеще-
ние тоëüко оäной пары то÷ек äвух СтА упрощает
сöепку, но привоäит к необхоäиìости äеìпфирова-
ния кинети÷еской энерãии сбëижения и выравнива-
ния при свобоäных уãëовых переìещениях аãреãа-
тов относитеëüно öентра заöепëения. Это обусëов-
ëивает испоëüзование нескоëüких типов буферных
звенüев, разнообразие их распоëожения и соответ-
ственно кинеìати÷еских схеì СтМ этоãо типа.
Движение кажäоãо буферноãо звена СтМ обеспе-

÷ивается оäной иëи нескоëüкиìи вспоìоãатеëüны-
ìи КЦ, которые соеäиняþтся с ниì вращатеëüныìи
øарнираìи и не изìеняþт ÷исëа еãо степеней сво-
боäы, опреäеëяеìоãо функöионаëüныì назна÷е-
ниеì. Так как вращатеëüный øарнир, соеäиняþ-
щий буферное звено и k-þ вспоìоãатеëüнуþ КЦ,
наëаãает mk связей на их относитеëüное переìеще-
ние, то ÷исëо степеней свобоäы этой öепи равно
nk = mk. Дëя пространственных КЦ nk = mk  {3, 4},
äëя пëоских nk = mk = 2. Чисëо структур, уäовëет-
воряþщих этоìу усëовиþ, оãрани÷ено. Простран-
ственные КЦ ìоãут бытü виäа R2P1R3, R2C2R2,
R1R2R3 и R2R2R2, R3P1R2, R1R3R2, пëоских — тоëü-
ко R1P1R1 и R1R1R1. Зäесü R обозна÷ает вращатеëü-
ный øарнир, P — поступатеëüный, C — öиëинä-
ри÷еский, нижний инäекс — ÷исëо степеней еãо
поäвижности, посëеäоватеëüностü øарниров ука-
зана от корня к терìинаëüноìу теëу.
Стыково÷ные ìеханизìы, в которых буферные

звенüя и их вспоìоãатеëüные КЦ образуþт кине-
ìати÷еские контуры, явëяþтся параëëеëüныìи ìе-
ханизìаìи [19]. При их проектировании разìеры
звенüев выбираþтся такиì образоì, ÷тобы искëþ-
÷итü синãуëярные конфиãураöии. Поэтоìу кëасс
МС, покрываþщий существуþщие и потенöиаëüно

возìожные кинеìати÷еские схеìы СтМ, иìеет
сëеäуþщие особенности:
 при наëи÷ии кинеìати÷еских контуров разäеëе-
ние øарнирных переìенных на независиìые и
зависиìые явëяется фиксированныì, при этоì
отсутствуþт синãуëярные конфиãураöии, в ко-
торых уравнения контурных связей не иìеþт
реøения;

 кажäый кинеìати÷еский контур ìожет бытü
разäеëен на äве ветви, на÷инаþщиеся от общеãо
äëя них корневоãо теëа, — независиìуþ, управ-
ëяеìуþ, äвижение которой описывается тоëüко
независиìыìи øарнирныìи переìенныìи, и
поëностüþ зависиìуþ, в которой все øарнир-
ные переìенные явëяþтся зависиìыìи;

 корневое теëо контура ìожет бытü основаниеì
ìеханизìа (в этоì сëу÷ае оно иìеет ноìер 0)
иëи поäвижныì звеноì независиìой КЦ (еãо
ноìер боëüøе нуëя);

 независиìые ветви ìоãут иìетü структуру äере-
ва, они ìоãут заìыкатü контуры своиìи нетер-
ìинаëüныìи (äаëее — заìыкаþщиìи) теëаìи,
т. е. они ìоãут иìетü "открытые" КЦ вне кине-
ìати÷еских контуров;

 все зависиìые ветви иìеþт структуру простой
КЦ, в которой терìинаëüное теëо заìыкает со-
ответствуþщий контур;

 контуры ìоãут бытü независиìыìи, коãäа кор-
невое теëо оäноãо распоëожено на независиìой
КЦ äаëüøе от основания, ÷еì заìыкаþщее теëо
äруãоãо, параëëеëüныìи (иìеþщиìи оäинако-
вые корневые и заìыкаþщие теëа) и внутрен-
ниìи (коãäа корневое и терìинаëüное теëа оä-
ной зависиìой ветви нахоäятся ìежäу корне-
выì и терìинаëüныì теëаìи äруãой зависиìой
ветви, которая по отноøениþ к первой явëяется
независиìой).
При ìоäеëировании äвижения исхоäная МС за-

ìеняется преобразованной, в которой кинеìати÷е-
ские контуры разìыкаþтся путеì заìещения уравне-
нияìи связей øарниров, соеäиняþщих вспоìоãа-
теëüные КЦ с управëяеìыìи теëаìи. Заìещение
иìенно этих øарниров уìенüøает äëины КЦ и объ-
еì вы÷исëений äëя ìатриöы обобщенной инерöии.
Преобразованная МС посëе разìыкания кине-

ìати÷еских контуров иìеет структуру äерева с не-
зависиìой (управëяеìой) и зависиìыìи ветвяìи.
Независиìая ветвü иìеет нуëевой инäекс. Нуìера-
öия зависиìых КЦ и заìещаеìых øарниров соот-
ветствует посëеäоватеëüности разìыкания контуров
и на÷инается с 1. Сна÷аëа разìыкаþтся все внеøние.
Дëя параëëеëüных и независиìых контуров посëе-
äоватеëüностü ìожет бытü произвоëüной. Посëе
этоãо разìыкаþтся внутренние контуры, образо-
ванные тоëüко зависиìыìи КЦ. Есëи их вëожен-
ностü превыøает 1, то сна÷аëа разìыкаþтся боëее
внеøние.
Свойства СтМ как МС описываþтся табëи÷ны-

ìи структураìи äанных. Кажäая строка в табëиöе
описания äревовиäной структуры МС соответствует
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ноìеру теëа и еãо вхоäноãо øарнира и соäержит
ноìер ветви и ноìер преäøествуþщеãо теëа. Ну-
ìераöия теë и их вхоäных øарниров на÷инается с
независиìой ветви и ìожет бытü произвоëüной в
раìках äревовиäной структуры. Зависиìые ветви
явëяþтся простыìи кинеìати÷ескиìи öепяìи, ну-
ìераöия теë в них посëеäоватеëüная. В табëиöу
описания теë заносятся их ãеоìетри÷еские и инер-
öионные параìетры, а в табëиöу описания øарни-
ров — коэффиöиенты жесткости и äеìпфирова-
ния, признаки наëи÷ия внутренних активных сиë
и ìоìентов. В табëиöе описания кинеìати÷еских
контуров кажäая строка соäержит ноìер корневоãо
теëа контура, ноìера первоãо и терìинаëüноãо теë
в зависиìой ветви, ноìер теëа в независиìой ветви,
заìыкаþщеãо контур, и тип заìещаеìоãо øарнира.

Кинематика двух взаимодействующих твердых тел

Движение МС опреäеëяется относитеëüно ее ос-
нования (теëо 0) и связанной с ниì систеìы коор-
äинат (СК) x0y0z0. В КЦ j-е теëо Bj ÷ерез øарнир Jj
взаиìоäействует с непосреäственно преäøествуþ-
щиì еìу теëоì Bp(j) (сì. рисунок). Дëя простой КЦ
p(j) = j – 1. С øарнироì Jj, теëаìи Bp(j) и Bj связаны

поëþса  и Oj, которые явëяþтся на÷аëаìи

ëокаëüных СК , ,  и xjyjzj. Относи-

теëüные поступатеëüное и уãëовое переìещения в
øарнире Jj описываþтся вектороì tj и ìатриöей
направëяþщих косинусов aj, эëеìенты которых за-
висят от øарнирной коорäинаты pj. Относитеëüно СК

xp(j)yp(j)zp(j) поëожение СК , ,  оп-

реäеëяется постоянныìи вектороì  и ìатриöей

направëяþщих косинусов , а поëожение СК

xjyjzj — вектороì rp(j), j и ìатриöей направëяþщих
косинусов bj. Центр ìасс (ЦМ) j-ãо теëа относитеëü-
но xjyjzj заäается постоянныì вектороì dj. Тензор
инерöии Ij j-ãо теëа опреäеëяется в осях СК xjyjzj.
Кинеìати÷еские соотноøения, как и рассìат-

риваеìые äаëее аëãоритìы, записываþтся с ис-
поëüзованиеì бëо÷ных ìатриö

aj = Bjap(j) +  + hj, (1)

ãäе aj = [ , ]т — (6 Ѕ 1)-бëо÷ный вектор абсо-

ëþтноãо ускорения j-ãо теëа;  = [( )т, ( )т]т —

(6 Ѕ 1)-бëо÷ный вектор относитеëüноãо ускорения

в øарнире;  = [( )т, ( )т]т — (6 Ѕ 1)-бëо÷-

ная ìатриöа парöиаëüных скоростей;

Bj = ;

hj =  = ; (2)

bj=aj ; rp(j), j= +( )тtj;  = bjwp(j) —

уãëовая скоростü преäøествуþщеãо теëа, выражен-

ная в систеìе коорäинат теëа j; wj =  +  —

абсоëþтная уãëовая скоростü j-ãо теëа в еãо ëокаëü-

ной СК;  =  и  =  — относи-

теëüные скорости поступатеëüноãо и уãëовоãо äви-

жений в j-ì øарнире; a Ѕ b = b,  — кососиì-
ìетри÷еская ìатриöа, образованная из коìпонент
вектора a.

Модификация алгоритма составного тела 
для механических систем твердых тел 

со структурой дерева

Дëя описания äвижения преобразованной äре-
вовиäной МС и посëеäуþщеãо у÷ета кинеìати÷е-
ских контуров испоëüзуþтся УД в заìкнутой форìе
A  = b, ãäе A — (n Ѕ n)-ìерная ìатриöа обобщен-
ной инерöии, b — (n Ѕ 1)-ìерный вектор обобщен-
ных сиë,  — (n Ѕ 1)-ìерный вектор относитеëüных
ускорений в øарнирах.
Наибоëее эффективный аëãоритì составноãо

теëа äëя рас÷ета коэффиöиентов таких уравнений
записывается обы÷но äëя МС со структурой простой
КЦ на непоäвижноì основании. Ниже рассìатри-
вается еãо ìоäификаöия äëя МС со структурой äе-

Геометрия и системы координат двух взаимодействующих твер-
дых тел кинематической цепи МС
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рева на поäвижноì основании — косìи÷ескоì ап-
парате. В бëо÷но-ìатри÷ной форìе записи аëãо-
ритìа испоëüзуþтся Mj — (6 Ѕ 6)-ìерная ìатриöа
инерöии теëа в поступатеëüноì и уãëовоì äвиже-
нии относитеëüно поëþса Oj и sj — (6 Ѕ 1)-ìерный
вектор инерöионных и активных внеøних сиë и их
ìоìентов относитеëüно тоãо же поëþса:

Mj = ; sj =  – , (3)

ãäе mj — ìасса теëа; dj — раäиус-вектор поëожения
öентра ìасс относитеëüно СК xjyjzj; Ij — тензор

инерöии теëа относитеëüно этой же СК; ,  —

суììарные внеøняя сиëа и внеøний ìоìент от-
носитеëüно то÷ки Oj.
В äревовиäной МС в отëи÷ие от простой КЦ теëо

с ìенüøиì ноìероì ìожет не преäøествоватü теëу
с боëüøиì ноìероì на пути из основания. В этоì
сëу÷ае ìежäу теëаìи отсутствует непосреäственная
кинеìати÷еская связü. Даëее приниìается, ÷то те-
ëо j явëяется корневыì äëя теëа i, есëи оно ëежит
на пути из основания в теëо i и нахоäится бëиже
к основаниþ. Этот факт отìе÷ается зна÷ениеì
RB(i, j) = 1 эëеìента ìатриöы RB, которая вы÷ис-
ëяется оäнократно, äо на÷аëа работы аëãоритìа по
табëиöе описания структуры äревовиäной МС.
Аëãоритì рас÷ета эëеìентов ìатриöы A обоб-

щенной инерöии äревовиäной МС n теë с n степе-
няìи поäвижности записывается в виäе сëеäуþще-
ãо псевäокоäа:

for j = 1 to n do

 =  = 

 = Mj

for i = j + 1 to n do
if RB(i, j) = 1 then do

 = Bi

 = Mi

end
end
for i = n to j do

if RB(i, j) = 1 then do

Ai, j = ( )т

if p(i) l j then  =  + 

end
end

end

Абсоëþтное ускорение звенüев СтМ опреäеëя-
ется суììой их ускорений относитеëüно основания и

переносныì ускорениеì этоãо основания. Поэтоìу
сиëы и ìоìенты инерöии, обусëовëенные пере-
носныì äвижениеì, äоëжны бытü перенесены в
правуþ ÷астü УД, т. е. у÷тены при вы÷исëении век-
тора b обобщенных сиë. Ускорения КА, на котороì
установëен активный СтА с СтМ, ìаëы по сравне-
ниþ с ускоренияìи звенüев ìеханизìа, но еãо уãëо-
вая скоростü ìожет постепенно нарастатü äо отно-
ситеëüно боëüøих зна÷ений. Поэтоìу в УД СтМ
у÷итывается переносные уãëовая скоростü wD, A ак-
тивноãо аãреãата и обусëовëенные этой скоростüþ
уãëовое и поступатеëüное ускорения eD, A, wD, A.
Вектор wD, A, выраженный в СК активноãо СтА,
т. е. в СК x0y0z0 основания СтМ, опреäеëяется
соотноøениеì

wD, A = aCD, A(wA + ),

в котороì wA — уãëовая скоростü КА, на котороì

установëен активный СтА, и  — скоростü еãо

изãибных коëебаний в ìесте установки СтА, выра-
женные в СК, связанной с еãо ЦМ; aCD, A — ìат-
риöа преобразования из СК в ЦМ КА в СК СтА с
у÷етоì этих коëебаний. Скоростü w0 = wD, A осно-
вания СтМ явëяется на÷аëüной при рекуррентноì

опреäеëении wj = bjwp(j) +  уãëовых скоростей еãо

звенüев, которое преäøествует вы÷исëениþ бëо÷-
ных векторов hj, sj и вектора b обобщенных сиë.

Переносное ускорение активноãо СтА неëиней-
но зависит от уãëовых скоростей КА, записывается
в виäе бëо÷ноãо вектора

 =  = ,

в котороì rCD, A — вектор поëожения öентра СтА
относитеëüно СК ЦМ с у÷етоì упруãих коëебаний

конструкöии КА;  — скоростü коëебаний этоãо

öентра. Поäробнее ìоäеëü упруãих коëебаний КА
при стыковке описана в работе [8].
При рекуррентноì вы÷исëении вектора b обоб-

щенных сиë по аëãоритìу составноãо теëа у÷ет инер-
öионных сиë переносноãо äвижения СтМ эквива-
ëентен заäаниþ на÷аëüных усëовий в виäе  = aD, A.
В отëи÷ие от траäиöионной записи аëãоритìа при

вы÷исëении о÷ереäной коìпоненты вектора b к бëо÷-

ноìу вектору  внеøних и инерöионных сиë äобав-

ëяется бëо÷ный вектор  = [( )т , ( )т ]т

внутренних активных сиë и ìоìентов в øарнирах.
Вы÷исëение вектора b обобщенных сиë реаëи-

зуþтся посëеäоватеëüно äëя всех теë в соот-
ветствии с табëи÷ныì описаниеì структуры МС:
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 = aD, A

for j = 1 to n do

 = Bj  + hj

 = Mj  – sj,  = 

end
for j = n to 1 do

bj = ( )т(  – )

if p(j)  0 then  =  + 

end

Вектор  =  испоëüзуется äаëее при рас÷ете
реакöий в øарнирах, сиëы и ìоìента, äействуþ-
щих на основание СтМ.

Определение силы и момента,
действующих на основание механизма

Уравнения äинаìики СтМ в заìкнутой форìе
не позвоëяþт опреäеëитü сиëы и ìоìенты, äейст-
вуþщие на основание ìеханизìа и вхоäящие в УД
активноãо КА. Но посëе их разреøения относи-
теëüно вектора  øарнирных ускорений ìожно
расс÷итатü абсоëþтные äекартовые ускорения и
скорости звенüев, сиëы и ìоìенты инерöии и с у÷е-
тоì внеøних и внутренних активных сиë опреäе-
ëитü искоìые веëи÷ины. Дëя этоãо преäëаãается ре-
куррентный аëãоритì, основанный, как и аëãоритì
составноãо теëа, на испоëüзовании тоëüко простей-
øих øарниров с оäной степенüþ поäвижности.
Вы÷исëение сиë и ìоìентов, äействуþщих на ос-

нование МС, реаëизуется посëеäоватеëüно äëя всех
теë МС в хоäе пряìоãо и обратноãо рекуррентных
проöессов. В первоì, пряìоì по известныì øар-
нирныì ускоренияì и вектораì  вы÷исëяþтся
суììарные векторы инерöионных и внеøних сиë и
ìоìентов, äействуþщих на кажäое теëо:

for j = 1 to n

 = 

 = Bj  + 

 = –Mj  + 

end

Во второì, обратноì рекуррентноì проöессе
вы÷исëяþтся сиëы и ìоìенты, äействуþщие на
все преäøествуþщие теëа всех КЦ и в итоãе (при
p(j) = 0) на основание ìеханизìа:

for j = n to 1

if  = 1 then   = –  + (  + )

else   = –  + (  + )

 =  +   

end

Переä на÷аëоì этих вы÷исëений äëя всех теë
МС бëо÷ный вектор сиë и ìоìентов, äействуþщих
со стороны всех посëеäуþщих теë, , j = , ра-
вен нуëþ.
Зна÷ение параìетра  = 1 опреäеëяет поступа-

теëüный тип øарнира. Бëо÷ные (6 Ѕ 6)-ìерные ìат-
риöы еäини÷ных векторов реакöий äëя поступа-
теëüноãо и вращатеëüноãо øарниров равны

 = diag[Ek, j, 13],  = diag[13, Ek, j],

ãäе Ek, j = ej, k  1  + ej, k  2  — (3 Ѕ 3)-

ìерная ìатриöа, составëенная из еäини÷ных век-
торов реакöий, обусëовëенных k-й осüþ поäвиж-
ности (k  {1, 2, 3} в j-ì øарнире; 13 — еäини÷ная
(3 Ѕ 3)-ìерная ìатриöа; k  1 и k  2 озна÷аþт
зна÷ения инäексов, сëеäуþщих за k-ì и (k  1)-ì
из {1, 2, 3} соответственно.

Моделирование кинематических цепей стыковочных 
механизмов без кинематических контуров

СтМ öентраëüноãо типа ìоãут иìетü ÷асти÷но
иëи поëностüþ "открытуþ" КЦ со структурой
простой öепи иëи äерева, которая не образует ки-
неìати÷еских контуров. Есëи параìетры этой öепи
не привоäят к жесткиì äифференöиаëüныì урав-
ненияì, то ее äинаìика ìожет бытü расс÷итана по
аëãоритìу со÷ëененноãо теëа, в котороì посëеäова-
теëüно выпоëняþтся три рекуррентных проöесса.
В хоäе первоãо, пряìоãо (от корневоãо теëа nR l 0
к терìинаëüныì) в соответствии с выраженияìи
(2) и (3) вы÷исëяþтся вектор hj ускорений j-ãо теëа
и вектор sj äействуþщих на неãо внеøних и инер-
öионных сиë, опреäеëяеìых обобщенныìи коор-
äинатаìи и скоростяìи МС. Вторыì выпоëняется
обратный (от терìинаëüных к корневоìу теëу nR)
рекуррентный проöесс, в котороì инерöия, сиëы и
ìоìенты посëеäуþщих теë привоäятся к о÷ереäно-
ìу j-ìу теëу и еìу преäøествуþщеìу p(j)-ìу:

for j = n to nR

 = Mj + Mj

 = sj + sj

aI, j = ( )т

Nj =  – ( )т

nj = Njhj + (g + ( )т ) – 

Mp(j) = Mp(j) + NjBj

sp(j) = sp(j) – nj

end

Зäесü aI, j — ìасса иëи ìоìент инерöии, приве-
äенные к оси j-ãо øарнира; Nj — бëо÷ный тензор
инерöии, которой не противоäействуþт внутрен-
ние активные сиëа иëи ìоìент, привеäенный к
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осяì СК j-ãо теëа; nj — бëо÷ный вектор инерöион-
ных и активных сиë и ìоìентов, äействуþщих со
стороны j-ãо теëа на преäøествуþщее; Mj, sj —
бëо÷ные ìатриöа инерöии, вектор инерöионных и
активных сиë и ìоìентов всех посëеäуþщих теë,
привеäенные к о÷ереäноìу j-ìу.
Посëеäниì выпоëняется пряìой рекуррентный

проöесс рас÷ета ускорений  поä äействиеì обоб-
щенных активных сиë  в j-ì øарнире:

for j = nR to n

 = Bjap(j) + hj

 = {( )т[– (Bjap(j) + hj) + ] + }

aj =  + 

end

Корневое теëо nR такой КЦ явëяется ëибо управ-
ëяеìыì теëоì параëëеëüноãо ìеханизìа (nR > 0),
ëибо основаниеì СтМ (nR = 0).

Заключение

Опреäеëены кинеìати÷еские особенности су-
ществуþщих и потенöиаëüно возìожных СтМ КА.
Аëãоритì составноãо теëа ìоäифиöирован äëя рас-
÷ета УД в заìкнутой форìе МС со структурой äе-
рева, поëу÷енной при разìыкании кинеìати÷еских
контуров ìеханизìа, с у÷етоì переносноãо äвиже-
ния КА. Он äопоëнен аëãоритìоì рас÷ета сиë и
ìоìентов, äействуþщих на этот КА со стороны
СтМ. Даëее УД в заìкнутой форìе äëя такой МС
буäут преобразованы с у÷етоì иìеþщихся кинеìа-
ти÷еских контуров ìеханизìа. Рассìотрено приìе-
нение аëãоритìа со÷ëененноãо теëа äëя ìоäеëиро-
вания "открытых" кинеìати÷еских öепей СтМ.
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High computational efficiency of spacecraft docking dynamic simulation is needed for analysis based on a great number
of random initial conditions, and sometimes for real time simulation. From the point of view of this dynamical process, a docking
mechanism with many kinematical loops, in spite of its low mass, is more complex than a spacecraft. Some efficient simulation
algorithms for such a class of mechanical systems are considered in this paper. For efficiency purposes, they are realized using
a specialized symbolic manipulation system. Before simulation, a multi-loop mechanical system is transformed to a tree struc-
ture using constrain equations instead of individual joints. This paper states that a possibility of partitioning kinematical loops
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to controlled and dependent kinematical chains, and a limited number of structure types of the latter are typical for docking
mechanisms. This paper proposes a modification to the Composite Rigid Body Algorithm (CRBA) for a transformed tree struc-
ture mechanical system with a moving base, and an additional recursive algorithm for the calculation of the force and moment acting
on this base. Both of these supplements to CRBA allow linking of separate dynamic equations of a spacecraft and a mechanism.
The Articulated Body Algorithm (АВА) is applied to partially open kinematical chains without kinematical loops, which occur
in some central type docking mechanisms (the probe-cone type). The АВА calculates by itself the force and moment acting on
the mechanism base and the spacecraft.

Keywords: spacecraft, docking mechanism, dynamic equations, Composite Rigid Body Algorithm, Articulated Rigid Body
Algorithm
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Оптимизация кинетического момента для повышения маневренности 
космического аппарата с инерционными исполнительными органами

Введение

Эффективностü среäств и ìетоäов управëения
äвижениеì косìи÷ескоãо аппарата (КА) непосреäст-
венно вëияет на эффективностü выпоëнения öеëе-
вых проãраìì — на объеì реøаеìых заäа÷, прове-
äенных набëþäений и экспериìентов, на то÷ностü
поëу÷енных резуëüтатов, на вреìя активноãо суще-
ствования на орбите и öеëевоãо приìенения КА и
т. ä. К пробëеìе оптиìаëüноãо управëения äвиже-
ниеì КА ìноãие иссëеäоватеëи обращаëисü неоä-
нократно [1—9]. Разработка высокоэффективных
аëãоритìов управëения ориентаöией КА остается
актуаëüной и сеãоäня. КА äистанöионноãо зонäи-
рования Зеìëи, ìониторинãа, а также астрофизи-
÷еские и äруãие нау÷ные КА требуþт периоäи÷е-
ской сìены ориентаöии äëя навеäения нау÷ных
приборов и öеëевой аппаратуры на интересуþщие
у÷астки зеìной поверхности иëи обëастü небесной
сферы. Миниìизаöия äëитеëüности разворота уве-
ëи÷ит вреìя набëþäения и уëу÷øит усëовия их вы-
поëнения. Оптиìизаöия способа переориентаöии
(в сìысëе ìаневренности КА) повыøает эффек-
тивностü испоëüзования КА. Поä ìаневренностüþ
пониìается способностü КА соверøатü ìаневры
вокруã öентра ìасс за ìенüøее вреìя. Чеì быстрее
ìы ìожеì перенаöеëитü КА на новый объект на-
бëþäения (в äанноì сëу÷ае развернутü КА) иëи
провести о÷ереäнуþ коррекöиþ орбиты, теì боëüøе
поëезноãо вреìени буäет äëя выпоëнения öеëевой
заäа÷и (äëя испоëüзования КА по öеëевоìу назна-
÷ениþ — äëя поëу÷ения сниìков из косìоса, äëя
изу÷ения интересуþщих объектов, поëу÷ения ìетео-
инфорìаöии и т.ä.). Нереäко управëение ориента-
öией осуществëяется инерöионныìи испоëнитеëü-
ныìи орãанаìи (систеìой сиëовых ãироскопов иëи
ãироäинаìи) [2]. В этоì сëу÷ае разворот выпоëня-
ется за с÷ет перераспреäеëения кинети÷ескоãо ìо-
ìента ìежäу систеìой ãироäинов и корпусоì КА.
Дëя искëþ÷ения "насыщения" ãиросистеìы ее суì-
ìарный кинети÷еский ìоìент не äоëжен превыøатü
äопустиìоãо зна÷ения. Нахожäениþ оптиìаëüноãо
по вреìени режиìа переориентаöии КА, при ко-

тороì запас кинети÷ескоãо ìоìента систеìы ãиро-
äинов быë бы äостато÷ныì, посвящена äанная
статüя. Управëяþщей функöией с÷итается кинети-
÷еский ìоìент КА.

Уравнения движения и постановка 
задачи оптимального управления

Поä поворотныì ìаневроì пониìаþт перевоä
связанных осей КА из оäноãо известноãо уãëовоãо
поëожения в äруãое известное (обы÷но заäанное)
уãëовое поëожение за коне÷ное вреìя Т. Поëаãаеì,
÷то управëение уãëовыì поëожениеì КА осуществ-
ëяется посреäствоì испоëнитеëüных ìеханизìов,
созäаþщих вращаþщие ìоìенты относитеëüно всех
трех ãëавных öентраëüных осей инерöии КА. Уãëо-
вое äвижение КА как тверäоãо теëа буäеì описы-
ватü кинеìати÷ескиìи уравненияìи, записанны-
ìи в кватернионных переìенных:

(1)

ãäе j (j = ) — коìпоненты кватерниона  [1],
который заäает äвижение связанноãо базиса Е, об-
разованноãо ãëавныìи öентраëüныìи осяìи инер-
öии КА, относитеëüно инерöиаëüноãо базиса I;
Li (i = ) — проекöии вектора L кинети÷ескоãо
ìоìента КА на оси связанноãо базиса E; Ji — ãëавные
öентраëüные ìоìенты инерöии КА. Уравнения (1)
иìеþт ãрани÷ные усëовия (0) = н и (Т) = к, ãäе
Т — вреìя окон÷ания ìаневра переориентаöии. Ква-
тернионы н и к иìеþт произвоëüные напереä за-
äанные зна÷ения, äëя которых к  н и н =
=к = 1 (кватернион  принят норìированныì
[1] äëя уäобства).
В öеëях повыøения ìаневренности КА опти-

ìаëüныì буäеì с÷итатü äвижение, при котороì äëи-
теëüностü ìаневра Т ìиниìаëüна. Поскоëüку ìа-

Решается задача улучшения маневренности космического аппарата (КА) с инерционными исполнительными органами (системой
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невр разворота выпоëняется с поìощüþ сиëовых
ãироскопов [2], существенной характеристикой ста-
новится кинети÷еский ìоìент корпуса КА. При
управëении ориентаöией КА сиëовыìи ãироскопа-
ìи кинети÷еский ìоìент G ãиросистеìы äоëжен на-
хоäитüся внутри заäанной оãрани÷енной обëасти S,
выхоä за которуþ привоäит к потере управëяеìос-
ти КА. Чтобы разворот произоøеë без "разãрузки"
ãиросистеìы, в ëþбой ìоìент вреìени ìоäуëü ки-
нети÷ескоãо ìоìента систеìы ãироäинов äоëжен
бытü завеäоìо ìенüøе раäиуса R0 сферы, вписан-
ной в обëастü возìожных зна÷ений кинети÷ескоãо
ìоìента ãиросистеìы S (R0 > 0) [9—11]. Есëи воз-
ìущаþщие ìоìенты ìаëы, то общий кинети÷е-
ский ìоìент КА как тверäоãо теëа с вращаþщи-
ìися ìассаìи равен иëи бëизок нуëþ (L + G  0).
Поэтоìу оптиìаëüное äвижение КА äоëжно уäов-
ëетворятü усëовиþ

 +  +  m , (2)

ãäе Lmax — ìаксиìаëüно äопустиìое зна÷ение ки-
нети÷ескоãо ìоìента, такое, ÷то 0 < Lmax < R0 (за-
пас кинети÷ескоãо ìоìента R0 – L> 0 необхоäиì
äëя испоëüзования еãо на коìпенсаöиþ преäпоëа-
ãаеìых возìущаþщих ìоìентов Мв).
Заäа÷у оптиìаëüноãо управëения форìаëизуеì

сëеäуþщиì образоì: необхоäиìо развернутü КА из
поëожения (0) = н в поëожение (Т) = к в соот-
ветствии с уравненияìи (1) при оãрани÷ении (2) за
ìиниìаëüное вреìя Т. Принöипиаëüныì отëи÷и-
еì от известных заäа÷ оптиìизаöии явëяется то,
÷то хотя в заäа÷е (1)—(2) Lmax — постоянная веëи-
÷ина, саìо зна÷ение Lmax поäëежит оптиìизаöии
(есëи иìетü в виäу äействие на КА возìущаþщих
ìоìентов).
Особенностü повыøения ìаневренности КА,

управëяеìоãо сиëовыìи ãироскопаìи (ãироäинаìи),
закëþ÷ается в необхоäиìости опреäеëения веëи-
÷ины Lmax и реøении заäа÷и ìаксиìаëüноãо быст-
роäействия как кëасси÷еской заäа÷и оптиìаëüноãо
управëения (Lmax äоëжна бытü как ìожно бëиже к
R0, но при этоì äостато÷ной äëя коìпенсаöии воз-
ìожных возìущений иëи откëонений). Коãäа воз-
ìущаþщие ìоìенты пренебрежиìо ìаëы, зна÷е-
ние Lmax ìожеì с÷итатü известныì (наприìер,
Lmax = 0,95R0). В противноì сëу÷ае (коãäа äейст-
вие возìущаþщих ìоìентов необхоäиìо у÷иты-
ватü) заäа÷а оптиìаëüноãо управëения кинети÷е-
скиì ìоìентоì во вреìя разворота разäеëяется на
äве заäа÷и — нахожäение оптиìаëüноãо зна÷ения
Lmax и построение оптиìаëüной проãраììы изìе-
нения кинети÷ескоãо ìоìента при известноì
зна÷ении Lmax.

Решение задачи оптимального управления
без учета возмущений

В этоì сëу÷ае зна÷ение Lmax известно, и в оãра-
ни÷ении (2) Lmax — параìетр. Буäеì реøатü постав-
ëеннуþ заäа÷у (1)—(2), испоëüзуя принöип ìакси-

ìуìа Л. С. Понтряãина [12]. Управëяþщиìи пере-
ìенныìи приниìаеì коìпоненты кинети÷ескоãо
ìоìента Li. Наëи÷ие фазовоãо оãрани÷ения  = 1
несущественно, так как оно всеãäа выпоëняется (при
ëþбых äвижениях КА вокруã öентра ìасс). Пере-
ìенные j обëаäаþт сëеäуþщиì свойствоì: в сиëу
уравнений (1) норìа  кватерниона  естü ве-
ëи÷ина постоянная,  +  +  +  = const.
В на÷аëüный ìоìент вреìени (0) = н = 1, по-
этоìу (t) = 1 в ëþбой ìоìент вреìени t  [0, T].
Так как критерий оптиìаëüности не вкëþ÷ает по-
зиöионных коорäинат j, ìы ìожеì испоëüзоватü
универсаëüные переìенные ri (i = ) [3], заìеняþ-
щие сопряженные переìенные. Дëя заäа÷и ìакси-
ìаëüноãо быстроäействия (иëи ìаксиìаëüной ìа-
невренности КА) функöия Гаìиëüтона Н равна

H = –1 + L1r1/J1 + L2r2/J2 + L3r3/J3. (3)

Оптиìаëüные функöии ri как коìпоненты век-
тора r уäовëетворяþт уравненияì

 = L3r2/J3 – L2r3/J2;  = L1r3/J1 – L3r1/J3;

 = L2r1/J2 – L1r2/J1. (4)

Функöия Гаìиëüтона Н составëена без у÷ета оã-
рани÷ения  = 1 äëя фазовых переìенных в сиëу
равенства (0) = 1, о ÷еì äоãовориëисü выøе.
Вектор r непоäвижен относитеëüно инерöиаëüноãо
базиса I, из-за ÷еãо r = const  0. Реøение r(t)
систеìы (4) опреäеëяется на÷аëüныì н и коне÷-
ныì к поëоженияìи КА. Оптиìаëüная функöия
r(t) вы÷исëяется ÷ерез кватернион (t) [1, 3]:

r =  é cE é , ãäе cE = н é r(0) é  = const

(составëяþщие вектора cE — проекöии вектора r на
оси инерöиаëüноãо базиса I). Систеìа (4) совìестно
с требованиеì ìаксиìаëüности ãаìиëüтониана H и
усëовияìи трансверсаëüности r(0)  0, r(T)  0 и
Н(Т) = 0 явëяþтся необхоäиìыìи усëовияìи опти-
ìаëüности (заìетиì, ÷то соответствуþщиì выбороì
оптиìаëüноãо зна÷ения r всеãäа ìожно äобитüся,
÷тобы H(T) = 0). Усëовия ìаксиìуìа функöии H
опреäеëяþт искоìое реøение L(t); ãрани÷ные ус-
ëовия по поëожениþ (äëя (0) и (Т)) опреäеëяþт
реøения (t) и r(t).
Краевая заäа÷а принöипа ìаксиìуìа закëþ÷а-

ется в опреäеëении зна÷ения r (0), при котороì ре-
øение систеìы äифференöиаëüных уравнений (1),
(4) с оäновреìенной ìаксиìизизаöией в кажäый
ìоìент вреìени функöии Гаìиëüтона Н уäовëет-
воряет усëовияì разворота (0) = н и (Т) = к.
В сëу÷ае Lm Lmax ìаксиìуì ãаìиëüтониана Н

буäет äостиãатüся при L = Lmax, и поэтоìу опти-
ìаëüные функöии Li опреäеëяþтся зависиìостяìи

Li = , i = .
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Поскоëüку оптиìаëüные управëяþщие функöии
Li не зависят от r, перейäеì к норìированноìу
вектору р = r/r и обозна÷иì r0 = r = const =
= r(0) 0. Дëя проекöий pi орта р на оси связан-
ноãо базиса Е справеäëивы уравнения

 = L3p2/J3 – L2p3/J2;  = L1p3/J1 – L3p1/J3;

 = L2p1/J2 – L1p2/J1; (5)

Li = , i = . (6)

В äаëüнейøеì буäеì испоëüзоватü коìпоненты pi
вектора р; тоãäа ri = r0pi, ãäе r0 — константа, кото-
руþ необхоäиìо опреäеëитü в проöессе оптиìиза-
öии. Необхоäиìое усëовие оптиìаëüности ìожно
записатü в виäе

Li = bpi/Ji, (7)

ãäе b > 0 — скаëярная веëи÷ина.
Гаìиëüтониан Н не зависит явно от вреìени, и

äëитеëüностü Т не фиксирована. Поэтоìу Н = 0 в
ëþбой ìоìент вреìени t, а не тоëüко Н(Т) = 0 в ко-
не÷ный ìоìент вреìени t = T [13]. Поäставив оп-
тиìаëüные зна÷ения функöий Li, вы÷исëенные по
соотноøенияì (6), в выражение (3) äëя функöии Н
с у÷етоì равенств ri = r0pi, поëу÷иì уравнение

( /  + /  + / ) = 1, из котороãо

сëеäует /  + /  + /  = const и

r0 = 1/LmaxС — оптиìаëüное зна÷ение, ãäе C =

= ; р10, р20, р30 — коìпо-

ненты вектора р0 = p(0).

Заäа÷а построения оптиìаëüноãо управëения
свеëасü к реøениþ систеìы уравнений уãëовоãо
äвижения КА (1) и уравнений (5) при усëовии, ÷то
управëение L выбрано из требования (6). Сфорìу-
ëированная заäа÷а управëения (1)—(2) реøается äо
конöа. Усëовия ìаксиìуìа функöии H опреäеëяþт
оптиìаëüное реøение L(t). На всеì интерваëе äви-
жения 0 < t < Т КА äоëжен вращатüся с постоянныì
по ìоäуëþ кинети÷ескиì ìоìентоì L = const
(поэтоìу во вреìя иäеаëüноãо по ìаневренности
разворота b = const). Уравнения (1) и (5) совìестно
с соотноøенияìи (7) образуþт заìкнутуþ систеìу
уравнений. Зна÷ение параìетра С зависит от век-
тора р(0), который, в своþ о÷ереäü, опреäеëяется
ãрани÷ныìи зна÷енияìи (0), (Т) и ìоìентаìи
инерöии J1, J2, J3.
Такиì образоì, заäа÷а построения оптиìаëüноãо

управëения L(t) состоит, ãëавныì образоì, в нахож-
äении такоãо зна÷ения вектора р(0), при котороì в
резуëüтате äвижения КА в соответствии с уравне-
нияìи (1), (5), (7) и (0) = н выпоëняется равен-
ство (Т) = к. Общее реøение привеäенной сис-
теìы уравнений найти практи÷ески невозìожно.

Труäностü закëþ÷ается в опреäеëении ãрани÷ных
зна÷ений p(0) и p(T), которые связаны выражениеì

к é p(Т) é  = н é p(0) é 

иëи р(Т) =  é р(0) é p,

ãäе p =  é к — кватернион разворота.
Заäа÷а оптиìаëüноãо управëения с у÷етоì оãра-

ни÷ения (2) буäет реøена, есëи ìы найäеì реøе-
ние систеìы уравнений (1), (5), (6), уäовëетворяþ-
щее ãрани÷ныì усëовияì (0) = н и (Т) = к.
Оптиìаëüный кинети÷еский ìоìент L связан с
кватернионоì ориентаöии  равенствоì

L = J –1Lmax  é cP é /C, (8)

ãäе cР = const = н é p0 é ; J = diag(J1, J2, J3) —
тензор инерöии КА (напоìниì, ÷то рi 0 = рi(0)).
Кëþ÷евой искоìой характеристикой явëяется зна-
÷ение вектора р0 = p(0).
Реøение L(t) во вреìя кинеìати÷ески оптиìаëü-

ноãо разворота (без оãрани÷ений на ìоìенты Мi)
обëаäает сëеäуþщиìи свойстваìи (интеãраëаìи
äвижения):

 +  +  = const,

 +  +  = const. (9)

Поскоëüку управëениеì с÷итается вектор L ки-
нети÷ескоãо ìоìента КА, то поставëеннуþ кине-
ìати÷ескуþ заäа÷у оптиìаëüноãо разворота ìожно
с÷итатü реøенной — уравнения (1), (5) и (6) с у÷е-
тоì ãрани÷ных усëовий (0) = н, (Т) = к поë-
ностüþ опреäеëяþт искоìое реøение L(t). Уравне-
ния äëя управëяþщих функöий Li форìаëизуþтся
сëеäуþщиì образоì:

(10)

Оптиìаëüное управëение пространственныì
разворотоì закëþ÷ается в сообщении КА на÷аëü-
ных усëовий äвижения (рас÷етноãо кинети÷ескоãо
ìоìента в на÷аëе разворота), поääержании враще-
ния КА с требуеìыì (проãраììныì) изìенениеì
кинети÷ескоãо ìоìента L(t), при котороì еãо ìоäуëü
иìеет постоянное зна÷ение L = const, и сбросе
иìеþщеãося кинети÷ескоãо ìоìента äо нуëя в ìо-
ìент вреìени t = Т, коãäа (t) = к (при äостижении
КА коне÷ноãо поëожения к). Основная заäа÷а —
нахожäение закона изìенения вектора p(t), ÷тобы
в резуëüтате реøения систеìы уравнений (1), (5), (6)
с на÷аëüныìи усëовияìи (0) = н ãрани÷ное ус-
ëовие (T) = к на правоì конöе быëо выпоëнено
(опреäеëение вектора p(0) — саìостоятеëüная и äо-
стато÷но непростая заäа÷а).
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Практи÷еское зна÷ение иìеþт заäа÷и, в кото-
рых L(0) = L(Т) = 0 (такие усëовия разворота КА
наибоëее характерны). Разуìеется, в ìоìенты вре-
ìени t = 0 и t = T кинети÷еский ìоìент äëя ноìи-
наëüной проãраììы вращения КА, опреäеëяеìый
уравненияìи (6), не равен нуëþ. Сëеäоватеëüно,
неизбежны перехоäные у÷астки: разãон — перехоä
из состояния покоя (коãäа L = 0) на режиì враще-
ния с кинети÷ескиì ìоìентоì ìаксиìаëüной ве-
ëи÷ины Lmax — и торìожение — ãаøение кинети-
÷ескоãо ìоìента КА äо нуëя. Межäу разãоноì и
торìожениеì выпоëняþтся уравнения (5) и (7),
в которых b = Lmax/С = const.
Есëи усëовия разворота н, к и вреìя Т тако-

вы, ÷то вреìена разãона и торìожения пренебре-
жиìо ìаëы (по сравнениþ с äëитеëüностüþ всеãо
разворота), то сообщение КА необхоäиìоãо кине-
ти÷ескоãо ìоìента Lmax и ãаøение иìеþщеãося
кинети÷ескоãо ìоìента äо нуëя ìожно с÷итатü иì-
пуëüсныì, и по÷ти на всеì развороте (ìежäу раз-
ãоноì и торìожениеì) L (t) = const = Lmax с вы-
поëнениеì уравнений (8), (10). Опреäеëяþщиì
при нахожäении оптиìаëüных реøений p(t), L(t)
явëяется зна÷ение вектора р на ìоìент вреìени t = 0.
Есëи ìоìент управëения М оãрани÷ен, то сооб-

щение требуеìоãо кинети÷ескоãо ìоìента äо уровня
L = Lmax в на÷аëе разворота и ãаøение иìеþще-
ãося кинети÷ескоãо ìоìента äо нуëя в конöе раз-
ворота заниìаþт некоторое коне÷ное (отëи÷ное от
нуëя) вреìя. Интерес преäставëяет общий сëу÷ай,
коãäа усëовия разворота н и к таковы, ÷то пере-
хоäныìи у÷асткаìи (разãоноì и торìожениеì)
неëüзя пренебре÷ü. Есëи управëяþщий ìоìент М
оãрани÷ен усëовиеì

Mm т0, (11)

то законы ìаксиìаëüно быстроãо набора и ãаøения
кинети÷ескоãо ìоìента известны [4].
На участке торможения оптиìаëüное управëе-

ние иìеет виä

М = –m0L/L.

При оптиìаëüноì äвижении кинети÷еский ìо-
ìент КА не ìеняет своеãо направëения в инерöи-
аëüной систеìе коорäинат, а управëяþщий ìоìент
М составëяет с кинети÷ескиì ìоìентоì 180°. Мо-
äуëü кинети÷ескоãо ìоìента КА изìеняется по за-
кону L = Lmax – m0(t – t0), ãäе t0 — ìоìент на÷аëа
остановки вращения.
Оптиìаëüное управëение на участке разгона

иìеет виä

М = m0L/L. (12)

Моäуëü кинети÷ескоãо ìоìента на этоì у÷астке
изìеняется по закону L = m0t. И при разãоне, и при
торìожении оптиìаëüныì по быстроäействиþ
явëяется управëение, при котороì управëяþщий ìо-
ìент все вреìя параëëеëен кинети÷ескоìу ìоìенту.
В ìоìент вреìени t = 0 кинети÷еский ìоìент

КА L = 0, и äëя быстрейøеãо äостижения заäанноãо

уровня L = Lmax необхоäиìо управëение (12).
Пока L(t) < Lmax управëяþщий ìоìент М =
= m0L/L буäет оптиìаëüныì. С ìоìента вреìе-
ни tр, коãäа L(tр) = Lmax, оптиìаëüныì буäет
äвижение (5), (6), при котороì L(t) = Lmax. Из-за
наëи÷ия ãрани÷ноãо усëовия L(Т) = 0 существует
такой ìоìент вреìени tт < Т, на÷иная с котороãо
выпоëняþт ãаøение кинети÷ескоãо ìоìента с ìак-
сиìаëüныì ìоìентоì управëения М = –m0L/L
(ìоìент вреìени tт выбирается с такиì рас÷етоì,
÷тобы к ìоìенту поëной остановки L = 0 КА заняë
требуеìое уãëовое поëожение к). На интерваëах
разãона и торìожения преäеëüно ìаксиìаëüныì
явëяется управëяþщий ìоìент М (усëовие (11) пе-
рехоäит в строãое равенство), а на отрезке ìежäу
разãоноì и торìожениеì выпоëняþтся уравнения
(10) и равенство L = const = Lmax. В резуëüтате
траектория вращения КА (t) разäеëяется на три
составëяþщие: (0) — (tр), (tр) — (tт) и (tт) —
(Т). Кватернион разворота преäставиì в виäе

p =  é к = p é ноì é т,

ãäе p =  é (tр) — кватернион поворота КА за
вреìя разãона; т = (tт) é к — кватернион пово-
рота КА за вреìя торìожения; ноì = (tр) é (tт) —
кватернион поворота за вреìя вращения КА с
ìаксиìаëüныì кинети÷ескиì ìоìентоì Lmax. На-
÷аëüная и коне÷ная уãëовые скорости равны нуëþ,
и äëитеëüностü этапов разãона и торìожения буäет
оäинакова в сиëу тоãо, ÷то веëи÷ина управëяþщеãо
ìоìента постоянна M = const = m0. Оптиìаëüное
реøение L(t) на у÷астке ноìинаëüноãо äвижения
(ìежäу разãоноì и торìожениеì) обëаäает свойст-
ваìи (9), векторы М и L ортоãонаëüны, веëи÷ина
кинети÷ескоãо ìоìента ìаксиìаëüна и постоянен
L = const = Lmax.
Дëя нуëевых ãрани÷ных усëовий L(0) = L(Т) = 0

оптиìаëüный по вреìени разворот КА вкëþ÷ает
äве фазы, в те÷ение которых веëи÷ина ìоìента М
ìаксиìаëüно возìожная — фаза разãона (увеëи÷е-
ние ìоäуëя кинети÷ескоãо ìоìента) и торìожения
(ãаøение кинети÷ескоãо ìоìента äо нуëя) и фаза
ноìинаëüноãо äвижения, при котороì справеäëи-
вы уравнения (9), (10). На у÷астке разãона векторы
М и L иìеþт оäинаковое направëение, а на у÷астке
торìожения векторы М и L иìеþт противопоëож-
ные направëения; вектор кинети÷ескоãо ìоìента L
иìеет постоянное направëение в инерöиаëüноì
пространстве, но ìеняется по веëи÷ине (на у÷астке
разãона он увеëи÷ивается с нуëя äо ìаксиìаëüноãо
зна÷ения Lmax, а на у÷астке торìожения — уìенüøа-
ется äо нуëя). Движение КА во вреìя разворота
происхоäит по сëеäуþщей проãраììе изìенения
кинети÷ескоãо ìоìента: увеëи÷ение ìоäуëя век-
тора L с нуëя äо Lmax с ìаксиìаëüной скоростüþ
(M = m0) при неизìенноì направëении относи-
теëüно опорноãо базиса I; äаëее вращение вектора L
с постоянной веëи÷иной Lmax по оптиìаëüноìу за-
кону, опреäеëяеìоìу уравненияìи (5), (6) и, на-
конеö, уìенüøение ìоäуëя вектора L äо нуëя с ìак-
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сиìаëüной скоростüþ (M = m0) при неизìенноì
направëении относитеëüно опорноãо базиса I. Эта
проãраììа поëностüþ опреäеëяет äвижение КА в про-
öессе перехоäа из состояния  = н, L = 0 в состояние
 = к, L = 0, так как иìеþт ìесто уравнения (1).
Так как при торìожении КА управëяþщий ìо-

ìент М направëен строãо против кинети÷ескоãо ìо-
ìента L, то ìоìент на÷аëа торìожения ìожет бытü
спроãнозирован äостато÷но то÷но. Дëитеëüностü ос-
тановки вращения равна  = L/m0. Моìент на÷аëа
у÷астка торìожения опреäеëяется усëовиеì

4arcsin  = ,

ãäе qj — коìпоненты кватерниона рассоãëасования

(t) é к (j = 0, 1, 2, 3); i — проекöии вектора уã-
ëовой скорости КА w на оси связанной с КА сис-
теìы коорäинат; K = Jw– веëи÷ина кинети÷еско-
ãо ìоìента КА. Гаøение кинети÷ескоãо ìоìента
на у÷астке торìожения осуществëяется по ëиней-
ноìу закону: L(t) = Lmax – т0(t – tт), ãäе tт — ìо-
ìент на÷аëа торìожения.
Опреäеëение ìоìента вреìени tт по факти÷ескиì

(изìеренныì зна÷енияì) параìетраì äвижения (уã-
ëовоìу рассоãëасованиþ и уãëовой скорости w)
повыøает то÷ностü привеäения КА в требуеìое со-
стояние  = к, w = 0.
Особенностüþ управëения кинети÷ескиì ìо-

ìентоì КА во вреìя разворота КА за ìиниìаëüное
вреìя явëяется то, ÷то при наëи÷ии возìущаþщих
ìоìентов Мв  0 зна÷ение кëþ÷евоãо параìетра
Lmax аëãоритìа оптиìаëüноãо управëения заранее
не известно. Поэтоìу при практи÷ескоì проекти-
ровании требуется преäваритеëüно реøитü заäа÷у
опреäеëения оптиìаëüноãо зна÷ения ìоäуëя кине-
ти÷ескоãо ìоìента КА на у÷астке ìежäу разãоноì
и торìожениеì.

Задача выбора оптимального модуля
кинетического момента

Дëя КА с инерöионныìи испоëнитеëüныìи ор-
ãанаìи (сиëовыìи ãироскопаìи) крайне важно оп-
реäеëитü такое зна÷ение параìетра Lmax, ÷тобы во
вреìя äвижения КА вокруã öентра ìасс эвоëþöия
вектора G суììарноãо кинети÷ескоãо ìоìента
систеìы ãироäинов не привеëа к выхоäу еãо за пре-
äеëы обëасти S возìожных зна÷ений ("насыщения"
систеìы ãироäинов не наступит), и "разãрузки",
т. е. снятия накопëенноãо кинети÷ескоãо ìоìента
систеìы ãироäинов за с÷ет приëожения ìоìента
сиë иной прироäы (ìаãнитноãо, вкëþ÷ениеì реак-
тивных äвиãатеëей ориентаöии и äр.) не по-
требоваëосü бы. Такие äвижения КА с÷итаþтся äо-
пустиìыìи (в сìысëе управëения ориентаöией КА
без "разãрузки" систеìы ãироäинов). При этоì за-
пас кинети÷ескоãо ìоìента систеìы ãироäинов
äоëжен бытü ìаксиìаëüныì, ÷то позвоëит уìенü-

øитü вероятностü заäействования äруãих (кроìе
ãироäинов) среäств управëения ориентаöией
(наприìер, реактивных äвиãатеëей) äаже при äей-
ствии на КА возìущаþщеãо ìоìента.
В сëу÷ае нуëевых ãрани÷ных усëовий L(0) =

= L(Т) = 0 реаëизуется тоëüко оäин еäинственный
тип äвижения: первый у÷асток — разãон КА с ìак-
сиìаëüныì управëяþщиì ìоìентоì M = m0 äо
наступëения равенства L = Lmax, äаëее у÷асток
äвижения КА с постоянныì по ìоäуëþ кинети÷е-
скиì ìоìентоì L = Lmax (с выпоëнениеì ра-
венств (9), (10)) и затеì сиììетри÷ный у÷асток
торìожения КА с ìаксиìаëüныì управëяþщиì
ìоìентоì M = m0 äо поëной остановки КА
(МL). Изìенение ìоäуëя кинети÷ескоãо ìоìента
G систеìы сиëовых ãироскопов во вреìя разворота
таково, ÷то на у÷астках разãона и торìожения
d G/dt  const (так как ìоìент М управëяþщих
сиë наìноãо боëüøе возìущаþщеãо ìоìента Мв),
при÷еì в боëüøинстве сëу÷аев ìожно с÷итатü
d G/dt  = d G/dt , ãäе tр — ìоìент
окон÷ания разãона; tт — ìоìент на÷аëа торìожения.
В ãипотети÷ескоì сëу÷ае, коãäа Мв = 0, разãон КА
ìожно осуществëятü äо наступëения ситуаöии
L = R0, так как в этоì иäеаëüноì сëу÷ае L = G
и в интерваëе ìежäу разãоноì и торìожениеì
d G/dt = 0 (напоìниì, R0 — раäиус сферы, впи-
санной в обëастü S возìожных зна÷ений кинети-
÷ескоãо ìоìента G систеìы сиëовых ãироскопов).
В реаëüных усëовиях поëета Мв  0 и поэтоìу

L + G  0, а зна÷ит на у÷астке ноìинаëüноãо вра-
щения (коãäа L(t) = const) в общеì сëу÷ае
d G/dt 0. При наëи÷ии возìущаþщих ìоìен-
тов Мв  0 возникает пробëеìа — какиì äоëжно
бытü зна÷ение Lmax, ÷тобы äо окон÷ания ìаневра
возìожное увеëи÷ение веëи÷ины G быëо ìенüøе
R0 – Lmax. Хотя возìущения Мв ìоãут "поìоãатü"
развороту КА (при этоì d G/dt < 0), но ãаранти-
роватü, ÷то такое поëожение вещей буäет проäоë-
жатüся на всеì отрезке вреìени [0, tт], никак неëüзя.
Поэтоìу при выборе оптиìаëüноãо зна÷ения Lmax
необхоäиìо у÷итыватü наихуäøий сöенарий —
с÷итатü возìущения Мв ìаксиìаëüно возìожныìи
по веëи÷ине и направëенныìи против кинети÷е-
скоãо ìоìента L корпуса КА. Тоãäа dG/dt = Мв
и d |G|/dt = Мв рас, ãäе Мв рас — ìаксиìаëüно

возìожная веëи÷ина возìущаþщеãо ìоìента Мв
(т. е. Мвm Мв рас). Повеäение ìоäуëя кинети÷е-
скоãо ìоìента G ãиросистеìы, коãäа dG/dt l 0,
сëеäуþщее:

G(t) = L(t) + Мвdt,

а разниöа относитеëüно L(t) составит G m Мв рас tт =
= (Т – т)Мв рас, ãäе т — äëитеëüностü торìожения;
G = G. Мы рассìатриваеì тоëüко отрезок вреìени

K q2
2 q3

2
+

J22 2 J33 2+
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+
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[0, tт] потоìу, ÷то при торìожении КА dG/dt < 0 (так
как Мвn m0). "Насыщение" систеìы сиëовых ãи-
роскопов ìожет наступитü в преäеëüноì сëу÷ае, есëи
выпоëняется равенство L(tр) + (Т – т)Мв рас = R0.
Такиì образоì, äоëжно выпоëнятüся соотноøе-
ние: Lmax < R0 – (Т – т)Мв рас. Мы заинтересованы
в тоì, ÷тобы Lmax быëо как ìожно боëüøе (äëя ìи-
ниìизаöии вреìени Т). Оäнако с увеëи÷ениеì Lmax
запас R = R0 – Lmax уìенüøается, ÷то в своþ о÷ереäü
повыøает вероятностü наступëения "насыщения"
ãиросистеìы (выпоëнения равенства G = R0). Зäесü
становится актуаëüной заäа÷а ìаксиìаëüноãо испоëü-
зования запаса кинети÷ескоãо ìоìента R0 – L
äëя коìпенсаöии преäпоëаãаеìых возìущаþщих
ìоìентов Мв. Запиøеì уравнение, устанавëиваþ-
щее связü ìежäу оöенкой ìаксиìаëüноãо зна÷ения
возìущаþщих ìоìентов Мв рас и рас÷етныì зна-
÷ениеì Lmax. Нетруäно показатü, ÷то äëя вращений
тверäоãо теëа, уäовëетворяþщих уравненияì (5), (7),
справеäëиво равенство

|L|dt = const = SL,

ãäе веëи÷ина SL опреäеëяется искëþ÷итеëüно ква-
тернионоì разворота p =  é к и инерöионны-
ìи характеристикаìи КА J1, J2, J3 [6]. Есëи при-
нятü, ÷то на у÷астках разãона и торìожения ìоäуëü
кинети÷ескоãо ìоìента изìеняется по ëинейноìу
закону d L/dt = т, ãäе т — ìаксиìаëüная ско-
ростü изìенения ìоäуëя кинети÷ескоãо ìоìента,
то буäут справеäëивы сëеäуþщие соотноøения:

|L|dt = Lmax(Т – т) иëи Lmax(Т – Lmax/т) = SL 

(так как tр  т = Lmax/т).

Поëу÷иëи систеìу äвух уравнений. Выпиøеì
эти уравнения:

Lmax(Т – Lmax/т) = SL и Gmax  Lmax + Мв рас(Т – 
– Lmax/т) = Lmax + Мв расSL/Lmax.

Так как вращение КА без "разãрузки" систеìы ãи-
роäинов возìожно, есëи Gmax < R0, то оптиìаëüное
зна÷ение параìетра Lmax нахоäиì из уравнения

Lmax + Мв расSL/Lmax = R0.

Реøениеì посëеäнеãо уравнения относитеëüно
переìенной Lmax явëяется

Lmax = (R0 + )/2,

ãäе R0 — априорно известная веëи÷ина (зна÷ения
SL и Мв рас также известны).
Чтобы вреìя разворота Т быëо ìиниìаëüныì,

оптиìаëüныì Lmax буäет наибоëüøее зна÷ение,
уäовëетворяþщее усëовиþ Lmax + Мв расSL/Lmax < R0
(о÷евиäно Lmax < R0). Дëитеëüностü ìаневра Т 

 SL/Lmax + Lmax/т0. При m0   веëи÷ины tр  0,
т  0 и SL = LmaxТ; поэтоìу R0 – Lmax = Мв расТ =
= Мв расSL/Lmax.
Есëи ìы не ìожеì утвержäатü, ÷то Мв n m0,

то вреìя разãона (торìожения)  оöенивается ве-
ëи÷иной  = Lmax/(m0 – Мв рас). Крити÷ескиì яв-
ëяется зна÷ение Мв рас (обозна÷иì еãо Мкр), при
котороì разворот из поëожения н в поëожение к
еще возìожен без наруøения требования Gm R0.
Оно равно Мкр = /4SL. С у÷етоì äействия возìу-
щаþщеãо ìоìента Мв, априорно неизвестноãо по ве-
ëи÷ине, оптиìаëüныì зна÷ениеì буäет Lmax = R0/2.

Компьютерная апробация алгоритма
оптимального управления

Рассìотриì разворот КА на 150° из на÷аëüноãо
поëожения н, коãäа оси КА совпаäаþт с осяìи опор-
ноãо базиса I, в заäанное коне÷ное поëожение к;
эëеìенты кватерниона к равны: 0 = 0,2598202;
1 = 0,6834345; 2 = 0,5913393; 3 = 0,3401890. С÷и-
таëосü, ÷то R0 = 60 H•ì•c; J1 = 1760 кã•ì2; J2 =
= 6320 кã•ì2; J3 = 6010 кã•ì2. Мощностü испоëни-
теëüных орãанов характеризуется веëи÷иной m0 =
= 2,5 Н•ì (управëяþщий ìоìент М оãрани÷ен
сферой (11)). Посëе реøения кинеìати÷еской за-
äа÷и разворота (заäа÷и оптиìаëüноãо разворота в
иìпуëüсной постановке) быëи поëу÷ены сëеäуþщие
резуëüтаты: p0 = {0,107354; –0,031616; 0,993718} и
cР = p0 (так как н = 1). Интеãраë SL = 10195 кã•ì2.
Преäпоëожиì, ÷то по экспертныì оöенкаì

суììарный возìущаþщий ìоìент Мв не превы-
øает по веëи÷ине Мв рас = 0,05 H• ì. Поэтоìу
оптиìаëüное зна÷ение оöениì как Lmax < (R0 +

+ )/2 = 49,75 H•ì•c. Приниìаеì

Lmax = 49,7 H•ì•c. Рас÷етное вреìя разãона (тор-
ìожения)  = 19,9 с. Резуëüтаты ÷исëенноãо ìоäе-
ëирования проöесса разворота при оптиìаëüноì
управëении преäставëены на рис. 1, 2. На рис. 1
изображены ãрафики изìенения оптиìаëüных
функöий L1(t), L2(t), L3(t) по вреìени, на рис. 2 —
ãрафики изìенения коìпонент кватерниона (t) те-
кущей ориентаöии. По резуëüтатаì ìоäеëирования
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ìоìент окон÷ания разãона tр = 19,9 с, ìоìент на-
÷аëа торìожения tт = 205,2 с. Общая äëитеëüностü
ìаневра составиëа Т = 225,1 с. Необхоäиìо отìетитü,
÷то L1(t), соответствуþщая проäоëüной оси КА, —
знакопостоянная функöия вреìени (это свойство
набëþäается при ëþбых со÷етаниях ãрани÷ных
зна÷ений н и к).

Заключение

В статüе иссëеäуется пробëеìа повыøения ìа-
невренности КА путеì оптиìизаöии управëения
кинети÷ескиì ìоìентоì при разворотах в требуе-
ìое поëожение. Выписаны усëовия оптиìаëüности
режиìа переориентаöии без "разãрузки" ãиросис-
теìы и изу÷ены свойства оптиìаëüноãо простран-
ственноãо (трехìерноãо) разворота. Реøение заäа÷и
оптиìаëüноãо управëения основано на кватернион-
ноì äифференöиаëüноì уравнении, связываþщеì
кинети÷еский ìоìент КА с кватернионоì ориен-
таöии связанной систеìы коорäинат. Необхоäи-
ìые усëовия ìаксиìаëüноãо быстроäействия запи-
саны в анаëити÷ескоì виäе. В общеì сëу÷ае опти-
ìаëüный ìаневр äеëится на три характерных фазы:
раскрутка КА äо ìаксиìаëüно äопустиìоãо кине-
ти÷ескоãо ìоìента Lmax, вращение с постоянныì
по ìоäуëþ кинети÷ескиì ìоìентоì и ãаøение уãëо-
вой скорости äо нуëя. Заäа÷а управëения ориента-
öией своäится к реøениþ трех заäа÷ — наискорей-
øеìу сообщениþ КА требуеìоãо кинети÷ескоãо
ìоìента, вращениþ КА с рас÷етной скоростüþ
äвижения и ìаксиìаëüно быстроìу торìожениþ
(успокоениþ) КА. На у÷астках разãона и торìоже-
ния управëяþщий ìоìент ìаксиìаëüно возìож-
ный и параëëеëен вектору кинети÷ескоãо ìоìента.
Гëавныì отëи÷иеì от известных пубëикаöий

явëяется то, ÷то хотя в заäа÷е (1)—(2) Lmax — по-
стоянная веëи÷ина, саìо зна÷ение Lmax поäëежит
оптиìизаöии. Даны кëþ÷евые соотноøения и
уравнения äëя оптиìаëüноãо äвижения, которые
опреäеëяþт проãраììу изìенения кинети÷ескоãо
ìоìента КА. Привоäится усëовие äëя опреäеëения
ìоìента на÷аëа торìожения, испоëüзуþщее теку-
щие параìетры äвижения (инфорìаöиþ об уãëовоì

поëожении и изìерения уãëовой скорости КА), ÷то
существенно повыøает то÷ностü привеäения КА в
требуеìое поëожение. Поäробно иссëеäуется про-
бëеìа нахожäения оптиìаëüноãо ìоäуëя кинети-
÷ескоãо ìоìента ìежäу разãоноì и торìожениеì,
есëи КА развора÷ивается в усëовиях возìущений.
Поëу÷ены форìаëизованные уравнения и найäены
рас÷етные выражения äëя вы÷исëения зна÷ения
Lmax при известных усëовиях разворота — на÷аëü-
ноãо и коне÷ноãо поëожений КА и еãо инер-
öионных характеристик. Параìетр Lmax закона уп-
равëения расс÷итывается так, ÷тобы запас кинети-
÷ескоãо ìоìента систеìы ãироäинов позвоëиë
искëþ÷итü привëе÷ение äруãих орãанов управëения
(кроìе ãироäинов) äëя соверøения ìаневра и еãо
заверøения с у÷етоì äействуþщих возìущений.
Преäставëены резуëüтаты ÷исëенноãо ìоäеëирова-
ния äвижения КА в соответствии с разработанныì
способоì управëения. Преäëаãаеìый аëãоритì уп-
равëения переориентаöией КА с инерöионныìи
испоëнитеëüныìи орãанаìи позвоëяет уìенüøитü
вреìя разворота на 25...35 %.
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The problem of improvement of maneuverability of a spacecraft which is controlled by inertial actuators (system of powered
gyroscopes, by gyrodynes) is considered. We suggest to increase speed of implementation of rotary maneuvers by optimization
of control algorithms of spacecraft motion. The task of construction of optimal laws of variation in the angular momentum vector
of a spacecraft as control function so as to ensure the transition of the spacecraft from an arbitrary initial attitude to the required
final angular position at minimal time has been solved completely. Main difference is the necessity of determining during op-
timization the maximum admissible magnitude of the angular momentum since it is unknown a priori. The problem is solved
by using Pontryagin’s maximum principle, and solution is based on the quaternion differential equation relating the vector of
spacecraft angular momentum to the quaternion of orientation of the body-fixed coordinate system.

The optimality conditions of reorientation regime without "unloading" of the gyro-system are written in analytical form,
and the properties of optimal motion are studied. Key relations and the equations for construction of the optimal control pro-
gram are given. The condition for determination of the moment of the beginning of the braking which uses current parameters
of motion (information on angular position of a spacecraft and measurements of angular velocity) was given, it considerably
improves accuracy of spacecraft transfer into a required position. The aspects of determination of optimal modulus of angular
momentum between acceleration and braking if spacecraft rotates under disturbances are discussed in detail. The formalized
equations are derived, and computational expressions for calculating the optimal value of the key parameter of control law
are obtained. Results of the mathematical simulation of the spacecraft motion under the designed control method are presented.
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