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Линеаризация обратной связью
непрерывных и дискретных многомерных систем1

Введение

Оäниì из распространенных ìетоäов анаëиза и
синтеза неëинейных систеì явëяется "обы÷ная"
ëинеаризаöия — ëинеаризаöия, основанная на раз-
ëожении неëинейной функöии в окрестности то÷ки
(функöии), опреäеëяþщей заäанный режиì, в ряä
Тейëора и отбрасывании неëинейных ÷ëенов. Обы÷-
ная ëинеаризаöия заìеняет исхоäнуþ неëинейнуþ
ìоäеëü прибëиженной ëинейной ìоäеëüþ и обëа-
äает ряäоì неäостатков, ÷то в совокупности ìожет
ãарантироватü асиìптоти÷ескуþ устой÷ивостü заì-
кнутой систеìы, синтезированной на основе обы÷-
ной ëинеаризованной ìоäеëи, ëиøü на коне÷ноì
интерваëе, тоãäа как синтезированная ëинейная
систеìа асиìптоти÷ески устой÷ива в öеëоì.
Наряäу с ëинеаризаöией в окрестности то÷ки

рассìатриваþт и äруãой способ ëинеаризаöии, осно-
ванный на преобразовании обратной связüþ [1, 2].
Такой перехоä от неëинейной систеìы к ëинейной
путеì преобразования, вкëþ÷аþщеãо преобразо-
вание обратной связüþ, называþт ëинеаризаöией
обратной связüþ.
Линеаризаöия обратной связüþ (ЛОС) явëяется

не прибëиженныì, а эквиваëентныì преобразова-
ниеì: в резуëüтате ЛОС поëу÷ается систеìа, экви-
ваëентная исхоäной систеìе. При ЛОС исхоäное
управëение u заìеняется новыì управëениеì υ.
Функöия преобразования, кроìе новоãо управëения,
вкëþ÷ает вектор состояния (в ÷астноì сëу÷ае тоëüко
выхоäнуþ переìеннуþ). Поэтоìу при этоì преоб-
разовании объект охватывается обратной связüþ.
В общеì сëу÷ае возникает вопрос: существует ëи

преобразование обратной связüþ, обеспе÷иваþщее
ëинеаризаöиþ той иëи иной систеìы? Широко
известныì поäхоäоì к реøениþ заäа÷и ЛОС яв-
ëяется ìетоä преобразования систеìы к норìаëü-
ной форìе [1, 2]. Чтобы поëу÷итü норìаëüнуþ

форìу систеìы в окрестности некоторой то÷ки,
нужно указатü спеöиаëüнуþ функöиþ — выхоä
систеìы, äëя которой в этой то÷ке опреäеëена отно-
ситеëüная степенü в скаëярноì сëу÷ае иëи векторная
относитеëüная степенü в сëу÷ае векторноãо управëе-
ния. При этоì основная сëожностü при синтезе сиã-
наëа управëения υ закëþ÷ается в перехоäе от преоб-
разованных переìенных к фазовыì переìенныì ис-
хоäной систеìы. Метоä привеäения к норìаëüной
форìе приìениì при собëþäении усëовий управëя-
еìости и инвоëþтивности äëя рассìатриваеìой не-
ëинейной систеìы, ÷то не всеãäа иìеет ìесто.
Друãой поäхоä, преäëоженный в работе [3], за-

кëþ÷ается в приìенении спеöиаëüных преобразо-
ваний поäобия, позвоëяþщих привести систеìу к
канони÷ескоìу виäу, ÷то затеì существенно упро-
щает заäа÷у ëинеаризаöии обратной связüþ. Преäëо-
женные в работе [4] канони÷еские преобразования
позвоëяþт выпоëнитü ëинеаризаöиþ без рас÷ета
вспоìоãатеëüной выхоäной переìенной y = h(x).
Еще оäно преиìущество äанноãо поäхоäа закëþ-
÷ается в боëее простой технике перехоäа от фазо-
вых коорäинат преобразованной систеìы к пере-
ìенныì состояния исхоäной систеìы. Указанный
ìетоä приìениì к непрерывныì и к äискретныì
неëинейныì нестаöионарныì систеìаì. Соответ-
ствуþщие резуëüтаты по синтезу канони÷ескоãо
преобразования äëя систеì со скаëярныì управëе-
ниеì äаны в работах [4, 5].
В äанной статüе преäëаãается развитие сущест-

вуþщих резуëüтатов на сëу÷ай систеì с векторныì
управëениеì. Некоторые резуëüтаты в этоì на-
правëении äëя непрерывных систеì преäставëены
в работе [6]. Статüя построена сëеäуþщиì обра-
зоì: первый разäеë соäержит постановку заäа÷и;
второй разäеë посвящен реøениþ заäа÷и ЛОС äëя
непрерывных и äискретных систеì с векторныì
управëениеì; приìеры построения ЛОС на основе
разработанноãо ìетоäа привоäятся в третüеì раз-
äеëе; в закëþ÷ении преäставëены основные вывоäы.

Рассматриваются нелинейные непрерывные и дискретные динамические системы с векторным управлением. Приводится
явный вид канонического преобразования подобия, обеспечивающего матрице замкнутой преобразованной системы форму Фро-
бениуса. Решение задачи линеаризации обратной связью выполняется на основе представленных преобразований подобия. По-
лученные результаты иллюстрируются примерами для непрерывных и дискретных нелинейных систем.
Ключевые слова: линеаризация обратной связью, многомерная система, каноническое преобразование
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 1 Работа выпоëнена при финансовой поääержке РФФИ
(ãрант № 15-08-06859).
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1. Постановка задачи

Рассìатривается неëинейная аффинная систеìа

(t) = f(x) + gi(x)ui (1)

в непрерывноì сëу÷ае, и систеìа виäа

x(k + 1) = f(x(k)) + gi(x(k))ui(k), (1a)

— в äискретноì сëу÷ае, ãäе x ∈ Rn — вектор состоя-
ния; u ∈ Rr — вектор управëения; f(x) и gi(x) — не-
прерывно äифференöируеìые (по всеì арãуìентаì)
функöии с оãрани÷енныìи произвоäныìи.
Пробëеìа ЛОС систеìы (1) (иëи (1a) в äискрет-

ноì сëу÷ае) состоит в поиске невырожäенноãо
преобразования z = TFL(x) и управëения u = uFL,
с поìощüþ которых систеìа (1) (иëи (1a)) ìожет
бытü привеäена к канони÷еской форìе с Фробе-
ниусовой ìатриöей состояния с посëеäней функ-
öионаëüной строкой.
Дëя сëу÷ая скаëярноãо управëения (r = 1) при

усëовии существования некоторой скаëярной не-
прерывно äифференöируеìой функöии h(x) пре-
образование z = TFL(x) опреäеëяется выражениеì
[1, 2]

TFL(x) = (h(x) h(x) ... h(x))т (2)

и ЛОС заäается в виäе

uFL = –α(x)/β(x) + υ/β(x),

α(x) = h(x), β(x) = Lg h(x), (3)

ãäе υ — новый управëяþщий вхоä; h(x) — про-
извоäная Ли i-ãо поряäка от скаëярной функöии
h(x) вäоëü векторноãо поëя f.
Приìенение ЛОС (3) и преобразования (2) при-

воäит систеìу (1) к виäу

(t) = z + υ, (4)

ãäе ( , ) — канони÷еская пара в форìе Брунов-
скоãо (  — Фробениусова ìатриöа,  — стоëбеö,
все эëеìенты котороãо равны 0, а посëеäний равен 1).
Указанная проöеäура синтеза ЛОС называется

ìетоäоì норìаëüной форìы, приìениìостü кото-
роãо обеспе÷ивается собëþäениеì усëовий [1, 2]

Lgh(x) = Lg h(x) = ... = Lg h(x) = 0,

β(x) = Lg h(x) ≠ 0,

÷то не всеãäа иìеет ìесто. В таких ситуаöиях, как
правиëо, поëüзуþтся ìетоäаìи синтеза прибëи-
женной ЛОС [7—10].
В äанной статüе рассìатривается аëüтернатив-

ный поäхоä к синтезу ЛОС, основанный на ис-

поëüзовании канони÷ескоãо преобразования поäо-
бия виäа

z = T(x)x, x = T –1(x)z. (5)

Требуется найти управëение u и ìатриöу T(x)
преобразования (5), которые бы преобразовываëи
систеìу (1) (иëи в äискретноì сëу÷ае систеìу (1a))
к ëинейноìу канони÷ескоìу виäу.
Дëя непрерывных и äискретных неëинейных

систеì со скаëярныì управëениеì такое преобра-
зование быëо преäëожено, соответственно, в рабо-
тах [4, 5]. В äанной работе рассìатривается заäа÷а
приìенения указанноãо поäхоäа в сëу÷ае систеì с
векторныì управëениеì.

2. Решение задач линеаризации обратной связью

2.1. Непрерывные системы

Рассìотриì сна÷аëа систеìу со скаëярныì уп-
равëениеì, т. е. r = 1. Преäставиì систеìу (1) в
форìе ìоäеëи пространства состояний с коэффи-
öиентаìи, зависящиìи от состояния (state-depen-
dent coefficient, SDC-форìа) [11]:

(t) = A(x)x + b(x)u. (6)

Преäпоëожиì, ÷то (nЅn)-ìерная ìатриöа А(х) и
(nЅ1)-ìерный вектор b(х) непрерывны и äиффе-
ренöируеìы, иìеþт оãрани÷енные произвоäные.
Также преäпоëаãается, ÷то пара (A(x), b(x)) явëяется
поëностüþ управëяеìой, т. е. äëя ìатриöы управëя-
еìости систеìы (6) существует такое ÷исëо ε, ÷то

|det(W(x))| > ε > 0, x ∈ Rn, t l t0,

W(x) = (b(x) L1(x)b(x) ... Ln – 1(x)b(x)).

Зäесü Li(x) — ìатриöа i-й произвоäной от век-
тора x в сиëу оäнороäной систеìы (t) = A(x)x, вы-
÷исëяется из соотноøений (зäесü "•" — арãуìент) [4]

L1(•) = A(•), Lk(•) = (d/dt + A(•))Lk – 1(•).

Приìеняя преобразование (5) к выражениþ (6),
поëу÷аеì систеìу (4), äëя которой выпоëняþтся сëе-
äуþщие соотноøения (зависиìостü от x опустиì)

(t) = (z)z + u,

(z) = TAT –1 + T –1 =

= ,

 = Tb = . (7)
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∑
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∑

Lf
1 Lf

n 1–

Lf
n Lf

n 1–

Lf
i

z· A~ b~

A~ b~

A~ b~

Lf
1 Lf

n 2–

Lf
n 1–

x·

x·

z· A~ b~

A~ T·

0 1 0 … 0
0 0 1 … 0
     
0 0 0 … 1

an z( ) an 1– z( ) an 2– z( ) … a1 z( )⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

... ...

b~

0
0
 
0
1⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

...



Мехатроника, автоматизация, управление, Том 18, № 6, 2017 365

Линеаризуþщее управëение äëя канони÷еской
систеìы (7) ìожно опреäеëитü в виäе обратной связи

u(z) = K(z)z + υ(z), K = –(an(z) an – 1(z) ... a1(z)).(8)

С то÷ки зрения переìенных состояния исхоä-
ной систеìы управëения ЛОС (8) ìожно записатü
в виäе

u(x) = uFL(x) + υ(x) = K(x)T(x)x + GCT(x)x. (9)

Метоäика рас÷ета канони÷ескоãо преобразова-
ния (5) поäробно описана в работе [4]. Запиøеì
тоëüко коне÷ный резуëüтат:

T(x) = {Ti(x)}, i = ,

Ti + 1(x) = ( ) + L1(x) + ... + Li(x),

 = enG
–1(x), en = (0 0 ... 1),

G(x) = (g1, g2, ..., gn), k = ,

gk + 1(x) = Lk(x)b(x) – (Lk – 1(x)b(x)) +

+ (Lk – 1(x)b(x)) + ... + (–1)k b(x), (10)

ãäе  — биноìиаëüные коэффиöиенты (k, j).
Преобразование (5), (10) существует тоãäа и тоëü-

ко тоãäа, коãäа ìатриöа управëяеìости W(x) систе-
ìы (6) — невырожäенная äëя всех x ∈ Rn, t l t0 [4].
В ìноãоìерноì сëу÷ае систеìа (1) в SDC-фор-

ìе заäается уравнениеì

(t) = A(x)x + B(x)u. (11)

Матриöы А(х) и В(х) — (nЅn)-ìерная и (nЅr)-
ìерная соответственно, непрерывны и äифференöи-
руеìы, иìеþт оãрани÷енные произвоäные. Преäпо-
ëожиì, ÷то систеìа управëяеìа, т. е. преäпоëаãа-
ется, ÷то nЅ(nr)-ìерная ìатриöа управëяеìости

W(x) = (B(x) L1(x)B(x) ... Ln – 1(x)B(x)) (12)

иìеет ранã n äëя всех x ∈ Rn, t l t0.

Канони÷еское преобразование поäобия строится
из независиìых стоëбöов ìатриöы управëяеìости
(12). Первыì øаãоì в построении äанноãо преоб-
разования поäобия явëяется выбор n ëинейно не-
зависиìых векторов из nr стоëбöов ìатриöы уп-
равëяеìости.
С систеìой (11) буäеì ассоöиироватü n ÷исеë r0,

r1, ..., rn – 1 [12] (зависиìостü от x опустиì):

r0 = rankB, 1 m j m n – 1;

rj = rank(B, AB, ..., A jB) – rank(B, AB, ..., A j – 1B).

Кроìе тоãо, 0 m rj m r äëя 0 m j m n – 1 и rj = n,

r0 l r1 l ... l rn – 1.

С кажäыì стоëбöоì B(x) ìожно связатü ÷исëа pi

(pi — это ÷исëо rj l i), такие ÷то p1 l p2 l ... l  > 0,

pi = n.

Выбранные n ëинейно независиìых векторов
соäержат стоëбöы ìатриöы G(x) с r0 ãруппаìи стоëб-
öов, т. е. вектора , i = :

G(x) = (g11, ..., , ..., , ..., ),

gi(k + 1)(x) = Lk(x)bi(x) – (Lk – 1(x)bi(x)) +

+ (Lk – 1(x)bi(x)) + ... + (–1)k bi(x),

i = , k = .

Матриöа преобразования опреäеëяется сëеäуþ-
щиì образоì:

T(x) = ( , ..., , ..., , )т,

i = , k = ,  = einG
–1(x),

ti(k + 1)= ( )+ L1(x)+...+ Lk(x),(13)

ãäе ein, i = — n-ìерный вектор, i-й эëеìент ко-

тороãо равен 1.
Приìеняя к систеìе (11) преобразование (13),

ìы поëу÷аеì

(t) = (z)z + (z)u;

 = T(x)A(x)T –1(x) + (x)T –1(x);  = T(x)B(x);

 = ;

 = ; (14)
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ãäе

Jk = ;

Ekl = ; Bkm = .

Привеäенные ìатриöы иìеþт сëеäуþщие раз-
ìерности:

Jk – (kЅk), Ekl – (kЅl), Bkm – (kЅ1),

k = r0, r1, ..., rn – 1; l = r0, r1, ..., rn – 1; m = 2, 3, ..., r.

Матриöа (x) ìожет бытü преäставëена в виäе

(х) = C, C – (rЅr)-ìерная ìатриöа;

 = , C = .

Поскоëüку C явëяется невырожäенной ìатри-
öей, существует новая эквиваëентная систеìа
ввоäа  = Cu.
ЛОС äëя канони÷еской систеìы (14) ìожет

бытü опреäеëена в виäе обратной связи

u(z) = uFL(z) + υ(z) = C–1(K(z)z + υ(z));

K = – . (15)

Вìесто эëеìентов kij необхоäиìо взятü соответ-
ствуþщие эëеìенты ìатриö Jk, Ekl.

2.2. Дискретные системы

При r = 1, т. е. в сëу÷ае скаëярноãо управëения,
систеìа (1a) в SDC-форìе приìет виä

x(k + 1) = A(x(k))x(k) + b(x(k))u(k), (16)

ãäе x(k) — вектор состояния в ìоìент вреìени k,
(nЅn)-ìерная ìатриöа А(х) и (nЅ1)-ìерный век-
тор b(х) равноìерно оãрани÷енны. Ввеäя обо-
зна÷ения

x(k) = xk, A(x(k)) = Ak, b(x(k)) = bk,

опреäеëиì оператор сäвиãа pk на j øаãов впереä с øа-
ãа k в сиëу оäнороäной систеìы xk + 1 = Akxk: pkxk =

= Akxk,  = (xk), (xk) = Ak + i.

Преäпоëаãаеì, ÷то систеìа (16) поëностüþ уп-
равëяеìа, и соответствуþщая ей ìатриöа управëяе-
ìости

Wk = (bk Akbk – 1 ... Ak ... Ak – n + 1bk – n + 1) (17)

явëяется невырожäенной.
Ввеäеì в рассìотрение преобразование поäо-

бия [5]

zk = Tk + 1 – n(xk + 1 – n, ..., xk)xk + 1 – n, (18)

поëаãая zk = ( , ..., )т,

 = xk + 1 – n,  = xk + 2 – n,

= pkxk + 1–n, = pk+1xk+2–n,

= xk +1– n, = xk + 2 – n. (19)

Рас÷ет произвоäящеãо вектора mk:

 = , k l n – 1, b0 = 0, j < 0,

Gk = ( bk – n bk +1 – n ... bk – 1).

Преобразованная систеìа

zk + 1 = zk + uk + 1 – n,

 = Tk + 2 – nAk + 1 – n  =

= ,

 = Tk + 2 – nbk + 1 – n = . (20)

Линеаризуþщее управëение äëя канони÷еской
систеìы (20) ìожно опреäеëитü в виäе обратной связи

uk + 1 – n =  + υk + 1 – n =

= Kk + 1 – nzk + Gk + 1 – nzk,

Kk + 1 – n = –(   ... ). (21)

В терìинах переìенных состояния исхоäной сис-
теìы управëение (21) с ЛОС ìожно записатü в виäе

uk = KkTkxk + GkTkxk, k l n – 1. (22)
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Преобразование (18), (19) существует тоãäа и
тоëüко тоãäа, коãäа ìатриöа управëяеìости (17)
Wk — невырожäенная äëя всех xk ∈ Rn, k l 0 [5].
Рассìотриì ìноãоìерный сëу÷ай систеìы в

SDC-форìе:

xk + 1 = Akxk + Bkuk, (23)

ãäе ìатриöы Ak и Bk — (nЅn)-ìерная и (nЅr)-ìер-
ная, равноìерно оãрани÷енные.
Преäпоëожиì, ÷то систеìа управëяеìа, т. е. преä-

поëаãается, ÷то nЅ(nr)-ìерная ìатриöа управëя-
еìости

Wk = (Bk AkBk – 1 ... Ak – n + 1Bk – n + 1)

иìеет ранã n äëя всех xk ∈ Rn, k l 0.
По анаëоãии с непрерывныì сëу÷аеì буäеì ас-

соöиироватü с систеìой (23) n ÷исеë r0, r1, ..., rn – 1:

r0 = rankBk, 1 m j m n – 1;

rj = rank(Bk, AkBk, ..., Bk) –

– rank(Bk, AkBk, ..., Bk);

0 m rj m r, 0 m j m n – 1, rj = n, r0 l r1 l ... l rn – 1.

С кажäыì стоëбöоì  ìатриöы Bk свяжеì

÷исëо pi = rj l i такое, ÷то p1 l p2 l ... l  > 0,

pi = n.

Выбранные n ëинейно независиìых векторов
соäержат стоëбöы ìатриöы Gk с r0 ãруппаìи стоëб-
öов, т. е. вектора , i = :

Gk = ( , ..., , ..., , ..., ),

 = , i = , l = ,

при этоì поëу÷аеì набор образуþщих векторов

mik, i = :

( )т = , k l n – 1,  = 0,

k < 0, i = , (24)

которые испоëüзуþтся äëя форìирования ìатриöы
преобразования

Tk + 1 – n(xk + 1 – n) = (( )т, ..., ( )т, ...,

..., ( )т, ..., ( )т)т,

 = ,

i = , l = . (25)

Приìеняя к систеìе (23) преобразование (25),
поëу÷аеì

zk + 1 = zk + uk + 1 – n,

 = Tk + 2 – nAk + 1 – n ,

 = Tk + 2 – nBk + 1 – n. (26)

Структура ìатриö систеìы (26) показана ниже
(нижние инäексы при ìатриöах обозна÷аþт их
разìер):

 = ,

 = , Jl = ,

Elj = , Blm = .

Разìеры ìатриö из посëеäнеãо выражения при-
веäены ниже:

Jl – (lЅl), Elj – (lЅj), Blm – (lЅ1),
l = r0, r1, ..., rn – 1; j = r0, r1, ..., rn – 1; m = 2, 3, ..., r.

Матриöа (x) ìожет бытü преäставëена в виäе

(х) = Ck, Ck – (rЅr)-ìерная ìатриöа;

 = , Ck = .

Поскоëüку Ck — невырожäенная ìатриöа, су-
ществует эквиваëентный вхоä  = Cku.
ЛОС äëя канони÷еской систеìы (26) ìожет

бытü опреäеëена в виäе

uk(z) = (Kk(zk)zk + υk(zk)),

Kk(zk) = – . (27)

Вìесто эëеìентов kij необхоäиìо приниìатü со-
ответствуþщие эëеìенты ìатриöы Jk, Ekl.
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4. Примеры применения разработанного метода

Сëеäует сказатü, ÷то указанный поäхоä приìе-
ниì в ряäе заäа÷, ãäе испоëüзование ìетоäа нор-
ìаëüной форìы неäопустиìо. Рассìотриì сëеäуþ-
щий приìер.
Пример 1 [13]. Рассìотриì сëеäуþщуþ неëи-

нейнуþ систеìу:

(28)

Данная систеìа не ëинеаризуеìа обратной свя-
зüþ (3), поскоëüку не выпоëнены соответствуþ-
щие усëовия [13]. Приìениì преäëаãаеìый ìетоä
äëя синтеза ЛОС. Найäеì ìатриöу управëяеìости
систеìы (12) и ìатриöу преобразования (5):

W(x) = , T(x) = .

Линеаризуþщее управëение (9) приìет виä

u(x) = K(x)T(x)x + υ, K(x) = 0. (29)

Приìеняя заìену z = T(x)x и управëение (29) к
систеìе (28), поëу÷аеì

 = z2,  = z3,  = υ, h(z) = z2 = x2. (30)

Пример 2. Рассìотриì неëинейнуþ систеìу с
векторныì управëениеì:

 = x1 +  + u1;

 = –x1 + 2x3 + 2u2;

 = (x1 – 1)x2 + u2. (31)

Заäа÷а закëþ÷ается в стабиëизаöии систеìы по-
среäствоì обратной связи.
Дëя систеìы (31) иìееì: r0 = 2, r1 = 1, r2 = 0,

p1 = 2, p2 = 1. Матриöы преобразования:

G(x) = ,

T(x) = .

Матриöы при состоянии и управëении в преоб-
разованной систеìе:

(x) = ;  = ;

J1 = ; E12 = ; C = ; 

E21 = (a21 a22); E22 = a23; b11 = –6/(2x2 + 1);

a11 = (4  – 8x1  – 4x1x2 – 16x1x3 – 8  –

– 6  + 8x2x3 + x2 + 16  + 4x3 – 8)/(2x2 + 1)2;

a12 = (2x1 – 4x3 + 3)/(2x2 + 1);

a13 = 2(4  + 4  + x2 – 6x1 + 12x3 + 9)/(2x2 + 1)2;

a21 = (2  + x1 – 2x3 + 1)/(2x2 + 1),

a22 = 0, a23 = 1 – 3/(2x2 + 1).

Линеаризуþщее управëение (15) приìет виä

u(z) = C –1(K(z)z + υ), K(z) = – .

Пример 3. Рассìотриì непрерывнуþ систеìу из
приìера 1, которуþ äискретизуеì, приняв  =
= xi(k + 1) – xi(k), i = 1, 2, 3:

x1(k + 1) = x1(k) + x2(k) + (k);

x2(k + 1) = x2(k) + x3(k);

x3(k + 1) = x3(k) + u(k). (32)

Найäеì ìатриöу управëяеìости систеìы (17) и
опреäеëиì ее ранã:

W = , rankW = 3, 

x3(k) – x3(k – 1) – 1 ≠ 0.

Матриöа Gk и образуþщий вектор  иìеþт виä

Gk = ;

= .

 = x2 + ;

 = x3;

 = u;

h(x) = x2.
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Матриöа преобразования (18) приìет виä

Tk = .

Приìеняя преобразование zk = Tk(x)xk – 2 к сис-
теìе (32), поëу÷аеì

zk + 1 = zk + uk – 2;

 = ;  = ;

a1(x) = ;

a2(x) = ;

a1(x) =  + 2. (33)

ЛОС äëя систеìы (37):

uk = KkTkxk + υk;

Kk = –(a3(x) a2(x) a1(x)).

Пример 4 [14]. Рассìатривается äискретная сис-
теìа виäа

x1(k + 1) = x1(k) + x2(k);

x2(k + 1) = x2(k) – gsinx3(k) + x1u
2(k);

x3(k + 1) = x3(k) + u(k). (34)

Ввеäя заìену u(k) = u1(k), u2(k) = u2(k), запиøеì
систеìу (34) в векторно-ìатри÷ной форìе:

xk + 1 = A(xk)xk + B(xk)uk;

A(xk) = ; B(xk) = . (35)

Опреäеëиì äëя систеìы (35) ÷исëа r0 = 2, r1 = 1,
r2 = 0, p1 = 2, p2 = 1. Матриöы, заäаþщие канони-
÷еское преобразование:

Gk= , T(x)= .

Матриöы при состоянии и управëении в преоб-
разованной систеìе:

 = ;  = ; J1 = ; 

E12 = ; Ck = ; E21 = (0 0), E22 = 1, 

a11= ; a12= ; a13= .

ЛОС (27) приìет виä:

uk(zk) = Kk(zk)zk + υ, Kk(zk) = – .

Заключение

В работе преäëожен ìетоä ЛОС на основе кано-
ни÷ескоãо преобразования поäобия исхоäной неëи-
нейной систеìы в SDC-форìе. Данный ìетоä при-
ìениì к неëинейныì непрерывныì и к äискретныì
систеìаì. Соответствуþщие резуëüтаты по синтезу
канони÷еских преобразований äëя неëинейных сис-
теì со скаëярныì управëениеì äаны в работах [4, 5].
В äанной работе поëу÷ены соответствуþщие резуëü-
таты äëя систеì с векторныì управëениеì.
Рассìотренные преобразования поäобия позво-

ëяþт выпоëнитü ëинеаризаöиþ систеì без рас÷ета
вспоìоãатеëüных выхоäных переìенных y = h(x).
Друãое преиìущество äанноãо поäхоäа закëþ÷ается
в боëее простой технике перехоäа от фазовых ко-
орäинат преобразованной систеìы к переìенныì
состояния исхоäной систеìы. Кроìе тоãо, как по-
казано на приìере, преäëаãаеìый ìетоä приìениì
в ряäе сëу÷аев, ãäе испоëüзование ìетоäа привеäе-
ния к норìаëüной форìе не äопустиìо.
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The problem of feedback linearization (FL) of continuous and discrete nonlinear MIMO systems is considered. The idea of
FL method consists in converting the original nonlinear system into a linear one by means of feedback. Then, the methods of control
theory for linear systems are used for system design. A widespread approach to FL design is based on the method of normal form,
that uses a nonsingular transformation of system state variables z = T(x). In order to obtain a normal form of the nonlinear system
in the neighbor of a some point, it is necessary to determine a special function — the system virtual output, for which a relative
degree (in the case of single input) or a vector relative degree (in the case of multiple input) is determined. Applicability of the nor-
mal form method for FL is provided by the conditions of controllability and involutivity for the considered nonlinear system, which
are not always true. Moreover, when developing a linearizing control law, the main difficulty lies in the transition from transformed
variables z to state variables x of the original system. In this paper, we propose another approach, based on representing the original
nonlinear system into a state-dependent coefficient form and applying the canonical similarity transformation z = T(x)x, that allow
getting the system to canonical form, that considerably simplifies the FL problem. Such similarity transformation allow accom-
plishing linearization of system without determining of the virtual system output. Another advantage of the proposed method is that
the technique of the transition from the transformed variables z to the state variables x of the original system is simpler. The results
are illustrated by examples for continuous and discrete nonlinear systems.
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К задаче частичной устойчивости нелинейных дискретных систем

Введение

Дискретные (коне÷но-разностные) систеìы øи-
роко приìеняþтся при ìоäеëировании äискретных
во вреìени проöессов. В сравнении с непрерыв-
ныìи систеìаìи они в ряäе сëу÷аев ìоãут боëее
то÷но отражатü äинаìику ìоäеëируеìых проöессов.
Вìесте с теì, äискретные систеìы явëяþтся äиск-
ретныìи прибëиженияìи иëи разностныìи схеìа-
ìи äëя непрерывных систеì äифференöиаëüных
уравнений, а также составной ÷астüþ ãибриäных
(с иìпуëüсныì эффектоì) систеì, эвоëþöия кото-
рых происхоäит в непрерывно-äискретноì вреìе-
ни. Теории и ìетоäаì ка÷ественноãо иссëеäования
äискретных по вреìени систеì посвящена обøир-
ная ëитература, в тоì ÷исëе ряä ìоноãрафий [1—7].
В äанной статüе рассìатривается неëинейная

äискретная систеìа коне÷но-разностных уравне-
ний общеãо виäа, äëя которой существует "÷асти÷-
ное" (по некоторой ÷асти переìенных) нуëевое поëо-
жение равновесия. Устой÷ивостü и асиìптоти÷еская
устой÷ивостü äанноãо поëожения равновесия, в своþ
о÷ереäü, анаëизируþтся также не по всеì опреäе-
ëяþщиì еãо переìенныì, а по их заäанной ÷асти.
При этоì äеëается äопущение о тоì, ÷то на÷аëüные
возìущения переìенных, не опреäеëяþщих "÷асти÷-
ное" поëожение равновесия, ìоãут бытü боëüøиìи
(принаäëежащиìи произвоëüноìу коìпактноìу
ìножеству) по оäной ÷асти и произвоëüныìи по
оставøейся ÷асти этих переìенных. Дëя сëу÷ая не-
ëинейных систеì обыкновенных äифференöиаëü-
ных уравнений с непрерывной правой ÷астüþ такие
заäа÷и быëи рассìотрены ранее в работах [8, 9].
Дëя реøения поставëенных заäа÷ ÷асти÷ной

устой÷ивости приìеняется äискретный вариант
ìетоäа функöий Ляпунова в соответствуþщей ìо-
äификаöии. Поëу÷ены усëовия ÷асти÷ной устой÷и-
вости указанноãо виäа, обобщаþщие ряä известных
резуëüтатов по ÷асти÷ной устой÷ивости äискрет-
ных систеì. Отìе÷ается, ÷то поскоëüку äопущение
о боëüøих (в сравнении с äопущениеì о произвоëü-
ных) на÷аëüных возìущениях переìенных, не оп-
реäеëяþщих "÷асти÷ное" поëожение равновесия,
привоäит к существенно боëее ìяãкиì требованияì

к функöияì Ляпунова, то преäëоженная коìбини-
рованная постановка заäа÷и ìожет оказатüся приеì-
ëеìыì коìпроìиссоì ìежäу соäержатеëüныì
сìысëоì понятия ÷асти÷ной устой÷ивости и соот-
ветствуþщиìи требованияìи к функöияì Ляпунова.
В ка÷естве сëеäствий поëу÷ены усëовия устой÷и-
вости и асиìптоти÷еской устой÷ивости по ÷асти
переìенных "поëноãо" (по всеì переìенныì) по-
ëожения равновесия äискретных систеì, также
обобщаþщие известные резуëüтаты.
На основе преäëоженной в статüе постановки

заäа÷и ÷асти÷ной устой÷ивости обсужäается воп-
рос унификаöии иссëеäований ÷асти÷ной устой-
÷ивости стаöионарных и нестаöионарных äискрет-
ных систеì.

1. Постановка задачи

Рассìотриì ëинейное äействитеëüное коне÷но-
ìерное пространство векторов x с норìой |x| = max|xi|
(xi — i-я коìпонента вектора x). Ввеäеì разбиение
x = (yт, zт)т (сиìвоë т обозна÷ает транспонирование).
Пустü äана неëинейная систеìа äискретных (ко-

не÷но-разностных) уравнений x(k + 1) = X(k, x(k))
[1—7], которуþ с у÷етоì сäеëанноãо разбиения x =
= (yт, zт)т преäставиì в виäе äвух ãрупп уравнений:

y(k + 1) = Y(k, y(k), z(k)),
z(k + 1) = Z(k, y(k), z(k)). (1.1)

В систеìе (1.1) k = 0, 1, 2, ... — äискретное вреìя.
Есëи иìеет ìесто усëовие Y(k, 0, z(k)) ≡ 0, то

ìножество М = {x(k): y(k) = 0} явëяется "÷асти÷-
ныì" поëожениеì равновесия систеìы (1.1).
Иìея в виäу анаëиз устой÷ивости поëожения

равновесия y(k) = 0 не по всеì опреäеëяþщиì еãо
переìенныì, а тоëüко по их некоторой ÷асти,
преäпоëожиì также, ÷то y = (y1

т, y2
т)т. Буäеì с÷и-

татü, ÷то вектор-функöия X = (Yт, Zт)т, опреäе-
ëяþщая правые ÷асти систеìы (1.1), непрерывна
по x äëя кажäоãо зна÷ения k = 0, 1, 2, ... в обëасти
G = {|y1| < h, |y2| + |z| < ∞}. Кроìе тоãо, с÷итаеì, ÷то
äëя вектор-функöии X равноìерно äëя кажäоãо
зна÷ения k = 0,1,2, ... на кажäоì коìпактноì ìно-
жестве K из ìножества G выпоëнены усëовия

Рассматривается общий класс нелинейных дискретных систем, допускающих "частичное" (по части переменных) нулевое
положение равновесия. В контексте метода функций Ляпунова получены условия устойчивости и асимптотической устой-
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Коøи—Липøиöа по x. Тоãäа äëя кажäой то÷ки k0,
x0 из обëасти G существует еäинственное реøение
x(k; k0, x0) систеìы (1.1), а "÷асти÷ное" поëожение
равновесия y(k) = 0 явëяется инвариантныì ìноже-
ствоì этой систеìы. Допоëнитеëüно преäпоëожиì
[10], ÷то реøения систеìы (1.1) (y2, z)-проäоëжи-
ìы; это зна÷ит ÷то реøения систеìы (1.1) опреäе-
ëены äëя всех k l k0, при которых |y1(k, k0, x0)| < h.
Преäставиì коìпоненту z вектора x в виäе z =

= (z1
т, z2

т) и обозна÷иì Dδ обëастü зна÷ений x0 та-
ких, ÷то |y0| < δ, |z10| m L, |z20| < ∞; обëастü DΔ по-
ëу÷ается заìеной δ на Δ.
Определения. "Части÷ное" поëожение равнове-

сия y(k) = 0 систеìы (1.1) при больших значениях z10
в целом по z20:

1) y1-устойчиво (устой÷иво по отноøениþ к y1),
есëи äëя ëþбых ε > 0, k0 l 0 и äëя ëþбоãо напереä
заäанноãо ÷исëа L > 0 найäется δ(ε, k0, L) > 0 такое,
÷то неравенство |y1(k, k0, x0)| < ε иìеет ìесто äëя
всех k l k0 и x0 ∈ Dδ;

2) равномерно y1-устойчиво, есëи δ = δ(ε, L);
3) равномерно асимптотически y1-устойчиво, есëи

оно равноìерно y1-устой÷иво и существует Δ(L) > 0
такое, ÷то äëя произвоëüноãо реøения x(k; k0, x0)
систеìы (1.1), äëя котороãо x0 ∈ DΔ, преäеëüное со-
отноøение |y1(k; k0, x0)| = 0, k → ∞ выпоëняется
равноìерно по k0, x0 из обëасти k0 l 0, x0 ∈ DΔ (äëя
ëþбых ÷исеë η > 0, k0 l 0 и ëþбоãо напереä заäан-
ноãо ÷исëа L > 0 найäется öеëое ÷исëо T(L, η) > 0
такое, ÷то |y1(k; k0, x0)| < η при всех k l k0 + T(L, η),
x0 ∈ DΔ).

2. Условия частичной устойчивости

Буäеì рассìатриватü оäнозна÷ные непрерывные
по x при кажäоì k = 0, 1, 2, ... скаëярные функöии
V = V(k, x), V(k, 0) ≡ 0, опреäеëенные в обëасти G.
Анаëоãоì произвоäных таких функöий в сиëу сис-
теìы (1.1) явëяþтся соответствуþщие приращения
этих функöий в сиëу систеìы (1.1), вы÷исëяеìые
по форìуëе ΔV = V(k + 1, X(k, x(k))) – V(k, x(k)).
Дëя нахожäения усëовий ÷асти÷ной устой÷и-

вости также рассìотриì: 
1) вспоìоãатеëüные скаëярные функöии V*(k,y,z1),

V*(y, z1) и вспоìоãатеëüные вектор-функöии m(k, x),
w(x), непрерывные по x при кажäоì k = 0, 1, 2, ...
в обëасти G; 

2) непрерывные ìонотонно возрастаþщие по
r > 0 скаëярные функöии ai(r), ai(0) = 0 (i = 1, 2, 3).
Теорема 1. Допустим, что для системы (1.1) наря-

ду со скалярной V-функцией можно указать вектор-
ную функцию m(k, x), m(k, 0) ≡ 0 такую, что в области

k l 0, |y1| + |m(k, x)| < h1 < h, |y2| + |z| < ∞ (2.1)

выполняются условия

V(k, x) l a1(|y1| + |m(k, x)|), (2.2)

ΔV = V(k + 1, X(k, x(k))) – V(k, x(k)) m 0. (2.3)

Тогда при больших значениях z10 в целом по z20 "час-
тичное" положение равновесия y(k) = 0 системы (1.1):

1) y1-устойчиво, если, кроме того,

V(k, x) m V *(k, y, z1), V *(k, 0, z1) ≡ 0; (2.4)

2) равномерно y1-устойчиво, если

V(k, x) m V *(y, z1), V *(0, z1) ≡ 0. (2.5)

Доказательство. Дëя ëþбых ε > 0, k0 l 0 и äëя
ëþбоãо напереä заäанноãо ÷исëа L > 0, в сиëу непре-
рывности по x при кажäоì k = 0, 1, 2, ... функöии V,
усëовий V(t, 0) ≡ 0 и (2.4), найäется δ(ε, k0, L) > 0
такое, ÷то V(k0, x0) < a1(ε) при x0 ∈ Dδ.
В резуëüтате, у÷итывая соотноøения (2.2) и (2.3),

äëя произвоëüноãо реøения x(k; k0, x0), x0 ∈ Dδ
систеìы (1.1) иìееì неравенства

a1(|y1(k; k0, x0)| + |m(k, x(k; k0, x0))|) m
mV(k, x(k; k0, x0)) m V(k0, x0) < a1(ε).

Иìея в виäу свойства функöии a1(r), поëу÷аеì
|y1(k; k0, x0)| < ε äëя всех k l k0, x0 ∈ Dδ. Первая
÷астü теореìы äоказана.
Есëи усëовие (2.5) иìеет ìесто, то äëя ëþбых

ε > 0, k0 l 0 и äëя ëþбоãо напереä заäанноãо L > 0
найäется δ(ε, L) > 0 такое, ÷то V(k0, x0) < a1(ε) при
x0 ∈ Dδ. Даëüнейøее äоказатеëüство анаëоãи÷но.
Теореìа äоказана.
Теорема 2. Допустим, что для системы (1.1) на-

ряду со скалярной V-функцией можно указать век-
торные функции m(k, x), m(k, 0) ≡ 0 и w(x), w(0) = 0
такие, что в области (2.1) наряду с условиями

a1(|y1| + |m(k, x)|) m V(k, x) m a2(|y1| + |w(x)|), (2.6)

ΔV(k, x) m –a3(|y1(k)| + |w(x(k)|) (2.7)

также выполнено условие (2.5).
Тогда "частичное" положение равновесия y(k) = 0

системы (1.1) равномерно асимптотически y1-ус-
тойчиво при больших значениях z10 в целом по z20.
Доказательство. Равноìерная y1-устой÷ивостü

при боëüøих зна÷ениях z10 в öеëоì по z20 "÷асти÷-
ноãо" поëожения равновесия y(k) = 0 систеìы (1.1)
сëеäует из теореìы 1. Дëя заäанноãо поëожитеëü-
ноãо ÷исëа h1 выбереì Δ(h1, L) > 0 такое, ÷то
из x0 ∈ DΔ сëеäует неравенство V(k0, x0) < a1(h1)
(это ìожно сäеëатü на основании непрерывности
V-функöии по x при кажäоì k = 0, 1, 2, ..., усëовия
V(t, 0) ≡ 0 и усëовия (2.5)). Как и при äоказатеëü-
стве теореìы 1, ìожно показатü, ÷то äëя произвоëü-
ноãо реøения x(k; k0, x0), x0 ∈ DΔ систеìы (1.1)
иìеþт ìесто соотноøения a1(|y1(k; k0, x0)| +
+ |m(k, x(k; k0, x0))|) m V(k, x(k; k0, x0)) m V(k0, x0) <
< a1(h1). Сëеäоватеëüно, |y1(k; k0, x0)| < h1 äëя всех
k l k0, есëи x0 ∈ DΔ.
Пустü 0 < η < Δ и пустü T(L, η) > 0 естü первое

öеëое ÷исëо такое, ÷то

T(L, η) l .
2a2 h1( ) a1 ε( )–[ ]

a3 a2
1– a1 η( )( )( )

---------------------------------
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Покажеì, ÷то V(k*, x(k*; k0, x0)) < a1(η) äëя неко-
тороãо k*∈ (k0, k0 + T). Есëи, от противноãо, нера-
венство a1(η) m V(k, x(k; k0, x0)) m a2(|y1(k; k0, x0)| +
+ |m(k, x(k; k0, x0))|) иìеет ìесто при k*∈ (k0, k0 + T),
тоãäа |y1(k*; k0, x0)| + |m(k*, x(k*; k0, x0))| l a2

–1(a1(η)).
В резуëüтате поëу÷аеì противоре÷ивые соотно-

øения

a1(η) m V(k0 + T, x(k0 + T; k0, x0)) m V(k0, x0),

– a3(a2
–1(a1(η)))T < a(h1) – a3(a2

–1(a1(η)))T < a1(η)

и, сëеäоватеëüно, неравенство V(k*, x(k*; k0, x0)) <
< a1(η) иìеет ìесто äëя некотороãо k* ∈ (k0, k0 + T).
Иìея в виäу, ÷то V-функöия явëяется невозрас-

таþщей вäоëü произвоëüноãо реøения x(k; k0, x0),
x0 ∈ DΔ систеìы (1.1), при всех k l k* иìееì

a1(|y1(k; k0, x0)|) m V(k, x(k; k0, x0)) m
m V(k*, x(k*; k0, x0)) < a1(η).

В резуëüтате неравенство |y1(k; k0, x0)| < η иìеет
ìесто при всех k l k0 + T > k*, есëи x0 ∈ DΔ. Тео-
реìа äоказана.
Замечания. 1. Устой÷ивостü и асиìптоти÷еская ус-

той÷ивостü по всеì переìенныì "÷асти÷ноãо" поëо-
жения равновесия y(k) = 0 систеìы (1.1) рассìот-
рены в работе [6] соответственно в сëу÷ае m(k, x) ≡ 0
и в сëу÷ае m(k, x) ≡ 0, w(x) ≡ 0 при усëовии |y0| < δ,
ãäе δ ìожет зависетü не тоëüко от ε, k0, но и от z0
(это усëовие эквиваëентно усëовияì |y0| < δ, |z0| m L,
ãäе δ зависит не тоëüко от ε, k0, но и от L). Поскоëüку
при этоì усëовия (2.4) и (2.5) сëабее соответствуþ-
щеãо усëовия V(k, 0, z) ≡ 0 в работе [6], то преäëо-
женная коìбинированная постановка заäа÷и ìожет
оказатüся приеìëеìыì коìпроìиссоì ìежäу со-
äержатеëüныì сìысëоì понятия ÷асти÷ной устой-
÷ивости и соответствуþщиìи требованияìи к
функöияì Ляпунова. Устой÷ивостü по ÷асти пере-
ìенных "÷асти÷ноãо" поëожения равновесия äиск-
ретной систеìы (1.1) в ëитературе, по-виäиìоìу,
не рассìатриваëасü.

2. Вспоìоãатеëüная V-функöия и ее приращение
в сиëу систеìы (1.1) в сфорìуëированных теоре-
ìах явëяþтся, вообще ãоворя, знакопереìенныìи
функöияìи в обëасти (сì. по этоìу повоäу также
работу [10])

k l 0, |y1| < h1 < h, |y2| + |z| < ∞. (2.8)

3. В раìках преäëоженноãо поäхоäа существен-
но неëинейные V-функöии ìоãут бытü построены
как кваäрати÷ные форìы V(k, x) ≡ V *(k, y1, m(k, x))
переìенных y1, m, знакоопреäеëенные по всеì пе-
реìенныì.

4. Заäа÷а устой÷ивости по ÷асти переìенных
"÷асти÷ноãо" поëожения равновесия также рас-
сìотрена и äëя неëинейных функöионаëüно-äиф-
ференöиаëüных систеì с посëеäействиеì [11].

Пример. Пустü систеìа (1.1) состоит из уравнений

y1(k + 1) = 1/2y1(k) + y2(k)z1(k),

y2(k + 1) = [1/2 – y1(k)y2(k)z1(k)]z1(k), (2.9)

z1(k + 1) = [1 + 2y1(k)y2(k)z1(k)]y2(k),

z2(k + 1) = eky1(k)z2(k).

Наряäу с V-функöией V(x) =  + 2 z1
2 также

рассìотриì äве вспоìоãатеëüные функöии μ1 = w1 =
= y2z1 такие, ÷то äëя V-функöии выпоëняþтся ус-
ëовия (2.5) и (2.6). Заìетиì, ÷то буäу÷и неëиней-
ной по y1, y2, z1, в то же вреìя V-функöия явëяется
кваäрати÷ной форìой переìенных y1, μ1.
В обëасти (2.1) приращение ΔV äанной V-функ-

öии в сиëу систеìы (2.9) оöенивается сëеäуþщиì
образоì:

ΔV = [1/2y1(k) + y2(k)z1(k)]2 +

+ 2 (k)z1
2(k)[1/2 – y1(k)y2(k)z1(k)]2[1 +

+ 2y1(k)y2(k)z1(k)]2 – (k) – 2 (k)z1
2(k) =

= 1/4 (k) + y1(k)y2(k)z1(k) + (k)z1
2(k) +

+ 1/2 (k)z1
2(k) – 4 (k)y2

4(k)z1
4(k) +

+ 8y1
4(k)y2

6(k)z1
6(k) – (k) – 2 (k)z1

2(k) =

= –3/4 (k) + y1(k)y2(k)z1(k) – 1/2 (k)z1
2(k) –

– 4 (k)y2
4(k)z1

4(k) + 8y1
4(k)y2

6(k)z1
6(k) =

= –3/4 (k) + y1(k)μ1(k) – 1/2μ1
2(k) –

– 4 (k)μ1
4(k) + 8y1

4(k)μ1
6(k) m –γ( (k) + μ1

2(k)),

γ = const > 0,

и в обëасти (2.1) (но не в обëасти (2.8)) выпоëняется
усëовие (2.7).
На основании теореìы 2 "÷асти÷ное" поëожение

равновесия y1(k) = y2(k) = 0 систеìы (2.9) равно-
ìерно асиìптоти÷ески y1-устой÷иво äëя боëüøих
зна÷ений z10 в öеëоì по z20.
Отìетиì, ÷то в обëасти (2.8) приращение вы-

бранной V-функöии в сиëу систеìы (2.9) явëяется
знакопереìенной функöией.

3. Частичная устойчивость
"полного" положения равновесия

Преäпоëожиì, ÷то систеìа (1.1) иìеет "поëное"
поëожение равновесия х(k) = 0 (в этоì сëу÷ае сис-
теìа (1.1) ìожет не иìетü "÷асти÷ноãо" поëожения
равновесия y(k) = 0).
Определения. Поëожение равновесия х(k) = 0

систеìы (1.1) [5, 12]:
1) y1-устойчиво, есëи äëя ëþбых ε > 0, k0 l 0

найäется δ(ε, k0) > 0 такое, ÷то неравенство
|y1(k, k0, x0)| < ε иìеет ìесто äëя всех k l k0 и |x0| < δ;

2) равномерно y1-устойчиво, есëи δ = δ(ε);

y1
2 y2

2

y2
2

y1
2 y2

2

y1
2 y2

2

y2
2 y1

2

y1
2 y2

2

y1
2 y2

2

y1
2

y1
2

y1
2 y1

2
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3) равномерно асимптотически y1-устойчиво, есëи
оно равноìерно y1-устой÷иво и существует Δ > 0
такое, ÷то äëя произвоëüноãо реøения x(k; k0, x0)
систеìы (1.1), äëя котороãо |x0| < Δ, преäеëüное со-
отноøение |y1(k; k0, x0)| = 0, k → ∞ выпоëняется
равноìерно по k0, x0 из обëасти k0 l 0, |x0| < Δ.
Из äоказанных в разäеëе 2 теореì, в ÷астности,

сëеäуþт сëеäуþщие резуëüтаты.
Следствие 1. Предположим, что для системы (1.1)

наряду со скалярной V-функцией можно найти век-
торную функцию m(k, x), m(k, 0) ≡ 0 такую, что в об-
ласти (2.1) имеют место условия (2.2) и (2.3). Тогда
положение равновесия х(k) = 0 системы (1.1) y1-устой-
чиво. Если, кроме того, V(k, x) m V *(x), то положе-
ние равновесия х(k) = 0 равномерно y1-устойчиво.
Следствие 2. Предположим, что для системы (1.1)

наряду со скалярной V-функцией можно найти вектор-
ные функции m(k, x), m(k, 0) ≡ 0 и w(x), w(0) = 0 та-
кие, что в области (2.1) имеют место условия (2.6)
и (2.7). Тогда положение равновесия х(k) = 0 систе-
мы (1.1) равномерно асимптотически y1-устойчиво.
Замечания. 1. Сфорìуëированные резуëüтаты

явëяþтся обобщениеì соответствуþщих резуëüта-
тов, поëу÷енных в работах [1, 2, 5, 12, 13]. Дëя
сравнения, устой÷ивостü по отноøениþ ко всеì
переìенныì поëожения равновесия x(k) = 0 рас-
сìотрена в ìоноãрафии [1]. Усëовия устой÷ивости по
÷асти переìенных поëожения равновесия x(k) = 0
поëу÷ены при преäпоëожениях |x0| < δ [2, 5, 12]
иëи |y0| < δ, |z0| m L [13], а также m(k, x) ≡ 0, w(x) ≡ 0
[2, 5, 12] иëи m(k, x) ≡ 0 [13]. Поэтоìу сфорìуëи-
рованные резуëüтаты об устой÷ивости по ÷асти пе-
реìенных поëожения равновесия x(k) = 0 явëяþт-
ся боëее общиìи.

2. Вспоìоãатеëüная V-функöия и ее прираще-
ние в сиëу систеìы (1.1) в сфорìуëированных
сëеäствиях явëяþтся, вообще ãоворя, знакопере-
ìенныìи функöияìи в обëасти (2.8).

3. "Поëное" поëожение равновесия x(k) = 0 сис-
теìы (2.9) равноìерно асиìптоти÷ески y1-устой-
÷иво на основании сëеäствия 2.

4. К унификации исследований 
частичной устойчивости

Ввоäя обозна÷ения w1 = k, r = k – k0, нестаöи-
онарнуþ систеìу (1.1) преäставиì в виäе стаöи-
онарной äискретной систеìы

x(r + 1) = X(w1(r), x(r)), w1(r + 1) = w1(r) + 1.(4.1)

Заìетиì, ÷то реøение x(k; k0, x0), k l k0 неста-
öионарной систеìы (1.1) эквиваëентно опреäеëя-
ется реøениеì x(r; 0, x0), r l 0 стаöионарной сис-
теìы (4.1).
Есëи систеìа (1.1) äопускает поëожение равно-

весия х(k) = 0, то систеìа (4.1) äопускает "÷асти÷ное"
поëожение равновесия х(r) = 0. В резуëüтате как
заäа÷а устой÷ивости по ÷асти переìенных нуëевоãо
поëожения равновесия, так и заäа÷а устой÷ивости
"÷асти÷ных" поëожений равновесия нестаöионар-

ной систеìы (1.1) своäятся к заäа÷е устой÷ивости по
÷асти переìенных "÷асти÷ноãо" поëожения равно-
весия стаöионарной систеìы (4.1). А иìенно, за-
äа÷а у-устой÷ивости поëожения равновесия х(k) = 0
нестаöионарной систеìы (1.1) своäится к заäа÷е
у-устой÷ивости "÷асти÷ноãо" поëожения равнове-
сия х(r) = 0 стаöионарной систеìы (4.1), а заäа÷а
устой÷ивости "÷асти÷ноãо" поëожения равновесия
у(k) = 0 нестаöионарной систеìы (1.1) своäится к
заäа÷е устой÷ивости "÷асти÷ноãо" поëожения рав-
новесия y(r) = 0 стаöионарной систеìы (4.1). Осо-
бенностü такоãо свеäения состоит в тоì, ÷то в сëу÷ае
равноìерной (иëи неравноìерной) по k0 ÷асти÷-
ной устой÷ивости исхоäной систеìы (1.1) поста-
новки обеих заäа÷ ÷асти÷ной устой÷ивости äëя сис-
теìы (4.1) äоëжны отве÷атü требованиþ "в öеëоì
по w10" (иëи "при боëüøоì w10"). Поскоëüку при
этоì постановки обеих заäа÷ ÷асти÷ной устой÷и-
вости äëя систеìы (4.1) äопускаþт как требование
"в öеëоì по z0", так и требование "при боëüøоì z0",
то в резуëüтате прихоäиì к необхоäиìости анаëиза
заäа÷ ÷асти÷ной устой÷ивости, рассìотренных в
разäеëе 1. Кроìе тоãо, заäа÷а y1-устой÷ивости
"÷асти÷ноãо" поëожения равновесия у(k) = 0 неста-
öионарной систеìы (1.1) также своäится к заäа÷е
y1-устой÷ивости "÷асти÷ноãо" поëожения равновесия
у(r) = 0 стаöионарной систеìы (4.1) в постановке,
рассìотренной в разäеëе 1.
Указанные вывоäы свиäетеëüствуþт о принöипи-

аëüноì äëя теории ÷асти÷ной устой÷ивости äискрет-
ных систеì характере рассìотренных в разäеëе 1 за-
äа÷. Отìетиì, ÷то ранее обсужäаëисü вопросы:
1) унификаöии иссëеäований в заäа÷ах устой÷ивости
по всеì переìенныì нестаöионарных äискретных
систеì и заäа÷ах ÷асти÷ной устой÷ивости стаöионар-
ных äискретных систеì [6]; 2) унификаöии иссëеäо-
ваний ÷асти÷ной устой÷ивости стаöионарных и не-
стаöионарных систеì обыкновенных äифференöи-
аëüных уравнений с непрерывной правой ÷астüþ [9].

Заключение

В работе поëу÷ены усëовия устой÷ивости и
асиìптоти÷еской устой÷ивости по ÷асти переìен-
ных "÷асти÷ноãо" поëожения равновесия неëиней-
ной äискретной (коне÷но-разностной) систеìы в
контексте ìетоäа функöий Ляпунова. В ка÷естве
сëеäствий поëу÷ены усëовия устой÷ивости и асиìп-
тоти÷еской устой÷ивости по ÷асти переìенных
"поëноãо" (по всеì переìенныì) поëожения рав-
новесия äискретных систеì.
Дано сравнение поëу÷енных резуëüтатов с из-

вестныìи резуëüтатаìи по ÷асти÷ной устой÷ивос-
ти äискретных систеì, а также с их анаëоãаìи äëя
непрерывных систеì. Рассìотрен приìер, иëëþст-
рируþщий особенности преäëоженноãо поäхоäа.
Также показано, ÷то преäëоженная в статüе пос-

тановка заäа÷ ÷асти÷ной устой÷ивости позвоëяет
унифиöироватü иссëеäования ÷асти÷ной устой÷и-
вости стаöионарных и нестаöионарных äискрет-
ных систеì.
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It is can identify three main classes of problems broadly characterizing partial stability of a dynamical systems, viz., (1) stability
with respect to a part of the variables of the zero equilibrium position (Lyapunov-Rumyantsev partial stability problem), (2) stability
of the "partial" zero equilibrium position, and (3) stability with respect to a part of the variables of the "partial" zero equilibrium po-
sition. In the problem of stability with respect to a part of the variables of the zero equilibrium position of systems of ordinary dif-
ferential equations with continuous right-side assumes the domain of initial perturbations to be a sufficiently small neighborhood of
the zero equilibrium position. Along with this statement, the case then initial perturbations can be large with respect to one part of
non-controlled variables and arbitrary with respect to their other part is also considered. On the other hand, for stability problem
of "partial" zero equilibrium positions of systems of ordinary differential equations also naturally assume that initial perturbations
of variables that do not define the given equilibrium position can be large with respect to one part of the variables and arbitrary with
respect to their other part. Contrary the assumptions that initial perturbations of this variables are either only arbitrary or only large
the combined assumption made it possible an admissible trade-off between the meaning sense for notion of stability and the respective
requirements on the Lyapunov functions. The article studies the problem of partial stability for nonlinear discrete-time systems: sta-
bility with respect to a part of the variables of "partial" equilibrium position. Initial perturbations of variables that do not define the
given equilibrium position can be large (belonging to an arbitrary compact set) with respect to one part of the variables and arbitrary
with respect to their other part. A conditions of stability of this type are obtained in the context of a discrete analog of the Lyapunov
functions method, which generalize a number of existing results. Example is given. The problem of unification of process of studying
partial stability problems of stationary and non-stationary nonlinear discrete-time systems is also discussed.

Keywords: discrete-time (difference) systems, partial stability, Lyapunov functions

For citation:
Vorotnikov V. I., Martyshenko Yu. G. To Problem of Partial Sta-

bility of Nonlinear Discrete-Time Systems, Mekhatronika, Avtomati-
zatsiya, Upravlenie, 2017, vol. 18, no. 6, pp. 371—375.

DOI: 10.17587/mau.18.371-375.

References

1. Halanay A., Wexler D. Qualitative Theory of Impulsive Sys-
tems. Bucharest, Ed. Acad. RPR, 1968.

2. Furasov V. D. Ustoichivost, i stabilizatsiya diskretnykh protsessov
(Stability and Stabilization of Discrete Processes), Moscow, Nauka,
1982 (in Russian). 

3. Аgarwal R. P. Difference Equations and Inequalities: Theory,
Methods and Applications, 2 ed., N. Y., Marcel Dekker, 2000.

4. Elaydi S. An Introduction to Difference Equations, 3 ed., N. Y.,
Springer-Verlag, 2005.

5. Aleksandrov A. Yu., Zhabko A. P. Ustoichivost, dvizhenii dis-
kretnykh dinamicheskikh sistem (Stability of Motion of Discrete Dyna-
mical Systems), Saint-Petersburg, Saint-Petersburg Univ. Press, 2007
(in Russian).

6. Haddad W. M., Chellaboina V. Nonlinear Dynamical Systems
and Control: A Lyapunov-Based Approach, Princeton, Princeton Uni-
versity Press, 2008.

7. Zuyev A. L., Ignatyev A. O., Kovalev A. M. Ustoichivost, i sta-
bilizatsiya nelineinykh sistem (Stability and Stabilization of Nonlinear
Systems), Kiev, Naukova dumka, 2013 (in Russian).

8. Vorotnikov V. I. Partial-equilibrium position of nonlinear dy-
namical systems: Their stability and stability with respect to some of
variables, Doklady Physics, 2003, vol. 48, no. 3, pp. 151—155.

9. Vorotnikov V. I., Martyshenko Yu. G. On the partial stability
of nonlinear dynamical systems, J. Comput. Syst. Sci. Int. 2010, vol. 49,
no. 5, pp. 702—709.

10. Vorotnikov V. I. Partial Stability and Control: the State of the
Art and Developing Prospects, Automation and Remote Control, 2005,
vol. 66, no. 4, pp. 511—561.

11. Vorotnikov V. I., Martyshenko Yu. G. Stability in a part of
variables of "partial" equilibria of systems with aftereffect, Mathematical
Notes. 2014, vol. 96, no. 3, pp. 477—483.

12. Pachpatte B. G. Partial stability of solutions of difference
equations, Proc. Nat. Acad. Sci., India, 1973, vol. A43, pp. 235—238.

13. Ramirez-LIanos E., Martinez S. Distributed and robust resourse
allocation algorithms for multi-agent systems via discrete-time iterations,
Proc. IEEE Conf. Decision and Control., 2015, pp. 1390—1395.



376 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 18, № 6, 2017

УДК 681.513 DOI: 10.17587/mau.18.376-382

В. И. Ловчаков, д-р техн. наук, проф., lovvi50@mail.ru,
Тульский государственный университет

Необходимые условия максимального быстродействия
линейных динамических систем

Введение

Основныì показатеëеì ка÷ества ëþбой систеìы
автоìати÷ескоãо управëения техни÷ескиì объектоì
явëяется ее быстроäействие. Дëя ìноãих же техно-
ëоãи÷еских проöессов, произвоäственных аãреãатов
жеëатеëüно, ÷тобы систеìы управëения, вхоäящие
в их состав, отве÷аëи критериþ оптиìаëüности по
быстроäействиþ, который непосреäственно опре-
äеëяет их эффективностü функöионирования, про-
извоäитеëüностü. Оäнако строãое реøение заäа÷ оп-
тиìаëüноãо управëения по критериþ быстроäейст-
вия в форìе обратной связи преäставëяет
серüезнуþ теорети÷ескуþ пробëеìу äаже äëя ëи-
нейных объектов относитеëüно невысокоãо поряäка
(n = 3, 4, 5). Действитеëüно, заäа÷а быстроäействия
поëностüþ реøена äëя объектов второãо поряäка
ìетоäоì фазовой пëоскости [1, 2]. Дëя объектов
третüеãо поряäка быстроäействуþщее управëение
то÷но (анаëити÷ески) найäено тоëüко в отäеëüных
÷астных сëу÷аях [1]. Соответственно, äëя объектов
÷етвертоãо и боëее высоких поряäков анаëити÷е-
ские реøения заäа÷и быстроäействия практи÷ески
неизвестны [3]. С äруãой, прикëаäной то÷ки зре-
ния реаëизаöия строãо оптиìаëüных по быстро-
äействиþ реëейных аëãоритìов управëения, отëи-
÷аþщихся ìатеìати÷еской сëожностüþ, серüезно
затруäнена и соответственно требует ìноãократно
боëüøих техни÷еских и эконоìи÷еских затрат в
сравнении с ëинейныìи аëãоритìаìи управëения.
При этоì отìетиì, ÷то приìенение строãо опти-
ìаëüных реëейных аëãоритìов в усëовиях äейст-
вия интенсивных сëу÷айных возìущений явëяется
и неöеëесообразныì по при÷ине увеëи÷ения иìи
среäнекваäрати÷ной оøибки реãуëирования систе-
ìы по сравнениþ с теìи же ëинейныìи законаìи
управëения [4]. Необхоäиìо также поä÷еркнутü,
÷то боëее 90 % прикëаäных заäа÷ управëения тех-
ни÷ескиìи объектаìи реøаþтся с испоëüзованиеì
ëинейных законов обратной связи, наприìер,
станäартных П, ПИ и ПИД реãуëяторов [5].
В связи с указанныìи при÷инаìи в äанной ра-

боте рассìатривается заäа÷а синтеза ëинейной
систеìы управëения с ìиниìаëüныì вреìенеì пе-
рехоäных проöессов, пониìаеìыì в сìысëе кëас-

си÷еской теории систеì автоìати÷ескоãо управëе-
ния. Данная известная заäа÷а управëения соãëасно
анаëизу работ [11—14] äëя ìноãих объектов реøа-
ется прибëиженныìи способаìи, а äëя некоторых
объектов, описываеìых переäато÷ныìи функöия-
ìи с поëþсаìи и нуëяìи неустой÷ивоãо характера,
явëяется нереøенной. Ниже преäëаãается реøение
äанной заäа÷и в ее новой постановке, у÷итываþ-
щей оãрани÷ение на перереãуëирование синтези-
руеìой систеìы управëения.

1. Постановка задачи управления

Рассìотриì оäноìерные объекты с постоянныìи
параìетраìи, äинаìика которых аäекватно описы-
вается переäато÷ной функöией (ПФ)

W(p) =  = , 

m m n – 1, (1)

общеãо виäа, а их сиãнаë управëения поä÷иняется
оãрани÷ениþ |u(t)| m umax.
Дëя äанных объектов сфорìуëируеì заäа÷у

ìаксиìаëüноãо быстроäействия анаëоãи÷но заäа÷е
управëения, реøаеìой в работе [14]: требуется
найти передаточную функцию регулятора, переводя-
щего объект (1) из начального нулевого состояния в
конечное, определяемое заданием xz, с минимальным
значением времени переходных процессов системы tпп
и заданным значением перерегулирования

σ m σ*. (2)

Напоìниì, ÷то вреìенеì перехоäных проöес-
сов ëинейной систеìы автоìати÷ескоãо управëе-
ния (САУ) называþт наиìенüøее вреìя, по исте-
÷ении котороãо откëонение реãуëируеìой выхоä-
ной переìенной от установивøеãося зна÷ения не
превыøает некоторой заäанной веëи÷ины Δ [13].
В äаëüнейøеì äëя конкретности приниìается зна-
÷ение Δ = e–π•100 % = 4,321 %.
Поä÷еркнеì, ÷то в отëи÷ие от кëасси÷еской за-

äа÷и оптиìаëüноãо быстроäействия, реøениеì ко-
торой явëяется реëейный аëãоритì управëения,

Для линейных непрерывных объектов высокого порядка рассматривается задача синтеза при учете имеющихся ограничений
на управление и перерегулирование оптимального регулятора с минимальным временем регулирования, понимаемым в смысле
классической теории автоматического управления. В форме теоремы сформулированы необходимые условия максимального
быстродействия линейных систем, определяющие распределение полюсов оптимальной замкнутой системы управления.
Ключевые слова: линейный одномерный объект, критерий быстродействия, перерегулирование, полюса оптимальной системы

Bm p( )
An p( )
------------

b0p
m b1p

m 1– b2p
m 2– … bm+ + + +

a0p
n a1p

n 1– a2p
n 2– … an+ + + +

---------------------------------------------------------------------
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сфорìуëированная заäа÷а называется заäа÷ей ìак-
сиìаëüноãо быстроäействия ëинейной систеìы.
Она бëизка к заäа÷е, иссëеäуеìой в работе [14], и
отëи÷ается от посëеäней тоëüко у÷етоì оãрани÷е-
ния (2). Необхоäиìо поä÷еркнутü, ÷то перереãуëи-
рование σ* явëяется важнейøиì показатеëеì ка-
÷ества проектируеìой САУ, который, с оäной сто-
роны, характеризует запас устой÷ивости систеìы,
а с äруãой, важное техноëоãи÷еское оãрани÷ение,
обеспе÷иваеìое систеìой. Наприìер, äëя опреäе-
ëенных эëектротерìи÷еских систеì перереãуëиро-
вание вообще искëþ÷ается в öеëях обеспе÷ения
сохранности наãреватеëüных эëеìентов и проäëе-
ния срока их экспëуатаöии. Поэтоìу зна÷ение σ*
äëя проектируеìой систеìы, как правиëо, оãова-
ривается. В äанной работе, иìеþщей теорети÷е-
ский характер, äëя опреäеëенности приниìается
σ* = Δ = 4,321 %.
В работе [14] быстроäействуþщий реãуëятор

отыскивается в форìе переäато÷ной функöии опре-
äеëенной структуры с испоëüзованиеì ìетоäа син-
теза по жеëаеìой переäато÷ной функöии, опреäе-
ëяеìой, в своþ о÷ереäü, в форìе норìированной
ПФ иëи переäато÷ной функöии в форìе Выøнеã-
раäскоãо. Как известно, произвоëüная ПФ (1) ìожет
бытü преобразована в норìированнуþ заìеной пе-

реìенной p новой переìенной q = αp, α = :

(q) = , (3)

ãäе

 = ,  = ,

i = 0, 1, ..., m; k = 1, 2, ..., n – 1.

Заìена p = q/α переìенной преобразования
Лапëаса равносиëüна заìене t = ατ äëя переìенной
ориãинаëа и уìножения изображения на α. Так как
уìножение перехоäной функöии на константу не
вëияет на вреìя реãуëирования, то вреìя реãуëи-
рования исхоäной систеìы tпп и вреìя реãуëиро-
вания τпп äëя систеìы с норìированной переäа-
то÷ной функöией связано соотноøениеì tпп = ατпп.
Друãие пряìые показатеëи ка÷ества, в тоì ÷исëе
перереãуëирование, äëя систеì управëения с ис-
хоäной и норìированной переäато÷ныìи функ-
öияìи совпаäаþт.
Всëеä за работаìи [11, 12] в статüе [14] в ка÷е-

стве жеëаеìой (оптиìаëüной) переäато÷ной функ-
öии испоëüзуется норìированная функöия виäа
Wн(q) = 1/N(q), при÷еì характеристи÷еский поëи-
ноì N(q) иìеет коìпëексные корни с оäинаковыìи
вещественныìи ÷астяìи η и ìниìыìи ÷астяìи,
образуþщиìи арифìети÷ескуþ проãрессиþ с раз-
ностüþ и первыì ÷ëеноì, равныì γ. В работе [11]
показано, ÷то существует ìиниìаëüное зна÷ение

μ = γ/η, при котороì вреìя реãуëирования систе-
ìы ìиниìаëüно. Ниже, в соответствии с этой ра-
ботой, привоäятся характеристи÷еские поëиноìы
äëя трех зна÷ений степеней, на÷иная с n = 2, при
оптиìаëüных зна÷ениях μ:

n = 2: N2(q) = q2 + 1,38q + 1;

n = 3: N3(q) = q3 + 2,05q2 + 2,3q + 1; (4)

n = 4: N4(q) = q4 + 2,6q3 + 3,8q2 + 2,8q + 1.

Даëее автор работы [14], зная описание объекта
(1) и жеëаеìуþ переäато÷нуþ функöиþ заìкнутой
систеìы Wн(q) = 1/N(q) с поëиноìаìи (4), извест-
ныì ìетоäоì синтеза опреäеëяет оптиìаëüнуþ ПФ
искоìоãо реãуëятора. Рассìотренное реøение за-
äа÷и быстроäействия иìеет сëеäуþщие неäостатки: 

1) как буäет показано äаëее, поëиноìы (4), сте-
пенü которых выøе äвух, не обеспе÷иваþт ìакси-
ìаëüноãо быстроäействия САУ; 

2) преäëоженное реøение не у÷итывает оãрани-
÷ение на перереãуëирование синтезируеìой систе-
ìы, которое явëяется основныì показатеëеì ка÷е-
ства äëя поäавëяþщеãо ÷исëа систеì управëения и
оказывает существенное вëияние на äëитеëüностü
ее перехоäных проöессов; 

3) испоëüзуеìый ìетоä синтеза в сиëу еãо осо-
бенностей приìениì не ко всеì объектаì с пе-
реäато÷ныìи функöияìи (1). (Этот неäостаток
ëу÷øе искëþ÷итü — в äанной работе он не устра-
няется.)
Ниже преäëаãается поäхоä к синтезу ëинейных

систеì управëения с ìаксиìаëüныì быстроäейст-
виеì, практи÷ески свобоäный от указанных неäос-
татков.

2. Необходимые условия 
максимального быстродействия

В основе преäëаãаеìоãо поäхоäа ëежит испоëü-
зование усëовий быстроäействия, сфорìуëирован-
ных в сëеäуþщей теореме: ëинейная äинаìи÷еская
систеìа ÷етноãо поряäка с переäато÷ной функöией
виäа W(p) = K/A(p), в которой перереãуëирование
не äоëжно превыøатü заäанное зна÷ение σ*, а сиã-
наë управëения — оãрани÷ения |u(t)| m umax, ìожет
иìетü ìиниìаëüное вреìя перехоäных проöессов,
опреäеëяеìое с испоëüзованиеì зоны Δ = σ*, есëи

1) ее характеристи÷еские ÷исëа (поëþса) распо-
ëожены на окружности

|p1| = |p2| = ... = |pn| = R, (5)

раäиус которой R выбирается из усëовия выпоëне-
ния оãрани÷ения на сиãнаë управëения;

2) выбранное распоëожение поëþсов вäоëü ок-
ружности обеспе÷ивает систеìе перереãуëирова-
ние, равное заäанноìу зна÷ениþ

σ = σ*. (6)

a0/an
n

W
b0q

m b1q
m 1– b2q

m 2– … bm+ + + +

qn a1q
n 1– a2q

n 2– … an 1– q 1+ + + + +
----------------------------------------------------------------------------
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Преäваритеëüно, переä äоказатеëüствоì теоре-
ìы, отìетиì, ÷то распреäеëение поëþсов опти-
ìаëüной систеìы управëения не÷етноãо поряäка
уäовëетворяет усëовиþ (5) ëиøü прибëиженно.
Это усëовие первона÷аëüно быëо сфорìуëировано
в форìе ãипотезы в работе [15], в которой отìе÷а-
ëасü принаäëежностü окружности (5) поëþсов
фиëüтров Баттерворса.
Также необхоäиìо поä÷еркнутü, ÷то в теореìе

рассìатривается ÷астный, но важный äëя практи-
ки управëения сëу÷ай назна÷ения веëи÷ины σ* = Δ
перереãуëирования систеìы, который опреäеëяет
возìожностü ее приìенения к реøениþ в ëинейноì
прибëижении актуаëüной, так называеìой заäа÷и
быстроäействия по нескоëüкиì (оäной) фазовыì
коорäинатаì [16]. Она форìуëируется сëеäуþщиì
образоì: найти управëение в форìе обратной свя-
зи u(X), перевоäящее объект (1) из на÷аëüноãо со-
стояния X(0) = X0 в жеëаеìуþ обëастü

|x1(T)| m Δ1; |x2(T)| m Δ2; ...; |xk(T)| m Δk; k < n,

(Δi, i = 1, 2, ..., k, — поëожитеëüные ÷исëа, харак-
теризуþщие заäаннуþ то÷ностü реãуëирования сис-
теìы по соответствуþщей фазовой коорäинате,
преäставëяþщей откëонение опреäеëенной пере-
ìенной от заäанноãо режиìа) за ìиниìаëüное вре-
ìя Т, при÷еì при t > T синтезируеìая заìкнутая
систеìа управëения остается в указанной жеëаеìой
обëасти.
Сфорìуëированная заäа÷а быстроäействия по

нескоëüкиì коорäинатаì явëяется обобщениеì
кëасси÷еской заäа÷и оптиìаëüноãо быстроäействия:
она трансфорìируется в посëеäнþþ при k = n и
εi = 0; i = 1, 2, ..., n. Соответственно при k = 1 за-
äа÷а управëения, называеìая заäа÷ей быстроäей-
ствия оäной коорäинаты, явëяется ìатеìати÷ески
наибоëее простой из рассìатриваеìых, но в то же
вреìя иìеþщей боëüøое инженерное зна÷ение, так
как, наприìер, при Δ1 = 0,05 указанное вреìя Т сов-
паäает с опреäеëениеì вреìени перехоäноãо про-
öесса систеìы в кëасси÷еской теории управëения.
Доказательство условия (5). При установëении

равенства (5) буäеì исхоäитü из сëеäуþщеãо факта
кëасси÷еской теории автоìати÷ескоãо управëения:
существует ëинейная заìкнутая систеìа n-ãо по-
ряäка с ìаксиìаëüныì быстроäействиеì, которая
явëяется асиìптоти÷ески устой÷ивой систеìой и
соответственно, в общеì сëу÷ае, описывается пе-
реäато÷ной функöией, иìеþщей некоторое ÷исëо
2γ коìпëексных поëþсов с отриöатеëüной ÷астüþ
и n – 2γ вещественных отриöатеëüных поëþсов:

W(p) = 1/ (Tip + 1) ( p2 + 2ζiTj p + 1). (7)

Отìетиì, ÷то переäато÷ная функöия (7) соот-
ветствует систеìе, преäставëяþщей посëеäова-
теëüное соеäинение опреäеëенноãо ÷исëа апери-
оäи÷еских и коëебатеëüных звенüев, характеризуþ-

щихся постоянныìи вреìени Ti и коэффиöиентаìи
äеìпфирования ζi, при÷еì коэффиöиент усиëения
систеìы усëовно приниìается равныì еäиниöе
(он не вëияет на вреìя ее перехоäных проöессов).
Поä÷еркнеì, ÷то в äанной работе рассìатривается
оãрани÷енный кëасс быстроäействуþщих систеì,
описываеìый ПФ, ÷исëитеëü которых явëяется
константой. Анаëоãи÷ный кëасс систеì управëе-
ния иссëеäоваëся и в работе [14].
При реøении сфорìуëированной заäа÷и ìак-

сиìаëüноãо быстроäействия систеìы (7) воспоëü-
зуеìся преобразованиеì (3) и в äаëüнейøеì äан-
нуþ заäа÷у буäеì рассìатриватü приìенитеëüно к
систеìе с ПФ

W(q) = 1/ ( q + 1) ( q2 + 2ζj p + 1),(8)

в которой безразìерные (относитеëüные) постоян-
ные вреìени связаны соотноøениеì

 = 1. (9)

Поä÷еркнеì, ÷то преобразование (3), осуществ-
ëяþщее перехоä к испоëüзованиþ относитеëüноãо
вреìени, не изìеняет коэффиöиенты äеìпфиро-
вания ζi систеìы и, соответственно, не изìеняет
характер (форìу) ее перехоäных проöессов, а из-
ìеняет тоëüко ìасøтаб изображения перехоäных
проöессов во вреìени.
При реøении сфорìуëированной заäа÷и ìак-

сиìаëüноãо быстроäействия воспоëüзуеìся также
физи÷ески ясныì фактоì, вытекаþщиì из основ
теории автоìати÷ескоãо управëения, ÷то вреìя пе-
рехоäных проöессов систеìы (8) при фиксирован-
ных зна÷ениях ее параìетров ζi (при фиксирован-
ноì характере перехоäных проöессов) явëяется
возрастаþщей функöией tпп = f( , , ..., )
при увеëи÷ении зна÷ений ее арãуìентов — посто-
янных вреìени , т. е. она иìеет поëожитеëüные
÷астные произвоäные по указанныì арãуìентаì.
Преäпоëожиì, ÷то некоторыì образоì уäаëосü

установитü зна÷ения коэффиöиентов äеìпфирова-
ния ζj, соответствуþщие систеìе ìаксиìаëüноãо
быстроäействия с указанныìи оãрани÷енияìи на пе-
ререãуëирование и сиãнаë управëения. При äанных
фиксированных зна÷ениях параìетров ζj рассìот-
риì заäа÷у оптиìизаöии (ìиниìизаöии) вреìени
перехоäных проöессов систеìы (8) за с÷ет выбора ее

постоянных вреìени , i = 1, 2, ..., n – γ. Дëя опти-

ìизаöии вреìени перехоäных проöессов рассìат-
риваеìой систеìы в соответствии с возрастаþщиì

характероì функöии tпп = f( , , ..., ) не-

обхоäиìо параìетры , i = 1, 2, ..., n – γ, уìенü-

øатü, при÷еì соãëасно оãрани÷ениþ (9) уìенüøение

öеëесообразно осуществëятü äо зна÷ений  = 1.
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Даëüнейøее же уìенüøение  < 1 привеäет к уве-

ëи÷ениþ некоторых äруãих постоянных вреìени

 > 1 и, соответственно, к увеëи÷ениþ вреìени

tпп при выпоëнении сëеäуþщеãо важноãо условия:

все постоянные вреìени  иìеþт оäинаковуþ

степенü вëияния на вреìя перехоäных проöессов
систеìы.
Такиì образоì, при указанноì усëовии прихо-

äиì к вывоäу, ÷то норìированная систеìа (8) ìо-
жет иìетü ìиниìаëüное вреìя перехоäных проöес-
сов, есëи ее постоянные вреìени

 =  = ... =  = 1, (10)

а поëþса ее переäато÷ной функöии

W(q) = 1/ (q + 1) (q2 + 2ζjq + 1) (11)

соответственно распоëожены на окружности еäини÷-
ноãо раäиуса. В этоì сëу÷ае исхоäная (ненорìиро-
ванная) систеìа (7) с у÷етоì соотноøения |pi| = 1/Ti
ìожет иìетü ìаксиìаëüное быстроäействие, есëи
ее поëþсы уäовëетворяþт усëовиþ (5) теореìы.
Есëи же степенü вëияния разëи÷ных Ti на вреìя

tпп неоäинакова, то äëя ìиниìизаöии tпп öеëесо-
образно уìенüøитü зна÷ения Ti с боëüøой степенüþ
вëияния, пожертвовав некоторыì увеëи÷ениеì Ti
с ìаëой степенüþ вëияния. В резуëüтате вектор
зна÷ений (T1, T2, ..., Tn – γ), äоставëяþщий ìини-
ìуì tпп, в этоì сëу÷ае не буäет еäини÷ныì: ÷астü
Ti с боëüøой степенüþ вëияния на tпп буäет ìенü-
øе 1, äруãая — боëüøе 1, но их среäнее зна÷ение
ìожет бытü относитеëüно бëизко к еäиниöе.
Даëüнейøий анаëиз показаë, ÷то постоянные

вреìени апериоäи÷ескоãо и коëебатеëüноãо звенü-
ев по-разноìу вëияþт на äëитеëüностü перехоäных
проöессов систеìы. Этот вывоä непосреäственно
сëеäует из физики äвижения указанных звенüев,
а ìатеìати÷ески выражается в тоì, ÷то äвижение
апериоäи÷ескоãо звена описывается экспоненöи-
аëüной функöией, а коëебатеëüноãо — принöипи-
аëüно иной функöией: произвеäениеì экспоненты
на ãарìони÷еские функöии. В то же вреìя нет ни-
каких оснований с÷итатü, ÷то вëияние на äëитеëü-
ностü перехоäных проöессов систеìы оäнотипных
звенüев (тоëüко апериоäи÷еских иëи тоëüко коëе-
батеëüных) разëи÷но. Оттаëкиваясü от этоãо выво-
äа, при ÷етноì зна÷ении n (усëовие теореìы) пе-
реäато÷нуþ функöиþ быстроäействуþщей систе-
ìы преäставиì посëеäоватеëüныì соеäинениеì
оäнотипных коëебатеëüных звенüев, постоянные
вреìени которых в оäинаковой степени вëияþт на
вреìя ее перехоäных проöессов и поэтоìу их зна-
÷ения T1 = T2 = ... = Tn/2 ≡ T равны, а, соответ-
ственно, поëþсы |pi| = 1/Ti систеìы с ìаксиìаëü-
ныì быстроäействиеì распоëожатся на окруж-

ности раäиуса R = 1/T — усëовие (5) теореìы
äоказано.
Поä÷еркнеì, ÷то быстроäействуþщая систеìа

ìожет соäержатü в своей структуре и апериоäи÷е-
ские звенüя с равныìи постоянныìи вреìени, ко-
торые поëу÷аþтся из указанных коëебатеëüных
звенüев при ζ = 1.
Необхоäиìо отìетитü, ÷то ìенüøее вреìя пере-

хоäных проöессов tпп систеìы äостиãается за с÷ет
боëüøих зна÷ений сиãнаëа управëения, и поэтоìу
÷еì ìенüøе tпп (соответственно, боëüøе раäиус
R = 1/T окружности разìещения поëþсов заìкнутой
систеìы), то теì боëüøе ìаксиìаëüное по ìоäуëþ
зна÷ение управëения |u|. Сëеäоватеëüно, при син-
тезе быстроäействуþщеãо реãуëятора и посëеäуþ-
щеì еãо ìоäеëировании в öеëях выбора зна÷ения
раäиуса R окружности разìещения поëþсов, обес-
пе÷иваþщеãо выпоëнение иìеþщеãося оãрани÷ения
|u(t)| m umax, приìениìо правиëо: ÷еì боëüøе R, теì
боëüøе |u| и теì бëиже прибëижаеìся к ãраниöе
указанноãо оãрани÷ения.
Доказательство условия (6). Рассìотриì систе-

ìу управëения с переäато÷ной функöией

W(q) = 1/ (q2 + 2ζjq + 1), (12)

уäовëетворяþщей ранее äоказанноìу соотноøе-
ниþ (5). Установиì, ÷то äëя поëу÷ения ìиниìаëü-
ноãо вреìени перехоäных проöессов систеìы (12)
необхоäиìо зна÷ения ее коэффиöиентов äеìпфи-
рования ζj выбратü из усëовия (6).
Доказатеëüство äанноãо усëовия провеäеì ìе-

тоäоì от противноãо. Дëя этоãо преäпоëаãаеì, ÷то
САУ с переäато÷ной функöией (12) иìеет σ ≠ σ*.
На÷неì с рассìотрения сëу÷ая, коãäа σ > σ*,

при÷еì перереãуëирование систеìы превыøает ука-

Ti

Tj

Ti

T1 T2 Tn γ–
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занный уровенü на ìаëуþ веëи÷ину. В äанноì сëу-
÷ае с у÷етоì зна÷ения Δ = σ* вреìя tпп САУ буäет
опреäеëятüся по второìу, а то и третüеìу ìоìенту
вреìени попаäания в принятуþ зону Δ, ÷то увеëи-
÷ивает зна÷ение вреìени перехоäноãо проöесса
систеìы — это наãëяäно виäно из ãрафиков, преä-
ставëенных на рисунке, показываþщих типовые
перехоäные характеристики звена (12) при относи-
теëüно небоëüøих изìенениях еãо коэффиöиентов
äеìпфирования.
В анаëизируеìоì сëу÷ае вреìя tпп систеìы

ìожно уìенüøитü за с÷ет изìенения параìетров
ее ПФ, сäеëав σ = Δ и, соответственно, перейäя к
опреäеëениþ вреìени перехоäноãо проöесса по
первоìу ìоìенту попаäания в зону Δ (он зäесü так-
же буäет и ìоìентоì вхожäения — äостижения зо-
ны без ее покиäания).
Теперü рассìотриì сëу÷ай систеìы управëения

с перереãуëированиеì σ < σ* = Δ и установиì, ÷то
это уìенüøение перереãуëирования тоже привеäет
к снижениþ быстроäействия систеìы. Дëя этоãо
воспоëüзуеìся известныì аëãоритìоì опреäеëения
перереãуëирования систеìы: 1) из усëовия равен-
ства нуëþ произвоäной (tm) = 0 нахоäится ìоìент
вреìени tm äостижения перехоäной функöией систе-
ìы ìаксиìаëüноãо зна÷ения; 2) нахоäится саìо
ìаксиìаëüное зна÷ение hm = h(tm) и расс÷итыва-
ется перереãуëирование систеìы σ = (hm – hуст) Ѕ
Ѕ 100 %/hуст, hуст = 1.
Наряäу с произвоäной (tm) рассìотриì про-

извоäнуþ (tn) в то÷ке hуст = 1. Отìетиì, ÷то наи-
ìенüøее зна÷ение вреìени, опреäеëяеìое из усëо-
вия h(tn) = 1, в теории управëения называется
вреìенеì нарастания систеìы и испоëüзуется сов-
ìестно с tпп äëя оöенки быстроäействия систеì,
иìеþщих апериоäи÷еские и коëебатеëüные пере-
хоäные проöессы. Есëи ãипотети÷ески преäпоëо-
житü, ÷то в то÷ке h(tn) = 1 произвоäная (tn) равня-
ëасü бы нуëþ, то о÷евиäно, ÷то рассìатриваеìая
систеìа иìеëа бы перехоäные проöессы без перере-
ãуëирования, при÷еì их äëитеëüностü совпаäаëа бы
с tn. Но произвоäная (tn) ≠ 0, и систеìа äвижется
äаëее к то÷ке hm = h(tm), tm > tn. Из äанноãо физи÷е-
скоãо сìысëа произвоäной (tn) в то÷ке h(tn) = 1 и
указанноãо аëãоритìа опреäеëения перереãуëиро-
вания вытекает вывоä: боëüøее зна÷ение перере-
ãуëирования систеìы äостиãается за с÷ет боëее вы-
сокой скорости (tn) и, соответственно, ìенüøеãо
вреìени tn, которое в первоì прибëижении ìожно
оöенитü зна÷ениеì 1/ (tn). Отсþäа сëеäует, ÷то при
уìенüøении σ < σ* = Δ систеìа буäет иìетü боëü-
øие зна÷ения tn и tпп.
Такиì образоì, анаëиз äвух сëу÷аев (σ > σ* = Δ

и σ < σ* = Δ) показывает, ÷то откëонение перере-
ãуëирования от зна÷ения σ = σ* = Δ как в оäну, так
и в äруãуþ сторону привоäит к увеëи÷ениþ äëитеëü-
ности перехоäноãо проöесса систеìы. Поэтоìу спра-
веäëив вывоä: вреìя перехоäноãо проöесса ëинейной
САУ структуры (12) ìиниìаëüно при таких параìет-
рах систеìы ζj, которые обеспе÷иваþт выпоëнение

усëовия σ = σ*. Так как ìиниìуì ìожет бытü ëокаëü-
ныì, то усëовие (6) иìеет необхоäиìый характер, ÷то
и указано в форìуëировке теореìы.
Необхоäиìо поä÷еркнутü, ÷то äëя некотороãо

кëасса систеì усëовия теореìы явëяþтся не тоëüко
необхоäиìыìи, но и äостато÷ныìи усëовияìи
ìаксиìаëüноãо быстроäействия. К äанноìу кëас-
су, наприìер, относятся систеìы с перехоäныìи
проöессаìи ìонотонноãо характера, äëя которых
σ = 0 и, соответственно, они иìеþт тоëüко äейст-
витеëüные отриöатеëüные поëþсы. Дëя этих сис-
теì усëовие (5) и оãрани÷ение на управëение оä-
нозна÷но опреäеëяþт параìетры K, T оптиìаëü-
ной переäато÷ной функöии

W(s) = K/(Ts + 1)n,

при÷еì поряäок систеìы n ìожет бытü и не÷етныì.
Данный резуëüтат быë установëен ранее в работах
[11, 14].
Дëя ìноãих объектов усëовия (5), (6) оäнозна÷но

опреäеëяþт параìетры переäато÷ных функöий (7)
заìкнутых оптиìаëüных систеì управëения, зная
которые, с испоëüзованиеì ìетоäа синтеза по же-
ëаеìой переäато÷ной функöии, относитеëüно ëеãко
осуществëяется синтез реãуëятора, обеспе÷иваþ-
щеãо ìаксиìаëüное быстроäействие проектируе-
ìой систеìы. Данный ìетоä поäробно описан в
работах [13, 14]. Так как усëовия теореìы непо-
среäственно опреäеëяþт распреäеëение поëþсов
САУ ìаксиìаëüноãо быстроäействия, то äëя синтеза
таких систеì приìениì также ìетоä ìоäаëüноãо
управëения [13]. Выбор ìетоäа синтеза опреäеëя-
ется техни÷ескиìи усëовияìи реаëизаöии реãуëя-
тора. В ÷астности, есëи изìерениþ äоступна тоëüко
выхоäная коорäината объекта, а не поëностüþ вектор
состояния объекта, то преäпо÷титеëен ìетоä синтеза
по жеëаеìой переäато÷ной функöии систеìы.
Моäеëирование синтезированных систеì управ-

ëения поäтверäиëо необхоäиìостü выпоëнения ус-
ëовий (5) и (6) äëя поëу÷ения в них ìиниìаëüноãо
вреìени перехоäных проöессов.

Заключение

В кëассе ëинейных систеì управëения высокоãо
поряäка, описываеìых переäато÷ныìи функöияìи,
÷исëитеëü которых преäставëяет константу, постав-
ëена и реøена с у÷етоì заäанных оãрани÷ений на
управëение и перереãуëирование заäа÷а синтеза
реãуëятора с ìиниìаëüныì вреìенеì перехоäных
проöессов, пониìаеìыì в сìысëе кëасси÷еской
теории автоìати÷ескоãо управëения.
Основной этап преäëаãаеìоãо поäхоäа синтеза

состоит в опреäеëении оптиìаëüной переäато÷ной
функöии проектируеìой заìкнутой систеìы, струк-
тура которой преäставëяется посëеäоватеëüныì
соеäинениеì опреäеëенноãо ÷исëа апериоäи÷е-
ских и коëебатеëüных звенüев. Доказана теореìа,
устанавëиваþщая, ÷то äëя äостижения ìиниìаëü-
ноãо вреìени перехоäных проöессов в систеìе уп-
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равëения ÷етноãо поряäка указанные звенüя äоëжны
иìетü оäинаковое зна÷ение постоянных вреìени,
которое выбирается из усëовия выпоëнения оãра-
ни÷ения на управëение. Соответственно коэффи-
öиенты äеìпфирования коëебатеëüных звенüев
äоëжны нахоäитüся из усëовия обеспе÷ения заäан-
ноãо зна÷ения перереãуëирования синтезируеìой
систеìы.
Теореìа äоказана äëя ÷астноãо, но важноãо äëя

практики управëения сëу÷ая назна÷ения äопусти-
ìоãо зна÷ения перереãуëирования систеìы, рав-
ноãо веëи÷ине зоны, по которой опреäеëяется вреìя
перехоäных проöессов äанной систеìы управëе-
ния. Это преäопреäеëяет возìожностü приìенения
теореìы к реøениþ в ëинейноì прибëижении так
называеìой заäа÷и быстроäействия по оäной фа-
зовой коорäинате объекта, которая актуаëüна äëя
инженерной практики.
Посëе опреäеëения в соответствии с усëовияìи

теореìы оптиìаëüной переäато÷ной функöии заì-
кнутой систеìы управëения синтез реãуëятора,
обеспе÷иваþщеãо ìаксиìаëüное быстроäействие
проектируеìой систеìе, рекоìенäуется провоäитü
ìетоäоì синтеза по жеëаеìой переäато÷ной функ-
öии иëи ìетоäоì ìоäаëüноãо управëения в зави-
сиìости от техни÷еских усëовий еãо реаëизаöии.
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We formulate and solve the problem of regulator design with minimal transient time (in terms of classical control theory)
under specified constraints on control and overregulation. The problem is solved in a class of linear high-order control systems
described by a transfer function having a constant in the numerator.The main stage of the proposed design approach consists
in the determination of optimal transfer function of closed-loop control system with the structure composed by the sequential
connection of specific number of aperiodic and oscillatory links. We prove the theorem establishing that for even order control
systems these links must have the same values of time constants to provide the minimum transient time, and time constants
must be selected from the condition of satisfying the control constraints. Correspondingly, damping coefficients of oscillatory
links must be determined from the condition of providing the specified overregulation value of designed system. The theorem
is proved for the special, but important for control practice case of specifying the permissible system overregulation value being
equal to the value of the zone, using which the transient time of this control system is determined. This predetermine the pos-
sibility of theorem application to the solution (in the linear approximation) of so-called problem of time-optimality for one phase



382 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 18, № 6, 2017

coordinate of an object, which is actual for engineering practice. Conditions of theorem are not only necessary, but also suf-
ficient conditions of time-optimality for several subclasses of control systems. Systems with monotonic transient processes with
prohibited overregulation having, correspondingly, only negative real poles are an example of such subclass. After determi-
nation of optimal transfer function of closed-loop control system subject to theorem conditions, it is recommended to perform
regulator design providing the time-optimality by the synthesis method according to the desired transfer function or by the method
of modal control depending on the technical conditions of regulator realization.

Keyword: linear one-dimensional object, time-optimality criterion, overregulation, poles of optimal system
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Разработка и исследование математической модели
гибкого однозвенного манипулятора с использованием

принципа наименьшего действия Гамильтона

Введение и постановка задачи

В настоящее вреìя в боëüøинстве проìыøëен-
ных роботов-ìанипуëяторов испоëüзуþтся äоста-
то÷но жесткие и тяжеëые звенüя, ÷то позвоëяет
пренебре÷ü äефорìаöияìи при рабо÷их операöиях.
Такой тип роботов иìеет опреäеëенные неäостат-
ки: низкуþ скоростü; высокое энерãопотребëение;
низкое отноøение поëезная наãрузка/ìасса звена.
Приìенение роботов с обëеã÷енныìи ãибкиìи
звенüяìи позвоëяет поëу÷итü ряä преиìуществ,
а иìенно:
увеëи÷еннуþ наãрузо÷нуþ способностü: боëее вы-
сокое отноøение ìасса наãрузки/ìасса звена;
увеëи÷еннуþ скоростü переìещения;
повыøеннуþ безопасностü: увеëи÷енная поäат-
ëивостü и ìаëый ìоìент инерöии звена снижа-
þт риски опасных травì;
уìенüøение потребëения энерãии: ëеãкие зве-
нüя испоëüзуþт привоäы ìенüøей ìощности;
увеëи÷ение рабо÷еãо пространства с испоëüзо-
ваниеì уäëиненных звенüев;
снижение стоиìости.
Иссëеäования ãибких ìанипуëяторов с приìе-

нениеì соответствуþщих ìатеìати÷еских ìоäеëей
веäутся уже äавно и, теì не ìенее, остается ряä
вопросов:

1) отсутствует (по крайней ìере, äëя автора)
прозра÷ностü и поëнота вывоäа окон÷атеëüных
уравнений;

2) äо сих пор äëя оäних и тех же исхоäных äан-
ных иìеþтся разëи÷ные ìатеìати÷еские ìоäеëи,
разëи÷аþщиеся по ãрани÷ныì усëовияì (особенно
это касается заäеëки звена (баëки) на ступиöе при-
воäа) и совпаäаþщие тоëüко по описаниþ äвиже-

ния упруãой баëки уравнениеì Эйëера—Бернуëëи.
Это ìожно просëеäитü по работаì [1—8].
В äанной работе реøаþтся сëеäуþщие заäа÷и:
вывоä на основе интеãраëüноãо вариаöионноãо
принöипа Гаìиëüтона уравнений как свобоäноãо,
так и вынужäенноãо äвижений упруãой баëки
(ãибкоãо звена) с наãрузкой на конöе звена и фор-
ìирование необхоäиìых ãрани÷ных усëовий;
вывоä необхоäиìых уравнений äëя перехоäа от
уравнения в ÷астных произвоäных к систеìе
обыкновенных ëинейных äифференöиаëüных
уравнений, ÷то позвоëит приìенятü äаннуþ
ìатеìати÷ескуþ ìоäеëü äëя реøения заäа÷ уп-
равëения.
Забеãая впереä, отìетиì, ÷то поëу÷енная ìате-

ìати÷еская ìоäеëü совпаäает тоëüко с ìоäеëüþ,
преäставëенной без вывоäа в ìоноãрафии [7] в раз-
äеëе "Robust Control of a Flexible-Link Manipulator".

Предварительные сведения

Схема манипулятора. Дëя вывоäа äифференöиаëü-
ных уравнений, описываþщих äинаìику ãибкоãо оä-
нозвенноãо ìанипуëятора (ГОЗМ) с наãрузкой на
конöе звена, рассìотриì схеìати÷еское изображе-
ние äвижения ГОЗМ в ãоризонтаëüной пëоскости
(рис. 1), ãäе

X0Y — непоäвижная систеìа коорäинат (СК);
x0y — ëокаëüная (поäвижная) СК (осü 0x явëя-

ется касатеëüной к äефорìируеìоìу ГОЗМ в ìесте
еãо крепëения к привоäу; явëяется осüþ вращения
абсоëþтно жесткоãо неäефорìируеìоãо звена);

J0 — ìоìент инерöии привоäа ГОЗМ [кãЅì2];
mL — (схват) ìасса то÷е÷ной наãрузки (т. е. с÷и-

таеì ее ìоìент инерöии нуëевыì) [кã];

Рассматривается аналитический подход к построению математической модели гибкого однозвенного манипулятора на ос-
нове принципа наименьшего действия Гамильтона. Получены необходимые уравнения как свободного, так и вынужденного дви-
жений манипулятора. Подробно описаны все процедуры вывода необходимых соотношений, включая условие ортогональности
и системы уравнений для определения собственных форм и частот колебаний манипулятора. Полученная математическая мо-
дель учитывает только массу нагрузки, которая переносится схватом. Решение уравнения Эйлера—Бернулли методом раз-
деления переменных позволило получить математическую модель гибкого манипулятора в пространстве состояний, которую
удобно использовать для решения задач управления.
Ключевые слова: принцип наименьшего действия Гамильтона, гибкий манипулятор, математическая модель, уравнение

Эйлера—Бернулли, метод разделения переменных
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θ(t) — текущий уãоë поворота ГОЗМ как абсо-
ëþтно жесткоãо теëа [раä];

α(t) — текущий уãоë поворота наãрузки (схвата)
[раä];

w(x, t) — ãибкое откëонение ГОЗМ от оси 0x в те-
кущей то÷ке x ìанипуëятора x ∈ [0, L], перпенäи-
куëярное к äанной оси [ì];

L — äëина ìанипуëятора [ì];
ρ — поãонная (ëинейная) ìассовая пëотностü

ГОЗМ [кã/ì];
I — ìоìент инерöии попере÷ноãо се÷ения звена

ìанипуëятора [ì4];
E — ìоäуëü упруãости Юнãа äëя ìатериаëа звена

[Н/ì2];
EI  E•I — изãибная жесткостü звена ìанипу-

ëятора [НЅì2].
Приìеì сëеäуþщие преäпоëожения:
пряìоуãоëüное се÷ение звена ìанипуëятора
иìеет высоту h, зна÷итеëüно превыøаþщуþ ее
øирину b, h . b (рис. 2);
вертикаëüные äефорìаöии при повороте ГОЗМ
в ãоризонтаëüной пëоскости отсутствуþт (абсо-
ëþтная вертикаëüная жесткостü);
äëина звена ìанипуëятора зна÷итеëüно превы-
øает высоту еãо попере÷ноãо се÷ения, L . h.

Принцип наименьшего действия. Дëя поëу÷ения
äифференöиаëüных уравнений, описываþщих äи-
наìику ГОЗМ, воспоëüзуеìся интеãраëüныì вари-
аöионныì принöипоì наиìенüøеãо äействия Га-
ìиëüтона [9]. Дëя этоãо необхоäиìо опреäеëитü
кинети÷ескуþ T и потенöиаëüнуþ U энерãии и ра-
боту внеøних (активных) сиë. Ввеäеì интеãраë
äействия [9—11]

S = (T – U + W)dt = (L0 + W)dt, (1)

ãäе L0 — ëаãранжиан äëя свобоäных коëебаний.

Принцип наименьшего действия Гамильтона ãëа-
сит [9, 11]: есëи в ìоìенты вреìени t1 и t2 ìехани-
÷еская систеìа заниìает опреäеëенные поëоже-
ния, характеризуеìые совокупностüþ обобщенных
коорäинат qi(t1), qi(t2), i = 1, 2, ..., n, то ìежäу этиìи
поëоженияìи систеìа äвижется так, ÷то интеãраë
äействия иìеет экстреìаëüное зна÷ение (опреäе-
ëяет истинное äвижение систеìы). На конöах вре-
ìенноãо отрезка [t1, t2] истинное äвижение не
варüируется, т. е.

δqi(t1) = 0, δqi(t2) = 0, i = 1, 2, ..., n. (2)

Вариаöии обобщенных коорäинат, уäовëетво-
ряþщие усëовиþ (2), назовеì äопустиìыìи.
Дëя стаöионарных систеì (связей) экстреìуì

своäится к ìиниìуìу, т. е. вариаöия интеãраëа äей-
ствия (1) равна нуëþ:

δS = 0. (3)

Определение собственных частот
и форм колебаний ГОЗМ

Вна÷аëе рассìотриì свобоäное äвижение сис-
теìы (отсутствуþт внеøние активные сиëы W = 0)
äëя опреäеëения собственных ÷астот и форì коëе-
баний звена ìанипуëятора, рассìатриваеìоãо как
упруãая баëка пряìоуãоëüноãо се÷ения с то÷е÷ной
ìассой на свобоäноì конöе и жестко закрепëен-
ной на äруãоì конöе. Иìееì:
кинети÷еская энерãия свобоäноãо звена с на-
ãрузкой

T = ρ (x, t)2dx + mL (L, t)2, (4)

ãäе то÷ка сверху обозна÷ает произвоäнуþ по вреìени;
потенöиаëüная энерãия свобоäноãо звена

U = EI(w′′(x, t))2dx, (5)

ãäе øтрих сверху обозна÷ает ÷астнуþ произвоäнуþ
по пространственной коорäинате x. Сфорìируеì

Рис. 1. Схематическое изображение движения ГОЗМ в гори-
зонтальной плоскости

Рис. 2. Поперечное сечение звена манипулятора
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интеãраë äействия по Гаìиëüтону äëя свобоäноãо
äвижения ГОЗМ с наãрузкой:

S = (T – U)dt = ρ (x, t)2dx +

+ mL (L, t)2 – EI(w′′(x, t))2dx dt. (6)

Вариаöиþ δS äействия (функöионаëа) S буäеì
опреäеëятü по Лаãранжу [12—14], т. е. составиì
функöиþ

χ(α) = S(q + α•δq) =

= ρ (w(x, t) + α•δw(x, t)) dx +

+ mL (w(L, t) + α•δw(L, t))  –

– EI (w(x, t) + α•δw(x, t)) dx dt,

тоãäа

δS =  = ρ (x, t)δ (x, t)dxdt +

+ mL (L, t)δ (L, t)dt – EIw′′(x, t)δw′′(x,t)dxdt. (7)

Кажäое из сëаãаеìых выражения (7) проинтеã-
рируеì по ÷астяì и у÷теì усëовия принöипа наи-
ìенüøеãо äействия (2):

ρ (x, t)δ (x, t)dxdt =

= ρ (x, t)δw(x, t)dx  – ρ (x, t)δw(x, t)dxdt =

= – ρ (x, t)δw(x, t)dxdt; (8а)

mL (L, t)δ (L, t)|dt =

= mL (L, t)δw(L, t)  – mL (L, t)δw(L, t)dt =

= – mL (L, t)δw(L, t)dt; (8б)

– EIw′′(x, t)δw′′(x, t)dx =

= EIw′′(x, t)δw′(x, t)  – EIw′′(x, t)δw′(x, t)dx =

= EIw′′(x, t)δw′(x, t)  – EIw′′′(x, t)δw(x, t)  +

+ EIw′′′′(x, t)δw(x, t)dx dt. (8в)

Комментарий к полученным выражениям. В фор-
ìуëах (8а), (8б) испоëüзованы усëовия (2). В фор-
ìуëе (8в) интеãрирование по ÷астяì провоäиëосü
по пространственной переìенной x, внеøнее интеã-
рирование — по переìенной t. Из форìуë (8а), (8в)
в сиëу произвоëüности вариаöий δw(x, t) поä ин-
теãраëоì поëу÷аеì (обратиì вниìание на знак ìи-
нус переä общиì интеãраëоì в (8в)) уравнение Эй-
ëера—Бернуëëи äëя свобоäных коëебаний упруãой
баëки

δw(x, t): ρ (x, t) + EIw′′′′(x, t) = 0. (9)

Остаëüные выражения в форìуëах (8б) и (8в),
не связанные с усëовияìи (2), опреäеëяþт некото-
рые усëовия трансверсаëüности (т. е. ãрани÷ные
усëовия вариаöионной заäа÷и [12—14]), а иìенно:
наëи÷ие перерезываþщей сиëы на правоì кон-
öе от äействия сиë инерöии наãрузки

δw(L, t): mL (L, t) – EIw′′′(L, t) = 0; (10)

свобоäный правый конеö (нет изãибаþщеãо ìо-
ìента, ìоìент инерöии наãрузки равен нуëþ)

δw′(L, t): w′′(L, t) = 0; (11)

жесткая заäеëка на ëевоì конöе:

w(0, t) = 0, (12)

w′(0, t) = 0. (13)

Поëу÷енное уравнение в ÷астных произвоäных
(9) с ãрани÷ныìи усëовияìи (10)—(13) испоëüзуеì
äëя нахожäения собственных ÷астот и ãибких ìоä
изãибных коëебаний. Дëя этоãо приìениì ìетоä
Фурüе (ìетоä разäеëения переìенных) [15].
Метод Фурье. Реøение буäеì искатü в виäе

суììы бесконе÷ноãо ряäа

w(x, t) = φi(x)qi(t), (14)

ãäе φi(x), i = 1, 2, ..., — форìы собственных коëе-
баний ГОЗМ; qi(t), i = 1, 2, ..., — обобщенные ко-
орäинаты, т. е. реøение уравнения (9) опреäеëяется
разëожениеì по собственныì функöияì.
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В ìетоäе разëожения Фурüе äëя уäобства (на
на÷аëüноì этапе, без потери общности) испоëüзу-
еì в разëожении (14) оäно сëаãаеìое, т. е. с÷итаеì

w(x, t) = φ(x)q(t). (15)

Поäставëяя выражение (15) в уравнение (9), по-
ëу÷аеì

 = – . (16)

Равенство (16) äëя äвух независиìых переìен-
ных x, t äоëжно выпоëнятüся äëя ëþбых зна÷ений
x, t. Это возìожно, есëи приравнятü (16) некоторой
константе, наприìер ω2. Тоãäа иìееì

(t) + ω2q(t) = 0; (17)

φ′′′′(x) – φ(x) = 0. (18)

Обозна÷иì β4 = , поäставиì в форìуëу (18)

и реøиì поëу÷енное обыкновенное ëинейное ста-
öионарное äифференöиаëüное уравнение. Харак-
теристи÷еский поëиноì s4 – β4 = 0 иìеет корни
{β, –β, jβ, –jβ}, которые опреäеëяþт общее реøе-
ние оäнороäноãо уравнения (18):

φ(x)=Asin(βx)+Bcos(βx)+Csh(βx)+Dch(βx). (19)

Есëи теперü в соотноøении (14) оãрани÷итüся
коне÷ныì ÷исëоì ∞ > nf l 1 форì собственных ко-
ëебаний (ãибких ìоä), то поëу÷аеì

φi(x) = Aisin(βix) + Bicos(βix) + Cish(βix) + Dich(βix),
i = 1, 2, ..., nf. (20)

Дëя нахожäения коэффиöиентов Ai, ..., Di и ÷ас-
тот βi воспоëüзуеìся ãрани÷ныìи усëовияìи (10)—
(13) и усëовиеì ортоãонаëüности собственных
форì коëебаний.
Условие ортогональности äоëжно обеспе÷итü

выпоëнение уравнения (17) äëя каждой обобщен-
ной коорäинаты, т.е.

(t) + qi(t) = 0, i = 1, 2, ..., nf . (21)

С то÷ки зрения вариаöионноãо ис÷исëения это
зна÷ит, ÷то коэффиöиенты при обобщенных коор-
äинатах в уравнении (21) äоëжны сохранятüся при
всех äопустиìых вариаöиях δqj(t), j = 1, 2, ..., nf. Из
соотноøений (8а)—(8в), (11)—(13) с у÷етоì разëо-
жения (14) иìееì:

(ρ (x, t) + EIw′′′′(x, t))δw(x, t)dx +

+ mL (L, t)δw(L, t) – EIw′′′(L, t)δw(L, t) dt =

= ρ φi(x) (t) + EI (x)qi(t)  Ѕ

Ѕ φj(x)δqj(t)dx + mL φi(L) (t) Ѕ

Ѕ φj(L)δqj(t) – EI (L)qi(t) φj(L)δqj(t) dt =

= ρ φi(x)φj(x)dx +

+ mL φi(L)φj(L) (t)+

+ EI (x)φj(x)dx –

–EI (L)φj(L) qi(t) δqj(t)dt =

= ρ φi(x)φj(x)dx +

+ mL φi(L)φj(L) (t) +

+ ρ φi(x)φj(x)dx+

+ mL φi(L)φj(L) qi(t) δqj(t)dt, (22)

ãäе при посëеäнеì перехоäе испоëüзованы соотно-
øения (10), (17) и (18). Из выражения (22) сëеäует,
÷то равенство (21) при произвоëüных отäеëüных ва-
риаöиях δqi(t) буäет справеäëиво, есëи выпоëнены
условия ортогональности

δqj(t): ρφi(x)φj(x)dx + mLφi(L)φj(L) = δij;

δij = (23)

Определение собственных частот и форм коле-
баний ГОЗМ. Посëе поëу÷ения необхоäиìых со-
отноøений перейäеì к нахожäениþ анаëити÷е-
ских выражений äëя опреäеëения ÷астот и форì
коëебаний свобоäноãо ГОЗМ. Поäставëяя разëоже-
ние (14) в соотноøения (10)—(13) с у÷етоì преä-
ставëения (19) и qi(t) ≠ 0 по÷ти äëя всех t ∈ [t1, t2],
а также провеäя заìену

ω2/EI = β4/ρ, (24)
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прихоäиì к сëеäуþщиì уравненияì äëя опреäеëе-
ния ÷астот и форì (нижние инäексы опустиì, так
как опреäеëяеì общее уравнение, из котороãо на-
хоäиì необхоäиìые реøения):

(25)

Систеìа ëинейных оäнороäных уравнений (25)
относитеëüно неизвестных коэффиöиентов A, B,
C, D буäет иìетü нетривиаëüное реøение, есëи оп-
реäеëитеëü ìатриöы уравнений (25) буäет равен
нуëþ. С у÷етоì тоãо, ÷то β ≠ 0 поëу÷аеì сëеäуþщее
уравнение äëя нахожäения ÷астот βi, i = 1, 2, ...:

(cos(βL)sh(βL) – sin(βL)ch(βL))mLβ +
+ (cos(βL)ch(βL) + 1)ρ = 0, (26)

а затеì из форìуëы

ωi = , i = 1, 2, ..., (27)

нахоäиì собственные ÷астоты свобоäных коëеба-
ний ГОЗМ.
Неизвестные коэффиöиенты Ai, Bi, Ci, Di, опреäе-

ëяþщие ãибкуþ форìу свобоäных коëебаний äëя
÷астоты ωi, нахоäиì из сëеäуþщей систеìы аëãеб-
раи÷еских уравнений: выбираеì ëþбые три уравне-
ния из систеìы (25) и äобавëяеì к ниì усëовие ор-
тоãонаëüности (23):

ρφ2(x)dx + mLφ2(L) = F(Ai, Bi, Ci, Di) = 1. (28)

Замечание. Описанный выøе äвухэтапный аëãо-
ритì опреäеëения ÷астот, а затеì коэффиöиентов
форì коëебаний ìожно объеäинитü, реøая сразу
систеìу из пяти аëãебраи÷еских уравнений (25), (28).

Движение ГОЗМ при наличии внешнего момента

Теперü рассìотриì уãëовое переìещение звена
ìанипуëятора поä äействиеì внеøнеãо вращаþ-
щеãо ìоìента τ(t). В этоì сëу÷ае работа внеøних
обобщенных сиë иìеет виä

W = τθ, (29)

ãäе, напоìниì, θ — уãоë поворота ГОЗМ поä äей-
ствиеì ìоìента τ, рассìатриваеìоãо как абсоëþт-
но жесткое теëо. Теперü при повороте общее пере-

ìещение ëþбой то÷ки x ∈ [0, L] äефорìированноãо
звена ìанипуëятора опреäеëяется из соотноøения

y(x, t) = xθ(t) + w(x, t). (30)

Уравнения äвижения ìанипуëятора опреäеëя-
þтся также с испоëüзованиеì принöипа наиìенü-
øеãо äействия Гаìиëüтона и ìетоäа разäеëения
переìенных Фурüе.
Иìееì:
кинети÷еская энерãия звена с наãрузкой

T = J0 (t)2 + ρ(x (t) + (x, t))2dx +

+ mL(L (t) + (L, t))2; (31)

потенöиаëüная энерãия звена

U = EI(w′′(x, t)2dx; (32)

работа внеøних сиë

W = τ(t)θ(t). (33)

Вариаöия интеãраëа äействия (1) äëя соотноøе-
ний (31)—(33) с испоëüзованиеì принöипа наи-
ìенüøеãо äействия и усëовия (2) привоäит к сëе-
äуþщиì соотноøенияì.
Вариации кинетической энергии для интеграла
действия
1) первая коìпонента

δ J0 (t)2 dt = –J0 (t)δθ(t); (34)

2) вторая коìпонента

δ ρ(x (t) + (x, t))2dx dt =

= ρx2 (t)δ (t)dx dt + ρx (t)δ (x, t)dx dt +

+ ρx (x, t)δ (t)dx dt +

+ ρ (x, t)δ (x, t)dx dt.

Поэëеìентно:
2а)

ρx2 (t)δ (t)dx dt = – (t)δθ(t)dt; (35)

φ(0) = B + D = 0;
φ′(0) = Aβ + Cβ = 0;
φ′′(L) = –Asin(βL)β2 – Bcos(βL)β2 +
+ Csh(βL)β2 + Dch(βL)β2 = 0;

φ′′′(L) + φ(L) = –Acos(βL)β3 + Bsin(βL)β3 +

+ Cch(βL)β3 + Dsh(βL)β3 + (Asin(βL) +

+ Bcos(βL) + Csh(βL) + Dch(βL)) = 0.
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2б)

ρx (t)δ (x, t)dx dt = – ρx (t)δw(x, t)dx dt =

= – ρx (t) φi(x)δqi(t)dx dt =

= – ai1 (t)δqi(t)dt, (36)

ãäе

ai1 = ρxφi(x)dx, i = 1, 2, ..., nf ; (37)

2в)

ρx (x, t)δ (t)dx dt = – ρx (x, t)δθ(t)dx)dt =

= – ρx φi(x) (t)dx δθ(t)dt =

= – ai1(t) (t)δθ(t)dt; (38)

2ã)

ρ (x, t)δ (x, t)dx dt =

= – ρ (x, t)δw(x, t)dx dt =

= – ρ φi(x) (t) φj(x)δqj(t)dx)dt =

= – ρ φi(x)φj(x) (t)δqj(t)dx dt;

3) третüя коìпонента

δ mL(L (t) + (L, t))2 dt =

= –mL (L (t) + (L, t))(Lδθ(t) + δw(L, t))dt =

= –mL L2 (t)δθ(t)dt – mL L (t)δw(L, t)dt –

– mL L (L, t)δθ(t)dt – mL (L, t)δw(L, t)dt. (39)

Поэëеìентно:
3а)

mL L2 (t)δθ(t)dt = mLL2 (t)δθ(t)dt; (40)

3б)

mL L (t)δw(L, t)dt = mLL (t) φi(L)δqi(t)dt =

= mLL φi(L) (t)δqi(t)dt =

= ai2 (t)δqi(t)dt, (41)

ãäе

ai2 = mLLφi(L), i = 1, 2, ..., nf ; (42)

3в)

mL L (L, t)δθ(t)dt = mLL φi(L) (t)δθ(t)dt =

= ai2(t) (t)δθ(t)dt; (43)

3ã)

mL (L, t)δw(L, t)dt =

= mL φi(L) (t) φj(L)δqj(t)dt =

= mL φi(x)φj(x) (t)δqj(t)dt. (44)

Вариаöия потенöиаëüной энерãии поëу÷ена вы-
øе при вывоäе уравнений äëя опреäеëения собст-
венных форì и ÷астот коëебаний. Поэтоìу приво-
äиì сразу резуëüтат из выражения (22):

–δ EI(w′′(x, t))2dx = – EIw′′(x, t)δw′′(x, t) dx =

= – EIw′′′(L, t)δw(L, t) – EIw′′′′(x, t)δw(x, t)dx dt =

= – δij qi(t)δqj(t)dt. (45)
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Вариаöия внеøней активной работы:

δ W(t)dt  = τ(t)δθ(t)dt. (46)

Теперü, соãëасно основной теореìе и ëеììе ва-
риаöионноãо ис÷исëения, собереì все коìпонен-
ты, связанные с кажäой из независиìых вариаöий,
вìесте и приравняеì поëу÷енные выражения ну-
ëþ. В резуëüтате поëу÷аеì äифференöиаëüные
уравнения, описываþщие äинаìику ГОЗМ. Иìееì:
Вариация δθ(t): из выражений (34), (35), (40), (38),
(43), (46)

(t) + (ai1 + ai2) (t) =

= JΣ (t) + ai (t) = τ(t), (47)

ãäе

JΣ = J0 +  + mLL2;

ai = ai1 + ai2 = ρxφi(x)dx + mLLφi(L),

i = 1, 2, ..., nf.

Вариация δqi(t): из выражений (39), (44), (45), (41),
(36) с у÷етоì усëовия ортоãонаëüности (23) =
= (39) + (44)

(t) + qi(t) + (ai1 + ai2) (t) =

= (t) + qi(t) + ai (t) = 0, i = 1, 2, ..., nf . (48)

Из поëу÷енных резуëüтатов виäно, ÷то уравнение
Эйëера—Бернуëëи (9) свобоäноãо ГОЗМ äëя вра-
щаþщейся упруãой баëки äопоëняется коìпонен-
той из уравнения (36), а иìенно,

δw(x, t): ρ(x (t) + (x, t)) + EIw′′′′(x, t) = 0. (49)

Уравнения (47), (48) описываþт äинаìику ГОЗМ
с наãрузкой, но при отсутствии äиссипаöии энер-
ãии. В реаëüных объектах (привоäах и упруãих баë-
ках) всеãäа иìеþт ìесто äиссипативные сиëы äëя
рассеивания энерãии, поэтоìу в уравнениях (47),
(48) äобавиì äиссипативные составëяþщие. Поëу-
÷иì окон÷атеëüные уравнения äинаìики ГОЗМ:

Σ: JΣ (t) + γ (t) + ai (t) = τ(t);

(t) + 2ξiωi (t) + qi(t) + ai (t) = 0,

i = 1, 2, ..., nf, (50)

ãäе γ — коэффиöиент вязкоãо трения в привоäе;
0 < ξi n 1 — коэффиöиент äеìпфирования упруãих

äефорìаöий äëя i-й ãибкой ìоäы.

Заключение

На основе принöипа наиìенüøеãо äействия Га-
ìиëüтона поëу÷ены äифференöиаëüные уравнения
äвижения ГОЗМ, которые ìожно испоëüзоватü äëя
реøения заäа÷ управëения. Преäставëены уравне-
ния äëя опреäеëения собственных форì и ÷астот
ìанипуëятора. Поëу÷енная ìатеìати÷еская ìоäеëü
у÷итывает тоëüко ìассу наãрузки, которая перено-
сится схватоì, т. е. не у÷итывается ìоìент инерöии
наãрузки, с÷итаеì ìассу наãрузки то÷е÷ной. Есëи
у÷итывается ìоìент инерöии наãрузки, то необхоäи-
ìо äоопреäеëитü ãрани÷ное усëовие (11) и вкëþ÷итü
изãибаþщий ìоìент от наãрузки на конöе ГОЗМ.
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The links, presently used in most of the industrial robots-manipulators, are rigid and heavy, which allows us to neglect
deformations during the working operations. Such kind of a robot has certain drawbacks: low speed; high energy consumption;
low payload-to-weight ratio, etc. Application of the robots with lightweight links gives a number of advantages. Namely: better
payload-to-weight ratio; higher speed of movement; increased safety; lower energy consumption; bigger working space with the
use of lengthened links; and lower cost. However, such type of a manipulator has an essential drawback — flexibility of a link,
which complicates its mathematical model. The flexible single-link manipulator considered in the article as a control object
has been attractive for the control specialists for a long time. A regular approach to the design control systems begins with de-
velopment of a mathematical model of a plant, which describes its dynamic properties in the best way. However, an analysis
of the numerous articles and monographs on the problem revealed noticeable distinctions in the used mathematical models,
while the initial data concerning the design and operation of the manipulator were the same. Especially this concerns the
boundary conditions, the orthogonality conditions and expressions for the flexible mode shapes. In this paper all the formulas
for the free and forced motions of the flexible manipulator were received only on the basis of the Hamilton's principle and as-
sumed mode method, namely: the governing equation of motion — Euler-Bernoulli equations, boundary conditions, orthog-
onality conditions, expressions for the mode shapes and also finite dimensional approximation of the model in the state space.
The development of the appropriate formulas is described in every detail.

Keywords: Hamilton's principle, flexible manipulator, mathematical model, Euler-Bernoilli equation, assumed mode
method, boundary conditions, orthogonality conditions
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Повышение точности измерения параметров емкостных датчиков*

Введение

В техноëоãи÷еских проöессах, ãäе необхоäиì
непрерывный быстроäействуþщий контроëü свойств
иëи состояний веществ [1], разбраковка проäукöии
по свойстваì иëи ãеоìетри÷ескиì разìераì, все
боëее øирокое приìенение нахоäят еìкостные
äат÷ики (ЕД) [2—4].
Метоäы изìерения еìкости äат÷иков с поìощüþ

ìостовых схеì äостато÷но хороøо изу÷ены [5], и
их соверøенствование своäится, в основноì, к ìо-
äернизаöии способов автоìати÷ескоãо уравнове-
øивания ìоста [1, 4]. Оäнако реаëизаöия такоãо
поäхоäа к изìерениþ еìкости существенно увеëи-
÷ивает вреìя изìерения.
При изìерении параìетров ЕД у÷ет их ìноãо-

эëеìентной схеìы заìещения позвоëяет опреäе-
ëятü зна÷ения инфорìативных параìетров äат÷ика
независиìо от неинфорìативных, ÷то зна÷итеëüно
повыøает то÷ностü изìерения еìкости.
Оäнако в боëüøинстве работ, посвященных по-

строениþ изìеритеëüных преобразоватеëей (ИП)
параìетров ЕД [6, 7], основное вниìание уäеëяется
уìенüøениþ поãреøностей саìих ИП, а не увеëи-
÷ениþ то÷ности опреäеëения параìетров äат÷иков.
К äостато÷но новоìу направëениþ ìожно от-

нести ìетоäы опреäеëения параìетров ìноãокоì-
понентных äвухпоëþсников, испоëüзуþщие поäа÷у
на изìеритеëüнуþ öепü (ИЦ) иìпуëüсов n-й сте-
пени с n-кратныì äифференöированиеì сиãнаëов
на вхоäе и выхоäе ИП [8]. Оäнако такие ìетоäы
÷резвы÷айно труäно реаëизоватü на практике.
В настоящее вреìя все боëüøее распростране-

ние нахоäят ìетоäы опреäеëения параìетров ЕД

по отäеëüныì ìãновенныì зна÷енияì перехоäно-
ãо проöесса в изìеритеëüной öепи при поäкëþ÷е-
нии к ней напряжения постоянноãо тока. В äанных
ìетоäах вреìя изìерения не зависит от постоян-
ной вреìени ИЦ τ, а опреäеëяется, в основноì,
вреìенеì изìерения ìãновенных зна÷ений перехоä-
ноãо проöесса и реаëизаöии аëãоритìа обработки
изìеренных зна÷ений. Кроìе тоãо, на быстроäей-
ствие устройств, реаëизуþщих ìетоäы, накëаäывает
оãрани÷ение то, как связаны ìежäу собой ìоìент
на÷аëа изìерения ìãновенноãо зна÷ения перехоä-
ноãо проöесса и ìоìент поäкëþ÷ения напряжения
к изìеритеëüной öепи [9].
Метоäы изìерения параìетров äат÷иков по

ìãновенныì зна÷енияì нескоëüких перехоäных
проöессов обеспе÷иваþт äаëüнейøее сокращение
вреìени изìерения [10]. Дëя этоãо форìируþт äва
перехоäных проöесса на среäних то÷ках äвух изìе-
ритеëüных öепей иëи на известноì и неизвестноì
эëеìентах ИЦ.
Оäниì из эëеìентов, оказываþщих вëияние на

то÷ностü изìерения, явëяется эквиваëентное ак-
тивное сопротивëение, обусëовëенное потеряìи в
изоëируþщеì äиэëектрике и сквозныìи токаìи
уте÷ки. Это привоäит к откëонениþ испоëüзуеìой
ìоäеëи от реаëüноãо перехоäноãо проöесса, ÷то не-
избежно вызывает äопоëнитеëüнуþ поãреøностü
опреäеëения инфорìативноãо параìетра äат÷ика.
В работах [11, 12] автораìи преäëожены ìетоäы

разäеëüноãо опреäеëения неизвестноãо сопротив-
ëения изоëяöии и еìкости äат÷ика. Оäнако они не
äаþт возìожности изìерятü äруãой неинфорìа-
тивный эëеìент — сопротивëение соеäинитеëüных
провоäников, с поìощüþ которых äат÷ик поäкëþ-
÷аþт к ИЦ.

Предложен метод и устройство для раздельного определения емкости, сопротивления изоляции и соединительных провод-
ников датчика. Приведены результаты анализа погрешности измерения емкости датчика. Полученные результаты позволяют
выбирать оптимальное значение интервала времени между измерениями и значение сопротивления образцового резистора из-
мерительной цепи в соответствии с требованиями по точности и времени измерения.
Ключевые слова: емкостной датчик, переходный процесс, мгновенные значения, сопротивление проводника, сопротивление

изоляции, квантование, погрешность
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Разработанные ìетоäы опреäеëения еìкости и со-
противëения соеäинитеëüных провоäников [13, 14],
в своþ о÷ереäü, не позвоëяþт нахоäитü сопротив-
ëение изоëяöии ЕД.
В статüе рассìатривается новый ìетоä, реаëиза-

öия котороãо обеспе÷ивает возìожностü разäеëü-
ноãо опреäеëения еìкости, сопротивëения изоëя-
öии и соеäинитеëüных провоäников.

Метод раздельного определения параметров 
емкостных датчиков

Метоä закëþ÷ается в тоì, ÷то на ИЦ, состоящуþ
из посëеäоватеëüно вкëþ÷енных первоãо образöо-
воãо резистора с сопротивëениеì R0, ЕД, иìеþщеãо
первый соеäинитеëüный провоäник с сопротивëе-
ниеì r1, еìкостü CX, сопротивëение изоëяöии RХ1,
второй соеäинитеëüный провоäник с сопротивëе-
ниеì r2, и второãо образöовоãо резистора R0, по-
äаþт напряжение постоянноãо тока U0. Через образ-
öовый интерваë вреìени Δt оäновреìенно изìеряþт
ìãновенные зна÷ения напряжений на у÷астке öепи,
соäержащеì еìкостной äат÷ик и второй образöо-
вый резистор, и на второì образöовоì резисторе
относитеëüно общеãо вывоäа ИЦ. Через образöо-
вый интерваë вреìени Δt повторно изìеряþт
ìãновенное зна÷ение напряжения на тоì же у÷а-
стке öепи относитеëüно общеãо вывоäа; ÷ерез та-
кой же интерваë вреìени Δt изìеряþт ìãновенное
зна÷ение напряжения на этоì же у÷астке öепи и
опреäеëяþт неизвестные еìкостü, сопротивëение
соеäинитеëüных провоäников и сопротивëение
изоëяöии по изìеренныì зна÷енияì.
Вреìенные äиаãраììы, поясняþщие ìетоä,

привеäены на рис. 1.
Есëи к изìеритеëüной öепи поäкëþ÷итü исто÷-

ник напряжения постоянноãо тока U0, то перехоä-
ные проöессы на у÷астке öепи, соäержащеì ЕД и
второй образöовый резистор, и на второì образöо-
воì резисторе относитеëüно общеãо вывоäа ИЦ
буäут изìенятüся в соответствии с выраженияìи

u1(t) = ;

u2(t) = ,

ãäе A = 2R0 + RX2; RX2 = r1 + r2; B = ;

τ =  — постоянная вреìени ИЦ.

Перехоäные проöессы, протекаþщие в ИЦ,
иìеþт øестü параìетров: CX, RX1, R0, RX2, U0 и Δt,
äва из которых (R0 и Δt) с÷итаþтся известныìи.
Поэтоìу äëя разäеëüноãо опреäеëения неизвест-

ных параìетров необхоäиìо составитü систеìу ÷е-
тырех уравнений:

(1)

За с÷ет испоëüзования ìãновенных зна÷ений
напряжений (1) ìожно опреäеëитü сопротивëение
изоëяöии, сопротивëение соеäинитеëüных провоä-
ников и еìкостü:

RX1=  →

→ ; (2)

RX2 = ;(3)

CX = – . (4)

При опреäеëении еìкости ЕД в соответствии с
выражениеì (4) испоëüзуþтся зна÷ения сопротив-
ëений RХ1 и RХ2, поëу÷енные соãëасно соотноøе-
нияì (2) и (3), ÷то обеспе÷ивает повыøение то÷-
ности изìерения CX.

U0

A
----- R0 – B 1 – exp t

τ
-–⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

U0

A
----- R0 +RX2 + B 1 – exp t

τ
-–⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

R0RX1

2R0 RX1 RX2+ +
--------------------------------

CXRX1 2R0 RX2+( )
2R0 RX2 RX1+ +( )

-------------------------------------

U11 = ;

U21 = ;

U12 = ;

U13 = .

U0

A
----- R0 – B 1 – exp Δt

τ
----–⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

U0

A
----- R0 +RX2 + B 1 – exp t

τ
-–⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

U0

A
----- R0 – B 1 – exp 2Δt

τ
------–⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

U0

A
----- R0 – B 1 – exp 3Δt

τ
------–⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

Рис. 1. Временные диаграммы, характеризующие метод из-
мерения
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--------------------------------------------------------------------------------------
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Преäëаãаеìый ìетоä ìожно реаëизоватü с по-
ìощüþ среäства изìерения (СИ), которое преä-
ставëено на рис. 2.
В состав СИ вхоäят: исто÷ник опорноãо напря-

жения постоянноãо тока ИН; анаëоãовый кëþ÷ КЛ;
изìеритеëüная öепü ИЦ; äва анаëоãо-öифровых
преобразоватеëя АЦП1 и АЦП2 и контроëëер КНТ
с øинаìи управëения ШУ и äанных ШД.

Оценка погрешности, обусловленной квантованием 
мгновенных значений переходных процессов

Дëя реаëизаöии аëãоритìа разäеëüноãо опреäе-
ëения параìетров ЕД испоëüзуется преобразова-
ние ìãновенных зна÷ений перехоäных проöессов в
коä. Приìенение в öифровых СИ квантования по
уровнþ неизбежно привоäит к поãреøности, кото-
рая оказывает вëияние на резуëüтат опреäеëения
параìетров.
Дëя анаëиза вëияния квантования ìãновенных

зна÷ений перехоäных проöессов на поãреøностü
опреäеëения еìкости ìожно испоëüзоватü известнуþ
ìетоäику [15]. Метоäика основана на известноì
поëожении теории прибëиженных вы÷исëений,
закëþ÷аþщеìся в тоì, ÷то поãреøностü вы÷исëе-

ния функöии с прибëиженно заäанныìи арãуìен-
таìи ìожно оöенитü с поìощüþ äифференöиаëа
этой функöии. Иныìи сëоваìи, поãреøностü
функöии — это возìожное приращение функöии,
которое она поëу÷ит, есëи арãуìентаì äатü прира-
щения, равные их поãреøностяì. В наøеì сëу÷ае
поãреøности арãуìентов соответствуþт поãреø-
ностяì квантования ìãновенных зна÷ений.
Есëи с÷итатü, ÷то изìерение ìãновенных зна÷е-

ний сиãнаëов U11, U12 и U13 провоäиëосü с поãреø-
ностüþ преобразования АЦП и абсоëþтные по-
ãреøности изìерений равны ΔU11 = ΔU12 = ΔU13 =
= ΔU = U0/2n (ãäе n — ÷исëо разряäов АЦП), то аб-
соëþтная поãреøностü опреäеëения CX соãëасно
соотноøениþ (4) с у÷етоì поãреøности квантова-
ния анаëоãо-öифровоãо преобразоватеëя буäет равна

ΔCX = ΔU. (5)

За с÷ет испоëüзования выражений (4) и (5) ìожно
опреäеëитü преäеëüнуþ относитеëüнуþ поãреø-
ностü изìерения еìкости äат÷ика:

δC =

= . (6)

Анаëиз выражения (6) показывает, ÷то поãреø-
ностü зависит от ÷исëа разряäов АЦП, äëитеëüности
образöовоãо интерваëа вреìени Δt, постоянной
вреìени ИЦ τ, сопротивëений образöовоãо резис-
тора R0, соеäинитеëüноãо провоäника RX2 и изоëя-
öии äат÷ика RX1.
Графики, которые характеризуþт зависиìостü

поãреøности δC от отноøения образöовоãо интерва-
ëа вреìени Δt к постоянной вреìени ИЦ τ и отно-

Рис. 2. Схема СИ, реализующего данный метод

Рис. 3. Графики зависимости погрешности определения емкости
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R0
-------

RX2
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-------
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U11∂

---------
CX∂
U12∂

---------
CX∂
U13∂

---------+ +

Рис. 4. Графики зависимости погрешности определения емкости

от  и  при  = 0,1Dt
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RX1
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τ 1 exp Δt
τ
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Δt2nR0RX1exp
2Δt

τ
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⎛ ⎞ 1 exp Δt
τ
----–⎝ ⎠
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--------------------------------------------------------------------------------------------
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øения сопротивëения изоëяöии äат÷ика RX1 к сопро-

тивëениþ образöовоãо резистора R0 при = 0,001

и  = 0,1, построенные соãëасно выражениþ (6),

привеäены на рис. 3 и 4 соответственно.
Анаëиз рис. 3 и 4 показывает, ÷то поãреøностü

существенно зависит от  и с увеëи÷ениеì äан-

ноãо отноøения уìенüøается. Кроìе тоãо, δC оп-

реäеëяется отноøениеì . Оäнако при  l 100

поãреøностü практи÷ески не изìеняется.

Зависиìостü поãреøности от отноøения 

незна÷итеëüна, и при äостато÷но ìаëых зна÷ениях
сопротивëения соеäинитеëüных провоäников ее
ìожно не приниìатü во вниìание.

Заключение

Разработанный ìетоä и реаëизуþщее еãо СИ
обеспе÷иваþт возìожностü разäеëüноãо опреäеëе-
ния еìкости, сопротивëения изоëяöии и соеäини-
теëüных провоäников.
Провеäенная оöенка поãреøности опреäеëения

еìкости äат÷ика, обусëовëенной квантованиеì
ìãновенных зна÷ений перехоäных проöессов по-
казывает зависиìостü äанноãо виäа поãреøности,
в первуþ о÷ереäü, от соотноøения образöовоãо
интерваëа вреìени Δt и постоянной вреìени изìе-
ритеëüной öепи.
Поëу÷енные в работе резуëüтаты позвоëяþт вы-

биратü оптиìаëüные зна÷ения Δt при известноì
äиапазоне изìенения еìкости äат÷ика, а также
зна÷ение сопротивëения образöовоãо резистора R0
в соответствии с требованияìи по то÷ности и вре-
ìени изìерения.
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Briefly considers the current state of the problem of precision measurement of parameters of capacitive sensors and measuring
converters for their definition. It is established that at present, a proliferation of methods for the determination of parameters
of capacitive sensors on individual instant values of the transition process in the measuring circuit when connected it to a DC
voltage. In these methods the time measurement does not depend on the time constant of the measuring circuit, and is determined
mainly by the measurement time of the instantaneous values of the signals and the implementation of the algorithm processing
the measured values and the duration of the exemplary time interval. One of the problems arising in the implementation of mea-
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suring means that use such methods, is the effect of uninformative parameters of the measuring circuit and their instability on
the result of the determination of informative parameters. Using the uninformative elements of the equivalent circuit of the sensor
allows to determine their influence on informative parameters. A disadvantage of the known methods separate measurement sen-
sors parameters is that they do not allow to define along with the capacity the multiple uninformative parameters. The aim of
this work is to study a new method of measurement of parameters of capacitor sensors, which allows to determine the resistance
of the connecting conductors that connect the sensor to the measuring circuit, and equivalent resistance due to losses in the in-
sulating dielectric and leakage currents, which allows to increase the accuracy of measurement of capacitance.

Keywords: capacitive sensors, transient, instant values, an error, resistance of connecting conductors, insulation resistance,
measuring circuit
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Синтез релейного гидропривода при задании ограничений 
на параметрическую чувствительность его характеристик*

Введение

Реëейные автоìати÷еские систеìы øироко ис-
поëüзуþтся в разëи÷ных обëастях техники. К ос-
новныì äостоинстваì таких систеì относятся про-

стота конструкöии, наäежностü и низкая стои-
ìостü. Они нахоäят приìенение как в систеìах
управëения проìыøëенноãо назна÷ения, так и в
систеìах управëения поäвижныìи объектаìи.
Действитеëüные зна÷ения параìетров объекта

управëения реëейной автокоëебатеëüной систеìы
(как и вообще ëþбой систеìы автоìати÷ескоãо уп-

Рассматривается синтез релейного автоколебательного объемного силового гидропривода при задании ограничений на па-
раметрическую чувствительность его характеристик к изменению скорости вращения приводящего двигателя гидронасоса.
Используется нелинейная математическая модель привода. Синтез сводится к решению задачи конечномерной оптимизации
по точности режима слежения.
Ключевые слова: объемный гидропривод, релейная система, кусочно-линейный объект управления, чувствительность, ав-

токолебания, режим слежения, синтез

 * Работа выпоëнена при финансовой поääержке РФФИ
(ãрант № 14-08-00662).
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равëения) практи÷ески всеãäа отëи÷аþтся от рас÷ет-
ных (ноìинаëüных). Это ìожет бытü обусëовëено
нето÷ностüþ изãотовëения отäеëüных эëеìентов
систеìы, изìенениеì их свойств в проöессе хра-
нения и экспëуатаöии, изìенениеì внеøних усëо-
вий и т. ä. Степенü вëияния откëонения отäеëüных
параìетров на разëи÷ные характеристики систеìы
оöенивается посреäствоì ÷увствитеëüности. Обы÷-
но поä ÷увствитеëüностüþ характеристики систеìы
к изìенениþ некотороãо параìетра пониìается
зна÷ение первой произвоäной иссëеäуеìой харак-
теристики по äанноìу параìетру.
Откëонение зна÷ений параìетров объекта уп-

равëения реëейной автокоëебатеëüной систеìы
ìожет привести к заìетной потере то÷ности сëе-
жения систеìы за вхоäныìи сиãнаëаìи, а в особых
сëу÷аях — к неустой÷ивости периоäи÷еских äви-
жений в систеìе и, как сëеäствие, к ее поëной не-
работоспособности. Поэтоìу в проöессе синтеза
реëейной автокоëебатеëüной систеìы крайне важно
осуществëятü контроëü параìетри÷еской ÷увстви-
теëüности характеристик синтезируеìой систеìы.
Теория ÷увствитеëüности как саìостоятеëüное

нау÷ное направëение в теории автоìати÷ескоãо
управëения сфорìироваëасü в 60-е ãоäы проøëоãо
стоëетия и проäоëжает развиватüся в настоящее
вреìя [1—4]. Достато÷но хороøее преäставëение о
состоянии теории äаþт ìоноãрафии [5, 6]. Оäнако,
несìотря на общее обиëие работ ÷увствитеëüностü
реëейных систеì иссëеäована весüìа сëабо. Иìе-
ется ëиøü небоëüøое ÷исëо работ, в которых рас-
сìатривается ÷увствитеëüностü конкретных реëей-
ных систеì с ëинейныìи объектаìи управëения.
Межäу теì реаëüные объекты управëения, как пра-
виëо, явëяþтся неëинейныìи.
В работах [7—10] быëи преäëожены эффектив-

ные ìетоäы иссëеäования параìетри÷еской ÷увст-
витеëüности реëейных автокоëебатеëüных сëеäящих
систеì с неëинейныìи объектаìи управëения. В на-
стоящей работе рассìатривается синтез с испоëüзо-
ваниеì указанных ìетоäов сëеäящеãо реëейноãо
автокоëебатеëüноãо объеìноãо сиëовоãо ãиäро-
привоäа при заäании оãрани÷ений на ÷увствитеëü-
ностü еãо характеристик к изìенениþ скорости
вращения привоäящеãо äвиãатеëя ãиäронасоса.
Гиäропривоäы äанноãо кëасса весüìа ÷асто при-

ìеняþтся в систеìах управëения äвижениеì тех-
ни÷еских объектов. Особенности их конструкöии

äетаëüно рассìотрены в работе [11]. Гëавные не-
äостатки объеìных ãиäравëи÷еских привоäов, ко-
торые оãрани÷иваþт их приìенение в сëеäящих
систеìах управëения, закëþ÷аþтся в сëожности
реãуëирования насоса переìенной произвоäитеëü-
ности и существенной зависиìости характеристик
привоäа от скорости вращения привоäящеãо äви-
ãатеëя ãиäронасоса. Ее нестабиëüностü отриöа-
теëüно вëияет на то÷ностные характеристики и ра-
ботоспособностü привоäа.
Необхоäиìо отìетитü, ÷то впервые синтез объ-

еìноãо ãиäропривоäа с реëейныì законоì управ-
ëения при заäании оãрани÷ений на параìетри÷е-
скуþ ÷увствитеëüностü рассìатриваëся в работе [12].
Оäнако при этоì в öеëях упрощения проöеäуры
синтеза испоëüзоваëасü ëинейная ìоäеëü ãиäро-
привоäа как объекта управëения, не у÷итываþщая
ряä неëинейностей, присущих реаëüноìу привоäу.

1. Математическая модель релейного гидропривода

На рис. 1 преäставëена структурная схеìа упро-
щенной ìатеìати÷еской ìоäеëи некотороãо реаëü-
ноãо сëеäящеãо реëейноãо автокоëебатеëüноãо
объеìноãо сиëовоãо ãиäропривоäа. На рис. 1 вве-
äены сëеäуþщие обозна÷ения: f — вхоäной управ-
ëяþщий сиãнаë; u — выхоäной сиãнаë реëейноãо
усиëитеëя ìощности; i — ток в обìотках эëектро-
ìаãнита; M — ìоìент, созäаваеìый якореì эëектро-
ìаãнита; α — уãоë поворота засëонки; β — переìе-
щение зоëотника; γ — уãоë накëона бëока öиëинäров
ãиäронасоса; p — перепаä äавëений в ìаãистраëях;
ϑ — скоростü вращения вхоäноãо ваëа реäуктора
(выхоäноãо ваëа ãиäроäвиãатеëя); ϕ — уãоë пово-
рота выхоäноãо ваëа реäуктора (наãрузки); C1, C2,
C3, C4, C5 — коэффиöиенты обратных связей.
В структурной схеìе у÷итываþтся оãрани÷итеëи

тоëüко на уãоë поворота засëонки α и переìещение
зоëотника β. Иìенно эти оãрани÷итеëи äостиãаþтся
в режиìе автокоëебаний. Вëияниеì äруãих неëи-
нейностей, присущих ãиäропривоäу, в хоäе синте-
за ìожно пренебре÷ü. В ìоäеëü также вхоäит не-
стабиëüный параìетр Ω — скоростü вращения при-
воäящеãо äвиãатеëя ãиäронасоса с ноìинаëüныì
зна÷ениеì Ω0.
Параìетры ìоäеëи иìеþт сëеäуþщие зна÷ения:

A = 8 B, Ki = 0,15 A/B, Ti = 5•10–3 c, KM = 0,3 Н•ì/А,

Рис. 1. Структурная схема математической модели релейного гидропривода
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TМ = 2•10–3 c, Kα = 0,9 раä/Н•ì, Тα = 1,6•10–3 с,

αmax = 0,087 раä, Kβ = 0,02 ì/раä, Тβ = 10–2 c,

βmax = 0,001 ì, Kγ = 5•103 раä/ì•c, G = 4,2598 Ѕ

Ѕ 10–5 ì3/раä2, Ω0 = 157 раä/c, KP = 1011 Н•c/ì5,

TP = 0,07143 c, K = 9,2887•10–5 раä•ì2/Н•с,

τ = 6,948 c, m = 2,229•10–5 ì3/раä, q = 100.
Движение звенüев с оãрани÷итеëяìи описыва-

ется сëеäуþщиìи уравненияìи:

 = 

 = 

Допоëнитеëüный корректируþщий сиãнаë R (t),
поäаваеìый на вхоä систеìы, позвоëяет устранитü
стати÷ескуþ оøибку при сëежении систеìы за ëи-
нейно нарастаþщиìи сиãнаëаìи, т. е. повыситü
то÷ностü сëежения систеìы за произвоëüныìи
вхоäныìи сиãнаëаìи. Коэффиöиент R заäается
выражениеì

R = qC3  +  + qC5. (1)

Такиì образоì, на вхоä систеìы поступает суì-
ìарный сиãнаë

y(t) = f(t) + R (t).

Гиäропривоä как объект управëения относится
к кусо÷но-ëинейныì систеìаì [13] — øироко рас-
пространенноìу кëассу неëинейных объектов.
Обозна÷иì x = (i, M, α, β, γ, p, ϑ, ϕ) — вектор со-
стояния ãиäропривоäа. Буäеì заäаватü еãо "свобоä-
ное" äвижение (оãрани÷итеëи не äостиãаþтся)
уравнениеì

 = C(Ω)x + Bu, (2)

äвижение по äвуì оãрани÷итеëяì оäновреìенно —
уравнениеì

 = C*(Ω)x + Bu, (3)

äвижение по оãрани÷итеëþ |α| = αmax — уравнениеì

 = (Ω)x + Bu, (4)

а äвижение по оãрани÷итеëþ |β| = βmax — уравнениеì

 = (Ω)x + Bu. (5)

Уравнения äвижения (2)—(5) зависят от упоìя-
нутоãо выøе нестабиëüноãо параìетра Ω. Чисëен-

ные зна÷ения ìатриö ëеãко опреäеëяþтся по
структурной схеìе систеìы (рис. 1).
Управëяþщий сиãнаë u(t) опреäеëяется соотно-

øенияìи

u = Φ(ε, A, b), ε = y – Rтx, y = f + R , (6)

при÷еì функöия Φ заäается стати÷еской характе-
ристикой äвухпозиöионноãо реëейноãо эëеìента
(рис. 2), b = 0, Rт = (С1 0 0 С2 С3 С4 С5 1). 

2. Постановка задачи синтеза

Синтез сëеäящеãо реëейноãо автокоëебатеëüно-
ãо объеìноãо сиëовоãо ãиäропривоäа закëþ÷ается
в поиске таких зна÷ений коэффиöиентов еãо об-
ратных связей C1, C2, C3, C4, C5, которые позвоëят
обеспе÷итü наибоëüøуþ то÷ностü заìкнутоãо при-
воäа в режиìе сëежения при заäанных оãрани÷е-
ниях на ÷увствитеëüностü характеристик привоäа к
изìенениþ скорости вращения привоäящеãо äви-
ãатеëя ãиäронасоса.
Так, в усëовиях äопустиìых откëонений скоро-

сти вращения привоäящеãо äвиãатеëя ãиäронасоса
в преäеëах 20 % от ноìинаëüноãо зна÷ения Ω0 тре-
буется за с÷ет выбора коэффиöиентов обратных
связей C1, C2, C3, C4, C5 äостиãнутü ìаксиìаëüной
то÷ности сëежения ãиäропривоäа за тестовыì
вхоäныì ãарìони÷ескиì сиãнаëоì

f(t) = sin1,26t (7)

в ноìинаëüноì режиìе работы (Ω = Ω0) и при этоì
обеспе÷итü ìаксиìаëüное откëонение аìпëитуäы
emax установивøейся оøибки сëежения e(t) = f(t) – ϕ(t)
от ее ноìинаëüноãо зна÷ения (зна÷ения аìпëитуäы
оøибки в ноìинаëüноì режиìе) в преäеëах, не пре-
выøаþщих 50 %. Сëеäует отìетитü, ÷то сиãнаë (7),
как показаëи выпоëненные иссëеäования, явëяется
(из всех äопустиìых сиãнаëов) наибоëее сëожныì
äëя отработки рассìатриваеìыì привоäоì, т. е.
привоäит к ìаксиìаëüной оøибке сëежения.
Кроìе тоãо, в ноìинаëüноì режиìе работы не-

обхоäиìо ãарантироватü существование в заìкну-

dα
dt
-----

(KαM – α), есëи |α| < αmax,

иëи |α| = αmax и (KαM – α)signα m 0;
0, есëи |α| = αmax и (KαM – α)signα > 0;

1
Tα
-----

dβ
dt
-----

(Kβα – β), есëи |β| < βmax,

иëи |β| = βmax и (Kβα – β)signβ m 0;
0, есëи |β| = βmax и (Kβα – β)signβ > 0.

1
Tβ
-----

f·

1
KPGΩ0K
------------------ + m

GΩ0
---------⎝ ⎠

⎛ ⎞ qC4

K
-------

f·

dx
dt
-----

dx
dt
-----

dx
dt
----- Cα*

dx
dt
----- Cβ*

f·

Рис. 2. Статическая характеристика двухпозиционного релей-
ного элемента
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тоì привоäе устой÷ивых автокоëебаний с жеëаеìыì
периоäоì, при котороì äостиãаþтся оãрани÷итеëи
по параìетраì α и β (это необхоäиìо äëя норìаëüной
работы эëектроãиäравëи÷ескоãо усиëитеëя), а также
обеспе÷итü устой÷ивостü автокоëебаний и äостижи-
ìостü оãрани÷итеëей при ëþбых äопустиìых откëо-
нениях скорости вращения привоäящеãо äвиãатеëя
ãиäронасоса в преäеëах, указанных выøе.
Синтез ãиäропривоäа состоит из äвух этапов:

преäваритеëüноãо и основноãо — реøения заäа÷и
коне÷ноìерной оптиìизаöии закона управëения.

3. Предварительный этап 
синтеза релейного гидропривода

Преäваритеëüный этап синтеза на÷инается с по-
строения фазовоãо ãоäоãрафа реëейноãо ãиäропри-
воäа как объекта управëения при работе в ноìи-
наëüноì режиìе (Ω = Ω0).
В автоноìной (f(t) ≡ 0) систеìе (2)—(6) перио-

äи÷еское äвижение ìожет бытü заäано оäной (ëþ-
бой) то÷кой с преäеëüноãо öикëа. Фазовыì ãоäоãра-
фоì [14] реëейной систеìы (2)—(6) называется
вектор-функöия x*(T ), 0 m T < ∞ (2T — периоä),
которая заäает зна÷ения вектора состояния систе-
ìы x в сиììетри÷ноì периоäи÷ескоì äвижении в
ìоìенты перекëþ÷ения реëейноãо эëеìента с "ìи-
нуса" на "пëþс". Фазовый ãоäоãраф выäеëяет все
возìожные простые (в интерваëе 0 m t m 2T управ-
ëение u(t) изìеняет знак тоëüко äва раза (рис. 3))
сиììетри÷ные (u(t + T) = –u(t), x(t + T) = –x(t))

периоäи÷еские äвижения автоноìной реëейной сис-
теìы (2)—(6), коãäа еще не выбраны обратные связи.
Есëи построен фазовый ãоäоãраф x*(T ), то пе-

риоä 2T 0 возникаþщеãо в автоноìной (f(t) ≡ 0)
систеìе (2)—(6) автокоëебатеëüноãо äвижения x(t)
расс÷итывается из усëовия перекëþ÷ения реëей-
ноãо эëеìента с "ìинуса" на "пëþс" и усëовия наä-
ëежащеãо направëения перекëþ÷ения реëейноãо
эëеìента соответственно:

Rтx*(T 0) = –b, Rтh < 0, (8)

ãäе h — зна÷ение вектора фазовой скорости  на
сиììетри÷ной периоäи÷еской траектории x(t) в ìо-
ìенты перекëþ÷ения реëейноãо эëеìента с "ìинуса"
на "пëþс" (преäеë сëева). Заäаваеìое соотноøе-
нияìи (8) необхоäиìое усëовие существования пе-
риоäи÷еских äвижений на этапе синтеза позвоëяет
форìироватü законы управëения, обеспе÷иваþщие
в систеìе требуеìые параìетры автокоëебаний.
Метоäы построения фазовоãо ãоäоãрафа быëи

поäробно рассìотрены в работе [14]. Дëя опреäе-
ëения фазовоãо ãоäоãрафа ãиäропривоäа испоëüзо-
ваëся итераöионный аëãоритì с принуäитеëüныì
сиììетрированиеì [14]. С еãо поìощüþ быëи
поëу÷ены коìпоненты фазовоãо ãоäоãрафа i*(T ),
M*(T ), α*(T ), β*(T ), γ*(T ), p*(T ), ϑ*(T ), ϕ*(T ), со-
ответствуþщие переìенныì состояния систеìы.
Дëя норìаëüной работы ãиäропривоäа, как уже

отìе÷аëосü выøе, необхоäиìо, ÷тобы в периоäи-
÷ескоì äвижении äостиãаëисü оãрани÷итеëи по
фазовыì переìенныì α и β. Иссëеäование с по-
ìощüþ фазовоãо ãоäоãрафа возìожных периоäи-
÷еских äвижений в синтезируеìоì ãиäропривоäе
позвоëиëо установитü, ÷то äëя выпоëнения ука-
занноãо требования зна÷ение периоäа автокоëеба-
ний в систеìе äоëжно отве÷атü неравенству

2T > 0,034 c. (9)

Даëее, исхоäя из усëовия норìаëüноãо функöи-
онирования эëектроìаãнита, испоëüзуеìоãо в эëек-
троãиäравëи÷ескоì усиëитеëе ãиäропривоäа, быëо
окон÷атеëüно выбрано жеëаеìое зна÷ение периоäа
автокоëебаний 2T 0 = 0,05 c.
С поìощüþ зна÷ения фазовоãо ãоäоãрафа

x*(T 0) быëо опреäеëено периоäи÷еское äвижение
x(t) ãиäропривоäа в ноìинаëüноì режиìе работы,
соответствуþщее жеëаеìой ÷астоте автокоëебаний.
На рис. 4 преäставëены периоäи÷еские функöии
α(t) и β(t) на интерваëе вреìени 0 m t m T 0. При
этоì ìоìент вреìени t = 0 совìещен с ìоìентоì
перекëþ÷ения реëейноãо эëеìента с "ìинуса" на
"пëþс".
Даëее, с испоëüзованиеì рис. 4 на поëупериоäе

быëо выäеëено пятü интерваëов вреìени, в те÷е-
ние которых äвижение ãиäропривоäа как объекта
управëения заäается оäниì из ÷етырех ëинейных
äифференöиаëüных уравнений (2)—(5). При ноìи-
наëüноì режиìе работы привоäа в ìоìенты вре-
ìени t1 =  = 0,00419 c и t2 =  = 0,00579 c на по-
ëупериоäе иìеет ìесто схоä фазовой траектории

Рис. 3. Симметричный периодический сигнал управления u(t)

Рис. 4. Вид периодических траекторий a(t) и b(t)

x·

t1
0 t2

0
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с оãрани÷итеëей, а в ìоìенты t3 =  = 0,00899 c
и t4 =  = 0,02052 c иìеет ìесто выхоä фазовой
траектории на оãрани÷итеëи.
Кроìе тоãо, с поìощüþ фазовоãо ãоäоãрафа

уäобно оöениватü устой÷ивостü автокоëебаний в
реëейной систеìе, а также выпоëнятü ëинеариза-
öиþ реëейной систеìы по поëезноìу сиãнаëу. Ли-
неаризаöия по поëезноìу сиãнаëу äает возìож-
ностü весüìа быстро и просто опреäеëитü то÷ностü
режиìа сëежения реëейной систеìы, ÷то особенно
важно на этапе синтеза, коãäа прихоäится анаëи-
зироватü боëüøое ÷исëо вариантов.
В соответствии с аëãебраи÷ескиì критериеì,

разработанныì в работе [13], асиìптоти÷еская ор-
битаëüная устой÷ивостü ноìинаëüной сиììетри÷-
ной периоäи÷еской траектории x(t) иссëеäуеìоãо
реëейноãо ãиäропривоäа оöенивается по собствен-
ныì ÷исëаì ìатриöы

G(Ω0) = (Ω0)Q(Ω0), (10)

зäесü

(Ω0) = I – . (11)

А иìенно, есëи собственные ÷исëа λi (i = )
ìатриöы G уäовëетворяþт неравенстваì |λi| < 1
(i = ), то соответствуþщее периоäи÷еское äви-
жение автоноìной реëейной автокоëебатеëüной
систеìы (2)—(6) асиìптоти÷ески орбитаëüно ус-
той÷иво.
В соотноøения (10), (11) вхоäят ìатриöа Q(Ω0)

и вектор фазовой скорости (T 0) (зäесü и äаëее
инäексаìи "–" обозна÷ены преäеëы сëева, а инäек-
саìи "+" — преäеëы справа), которые ìоãут бытü
вы÷исëены забëаãовреìенно äо реøения заäа÷и
коне÷ноìерной оптиìизаöии. С у÷етоì форìы пе-
риоäи÷еской траектории (сì. рис. 4 и работу [13])
указанные вектор и ìатриöа заäаþтся равенстваìи

(T 0) = –C*(Ω0)x*(T 0) + BA; (12)

Q(Ω0) = W(Ω0, T
0 – )Q4Wα(Ω0,  – )Q3Ѕ

Ѕ V(Ω0,  – )Q2Wβ(Ω0,  – )Q1W(Ω0, ),(13)

ãäе

Q1 = Q2 = diag[1 1 1 1 1 1 1 1],
Q3 = diag[1 1 0 1 1 1 1 1],

Q4 = diag[1 1 1 0 1 1 1 1]; (14)

V(Ω, t) = eC(Ω)t, W(Ω, t) = eC*(Ω)t,

Wα(Ω, t) = , Wβ(Ω, t) = .

Иссëеäование режиìа сëежения ãиäропривоäа
выпоëняëосü в работе с поìощüþ ìетоäа äискрет-
ной ëинеаризаöии [15]. В проöессе ëинеаризаöии
äискретныì ìетоäоì реëейная систеìа заìеняется
неоäнороäныì ëинейныì разностныì уравнениеì
с постоянныìи коэффиöиентаìи и периоäоì äиск-

ретизаöии по вреìени, равныì поëупериоäу авто-
коëебаний. Линеаризуþщее разностное уравнение,
позвоëяþщее опреäеëитü то÷ностü режиìа сëеже-
ния ãиäропривоäа при ноìинаëüноì зна÷ении па-
раìетра Ω, заäается равенствоì

δX((k + 1)T 0) =
= M(Ω0)δX(kT 0) + N(Ω0)y((k + 1)T 0), (15)

ãäе

(16)

Уравнение (15) преäставëяет собой систеìу не-
оäнороäных ëинейных разностных уравнений, ко-
торая позвоëяет расс÷итатü вариаöии δX(kT 0).
Иìенно с поìощüþ функöии δX(t) = (t) – x(t)
в работе оöенивается то÷ностü режиìа сëежения,
поскоëüку она выäеëяет среäнþþ (поëезнуþ) со-
ставëяþщуþ äвижения систеìы (2)—(6), на кото-
руþ наëожены автокоëебания.
В соотноøения (16) вхоäят ìатриöа Q(Ω0) и

векторы фазовой скорости (T 0), (T 0), кото-
рые опреäеëяþтся преäставëенныìи выøе равен-
стваìи (12)—(14) и выражениеì

(T 0) = –C*(Ω0)x*(T 0) – BA.

Как указываëосü ранее, äанные веëи÷ины ìоãут
бытü расс÷итаны забëаãовреìенно äо реøения
заäа÷и коне÷ноìерной оптиìизаöии.
Из разностноãо уравнения (15) описанныì в ра-

боте [15] способоì опреäеëяется поëезная состав-
ëяþщая установивøеãося äвижения синтезируеìой
систеìы

δX(kT 0) = Dcos(ωkT 0) + Hsin(ωkT 0),

обусëовëенноãо суììарныì вхоäныì ãарìони÷е-
скиì возäействиеì

y(t) = f(t) + R (t) = ccos(ωt) + dsin(ωt),

ãäе c = 1,26R, d = 1. Искоìые векторы заäаþтся сëе-
äуþщиìи соотноøенияìи:

D = Isin(ωT 0) + (Icos(ωT 0) – M)2  Ѕ

Ѕ (Icos(ωT 0) – M)Nccos(ωT 0) –

– MNd + Ncsin(ωT 0) ,

t3
0

t4
0
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H = ((M – Icos(ωT 0))D +

+ N(ccos(ωT 0) + dsin(ωT 0))).

Поëу÷енные резуëüтаты позвоëяþт расс÷итатü
критерий оптиìизаöии систеìы — аìпëитуäу ус-
тановивøейся оøибки сëежения за тестовыì ãар-
ìони÷ескиì сиãнаëоì (7) заìкнутоãо ãиäроприво-
äа в ноìинаëüноì режиìе работы (Ω = Ω0)

emax = , (17)

зäесü и äаëее Dϕ и Hϕ — коìпоненты векторов D и H,
соответствуþщие выхоäной коорäинате систеìы ϕ.
Даëее, в öеëях обеспе÷ения работоспособности

привоäа и относитеëüной стабиëüности еãо харак-
теристик в усëовиях наëи÷ия откëонения параìет-
ра Ω на кажäоì øаãе оптиìизаöионноãо поиска
необхоäиìо осуществëятü контроëü параìетри÷е-
ской ÷увствитеëüности характеристик синтезируе-
ìоãо реëейноãо ãиäропривоäа. Дëя опреäеëения
÷увствитеëüности сиììетри÷ноãо периоäи÷ескоãо
äвижения ãиäропривоäа x(t) к откëонениþ δΩ пара-
ìетра Ω от ноìинаëüноãо зна÷ения требуется ис-
поëüзоватü уравнения в вариаöиях (сì. работу [10]),
соответствуþщие уравненияì äвижения (2)—(5):

 = C(Ω0)δx(t) + x(t)δΩ; (18)

 = C*(Ω0)δx(t) + x(t)δΩ; (19)

 = (Ω0)δx(t) + x(t)δΩ; (20)

 = (Ω0)δx(t) + x(t)δΩ. (21)

Они связываþт откëонение периоäи÷еской тра-
ектории систеìы δx(t) с изìенениеì параìетра Ω.
Сëеäует отìетитü, ÷то при поëу÷ении уравнений

(18)—(21), а также остаëüных резуëüтатов в раìках
работы опускаëисü веëи÷ины, иìеþщие поряäок
ìаëости выøе первоãо относитеëüно вариаöии δΩ.
В соответствии с поëу÷енныìи в работе [10] ре-

зуëüтатаìи коэффиöиент ÷увствитеëüности поëу-
периоäа автокоëебаний в ãиäропривоäе заäается
равенствоì

 =

= , (22)

ãäе

P(Ω0) = W(Ω0, T
0 – )Q4(Wα(Ω0,  – )Q3 Ѕ

Ѕ V(Ω0,  – )Q2(Wβ(Ω0,  – )Q1g(0, ) +

+gβ( , ))+r( , ))+gα( , ))+ g( ,T 0)). (23)

Матриöы (Ω0), Q(Ω0) и вектор (T 0) опре-
äеëяþтся соотноøенияìи (11), (13) и (12). В соот-
ноøении (23): r(t0, t) (t0 — на÷аëüный ìоìент вре-
ìени) — реøение уравнения (18) при нуëевых на-
÷аëüных усëовиях, δΩ = 1 и u(t) = A, сиìвоëаìи
g(t0, t), gα(t0, t), gβ(t0, t) обозна÷ены реøения соответ-
ственно уравнений (19), (20), (21) при нуëевых на-
÷аëüных усëовиях, δΩ = 1 и u(t) = A. Матриöы Q1, Q2,
Q3, Q4 по-прежнеìу заäаþтся равенстваìи (14).

О÷евиäно, векторы g(0, ), gβ( , ), r( , ),

gα( , ), g( , T0), а сëеäоватеëüно, и вектор P(Ω0),

вхоäящий в выражение (22), также ìоãут бытü рас-
с÷итаны äо проöеäуры оптиìизаöии.
Даëее, как нетруäно установитü (сì. работу [10]),

коэффиöиенты ÷увствитеëüности ìоìентов выхоäа
периоäи÷еской траектории на оãрани÷итеëи и схоäа с
оãрани÷итеëей t1, t2, t3, t4 заäаþтся равенстваìи

 = – ; (24)

 = –  – ; (25)

 = – (V(Ω0,  – )Q2(Wβ(Ω0,  – )Q1(W(Ω0, )  + g(0, )) +

+ gβ( , )) + r( , ))( ( ))–1; (26)

 = – (Wα(Ω0,  – )Q3(V(Ω0,  – )Q2(Wβ(Ω0,  – )Q1(W(Ω0, )  +

+ g(0, )) + gβ( , )) + r( , )) + gα( , ))( ( ))–1. (27)

1
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Зäесü

 = [0 0 1 0 0 0 0 0],  = [0 0 0 1 0 0 0 0];

 = –(I + (Ω0)Q(Ω0))
–1 (Ω0)P(Ω0)

— коэффиöиент ÷увствитеëüности зна÷ения фазо-
воãо ãоäоãрафа x*(T 0), заäаþщеãо периоäи÷еское
äвижение x(t), к изìенениþ параìетра Ω. Вхоäя-
щие в соотноøения (24)—(27) векторы фазовой ско-

рости ( ), ( ), ( ), ( ) также ìоãут бытü

расс÷итаны äо на÷аëа проöеäуры оптиìизаöии.

Коэффиöиенты ÷увствитеëüности , , ,

, ,  поëностüþ опреäеëяþт ÷увствитеëü-
ностü сиììетри÷ноãо периоäи÷ескоãо äвижения x(t)
систеìы (2)—(6) к изìенениþ параìетра Ω. Есëи
найäены указанные показатеëи ÷увствитеëüности, то
параìетры возìущенноãо сиììетри÷ноãо периоäи-

÷ескоãо äвижения (t) = x(t) + δx(t) в рассìатривае-
ìой систеìе (ìаëое откëонение δx(t) обусëовëено
ìаëыì изìенениеì δΩ параìетра Ω относитеëüно
ноìинаëüноãо зна÷ения), пренебреãая веëи÷инаìи,
иìеþщиìи поряäок ìаëости выøе первоãо относи-
теëüно δΩ, ìожно заäатü с поìощüþ равенств

(T 0 + δT) = x*(T 0) + δΩ, T = T 0 + δΩ,

t1 =  + δΩ, t2 = + δΩ,

t3 =  + δΩ, t4 =  + δΩ. (28)

Чувствитеëüностü критерия устой÷ивости авто-
коëебаний в ãиäропривоäе заäается коэффиöиен-

таìи ÷увствитеëüности  (i = ) собственных

÷исеë λi (i = ) ìатриöы устой÷ивости G (сì. вы-
ражение (10)). Дëя опреäеëения указанных коэффи-
öиентов необхоäиìо сна÷аëа расс÷итатü ìатриöу
÷увствитеëüности ìатриöы G к изìенениþ пара-
ìетра Ω. Выражение äëя искоìой ìатриöы ÷увст-
витеëüности иìеет виä

 = Q(Ω0) + (Ω0) .

Остановиìся на поëу÷ении произвоäных

 и . В соответствии с опреäеëениеì

произвоäной, приниìая во вниìание соотноøе-
ние (11), поëу÷иì

 =  =

= .

Зäесü ìатриöа (Ω0 + δΩ) соответствует сëу-
÷аþ, коãäа в автоноìноì ãиäропривоäе иìеет ìесто
возìущенное сиììетри÷ное периоäи÷еское äвиже-
ние (t) = x(t) + δx(t), бëизкое к x(t), ìаëое откëо-
нение δx(t) котороãо обусëовëено ìаëыì изìене-
ниеì δΩ параìетра Ω относитеëüно ноìинаëüноãо
зна÷ения. Параìетры периоäи÷ескоãо äвижения

(t) заäаþтся равенстваìи (28).
Даëее, пренебреãая веëи÷инаìи, иìеþщиìи

поряäок ìаëости выøе первоãо относитеëüно δΩ,
выразиì вектор фазовой скорости:

(T 0 + δΩ) =

= –C*(Ω0 + δΩ) (T 0 + δΩ) + B(Ω0 + δΩ)A =

= – C*(Ω0) + δΩ (x*(T 0) + δΩ) +

+ B(Ω0) + δΩ A =

= –C*(Ω0)x*(T 0) + B(Ω0)A +

+ A – x*(T 0) – C*(Ω0) δΩ.

Посëеäнее равенство ìожно переписатü сëе-
äуþщиì образоì:

(T 0 + δΩ) = (T 0) + δΩ,

ãäе

 =

= A – x*(T 0) – C*(Ω0)

— коэффиöиент ÷увствитеëüности зна÷ения векто-
ра фазовой скорости  на сиììетри÷ной периоäи-
÷еской траектории в ìоìенты перекëþ÷ения ре-
ëейноãо эëеìента с "пëþса" на "ìинус" (в преäеëе
сëева). Итак, окон÷атеëüно выражение äëя произ-

воäной  приìет сëеäуþщий виä:

 =

= . (29)

Даëее, в соответствии с правиëаìи äифферен-
öирования из соотноøения (13) поëу÷иì искоìое
выражение äëя произвоäной:

 =  Ѕ
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Ѕ Q2Wβ(Ω0,  – )Q1W(Ω0, ) + W(Ω0, T
0 – ) Ѕ

Ѕ Q4 Q3V(Ω0,  – ) Ѕ

Ѕ Q2Wβ(Ω0,  – )Q1W(Ω0, ) +

+ W(Ω0, T
0 – )Q4Wα(Ω0,  – ) Ѕ

Ѕ Q3 Q2Wβ(Ω0,  – ) Ѕ

Ѕ Q1W(Ω0, ) + W(Ω0, T
0 – )Q4Wα(Ω0,  – ) Ѕ

ЅQ3V(Ω0,  – )Q2  Ѕ

Ѕ Q1W(Ω0, ) + W(Ω0, T
0 – )Q4Wα(Ω0,  – ) Ѕ

Ѕ Q3V(Ω0,  – )Q2Wβ(Ω0,  – ) Ѕ

Ѕ Q1 . (30)

В выражение (30) вхоäит ряä произвоäных, ко-
торые требуþт опреäеëения. Сна÷аëа найäеì про-
извоäнуþ

 = ,

которая преäставëяет собой ìатриöу ÷увствитеëü-

ности ìатриöы W(Ω0, ). По опреäеëениþ произ-

воäной, пренебреãая веëи÷инаìи, иìеþщиìи по-

ряäок ìаëости выøе первоãо относитеëüно δΩ,
иìееì

 =

=  =

=  =

= .

Пустü Y и Q — произвоëüные кваäратные ìат-
риöы оäинаковой разìерности, а δε — ìаëая ска-
ëярная веëи÷ина. Путеì разëожения в степенной
ìатри÷ный ряä быëо установëено, ÷то с у÷етоì ве-
ëи÷ин первоãо поряäка ìаëости

e(Ψ + Θδε) = eΨ + δε.

Сëеäоватеëüно,

 =

= .

При практи÷ескоì испоëüзовании äанной форìу-
ëы ìожно оãрани÷итüся вы÷исëениеì 10...20 ÷ëенов
ряäа, поскоëüку, как правиëо, он быстро схоäится.
Анаëоãи÷ныì образоì опреäеëяþтся äруãие

произвоäные, вхоäящие в равенство (30):
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 = ,
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Есëи найäена ìатриöа ÷увствитеëüности ,

то ìатриöу устой÷ивости возìущенноãо периоäи-

÷ескоãо äвижения (t) = x(t) + δx(t) в рассìатри-
ваеìой систеìе (2)—(6) (ìаëое откëонение δx(t)
обусëовëено ìаëыì изìенениеì δΩ параìетра Ω
относитеëüно ноìинаëüноãо зна÷ения), пренебре-
ãая веëи÷инаìи, иìеþщиìи поряäок ìаëости вы-
øе первоãо относитеëüно δΩ, ìожно заäатü с по-
ìощüþ равенства

G(Ω0 + δΩ) = G(Ω0) + δΩ.

Даëее непосреäственно рассìотриì проöеäуру
рас÷ета коэффиöиентов ÷увствитеëüности собст-
венных ÷исеë ìатриöы устой÷ивости (10) (сì. ра-
боту [8]). Пустü характеристи÷еское уравнение
ìатриöы G(Ω0), опреäеëяþщей устой÷ивостü автоко-
ëебаний в ноìинаëüной систеìе (2)—(6), иìеет виä

an(λ
0)n + an – 1(λ

0)n – 1 + ... + a1λ0 + a0 = 0, (31)

ãäе ak (k = ) — постоянные коэффиöиенты, λ0 —
некоторое ноìинаëüное собственное ÷исëо. Ана-
ëизируя равенство (31), ìожно сäеëатü вывоä, ÷то
характеристи÷еское уравнение ìатриöы G(Ω0 + δΩ)
иìеет сëеäуþщуþ структуру:

(an + νnδΩ)(λ0 + δλ)n + (an – 1 + νn – 1δΩ) Ѕ

Ѕ (λ0 + δλ)n – 1 + ... + (a1 + ν1δΩ)(λ0 + δλ) +
+ (a0 + ν0δΩ) = 0. (32)

Зäесü νi (i = ) — постоянные коэффиöиен-
ты, δλ — вариаöия некотороãо ноìинаëüноãо соб-
ственноãо ÷исëа λ0.
Опуская веëи÷ины, иìеþщие поряäок ìаëости

выøе первоãо относитеëüно δΩ и δλ, из соотноøе-
ний (31) и (32) поëу÷иì выражение

nan(λ
0)n – 1δλ + νn(λ

0)nδΩ + (n – 1)an – 1(λ
0)n – 2δλ +

+ νn – 1(λ
0)n – 1δΩ + ... + a1δλ + ν1λ0δΩ + ν0δΩ = 0.

Отсþäа сëеäует, ÷то

δλ = – δΩ. (33)

Поäставëяя зна÷ения разëи÷ных ноìинаëüных
собственных ÷исеë ìатриöы G(Ω0) в выражение (33),
ëеãко найти их приращения, обусëовëенные изìе-
нениеì параìетра Ω. Такиì образоì, искоìые коэф-
фиöиенты ÷увствитеëüности собственных ÷исеë ìат-
риöы устой÷ивости G опреäеëяþтся равенстваìи

 = – , i = .

Собственные ÷исëа ìатриöы устой÷ивости
G(Ω0 + δΩ), опуская веëи÷ины, иìеþщие поряäок
ìаëости выøе первоãо относитеëüно δΩ, при этоì
ìоãут бытü заäаны зависиìостяìи

λi =  + δΩ, i = ,

зäесü  (i = ) — собственные ÷исëа ìатриöы
устой÷ивости автокоëебаний в ноìинаëüной сис-
теìе (2)—(6).
Отìетиì, ÷то в работе äëя рас÷ета коэффиöи-

ентов νi и ak испоëüзоваëисü функöии ìатеìати÷е-
скоãо проãраììноãо пакета MATLAB, позвоëяþ-
щие выпоëнятü сиìвоëüные (анаëити÷еские) вы-
÷исëения.
Функöия ÷увствитеëüности среäней (поëезной)

составëяþщей äвижения заìкнутоãо реëейноãо ãиä-

ропривоäа в режиìе сëежения SΩ(kT 0) = 

опреäеëяется из разностноãо уравнения

SΩ((k + 1)T0) = M(Ω0)SΩ(kT 0) + δX(kT0) –

– M(Ω0)δ (kT 0)  + y((k + 1)T 0), (34)

ãäе y(kT 0) = f(kT 0) + R (kT 0).
Остановиìся теперü на поëу÷ении произвоäных

 и .

В соответствии с правиëаìи äифференöирова-
ния из выражения (16) сëеäует:

 = Q(Ω0) + (Ω0) .

Анаëоãи÷но тоìу, как выøе быëа поëу÷ена за-
висиìостü (29), нетруäно убеäитüся в справеäëи-
вости равенства

 =

= ,

ãäе

 = – x*(T0) – C*(Ω0)  – A

— коэффиöиент ÷увствитеëüности зна÷ения вектора
фазовой скорости  на сиììетри÷ной периоäи÷е-
ской траектории в ìоìенты перекëþ÷ения реëейно-
ãо эëеìента с "пëþса" на "ìинус" (в преäеëе справа).
Преäставëенные выøе выражения äëя вы÷ис-

ëения ìатриöы  сохранят своþ справеä-

ëивостü.

dG Ω0( )
dΩ

---------------

x~

dG Ω0( )
dΩ

---------------

0 8,

0 8,

νj λ0( )
j

j 0=

n
∑

kak λ0( )
k 1–

k 1=

n
∑

-------------------------------

KΩ
λi

νj λi
0( )

j

j 0=

n

∑

kak λi
0( )

k 1–

k 1=

n

∑

------------------------------- 1 8,

λi
0 KΩ

λi 1 8,

λi
0 1 8,

δX kT 0( )∂
Ω∂

--------------------

dM Ω0( )
dΩ

----------------

X· KΩ
T dN Ω0( )

dΩ
---------------

f·

dM Ω0( )
dΩ

----------------
dN Ω0( )

dΩ
---------------

dM Ω0( )
dΩ

----------------
dQ Ω0( )

dΩ
---------------

(

Q

( dQ Ω0( )
dΩ

---------------

dQ Ω0( )
dΩ

---------------

(

x·– T 0( ) x·+ T 0( )–( )Rт RтKΩ
0–( ) KΩ

0– KΩ
0+

–( )Rт Rтx·– T 0( )( )–

Rтx·– T 0( )( )
2

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

KΩ
0+ dC* Ω0( )

dΩ
----------------- KΩ*

dB Ω0( )
dΩ

---------------

x·

dQ Ω0( )
dΩ

---------------



404 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 18, № 6, 2017

Вновü приìеняя поäхоä, испоëüзованный при
поëу÷ении зависиìости (29), найäеì выражение
äëя произвоäной

 =

= .

Функöиþ ÷увствитеëüности среäней (поëезной)
составëяþщей установивøеãося äвижения заìкну-
тоãо реëейноãо ãиäропривоäа в режиìе сëежения
за тестовыì ãарìони÷ескиì сиãнаëоì (7) буäеì ис-
катü в виäе

SΩ(kT0) =  = cos(ωkT0) + sin(ωkT0)

в поëноì соответствии с теì, как это быëо пока-
зано в работе [9]. В резуëüтате поëу÷иì

 = – Isin(ωT 0) +  Ѕ

Ѕ D – ω M(Ω0)H +

+ (ccos(ωT 0) + dsin(ωT 0))  +

+ H + ω M(Ω0)D +

+ (dcos(ωT 0) – csin(ωT 0)) ,

 = (M(Ω0) – Icos(ωT 0))  +

+ D – ω M(Ω0)H +

+ (ccos(ωT 0) + dsin(ωT 0)) .

Такиì образоì, среäняя (поëезная) составëяþ-
щая äвижения параìетри÷ески возìущенной реëей-
ной систеìы (2)—(6) (при наëи÷ии ìаëоãо изìене-
ния δΩ параìетра Ω относитеëüно ноìинаëüноãо
зна÷ения), пренебреãая веëи÷инаìи, иìеþщиìи
поряäок ìаëости выøе первоãо относитеëüно δΩ,
ìожет бытü заäана равенствоì

δ (kT 0) = δX(kT 0) + SΩ(kT 0)δΩ.

Посëе этоãо на основании требований к äопус-
тиìыì зна÷енияì (откëоненияì) характеристик
ãиäропривоäа при заäанноì äиапазоне изìенения
нестабиëüноãо параìетра Ω форìируþтся оãрани-
÷ения в виäе неравенств на показатеëи ÷увстви-

теëüности характеристик ãиäропривоäа к изìене-
ниþ этоãо параìетра. Остановиìся поäробнее на
äанной проöеäуре.
Требование к äопустиìыì зна÷енияì периоäа

автокоëебаний (9) ìожно форìаëизоватü с по-
ìощüþ неравенств

(T 0 ± Δ) > 0,017, (35)

зäесü и äаëее Δ = 0,2Ω0 — ìаксиìаëüно äопустиìое
абсоëþтное откëонение параìетра Ω.
Требование к äопустиìыì зна÷енияì собствен-

ных ÷исеë ìатриöы устой÷ивости G ìожно форìа-
ëизоватü с поìощüþ неравенств

|  ± Δ| < 1, i = . (36)

Наконеö, требование к äопустиìыì откëоненияì
аìпëитуäы установивøейся оøибки сëежения ãиäро-
привоäа за тестовыì ãарìони÷ескиì сиãнаëоì (7)
ìожно форìаëизоватü с поìощüþ неравенств

 < 0,5, (37)

зäесü  и  — коìпоненты векторов  и , со-
ответствуþщие выхоäной коорäинате ϕ систеìы.

4. Основной этап синтеза релейного гидропривода — 
оптимизация закона управления

Проöеäура оптиìизаöии реëейноãо закона уп-
равëения выпоëняется в ÷етырехìерноì простран-
стве коэффиöиентов обратных связей C1, C3, C4, C5.
В ка÷естве критерия оптиìизаöии выступает аìп-
ëитуäа emax(C1, C3, C4, C5) установивøейся оøиб-
ки e(t) = f(t) – ϕ(t) сëежения заìкнутоãо ãиäропри-
воäа за тестовыì вхоäныì ãарìони÷ескиì сиãна-
ëоì (7) при работе в ноìинаëüноì режиìе.
На кажäоì øаãе оптиìизаöии посëе ãенераöии

зна÷ений коэффиöиентов C1, C3, C4, C5:
опреäеëяется соãëасуþщий коэффиöиент

C2 =

= – ,

обеспе÷иваþщий жеëаеìое зна÷ение периоäа авто-
коëебаний в заìкнутой автоноìной систеìе (2)—(6)
в ноìинаëüноì режиìе работы;
проверяется необхоäиìое усëовие существова-
ния в систеìе автокоëебаний с жеëаеìыì перио-
äоì (усëовие наäëежащеãо направëения пере-
кëþ÷ения реëейноãо эëеìента в периоäи÷ескоì
äвижении):

Rт(C*(Ω0)x*(T 0) – BA) < 0;

в öеëях повыøения стабиëüности работы син-
тезируеìоãо привоäа контроëируется еäинст-
венностü периоäи÷ескоãо äвижения в систеìе
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при сфорìированноì векторе коэффиöиентов
обратных связей;
проверяется выпоëнение критерия асиìптоти-
÷еской орбитаëüной устой÷ивости автокоëеба-
ний в ноìинаëüной систеìе по собственныì
÷исëаì ìатриöы (10);
с поìощüþ равенства (1) расс÷итывается коэф-
фиöиент усиëения корректируþщеãо звена R.
Поìиìо пере÷исëенных выøе äействий на каж-

äоì øаãе оптиìизаöии посëеäоватеëüно проверя-
ется выпоëнение оãрани÷ений (35)—(37), накëаäы-
ваеìых на ÷увствитеëüностü поëупериоäа автокоëе-
баний в ãиäропривоäе, критерия асиìптоти÷еской
орбитаëüной устой÷ивости автокоëебаний, аìпëи-
туäы установивøейся оøибки сëежения ãиäропри-
воäа за тестовыì ãарìони÷ескиì сиãнаëоì к от-
кëонениþ параìетра Ω от ноìинаëüноãо зна÷ения.
Критерий оптиìизаöии расс÷итывается в соот-

ветствии с равенствоì (17).
Невыпоëнение хотя бы оäноãо из пере÷исëенных

выøе оãрани÷ений иниöиирует перехоä к сëеäуþще-
ìу øаãу оптиìизаöии. Критериеì прекращения по-
иска сëужит заäанное ìаксиìаëüно äопустиìое ÷ис-
ëо соверøенных поäряä неуäа÷ных øаãов. К неуäа÷-
ныì также относятся øаãи, которые не привеëи к
уìенüøениþ критерия оптиìизаöии.
Сфорìуëированная выøе заäа÷а коне÷ноìер-

ной оптиìизаöии быëа успеøно реøена с по-
ìощüþ станäартноãо ãенети÷ескоãо аëãоритìа ìа-
теìати÷ескоãо пакета MATLAB. В резуëüтате про-
веäенноãо синтеза быëи поëу÷ены сëеäуþщие
оптиìаëüные зна÷ения коэффиöиентов обратных
связей ãиäропривоäа:

C1 = 3,0599•10–4; C2 = 0,8053; C3 = 0,0499;

C4 = 3,4754•10–10; C5 = 3,0235•10–4.

Дëя провеäения сравнитеëüноãо анаëиза про-
öеäура оптиìизаöии быëа повторно выпоëнена
без у÷ета оãрани÷ений на ÷увствитеëüностü харак-
теристик ãиäропривоäа. Ниже преäставëены поëу-
÷енные при этоì оптиìаëüные зна÷ения коэффи-
öиентов обратных связей ãиäропривоäа:

C1 = –0,1091; C2 = 129,4408; C3 = 0,1946;

C4 = 8,3878•10–11; C5 = 3,7315•10–4.

5. Анализ полученных результатов

В табëиöе привеäены зна÷ения аìпëитуä устано-
вивøихся оøибок сëежения emax заìкнутоãо ãиäро-
привоäа (с законаìи управëения, синтезированны-
ìи с у÷етоì и без у÷ета оãрани÷ений на ÷увствитеëü-
ностü) за тестовыì сиãнаëоì (7), поëу÷енные с
поìощüþ коìпüþтерноãо ìоäеëирования привоäа.
Такиì образоì, в ноìинаëüноì режиìе работы

боëее высокуþ то÷ностü äеìонстрирует заìкнутый
ãиäропривоä, синтезированный без у÷ета оãра-
ни÷ений на ÷увствитеëüностü. Оäнако еãо характе-
ристики не отëи÷аþтся стабиëüностüþ: откëоне-

ние emax от ноìинаëüноãо зна÷ения при снижении
Ω на 20 % äостиãает 360 %, а при Ω, превыøаþщеì
ноìинаëüное зна÷ение, систеìа становится нера-
ботоспособной, так как автокоëебатеëüный про-
öесс в ней теряет устой÷ивостü.
В то же вреìя заìкнутый ãиäропривоä, синте-

зированный с у÷етоì оãрани÷ений на ÷увствитеëü-
ностü, с запасоì уäовëетворяет преäъявëяеìыì
требованияì: при ëþбых äопустиìых откëонениях
параìетра Ω он сохраняет работоспособностü, а от-
кëонение emax от ноìинаëüноãо зна÷ения не пре-
выøает 42 %, т. е. он обëаäает существенно боëее
высокиìи ка÷ественныìи характеристикаìи и ра-
ботоспособностüþ.

Заключение

Такиì образоì, разработанные в работах [7—10]
ìетоäы иссëеäования ÷увствитеëüности реëейных
автокоëебатеëüных систеì позвоëиëи успеøно ре-
øитü заäа÷у синтеза сëеäящеãо реëейноãо автоко-
ëебатеëüноãо объеìноãо сиëовоãо ãиäропривоäа
при заäании оãрани÷ений на ÷увствитеëüностü еãо
характеристик к изìенениþ скорости вращения
привоäящеãо äвиãатеëя ãиäронасоса. Иìенно этот
параìетр ãиäропривоäа наибоëее ÷асто поäвержен
изìененияì на практике. При этоì уäаëосü обес-
пе÷итü стабиëüно высокуþ то÷ностü и работоспо-
собностü привоäа при изìенении скорости враще-
ния привоäящеãо äвиãатеëя ãиäронасоса в весüìа
øирокоì äиапазоне. Важно отìетитü, ÷то в хоäе
синтеза испоëüзоваëасü ìатеìати÷еская ìоäеëü
ãиäропривоäа, у÷итываþщая наибоëее существен-
ные неëинейности, присущие реаëüноìу привоäу.
Это повыøает практи÷ескуþ зна÷иìостü поëу÷ен-
ных резуëüтатов.
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Relay control systems are widely used in engineering. Simple construction, reliability and low cost are the main advantages
of such systems. Relay control systems are used in industrial control systems and also in moving objects control systems. Real
values of control system plant parameters almost always differ from design (nominal) values. It also applies to relay self-os-
cillating control systems. Deviations of relay self-oscillating control system plant parameters may lead to perceptible reduction
of input signals tracking accuracy, and in special case — to instability of periodic motions in the system. It makes the system
unusable. So it’s very important to control parametrical sensitivity of system characteristics at the stage of relay self-oscillating
system synthesis. With the participation of the authors of this article effective methods of research of nonlinear tracking relay
self-oscillating systems parametrical sensitivity were developed. These methods allow to research parametrical sensitivity of the
system periodic motions and the system tracking mode. In this article the synthesis of the relay self-oscillating power volume
hydraulic drive by setting limits on the sensitivity of its characteristics to changes of the pump drive motor rotation speed is
considered using designed methods. Such hydraulic drives are often used in control systems of moving technical objects. The
main drawbacks of volume hydraulic drives, which limits their application in tracking control systems, are difficulty of variable
pump controlling and also significant dependence of drive characteristics on the rotation speed of the drive motor of the hy-
draulic pump. Its instability adversely affects on accuracy characteristics and efficiency of the drive. As a result, the synthesis
could provide high accuracy and efficiency of hydraulic drive.

Keywords: volumetric hydraulic power drive, relay system, piecewise linear plant, sensitivity, self-oscillation, tracking
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Об эффективных методах синтеза булевых формул и схем 
из функциональных элементов

Введение

Иìеþщиеся зна÷итеëüные успехи в созäании и
соверøенствовании äискретных ëоãи÷еских управ-
ëяþщих и вы÷исëитеëüных устройств иìеþт сëе-
äуþщее обоснование. В проøëоì стоëетии на ос-
нове буëевой аëãебры (ìатеìати÷еской ëоãики) и
äостижений в эëектронике созäаþтся первая, вто-
рая и посëеäуþщие ЭВМ. Даëее проöесс развития
ЭВМ öикëи÷но повторяется: успехи ìатеìати÷е-
ской ëоãики поäтаëкиваþт к созäаниþ и реøениþ
äруãих теорети÷еских вопросов, относящихся к тех-
нике (аппаратная ÷астü проекта), в своþ о÷ереäü,
äëя реøения возникаþщих техни÷еских пробëеì
прихоäится обращатüся к ìатеìати÷еской ëоãике и
т. ä. Такиì образоì, вна÷аëе созäаþтся образöы
вы÷исëитеëüной и управëяþщей техники, а затеì
они соверøенствуþтся.
При этоì разрабатываþтся ìетоäы ìиниìиза-

öии синтеза форìуë и схеì из функöионаëüных
эëеìентов (ФЭ) по разëи÷ныì показатеëяì сëож-
ности в станäартноì базисе и в базисе Жеãаëкина.
Из провоäиìых иссëеäований в обëасти ìатеìати-
÷еской кибернетики и äискретной ìатеìатики сëе-
äует, ÷то поëу÷ение требуеìоãо ìиниìаëüноãо ре-

øения по опреäеëенныì показатеëяì сëожности
неизбежно преäпоëаãает испоëüзование аëãоритìов
переборноãо характера. Сëеäствиеì этоãо явëяется
боëüøая сëожностü (в тоì ÷исëе и вы÷исëитеëüная
сëожностü и труäоеìкостü) поëу÷ения такоãо ре-
øения уже äëя функöий небоëüøой разìерности.
Это потребоваëо разработки новых поäхоäов к
постановке заäа÷и и ее реøениþ, заìетно отëи-
÷аþщихся по труäоеìкости от переборных [1—3].
В ряäе работ созäана теория спеöиаëüных аëãо-

ритìов оптиìизаöии, аëãоритìов вы÷исëения оöе-
нок, аëãебраи÷еская теория аëãоритìов и показано,
÷то ìожно äаже в явноì виäе строитü экстреìаëüные
по ка÷еству аëãоритìы äëя реøения о÷енü øироких
кëассов труäно форìаëизуеìых заäа÷, а также разра-
батыватü ìатеìати÷еские и прикëаäные аспекты те-
ории интеëëектуаëüных систеì [4—6].
Особо важной явëяется заäа÷а вывоäа оöенки

показатеëя сëожности при преäставëении буëевой
функöии в кëассах форìуë и схеì. Дëя реøения
этой заäа÷и в сëу÷ае поëу÷ения ãрубой оöенки вы-
бранноãо показатеëя сëожности в работе приìеня-
ется ìетоä, основанный на функöионаëüных уравне-
ниях (рекуррентных соотноøениях). Метоä бëизок
к приìеняеìоìу ранее ìетоäу структурно-функ-

Целью данной работы является уточнение верхних оценок сложности симметрических булевых функций из стандартного
и Жегалкина базисов, а также разработка алгоритмов для автоматизации синтеза дискретных устройств обработки ин-
формации. Предлагается конструктивный метод синтеза формул и схем на основе рекуррентных соотношений (функциональ-
ных уравнений) [9], сопровождаемый получением заранее аналитически верхних оценок различных показателей сложности (по
числу букв; числу подформул; по числу функциональных элементов), в том числе и для схем минимальной сложности.
Ключевые слова: булевы функции, синтез формул и схем, функционал, декомпозиция, сложность, минимизация, функцио-

нальные уравнения, симметрические функции
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öионаëüной äекоìпозиöии ("от функöии", "от арãу-
ìентов"). Есëи приìеняеìый анаëити÷еский ìетоä
структурно-функöионаëüной äекоìпозиöии äает
ãрубуþ оöенку показатеëя сëожности, то приìеня-
ется уто÷ненный аëãоритì äëя вы÷исëитеëüноãо
ìетоäа [7, 8].
Итак, рассìатривается пробëеìа реаëизаöии бу-

ëевых функöий в кëассе форìуë и схеì из функ-
öионаëüных эëеìентов в разных базисах. Поëу÷ае-
ìые при этоì схеìы приìеняþтся в äискретных
ëоãи÷еских устройствах обработки инфорìаöии и
управëения, от сëожности (ка÷ества) которых за-
висят основные характеристики вы÷исëитеëüной и
управëяþщей техники. Отìе÷ено, ÷то сиììетри-
÷еские буëевы функöии ÷аще нахоäят приìенение
при проектировании вы÷исëитеëüных устройств в
сиëу их спеöифи÷еских свойств [7, 8].
В ка÷естве ìеры сëожности (ка÷ества) преä-

ставëения функöии f форìуëой F иëи схеìой S из
ФЭ опреäеëяеì соответствуþщие показатеëи (äиск-
ретные функöионаëы):

Lб(f,G) — суììарное ÷исëо вхожäений сиìво-
ëов переìенных (букв) в форìуëу F, реаëизуþщуþ
функöиþ f в базисе G;

LF (f,G) — ÷исëо поäфорìуë (базисных) в F;
DepF (f,G) — ãëубина F;
LS(f,G) — ÷исëо ФЭ в схеìе S, реаëизуþщей

функöиþ f;
DepS(f,G) — ãëубина S, опреäеëяеìая как наи-

боëüøее ÷исëо ФЭ в öепо÷ке среäи всех öепо÷ек,
соеäиняþщих вхоä с выхоäоì.
Межäу собой эти показатеëи иìеþт сëожные

связи, они по-разноìу вëияþт на äруãие показатеëи
ка÷ества синтезируеìых схеì.
По практи÷ескиì, эконоìи÷ескиì и äруãиì со-

ображенияì показатеëи сëожности (äискретные
функöионаëы) ìиниìизируеì. При преäставëе-
нии функöий в кëассе форìуë äëя ìиниìизаöии
показатеëей сëожности испоëüзуþтся эквиваëент-
ные преобразования, вкëþ÷ая поëу÷ение скобо÷-
ных форìуë, а в кëассе схеì äëя ìиниìизаöии
÷исëа ФЭ äопоëнитеëüно приìеняется ветвëение
их выхоäов [7, 8].

1. Функциональные уравнения (ФУ)

Рассìотриì нескоëüко опреäеëений разных ти-
пов функöионаëüных уравнений (ФУ), относя-
щихся к новыì ìетоäаì [7, 8].
Пустü X — ìножество буëевых переìенных, g(2) —

äвухìестная буëева функöия, заäаþщая на÷аëüный
÷ëен f (2) посëеäоватеëüности изу÷аеìоãо кëасса
функöий f (n)(X), n l 2, и h(2) — функöия рекурсии,
вхоäящая в базис G иëи преäставëяеìая ÷ерез ба-
зисные функöии. Тоãäа рекуррентное соотноøе-
ние, поëу÷аеìое на основе операöии суперпози-
öии, иìеет виä

(X) = h( (X1), (X2)), (1)

ãäе X1∪X2 = X, X1∩X2 = ∅, n1, n2 ∈ Ν, n = n1 + n2.
Назовеì соотноøение (1) основныì функöионаëü-
ныì уравнениеì, несìотря на ÷астный характер
ìестности базисных функöий g(2) и h(2). Данное оп-
реäеëение ФУ отëи÷но от иìеþщихся äруãих.
При n1 = n – 1, n2 = 1 поëу÷аеì ФУ типа 1:

f (n) = h(f (n – 1), xn); (2)

äëя сиììетри÷еских функöий при n = 2s, s = 1,
2, ..., n1 = n2 = n/2 поëу÷аеì ФУ типа 2:

f (n)(X) = h(f (n/2)(X1), f
(n/2)(X2)); (3)

при n1 = n – 2, n2 = 2 это буäет ФУ типа 3:

f (n) = h(3)(f (n – 2), xn – 1, xn), (4)

ãäе h(3) — трехìестная буëева функöия.
Приìеняеì ìетоä ФУ äëя поëу÷ения оöенки

сëожности реаëизаöии произвоëüной буëевой
функöии f (n) ∈ P2

(n) в базисе G3.
Пустü поëиноì Жеãаëкина F(n) = K1 ⊕ ... ⊕Ki ⊕

⊕ ... ⊕ Km, ãäе Ki — ìонотонная эëеìентарная
конъþнкöия ранãа ri, 1 m i m m, т. е. F(n) обëаäает
строениеì r = (r1, ..., ri, ..., rm), r1 l ... l ri l ... l rm
(неравенства äëя поряäка), и реаëизует произвоëü-
нуþ функöиþ f (n). Дëя поëиноìа Жеãаëкина F (n)

опреäеëяеì вектор p повторяеìости переìенных
ìножества X = {x1, ..., xi, ..., xn} в форìуëе F

(n)

(у÷итывая возìожное приëожение при разработке
прикëаäных проãраìì). Пустü вектор p = (p1, p2, ...,
pi, ..., pn), ãäе переìенная xi, 1 m i m n, повторяется
в форìуëе F (n) pi раз.
Нахоäиì pi = max{p1, p2, ..., pi, ..., pn} и, испоëü-

зуя буëеву аëãебру, поëу÷аеì функöионаëüное со-
отноøение

F (n) = ((xi• ) ⊕ ), (5)

зäесü нижние инäексы 0 и 1 — ноìера соответст-
вуþщих остато÷ных поäфункöий, рассìатривае-
ìых на оäноì ìножестве X ′ = X \{xi}; "•" — конъ-
þнкöия (то÷ка — знак уìножения — ìожет также
приìенятüся äëя обозна÷ения арифìети÷ескоãо
уìножения). На основе ФУ (5) строится аëãоритì
ãраäиентноãо типа, позвоëяþщий поëу÷итü требуе-
ìуþ суперпозиöионнуþ форìуëу . С поìощüþ
соотноøения (5) анаëити÷ески поëу÷аеì верхнþþ
оöенку показатеëя сëожности LF. Кажäое приìе-
нение ФУ (5) порожäает не боëее äвух базисных
функöий и не боëее äвух остато÷ных функöий.
Соотноøение (1) приìеняется к арãуìентаì

функöии h и так äаëее, позвоëяя поëу÷итü супер-
позиöионнуþ форìуëу F с.ф., реаëизуþщуþ функ-
öиþ f (n). Такиì образоì, ФУ преäставëяет собой
конструктивный ìетоä построения буëевых функ-
öий опреäеëенноãо кëасса на основе заäанных. Оно
характеризуþтся опреäеëенныìи выøе показате-
ëяìи ка÷ества, äëя кажäоãо из которых вывоäится
свое ФУ показатеëя ка÷ества (ФУПК). Дëя поëу÷е-f

n1 n2+( )
f

n1( )
f

n2( )

F0
n 1–( ) F1

n 1–( )

Fс.ф
n
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ния оöенок показатеëей ка÷ества приìеняþтся как
непосреäственное реøение уравнений, так и ìоäе-
ëирование ФУПК. ФУ (5) приìеняется äо тех пор,
пока остато÷ные функöии не буäут совпаäатü с ба-
зисныìи.

2. Элементарные симметрические
полиномы (ЭСП) Жегалкина

Рассìотриì эëеìентарные сиììетри÷еские по-
ëиноìы Жеãаëкина  (верхний инäекс n — коне÷-
ное ÷исëо переìенных, нижний инäекс i — степенü
поëиноìа, т. е. 2 m n m N и тоãäа 1 m i m n; отëи÷атü
от произвоëüноãо поëиноìа Жеãаëкина [7, 8]).
Они иìеþт виä

(6)

Форìуëы (6) ìожно автоìатизировано поëу÷атü
с поìощüþ табë. 1 и испоëüзоватü при синтезе
схеì из ФЭ, а также приìенятü при созäании оп-
реäеëенной базы äанных.
Пустü äëя сиììетри÷ескоãо поëиноìа Жеãаë-

кина  построена табë. 1 с n строкаìи, ÷исëоì
стоëбöов i, 1 m i m n. Первый и посëеäний эëеìенты
строки всеãäа опреäеëены как функöии иссëеäо-
ванных с÷етных кëассов  и  (поëностüþ
иссëеäованных как функöии простых кëассов "&"
и "⊕"). Поëу÷аеì со 2-ãо по n-й эëеìенты (поëи-
ноìы Жеãаëкина) строки с ноìероì n + 1 по пра-
виëу (сì. выäеëенный фраãìент табë. 1, ìеняþ-
щийся в зависиìости от степени i поëиноìа Же-
ãаëкина):

 = (  ⊕ (xn + 1• )).

В общеì виäе поëу÷ается сëеäуþщий резуëüтат:

 = (  ⊕ (xn + 1• )),

ãäе 2 m i m n.
Теперü иссëеäуеì преäставëение ЭСП Жеãаë-

кина (в ка÷естве приìера с переìенной xn)

 = x1•x2 ⊕ x1•x3 ⊕ ... ⊕ xn – 1•xn, n l 2, (7)

в базисе G3 на основе ФУ типа 1 (ãраäиентноãо аë-
ãоритìа):

 = (  ⊕(xn• )), n l 3. (8)

Реаëизаöия функöии  на основе ФУ (8) в
кëассах форìуë и схеì из ФЭ характеризуется сëе-
äуþщиìи пятüþ ФУПК:

Lб( , G3) =

= Lб( , G3) + Lб( , G3) + 1; (9)

LF ( , G3) =

= LF ( , G3) + LF ( , G3) + 2; (10)

DepF ( , G3) = DepF ( , G3) + 1; (11)

LS( , G3) =

= LS( , G3) + LS( , G3) + 2; (12)

DepS( , G3) = DepS( , G3) + 1. (13)

Уравнения (11) и (13) совпаäаþт (рассìотриì
их ниже по тексту), уравнения (10) и (12) совпаäа-
þт, при÷еì уравнения (9) и (10) своäятся к оäноìу
разностноìу уравнениþ с разныìи на÷аëüныìи
усëовияìи.
На÷аëüные усëовия äëя показатеëей Lб и LF и

n = 2 сëеäуþщие:

(x1, x2) = x1 ⊕ x2, (x1, x2) = x1x2,

Lб( , G3) = Lб( , G3) = 2,

LF ( , G3) = LF ( , G3) = 1.

Так как зäесü схеìы S без ветвëения (сì. ниже
заìе÷ание 1), то

LS( , G3) = LF ( , G3);

DepS( , G3) = DepF ( , G3). (14)

Ввоäиì обозна÷ения

un = Lб( , G3), un – 1 = Lб( , G3) (äëя Lб) и

un = LF( , G3), un – 1 = LF( , G3) (äëя LF).

Fi
n( )

(x1, ..., xn) = x1 ⊕ ... ⊕xn;

(x1, ..., xn) = x1•x2 ⊕ x1•x3 ⊕ ... ⊕ xn – 1•xn;

...

(x1, ..., xn) = x1•...•xn.

F1
n( )

F2
n( )

Fn
n( )

Табëиöа 1

Чисëо
переìенных 

(n)

Поëиноìы Жеãаëкина , i = 1, 2, ..., n

2 3 4 5 6 7

2
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4

... ... ... ... ... ... ...

n 

n + 1
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n( )
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n( ) F2
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n( ) F6

n( )
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n( ) F5
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n( )

F0
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Тоãäа уравнения (9) и (10) своäятся к оäноìу
разностноìу уравнениþ с разныìи на÷аëüныìи
усëовияìи:

äëя Lб:

un = un – 1 + Lб( , G3) + 1 =

= un – 1 + (n – 1) + 1 = un – 1 + n, u2 = 2; (15)

äëя LF:

un = un – 1 + LF ( , G3) + 2 =

= un – 1 + (n – 2) + 2 = un – 1 + n, u2 = 1. (16)

Реøения разностных уравнений (15) и (16) сëе-
äуþщие:

un = Lб( , G3) = (n2 + n – 2)/2; (17)

un = LF ( , G3) = (n2 + n – 4)/2. (18)

Тоãäа показатеëü LS, с у÷етоì выражения (14),
приниìает виä

LS( , G3) = (n2 + n – 4)/2. (19)

Дëя схеìы S (без ветвëения) оöенка (19) явëя-
ется верхней. Рассìотриì заäа÷у ìиниìизаöии по-
казатеëя LS на основе ìетоäа ветвëения выхоäов
ФЭ. Дëя ее реøения эффективно сëеäуþщее раз-
ëожение ЭСП Жеãаëкина второй степени ÷ерез по-
ëиноìы первой степени, поëу÷аеìое на основе вы-
ражения (8) (скобки проставëяþтся в öеëях опре-
äеëения поряäка операöий, иноãäа тоëüко äëя
упрощения опускаþтся, есëи возìожно):

 =  =

= ... =  ⊕ x3•  ⊕ x4•  ⊕ ... ⊕

⊕ xn – 1•  ⊕ xn•  =

= x2•  ⊕ x3•
 ⊕ x4•  ⊕ ... ⊕

⊕ xn – 1•  ⊕ xn•  = xi•  =

 (20)

ãäе F — искоìая суперпозиöионная форìуëа. Пер-
вое поä÷еркнутое выражение в форìуëе (20) преä-
ставëяет собой уже повторное преобразование ФУ
(8), äаëüнейøее повторение таких преобразований
привоäит к поëноìу разëожениþ ЭСП Жеãаëкина

 в ряä по ëинейныì функöияì (с возрастаниеì

÷исëа переìенных) и поëу÷ениþ суперпозиöион-
ной форìуëы F с.ф..
Замечание 1. В первоì поä÷еркнутоì выраже-

нии (20) неявно записана возìожностü ветвëения
äëя кëасса схеì из ФЭ, в посëеäнеì поä÷еркнутоì
выражении (20) она присутствует, ìожно сказатü,

о÷евиäно (суììа в скобках уìножается на пере-
ìеннуþ и сëеäоì суììируется с ней же). На осно-
ве ФУ (8) и разëожения (20) (посëеäнее выраже-
ние) поëу÷аеì уто÷нение ФУПК (12) с на÷аëüныì
усëовиеì:

LS( , G3) = 4. (21)

Оно состоит в тоì, ÷то ЭСП Жеãаëкина 
у÷аствует в построении форìуëы F äважäы (и ФУ
(10) сохраняется), но в схеìе S за с÷ет ветвëения
испоëüзуется оäин раз и äëя итераöии показатеëü
LS факти÷ески уìенüøается на еäиниöу. Поэтоìу
второе сëаãаеìое в ФУ (8) äëя кажäой итераöии,
кроìе посëеäней, т. е. äëя k = 3, 4, 5, ..., n – 1, уве-
ëи÷ивает зна÷ение LS на еäиниöу (оäин ФЭ, кото-
рый у÷аствует и в ветвëении), а ФУПК (12) тоãäа
приниìает виä

LS( , G3) =

= LS( , G3) + 3, LS( , G3) = 5. (22)

Итак, äëя (22) разностное уравнение с на÷аëü-
ныì усëовиеì естü

un – un – 1 = 3, u3 = 5. (23)

Реøение уравнения (23) иìеет виä

un = 3n – 4, n l 3. (24)

Возвращаеìся к исхоäноìу показатеëþ LS, у÷и-
тывая, ÷то посëеäняя итераöия непоëная (соответ-
ственно уìенüøаеì оöенку (24) на еäиниöу):

LS( , G3) = 3n – 5, n l 3. (25)

Такиì образоì, за с÷ет испоëüзования ветвëе-
ния на выхоäе ФЭ поряäок ìноãо÷ëена (19) оöенки
показатеëя LS уìенüøен на еäиниöу. Докажеì ìи-
ниìаëüностü оöенки (25) ìетоäоì ìатеìати÷еской
инäукöии.
При реаëизаöии функöии  схеìой из ФЭ

поëу÷ение  не требуется, но äëя боëüøих зна-
÷ений n (n l 4) — обязатеëüно (рис. 1).

F1
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F1
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F2
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Рис. 1. Начальный фрагмент схемы, реализующей ЭСП Жегал-

кина , n l 4 (первая итерация, k = 1)F2
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F2
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При n = 3 äëя реаëизаöии  = x1 x2 ⊕ x3 (x1 ⊕ x2)

испоëüзуеì äëя äвух базисных функöий  и 

по äва соответствуþщих ФЭ (рис. 1, иëëþстраöиþ
ìожно провоäитü также на основе ФУ), поëу÷ая

LS( , G3) = 4, т. е. äëя на÷аëüных усëовий ут-

вержäение иìеет ìесто.

Преäпоëожиì, ÷то äëя n утвержäение LS( ,G3)=

= 3n – 5 истинно, и наäо поëу÷итü LS( , G3) =

= 3n – 2.
На основе ФУ (8) запиøеì:  = (  ⊕

⊕ (xn + 1• )).

Рассìотриì показатеëü LS( , G3) и запиøеì

еãо на основе ФУПК (22), т. е. LS( , G3) =

= LS( , G3) + 3 = 3n – 2 (рис. 2), ÷то и требо-

ваëосü вывести:

LS( , G3)min = 3n – 5. (26)

Она также поëу÷ается на основе ìетоäа струк-
туризаöии ФУ:

äëя ЭСП , n l 2, в базисе G3 на основе ФУ
типа 1 ÷исëо итераöий равно (n – 2), при÷еì при
реаëизаöии на÷аëüных усëовий требуется пятü ФЭ
(сì. рис. 1); в кажäой из первых (n – 4) итераöиях
испоëüзуется три ФЭ (рис. 2, а); в посëеäней ите-
раöии — äва ФЭ (рис. 2, б). Итоãо, вы÷исëяя
5 + 3(n – 3) – 1, повторяеì оöенку (26).
Оöенка (26) справеäëива также в кëассе ìоно-

тонных сиììетри÷еских буëевых функöий, заäавае-
ìых ДНФ, преäставëяеìых на основе ФУ типа 1
в базисе G2 = {&, ∨}.
В отноøении ãëубины заìетиì, ÷то оöенки

DepF и DepS поëу÷аþтся на основе ФУ (8) и ФУПК
(11) (и DepS = DepF).

При построении схеìы S выпоëняется ветвëе-
ние выхоäов ФЭ при реаëизаöии ЭСП Жеãаëкина

: оäин выхоä иäет на образование конъþнк-
öии с переìенной xn, äруãой — на поëу÷ение 
äëя сëеäуþщей итераöии. При этоì у÷аствуþщие в
этоì äве операöии ÷ереäуþтся, образуя öепо÷ку,
параëëеëüнуþ основной öепо÷ке вы÷исëений ,
ìенüøей ãëубины. Вкëаä, который вносит второе
сëаãаеìое правой ÷асти (20) в зна÷ение ãëубины за
с÷ет ветвëения, равен еäиниöе. Поэтоìу прихоäиì
к уравнениþ

un – un – 1 = 2, u3 = 3. (27)

Дëя (27) поëу÷аеì реøение ФУПК (11), оöенки
DepF и DepS естü un = 2n – 3. Эти оöенки уëу÷øа-
þтся сëеäуþщиì образоì.
Опреäеëиì ãëубину ЭСП Жеãаëкина  в ба-

зисе G3 на основе опреäеëения и ФУ (8):

DepF ( , G3) =

=max{DepF( ,G3); 1+DepF( ,G3)}+1.(28)

Моäеëируя проöесс построения форìуëы F äëя
n = 4, 5, 6, ..., вы÷исëитеëüныì ìетоäоì нахоäиì
сето÷нуþ функöиþ un (табë. 2) äëя DepF ( , G3),
откуäа она нахоäится анаëити÷ески, т. е.

DepF ( , G3) = n.

Дëя форìуëы F, поëу÷енной äанныì ìетоäоì,
изоìорфно строится схеìа S (без ветвëения), ко-
торая преобразуется на основе ФУ (20), и показа-
теëü LS ìиниìизируется за с÷ет ветвëения, так как
ФУ (20) это позвоëяет. Такиì образоì,

DepF ( , G3) = DepS( , G3) = n. (29)

Также ìожно виäетü из схеìы синтеза схеìы (5),
÷то ãëубина схеìы зависит от äвух составëяþщих:
ãëубины  и . Гëубина ëевоãо рукава
заäана рекурсивно и зависит от ìаксиìуìа (сì. (28)),
правый же рукав иìеет некоторуþ вы÷исëиìуþ
ãëубину. Рассìотриì посëеäоватеëüно, на÷иная с
ìиниìаëüных n и r:

 =  ⊕ x3• ;

...

 =  ⊕ xn• .

Правый рукав зäесü — функöии виäа g =

= xn• , с поäс÷итанной ранее ãëубиной n – 1,
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Рис. 2. Общий фрагмент схемы, реализующей ЭСП Жегалкина

, k-я полная итерация, 2 m k < n – 2 (а); последний фраг-

мент схемы, реализующей ЭСП Жегалкина , неполная
итерация, k = n – 2 (б)
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т. е. правый рукав иìеет прирост по ãëубине, равный
еäиниöе. Левый рукав, как виäно из соотноøения
(28), также иìеет прирост, равный 1. Такиì обра-
зоì, äостато÷но показатü, ÷то ëевый рукав иìеет
ìенüøее иëи равное зна÷ение показатеëя ãëубины

на на÷аëüный ìоìент вреìени: DepS( , G3) = 1,

DepS( , G3) = 1. Отсþäа ãëубина правоãо рукава

равна äвуì, ÷то боëüøе ãëубины ëевоãо рукава.
Дëя кажäоãо ряäа функöий, описываеìых вы-

ражениеì (5), ëевые рукава на÷инаþтся с ,
ãëубина которых равна n – 1. Отсþäа, при прирос-
те ãëубины схеìы правоãо рукава +1 при росте сте-
пени поëиноìа ãëубина правоãо рукава всеãäа бу-
äет боëüøе ãëубины ëевоãо, и итоãовая ãëубина
схеìы зависит от зна÷ения правоãо рукава, ÷то äает
показатеëü ãëубины: DepS( , G3) = n + r – 2, n > r.
Поäс÷итанные показатеëи ãëубины привеäены

в табë. 3.
Анаëоãи÷ныì образоì в работах [10—12] поëу-

÷ены оöенки показатеëя LS äëя ЭСП Жеãаëкина:

LS( , G3)min = LS( , G3) = n – 1;

LS( , G3)min = 5n – 13;

LS( , G3) = 7n – 25;

LS( , G3) = 9n – 41.

Теперü в табë. 1 äëя кажäоãо вхожäения поëи-
ноìа Жеãаëкина  вìесто неãо поäставëяеì со-
ответствуþщуþ иìеþщуþся ìиниìаëüнуþ оöенку
показатеëя сëожности LS( , G3), поëу÷ая табë. 4.
Табë. 4 запоëнена äëя тех зна÷ений переìенных

i и n, äëя которых вывеäены оöенки показатеëей
сëожности LS( , G3), 1 m i m 5, и при усëовии,
÷то они поìещаþтся в отвеäенной ей ÷асти табë. 4.
При их разìещении испоëüзована ÷астü табëиöы
ìежäу вертикаëüþ, относящейся к стоëбöу
LS( ) (äëя 2 m n m N и тоãäа 1 m i m n), и ниже
сìещенной äиаãонаëи (вверх), характеризуеìой по-
ëиноìаìи Жеãаëкина , 2 m n m N. Важной осо-
бенностüþ оöенок табë. 4, как ранее быëо отìе÷е-
но [9], явëяется совпаäение оöенок, поëу÷енных
на основе ìетоäов посëеäоватеëüной и параëëеëü-
ной äекоìпозиöии.
Табë. 4 ìожет испоëüзоватüся äëя поëу÷ения

оöенок сëожности LS( , G3), (äëя соответствуþ-
щей базы äанных). Но ÷то äеëатü, есëи потребуþт-
ся оöенки из незапоëненной ÷асти табëиöы (ниж-
ний правый уãоë)?
Инäексы ÷ëенов посëеäоватеëüности опреäеëя-

þтся зна÷ениеì n в стоëбöе. В такоì сìысëе äанные
табë. 2 упоряäо÷ены, привеäены к оäноìу станäарту.
Преäставëяет интерес сëеäуþщая заäа÷а.
Основная задача 1. Дëя заäанноãо поëиноìа Же-

ãаëкина , т. е. äëя заäанных n и i, ãäе 2 m n m N
и 1 m i m n, поëу÷итü анаëити÷ески функöионаë
сëожности LS( , G3) äëя обеих переìенных n и i.
Поëу÷атü реøение заäа÷и 1 ìожно ìетоäаìи

ìоäеëирования и/иëи структуризаöии, как это äе-
ëаëосü в приìере äëя поëиноìа Жеãаëкина
LS( ). Это реøение труäоеìко и сиëüно усëож-
няется при возрастании n. К тоìу же, возникаþт
вопросы: на каких зна÷ениях переìенных n и i на-
äо остановитüся; как хранитü в паìяти всþ табë. 4
äаже äëя небоëüøих зна÷ений параìетров i и n?
Искоìый функöионаë естü

LS( , G3) =

= (n – 1) + (i – 1)(2n – 4) – (2i2 – 6i + 4).

Дëя реøения заäа÷и 1 ìожно преäëожитü сëеäуþ-
щий поäхоä. Дëя иìеþщихся оöенок в табë. 4 про-
вести иссëеäование и вывести общуþ универсаëüнуþ
оöенку LS( , G3) = LS(i, n), зависящуþ от äвух пе-
реìенных n и i, äëя 2 m n m N и тоãäа 1 m i m n.
Ввеäеì обозна÷ения Ui = LS( , G3), 1 m i m n.
Дëя иìеþщихся оöенок сëожности [12] провоäиì

иссëеäование и выпоëняеì преобразования, разби-
вая кажäуþ из них на три аëãебраи÷еских сëаãаеìых
(кроìе первой и второй оöенок, ãäе просто). Итак,
из кажäоãо Ui, 3 m i m n – 1 (строки), выäеëяеì пер-
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Табëиöа 3

Степенü 
 Чисëо переìенных (n)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 1 3 4 5 6 7 8 9 10
3 2 5 6 7 8 9 10 11
4 3 7 8 9 10 11 12
5 4 9 10 11 12 13
6 5 11 12 13 14
7 6 13 14 15
8 7 15 16
9 8 17
10 9
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вое сëаãаеìое (n – 1), затеì из оставøеãося выра-
жения выäеëяеì произвеäение (i – 1)(2n – 4), т. е.

U1 = LS( , G3) = n – 1;

U2 = LS( , G3) = 3n – 5 = (n – 1) + (2n – 4);

U3 = LS( ,G3) = 5n – 13 = (n – 1) + 2(2n – 4) – 4;

U4 = LS( ,G3)=7n– 25 =(n–1) + 3(2n – 4) – 12;

U5 =LS( ,G3)=9n – 41 = (n–1) + 4(2n – 4) – 24;

U6 = LS(F6
(n),G3)= 11n – 61=(n–1) + 5(2n – 4) – 40,

... .

Тоãäа оставøаяся ÷астü — некоторая сето÷ная
функöия Ui: 4, 12, 24, 40, ..., äëя зна÷ений арãуìен-
та i, 3 m i m n – 1, поëу÷ается вы÷итаниеì из ис-
хоäноãо выражения LS( , G3) первых äвух сëа-
ãаеìых.
Посëе провеäенных иссëеäований функöиþ Ui

ищеì анаëити÷ески в виäе ìноãо÷ëена по i с не-
опреäеëенныìи коэффиöиентаìи. Составëяеì раз-
ности первоãо, второãо и äаëее поряäков, пока не
поëу÷иì нуëевуþ строку (есëи такая существует).
Тоãäа из табë. 5 сëеäует, ÷то разности третüеãо по-
ряäка нуëевые, озна÷аþщее второй поряäок äëя
ìноãо÷ëена Ui.

Поэтоìу нахоäиì третüе сëаãаеìое, уäовëетво-
ряþщее на÷аëüноìу усëовиþ, в виäе ìноãо÷ëена
второй степени

Ui = a0i
2 + a1i + a2. (30)

Реøаеì систеìу ëинейных уравнений, поëу÷ае-
ìуþ из выражения (30) (äëя i = 3, 4, 5) сëеäуþщиì
образоì, ìиниìизируя вы÷исëитеëüнуþ сëож-
ностü: из 1-ãо уравнения вы÷итаеì 2-е, из 2-ãо вы-
÷итаеì 3-е, затеì выпоëняется эта же проöеäура
äëя поëу÷енных первых äвух уравнений, т. е.

a0•52 + a1•5 + a2 = 24,

a0•42 + a1•4 + a2 = 12,

a0•32 + a1•3 + a2 = 4.

И, окон÷атеëüно, нахоäиì a0 = 2; a1 = –6; a2 = 4.

Итоãо, поëу÷ена функöия Ui = 2i2 – 6i + 4.
С третüей составëяþщей искоìый функöионаë
сëожности иìеет виä

U(i, n) = LS( , G3) =

= (n – 1) + (i – 1)(2n – 4) – (2i2 – 6i + 4). (31)

Итак, анаëити÷ески поëу÷ена верхняя оöенка
показатеëя LS( , G3).

Заключение

Теперü вìесто тоãо, ÷тобы запоëнятü табë. 4, со-
зäавая БД и приìеняя правиëа вывоäа (как это äе-
ëается в ìатеìати÷еской ëоãике), испоëüзуеì уни-
версаëüнуþ оöенку (31). Этот ìетоä, бесспорно,
буäет эффективен при автоìатизаöии и ìиниìи-
заöии синтеза и буäет требоватü ìенüøие вы÷ис-
ëитеëüные ресурсы по сравнениþ с äруãиìи. При
этоì ìиниìизируется объеì рабо÷ей паìяти.
Итак, поëу÷енный функöионаë LS(i, n) с боëüøиì
успехоì заìеняет ранее созäанные табëиöы [7, 8].
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Currently relevance of modeling problems of analysis and synthesis of mathematical models of discrete logic control and
computing devices persists. Particularly important is the task of estimating the output of difficulty in presenting a Boolean func-
tion (BF) in the classes of formulas and schemes of functional elements (FE). This problem is still relevant today. Because
of ongoing research in the field of mathematical cybernetics and discrete mathematics should be that obtaining the required
minimum solutions using dimensions of complexity inevitably involves the use of nature exhaustive search algorithms. The re-
sult is a greater complexity (including computational complexity and labor input) obtaining such a decision has the functions
of small dimension. This required the development of new approaches formulation of the problem and its solutions, significantly
differ in the complexity of exhaustive search [1—3]. So, the problem of the realization of Boolean functions in the class of for-
mulas and — circuits made of functional elements in different bases. Obtained in this scheme are applied in discrete logic de-
vices, and management information processing, the complexity (quality) of the main characteristics of which depend on com-
puting and control engineering. And it noted that the symmetric Boolean functions are increasingly being used in the design
of computing devices due to their specific properties [7—8].The purpose of this paper is to clarify the upper bounds for the com-
plexity of symmetric BF in standart and Zhegalkin bases, as well as the development of algorithms to automate the synthesis
of discrete information processing devices. An efficient constructive method syntesis of digital circuits and formulas is offered.
This method is based on recurrence relations (functional equations — FE [9]) and is accompanied by a receipt in advance
analytically upper estimates of various indicators of complexity (the number of letters, number of subformulas; according to
the number of functional elements), including schemes for minimum complexity. In this paper we consider some classes of func-
tions, which are accurate upper bounds for the complexity metrics. To automate the process and expanding the study of in-
dividual cases the algorithm implemented structural and functional decomposition [2] is used. A convenient model for the rep-
resentation of a Zhegalkin polynomial form that used in the algorithm the matrix representation has been designed. The results
are applicable as in the synthesis device (at the logical design) in multiprocessor computing and control systems, and the de-
velopment of algorithms for the effective operation of these systems.
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Структурный синтез системы упреждающего управления 
тепловым режимом валковой разливки стали

Введение
Дëя совреìенноãо этапа развития ìировой ÷ер-

ной ìетаëëурãии характерна постепенная сìена
стратеãии консоëиäаöии произвоäства стаëи на
крупных интеãрированных преäприятиях в поëüзу
созäания коìпактных и ãибких техноëоãи÷еских
ìоäуëей. Основопоëаãаþщиìи ориентираìи разви-
тия явëяþтся повыøение ка÷ества и расøирение
сортаìента ìетаëëопроäукöии, увеëи÷ение произ-
воäитеëüности, энерãоресурсосбережение и охрана
окружаþщей среäы.
Оäниì из виäов ìетаëëурãи÷еских завоäов, наи-

боëее поëно отве÷аþщих текущиì требованияì и
тенäенöияì, явëяþтся преäприятия по произвоäству
пëоскоãо проката, в состав которых вхоäят ваëковые
ëитейно-прокатные аãреãаты (ВЛПА) [1].
Техноëоãия ваëковой разëивки стаëи основана

на иäее пряìоãо совìещения проöессов ëитüя и
прокатки с испоëüзованиеì первороäной тепëоты
заãотовки äëя реаëизаöии контроëируеìой прокатки.
Схеìа распоëожения оборуäования на ваëковоì

ëитейно-прокатноì аãреãате (ВЛПА) преäставëена
на рис. 1. Техноëоãи÷еский проöесс
произвоäства ìожно описатü сëеäуþ-
щиì образоì. Жиäкий ìетаëë из про-
ìежуто÷ноãо ковøа попаäает в ваëко-
вый кристаëëизатор, конструктивно
состоящий из äвух распоëоженных па-
раëëеëüно äруã äруãу ваëков, которые
вращаþтся в противопоëожные сто-
роны и образуþт разëиво÷нуþ ванну
распëавëенноãо ìетаëëа. На выхоäе
из кристаëëизатора поëностüþ затвер-
äевøая поëоса прохоäит ÷ерез петëе-
накопитеëü и тянущие роëики в про-
катнуþ кëетü. Даëее сëеäует у÷асток
ëаìинарноãо охëажäения, резки и
сìотки на ìотаëках [2, 3].

Особое вниìание при произвоäстве ìетаëëо-
проäукöии на ВЛПА необхоäиìо уäеëятü систеìе
управëения тепëовыì режиìоì разëивки, который
явëяется оäниì из важнейøих критериев, опреäе-
ëяþщих как ка÷ество непрерывноëитой поëосы и
хоä саìоãо проöесса произвоäства, так и усëовия
экспëуатаöии оборуäования [4].
Основное и ãëавное требование к управëениþ

тепëовыì режиìоì ваëковой разëивки стаëи закëþ-
÷ается в тоì, ÷тобы на выхоäе из кристаëëизатора
поëоса поëностüþ затверäеëа. Ина÷е повыøается
риск прорыва жиäкоãо ìетаëëа из разëиво÷ных ваë-
ков, ÷то явëяется аварийной ситуаöией проöесса.
В öеëях поëу÷ения требуеìых про÷ностных,

пëасти÷еских и вязких свойств стаëи на ВЛПА
реаëизуется пряìая ãоря÷ая прокатка поëосы с ис-
поëüзованиеì техноëоãии контроëируеìой прокат-
ки. Данная техноëоãия, в первуþ о÷ереäü, поäра-
зуìевает выпоëнение заäанных тепëовых режиìов
прокатки, а иìенно обеспе÷ение среäнеìассовой
теìпературы поëосы переä прокаткой в äиапазоне
1050...1150 °С [5]. На существуþщих проìыøëен-

Рассмотрен структурный синтез системы управления тепловым режимом разливки стали на валковом литейно-прокат-
ном агрегате. Предложена структурная схема и алгоритм работы упреждающей системы управления, использующей в своей
основе математическую модель процесса валковой разливки. Выполнено моделирование работы системы управления в дина-
мических режимах работы агрегата при внешних контролируемых и неконтролируемых воздействиях.
Ключевые слова: валковая разливка стали, упреждающее управление, математическое моделирование, управление по модели
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Рис. 1. Схема расположения оборудования ВЛПА
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ных ВЛПА äанные требования реаëизуþтся путеì
испоëüзования установки поäоãрева поëосы посëе
петëенакопитеëя переä станоì ãоря÷ей прокатки.
Оäнако ëþбая äопоëнитеëüная техноëоãи÷еская
операöия, теì боëее такая, как наãрев, вëе÷ет за
собой äопоëнитеëüные затраты и, как сëеäствие,
увеëи÷ение себестоиìости произвоäиìой поëосы.
Дëя тоãо ÷тобы ìиниìизироватü иëи äаже поë-

ностüþ искëþ÷итü äанные затраты, охëажäение по-
ëосы нужно орãанизовыватü такиì образоì, ÷тобы
поëу÷итü заäанное тепëовое поëе без испоëüзова-
ния поäоãрева заãотовки.
Функöионаëüная схеìа управëения тепëовыì

режиìоì ваëковой разëивки стаëи преäставëена на
рис. 2. Схеìой преäусìотрено выпоëнение сëе-
äуþщих функöий:
изìерение и контроëü параìетров разëивки,
а иìенно: теìпературы распëава в проìежуто÷-
ноì ковøе, уровня ìетаëëа в ваëках кристаëëи-
затора, теìпературы боковых уäерживаþщих на-

кëаäок, теìпературы (на вхоäе и выхоäе) и рас-
хоäа воäы на охëажäение кристаëëизатора, äëины
поëосы в петëенакопитеëе, теìпературы разëи-
ваеìой поëосы на выхоäе из кристаëëизатора и
переä прокатной кëетüþ, скорости разëивки;
управëение тепëовыì режиìоì разëивки посреä-
ствоì изìенения скорости разëивки и расхоäа
воäы на ваëки кристаëëизатора.
Рассìатриваеìый техноëоãи÷еский проöесс ìож-

но преäставитü в виäе структурной схеìы объекта
управëения, изображенной на рис. 3.
В ка÷естве объекта управëения выступает теп-

ëовой режиì ваëковой разëивки стаëи, который
характеризуется сëеäуþщиìи переìенныìи:
вхоäныìи контроëируеìыìи управëяеìыìи па-
раìетраìи X;
выхоäныì показатеëеì проöесса, в ка÷естве ко-
тороãо выступает веëи÷ина среäнеìассовой теì-
пературы поëосы tmm переä прокатной кëетüþ;
вхоäныìи неконтроëируеìыìи и неуправëяе-
ìыìи переìенныìи Z, характеризуþщиìи вëия-
ние на тепëовой режиì разëивки внеøних воз-
ìущаþщих возäействий.
В ка÷естве объекта управëения тепëовой режиì

ваëковой разëивки стаëи характеризуется боëüøиì
транспортныì запазäываниеì из-за испоëüзования
петëевоãо накопитеëя поëосы и ìаëой инерöионно-
стüþ, связанной с высокой скоростüþ разëивки.
Из теории автоìати÷ескоãо управëения [6] извест-
но, ÷то устой÷ивостü и ка÷ество проöесса реãуëи-
рования опреäеëяþтся, ãëавныì образоì, отноøе-
ниеì запазäывания τ к постоянной вреìени объ-
екта T. Данное соотноøение опреäеëяет сëожностü
управëяеìости объекта и явëяется критериеì вы-

Рис. 3. Структурная схема технологического процесса валковой
разливки стали

Рис. 2. Функциональная схема управления тепловым режимом разливки на ВЛПА
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бора типа и закона реãуëирования. Дëя ваëковой
разëивки стаëи выпоëняется неравенство τ/Т > 0,5,
поэтоìу ìожно утвержäатü, ÷то такие типовые за-
коны реãуëирования как П, И, ПИ, ПД иëи ПИД
не в состоянии обеспе÷итü необхоäиìых показатеëей
проöесса управëения [7, 8]. В связи с этиì повыситü
ка÷ество управëения ìожно ëибо путеì уìенüøе-
ния соотноøения τ/Т, ÷то äëя реаëüноãо проöесса
не преäставëяется возìожныì, ëибо за с÷ет приìе-
нения спеöиаëüной систеìы боëее сëожной струк-
туры, вкëþ÷аþщей ìоäеëü объекта управëения.
Также к спеöифи÷ескиì особенностяì техно-

ëоãии ваëковой разëивки стаëи, оказываþщиì не-
ãативное вëияние на управëение и устой÷ивостü,
относятся неëинейностü и сëожностü ìатеìати÷е-
ской ìоäеëи тепëовоãо режиìа разëивки и распре-
äеëенностü техноëоãи÷еских параìетров с жестко
накëаäываеìыìи на них оãрани÷енияìи [9].
Разработка систеìы управëения аãреãатоì поäоб-

ноãо типа явëяется на сеãоäняøний äенü весüìа
сëожной заäа÷ей, требуþщей приìенения спеöи-
аëüных систеì, основанных на новых принöипах
управëения.

1. Анализ существующих систем управления 
тепловым режимом разливки

Техноëоãия ваëковой разëивки стаëи äëя про-
извоäства пëоскоãо проката, явëяясü оäной из саìых
перспективных на äанный ìоìент, поëу÷иëа свое
распространение и развитие, ãëавныì образоì, за
рубежоì [10].
Объеì известных оте÷ественных разработок

в этой обëасти ÷ерной ìетаëëурãии весüìа невеëик
и оãрани÷ен. В ÷астности, ìожно выäеëитü на-
у÷но-иссëеäоватеëüские работы на базе АХК
"ВНИИМЕТМАШ иì. акаäеìика А. И. Цеëикова"
[11] и ОАО "Институт Цветìетобработка" [12, 13],
которых на текущий ìоìент вреìени äëя перевоäа
ваëковой техноëоãии на проìыøëеннуþ основу не
äостато÷но.
Вìесте с теì, ÷исëо зарубежных иссëеäований,

направëенных на соверøенствование и уëу÷øение
ка÷ественных показатеëей ваëковой разëивки ста-
ëи как за с÷ет конструктивных и техноëоãи÷еских
изìенений, так и за с÷ет разработок систеì авто-
ìати÷ескоãо управëения, вкëþ÷аþщих систеìы
управëения тепëовыì режиìоì разëивки, посто-
янно увеëи÷ивается [2, 3, 9, 14...17].
В работе [14] управëение тепëовыì режиìоì

преäëаãается реаëизовыватü за с÷ет контроëя ко-
ëи÷ества "ìяãкоãо ìатериаëа", поä которыì поäра-
зуìевается обëастü öентраëüной ÷асти разëивае-
ìой поëосы с высокой остато÷ной тепëотой. Реãу-
ëирование осуществëяется путеì изìенения зазора
в зоне контакта ìежäу ëитейныìи ваëкаìи в соот-
ветствии с изìеренной теìпературой поверхности
поëосы на выхоäе из кристаëëизатора. Неäостат-
коì äанноãо способа управëения явëяется непосто-
янство тоëщины разëиваеìой поëосы, а также тот

факт, ÷то коррекöия осуществëяется тоëüко посëе
откëонения контроëируеìоãо параìетра от требуе-
ìых зна÷ений, ÷то в коне÷ноì итоãе неãативно
скажется на ка÷естве произвоäиìой проäукöии.
Дëя устранения этоãо неäостатка (реаëизаöии

управëения тоëüко посëе факти÷еских откëонений
контроëируеìых параìетров) автораìи работы [15]
преäëаãается испоëüзоватü тепëовуþ ìоäеëü, ìак-
сиìаëüно прибëиженнуþ к реаëüныì усëовияì
разëивки. На основании исхоäных и изìеренных
техноëоãи÷еских параìетров разëивки провоäится
ìоäеëирование, по резуëüтатаì котороãо возìож-
но выпоëнение необхоäиìых корректировок.
В работе [16] преäëожено испоëüзование систеìы

оптиìаëüноãо реãуëирования тепëовоãо режиìа
разëивки на базе стати÷еской ìоäеëи проöесса,
äëя которой преäусìотрено испоëüзование бëока
хранения архивных техноëоãи÷еских параìетров
äëя поäстройки к реаëüныì усëовияì. Также в со-
став систеìы вхоäит бëок оптиìизаöии, который
в соответствии с заäанныì критериеì обеспе÷ива-
ет поëу÷ение заäанных техноëоãи÷еских параìет-
ров в установивøеìся режиìе. Оäнако испоëüзо-
вание стати÷еской ìоäеëи в систеìе управëения не
позвоëяет осуществëятü эффективное управëение
в äинаìи÷еских режиìах работы аãреãата.
В основе систеìы [17] испоëüзуется не÷еткий

реãуëятор с ìоäеëüþ, синтезированной на базе
нейронных сетей, ÷то позвоëяет уйти от разработки
сëожной äетерìинированной ìатеìати÷еской ìо-
äеëи проöесса, но требует наëи÷ия в äостато÷ноì
объеìе репрезентативной выборки и ка÷ественной
ëинãвисти÷еской ëоãи÷еской ìоäеëи управëения
проöессоì.
Приниìая во вниìание требования, преäъявëяе-

ìые к орãанизаöии проöесса охëажäения заãотовки
на ваëковых аãреãатах, а также выявëенные в резуëü-
тате анаëиза неäостатки рассìотренных существуþ-
щих систеì, авторы äëя управëения тепëовыì режи-
ìоì ваëковой разëивки стаëи преäëаãаþт испоëüзо-
ватü упрежäаþщуþ систеìу управëения.
В теории упрежäаþщеãо управëения иëи управ-

ëения по проãнозу выäеëяþт äва основных кëасса
систеì [18]. К первоìу кëассу относятся беспоис-
ковые систеìы управëения, рассìотренные, в ÷а-
стности, в работах В. Н. Букова [19], О. Дж. Сìита
и Дж. Ресвика [20, 21].
В работе Букова [19] преäëожена систеìа управ-

ëения, особенностüþ которой явëяется испоëüзо-
вание в поäсистеìе оптиìаëüноãо реãуëирования,
нахоäящейся в обратной связи, этаëонной и про-
ãнозируþщей ìоäеëей проöесса, функöионируþ-
щих в ускоренноì вреìени. Саì проöесс оптиìи-
заöии осуществëяется öикëи÷ески ÷ерез короткие
интерваëы рас÷ета и реаëизаöии управëяþщих
возäействий. К неäостаткаì äанной систеìы ìож-
но отнести оãрани÷ения по ÷асти приìениìости к
техноëоãи÷ескиì объектаì, а иìенно непрерыв-
ныì и ëинейныì, а также отсутствие явноãо у÷ета
техноëоãи÷еских преäеëов.
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В систеìах реãуëирования О. Дж. Сìита и
Дж. Ресвика [20, 21] преäëожено разäеëение ìоäе-
ëи объекта на ìоäеëи с у÷етоì запазäывания и без,
÷то позвоëяет опреäеëятü управëяþщие возäейст-
вия äëя поëу÷ения требуеìоãо проöесса реãуëиро-
вания с ìаксиìаëüной то÷ностüþ, но требует вы-
сокой степени соответствия испоëüзуеìой ìоäеëи
управëяеìоìу техноëоãи÷ескоìу объекту.
Ко второìу кëассу упрежäаþщих систеì управ-

ëения относятся поисковые систеìы, рассìотрен-
ные, в ÷астности, в работах А. А. Переëüìана [22].
Дëя äанных систеì характерен поиск управëяþ-
щих возäействий путеì перебора возìожных вари-
антов с испоëüзованиеì проãнозируþщей ìоäеëи
объекта управëения в ускоренноì ìасøтабе вреìени.
К неäостаткаì поисковых упрежäаþщих систеì
управëения ìожно отнести зна÷итеëüный объеì
выпоëняеìых вы÷исëений и сëожностü разработки
ìатеìати÷еской ìоäеëи.

2. Структурный синтез
упреждающей системы управления

Дëя управëения тепëовыì режиìоì ваëковой
разëивки стаëи преäëаãается испоëüзоватü упреж-
äаþщуþ систеìу управëения, относящуþся к
кëассу поисковых и испоëüзуþщуþ в своей основе
ìатеìати÷ескуþ ìоäеëü проöесса. В зарубежной
ëитературе äанная ãруппа систеì управëения обо-
зна÷ается как MPC-систеìы (от Model-Based Pre-
dictive Control).
Приìенитеëüно к управëениþ тепëовыì режи-

ìоì ваëковой разëивки стаëи ìожно выäеëитü сëе-

äуþщие преиìущества испоëüзования MPC-сис-
теì [23...28]:
управëение среäниìи и крупныìи техноëоãи÷е-
скиìи объектаìи с взаиìосвязанныìи техноëо-
ãи÷ескиìи параìетраìи и зна÷итеëüныì вреìе-
неì запазäывания;
явный у÷ет оãрани÷ений при опреäеëении уп-
равëяþщеãо возäействия;
аäаптивностü к постоянно изìеняþщиìся усëо-
вияì работы;
обеспе÷ение ëу÷øеãо ка÷ества управëения и
быстроäействия за с÷ет испоëüзования как теку-
щих зна÷ений контроëируеìых параìетров, так и
буäущих, поëу÷енных в резуëüтате проãноза.
Принöип упрежäаþщеãо управëения на основе

ìоäеëи базируется на иäее приìенения ìоäуëя
проãнозирования äëя опреäеëения ожиäаеìых со-
стояний объекта управëения в буäущеì. В ка÷естве
ìоäуëя проãнозирования в MPC-систеìах высту-
пает ìоäеëü объекта управëения, испоëüзуþщая
как проøеäøие, так и текущие зна÷ения управ-
ëяþщих, заäаþщих и контроëируеìых техноëоãи-
÷еских параìетров [24].
Структурная схеìа преäëаãаеìой упрежäаþщей

систеìы управëения тепëовыì режиìоì ваëковой
разëивки стаëи преäставëена на рис. 4.
Систеìа состоит из äвух основных бëоков —

бëока оптиìизаöии и управëения (БОУ) и бëока
сëежения и настройки (БСН).
БОУ выпоëняет функöии поиска оптиìаëüной

скорости разëивки V в соответствии с текущиì за-
äаниеì среäнеìассовой теìпературы поëосы 
переä прокаткой. Опреäеëение управëяþщеãо воз-

tmm
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Рис. 4. Структурная схема упреждающей системы управления тепловым режимом
разливки стали на ВЛПА

äействия выпоëняется путеì реøения
заäа÷и оптиìизаöии в заìкнутоì
контуре в постоянно уäаëяþщеìся
поäвижноì ãоризонте проãноза. Та-
киì образоì, управëение осуществëя-
ется в режиìе реаëüноãо вреìени.
Критериеì оптиìизаöии явëяется
ìиниìизаöия öеëевой функöии

J(e, ΔV) → min,

ãäе e (ε1, ε2, ..., εn) — вектор рассоãëа-
сований ìежäу заäанныì зна÷ениеì
среäнеìассовой теìпературы переä
прокаткой и рас÷етныì на кажäоì
интерваëе ãоризонта проãноза; ΔV
(ΔV1, ΔV2, ..., ΔVn) — вектор изìене-
ний скоростей разëивки на кажäоì
интерваëе ãоризонта проãноза.
Дëя управëения тепëовыì режи-

ìоì разëивки наибоëее важныì яв-
ëяется тепëовое состояние поëосы
непосреäственно переä прокатной
кëетüþ, поскоëüку изìенение тепëо-
соäержания поëосы привеäет к изìе-
нениþ пëасти÷еских свойств прока-
тываеìоãо ìетаëëа и, как сëеäствие,
äавëения ìетаëëа на ваëки прокат-
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ной кëети и непостоянству тоëщины поëосы на
выхоäе из кëети [29].
Преäëаãаеìой систеìой управëения тепëовыì

режиìоì работы ВЛПА äëя корректировки ìоäеëей
испоëüзуется теìпература поверхности поëосы пе-
реä прокатной кëетüþ. Теìпература поëосы на
выхоäе из кристаëëизатора испоëüзуется при пер-
вона÷аëüной настройке и каëибровке систеìы äëя
обеспе÷ения соответствия усëовий тепëопереäа÷и,
испоëüзуеìых ìоäеëяìи, реаëüныì усëовияì. В про-
öессе реãуëирования в реаëüноì ìасøтабе вреìени
äанный параìетр необхоäиìо тоëüко контроëиро-
ватü äëя преäотвращения режиìов работы, приво-
äящих к аварийныì ситуаöияì разëивки.
Моäуëеì сëежения, вхоäящиì в состав БСН,

реаëизуется постоянный контроëü соответствия из-
ìеренных зна÷ений теìпературы поверхности не-
прерывноëитой поëосы переä прокатной кëетüþ

tface(τ) и анаëоãи÷ных рас÷етных зна÷ений (τ),

опреäеëяеìых ìоäеëüþ реаëüноãо вреìени. Основ-
ныì параìетроì настройки äанноãо ìоäуëя явëя-
ется зона не÷увствитеëüности Δt, при превыøении
которой ìоäуëü сëежения активирует ìоäуëü на-
стройки путеì переäа÷и еìу инфорìаöии о ìоäуëе
и знаке рассоãëасования, опреäеëяеìоãо выраже-

ниеì Δtface(τ) = tface(τ) – (τ). На основании по-

ëу÷енной инфорìаöии ìоäуëü настройки выпоë-
няет корректировку испоëüзуеìых систеìой ìоäеëей
проãноза и реаëüноãо вреìени путеì аääитивноãо
сìещения их стати÷еской характеристики. При этоì
в öеëях преäотвращения некорректной работы
БСН в ìоäуëе настройки ввоäится тайìер, равный
вреìени выäержки τt, в те÷ение котороãо коррек-
тировка не реаëизуется. Такиì образоì, äанный
аëãоритì работы и взаиìоäействия ìоäуëей сëеже-
ния и настройки позвоëяет коìпенсироватü не-
контроëируеìые возìущения, привоäящие к сìе-
щениþ стати÷еской характеристики в проöессе
разëивки.
Рассìотриì аëãоритì работы преäëаãаеìой

систеìы.
1. В отс÷етный ìоìент вреìени на на÷аëüноì эта-

пе коìанäный ìоäуëü активизирует работу БСН, ко-
торый при необхоäиìости провоäит настройку ìоäе-
ëей установо÷ныì коэффиöиентоì kset.

2. На основании ãоризонта проãноза T, ÷исëен-
но равноãо произвеäениþ выбранноãо ÷исëа øаãов
разбиения n и вреìени кажäоãо øаãа Δτ, коìанä-
ныì ìоäуëеì активируется работа ìоäуëя оптиìи-
заöии, который с у÷етоì накëаäываеìых на про-
öесс техноëоãи÷еских оãрани÷ений G выпоëняет
поиск скоростей разëивки V на кажäоì интерваëе
ãоризонта проãноза. Поиск провоäится с испоëü-
зованиеì проãнозируþщей ìоäеëи, функöиони-
руþщей в ускоренноì вреìени и выпоëняþщей
экстрапоëяöиþ тепëовоãо режиìа разëивки на
вреìя проãнозирования. В основе ìоäуëя оптиìи-
заöии испоëüзован ìетоä äефорìируеìоãо ìноãо-

ãранника (ìетоä Неëäера—Миäа), характеризуþ-
щийся как оäин из саìых эффективных с отсутст-
виеì оãрани÷ений на виä öеëевой функöии [30].

3. Поëу÷енный вектор V поступает на ìоäуëü
управëения, который на кажäоì интерваëе управ-
ëения i = 1, 2, ..., n приìеняет соответствуþщее
зна÷ение текущей скорости разëивки V(τ). При äо-
стижении окон÷ания ãоризонта проãноза повторя-
þтся øаãи 1...3.

4. При превыøении несоответствия, опреäеëяе-
ìоãо разниöей ìежäу tface(τ) и (τ), зоны не÷ув-
ствитеëüности Δt ìоäуëя сëежения активируется
работа ìоäуëя настройки и корректируþтся ìо-
äеëи, посëе ÷еãо иниöиаëизируется работа коìанä-
ноãо ìоäуëя, на÷иная с øаãа 2. Провоäится обнов-
ëение инфорìаöии и поиск управëяþщих возäей-
ствий на новоì ãоризонте проãноза. При этоì в
ìоäуëе настройки взвоäится тайìер на вреìя вы-
äержки τt, в те÷ение котороãо корректировка ìо-
äеëей не выпоëняется. Вреìя выäержки опреäеëя-
ется, ãëавныì образоì, транспортныì запазäы-
ваниеì объекта.
Отëи÷итеëüной особенностüþ преäëаãаеìой

структуры систеìы управëения по сравнениþ с су-
ществуþщиìи [18...22] явëяется приìенение ко-
ìанäноãо ìоäуëя и еãо взаиìоäействие с ìоäуëяìи
сëежения и настройки ìоäеëей, обеспе÷иваþ-
щиìи выпоëнение оптиìизаöии в реаëüноì вре-
ìени с контроëеì соответствия испоëüзуеìых ìо-
äеëей реаëüныì усëовияì.

3. Результаты моделирования

Дëя ìоäеëирования проöесса управëения теп-
ëовыì режиìоì ваëковой разëивки стаëи быë раз-
работан MPC-реãуëятор на основе ìатеìати÷еской
ìоäеëи [9, 31] и структурной схеìы упрежäаþщей
систеìы управëения. Аëãоритì реãуëирования реа-
ëизован на языке проãраììирования высокоãо уров-
ня и вкëþ÷ает в себя структурно все ìоäуëи и поë-
ный функöионаë описанной систеìы управëения.
Моäеëирование работы систеìы в öеëоì вы-

поëняëи в проãраììноì коìпëексе VisSim. В ка÷е-
стве объекта управëения быëа испоëüзована ìо-
äеëü тепëовоãо режиìа ваëковой разëивки стаëи
[9, 31]. Моäеëü расс÷итывает теìпературное поëе
поëосы в режиìе реаëüноãо вреìени в соответствии с
параìетраìи разëивки и скоростüþ, поëу÷енной
от MPC-реãуëятора. Выхоäныì параìетроì ìоäе-
ëи и вхоäныì äëя реãуëятора явëяется теìпература
поверхности поëосы tface(τ).
При вы÷исëениях быëи приняты сëеäуþщие

параìетры ваëковой установки:
раäиус разëиво÷ных ваëков R = 1500 ìì, ÷то со-
ответствует параìетраì аãреãата, функöиони-
руþщеãо в ã. Крефеëüä, Герìания [5];
разëиваеìая стаëü Ст3;
уровенü ìетаëëа в кристаëëизаторе 730 ìì;
тоëщина разëиваеìой поëосы 6 ìì;

tface
m

tface
m

tface
m
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общая протяженностü зоны от ваëков кристаë-
ëизатора äо прокатной кëети 8 ì.
Резуëüтаты ìоäеëирования работы систеìы уп-

равëения в виäе ãрафиков перехоäных проöессов
изìенения среäнеìассовой теìпературы поëосы
tmm переä прокатной кëетüþ и соответствуþщей ей
скорости разëивки преäставëены на рис. 5, 6.
В бëоке I рис. 5 изображены резуëüтаты работы

систеìы при изìенении заäания среäнеìассовой
теìпературы поëосы переä прокаткой с 1000 °С äо
1050 °С. Вреìя реãуëирования составиëо 11,5 с,
перереãуëирование — 2,2 °С.
В бëоке II рис. 5 изображены резуëüтаты работы

систеìы при возникновении возìущения со сто-
роны управëяþщеãо возäействия, ÷то ìожет соот-
ветствоватü неконтроëируеìоìу изìенениþ расхо-
äа воäы на охëажäение ваëковоãо кристаëëизатора.
Вреìя реãуëирования составиëо 21 с, перереãуëи-
рование — 7,6 °С.
В бëоках III и IV рис. 6 изображены резуëüтаты

работы систеìы при ступен÷атоì и ëинейноì сìе-
щениях стати÷еской характеристики объекта управ-
ëения соответственно. Ступен÷атое сìещение ста-
ти÷еской характеристики при управëении тепëовыì
режиìоì ìожет бытü вызвано неконтроëируеìыì
изìенениеì теìпературы ìетаëëа в проìежуто÷-
ноì ковøе. Линейноìу сìещениþ стати÷еской ха-

рактеристики объекта соответствует, наприìер,
изìенение усëовий тепëопереäа÷и на у÷астке воз-
äуøноãо охëажäения в ãоря÷ей каìере.
На основе поëу÷енных резуëüтатов ìоäеëирова-

ния проöессов управëения тепëовыì режиìоì ваë-
ковой разëивки стаëüной поëосы ìожно сäеëатü
вывоäы о тоì, ÷то преäëоженная систеìа упреж-
äаþщеãо управëения обеспе÷ивает устой÷ивостü
перехоäных проöессов и äостато÷нуþ то÷ностü ре-
ãуëирования теìпературой поëосы при контроëи-
руеìых и неконтроëируеìых внеøних возäействи-
ях и наëи÷ии зна÷итеëüноãо транспортноãо запаз-
äывания, вызванноãо переìещениеì поëосы от
ваëковоãо кристаëëизатора äо прокатной кëети.

Заключение

Преäëаãаеìая систеìа преäназна÷ена äëя уп-
равëения тепëовыì режиìоì ваëковой разëивки на
основе ìатеìати÷еской ìоäеëи проöесса. Систеìа
управëения позвоëяет соãëасоватü теìператур-
но-скоростные режиìы проöессов разëивки и про-
катки, а также реаëизоватü техноëоãиþ контроëи-
руеìой прокатки на ВЛПА за с÷ет поëу÷ения тре-
буеìой среäнеìассовой теìпературы поëосы переä
прокаткой в äинаìи÷еских режиìах работы аãре-
ãата при разëи÷ных внеøних возäействиях.

Рис. 5. Полученные в результате моделирования переходные
процессы при изменении задания (I) и возмущении по каналу
управления (II):
1 — поëу÷енная среäнеìассовая теìпература переä прокаткой;
2 — заäанная среäнеìассовая теìпература переä прокаткой; 3 —
скоростü разëивки, прихоäящая на объект; 4 — скоростü раз-
ëивки с MPC-реãуëятора

Рис. 6. Полученные в результате моделирования переходные
процессы при ступенчатом (III) и линейном (IV) неконтроли-
руемых смещениях статической характеристики:
1 — поëу÷енная среäнеìассовая теìпература переä прокаткой;
2 — заäанная среäнеìассовая теìпература переä прокаткой; 3 —
скоростü разëивки, прихоäящая на объект с MPC-реãуëятора
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Приìенение упрежäаþщей систеìы на основе
преäëоженной структурной схеìы позвоëит повы-
ситü ка÷ество произвоäиìой ìетаëëопроäукöии и
увеëи÷итü серийностü пëавок за с÷ет орãанизаöии
оптиìаëüноãо теìпературноãо режиìа и управëе-
ния по проãнозу ìоäеëи, а не по факту откëонений
контроëируеìых параìетров.
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Thermal mode strip casting control is challenging at the present because twin-roll strip casting is characterized by the large
time delay and high dynamics with low inertances. Nonlinearity and complexity of the thermal mode mathematical model, dis-
tribution and hard limitation of technological parameters are also the technology specific features and all it has a negative impact
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on the control and stability of the casting process. Famous control systems don’t fully allow ensure the implementation of given
problems and need to be revised. Thermal mode control system development is the complex problem to date. Solution of this prob-
lem requires to use special systems based on the new control principles. Structural synthesis of model-based predictive control sys-
tems is created in this work. Distinctive features of the proposed structure control scheme are the command module application
and its interaction with the monitoring and model setting modules, providing real-time optimization performance and checking
used models conformity with the real casting conditions. The proposed control system allows to coordinate the casting and rolling
processes temperature and speed modes. This system provides for the implementation of controlled rolling technology at twin-roll
strip casting unit by obtaining the required mass-average temperature of the strip before rolling in dynamic modes of operation.
On the basis of simulation results it was concluded that the proposed model-based predictive control system provides transient
process stability and satisfactory temperature control accuracy with controllable and uncontrollable external influences and sig-
nificant time delay caused by the strip movement from the casting mold to the hot-rolling stand.
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Аналитический алгоритм терминального управления 
пространственным движением КА
при посадке на поверхность Луны*

Введение

Заäа÷а ìяãкой посаäки на поверхностü Луны как
заäа÷а привеäения косìи÷ескоãо аппарата (КА) в
заäаннуþ то÷ку ëунной поверхности иëи окоëо-
ëунноãо пространства при наëи÷ии оãрани÷ений
на параìетры состояния в коне÷ный ìоìент вре-
ìени явëяется заäа÷ей терìинаëüноãо управëения.
В настоящей работе рассìатривается заäа÷а про-
странственноãо управëения äвижениеì КА при на-
ëи÷ии терìинаëüных усëовий по коорäинатаì и
коìпонентаì вектора скорости КА в ìоìент завер-
øения проöесса навеäения.
Ввиäу наëи÷ия поãреøностей вывеäения КА в

рас÷етнуþ то÷ку на÷аëа торìожения и äействия
ряäа возìущаþщих факторов испоëüзование кон-
öепöии "невозìущенноãо-возìущенноãо" äвиже-
ния äëя ее реøения явëяется нераöионаëüныì, и
возникает необхоäиìостü испоëüзования принöи-
па "ãибких" траекторий, преäпоëаãаþщеãо реаëи-
заöиþ обновëяеìой проãраììы управëения, обес-
пе÷иваþщей выпоëнение терìинаëüных усëовий
из текущеãо состояния, соответствуþщеãо ìоìенту
обновëения проãраììы управëения [1, 2].
В äанной работе поëу÷ено анаëити÷еское реøе-

ние заäа÷и терìинаëüноãо навеäения КА в заäаннуþ
то÷ку окоëоëунноãо пространства при постоянноì
торìозноì ускорении. Реøение поëу÷ено относи-
теëüно øести параìетров навеäения (торìозноãо
ускорения, вреìени торìожения, на÷аëüных зна-
÷ений уãëов ориентаöии и скоростей их изìене-
ния) в виäе функöий краевых усëовий. Анаëоãи÷-
ный приеì быë испоëüзован в работе [3], оäнако

анаëити÷еские соотноøения äëя пяти параìетров
навеäения быëи поëу÷ены в виäе функöии краевых
усëовий и вреìени торìожения, которое преäëаãа-
ëосü оöениватü ÷исëенно. Преäëаãаеìое в настоя-
щей работе анаëити÷еское реøение отëи÷ается вы-
÷исëитеëüной простотой.
На основании поëу÷енноãо реøения преäëожен

анаëити÷еский аëãоритì терìинаëüноãо управëе-
ния пространственныì äвижениеì КА, соверøаþ-
щеãо посаäку на поверхностü Луны. В отëи÷ие от
работ [2, 4], в преäëаãаеìоì аëãоритìе у÷итываþт-
ся оãрани÷ения на управëение и параìетры траек-
тории, вреìя торìожения опреäеëяется в резуëü-
тате реøения заäа÷и терìинаëüноãо управëения,
а не фиксируется. Дëя преäстоящих проãраìì по-
саäки на Луну фиксаöия терìинаëüноãо ìоìента
вреìени не явëяется раöионаëüной. Преäëаãаеìый
аëãоритì иìеет вы÷исëитеëüное преиìущество пе-
реä аëãоритìаìи, рассìотренныìи в работах [3, 4],
поскоëüку не испоëüзует ÷исëенных ìетоäов
проãноза параìетров управëения. Аëãоритì также
иìеет вы÷исëитеëüное преиìущество переä преä-
ëоженной в работе [5], поскоëüку в еãо работе от-
сутствует проöеäура оптиìизаöии. В то же вреìя
известно, ÷то ëинейная проãраììа изìенения
уãëов ориентаöии явëяется бëизкой к оптиìаëüной
с то÷ки зрения расхоäа топëива. В отëи÷ие от работ
[6, 7], в работе аëãоритìа отсутствует этап форìи-
рования опорной траектории, поскоëüку анаëити-
÷еское реøение поëу÷ено непосреäственно äëя па-
раìетров управëения вектороì тяãи. Преäëаãаеìый
аëãоритì, в отëи÷ие от преäëоженноãо в работе [6],
обеспе÷ивает навеäение КА в конкретнуþ то÷ку
окоëоëунноãо пространства, ÷то явëяется необхо-
äиìыì требованиеì преäстоящих ëунных проãраìì.
Проãраììа управëения, обеспе÷иваþщая выпоë-

Получено аналитическое решение задачи терминального управления пространственным движением космического аппарата
при наведении в заданную точку окололунного пространства. На основании полученного решения предложен алгоритм тер-
минального управления движением космического аппарата. Приведены результаты математического моделирования процесса
наведения космического аппарата.
Ключевые слова: управление и контроль движения космического аппарата, посадка на Луну, траектория постоянного ус-

корения, 3D-терминальное управление

УПРАВЛЕНИЕ АВИАКОСМИЧЕСКИМИ СИСТЕМАМИ

 * Иссëеäование выпоëнено при поääержке Российскоãо на-
у÷ноãо фонäа (проект № 14-11-00046).
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нение терìинаëüных усëовий, в отëи÷ие от рас-
сìотренной в работе [7], ìноãократно обновëяется
в проöессе поëета, ÷то соответствует принöипу
"ãибких" траекторий.

Постановка задачи автоматической посадки 
на поверхность Луны

 Уравнения движения 
Рассìотриì посаäо÷нуþ систеìу коорäинат,

связаннуþ с терìинаëüной то÷кой (ПтСК): осü OZ
направëена по ìестной вертикаëи, OX — на север
по касатеëüной к ìериäиану в то÷ке посаäки, OY
äопоëняет систеìу äо правой.
Вектор состояния КА в ПтСК преäставиì в сëе-

äуþщеì виäе: X = [r V]т, ãäе r = [x y z]т — раäиус-век-
тор КА в ПтСК, V = [   ]т — вектор скорости
КА в проекöиях на оси ПтСК.
Рассìотриì упрощеннуþ ìоäеëü управëяеìоãо

äвижения КА в ПтСК. Ориентаöия вектора реак-
тивной тяãи Р опреäеëяется ìãновенныìи зна÷е-
нияìи уãëов танãажа ϑ и рыскания ψ — (рис. 1).
Пренебреãая возìущаþщиì вëияниеì атìосферы и
с÷итая ускорение свобоäноãо паäения на протяже-
нии всеãо проöесса навеäения постоянныì, уравне-
ния äвижения КА при постоянноì торìозноì уско-
рении ìожно преäставитü в сëеäуþщеì виäе:

(t) = cosϑ(t)cosψ(t);

(t) = cosϑ(t)sinψ(t);

(t) = sinϑ(t) – g, (1)

ãäе ψ(t), ϑ(t) — ìãновенные зна÷ения уãëов рыскания

и танãажа;  — торìозное ускорение; g = 1,62 ì/с —
ускорение сиëы тяжести у поверхности Луны.

 Начальные условия наведения
Пустü в резуëüтате реøения заäа÷и навиãаöии в

на÷аëüный ìоìент вреìени t0 (ìоìент о÷ереäноãо

запуска аëãоритìа навеäения) опреäеëен вектор
состояния КА:

X0 = [r0 V0]
т = [x0 y0 z0   ]т. (2)

 Терминальные условия наведения 
Пустü заäан требуеìый вектор состояния КА в

ìоìент вреìени окон÷ания проöесса навеäения:

 = [  ]т = [      ]т. (3)

 Параметры наведения
Рассìотриì вектор управëения u, обеспе÷иваþ-

щий перевоä КА из известноãо на÷аëüноãо поëо-
жения X0 в заäанное терìинаëüное поëожение :

u = [ψ0  ϑ0   Tн]
т,

ãäе ψ0, ϑ0 — проãраììные зна÷ения уãëов рыскания

и танãажа в ìоìент вреìени t0; ,  — проãраììные
зна÷ения скоростей изìенения уãëов рыскания и

танãажа;  =  — требуеìое кажущееся ускоре-

ние; P — текущая требуеìая реактивная тяãа äви-
ãатеëя; m — текущая ìасса КА; Tн — вреìя, остав-
øееся äо окон÷ания проöесса навеäения.
Коìпоненты вектора u буäеì называтü параìет-

раìи навеäения.
Навеäение осуществëяется с постоянныì тор-

ìозныì ускорениеì. Проãраììа управëения по уã-
ëаì рыскания ψ и танãажа ϑ заäана в виäе ëиней-
ных функöий вреìени:

ψпр(t – t0) = ψ0 + (t – t0);

ϑпр(t – t0) = ϑ0 + (t – t0).

Преäпоëожиì также, ÷то систеìа управëения
ориентаöией и стабиëизаöии КА в ëþбой ìоìент
вреìени обеспе÷ивает соответствие факти÷еских
зна÷ений уãëов рыскания и танãажа их проãраì-
ìныì зна÷енияì:

ψ(t) = ψпр(t), ϑ(t) = ϑпр(t).

Иìеþтся сëеäуþщие оãрани÷ения на параìет-
ры навеäения:

(ϑ0 + (Tн – t0)) ∈ (–π/2, 0];

(ψ0 + (Tн – t0)) ∈ (–π/2, π/2);

 ∈ [ , ] = [Pmin/m, Pmax/m], (4)

ãäе  = Pmin/m,  = Pmax/m.

Pmin, Pmax — нижняя и верхняя ãраниöы äиапа-
зона äроссеëирования тяãи реактивноãо äвиãатеëя.

 Постановка задачи наведения
При заäанных ìатеìати÷еской ìоäеëи объекта

управëения (1), на÷аëüных усëовиях (2) и оãрани-
÷ениях (4) требуется опреäеëитü параìетры наве-

x· y· z·

Рис. 1. Фазовые координаты КА

x·· W·

y·· W·

z·· W·
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äения, обеспе÷иваþщие перевоä КА в заäанное
терìинаëüное поëожение (3):
проãраììные зна÷ения уãëов рыскания ψ0 и
танãажа ϑ0 на ìоìент запуска аëãоритìа наве-
äения и скоростей их изìенения , ;
требуеìое кажущееся ускорение ;
вреìя Tн, оставøееся äо окон÷ания проöесса
навеäения.

Решение задачи терминального наведения 
в заданную точку окололунного пространства

Поëаãая, ÷то изìенения уãëов рыскания ψ и
танãажа ϑ за вреìя Tн, оставøееся äо окон÷ания
проöесса навеäения, ìаëы (÷то äопускает ëинеариза-
öиþ соответствуþщих триãоноìетри÷еских функ-
öий уãëов ориентаöии), при интеãрировании сис-
теìы уравнений (1) поëу÷иì сëеäуþщуþ систеìу
неëинейных уравнений относитеëüно параìетров
навеäения ψ0, , ϑ0, , , Tн:

cosϑ0cosψ0Тн – ( cosϑ0sinψ0 +

+ sinϑ0cosψ0)  = Аx;

cosϑ0cosψ0  – ( cosϑ0sinψ0 +

+ sinϑ0cosψ0)  = Bx;

cosϑ0sinψ0Тн + ( cosϑ0cosψ0 –

– sinϑ0sinψ0)  = Аy;

cosϑ0sinψ0  + ( cosϑ0cosψ0 –

– sinϑ0sinψ0)  = By;

sinϑ0Тн + cosϑ0  = Аz;

sinϑ0  + cosϑ0  = Bz, (5)

ãäе

Ax =  – , Ay =  – , Az =  –  + gTн;

Вx =  – х0 – Тн; Вy =  – у0 – Tн;

Вz =  – z0 +  – Tн.

Рассìотриì способ реøения систеìы (5), осно-
ванный на первона÷аëüноì свеäении ее к оäноìу
уравнениþ относитеëüно параìетра навеäения Tн.
Анаëоãи÷ный приеì быë испоëüзован в работе [3].
Разреøиì поëу÷енные уравнения относитеëüно

вреìени Tн и торìозноãо ускорения . Возвоäя в
кваäрат и посëеäоватеëüно скëаäывая ëевые и правые
÷асти первоãо, третüеãо и пятоãо уравнений систе-
ìы (5), с у÷етоì принятых äопущений поëу÷иì

(6)

Возвоäя в кваäрат и посëеäоватеëüно скëаäывая
ëевые и правые ÷асти второãо, ÷етвертоãо и øес-
тоãо уравнений систеìы (5), поëу÷иì

 – sin(2ϑ0)cos2ψ0  – sin(2ϑ0) Ѕ 

Ѕ sin2ψ0  + sin(2ϑ0)  =  +  + ;

 =  +  + . (7)

Выпоëнив поäстановку выражения (6) в уравне-
ние (7), поëу÷иì сëеäуþщее уравнение относи-
теëüно вреìени T:

(  +  + )  = 4(  +  + ). (8.1)

Выпоëнив поäстановки, поëу÷иì уравнение 3-ãо
поряäка относитеëüно параìетра Tн:

f0(Tн) = а1  + а2  + а3Тн + a4 = 0,

ãäе
a1 = 2g(  + );

a2 = (  – ) + (  – )2 + (  – )2 –

– 4(  +  +  + (  – z0)g);

a3 = 8((  – x0)  + (  – y0)  + (  – z0) );

a4 = –4((  – x0)
2 + (  – y0)

2 + (  – z0)
2).
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Заìетиì, ÷то a1 n a2, поэтоìу преäëаãается ис-
катü реøение относитеëüно параìетра Tн из реøе-
ния сëеäуþщеãо кваäратноãо уравнения:

f(Tн) = a2  + a3Tн + а4 = 0. (8.2)

Корни уравнения (8.2) иìеþт сëеäуþщий виä:

Tн1 = ; (9.1)

Tн2 = . (9.2)

О÷евиäно, ÷то есëи äëя заäанных на÷аëüных и
терìинаëüных усëовий навеäения существует та-
кое Tн ∈ R виäа (9.1)—(9.2), уäовëетворяþщее сëе-
äуþщеìу оãрани÷ениþ:

(t0 + Tн) m  m (t0), (10)

ãäе (t0) = Pmax/m(t0) — ìаксиìаëüное распо-
ëаãаеìое торìозное ускорение в ìоìент вреìени
о÷ереäноãо запуска аëãоритìа навеäения;

(t0 + Tн) = Pmin/m(t0 + Tн) — ìиниìаëüное
распоëаãаеìое торìозное ускорение в ìоìент вре-
ìени окон÷ания проöесса навеäения;
в соответствии с форìуëой Циоëковскоãо m(t0 +

+ Tн) = m(t0)  — ìасса КА в ìоìент окон÷а-

ния проöесса навеäения;

|ΔV| = Tн =  — характеристи÷е-

ская скоростü ìаневра;
Iуä — уäеëüный иìпуëüс реактивноãо äвиãатеëя,

то заäа÷а терìинаëüноãо управëения иìеет реøе-
ние, т. е. ìожно опреäеëитü такие параìетры на-

веäения (ϑ0, , ψ0, , , Tн), которые обеспе÷ат

перевоä КА из текущеãо поëожения в пространстве
состояний в заäанное терìинаëüное поëожение.
Преäпоëожиì, ÷то такое реøение существует.

В такоì сëу÷ае ìожно разреøитü уравнения систе-
ìы (5) относитеëüно параìетров навеäения (ψ0, ),
опреäеëяþщих проãраììное äвижение в канаëе
рыскания.
Ввеäеì сëеäуþщие обозна÷ения:

(11)

Испоëüзуя первое и второе уравнения систеìы
(5), поëу÷иì

(12)

Испоëüзуя третüе и ÷етвертое уравнения систе-
ìы (5), поëу÷иì

(13)

Испоëüзуя первое и третüе уравнение систеìы
(5), поëу÷иì

(14)

Выпоëнив поäстановку (12), (13) в уравнение
(14), поëу÷иì сëеäуþщее соотноøение äëя опре-
äеëения зна÷ения параìетра ψ0:

tgψ0 = . (15)

Испоëüзуя уравнения (11) и (15), поëу÷иì сëе-
äуþщее соотноøение äëя опреäеëения зна÷ения
параìетра :

(16)

Разреøиì также уравнения систеìы (5) относи-
теëüно параìетров навеäения (ϑ0, ), опреäеëяþ-
щих проãраììное äвижение в канаëе танãажа.
Ввеäеì сëеäуþщие обозна÷ения:

χ = . (17)
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Испоëüзуя пятое и øестое уравнения систеìы
(5), поëу÷иì

(18)

Зна÷ение параìетра ϑ0 ìожно опреäеëитü, ис-
поëüзуя пятое уравнение систеìы (5):

(19)

При усëовии, ÷то зна÷ение параìетра ψ0 ìаëо
(это возìожно в тоì сëу÷ае, есëи поäëет к терìи-
наëüной то÷ке осуществëяется по поëярной орби-
те, äоëãота восхоäящеãо узëа которой такова, ÷то
сеëеноãрафи÷еская äоëãота КА в проöессе навеäе-
ния бëизка к сеëеноãрафи÷еской äоëãоте терìи-
наëüной то÷ки), зна÷ение параìетра ϑ0 ìожно опре-
äеëитü также по соотноøениþ, анаëоãи÷ноìу (15)
äëя опреäеëения параìетра ψ0.
Испоëüзуя первое и пятое уравнения систеìы

(5), поëу÷иì

(20)

Выпоëнив поäстановку соотноøений (12), (18)
в уравнение (20), поëу÷иì сëеäуþщее выражение
äëя опреäеëения параìетра ϑ0:

tgϑ0 = . (21)

Испоëüзуя уравнения (18) и (21), поëу÷иì сëеäуþ-
щее соотноøение äëя опреäеëения параìетра :

(22)

Анализ полученного аналитического решения

Покажеì, ÷то тоëüко оäно из реøений (9.1),
(9.2) уравнения (8) относитеëüно параìетра Tн яв-
ëяется реøениеì поставëенной заäа÷и терìинаëü-

ноãо навеäения КА в заäаннуþ то÷ку окоëоëунноãо
пространства. В ка÷естве ìетоäа иссëеäования ис-
поëüзуеì ìетоä ìатеìати÷ескоãо ìоäеëирования.
Преäëаãаеìый аëãоритì рас÷ета параìетров на-

веäения быë реаëизован автораìи проãраììно в
среäе MATLAB. Матеìати÷еское ìоäеëирование
проöесса терìинаëüноãо навеäения реаëизовано
посреäствоì сëеäуþщей öикëи÷еской проöеäуры:

1) проверка усëовия заверøения навеäения;
2) запуск аëãоритìа рас÷ета параìетров навеäе-

ния в ПтСК;
3) интеãрирование уравнений äвижения в ПтСК.
За заäанное вреìя Δtф переä поäëетоì к терìи-

наëüной то÷ке рас÷етные параìетры навеäения ψ0,
, ϑ0, , , Tн фиксируþтся. В ка÷естве усëовия

заверøения навеäения выбрано сëеäуþщее: Tн < h,
ãäе h — øаã интеãрирования уравнений äвижения.
В ка÷естве ìетоäа интеãрирования быë испоëüзо-
ван ìетоä Рунãе—Кутты 4-ãо поряäка то÷ности.
На÷аëüные усëовия навеäения:

x0 = 7•104 ì, y0 = –7•104 ì, z0 = 1•104 ì,

 = –700 ì/c,  = 700 ì/c,  = –50 ì/c.

Терìинаëüные усëовия навеäения:

 = 0 ì,  = 0 ì,  = 2•103 ì,

 = 0 ì/c,  = 0 ì/c,  = 0 ì/c.

Иныìи сëоваìи, ноìинаëüно проöесс навеäе-
ния äоëжен закон÷итüся на высоте 2 кì наä пëа-
нируеìой то÷кой посаäки, при этоì ãоризонтаëü-
ная и вертикаëüная составëяþщие скорости КА
äоëжны обратитüся в ноëü.
Пустü тяãа реактивноãо äвиãатеëя ìожет ìе-

нятüся в äиапазоне от 3500 Н äо 4800 Н, а на÷аëü-
ная ìасса КА составëяет 900 кã.
Ниже преäставëены резуëüтаты иссëеäования

äинаìики проöесса терìинаëüноãо навеäения при
испоëüзовании поëу÷енных реøений Tн = Tн1 (9.1)
и Tн = Tн2 (9.2) относитеëüно вреìени, оставøе-
ãося äо окон÷ания навеäения. Резуëüтаты теорети-
÷ескоãо иссëеäования без у÷ета оãрани÷ений на
параìетры управëения при испоëüзовании реøе-
ния Tн = Tн1 (9.1) привеäены на рис. 2—4. Анаëиз
поëу÷енных резуëüтатов показаë боëее стреìитеëü-
ный характер ãаøения скорости КА (рис. 2, б, сì.
вторуþ сторону обëожки) по сравнениþ с рассоã-
ëасованиеì по поëожениþ КА в ПтСК (рис. 2, а,
сì. вторуþ сторону обëожки), ÷то обеспе÷ивает
асиìптоти÷ескуþ схоäиìостü параìетров вектора
состояния КА к жеëаеìыì терìинаëüныì пара-
ìетраì. При этоì по ìере прибëижения к терìи-
наëüной то÷ке в сиëу асиìптоти÷ескоãо характера
иссëеäуеìоãо проöесса увеëи÷ивается рас÷етное вре-
ìя навеäения (рис. 3, а, сì. вторуþ сторону обëожки)
по обоиì реøенияì (9.1), (9.2), а проãраììное зна-
÷ение уãëа танãажа стреìится к π/2 (рис. 4). Боëее то-
ãо, требуеìое кажущееся ускорение не явëяется
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постоянныì и изìеняется в øироких преäеëах от
веëи÷ины, существенно превыøаþщей ìаксиìаëü-
ное äопустиìое ускорение в ìоìент вреìени на-
÷аëа навеäения, äо ускорения сиëы тяжести g по ìере
прибëижения к терìинаëüной то÷ке (сì. рис. 3, б).
С ìатеìати÷еской то÷ки зрения форìируеìое уп-
равëяþщее возäействие буäет коìпенсироватü век-
тор ускорения сиëы тяжести и стреìитüся уäержи-
ватü объект управëения в окрестности терìинаëüной
то÷ки бесконе÷но äоëãо. О÷евиäно, ÷то описан-
ный проöесс физи÷ески нереаëизуеì. Такиì обра-
зоì, реøение Tн = Tн1 (9.1) уравнения (8) буäеì
с÷итатü "ëожныì".

Резуëüтаты анаëоãи÷ноãо иссëеäования при ис-
поëüзовании реøения Tн = Tн2 (9.2) привеäены на
рис. 5—7. Проöессы изìенения поëожения и ско-
рости КА в ПтСК преäставëены на рис. 5, а и 5, б
(сì. третüþ сторону обëожки) соответственно.
Вреìя, оставøееся äо окон÷ания проöесса навеäе-
ния при испоëüзовании äанноãо реøения уìенü-
øается по ëинейноìу закону (рис. 6, а, сì. третüþ
сторону обëожки). Требуеìое кажущееся ускоре-
ние в проöессе навеäения бëизко к постоянноìу
зна÷ениþ и нахоäится в преäеëах заäанных оãра-
ни÷ений на параìетры управëения (рис. 6, б, сì.
третüþ сторону обëожки). На рис. 7 преäставëены
ãрафики изìенения проãраììных зна÷ений уãëов
ориентаöии. Закон изìенения проãраììных зна-
÷ений уãëов рыскания и танãажа, как и преäпоëа-
ãаëосü, бëизок к ëинейноìу.
На рис. 8, а, б привеäены ãрафики функöий

f0(Tн) (8.1) и f(Tн) (8.2) соответственно на на÷аëü-
ный ìоìент вреìени и ìоìент за 10 с äо окон÷ания
проöесса навеäения. Анаëиз рисунков показывает,
÷то "нуëи" функöий, соответствуþщие реøенияì
Tн1 и Tн2 äëя рас÷етноãо параìетра навеäения Tн,
совпаäаþт с приеìëеìой то÷ностüþ, ÷то поä-
твержäает возìожностü поиска реøения относи-
теëüно вреìени Tн в виäе (9.2).
Такиì образоì, есëи äëя заäанных на÷аëüных и

терìинаëüных усëовий навеäения существует та-
кое Tн ∈ R виäа (9.2), уäовëетворяþщее оãрани÷е-
ниþ (10), то рассìатриваеìая заäа÷а терìинаëüно-
ãо управëения иìеет сëеäуþщее реøение относи-
теëüно параìетров навеäения ψ0, , ϑ0, , , Tн:

(23)

Поëу÷енное анаëити÷еское реøение заäа÷и тер-
ìинаëüноãо управëения позвоëяет расс÷итатü зна-
÷ения øести параìетров навеäения äëя привеäе-
ния СА из на÷аëüноãо состояния X0 в заäанное тер-
ìинаëüное состояние . Управëение зна÷ениеì
торìозноãо ускорения и ориентаöией вектора тяãи,
сфорìированное на основании поëу÷енных зна÷е-
ний параìетров навеäения äëя фиксированноãо

Рис. 4. Программные значения углов рыскания и тангажа в
процессе наведения с использованием "ложного" решения
Tн = Tн1 (9.1)

Рис. 7. Программные значения углов рыскания и тангажа в
процессе наведения с использованием решения Tн = Tн2 (9.2)

ψ· ϑ· W·

Tн = ;

 = ;

ψ0 = arctg ;

 = ;

ϑ0 = arctg ;

 = – .

a3– a3
2 4a2a4––

2a2
------------------------------------

W·
Ax

2 Ay
2 Az

2
+ +

Tн
---------------------------

AyTн 3By–

AxTн 3Bx–
----------------------

ψ·
3 AxBy AyBx–( )–

AxTн 3Bx–( )2 AyTн 3By–( )2+
-------------------------------------------------------------

AzTн 3Bz–

AxTн 3Bx–
----------------------

ϑ· 3
Tн
-----

AzTн 2Bz–

AxTн 3Bx–
----------------------

Xт*



Мехатроника, автоматизация, управление, Том 18, № 6, 2017 429

на÷аëüноãо вектора состояния X0, реаëизует управ-
ëение объектоì по разоìкнутоìу öикëу. Оäнако
преäëаãаеìое анаëити÷еское реøение ìожет бытü
испоëüзовано в раìках конöепöии проãраììно-по-
зиöионноãо управëения, впервые преäëоженной
Дрейфусоì в виäе иäеи "разìыкаеìых обратных
связей" [1], иëи конöепöии позиöионноãо управ-
ëения. Сëеäуя принöипу "разìораживания" на-
÷аëüных усëовий, т. е. заìены на÷аëüных усëовий
текущиìи в проãраììноì реøении заäа÷и, поëу-
÷иì соотноøения äëя параìетров навеäения в ви-
äе функöий текущеãо состояния, ÷то соответствует
управëениþ по принöипу обратной связи:

Tн = Tн(X, ),

 = (Tн, Х, ),

ϑ = ϑ(Tн, Х, ),

ψ = ψ(Tн, Х, ).

В соответствии с преäëаãаеìыì реøениеì, ре-
аëизуþщиì ãибкуþ стратеãиþ управëения, обнов-
ëяеìые на кажäоì такте проãраììные зна÷ения
уãëов ориентаöии вектора тяãи буäут соответствоватü
функöияì вреìени, бëизкиì к ëинейныì, а об-
новëяеìое проãраììное зна÷ение требуеìоãо тор-
ìозноãо ускорения буäет бëизко к постоянноìу
зна÷ениþ.

Алгоритм терминального управления 
пространственным движением КА
при посадке на поверхность Луны

При постановке заäа÷и терìинаëüноãо навеäе-
ния быë принят ряä äопущений, и в ка÷естве ìо-
äеëи äвижения объекта быëи испоëüзованы упро-

щенные уравнения äвижения КА вбëизи ëунной
поверхности. Поëу÷енное реøение явëяется при-
бëиженныì, оäнако при реаëизаöии принöипа
"ãибких" траекторий в сиëу ìноãократноãо обнов-
ëения проãраììы управëения по ìере прибëижения
к терìинаëüной то÷ке поãреøностü навеäения буäет
уìенüøатüся. Преäпоëаãается, ÷то аëãоритì тер-
ìинаëüноãо управëения на основе äанноãо реøе-
ния ìожно испоëüзоватü при перевоäе КА с окоëо-
ëунной преäпосаäо÷ной орбиты в заäаннуþ то÷ку
окоëоëунноãо пространства.
Пустü при поëете КА по окоëоëунной орбите в

некоторый ìоìент вреìени запущен режиì тер-
ìинаëüноãо навеäения. При запуске режиìа оäно-
кратно запускается проöеäура рас÷ета кватерниона
ориентаöии ПтСК относитеëüно сеëеноãрафи÷е-
ской систеìы коорäинат (СãСК) ΛПтСК.
С ìоìента вреìени запуска режиìа терìинаëü-

ноãо навеäения осуществëяется запуск аëãоритìа
рас÷ета параìетров навеäения, вхоäныìи äанныìи
äëя котороãо явëяþтся рас÷етный вектор состояния
Х0 и заäанный вектор  в ПтСК. В о÷ереäноì за-
пуске, в котороì перви÷ное реøение буäет найäе-
но, выпоëняется иниöиаëизаöия проöесса терìи-
наëüноãо навеäения.
Аëãоритì терìинаëüноãо управëения, запускае-

ìый с ìоìента иниöиаëизаöии проöесса навеäения с
заäанной периоäи÷ностüþ, реаëизует сëеäуþщуþ
посëеäоватеëüностü äействий:

1. Проверка усëовия заверøения проöесса на-
веäения.
В ка÷естве усëовия заверøения навеäения вы-

брано сëеäуþщее усëовие относитеëüно вреìени,
оставøеãося äо окон÷ания проöесса навеäения:

Tн < h,

ãäе h — такт работы аëãоритìа.

Рис. 8. Графики функций времени, оставшегося до окончания наведения:
а — в ìоìент вреìени на÷аëа проöесса навеäения; б — за 10 с äо окон÷ания проöесса навеäения
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При выпоëнении äанноãо усëовия осуществëя-
ется выäа÷а коìанäы на отсе÷ку тяãи реактивноãо
äвиãатеëя.

2. Рас÷ет вектора состояния КА в ПтСК Х0 по
инфорìаöии о векторе состояния КА в СãСК, по-
ëу÷енной от навиãаöионной систеìы.

3. Рас÷ет параìетров навеäения (в ПтСК).
Рас÷ет параìетров навеäения в соответствии

с преäëоженныì анаëити÷ескиì реøениеì (23)
с у÷етоì краевых усëовий Х0,  ìожет осуществ-
ëятüся не на кажäоì такте работы аëãоритìа уп-
равëения, а с отäеëüно заäанныì тактоì. При
"проìежуто÷ных" запусках аëãоритìа проãраììа
управëения не обновëяется, при этоì выпоëняется
перес÷ет параìетров навеäения относитеëüно со-
ответствуþщих параìетров на преäыäущеì такте с
у÷етоì заäанных проãраìì их изìенения:

(24)

Проãраììные зна÷ения требуеìоãо торìозноãо
ускорения  и скоростей изìенения уãëов ориен-
таöии ,  в "проìежуто÷ных" запусках аëãоритìа
не перес÷итываþтся.
За заäанное вреìя Δtф переä поäëетоì к терìи-

наëüной то÷ке параìетры навеäения ψ0, , ϑ0, ,
, Tн фиксируþтся и на посëеäуþщих тактах äо

заверøения навеäения расс÷итываþтся в соответ-
ствии с соотноøенияìи (24).

4. Рас÷ет кватерниона проãраììной ориента-
öии систеìы коорäинат, связанной с КА (ССК),
относитеëüно СãСК :

 =  é ΛПтСК, (25)

ãäе  — кватернион проãраììной ори-

ентаöии ССК относитеëüно ПтСК, опреäеëяеìый
параìетраìи навеäения ψ0, ϑ0:

 =

= [cos(ϑ0/2) 0 sin(ϑ0/2) 0] é [cos(ψ0/2) 0 0 sin(ψ0/2)],

é — сиìвоë кватернионноãо произвеäения.
5. Рас÷ет уãëовоãо рассоãëасования факти÷еской

и проãраììной ориентаöии ССК относитеëüно
СãСК g = [γX  γY  γZ]

т по сëеäуþщиì форìуëаì [8]:

(26)

ãäе γi — уãоë рассоãëасования по i-й оси ССК; Δλ0,
Δλ1, Δλ2, Δλ3 — эëеìенты кватерниона рассоãëасо-
вания ìежäу проãраììной и факти÷еской ориен-
таöией ССК ΔΛ:

ΔΛ = ΛCCК é ,

ΛCCК — кватернион факти÷еской ориентаöии ССК
относитеëüно СãСК, поëу÷енный по инфорìаöии

от навиãаöионной систеìы;  — кватернион,

сопряженный .

6. Рас÷ет арãуìента управëения уãëовыì äвиже-
ниеì КА s в соответствии с ПД законоì реãуëи-
рования:

s = Kgg + Kw(w – wпр), (27)

ãäе Kg, Kw — (1Ѕ3)-ìатриöы коэффиöиентов закона
управëения соответственно по уãëу и по скорости;
w — (3Ѕ1)-вектор факти÷еской уãëовой скорости
КА в проекöиях на оси ССК, поëу÷енный по ин-
форìаöии от навиãаöионной систеìы; wпр —
(3Ѕ1)-вектор проãраììной уãëовой скорости КА в
проекöиях на оси ССК, опреäеëяеìый параìетра-

ìи навеäения , :

[0 ] =  é [0 0  ] é .

7. Рас÷ет проãраììной веëи÷ины тяãи реактив-
ноãо äвиãатеëя Pпр:

Pпр = , (28)

ãäе mp — рас÷етное зна÷ение ìассы КА на текущий
ìоìент вреìени:

mp = mp0 – h,

mp0, P0 — рас÷етное зна÷ение ìассы КА и тяãа ре-
активноãо äвиãатеëя на преäыäущеì такте запуска
аëãоритìа.
Преäëаãаеìый аëãоритì äопускает разäеëение

проöесса спуска и посаäки КА на ряä отäеëüных
этапов, а также äопускает изìенение терìинаëü-
ных усëовий навеäения как äо на÷аëа этапа, так и
в проöессе выпоëнения ìаневра.

Заключение

Преäëаãаеìое анаëити÷еское реøение заäа÷и тер-
ìинаëüноãо управëения пространственныì äвиже-
ниеì КА поëу÷ено äëя постоянноãо торìозноãо
ускорения, ÷то преäпоëаãает изìенение зна÷ения
управëяþщей тяãи на невозìущенной траектории.
Это обстоятеëüство заставëяет искатü пути уìенü-
øения необхоäиìоãо äиапазона äроссеëирования
тяãи. Оäниì из таких путей явëяется выбор такоãо
äиапазона на÷аëüных усëовий по параìетраì со-
стояния в ìоìент на÷аëа торìожения, при кото-
рых навеäение потребует среäнеãо зна÷ения управ-
ëяþщей тяãи, бëизкоãо к ноìинаëüноìу зна÷ениþ
тяãи реактивноãо äвиãатеëя.
Анаëиз резуëüтатов ìатеìати÷ескоãо ìоäеëиро-

вания проöесса терìинаëüноãо навеäения КА в за-
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äаннуþ то÷ку окоëоëунноãо пространства с испоëü-
зованиеì поëу÷енноãо анаëити÷ескоãо реøения
показаë принöипиаëüнуþ работоспособностü
преäëаãаеìоãо аëãоритìа. Иссëеäование то÷ности
реøения заäа÷и терìинаëüноãо навеäения с ис-
поëüзованиеì äанноãо аëãоритìа явëяется сëеäуþ-
щиì этапоì работы.
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This article presents three-dimensional (3D) terminal guidance scheme for a spacecraft lunar landing maneuver. An an-
alytical solution to a spacecraft terminal guidance problem for achieving the desired spot in the circumlunar space is proposed.
The solution is obtained for constant acceleration trajectory when thrust throttling is used to maintain uniform braking de-
celeration. The pitch program and the yaw program are essentially linear with time. To achieve 6 terminal conditions (position
and velocity terminal vectors components) 6 guidance law parameters are used: pitch angle and pitch rate, yaw angle and yaw
rate, braking deceleration and time-to-go. The solution is executed in the coordinate frame associated with the desired terminal
spot. Current spacecraft position and velocity relative to this frame is supposed to be known at any time during the guidance.
The simulation results of spacecraft guidance and control using proposed solution are presented. Analysis of the simulation re-
sults validates the basic performance of the proposed terminal guidance scheme. It should be noted that as the proposed scheme
presuppose thrust variation on an undisturbed trajectory it makes sense to look for ways of reducing of required throttling range.
The next phase of this research will be intended to carrying out terminal errors analysis and comparison of the accuracy of
the proposed scheme and some other schemes.
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