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Условия трансверсальности как эффективный инструмент 
в математических построениях оптимальных процессов

В настоящее вреìя при реøении ìноãих оптиìи-
заöионных заäа÷ с поìощüþ принöипа ìаксиìуìа
Л. С. Понтряãина зна÷ение усëовий трансверсаëü-
ности явно неäооöенивается. Цеëüþ äанной работы
быëо стреìëение показатü, ÷то усëовия трансвер-
саëüности — не простая форìаëüностü, у÷аствуþ-
щая в проöеäуре нахожäения оптиìаëüных вре-
ìенных функöий (присутствуþщая в систеìе не-
обхоäиìых усëовий оптиìаëüности, записанных в
соответствии с принöипоì ìаксиìуìа Л. С. Понт-
ряãина [1]), а эффективное среäство (а в ряäе сëу-
÷аев еäинственное, ни÷еì не заìениìое) äëя оп-
реäеëения характеристик и свойств оптиìаëüноãо
проöесса, вы÷исëения кëþ÷евых еãо параìетров
(констант).
Как правиëо, ìноãие авторы и иссëеäоватеëи

[2—5] (в основноì в прикëаäных обëастях) оãра-
ни÷иваþтся ëиøü теì, ÷то проверяþт выпоëнение
усëовий трансверсаëüности (как необхоäиìых ус-
ëовий оптиìаëüности) тоëüко в конöе реøения за-
äа÷ построения оптиìаëüных проöессов, уже посëе
тоãо, как саìо реøение поëу÷ено, форìаëизовано
конкретныìи ìатеìати÷ескиìи зависиìостяìи.
При этоì краевая заäа÷а принöипа ìаксиìуìа ре-
øается по-разноìу [7—11]. Проверку äеëаþт путеì
поäстановки найäенноãо оптиìаëüноãо реøения
исхоäной систеìы уравнений и сопряженных
функöий в уравнения, соответствуþщие усëовияì
трансверсаëüности (в некоторых ÷астных сëу÷аях
усëовия трансверсаëüности уäовëетворяþтся автоìа-
ти÷ески [5—7]). Межäу теì усëовия трансверсаëü-
ности явëяþтся такиì же равноправныì необхо-
äиìыì усëовиеì оптиìаëüности, как и общеприз-
нанные усëовие ìаксиìуìа функöии Гаìиëüтона и

сопряженная систеìа äифференöиаëüных уравне-
ний, и их необхоäиìо вкëþ÷атü в систеìу необхо-
äиìых усëовий оптиìаëüности с саìоãо на÷аëа
(наравне с сопряженной систеìой уравнений и усëо-
виеì ìаксиìуìа функöии Гаìиëüтона), сразу посëе
ввеäения сопряженных переìенных, записи функ-
öии Гаìиëüтона и сопряженной систеìы уравне-
ний. Такой поряäок äействий и äаëüнейøеãо приìе-
нения проöеäуры принöипа ìаксиìуìа явëяется
наибоëее правиëüныì и öеëесообразныì. Как по-
казывает практи÷еское приìенение форìаëизìа
принöипа ìаксиìуìа, во ìноãих сëу÷аях вкëþ÷е-
ние усëовий трансверсаëüности в общуþ систеìу
необхоäиìых усëовий оптиìаëüности еще äо форìа-
ëизаöии законоìерностей оптиìаëüноãо äвижения
äинаìи÷еской систеìы, описываеìой исхоäной
систеìой äифференöиаëüных уравнений (заäавае-
ìой форìуëировкой оптиìизаöионной заäа÷и),
явëяется еäинственно верныì и позвоëяет найти
реøение сëожнейøих, казаëосü бы, заäа÷. Реøе-
ние краевой заäа÷и принöипа ìаксиìуìа также
буäет у÷итыватü усëовия трансверсаëüности, ÷то
обеспе÷ит поëноту и äостоверностü резуëüтатов ре-
øения исхоäной заäа÷и оптиìизаöии, ãарантирует
закон÷енностü поëу÷енноãо реøения.

Постановка задачи

Обы÷но äинаìи÷еский проöесс заäается äиф-
ференöиаëüныì уравнениеì

 = f(x, y, t), (1)

ãäе x — вектор состояния (еãо коìпоненты хi — фа-
зовые переìенные, отражаþщие текущее состоя-

Статья посвящена методам математической теории оптимальных процессов. Рассматривается принцип максимума
Л. С. Понтрягина. Детально изучены условия трансверсальности, их роль, место и значение в общей процедуре решения задач
поиска оптимальных функций. Данная работа устраняет имеющийся методический пробел, связанный с неполным использо-
ванием условий трансверсальности. На конкретных примерах демонстрируется, что условия трансверсальности (как одно из
необходимых условий оптимальности в форме принципа максимума) являются крайне эффективным математическим сред-
ством (а в ряде случаев даже единственным) при определении характерных свойств, закономерностей и ключевых характе-
ристик (параметров, констант, интегралов движения) оптимального решения систем обыкновенных дифференциальных урав-
нений (динамических систем).
Ключевые слова: принцип максимума, условия трансверсальности, критерий оптимальности, функционал качества, ус-

ловия оптимальности, краевая задача
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ние äинаìи÷еской систеìы, i = ); у — вектор
управëения, у котороãо коìпоненты уj — искоìые
функöии вреìени, которые необхоäиìо выбратü
оптиìаëüныìи ( j = ). Физи÷еское соäержание
конкретной оптиìизаöионной заäа÷и опреäеëяет-
ся виäоì уравнений  = fi(x, y, t). Пустü äинаìи-
÷еский проöесс описывается сëеäуþщей систеìой
уравнений:

(2)

Систеìа (2) опреäеëяет изìенение вреìенных
функöий хi (t) при известноì повеäении функöий
уj(t) (i = , j = ). Движение х(t) естü реøение
äифференöиаëüноãо уравнения (1). Дëя конкрети-
заöии на реøения уравнения (1) необхоäиìо наëо-
житü некоторые оãрани÷ения, в ÷астности, заäатü
усëовия в на÷аëüный t = 0 и коне÷ный t = Т ìо-
ìенты вреìени. Рассìотриì øироко распространен-
ный кëасс заäа÷, коãäа краевые усëовия äëя траек-
тории äвижения х(t) форìаëизуþтся равенстваìи

х(0) = х0; (3)

х(T ) = хТ, (4)

ãäе х0, хТ — фиксированные векторы, заäаþщие со-
стояние äинаìи÷еской систеìы в на÷аëüный и ко-
не÷ный ìоìенты вреìени.
Заìетиì, ÷то в боëüøинстве сëу÷аев уравнение

(1) иìеет не оäно, а бесконе÷но ìноãо реøений,
уäовëетворяþщих заäанныì усëовияì (3), (4). Из
всеãо ìножества реøений систеìы уравнений (1),
(3), (4) интересны тоëüко те, которые явëяþтся оп-
тиìаëüныìи (наиëу÷øиìи) в тоì иëи иноì сìыс-
ëе. Обы÷но критерий оптиìаëüности выражается
функöионаëоì ка÷ества

G = g(x, y, t)dt, (5)

ãäе g (x, y, t) — неотриöатеëüная функöия; Т — вреìя
окон÷ания оптиìаëüноãо проöесса.
В саìоì общеì сëу÷ае заäа÷а оптиìизаöии фор-

ìуëируется сëеäуþщиì образоì: требуется пере-
вести äинаìи÷ескуþ систеìу, описываеìуþ урав-
нениеì (1), из состояния (3) в состояние (4), ÷тобы
интеãраë (5) быë ìиниìаëüныì.

Процедура решения задачи

Есëи принятü функöии yj, стоящие в правых ÷ас-
тях уравнений (2), кусо÷но-непрерывныìи функ-
öияìи вреìени, то ìы ìожеì испоëüзоватü прин-
öип ìаксиìуìа Л. С. Понтряãина. В соответствии
с ниì ввеäеì сопряженные переìенные qi, соот-

ветствуþщие коìпонентаì xi вектора состояния х,
и составиì функöиþ Гаìиëüтона:

Н = ϕ0g + q1(y3x4 – y2x7) + q2(y3x5 – y2x8) +
+ q3(y3x6 – y2x9) + q4(y1x7 – y3x1) + q5(y1x8 – y3x2) +
+ q6(y1x9 – y3x3) + q7(y2x1 – y1x4) + q8(y2x2 – y1x5) +

+ q9(y2x3 – y1x6),

ãäе ϕ0 = const < 0 (ϕ0 ≠ 0).
Уравнения äëя сопряженных функöий qi со-

ãëасно принöипу ìаксиìуìа [1] иìеþт виä

 = –∂H/∂xi (i = , j = ). (6)

Сопряженные функöии qi äоëжны уäовëетво-
рятü усëовияì трансверсаëüности:

(7)

ãäе Fh(х(0)) — функöии, заäаþщие краевое усëовие
на ëевоì конöе траектории х(t) в форìе Fh(х(0)) = 0,
при÷еì h =  (m m n); wk — ÷исëа, не все равные
нуëþ; Φk(х(T )) — функöии, заäаþщие краевое ус-
ëовие äëя правоãо конöа траектории х(t) в форìе
Φk(х(Т)) = 0, при÷еì k =  (p m n); zk — ÷исëа,
не все равные нуëþ; äëя заäа÷и в постановке (2)—
(5) ÷исëо фазовых переìенных n = 9.
Есëи вреìя Т окон÷ания оптиìаëüноãо проöес-

са не фиксировано, то оптиìаëüные сопряженные
функöии qi (t) äоëжны уäовëетворятü еще оäноìу
необхоäиìоìу усëовиþ оптиìаëüности, выражен-
ноìу усëовиеì трансверсаëüности

H(х(Т), y(T ), q(T ), T ) = – vk , (8)

ãäе q = {q1, q2, ..., q9} — вектор сопряженных пере-
ìенных; Φk(х(T ), T ) — функöии, заäаþщие краевое
усëовие на правоì конöе траектории х(t) в форìе
Φk(х(T ), T ) = 0, при÷еì k =  (p m n); vk — ÷исëа,
не все равные нуëþ (напоìниì, ÷то äëя заäа÷и
(2)—(5) n = 9, а l = 3).
Из структуры функöии Гаìиëüтона, уравнений

(6) и усëовий трансверсаëüности (7), (8) сëеäует, ÷то
оптиìаëüные функöии qi пропорöионаëüны отри-
öатеëüной константе ϕ0. Поэтоìу справеäëиво
принятü ϕ0 = –1.
Так как рассìатриваеìая заäа÷а (2)—(5) — это

заäа÷а с закрепëенныìи ëевыì и правыì конöаìи
траектории х(t), то усëовие трансверсаëüности (7)
äëя сопряженных переìенных qi на ìоìент вреìе-
ни t = 0 иìеет виä [12]: qi(0) = wi (i = ), ãäе w1,
w2, ..., w9 — некоторые ÷исëа, оäновреìенно не
равные нуëþ. Дëя сопряженных переìенных qi на
ìоìент вреìени t = Т усëовие трансверсаëüности
(7) иìеет анаëоãи÷ный виä [12]: qi(T ) = zi (i = ),
ãäе хотя бы оäно из ÷исеë z1, z2, ..., z9 отëи÷но от

1 n,

1 l,

x· i

 = y3x4 – y2x7,  = y3x5 – y2x8,  = y3x6 – y2x9,

 = y1x7 – y3x1,  = y1x8 – y3x2,  = y1x9 – y3x3,

 = y2x1 – y1x4,  = y2x2 – y1x5,  = y2x3 – y1x6.
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0

T
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нуëя; усëовие трансверсаëüности (8) приниìает
форìу

Н(T ) = 0. (9)

Первые äва усëовия трансверсаëüности эквива-
ëентны неравенстваì

(0) > 0 и (T ) > 0 (10)

и становятся о÷евиäныìи, есëи краевые усëовия
(3), (4) переписатü в форìе равенств

хi(0) – хi 0 = 0 и хi(T ) – хiТ = 0,

ãäе хi 0 — эëеìенты вектора х0; хiТ — эëеìенты век-
тора хТ; отсþäа Fk = хi(0) – хi 0; Φk = хi(T ) – хiТ;
∂Fk/∂хi = ∂Φk/∂хi = 1 äëя k = i и ∂Fk/∂хi = ∂Φk/∂хi = 0,
есëи k ≠ i.
Посëеäнее усëовие трансверсаëüности (требо-

вание (9)) поëу÷ается, есëи ãрани÷ное усëовие (4)
äëя правоãо конöа траектории преäставитü в виäе
Φk = 0, ãäе Φk = хi(T ) – хiТ, откуäа становится о÷е-
виäныì утвержäение ∂Φk/∂T ≡ 0 äëя всех k, а зна-
÷ит, усëовия (8) и (9) явëяþтся эквиваëентныìи.
Стоит отìетитü, ÷то в заäа÷ах с нефиксированныì
вреìенеì Т, есëи ãаìиëüтониан Н не зависит явно
от вреìени, то Н = 0 в ëþбой ìоìент вреìени t,
а не тоëüко Н(T ) = 0 [13].
Заäа÷а нахожäения оптиìаëüной функöии у(t) и

оптиìаëüноãо äвижения х(t) систеìы (2) своäится
к поиску реøения уравнений (2), (6) с оäновреìен-
ной ìаксиìизаöией в кажäый ìоìент вреìени t
функöии Гаìиëüтона, уäовëетворяþщеãо усëови-
яì трансверсаëüности (10) (есëи вреìя Т фиксиро-
вано) иëи (9), (10) (есëи вреìя Т не фиксировано).
Краевая заäа÷а принöипа ìаксиìуìа закëþ÷а-

ется в опреäеëении таких на÷аëüных зна÷ений qi(0)
äëя сопряженных функöий, при которых реøение
х(t), q(t) систеìы уравнений (2), (6) с на÷аëüныìи
усëовияìи (3), уäовëетворяþщее усëовиþ ìакси-
ìуìа функöии Гаìиëüтона в кажäый текущий ìо-
ìент вреìени t и усëовияì трансверсаëüности (10)
(иëи (9), (10) äëя заäа÷ с нефиксированныì вреìе-
неì T ) в на÷аëüный и коне÷ный ìоìенты вреìе-
ни, уäовëетворяет ãрани÷ноìу усëовиþ (4).
Преäпоëожиì, ÷то функöионаë (5) не соäержит

переìенных состояния хi. В этоì сëу÷ае сопряжен-
ная систеìа äифференöиаëüных уравнений äëя qi
запиøется в сëеäуþщей форìе:

(11)

Нетруäно показатü, ÷то в этоì ÷астноì варианте
постановки заäа÷и (2)—(5) (коãäа функöионаë (5)
не зависит явныì образоì от фазовых переìенных хi)
усëовия трансверсаëüности q(0) ≠ 0 и q(T ) ≠ 0 вы-
поëняþтся автоìати÷ески, есëи с÷итатü функöиþ
q(t) не тожäественно равной нуëþ (q — вектор со-

пряженных переìенных qi). Чтобы убеäитüся в
этоì, äостато÷но проанаëизироватü суììу

(t). (12)

Взяв произвоäнуþ по вреìени от суììы (12) и за-
ìенив в поëу÷ивøеìся выражении веëи÷ины  пра-
выìи ÷астяìи уравнений (11), поëу÷иì тожäество

qi ≡ 0,

озна÷аþщее, ÷то суììа (12) естü веëи÷ина постоян-
ная. Поэтоìу, есëи äопуститü, ÷то хотя бы оäно из
усëовий (10) не выпоëняется, то вектор q сопряжен-
ных переìенных окажется тожäественно равныì
нуëþ q ≡ 0, а такие сопряженные функöии qi(t) о÷е-
виäно не ìоãут бытü оптиìаëüныìи. Сëеäоватеëüно,
ëþбое реøение q ≠ 0, уäовëетворяþщее систеìе (11),
неизбежно буäет уäовëетворятü усëовияì транс-
версаëüности (7).
Систеìы уравнений (2) и (11) оäнотипны отно-

ситеëüно коэффиöиентов y1, y2, y3. Реøения урав-
нений (2) äëя переìенных xi и уравнений (11) äëя
переìенных qi отëи÷аþтся на÷аëüныìи усëовияìи.
В функöии Н сãруппируеì ìножитеëи äëя y1,

y2, y3, соäержащие фазовые переìенные хi, и обо-
зна÷иì их r1, r2, r3. Выäеëив в явноì виäе такие
ìножитеëи при yj, преäставиì функöиþ Гаìиëü-
тона Н в сëеäуþщеì виäе:

Н = –g + y1r1 + y2r2 + y3r3,

ãäе

r1 = q4x7 + q5x8 + q6x9 – q7x4 – q8x5 – q9x6;
r2 = q7x1 + q8x2 + q9x3 – q1x7 – q2x8 – q3x9;
r3 = q1x4 + q2x5 + q3x6 – q4x1 – q5x2 – q6x3.

Дëя переìенных rj справеäëивы äифференöи-
аëüные уравнения:

 = y3r2 – y2r3,  = y1r3 – y3r1,  = y2r1 – y1r2.(13)

Дифференöируя по вреìени равенства äëя rj
( j = ) и поäставëяя в них выражения äëя  и

, вы÷исëенные по уравненияì (2) и (11) соответ-
ственно, поëу÷иì необхоäиìые äифференöиаëü-
ные уравнения äëя вреìенных функöий rj(t):

 = q4  + x7 + q5  + x8 + q6  + x9 –

– q7  – x4 – q8  – x5 – q9  – x6 =

= y2(q4x1 + q5x2 + q6x3 – x4q1 – x5q2 – x6q3) +
+ y3(q7x1 + q8x2 + q9x3 – x7q1 – x8q2 – x9q3) =

= y3r2 – y2r3

(äëя переìенных r2, r3 поëу÷аеì анаëоãи÷ные выра-
жения). Изìенение вектора r = {r1, r2, r3} опреäеëя-
ется реøениеì уравнения  = r Ѕ y, ãäе у = {у1, у2, у3}.
Уравнения (13) äëя коìпонент rj вектора r заìе-

няþт сопряженнуþ систеìу уравнений (11). Как не-
труäно виäетü из уравнений (13), äëя вектора r спра-
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9
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2
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2
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 = y1q7 – y3q1,  = y1q8 – y3q2,  = y1q9 – y3q3,
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веäëиво свойство ⎜r⏐ = const. Дëя существования
нетривиаëüноãо реøения необхоäиìо, ÷тобы при
ëþбоì t ∈ [0, T] не выпоëняëисü равенства xi = χqi,
потоìу ÷то при их выпоëнении r1 = r2 = r3 ≡ 0, и
äаëüнейøее реøение заäа÷и теряет сìысë. Поэтоìу
при поиске оптиìаëüноãо реøения векторы х и q
с÷итаþтся такиìи, ÷то x ≠ χq, ãäе χ — скаëярная ве-
ëи÷ина (в противноì сëу÷ае r ≡ 0), и рассìатрива-
ется тоëüко вариант r ≠ 0 (т. е. коãäа функöии qi не
пропорöионаëüны переìенныì хi). Понятно, ÷то
есëи r ≠ 0, то q(t) ≠ 0, и усëовия трансверсаëüности
(7) уäовëетворяþтся.
Заäа÷а нахожäения оптиìаëüной функöии у(t) и

оптиìаëüноãо äвижения х(t) систеìы (2) свеëасü
к реøениþ уравнений (2), (13) с оäновреìенной
ìаксиìизаöией в кажäый ìоìент вреìени t функ-
öии Гаìиëüтона и уäовëетворениеì усëовия транс-
версаëüности (9), есëи вреìя Т не фиксировано.
Краевая заäа÷а принöипа ìаксиìуìа закëþ÷ается
в опреäеëении такоãо зна÷ения вектора r(0) ≠ 0,
при котороì реøение х(t) систеìы уравнений (2),
(13) с на÷аëüныìи усëовияìи (3), уäовëетворяþщее
усëовиþ ìаксиìуìа функöии Гаìиëüтона в каж-
äый ìоìент вреìени t и усëовиþ трансверсаëüнос-
ти (9) (äëя заäа÷ с нефиксированныì вреìенеì T ),
уäовëетворяет ãрани÷ноìу усëовиþ (4).

Примеры задач, когда условия трансверсальности 
определяют ключевые характеристики 

оптимального процесса

Дëя приìера привеäеì реøение заäа÷и (2)—(5),
в которой оптиìизируеìый функöионаë (5) иìеет виä

G = , (14)

ãäе k1 > 0, k2 > 0, k3 > 0 — постоянные поëожи-
теëüные коэффиöиенты.
Особенностüþ ìиниìизируеìоãо функöионаëа

(14) явëяется тот факт, ÷то еãо зна÷ение не зависит
от äëитеëüности Т оптиìаëüноãо проöесса; зна÷е-
ние G опреäеëяется искëþ÷итеëüно краевыìи ус-
ëовияìи (вектораìи х0 и хТ) и коэффиöиентаìи
k1, k2, k3 (äанное утвержäение буäет äоказано ниже).
С÷итается, ÷то уj — кусо÷но-непрерывные функ-

öии вреìени. Запиøеì функöиþ Гаìиëüтона äëя
заäа÷и (2)—(4), (14):

H = –  + r1y1 + r2y2 + r3y3.

Дëя построения искоìой функöии у(t) и нахож-
äения оптиìаëüной функöии r(t) сäеëаеì заìену

переìенных uj = yj ; μj = rj/  и ввеäеì векторы

u = {u1, u2, u3} и m = {μ1, μ2, μ3}. Функöиþ Гаìиëü-
тона перепиøеì в виäе:

Н = u•m — |u| = |u|(|m|cos γ – 1),

ãäе γ — уãоë ìежäу вектораìи u и m. Функöия Га-
ìиëüтона Н ìаксиìаëüна, есëи γ = 0 (коãäа векторы

u и m иìеþт оäинаковое направëение). Оптиìаëü-
ные функöии уj и rj уäовëетворяþт равенстваì

уj = аrj/kj, (15)

ãäе а l 0 — скаëярная веëи÷ина, кроìе а ≡ 0.
В ëþбой ìоìент вреìени t ∈ [0, T] ìоäуëü опти-

ìаëüноãо вектора m остается постоянныì |m| = const.
Оптиìаëüные функöии ri уäовëетворяþт усëовиþ

/k1 + /k2 + /k3 = const. (16)

Убеäиìся в этоì, проäифференöировав по вре-
ìени ëевуþ ÷астü равенства (16) и заìенив по фор-
ìуëаì (13) произвоäные коìпонент rj вектора r,
а затеì в поëу÷енноì выражении коìпоненты уj
вектора у заìеняþтся по форìуëаì (15), связываþ-
щиì rj и уj. В резуëüтате иìееì

r1 /k1 + r2 /k2 + r3 /k3 = у1r2r3/k3 – у1r2r3/k2 +

+ у1r2r3/k2 – у2r1r3/k3 + у2r1r3/k3 – у1r2r3/k3 ≡ 0.

Поëу÷иëи кëþ÷евое свойство оптиìаëüноãо по
критериþ (14) проöесса.
В заäа÷е (2)—(4), (14) вреìя Т не фиксировано.

Поэтоìу оптиìаëüные векторы u и m äоëжны уäов-
ëетворятü усëовиþ трансверсаëüности (9). Дëя вы-
поëнения H(T ) = 0 наäо выпоëнитü хотя бы оäно
из усëовий ⎜m(T )⏐ = 1 иëи ⎜u(T )⏐ = 0. Функöия Н
явëяется ëинейной по арãуìенту |u|. Есëи ⎜m(T)⏐ > 1,
то при оптиìаëüноì реøении ⎜u(T )⏐ →  ∞, как тоãо
требует усëовие ìаксиìуìа функöии Гаìиëüтона, но
тоãäа Н → ∞, т.е. H(T ) ≠ 0, и усëовие трансверсаëü-
ности (9) буäет наруøено. Есëи ⎜m(T )⏐ < 1, то в си-
ëу (16) усëовие ìаксиìуìа функöии Н в кажäый
текущий ìоìент вреìени t требует, ÷тобы ⎜у(t)⏐ ≡ 0;
но в этоì сëу÷ае буäет наруøено краевое усëовие (4).
Еäинственныì äопустиìыì äëя оптиìаëüных функ-
öий rj вариантоì явëяется усëовие ⎜m⏐ = 1. У÷иты-
вая свойство (16), приøëи к вывоäу, ÷то оптиìаëü-
ное зна÷ение r (0) обязано уäовëетворятü усëовиþ

(0)/k1 + (0)/k2 + (0)/k3 = 1. (17)

Из свойств оптиìаëüных функöий rj сëеäует, ÷то
при оптиìаëüноì реøении у(t) ìаксиìуì функöии
Гаìиëüтона Н не зависит от ìоäуëя ⎜у⏐ (а зависит
тоëüко от направëения искоìоãо вектора у), и равен-
ство H = 0 набëþäается на всеì отрезке вреìени
[0, Т]. Веëи÷ина ⎜у⏐ не вëияет на выпоëнение необ-
хоäиìых усëовий оптиìаëüности, а зна÷ит, зна÷ение
функöионаëа ка÷ества (14) не зависит от зна÷ения
функöии а(t) в конкретный ìоìент вреìени t.
Можеì утвержäатü, ÷то ëþбое реøение систе-

ìы (2), (13), (15), уäовëетворяþщее краевыì усëо-
вияì (3), (4) и равенству (17), явëяется оптиìаëüныì
в сìысëе ìиниìуìа интеãраëа (14). Усëовие (17)
опреäеëяет зна÷ение кëþ÷евой характеристики
r0 = ⎜r⏐ = ⎜r(0)⏐ äëя оптиìаëüных функöий rj(t).
Линия, соеäиняþщая то÷ки х0 и хТ, остается в кон-
фиãураöионноì ãиперпространстве R9 оäной и той
же независиìо от виäа ìасøтабируþщей функöии
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а(t), опреäеëяþщей теìп прибëижения к коне÷ной
то÷ке хТ. Дëина оптиìаëüной кривой из то÷ки х0 в
то÷ку хТ, вы÷исëенная в соответствии с выражени-
еì (14), опреäеëяется в проöессе реøения краевой
заäа÷и принöипа ìаксиìуìа оäновреìенно с оп-
тиìаëüныì зна÷ениеì r(0) и зависит тоëüко от х0,
хТ и коэффиöиентов k1, k2, k3.
Заäа÷а ìиниìизаöии интеãраëа (14) свеëасü к

реøениþ систеìы уравнений (2), (13), (15) с оäно-
вреìенныì выпоëнениеì краевых усëовий (3), (4) и
требования (17). Сфорìуëированная заäа÷а (2)—(4),
(14) реøается с то÷ностüþ äо неотриöатеëüной
функöии а(t).
Произвоë в выборе функöии а(t) позвоëяет сäе-

ëатü так, ÷тобы построенная оптиìаëüная функöия
у(t) ìоãëа уäовëетворятü какиì-то äопоëнитеëüныì
усëовияì (не оãоворенныì в раìках заäа÷и (2)—(4),
(14)), ÷то ìожет оказатüся весüìа поëезныì при ре-
øении прикëаäных заäа÷, связанных с оптиìизаöи-
ей физи÷еских проöессов. Кроìе сëу÷ая выпоëне-
ния требования а(t) l 0 функöия а(t), присутствуþ-
щая в уравнениях (15), буäет оптиìаëüной тоãäа и
тоëüко тоãäа, коãäа она уäовëетворяет равенству

a(t)dt = Gopt, (18)

ãäе Gopt — оптиìаëüное зна÷ение интеãраëа (14),
расс÷итанное в резуëüтате реøения краевой заäа÷и
принöипа ìаксиìуìа (напоìниì, ÷то а(t) не ìожет
бытü тожäественно равной нуëþ).
Свойство инвариантности интеãраëа (14) по от-

ноøениþ к характеру повеäения скаëярной функ-
öии а(t) — несоìненное преиìущество оптиìиза-
öии по критериþ (14). Кроìе тоãо, произвоëüностü
функöии а(t) и независиìостü зна÷ения (14) от ве-
ëи÷ины а(t) упрощает реøение краевой заäа÷и
принöипа ìаксиìуìа (нахожäение оптиìаëüноãо
зна÷ения r(0)) и опреäеëение характеристики (14)
äëя оптиìаëüноãо проöесса. Поëüзуясü указанныì
свойствоì независиìости оптиìаëüных зна÷ений
r(0) и (14) от функöии а(t), при реøении краевой
заäа÷и принöипа ìаксиìуìа ìы ìожеì принятü
а(t) = const = а0. Тоãäа G = а0T, ãäе Т — вреìя äо-
стижения усëовия (4) äëя реøения х(t) систеìы (2),
в которой функöии у1, у2, у3 вы÷исëяþтся по вы-
раженияì (15) с у÷етоì уравнений (13), (17) и ус-
ëовия а = а0. Есëи а0 = 1, то G = T. Отсþäа сëеäует,
÷то ìы ìожеì интерпретироватü характеристику (14)
оптиìаëüноãо проöесса сëеäуþщиì образоì: äëя
оптиìаëüноãо закона изìенения функöии у(t) обоб-
щенные затраты Gopt ÷исëенно равны вреìени äо-
стижения равенства х(t) = хТ äëя реøения систеìы
уравнений (2), (13), (17), (15), в которых а = 1 (на-
÷аëüное состояние х(0) зафиксировано усëовиеì (3)).
При произвоëüноì повеäении функöии а(t) усëо-
вие (18) опреäеëяет проäоëжитеëüностü оптиìаëü-
ноãо проöесса Т.
Данный приìер наãëяäно иëëþстрирует, как

усëовия трансверсаëüности (и тоëüко они) äаþт воз-

ìожностü выявитü кëþ÷евые свойства оптиìаëü-
ноãо проöесса. Дëя сëу÷ая ìиниìизаöии интеãраëа
(14) такиìи отëи÷итеëüныìи свойстваìи опти-
ìаëüноãо реøения явëяþтся равенство (17) и не-
зависиìостü зна÷ения (14) от неотриöатеëüной
тожäественно не равной нуëþ функöии а(t) и, как
сëеäствие, от ìоäуëя ⎜у⏐ в конкретный ìоìент вре-
ìени t. На äанноì приìере виäно, ÷то без усëовия
трансверсаëüности (9) оäнозна÷но опреäеëитü оп-
тиìаëüное зна÷ение вектора r(0) и реøитü краевуþ
заäа÷у принöипа ìаксиìуìа быëо бы невозìожно.
Вторыì приìероì явëяется заäа÷а оптиìаëüно-

ãо перевоäа äинаìи÷еской систеìы (2) из состоя-
ния (3) в состояние (4) с ìиниìаëüныì зна÷ениеì
функöионаëа

S = (k0 + k1  + k2  + k3 )dt, (19)

ãäе k0 > 0, k1 > 0, k2 > 0, k3 > 0 — постоянные по-
ëожитеëüные коэффиöиенты.
Принятый наìи функöионаë (19) соответствует

кваäрати÷ноìу критериþ ка÷ества с äобавëениеì
затра÷енноãо вреìени, уìноженноãо на постоянный
поëожитеëüный коэффиöиент (k0 ≠ 0). Фактор вре-
ìени, присутствуþщий в критерии оптиìаëüности
(19), оãрани÷ивает äëитеëüностü Т оптиìаëüноãо
проöесса некоторыì коне÷ныì зна÷ениеì Тopt.
Как и в преäыäущей заäа÷е, оптиìаëüное реøе-

ние у(t) ищеì в кëассе кусо÷но-непрерывных функ-
öий. Дëя заäа÷и (2)—(4), (19) функöия Гаìиëüтона
иìеет виä

Г = r1y1 + r2y2 + r3y3 – k0 – k1  – k2  – k3 .

Поскоëüку Г — кваäрати÷ная функöия искоìоãо
вектора у, то ее ìаксиìаëüное зна÷ение äостиãается
в то÷ке ëокаëüноãо экстреìуìа. Из необхоäиìых
усëовий экстреìуìа ∂Г/∂yj = 0 нахоäиì, ÷то функ-
öия Г ìаксиìаëüна, есëи rj – 2kjyj = 0. Оптиìаëü-
ные функöии уj связаны с rj соотноøенияìи

уj = rj/2kj. (20)

Сравнив усëовия оптиìаëüности (20) с равенст-
ваìи (15), закëþ÷аеì, ÷то äëя оптиìаëüноãо по
критериþ (19) реøения справеäëиво свойство (16).
Поэтоìу функöия Гаìиëüтона Г явëяется постоян-
ной. Из усëовия трансверсаëüности (9), которое
иìеет виä Г(T ) = 0, нахоäиì необхоäиìое усëовие
оптиìаëüности äëя функöий rj(t):

( /k1 + /k2 + /k3)/4 – k0 = 0.

Сëеäоватеëüно, оптиìаëüное зна÷ение r(0) обя-
зано уäовëетворятü соотноøениþ

(0)/k1 + (0)/k2 + (0)/k3 = 4k0.

Оптиìаëüные функöии уj(t) уäовëетворяþт за-
висиìости

k1  + k2  + k3  = k0. (21)
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Из поëу÷енноãо свойства оптиìаëüных функ-
öий уj(t) нахоäиì, ÷то зна÷ение S функöионаëа (19)
связано с äëитеëüностüþ оптиìаëüноãо проöесса
зависиìостüþ S = 2k0Т. У÷итывая, ÷то равенства
(20) — ÷астный сëу÷ай усëовий (15), опреäеëиì оп-
тиìаëüное вреìя Тopt ÷ерез известнуþ характеристи-
ку Gopt, расс÷итаннуþ при реøении заäа÷и (2)—(4),
(14): Тopt = Gopt/  (функöии уi(t), оптиìаëüные
в сìысëе ìиниìуìа (19), явëяþтся оптиìаëüныìи
по критериþ (14)). Соответственно зна÷ение пока-
затеëя (19) при оптиìаëüноì повеäении функöий
y1, y2, y3 равно Sopt = 2 Gopt. Зна÷ения коэффи-
öиентов k1, k2, k3 вëияþт тоëüко на зна÷ение Gopt
и опреäеëяþт еãо совìестно с заäанныìи на÷аëü-
ной х0 и коне÷ной хТ то÷каìи траектории х(t).
Такиì образоì, рассìотренные приìеры äе-

ìонстрируþт, ÷то усëовия трансверсаëüности —
искëþ÷итеëüно эффективный инструìент в опре-
äеëении оптиìаëüных функöий у(t), r(t), и в ряäе
сëу÷аев они явëяþтся незаìениìыìи (а порой и
еäинственныì среäствоì), ÷тобы выявитü кëþ÷е-
вые свойства оптиìаëüноãо проöесса.
Заìетиì, ÷то есëи поä фазовыìи переìенныìи

xi пониìатü направëяþщие косинусы ìежäу свя-
занной систеìой коорäинат тверäоãо теëа и инер-
öиаëüной систеìой коорäинат, то вектор у буäет
соответствоватü уãëовой скорости вращения свя-
занной систеìы коорäинат относитеëüно инерöи-
аëüной систеìы коорäинат, а управëяþщие функ-
öии yj интерпретируþтся как проекöии вектора аб-
соëþтной уãëовой скорости тверäоãо теëа на оси
связанной систеìы коорäинат. В этоì сëу÷ае рас-
сìотренные выøе заäа÷и оптиìизаöии приобрета-
þт впоëне конкретный физи÷еский сìысë. Есëи
при этоì коэффиöиенты k1, k2, k3 в заäа÷е (2)—(4),
(19) пропорöионаëüны зна÷енияì , , , ãäе
J1, J2, J3 — ìоìенты инерöии тверäоãо теëа, то ус-
ëовие трансверсаëüности Г(T ) = 0 опреäеëяет ìо-
äуëü кинети÷ескоãо ìоìента во вреìя оптиìаëü-
ноãо по критериþ (19) вращения тверäоãо теëа из
поëожения (3) в поëожение (4) (уравнение (21) на-
ãëяäно поäтвержäает сказанное). Из уравнения (21)
сëеäует такая законоìерностü: äëя оптиìаëüноãо
äвижения систеìы (2) с ìиниìаëüныì зна÷ениеì
(19) äëитеëüностü Т перехоäа из состояния (3) в со-
стояние (4) и зна÷ение интеãраëа (19) связаны пря-
ìо-пропорöионаëüной зависиìостüþ Sopt = 2k0Topt.

Заключение

Пробëеìатика статüи относится к ìатеìати÷е-
ской теории оптиìаëüных проöессов и ее ìетоäаì.
В ÷астности, обсужäаþтся крайне актуаëüные воп-
росы ìетоäоëоãии принöипа ìаксиìуìа и особен-
ности проöеäуры еãо практи÷ескоãо приìенения.
Преäставëенная работа устраняет иìеþщийся ìе-
тоäи÷еский пробеë, связанный с непоëныì испоëü-
зованиеì усëовий трансверсаëüности. Отìе÷енный

ìетоäоëоãи÷еский неäостаток, который присутст-
вует в рассужäениях при реøении заäа÷ оптиìаëü-
ноãо управëения на основе принöипа ìаксиìуìа,
набëþäается у ìноãих авторов.
В статüе показано, ÷то äëя ìаксиìаëüно кор-

ректноãо и поëноãо реøения заäа÷и оптиìаëüноãо
управëения усëовия трансверсаëüности, явëяясü
необхоäиìыìи усëовияìи оптиìаëüности наравне
с усëовиеì ìаксиìуìа функöии Гаìиëüтона и со-
пряженной систеìой äифференöиаëüных уравне-
ний, äоëжны у÷итыватüся с саìоãо на÷аëа и äоëжны
бытü вкëþ÷ены в систеìу уравнений, форìаëи-
зуþщих принöип ìаксиìуìа, сразу посëе ввеäения
сопряженных переìенных, записи функöии Га-
ìиëüтона и сопряженной систеìы уравнений, не-
посреäственно опреäеëяя свойства оптиìаëüных
сопряженных функöий и управëяþщих переìен-
ных. Рассìотренные в статüе конкретные приìеры
указываþт на искëþ÷итеëüно важнуþ роëü (нереä-
ко кëþ÷евуþ роëü) усëовий трансверсаëüности в
общеì аëãоритìе проöеäуры приìенения принöи-
па ìаксиìуìа.
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The topic of the article concerns the mathematical theory of the optimal processes and its methods. In particular, the ex-
tremely topical aspects of the methodology of the maximum principle and the procedure of its practical use are discussed. The
article presents in details the transversality conditions, their role, place and significance in the general procedure for solving
of the problems of finding the optimal functions. This work eliminates the existing methodical defect connected with an in-
complete use of the transversality conditions. On concrete examples, it shows that the transversality conditions (as one of the
necessary conditions of optimality in the form of the maximum principle) are an extremely effective mathematical tool (and
even the only one, in some cases) for determination of the characteristic properties, laws and key characteristics (parameters,
constants, integrals of motion) of the optimal solutions for the systems of ordinary differential equations (of the dynamic systems).
The importance of the topic is explained by the fact that in the overwhelming majority of cases the authors believe that the
transversality conditions complicate the problem of search for the optimum functions, instead of simplifying it. However, it is
far from being so, and it is a standard error, which has become almost typical. In the paper, the authors convincingly demonstrate
the following conclusion: for a maximally correct and complete solution of the problems of the optimal control, the transversality
conditions, being the necessary conditions for a optimality similarly as the condition of the Hamiltonian maximum and the
adjoint system of the differential equations, should be taken into account since the beginning and be included in the system
of the equations, which formalize the maximum principle, directly after defining the adjoint variables, formation of the Hamil-
tonian and the adjoint system of equations, determination of the properties of the optimal adjoint functions and the control variables.
The concrete examples presented in the article confirm the exclusively significant role (quite often critical role) of the trans-
versality conditions in the general algorithm of the procedure for application of the maximum principle.
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Динамические свойства нечетких систем управления, 
построенных на основе реляционных моделей

Введение

В совреìенных систеìах управëения øирокое
приìенение поëу÷иëи реãуëяторы, испоëüзуþщие
аëãоритìы не÷еткоãо ëоãи÷ескоãо вывоäа (не÷еткие
ëоãи÷еские реãуëяторы, НЛР). Как быëо отìе÷ено
в работе [1], "...пробëеìаì не÷еткоãо управëения
посвящено оãроìное коëи÷ество книã, журнаëов,
труäов конференöий. Оäнако, с оäной стороны, во
ìноãих книãах и журнаëах рассìатриваþтся искëþ-
÷итеëüно ìатеìати÷еские аспекты, и неäостато÷но
вниìания уäеëяется вопросаì собственно не÷етко-
ãо управëения. С äруãой стороны, ìноãие пубëика-
öии посвящены простыì практи÷ескиì приëоже-
нияì, и в них не отражаþтся теорети÷еские основы
не÷етких систеì управëения". Сëеäует заìетитü,
÷то в посëеäние ãоäы, поìиìо реøения ìноãо÷ис-
ëенных прикëаäных заäа÷, появиëисü серüезные
работы, посвященные теорети÷ескиì вопросаì
иссëеäования и разработки систеì управëения, ос-
нованных на испоëüзовании не÷еткой ëоãики, на-
приìер, работы [2—4].
Исхоäной инфорìаöией при построении не÷ет-

ких реãуëяторов сëужат знания экспертов. Эти зна-
ния форìаëизуþтся с поìощüþ построения функ-
öий принаäëежности терìов вхоäных и выхоäных
ëинãвисти÷еских переìенных и установëения не-
÷еткоãо соответствия ìежäу пространствоì преäпо-
сыëок и пространствоì закëþ÷ений, т. е. построения
базы правиë. Оäнако труäно ожиäатü, ÷то с первоãо
раза буäет äостиãнуто требуеìое ка÷ество управëе-
ния. Поэтоìу, как правиëо, необхоäиì этап кор-
рекöии [5]. Основная пробëеìа äанноãо этапа со-
стоит в сëожности öеëенаправëенноãо изìенения
базы знаний и параìетров аëãоритìа не÷еткоãо ëо-
ãи÷ескоãо реãуëятора.
Поэтоìу преäставëяется актуаëüной заäа÷а по-

ëу÷ения ìатеìати÷еской ìоäеëи НЛР, приãоäной
äëя анаëиза систеìы с позиöии кëасси÷еской те-
ории автоìати÷ескоãо управëения.

Постановка задачи

При построении систеì, основанных на не÷етких
ëоãи÷еских вывоäах, наибоëüøее распространение

поëу÷иëи аëãоритìы Маìäани [6], Ларсена [7],
Цукаìото [8], Суãено—Такаãи [9], а также реëяöи-
онные ìоäеëи [10, 11].
В äанной статüе äëя иссëеäования выбран аëãо-

ритì на основе не÷етких реëяöионных ìоäеëей.
Этот аëãоритì не явëяется аëüтернативой пере÷ис-
ëенныì выøе, он ìожет испоëüзоватüся совìестно
с ниìи и преäставëяет собой ìоäификаöиþ ìеха-
низìа не÷еткоãо ëоãи÷ескоãо вывоäа на этапе ак-
тивизаöии правиë. При испоëüзовании этоãо аëãо-
ритìа устанавëивается не÷еткое соответствие ìежäу
вхоäныìи и выхоäныìи не÷еткиìи переìенныìи,
заäаваеìое оäниì из трех эквиваëентных способов:
в теоретико-ìножественноì виäе, в ìатри÷ноì виäе
ëибо с поìощüþ ориентированных ãрафов [12].
При этоì отпаäает необхоäиìостü привязки к ка-
кой-ëибо из операöий не÷еткой иìпëикаöии [13] и
появëяется возìожностü вëиятü на резуëüтат не-
÷еткоãо вывоäа, изìеняя не тоëüко функöии при-
наäëежности терìов вхоäных и выхоäных ëинãвис-
ти÷еских переìенных, но и эëеìенты не÷еткоãо
соответствия. В реëяöионных ìоäеëях оäной и
той же вхоäной ситуаöии ìожет бытü поставëено в
соответствие нескоëüко управëяþщих реøений.
Степенü уверенности в тоì иëи иноì реøении за-
äается с поìощüþ ãрафика не÷еткоãо соответст-
вия. Такиì образоì, не÷еткое соответствие ìожет
не обëаäатü свойствоì функöионаëüности [11], т. е.
форìаëüно ìожет бытü наруøен принöип непро-
тиворе÷ивости базы правиë. Оäнако свойство не-
функöионаëüности характерно äëя ìноãих систеì
не÷еткоãо ëоãи÷ескоãо вывоäа [14, 15], и в реëяöи-
онных ìоäеëях пробëеìа несовìестности правиë
разреøается äостато÷но ëеãко путеì приìенения
операöии коìпозиöии на этапе их активизаöии.
Анаëиз работы не÷етких систеì автоìати÷ескоãо

управëения позвоëиë выявитü сëеäуþщие основные
факторы, вëияþщие на ка÷ество управëения [16]:
выбор вхоäных и выхоäных переìенных;
÷исëо терìов вхоäных и выхоäных переìенных;
выбор тоãо иëи иноãо ëоãи÷ескоãо базиса (T- и
S-норì);

Анализируется влияние различных факторов на динамические характеристики нечеткого логического регулятора. Опре-
делены настройки регулятора, которые желательно устанавливать до начала эксплуатации системы, и настройки, которые
можно изменять в процессе функционирования системы для достижения лучших показателей качества.
Ключевые слова: нечеткий логический регулятор, динамические характеристики, функция принадлежности, реляционная

модель, степень значимости, аппроксимирующая модель
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äиапазон изìенения и виä функöий принаäëеж-
ности не÷етких переìенных, составëяþщих
терì-ìножества ëинãвисти÷еских переìенных;
характер не÷еткоãо соответствия ìежäу про-
странствоì преäпосыëок и пространствоì за-
кëþ÷ений (база правиë);
способ äефаззификаöии;
степени зна÷иìости поäусëовий при их аãреãи-
ровании.
Пере÷исëенные факторы свиäетеëüствуþт о тоì,

÷то ÷исëо степеней свобоäы при построении не÷ет-
кой систеìы управëения äостато÷но веëико. С оä-
ной стороны, это свойство обеспе÷ивает ãибкостü
настройки НЛР. С äруãой стороны, боëüøое ÷исëо
со÷етаний пере÷исëенных выøе факторов затруä-
няет поиск раöионаëüноãо реøения заäа÷и на-
стройки реãуëятора. Поэтоìу преäставëяется äо-
стато÷но важной оöенка вëияния кажäоãо из этих
факторов на äинаìику систеìы управëения.
В äанной работе иссëеäования провоäятся по

äвуì направëенияì:
1) опреäеëение зависиìостей стати÷еских и ÷ас-

тотных характеристик НЛР от еãо настроек;
2) анаëиз перехоäных проöессов в не÷еткой

систеìе автоìати÷ескоãо управëения, построение
аппроксиìируþщей ëинейной ìоäеëи НЛР в виäе
ПД реãуëятора и опреäеëение зависиìостей еãо па-
раìетров от настроек реãуëятора.
Первый поäхоä основан на построении аìпëи-

туäно-÷астотных и фазовых ÷астотных характерис-
тик НЛР по первой ãарìонике при еãо разëи÷ных
настройках.
Второй поäхоä закëþ÷ается в сëеäуþщеì. НЛР

вкëþ÷ается в заìкнутый контур управëения посëе-
äоватеëüно с объектоì управëения, параìетры ко-
тороãо известны. На вхоä систеìы поäается сту-
пен÷атый сиãнаë, и по набëþäенияì выхоäноãо
сиãнаëа провоäится иäентификаöия НЛР ìетоäоì
экспоненöиаëüной ìоäуëяöии [17, 18]. Такиì обра-
зоì опреäеëяþтся коэффиöиенты пропорöионаëü-
ной (KП) и äифференöиаëüной (KД) составëяþщих
аппроксиìируþщеãо ëинейноãо ПД реãуëятора.
Поäобный поäхоä позвоëяет провоäитü ка÷ествен-
ное сопоставëение ìежäу настройкаìи НЛР и па-
раìетраìи хороøо изу÷енных траäиöионных ëи-
нейных реãуëяторов.

Лингвистические переменные 
для описания нечеткого логического регулятора 

и их терм-множества

В äанноì иссëеäовании рассìотриì не÷еткий
реãуëятор, иìеþщий äва вхоäа, на которые поäа-
þтся рассоãëасование систеìы и еãо произвоäная,
и оäин выхоä, преäставëяþщий собой сиãнаë уп-
равëения, поäаваеìый на объект (рис. 1).
Зäесü НЛР — не÷еткий ëоãи÷еский реãуëятор;

Wo(s) — переäато÷ная функöия объекта; u и y —
сиãнаëы на вхоäе и выхоäе систеìы соответственно;
e — рассоãëасование; d — еãо произвоäная; x —

сиãнаë на выхоäе реãуëятора. Объект преäставëяет
собой посëеäоватеëüное соеäинение интеãрируþ-
щеãо и инерöионноãо звенüев:

Wo(s) = , (1)

ãäе Ko = 10 c–1, To = 1 c, т. е. обëаäает äостато÷но
простой структурой. Такой выбор обусëовëен теì,
÷то на äанноì этапе нас в первуþ о÷ереäü интере-
суþт äинаìи÷еские свойства не÷еткоãо реãуëятора,
которые уäобнее иссëеäоватü на приìере хороøо
изу÷енных объектов. Ввеäение интеãрируþщеãо
звена в структуру объекта позвоëяет в сëу÷ае воз-
никновения стати÷еской оøибки в систеìе сäеëатü
вывоä о тоì, ÷то она обусëовëена иìенно свойст-
ваìи НЛР, а не объекта.
Мы оãрани÷иëисü рассìотрениеì пропорöио-

наëüной и äифференöиаëüной составëяþщих сиãна-
ëа рассоãëасования по сëеäуþщиì соображенияì.
База знаний äëя НЛР составëяется на основе экс-
пертных оöенок. Обы÷но äëя эксперта не состав-
ëяет особой сëожности высказатü сужäение о сиã-
наëе рассоãëасования и еãо первой произвоäной,
в то вреìя как оöенка еãо интеãраëа и высøих
произвоäных ìожет вызватü затруäнения.
В систеìах автоìати÷ескоãо управëения äоста-
то÷но ÷асто испоëнитеëüные ìеханизìы соäер-
жат интеãрируþщие звенüя, ÷то обеспе÷ивает
астатизì этих систеì.
Ввеäение интеãрируþщей составëяþщей в закон
управëения повыøает поряäок систеìы. Это
ìожет вызватü äопоëнитеëüные пробëеìы, свя-
занные с обеспе÷ениеì устой÷ивости систеìы.
Увеëи÷ение ÷исëа вхоäных переìенных вëе÷ет
за собой экспоненöиаëüный рост ÷исëа правиë
не÷еткоãо вывоäа.
Изëоженные арãуìенты, оäнако, не явëяþтся

принöипиаëüныìи, и описанные ниже поäхоäы к
иссëеäованиþ ìоãут бытü распространены на ре-
ãуëяторы с äруãиì набороì вхоäных сиãнаëов.
Оäниì из важных этапов при форìировании

не÷еткоãо ëоãи÷ескоãо вывоäа явëяется выбор ÷исëа
терìов, описываþщих ëинãвисти÷еские переìен-
ные. Есëи увеëи÷ение ÷исëа вхоäных переìенных,
как быëо отìе÷ено выøе, обусëовëивает экспо-
ненöиаëüный рост ÷исëа правиë не÷еткоãо вывоäа,
то увеëи÷ение ÷исëа терìов ëинãвисти÷еских пе-
реìенных — поëиноìиаëüный рост. Такиì обра-
зоì, возникает вопрос о ÷исëе терìов, äостато÷-

Ko

s 1 sTo+( )
--------------------

Рис. 1. Структурная схема нечеткой системы управления
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ноì äëя обеспе÷ения заäанных показатеëей ка÷е-
ства систеìы. В принöипе, äëя äостато÷но простых
объектов управëения возìожно построение реãу-
ëяторов, ëинãвисти÷еские переìенные которых
описываþтся äвуìя [19] и äаже оäниì терìоì [20].
Дëя оäносвязной ìоäеëи увеëи÷ение ÷исëа сиì-
ìетри÷ных функöий принаäëежности с равноìер-
ныì распреäеëениеì вäоëü базовой оси привоäит к
увеëи÷ениþ ëинейноãо у÷астка стати÷еской харак-
теристики при усëовии посëеäоватеëüноãо сопос-
тавëения терìаì вхоäной ëинãвисти÷еской переìен-
ной терìов выхоäной ëинãвисти÷еской переìен-
ной [3]. При äруãих схеìах ìеханизìа не÷еткоãо
вывоäа ìожно поëу÷атü стати÷еские характеристи-
ки произвоëüноãо виäа, ÷то позвоëяет ãоворитü о
не÷еткоì реãуëяторе как об универсаëüноì аппрок-
сиìаторе [21—23]. В äанноì иссëеäовании буäеì
описыватü кажäуþ ëинãвисти÷ескуþ переìеннуþ
с поìощüþ трех терìов. Такой выбор обусëовëен
относитеëüной простотой форìаëизаöии знаний
эксперта, а также уäобствоì изìенения характера
неëинейноãо преобразования, осуществëяеìоãо
не÷еткиì реãуëятороì.
Дëя описания НЛР ввеäеì ëинãвисти÷еские пе-

реìенные 〈"Рассоãëасование" ("e"), TE, E〉, 〈"Произ-
воäная" ("d"), TD, D〉, 〈"Управëение" ("x"), TX, X〉, ãäе
E = [–e0; e0], D = [–d0; d0], X = [–x0; x0] — их об-

ëасти опреäеëения, TE ={ , , }={"N", "Z", "P"},

TD ={ , , }={"N","Z","P"}, TX ={ , , } =

= {"N", "Z ", "P "} — их терì-ìножества. Зäесü зна-
÷ения терìов "N", "Z ", "P " интерпретируþтся как
"отриöатеëüное", "окоëо нуëя", "поëожитеëüное".

Выбор логического базиса

Лоãи÷еский базис опреäеëяется выбороì той
иëи иной T-норìы и сопряженной c ней T-конор-
ìы (S-норìы), явëяþщихся не÷еткиìи расøире-
нияìи операöий "И" и "ИЛИ", такиìи ÷то T, S:
[0,1]Ѕ[0,1] → [0,1], äëя которых выпоëняþтся сëе-
äуþщие аксиоìы:

T(x, 1) = x, T(x, 0) = 0; S(x, 1) = 1, S(x, 0) = x
(ãрани÷ные усëовия);

T(x, y) = T(y, x); S(x, y) = S(y, x) (коììутатив-
ностü);

T(T(x, y), z) = T(x, T(y, z)); S(S(x, y), z) = S(x, S(y, z))
(ассоöиативностü);

T(x, y) m T(x, z), есëи y m z; S(x, y) m S(x, z), есëи
y m z (ìонотонностü).

T-норìа и T-конорìа в опреäеëенноì сìысëе
явëяþтся äвойственныìи понятияìи. Эти функ-
öии ìоãут бытü поëу÷ены äруã из äруãа, наприìер,
с поìощüþ инвоëþтивноãо отриöания n и законов
Де Морãана сëеäуþщиì образоì [24]:

S(x, y) = n(T(n(x), n(y)));

T(x, y) = n(S(n(x), n(y))).

Простейøие приìеры Т- и S-норì привеäены в
табëиöе.
Выбор тоãо иëи иноãо базиса вëияет на резуëü-

тат не÷еткоãо ëоãи÷ескоãо вывоäа и, сëеäоватеëüно,
потенöиаëüно ìожет бытü испоëüзован äëя настрой-
ки НЛР. В ÷астности, эта пробëеìа обсужäаëасü в
работах [25, 26]. Принöипиаëüная возìожностü
коррекöии систеì за с÷ет пëавноãо изìенения пара-
ìетри÷ески заäанных треуãоëüных норì быëа по-
казана в работе [27]. В указанных работах быëи
рассìотрены сеìейства Т- и S-норì, заäаваеìых
форìуëаìи Франка:

(x1, x2) = logλ ;

(x1, x2)=1– logλ .

Выбор äëя иссëеäования иìенно сеìейства
Т-норì Франка впоëне обоснован, поскоëüку при
λ → 0 ëоãи÷еские операöии уäовëетворяþт ìакс-
ìинноìу базису, при λ → 1 — аëãебраи÷ескоìу,
при λ → ∞ — оãрани÷енноìу. Заìетиì, ÷то в этих
работах рассìатриваëся äостато÷но узкий äиапазон
изìенения параìетра треуãоëüных норì и показа-
теëей ка÷ества. Кроìе тоãо, иссëеäоваëисü ëиøü
вреìенные характеристики систеìы управëения
конкретныì объектоì. Дëя поëу÷ения боëее поë-
ных сужäений о вëиянии треуãоëüной норìы на
äинаìику заìкнутой систеìы преäëаãается иссëе-
äоватü не тоëüко перехоäные проöессы в ней, но
также стати÷еские и ÷астотные характеристики са-

TE
1~ TE

2~ TE
3~

TD
1~ TD

2~ TD
3~ TX

1~ TX
2~ TX

3~

Примеры T- и S-норм

Лоãи÷еский базис
Не÷еткое расøирение "И" (T-норìа) Не÷еткое расøирение "ИЛИ" (S-норìа)

Обозна÷ение Форìуëа Обозна÷ение Форìуëа

Максиìинный TM, x1 Ð x2 min(x1, x2) SM, x1 ] x2 max(x1, x2)

Аëãебраи÷еский TP, x1•x2 x1, x2 SP, x1 + x2 – x1x2

Оãрани÷енный TL, x1 Z x2 (x1 + x2 – 1) ] 0 SL, x1 Z x2 (x1 + x2) Ð 1
Сиëüный TD, x1Δx2 x2, есëи x1 = 1

x1, есëи x2 = 1
0 в äруãих сëу÷аях

SD, x1∇x2 x2, есëи x1 = 0
x1, есëи x2 = 0

1 в äруãих сëу÷аях

x1 + x2

•

Tλ
F 1 + 

λ
x1 1–( ) λ

x2 1–( )

λ 1–
---------------------------------

Sλ
F 1 + 

λ
1 x1–( )

1–( ) λ
1 x2–( )

1–( )

λ 1–
-------------------------------------------------
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ìоãо не÷еткоãо реãуëятора как эëе-
ìента систеìы управëения [28, 29].
В äанной статüе также рассìотрено
сеìейство Т- и S-норì Франка.
В ка÷естве приìера привеäеì

расøиренные стати÷еские характе-
ристики (поверхности управëения)
НЛР äëя ìаксиìинноãо, аëãебраи-
÷ескоãо и оãрани÷енноãо базисов и
соответствуþщие иì фазовые порт-
реты в систеìе управëения объек-
тоì, описываеìыì переäато÷ной
функöией (1) (рис. 2).
Как виäно из рис. 2, изìенение

ëоãи÷ескоãо базиса äействитеëüно
оказывает существенное вëияние на
äинаìи÷еские характеристики сис-
теìы. Оäнако, как показаëи иссëе-
äования, преäставëенные в [28],
непреäсказуеìостü изìенения ха-
рактеристик не÷еткой систеìы уп-
равëения и их ÷увствитеëüностü по
отноøениþ к изìенениþ виäа не-
÷еткоãо соответствия ставит поä
соìнение возìожностü öеëенаправ-
ëенноãо возäействия на äинаìику
не÷еткой систеìы управëения путеì
изìенения треуãоëüных норì, опре-
äеëяþщих ëоãи÷еский базис. Такиì
образоì, в зависиìости от спеöифи-
ки объекта управëения и реøаеìой
заäа÷и öеëесообразно выбиратü ту
иëи инуþ треуãоëüнуþ норìу на
этапе проектирования систеìы и не
изìенятü ее в проöессе функöиони-
рования.

Задание функций принадлежности

Известно äостато÷но ìноãо спо-
собов анаëити÷ескоãо заäания
функöий принаäëежности (ФП), и их разные коì-
бинаöии ìоãут äаватü похожие резуëüтаты [1].
В äанной работе выбран степенной способ заäа-
ния функöий принаäëежности. При этоì, изìе-
няя оäин поëожитеëüный параìетр γ (степенü),
ìожно поëу÷итü сужäение о вëиянии конöентри-
рования иëи растяжения ФП ëибо в öентре базо-
вой øкаëы, ëибо у ее краев. Степенü γ — это сте-
пенü, в которуþ возвоäятся функöии принаäëеж-
ности крайних терìов. ФП среäнеãо терìа при
этоì автоìати÷ески возвоäятся в степенü 1/γ.
Анаëити÷еская форìа заäания ФП преäставëена
сëеäуþщиìи выраженияìи:

"Отриöатеëüное" –

(g) = (2)

"Окоëо нуëя" –

(g) = (3)

"Поëожитеëüное" –

(g) = (4)

ãäе g = {e, d, x}, G = {E, D, X}.
Изìенение äинаìи÷еских свойств НЛР при из-

ìенении степени растяжения/сжатия γ ФП терìов

μA~

1, g < –G;

, –G m g m 0;

0, g > 0;

g
G
----–⎝ ⎠

⎛ ⎞ γ

μA~

0, g < –G;

, –G m g m 0;

, 0 m g m G;

0, g > G;

g
G
---- 1+⎝ ⎠

⎛ ⎞ 1/γ

g
G
----– 1+⎝ ⎠

⎛ ⎞ 1/γ

μA~

0, g < 0;

, 0 m g m G;

1, g > G,

g
G
----⎝ ⎠

⎛ ⎞ γ

Рис. 2. Поверхности управления (а, в, д) и фазовые портреты (б, г, е) систем, ос-
нованных на максиминном, алгебраическом и ограниченном базисах соответственно
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ëинãвисти÷еских переìенных äостато÷но наãëяä-
но ìожно проиëëþстрироватü, рассìатривая пара-
ìетры аппроксиìируþщеãо ëинейноãо ПД реãуëя-
тора [30], описываеìоãо переäато÷ной функöией

WПД(s) = KП + KДs = Kф(1 + sTф). (5)

В ка÷естве приìера на рис. 3 привеäены зави-
сиìости параìетров аппроксиìируþщеãо ПД реãу-
ëятора при изìенении форìы ФП терìов ëинãвис-
ти÷еской переìенной "Рассоãëасование", поëу÷ен-
ные при поäа÷е на вхоä систеìы ска÷кообразных
возäействий разной аìпëитуäы Um.
Анаëиз этих зависиìостей показаë, ÷то на пара-

ìетры аппроксиìируþщеãо ПД реãуëятора основ-
ное вëияние оказываþт соответствуþщие иì вхоäы
(т. е. при изìенении форìы ФП терìов ëинãвис-
ти÷еской переìенной "Рассоãëасование" параìетр
аппроксиìируþщеãо ПД реãуëятора KП изìеняет-
ся существенно сиëüнее, ÷еì параìетр KД; при из-
ìенении ФП терìов ëинãвисти÷еской переìенной
"Произвоäная" — наоборот). Изìенение форìы
ФП выхоäной переìенной "Управëение" вëияет на
общий коэффиöиент разоìкнутой систеìы Kф и
оказывает весüìа незна÷итеëüное вëияние на по-
стояннуþ вреìени форсируþщеãо звена Tф. При
этоì характер зависиìостей практи÷ески не зави-
сит от аìпëитуäы вхоäноãо сиãнаëа. Монотонный
характер зависиìостей äеëает уäобныì испоëüзо-
вание параìетра γ äëя настройки НЛР. Сëеäует,
оäнако, у÷естü, ÷то при äостато÷но боëüøих зна-
÷ениях этоãо параìетра и ìаксиìинноì ëоãи÷ескоì
базисе на поверхности управëения появëяется зона

не÷увствитеëüности, ÷то привоäит к появëениþ
стати÷еской оøибки в систеìе.
Друãиì важныì параìетроì ФП, заäанных в

форìе (2)—(4), явëяется обëастü опреäеëения (за-
äаваеìый äиапазон изìенения) G той иëи иной
ëинãвисти÷еской переìенной. По сути, разìер этой
обëасти опреäеëяет накëон ФП. Чеì у´же эта об-
ëастü, теì кру÷е накëон. Увеëи÷ение накëона ФП
терìов какой-ëибо вхоäной ëинãвисти÷еской пе-
реìенной, в своþ о÷ереäü, увеëи÷ивает ее вкëаä в
резуëüтат не÷еткоãо вывоäа. При уìенüøении äиа-
пазона изìенения выхоäной ëинãвисти÷еской пе-
реìенной набëþäается обратная зависиìостü —
снижается общий коэффиöиент усиëения НЛР.
Параìетр G также впоëне приãоäен äëя настройки
НЛР. Неäостаткоì еãо испоëüзования явëяется то,
÷то при ìаëой обëасти опреäеëения вхоäной ëинã-
висти÷еской переìенной быстрее äостиãается на-
сыщение соответствуþщих ФП, ÷то затруäняет уп-
равëение систеìой. Оäнако, как показаëи иссëеäо-
вания, этот эффект оказывает ìенüøее вëияние на
äостижение систеìой заäанных показатеëей ка÷е-
ства, ÷еì появëение зоны не÷увствитеëüности.

Нечеткое соответствие между пространством 
предпосылок и пространством заключений

Как быëо отìе÷ено выøе, при построении не-
÷етких систеì, основанных на реëяöионных ìоäе-
ëях, при построении базы правиë испоëüзуþтся
не÷еткие соответствия ìежäу пространствоì преä-
посыëок и пространствоì закëþ÷ений, которые
строятся на основании знаний экспертов. Их уäобно
заäаватü с поìощüþ реëяöионных ìатриö, эëеìен-
таìи которых явëяþтся степени уверенности экс-
перта в тоì иëи иноì управëяþщеì реøении при
набëþäении разëи÷ных вхоäных ситуаöий [31].
Дëя рассìатриваеìоãо сëу÷ая разìер реëяöионной
ìатриöы составëяет 9Ѕ3, т. е. на резуëüтат ëоãи÷еско-
ãо вывоäа ìожно вëиятü, изìеняя зна÷ения 27 эëе-
ìентов от 0 äо 1. О÷евиäно, äëя практи÷еских заäа÷
такое ÷исëо управëяþщих реøений явëяется ÷рез-
ìерно боëüøиì. Поэтоìу в работе [29] быëо преäëо-
жено оãрани÷итüся рассìотрениеì трех не÷етких
соответствий, преäставëяþщих собой характерные
ìоäеëи принятия реøений и заäаваеìых реëяöи-
онныìи ìатриöаìи R1, R2, R3:

R1 = ; R2 = ;

Рис. 3. Зависимости параметров аппроксимирующего ПД-регу-
лятора при изменении формы функций принадлежности термов
лингвистической переменной "Рассогласование" (е):
а — KП, б — KД

 N Z P
NN 1 0 0
NZ 1 0 0
NP 0 1 0
ZN 1 0 0
ZZ 0 1 0
ZP 0 0 1
PN 0 1 0
PZ 0 0 1
PP 0 0 1

 N Z P
NN 0,8 0,2 0
NZ 0,5 0,5 0
NP 0,4 0,6 0,4
ZN 0,5 0,5 0
ZZ 0,3 0,7 0,3
ZP 0 0,5 0,5
PN 0,4 0,6 0,4
PZ 0 0,5 0,5
PP 0 0,2 0,8
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R3 = . (6)

Пример. Пусть нечеткое соответствие задается
матрицей R3. Тогда третья строка этой матрицы
задает следующее правило:
П3: ЕСЛИ "Рассогласование" = "Отрицательно"

И "Производная" = "Положительна", то "Управле-
ние" = "Отрицательно" (со степенью уверенности 0,2),
"Около нуля" (со степенью уверенности 0,7), "Поло-
жительно" (со степенью уверенности 0,2).
Первое соответствие ìожно соäержатеëüно ин-

терпретироватü как "реøитеëüнуþ" ìоäеëü äействий,
коãäа ëиöо, приниìаþщее реøение, абсоëþтно
уверенно выбирает оäно из возìожных управëяþ-
щих возäействий äаже при саìых незна÷итеëüных
преäпо÷тениях. Второе соответствие буäеì назы-
ватü "неуверенной" ìоäеëüþ äействий. Дëя этоãо
сëу÷ая характерна о÷енü боëüøая осторожностü в
приниìаеìых реøениях, оäнако не выхоäящая за
преäеëы зäравоãо сìысëа. Третüе соответствие бу-
äеì называтü "взвеøенной" ìоäеëüþ, коãäа при
о÷евиäных преäпо÷тениях уверенно выбираþтся
управëяþщие возäействия, при нео÷евиäных —
выбор осуществëяется боëее осторожно.
Разëи÷ия ìежäу этиìи треìя не÷еткиìи соот-

ветствияìи от÷етëиво виäны на стати÷еских харак-

теристиках НЛР (рис. 4), поëу÷енных при откëþ-
÷ении еãо äифференöиаëüноãо вхоäа.
Как виäно из рис. 4, стати÷еская характеристи-

ка НЛР äëя "реøитеëüной" ìоäеëи не÷еткоãо со-
ответствия впоëне преäсказуеìо обëаäает наибоëü-
øей крутизной, äëя "неуверенной" — наиìенüøей.
Боëее тоãо, при "неуверенной" ìоäеëи появëяется
äостато÷но øирокая зона не÷увствитеëüности, ÷то
ставит поä соìнение öеëесообразностü ее испоëü-
зования при построении систеìы управëения.

Дефаззификация

Дефаззификаöия в систеìах не÷еткоãо вывоäа
преäставëяет собой проöеäуру нахожäения обы÷-
ноãо (не не÷еткоãо) зна÷ения äëя кажäой из вы-
хоäных ëинãвисти÷еских переìенных. Приìеняеìые
в совреìенных систеìах управëения устройства и
ìеханизìы способны восприниìатü траäиöионные
коìанäы в форìе коëи÷ественных зна÷ений соот-
ветствуþщих управëяþщих переìенных. Иìенно
по этой при÷ине необхоäиìо преобразоватü не÷ет-
кие ìножества в некоторые конкретные зна÷ения
переìенных. Поэтоìу äефаззификаöиþ называþт
также привеäениеì к ÷еткости.
Дëя выпоëнения ÷исëенных рас÷етов на этапе

äефаззификаöии ìоãут бытü испоëüзованы разëи÷-
ные форìуëы, поëу÷ивøие название ìетоäов äе-
фаззификаöии. Привеäеì выражения äëя некото-
рых из них.
Метод центра тяжести
Центр тяжести иëи öентроиä пëощаäи расс÷и-

тывается по форìуëе

x* = , (7)

ãäе μ′(x) — ФП выхоäной ëинãвисти÷еской пере-
ìенной, поëу÷енная на этапе аккуìуëяöии.
В äискретноì виäе форìуëа öентроиäа иìеет виä

x* = , (8)

ãäе N — ÷исëо рассìатриваеìых то÷ек ФП äанной
ëинãвисти÷еской переìенной.
Метод центра площади 
Центр пëощаäи x* опреäеëяется из уравнения

μ′(x)dx = μ′(x)dx. (9)

 N Z P
NN 1 0 0
NZ 0,8 0,3 0
NP 0,2 0,7 0,2
ZN 0,7 0,4 0
ZZ 0 1 0
ZP 0 0,4 0,7
PN 0,2 0,7 0,2
PZ 0 0,3 0,8
PP 0 0 1

Рис. 4. Статические характеристики нечеткого регулятора для
"решительной" (R1), "неуверенной" (R2) и "взвешенной" (R3)
моделях нечеткого соответствия
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Такиì образоì, öентр пëощаäи равен абсöиссе,
которая äеëит пëощаäü, оãрани÷еннуþ ãрафикоì
кривой ФП соответствуþщей выхоäной переìен-
ной, на äве равные ÷асти.
Методы левого и правого модальных значений 
Левое и правое ìоäаëüные зна÷ения опреäеëя-

þтся в соответствии с выраженияìи

x* = min{xmod}; (10)

x* = max{xmod}, (11)

ãäе xmod — ìоäаëüное зна÷ение (ìоäа) не÷еткоãо
ìножества, соответствуþщеãо выхоäной переìен-
ной х посëе аккуìуëяöии:

xmod = arg {μ′(x)}. (12)

Наибоëüøее распространение в настоящее вреìя
поëу÷иë ìетоä öентра тяжести, поскоëüку он позво-
ëяет боëее поëно у÷итыватü вëияние ФП всех тер-
ìов выхоäной ëинãвисти÷еской переìенной и обес-
пе÷ивает непрерывностü стати÷еской характеристи-
ки НЛР. Кроìе тоãо, за искëþ÷ениеì некоторых
÷астных сëу÷аев, ìетоä öентр тяжести обеспе÷ивает
также ìонотонностü стати÷еской характеристики
НЛР. Такиìи ÷астныìи сëу÷аяìи явëяþтся:
изìенение естественноãо поряäка взаиìосвязей
оäноиìенных терìов вхоäных и выхоäных пе-
реìенных [32];
испоëüзование некоторых ëоãи÷еских базисов
(наприìер, оãрани÷енноãо).
В ка÷естве основных неäостатков ìетоäа öентра

тяжести указываþт [2], во-первых, высокуþ стои-
ìостü вы÷исëений, связаннуþ с интеãрированиеì
поверхностей нереãуëярной форìы, особенно в
сëу÷ае испоëüзования ФП, не состоящих из пряìо-
ëинейных у÷астков (наприìер, ãауссовых функöий);
во-вторых, сужение интерваëа äефаззификаöии.
Заìетиì, оäнако, ÷то в поäавëяþщеì боëüøинстве
сëу÷аев НЛР реаëизуþтся на öифровой технике, и
äëя вы÷исëения öентроиäа испоëüзуется форìуëа
(8), äëя которой не иìеет зна÷ения форìа интеã-
рируеìой поверхности. Что касается второãо не-
äостатка, то он также ëеãко устраняется путеì рас-
øирения обëасти опреäеëения выхоäных ëинãвис-
ти÷еских переìенных.

Степени значимости подусловий

Степени зна÷иìости поäусëовий у÷итываþтся
на этапе аãреãирования и явëяþтся оäниì из фак-
торов, вëияþщих на резуëüтат не÷еткоãо ëоãи÷е-
скоãо вывоäа. Аãреãирование преäставëяет собой
проöеäуру вы÷исëения степени выпоëнения сëож-
ных усëовий, явëяþщихся коìбинаöией простых.
При этоì есëи поäусëовия соеäинены связкой
"ИЛИ", то эта степенü обы÷но вы÷исëяется при
поìощи операöии S-норìы:

(c) = (ei), (13)

ãäе ei — вхоäные ëинãвисти÷еские переìенные;  —

их не÷еткие зна÷ения; c — аãреãированная ëинã-

висти÷еская переìенная;  — ее не÷еткое зна÷е-

ние; (ei) — степени истинности поäусëовий,

(c) — степенü истинности преäпосыëки; S — за-

äанная операöия S-норìы; n — ÷исëо поäусëовий
в äанноì правиëе; 
есëи поäусëовия соеäинены связкой "И", то с

поìощüþ операöии Т-норìы:

(c) = (ei), (14)

ãäе T — заäанная операöия Т-норìы.
Цеëесообразностü ввеäения в рассìотрение сте-

пеней зна÷иìости обусëовëена теì, ÷то в проöессе
принятия реøений ÷еëовек оöенивает не тоëüко
истинностü какоãо-ëибо поäусëовия, но и еãо важ-
ностü [31, 33]. Обозна÷иì Fi — степенü зна÷иìости
i-ãо поäусëовия (Fi ∈ [0; 1]). Тоãäа при испоëüзо-
вании ëоãи÷еской связки "ИЛИ" выражение äëя
вы÷исëения степени выпоëнения сëожноãо усëо-
вия приìет виä

(c) = [FiT (ei)], (15)

при испоëüзовании связки "И":

(c) = [1 – FiT(1 – FiT(1 – (ei))]. (16)

Не÷еткий реãуëятор, рассìатриваеìый в äан-
ноì иссëеäовании, иìеет äва вхоäа, т. е. кажäое из
правиë ëоãи÷ескоãо вывоäа соäержит äва поäусëо-
вия, соеäиненных связкой "И". Обозна÷иì степени
их зна÷иìости Fe и Fd. При выборе аëãебраи÷ескоãо
базиса (aTb = ab) 

(c) =

= [1 – Fe(1 – (ei))][1 – Fd(1 – (d))]. (17)

Дëя иссëеäования вëияния степеней зна÷иìос-
ти на äинаìику систеìы оöениваëисü параìетры
аппроксиìируþщеãо ëинейноãо ПД реãуëятора,
описываеìоãо переäато÷ной функöией (5). На рис. 5
привеäены зависиìости параìетров аппроксиìи-
руþщеãо ПД реãуëятора при изìенении степени
зна÷иìости FП поäусëовия, соответствуþщеãо
ëинãвисти÷еской переìенной "Рассоãëасование".
Анаëиз этих зависиìостей показывает, ÷то уве-

ëи÷ение степени зна÷иìости тоãо иëи иноãо вхоäа
НЛР привоäит к увеëи÷ениþ оäноиìенноãо пара-
ìетра аппроксиìируþщеãо ПД реãуëятора и сëабо
вëияет на äруãой параìетр. Это свиäетеëüствует о
возìожности возäействия на äинаìи÷еские харак-
теристики НЛР путеì изìенения степеней зна÷иìо-

max
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сти поäусëовий, опреäеëяþщих не÷еткие зна÷ения
кажäой из вхоäных ëинãвисти÷еских переìенных.
Заìетиì, оäнако, ÷то всëеäствие оãрани÷енноãо
äиапазона изìенения степеней зна÷иìости (от 0 äо 1)
они не в состоянии обеспе÷итü настройку НЛР в
øироких преäеëах, но впоëне приãоäны äëя тон-
кой поäстройки реãуëятора.

Заключение

В статüе привеäены резуëüтаты анаëиза вëияния
параìетров настроек не÷еткоãо ëоãи÷ескоãо реãу-
ëятора на еãо äинаìи÷еские характеристики, кото-
рые позвоëяþт сäеëатü сëеäуþщие вывоäы.

1. Выбор вхоäных и выхоäных переìенных, а так-
же ÷исëа их терìов сëеäует осуществëятü исхоäя из
структуры систеìы управëения и требований к ее
ка÷еству, избеãая их необоснованноãо увеëи÷ения.

2. Лоãи÷еский базис сëеäует выбиратü на этапе
проектирования систеìы и не изìенятü в проöессе
ее функöионирования. При этоì аëãебраи÷еский
базис обеспе÷ивает наиìенüøие неëинейные ис-
кажения характеристик НЛР, ÷то äеëает еãо пове-
äение äостато÷но преäсказуеìыì. Вìесте с теì,
поверхностü управëения НЛР при испоëüзовании
ìаксиìинноãо базиса иìеет ощутиìое уìенüøе-
ние накëона вбëизи на÷аëа коорäинат, ÷то усиëи-
вает стабиëизируþщие свойства реãуëятора.

3. Диапазон изìенения и степенü растяже-
ния-сжатия ФП не÷етких переìенных, составëяþ-
щих терì-ìножества ëинãвисти÷еских переìенных,
позвоëяþт пëавно изìенятü характер проöессов в
систеìе управëения в øироких преäеëах и ìоãут
бытü испоëüзованы äëя автоìати÷еской поäстройки
реãуëятора в режиìе норìаëüной экспëуатаöии.

4. Не÷еткое соответствие ìежäу пространствоì
преäпосыëок и пространствоì закëþ÷ений (базу
правиë) жеëатеëüно настроитü в тестовоì режиìе
äо на÷аëа экспëуатаöии систеìы и в äаëüнейøеì
еãо не изìенятü.

5. Дефаззификаöиþ öеëесообразно осуществ-
ëятü ìетоäоì öентра тяжести.

6. Степени зна÷иìости поäусëовий ìоãут бытü
испоëüзованы äëя автоìати÷еской поäстройки ре-
ãуëятора в тех сëу÷аях, коãäа параìетры объекта
управëения в проöессе функöионирования изìе-
няþтся не боëее ÷еì на оäин поряäок.
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The paper is devoted to the analysis of the influence of various factors on the dynamic characteristics of the fuzzy logic con-
troller (FLC). In particular, the following factors are considered: the choice of the input and output variables; the number of terms,
the turndown and the form of the membership functions of the fuzzy variables, the character of the relation between the space of
the antecedents and the space of the consequents (the rule base), the mode of defuzzification and the measures of the sub-conditions
significance. A research was carried out in two directions. The first direction consisted in determination of the dependence of FLC
static and frequency characteristics on its settings. The second one was an analysis of the frequency characteristics in the fuzzy
control systems, the construction of FLC linear model in a form of PD controller and determination of the dependence of its pa-
rameters on FLC settings. The conducted research allows us to draw the following conclusions. 1. Selection of the input and output
variables and the number of terms should be based on the structure of the control system and on the requirements to its quality,
avoiding their unreasonable increase. 2. The logical basis should be chosen at the stage of the system design and should not be
changed in the process of its functioning. Thus, the algebraic basis ensures the least nonlinear distortion of FLC characteristics,
making its behavior quite predictable. On the other hand, the control surface of FLC, when using the maxmin basis, has a small
slope near the origin of the coordinates, which enhances the stabilizing properties of the controller. 3. The turndown and dilatation-
concentration degree of the membership functions of the fuzzy variables make it possible to change the system’s behavior smoothly
in a wide range and can be used for an automatic tuning of FLC during a normal operation. 4. The fuzzy relation between the
space of the antecedents and the space of the consequents (the rule base) should be tuned in a test mode before the system operation
and should not be changed hereafter. 5. It is advisable to carry out a procedure of defuzzification by the method of the center of
gravity. 6. Measures of the sub-condition significance can be used for an automatic tuning of FLC in cases, when the parameters
of the control object in the process of operation do not change by more than one order.

Keywords: fuzzy logic inference; dynamic characteristics; membership function; relational model; aggregation of the sub-
conditions; truth degrees; measure of significance; fuzzy controller; approximating model; PD-controller
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Вейвлет-преобразования в приложениях к анализу 
систем управления, содержащих существенные нелинейности

Введение

Теория вейвëет-преобразований наøëа øирокое
приìенение в заäа÷ах обработки, анаëиза и распоз-
навания изображений [1—13]. Несìотря на äоста-
то÷но боëüøое ÷исëо работ по теории вейвëетов,
практи÷ески отсутствуþт иссëеäования äанноãо
аппарата приìенитеëüно к анаëизу и синтезу сис-
теì автоìати÷ескоãо управëения.
В систеìах автоìати÷ескоãо управëения суще-

ственные неëинейности проявëяþтся в ìехани÷е-
ской ÷асти — это зона не÷увствитеëüности, оãрани-
÷ения, ëþфты в реäукторах, переäа÷ах и äр. В эëек-
тронной ÷асти неëинейности преäставëяþт зоны
не÷увствитеëüности и оãрани÷ения. Безусëовно, это
явëяется неäостаткаìи изãотовëения ìехани÷еских и
эëектронных устройств. Но äанные неäостатки не
всеãäа возìожно устранитü за с÷ет техноëоãи÷е-
ских проöессов при изãотовëении, и они особенно
проявëяþтся при созäании высокото÷ноãо стано÷-
ноãо оборуäования, изìеритеëüных приборов и
äруãоãо то÷ноãо оборуäования. Поэтоìу разработ-
ка ìетоäов у÷ета äанных неëинейностей при ис-
сëеäовании оøибок и устой÷ивой работы сëеäя-
щих систеì при их наëи÷ии позвоëяет повыøатü
äинаìи÷еские характеристики систеì управëения.
Иссëеäованиþ неëинейных систеì посвящено

äостато÷но ìноãо работ, среäи которых сëеäует, в
первуþ о÷ереäü, отìетитü работы А. М. Ляпунова.
Общий ìетоä анаëиза устой÷ивости систеì с ис-
поëüзованиеì функöии Ляпунова позвоëяет ана-
ëизироватü устой÷ивостü систеì, в тоì ÷исëе не-
ëинейных. Метоä фазовой пëоскости, ввеäенный
А. А. Анäроновыì [14], основан на построении фа-
зовых траекторий äëя систеì, соäержащих неëи-
нейности. Метоä то÷е÷ных преобразований и по-
строение фазовых портретов позвоëяет ãрафи÷ески
рассìатриватü возникновение автокоëебаний. Ме-
тоä ãарìони÷еской ëинеаризаöии, наибоëее поëно
рассìотренный в работах Е. П. Попова, основыва-
ется на построении ÷астотных характеристик äëя
неëинейных систеì [15].
Совреìенные ìетоäы анаëиза систеì управëе-

ния, в тоì ÷исëе неëинейных, основаны на приìе-

нении ÷исëенноãо ìоäеëирования и поисковых
проöеäур с испоëüзованиеì быстроäействуþщей
вы÷исëитеëüной техники. В äанной работе рас-
сìатривается возìожностü приìенения аппарата
теории вейвëет-преобразований äëя анаëиза и син-
теза äинаìи÷еских характеристик систеì управëе-
ния, соäержащих существенные неëинейности.
Данный аппарат иìеет преиìущество в сравнении
с ÷астотныìи ìетоäаìи, так как рассìатривает
проöессы во вреìенной обëасти и позвоëяет ана-
ëити÷ески иссëеäоватü перехоäные проöессы.
При анаëизе сëожных систеì управëения,

вкëþ÷аþщих ëинейные и неëинейные эëеìенты,
во вреìенной обëасти не требуется выпоëнение ус-
ëовия фиëüтра äëя ëинейной ÷асти систеìы, кото-
рое явëяется обязатеëüныì при приìенении ÷ас-
тотных ìетоäов.

Реакция линейных систем, включающих 
существенные нелинейности

Рассìотриì выхоäные сиãнаëы ìоäуëя, состоя-
щеãо из неëинейноãо и ëинейноãо звенüев (рис. 1).
Линейное звено во вреìенной обëасти характе-

ризуется весовой (иìпуëüсной перехоäной) функ-
öией k(τ) [16], которая преäставëяет реакöиþ ëи-
нейной систеìы на δ-функöиþ (функöиþ Дирака):

δ(t – τ) =  и δ(t – τ)dτ = 1. (1)

Рассìотриì реакöиþ типовых неëинейностей в
совокупности с ëинейныìи звенüяìи на вхоäной

Рассматривается теория вейвлет-преобразований применительно к анализу и синтезу динамических характеристик сис-
тем управления, содержащих существенные нелинейности. Задача решается во временной области, позволяющей анализиро-
вать ошибки и устойчивость замкнутых следящих систем, включающих существенные нелинейности типа зона нечувстви-
тельности, ограничение, зазор и другие нелинейности.
Ключевые слова: вейвлет-преобразование, потенциальные функции, существенные нелинейности, зона нечувствительности,

ограничение, зазор, анализ и синтез нелинейных систем

Рис. 1. Модуль, включающий нелинейность и линейное звено
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сиãнаë, преäставëяþщий потенöи-
аëüнуþ функöиþ

xвх(t) = C( j, n)ϕ( j, t, n), (2)

ãäе ϕ( j, t, n) =  — потен-

öиаëüная функöия; С( j, n) — посто-
янные коэффиöиенты, опреäе-
ëяþщие веëи÷ину xвх(t) в текущий
ìоìент вреìени t; n опреäеëяет
сäвиã и приниìает öеëо÷исëенные
зна÷ения n ∈ [0, ∞); j опреäеëяет øи-
рину иìпуëüса и также приниìает
öеëо÷исëенные зна÷ения j ∈ [0, k)
(рис. 2).
В работе [2] в ка÷естве ìасøта-

бируþщей функöии преäëожена
потенöиаëüная функöия (2), а в ка÷естве вейвëета
(поëувоëны) рассìатривается функöия

ψ(t) =  – . (3)

Параìетры j и С опреäеëяþт виä вхоäноãо сиã-
наëа, параìетр Δn опреäеëяет виä поëувоëны и
приниìается равныì 1 (рис. 3).
Аппарат вейвëет-преобразований позвоëяет ап-

проксиìироватü произвоëüный сиãнаë путеì раз-
ëожения по ìасøтабируþщей функöии типа по-
тенöиаëüной функöии и вейвëета [2, 3]. Поэтоìу в
äанной работе рассìотриì резуëüтаты иссëеäова-
ний реакöий ëинейных систеì, вкëþ÷аþщих суще-
ственные неëинейности, на возäействие виäа по-
тенöиаëüной функöии (2) и вейвëета (3). Даëее äëя
уäобства пониìания возäействия сиãнаëов на сис-
теìу буäеì испоëüзоватü терìин "поëувоëна" вìе-
сто "вейвëет".
Выхоäной сиãнаë x(t) ìоäуëя, соäержащеãо не-

ëинейное и ëинейное звенüя (сì. рис. 1) преäстав-
ëяет интеãраë свертки

x)(t) = k(t – τ)xн(τ)dτ. (4)

Сиãнаë с неëинейности xн(t) преäставиì как
реакöиþ на возäействие в виäе потенöиаëüной
функöии (2). 
Рассìотриì ìоäуëи, вкëþ÷аþщие типовые не-

ëинейности. Пустü ìоäуëü вкëþ÷ает неëинейностü
типа зона не÷увствитеëüности (рис. 4).
Выхоäной сиãнаë c неëинейности xн(t) (рис. 4)

при возäействии на вхоä сиãнаëоì (2) приниìает виä

xн(t) = C( j, n)ϕн( j, t, n), (5)

ãäе ϕн( j, t, n) — реакöия неëинейности на возäейст-
вие в виäе потенöиаëüной функöии ϕ( j, t, n) (рис. 5),
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Рис. 2. Графики потенциальной функции j( j, t, n):
а — при n = 0, j = 0; б — n = 0, j = 1

Рис. 3. Полуволна, представляющая сумму двух потенциальных
функций

Рис. 4. Модуль, включающий зону нечувствительности

Рис. 5. Реакция нелинейного звена, представляющего зону не-
чувствительности xн(t, n), на входной сигнал в виде потенци-
альной функции



310 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 18, № 5, 2017

xmax = C( j, n) – b, tна÷ и tкон опреäеëяþтся из урав-
нений

C( j, n)  = b;

tна÷ = ;

tкон = . (6)

Дëя рассìатриваеìой неëинейности выхоäной
сиãнаë с ìоäуëя x(t) преäставëяется суììой интеã-
раëов свертки

x(t) = k(t – τ)(C( j, n)ϕ( j, τ, n) – b)dτ +

+ k(t – τ)bdτ – C( j, n)k(t – τ)ϕ( j, τ, n)dτ  =

= C( j, n)k(t – τ)ϕ( j, τ, n)dτ –

– k(t – τ)bdτ. (7)

Выхоäной сиãнаë x(t), преäстав-
ëяþщий интеãраëы свертки, в кото-
рых верхний преäеë всеãäа преä-
ставëяет текущее вреìя, которое
стреìится к бесконе÷ности. Поэто-
ìу в на÷аëüноì исхоäноì уравнении
(7) при перехоäе с оäноãо интерваëа
(при изìенении нижнеãо преäеëа
интеãрирования) на äруãой необхо-
äиìо искëþ÷атü äействие на преäы-
äущеì интерваëе. Доëжно бытü со-
бëþäено реаëüное изìенение вы-
хоäноãо сиãнаëа x(t) при наëи÷ии
неëинейности и при t → ∞. Даëее ис-
хоäное уравнение ìожет бытü упро-
щено. На рис. 6 привеäены упро-
щенные интеãраëы свертки äëя ти-
повых неëинейностей.
Такиì образоì, анаëити÷еские

выражения выхоäных сиãнаëов в ви-
äе интеãраëов свертки с ìоäеëей,
вкëþ÷аþщих существеннуþ неëи-
нейностü и ëинейное звено, позво-
ëяþт анаëизироватü äинаìи÷еские
характеристики систеì, соäержащих
неëинейные звенüя во вреìенной
обëасти, без ввеäения äопущений,
так как äаже в то÷ках "сøива" неëи-
нейных характеристик tна÷ и tкон
анаëити÷еское выражение выхоäно-
ãо сиãнаëа отражает реаëüное пове-
äение систеìы.
Оäниì из труäоеìких этапов ана-

ëиза выхоäных сиãнаëов с ìоäуëей
явëяется проöеäура вы÷исëения ин-
теãраëов свертки. Поэтоìу прежäе
÷еì анаëизироватü äинаìи÷еские
свойства сëожных систеì, рассìот-
риì проöеäуры вы÷исëения äанных
интеãраëов свертки.
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Рис. 6. Упрощенные интегралы свертки для типовых нелинейностей
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Особенности вычисления интегралов свертки, 
включающих потенциальную функцию

Потенöиаëüная функöия ϕ(t) и проöеäура на-
хожäения интеãраëов виäа

k(t – τ)ϕ( j, τ)dτ (8)

относятся к нахожäениþ интеãраëов от спеöиаëü-
ных функöий, которые привеäены в справо÷ной
ëитературе [17]. Как правиëо, äанные интеãраëы
привоäятся к табëи÷ныì интеãраëаì.
Дëя нахожäения интеãраëов виäа (8) потенöи-

аëüная функöия ϕ(t) преäставëяется суììой

ϕ(t) =  + , (9)

ãäе i — коìпëексная переìенная (i = ).
Нахожäение интеãраëов виäа (8) рассìотриì на

приìере ëинейноãо звена, преäставëяþщеãо коëе-
батеëüное звено.
Пример 1. Реакöия коëебатеëüноãо звена, äëя

котороãо весовая функöия иìеет саìый сëожный
виä, при возäействии в виäе потенöиаëüной функ-
öии ϕ(t) описывается интеãраëоì свертки

Jn = A [B sin(a(t – τ) + b) –

– cos(a(t – τ) + b)] , (10)

ãäе A = , B = , a = ,

b = arctg .

Дëя потенöиаëüной функöии в виäе суììы äвух
коìпëексных выражений (9) интеãраë (10) преä-
ставëяется в виäе суììы интеãраëов

Jn = AB dτ –

– A dτ +

+ AB dτ –

– A dτ. (11)

Рассìатриваеìые интеãраëы нахоäятся с ис-
поëüзованиеì проãраììных среäств Maple, приво-
äятся к интеãраëüныì показатеëüныì функöияì
Еi(1, t), зна÷ения которых äëя конкретных зна÷е-

ний t свеäены в табëиöы [сì., наприìер 17]. По-
этоìу, не привоäя сëожных сиìвоëüных выражений,
запиøеì окон÷атеëüные ÷исëенные выражения ин-

теãраëов äëя j = 3, n = 40, T = 0,1, ζ = 0,25, t =  =

= 5 с, tна÷ = 4,625 с и С = 1, K = 1:

(12)

Суììарное зна÷ение äëя интеãраëа

Jn = Jn1 + Jn2 + Jn3 + Jn4 =
= 0,1427 + 0,045i + 0,161 + 0,172i + 0,1427 –

– 0,045i + 0,161 – 0,172i = 0,6074.

Поëу÷енное зна÷ение äëя Jn соответствует реак-
öии коëебатеëüноãо звена на возäействие в виäе
потенöиаëüной функöии (рис. 7), ãäе привеäено
зна÷ение выхоäноãо сиãнаëа ìоäуëя x(t) = Jn и по-
казано совпаäение рас÷етноãо зна÷ения äëя оäной
то÷ки t = 5 с. Дëя построения выхоäноãо сиãнаëа äëя
текущих зна÷ений t требуется проöеäуру вы÷исëе-
ний интеãраëов выпоëнятü с заäанныì øаãоì Δt,
позвоëяþщиì обеспе÷иватü требуеìуþ то÷ностü
поëу÷ения выхоäноãо сиãнаëа.
Интеãраëы свертки, опреäеëяþщие выхоäной

сиãнаë на возäействие в виäе потенöиаëüной функ-
öии, не преäставëяþт боëее сëожные выражения,
÷еì в рассìотренноì приìере, и ìоãут бытü опре-
äеëены с испоëüзованиеì проãраììноãо обеспе÷е-
ния Maple и MATLAB Simulink.
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Рис. 7. Входной и выходной сигналы колебательного звена
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Вычисление установившейся ошибки в следящей 
системе, содержащей существенные нелинейности, 

при воздействии потенциальной функции

Рассìотриì оøибки в установивøеìся режиìе,
вносиìые существенныìи неëинейностяìи в сëе-
äящей систеìе при возäействии xвх(t) в виäе по-
тенöиаëüной функöии ϕ(t) (2).
При анаëизе оøибок неëинейных систеì управ-

ëения, как правиëо, испоëüзуþтся прибëиженные
ìетоäы. При этоì осуществëяется ëинеаризаöия
существенных неëинейных звенüев и заìена их ëи-
нейныìи, ëибо выпоëняется то÷ное ìоäеëирова-
ние систеìы. Поэтоìу äëя высокото÷ных и быст-
роäействуþщих систеì рассìотриì анаëити÷еский
ìетоä анаëиза поãреøностей, испоëüзуя изëожен-
ный выøе ìатериаë.
Иссëеäование повеäения систеìы во вреìенной

обëасти по реакöии на оãрани÷енное возäействие в
виäе потенöиаëüной функöии позвоëяет поëу÷атü
то÷ное описание выхоäноãо сиãнаëа. Поэтоìу рас-
сìотриì усëовия схоäиìости поëу÷енных вреìен-
ных ряäов, соäержащих неëинейности, и оöениì
их вëияние на то÷ностü систеìы.
Преäставиì кажäый вреìенной ряä, преäстав-

ëяþщий выхоäной сиãнаë (сì. рис. 6), в виäе äвух
составëяþщих: ряä, вкëþ÷аþщий тоëüко ëиней-
нуþ ÷астü, и ряä, соäержащий неëинейнуþ ÷астü.
Первона÷аëüно рассìотриì систеìу, соäержа-

щуþ зону нечувствительности, и опреäеëиì оøиб-
ку выхоäноãо сиãнаëа относитеëüно вхоäноãо:

ε(t) = xвх(t) – x(t) = C( j, n)ϕ( j, t, n) –

– C( j, n) k(t – τ)ϕ( j, τ, n)dτ +

+ k(t – τ)bdτ = C( j, n) ϕ( j, t, n) –

– k(t – τ)ϕ( j, τ, n)dτ  + b k(t – τ)dτ +

+ C( j, n) k(t – τ)ϕ( j, τ, n)dτ +

+ k(t – τ)ϕ( j, τ, n)dτ . (13)

Дëя опреäеëения ε(t) в установивøеìся режиìе
при t → ∞ преäставиì соотноøение (13) в виäе ря-
äа, не у÷итываþщеãо неëинейностü,

εë(t)= C( j,n) ϕ( j, t, n)– k(t – τ)ϕ( j, τ, n)dτ (14)

и ряäа, который вкëþ÷ает неëинейнуþ ÷астü

εн(t) = b k(t – τ)dτ + C( j, n) Ѕ

Ѕ k(t– τ)ϕ( j, τ, n)dτ+ k(t –τ)ϕ( j, τ, n)dτ . (15)

Ряä, соäержащий тоëüко ëинейнуþ ÷астü (14),
буäет схоäящиìся при t → ∞ äëя устой÷ивой сис-
теìы, так как весовая функöия k(t – τ) оãрани÷ена,
функöия ϕ( j, τ, n) всеãäа оãрани÷ена по опреäеëе-
ниþ, сëеäоватеëüно, и произвеäение k(t – τ)ϕ( j, τ, n)
буäет оãрани÷ено.
Такиì образоì, наëи÷ие неëинейности привоäит

к äопоëнитеëüной стати÷еской оøибке εн(t) в систе-
ìе, которая опреäеëяется ëинейной ÷астüþ систеìы,
зоной не÷увствитеëüности, а также зна÷ениеì вхоä-
ноãо сиãнаëа. Зна÷ение äопоëнитеëüной оøибки оп-
реäеëяется из соотноøения (15). Дëя зоны не÷увст-
витеëüности всеãäа существует стати÷еская оøибка и
в соответствии с выражениеì (15) зависит от зоны
не÷увствитеëüности b, весовой функöии ëинейной
÷асти k(t – τ) и зна÷ения C( j, n) äëя вхоäноãо сиãнаëа.
Дëя неëинейности типа ограничение äопоëни-

теëüная установивøаяся оøибка опреäеëяется
уравнениеì

εн(t)= k(t – τ)[C( j, n)ϕ( j, τ, n) – b]dτ (16)

и ìожет бытü ìиниìизирована, есëи выпоëнятü ус-
ëовие C( j, n)ϕ( j, t, n) = b äëя кажäоãо зна÷ения n. Дëя
произвоëüноãо вхоäноãо сиãнаëа xвх(t) на интерваëе
существования 0 m t m tкон усëовие ìиниìуìа εн(t) ìо-
жет бытü выпоëнено в среäнеì М{C( j, n)ϕ( j, t, n)} = b.
Дëя неëинейности типа зазор äопоëнитеëüная

установивøаяся оøибка опреäеëяется уравнениеì

εн(t) = C( j, n) k(t – τ)ϕ( j, τ, n)dτ +

+ k(t – τ)ϕ( j, τ, n)dτ – k(t – τ)dτ  +

+ k(t – τ)dτ . (17)

Допоëнитеëüная установивøаяся оøибка äëя
äанной неëинейности в отëи÷ие от зоны не÷увст-
витеëüности и оãрани÷ения при наëи÷ии вхоäноãо
сиãнаëа равна нуëþ εуст(t) = 0 и сохраняется при

отсутствии вхоäноãо сиãнаëа εуст(∞) = .
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Исследование устойчивости следящих систем, 
включающих существенные нелинейности, 
с использованием вейвлет-преобразования

При анаëизе устой÷ивости сëеäящих систеì уп-
равëения ÷астотныìи ìетоäаìи испоëüзуþтся ãар-
ìони÷еские сиãнаëы, äействуþщие при t → ∞.
В этоì сëу÷ае анаëизируется повеäение систеìы
в "боëüøоì". При анаëизе устой÷ивости "в ìаëоì"
в соответствии с первыì ìетоäоì Ляпунова рас-
сìатривается устой÷ивостü ëинеаризованной сис-
теìы. Оäнако ëинеаризаöия существенных неëи-
нейностей, рассìотренных выøе, возìожна тоëüко
заìеной их ëинейныìи звенüяìи. Поэтоìу äëя вы-
сокото÷ных и быстроäействуþщих систеì такая
заìена не äает то÷ноãо преäставëения об устой÷и-
вости и повеäении неëинейной систеìы "в ìаëоì".
Иссëеäование повеäения систеìы "в ìаëоì" во

вреìенной обëасти по реакöии на оãрани÷енное
возäействие в виäе потенöиаëüной функöии позво-
ëяет поëу÷атü то÷ное описание выхоäноãо сиãнаëа
и анаëизироватü устой÷ивостü заìкнутой еäини÷-
ной обратной связüþ сëеäящей систеìы. В ка÷естве
сиãнаëа, по котороìу оöенивается устой÷ивое со-
стояние систеìы, приìеì возäействие в виäе по-
ëувоëны (3) (сì. рис. 3). Параìетр С äëя уäобства
анаëиза öеëесообразно приниìатü равныì 1.
В ка÷естве параìетров, по которыì буäеì оöе-

ниватü устой÷ивостü заìкнутой сëеäящей систеìы
по реакöии разоìкнутой систеìы на возäействие в
виäе поëувоëны (сì. рис. 3), приниìаþтся сëеäуþ-
щие переìенные. Параìетр j явëяется основныì
переìенныì параìетроì, относитеëüно котороãо
строятся коэффиöиент переäа÷и ìоäуëя K( j) и от-
носитеëüное запазäывание Тз( j). Относитеëüное
запазäывание Тз( j) преäставëяет собой отноøение
реаëüноãо запазäывания выхоäноãо сиãнаëа Δt( j) к
интерваëу вреìени ìежäу ìаксиìуìоì и ìиниìу-
ìоì поëувоëны Т( j) (сì. рис. 3):

Тз( j) = , (18)

ãäе Т( j) = . Коэффиöиент переäа÷и K( j) преä-

ставëяет собой отноøение ìаксиìаëüноãо сиãнаëа
на выхоäе систеìы xmax к С:

K( j) = . (19)

Проöеäуры опреäеëения коэффиöиента переäа-
÷и K( j) и относитеëüноãо запазäывания Тз( j) ìож-
но выпоëнятü ãрафи÷ески, испоëüзуя проãраììу
MATLAB-Simulink. Анаëити÷ески äëя опреäеëе-
ния коэффиöиента переäа÷и K( j) и относитеëüно-
ãо запазäывания Тз( j) öеëесообразно испоëüзоватü
÷исëенные ìетоäы äифференöирования и опреäе-
ëятü зна÷ения xmax и зна÷ение t, соответствуþщее
xmax. Первона÷аëüно рассìотриì реакöии ëиней-
ных звенüев на возäействие в виäе поëувоëны.

Реакция типовых линейных звеньев
на воздействие в виде полуволны

Рассìотриì интеãрируþщее звено. Построиì за-
висиìости коэффиöиента переäа÷и K( j) и относи-
теëüное запазäывание Тз( j) при возäействии на ин-
теãрируþщее звено сиãнаëа виäа (3). На рис. 8 при-
веäен перехоäной проöесс, а на рис. 9 построены
зависиìости K( j) и Тз( j) äëя интеãрируþщеãо звена.
Дëя интеãрируþщеãо звена запазäывание Тз( j)

иìеет постоянное зна÷ение, равное –0,5, не зави-
сящее от j. Коэффиöиент переäа÷и K( j) изìеняется
по убываþщей экспоненте (рис. 9).

На рис. 10 привеäены перехоäные проöессы и
зависиìости K( j), Тз( j) äëя типовых ëинейных
звенüев на возäействие в виäе поëувоëны (3).

Анализ устойчивости замкнутой системы
по реакции разомкнутой системы

на типовое воздействие в виде полуволны

Рассìотриì устой÷ивостü заìкнутой сëеäящей
систеìы (рис. 11) по реакöии разоìкнутой систе-
ìы на типовое возäействие виäа (сì. рис. 3). Дëя
этоãо строится зависиìостü коэффиöиента переäа-
÷и K( j) и относитеëüное запазäывание Тз( j) äëя
разоìкнутой систеìы.
Для устойчивой системы в разомкнутом состоянии

замкнутая система будет устойчива в том случае,

Δt j( )
T j( )
---------

Δn

2j
-----

xmax

C
---------

Рис. 8. Переходной процесс интегрирующего звена

Рис. 9. Функциональные зависимости K( j) и Тз( j) для интегри-
рующего звена
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если при изменении j график зависимости

Тз( j) =  будет пересекать значение

Тз( j) = –1 правее точки пересечения

K( j) =  = 1, где T( j) = .

Данное утвержäение вытекает из
свойства возäействия в виäе поëувоë-
ны, которая приниìает сиììетри÷но
поëожитеëüное и отриöатеëüное зна-
÷ения с периоäоì Т( j), а также из
структуры сëеäящей систеìы, заìкну-
той еäини÷ной отриöатеëüной обрат-
ной связüþ.
Есëи при изìенении j возникает

усëовие, коãäа äëя зна÷ения j = jз за-
пазäывание Тз( jз) вхоäноãо сиãнаëа в
пряìоì тракте систеìы буäет равно
Тз( jз) = Т( j) (сì. рис. 3), то выхоäной
сиãнаë буäет совпаäатü по фазе с отри-
öатеëüной поëувоëной вхоäноãо сиãна-
ëа. В этоì сëу÷ае при наëи÷ии еäини÷-
ной отриöатеëüной обратной связи,
есëи коэффиöиент переäа÷и K( j) äëя
пряìоãо тракта систеìы буäет ìенü-
øе 1, то выхоäной сиãнаë буäет убы-
ваþщиì есëи K( j) боëüøе 1, то выхоä-
ной сиãнаë буäет расхоäящиìся. В пер-
воì сëу÷ае заìкнутая систеìа буäет
устой÷ива, а во второì — неустой÷ива.
Такиì образоì, äëя неустой÷ивой

систеìы в заìкнутоì состоянии при
преäставëении произвоëüноãо вхоä-
ноãо сиãнаëа в виäе суììы потенöи-
аëüных функöий и вейвëетов буäут сëа-
ãаеìые, которые привоäят к расхожäе-
ниþ выхоäноãо сиãнаëа.
Первона÷аëüно рассìотриì анаëиз

устой÷ивости заìкнутой систеìы по
реакöии разоìкнутой систеìы на вхоä-
ное возäействие виäа (3) на приìере оä-
ноãо ìоäуëя, соäержащеãо тоëüко ëи-
нейнуþ ÷астü, и äëя ìоäуëя, вкëþ÷аþ-
щеãо существеннуþ неëинейностü.
Провериì äанное утвержäение

первона÷аëüно на приìере ëинейной
систеìы.

Пример 2. Рассìотриì ëинейнуþ систеìу (рис. 12),
ãäе оператор преобразования пряìоãо тракта äëя
ëинейной систеìы вкëþ÷ает интеãратор и äва апе-
риоäи÷еских звена, р — оператор äифференöиро-
вания, 1/р — оператор интеãрирования.
Данная систеìа устой÷ива в заìкнутоì состоя-

нии, так как то÷ка пересе÷ения Тз( j) = –1 нахо-
äится правее то÷ки пересе÷ения K( j) = 1 (рис. 13).
Есëи увеëи÷итü коэффиöиент K( j) äо зна÷ения

K( j) = 40, то систеìа нахоäится на ãраниöе устой-
÷ивости, а при K( j) = 45 становится неустой÷ивой.
Это сëеäует из построенных характеристик äëя
K( j) и Тз( j). Дëя неустой÷ивой систеìы при изìе-

Δt j( )
T j( )
---------

xmax

C
--------- Δn

2 j
-----

Рис. 10. Переходные процессы и зависимости K( j), Тз( j) для типовых линейных
звеньев на воздействие в виде полуволны (3)

Рис. 11. Замкнутая следящая система, где e(t) — ошибка следя-
щей системы, K(t) — оператор преобразования сигнала разомк-
нутой системы

Рис. 12. Система, содержащая линейные звенья
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нении j ãрафик Тз( j) пересекает зна÷ение Тз( j) = –1
ëевее ãрафика K( j) при зна÷ении K( j) = 1.
На рис. 14 привеäены перехоäные проöессы äëя

заìкнутой систеìы при еäини÷ноì ступен÷атоì
возäействии, из которых сëеäует, ÷то при Тз( j) = 45
проöесс становится расхоäящиìся
Утвержäение об устой÷ивости заìкнутой сëеäя-

щей систеìы, изëоженное выøе тоëüко äëя ëиней-
ных систеì, справеäëиво и äëя сëеäящих систеì,
соäержащих существенные неëинейности. Данное
утвержäение объясняется теì, ÷то устой÷ивостü
систеìы оöенивается непосреäственно по пере-
хоäныì проöессаì во вреìенной обëасти.
Рассìотриì приìер систеìы, в которой кроìе

ëинейных звенüев соäержится неëинейное звено.
Пример 3. Систеìа, преäставëенная на рис. 15,

соäержит неëинейностü типа "опережение". Испоëü-
зуя преäëоженный выøе ìетоä, оöениì устой÷и-
востü заìкнутой систеìы при ввеäении неëиней-
ности. Дëя этоãо построиì зависиìости K( j), Тз( j)
и оöениì устой÷ивостü заìкнутой систеìы с вве-
äенной неëинейностüþ, у которой b = 0,2. Как быëо
показано в преäыäущеì приìере, заìкнутая сис-
теìа без неëинейности явëяется устой÷ивой. Ввеäе-
ние неëинейности типа "опережение" привоäит к
возникновениþ автокоëебаний в заìкнутой систе-
ìе, так как ãрафик Тз( j) пересекает то÷ку Тз( j) = –1
при зна÷ении K( j) ≅ 1 (рис. 16). Сëеäует отìетитü,
÷то ãрафики äëя Тз( j) äëя разоìкнутой ëинейной

систеìы и äëя систеìы с ввеäенной неëинейностüþ
совпаäаþт. Наëи÷ие автокоëебаний в заìкнутой
систеìе с неëинейностüþ поäтвержäается перехоä-
ныì проöессоì заìкнутой систеìы на постоянное
вхоäное возäействие (рис. 17).

Заключение

Приìенение теории вейвëет-преобразований
äëя анаëиза неëинейных систеì позвоëяет иссëе-
äоватü сëожные систеìы, соäержащие существен-
ные неëинейности, анаëоãи÷но ëинейныì систеìаì.
Преäëоженная ìетоäика анаëиза неëинейных сис-
теì иìеет преиìущество в сравнении с ÷астотны-
ìи ìетоäаìи, так как рассìатривает проöессы во
вреìенной обëасти и позвоëяет анаëити÷ески ис-
сëеäоватü оøибки и устой÷ивостü сëеäящих систеì.
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The article is devoted to the theory of Wavelet—transformations with reference to the analysis and synthesis of the dynamic
characteristics of the control systems containing an essential nonlinearity of the type of the zone of tolerance, restriction, back-
lash, etc. of nonlinearity. In the presented work a possibility of application of a device of the theory of Wavelet—transfor-
mations for the analysis and synthesis of the dynamic characteristics of the control systems containing essential nonlinearity
is considered. A scaling function and wavelet potential function are proposed. The given device has an advantage in comparison
with the frequency methods, because it takes into account the processes in the time area. Reactions of the linear systems, in-
cluding essential nonlinearity, to the influence of a kind of potential function and wavelet are investigated. Errors in the es-
tablished mode, because of the essential nonlinearities in the tracking system are considered under the influence of the signals
representing a Wavelet—number, made of potential functions and wavelet. The condition of stability of the closed-loop system
to reaction of the open-loop on the typical influence in the form of a half wave is formulated. The given condition allows us
to analyze the stability of the tracking system containing an essential nonlinearity. For this purpose the dependence of the factor
of transfer K (j) and the relative delay Тз (j) for the open-loop system, where parameter j characterizes the width of a half
wave, is formed. Application of the theory of Wavelet—transformations for the analysis of the nonlinear systems allows us to
investigate the complex systems containing the essential nonlinearity as similarly linear systems. The proposed technique of
analysis of the nonlinear systems has an advantage in comparison with the frequency methods, because it considers the processes
in the time area and allows us to investigate analytically the errors and stability of the tracking systems.
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Моделирование и анализ движения группы мобильных роботов 
в среде ROS

Введение

За посëеäние äва äесятиëетия оãроìное вниìа-
ние уäеëяется иссëеäованияì в обëастях ãруппо-
вой робототехники. Преиìущества испоëüзования
ãрупп ìобиëüных роботов о÷евиäны. Во-первых,
это боëüøий раäиус äействия, во-вторых, расøи-
ренный набор выпоëняеìых функöий и, наконеö,
боëее высокая вероятностü выпоëнения заäания,
äостиãаеìая за с÷ет возìожности перераспреäеëе-
ния öеëей ìежäу роботаìи ãруппы в сëу÷ае выхоäа
из строя некоторых из них.
Боëüøая ÷астü иссëеäований в обëасти ãрупповой

робототехники направëена на изу÷ение коëëективно-
ãо повеäения ãрупп роботов и, прежäе всеãо, на ко-
орäинаöиþ äвижения. Моäеëирование äвижения
ãруппы ìобиëüных роботов явëяется актуаëüныì, по-
скоëüку построение универсаëüной ìатеìати÷еской
ìоäеëи ãруппы роботов затруäнитеëüно [1], а прове-
äение натурных экспериìентов по ãрупповой робо-
тотехнике явëяется техни÷ески сëожной заäа÷ей.

ROS (Robot Operating System, операöионная
систеìа äëя роботов) — это оäна из основных среä
äëя проãраììирования роботов, преäоставëяþщая
возìожностü ìоäеëирования повеäения распреäе-
ëенных робототехни÷еских систеì [7]. ROS быëа
первона÷аëüно разработана в 2007 ã. поä названиеì
Switchyard в Лаборатории искусственноãо интеë-
ëекта Стэнäфорäскоãо Университета äëя проекта
STAIR. В 2008 ã. развитие проäоëжиëосü в нау÷-
но-иссëеäоватеëüскоì институте робототехники
Willow Garage. ROS иìеет äве основные особен-
ности: буäу÷и, с оäной стороны, спеöиаëизирован-
ной операöионной систеìой, она преäëаãает набор
поääерживаеìых поëüзоватеëяìи пакетов, которые
реаëизуþт разëи÷ные функöии, наприìер, SLAM,
пëанирование, восприятие, ìоäеëирование и äр.

В äанной статüе рассìатривается ìоäеëирование
äвижения ãруппы оäнотипных ìобиëüных роботов в
среäе ROS с испоëüзованиеì пакета stage_ros.

1. Модель каждого робота строя

Иссëеäуеìый ìобиëüный робот Ri переìещает-
ся в пëоскости OXY, иìея äва сиììетри÷но распо-
ëоженных веäущих коëеса, ëевое и правое, а также
оäно (иëи боëее) пассивное коëесо (рис. 1). Свя-
жеì с роботоì систеìу коорäинат OiXiYi, выбрав в
ка÷естве на÷аëа систеìы то÷ку Oi, ëежащуþ посе-
реäине отрезка, соеäиняþщеãо öентры коëес, осü Xi
направиì перпенäикуëярно этоìу отрезку, а осü Yi
направиì так, ÷тобы поëу÷иëасü правая систеìа
коорäинат. При ìоäеëировании приняты сëеäуþ-
щие оãрани÷ения: отсутствуþт проäоëüное и боко-
вое проскаëüзывания ìежäу коëесаìи и пëоско-
стüþ. В этоì преäпоëожении вектор ëинейной
скорости направëен вäоëü оси Xi, и кинеìати÷е-
ские уравнения äвижения иìеþт виä [2]

 = , (1)

Решена задача моделирования движения группы мобильных роботов в среде ROS при отсутствии препятствий. Рассмот-
рены три типа поведения группы роботов при движении: синхронизация запуска роботов, движение группы роботов-"жуков",
движение группы роботов в строю типа "конвой". Проанализированы характеристики движения группы мобильных роботов
и исследованы проблемы при осуществлении таких видов движения.
Ключевые слова: моделирование, движение, группа роботов, ROS

РОБОТОТЕХНИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ

Рис. 1. Мобильный робот Ri
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ãäе xi, yi, θi — поëожение и ориентаöия робота, ωi —
уãëовая скоростü робота, а vi — ëинейная скоростü
на÷аëа связанной систеìы коорäинат. При ìоäе-
ëировании в среäе ROS vi и ωi преäставëяþт собой
сиãнаëы управëения роботаìи.
Рассìотриì три типа äвижения ìобиëüных ро-

ботов.

2. Моделирование запуска мобильных роботов 
при централизованном и децентрализованном 

способах управления группой

Задача. Пустü иìеется n ìобиëüных роботов в
ãруппе, требуется запуститü все роботы прибëизи-
теëüно оäновреìенно.
Решение. При öентраëизованноì способе управ-

ëения кажäый ìобиëüный робот переäает свое со-
общение "ãотов" öентру управëения. Коãäа все ро-
боты ãотовы, öентр управëения переäает сообще-
ние "поехаëи" кажäоìу роботу, и все роботы
на÷инаþт äвиãатüся. При äеöентраëизованноì уп-
равëении кажäый ìобиëüный робот переäает всеì
остаëüныì свое сообщение "ãотов". Все роботы на-
÷инаþт äвиãатüся, коãäа кажäый из них поëу÷иë n
сообщений "ãотов".

Моделирование: в среäе ROS ìоäеëируеì запуск
÷етырех ìобиëüных роботов. Кажäоìу роботу со-
ответствует проöесс /sync_robot_i. При öентраëи-
зованноì управëении (рис. 2, а) ìежäу проöессаìи
/sync_robot_i и /centralized_monitor переäаþтся со-
общения /robot_status и /team_status. В сообщении
/robot_status соäержится инфорìаöия об иäенти-
фикаöии и состоянии робота. В сообщении
/team_status соäержится инфорìаöия о состоянии
ãруппы роботов. При äеöентраëизованноì способе
(рис. 2, б) тоëüко проöессы /sync_robot_i обìени-
ваþтся сообщенияìи äруã с äруãоì.

3. Моделирование движения
мобильных роботов-"жуков"

Задача. Рассìотриì ãруппу из ÷етырех оäнороä-
ных ìобиëüных роботов (назовеì их роботаìи-жу-
каìи) R0, R1, R2, R3. Кажäый робот нахоäится в вер-
øине кваäрата. Первона÷аëüно вектор направëения
äвижения робота совпаäает со стороной кваäрата.
При äвижении кажäый ìобиëüный робот переìе-
щается по направëениþ к сосеäнеìу роботу. Требу-
ется иссëеäоватü характеристики äвижения роботов.
Решение. Уравнение äвижения роботов иìеет виä

(1), в этоì сëу÷ае, выбираеì vi = const, ωi =
= k(arctg2(yj – yi, xj – xi) – θi), ãäе i = 0,
1, 2, 3, j = (i + 1) при i = 0, 1, 2; j = 0
при i = 3; k — параìетр реãуëирования.
Моделирование. При проãраììиро-

вании в среäе ROS испоëüзуется эìу-
ëятор Stage. На÷аëüное поëожение
роботов заäается как R0(–10, 0, –45°),
R1(0; –10; 45°), R2(10, 0, 135°), R3(0, 10,
–135°). Как и в преäыäущей заäа÷е,
кажäый робот иìеет собственный про-
öесс. При ìоäеëировании преäпоëаãа-
еì, ÷то известно поëожение робота в
абсоëþтной систеìе коорäинат OXY,
ëинейная скоростü робота равна 1 ì/с.
Результат и анализ. В проöессе ìо-

äеëирования в эìуëяторе Stage поëу-
÷аеì траектории äвижения ÷етырех
ìобиëüных роботов при параìетре
реãуëирования k = 0,5. Поëожение и
уãëовая скоростü робота R0 показаны
на рис. 3. Рис. 4 (сì. вторуþ сторону
обëожки) показывает, ÷то ÷ерез опре-
äеëенное вреìя ÷етыре робота на÷и-
наþт äвиãатüся прибëизитеëüно по
окружности с раäиусоì R.
Выбирая разëи÷ные параìетры ре-

ãуëирования k, поëу÷аеì разëи÷ные
"финаëüные" раäиусы äвижения R
(табë. 1).

Рис. 3. Положение и угловая скорость робота R0

Рис. 2. Вычислительный граф узла (nodes) ROS при:
а — öентраëизованноì управëении; б — äеöентраëизованноì управëении

Табëиöа 1
Зависимость радиуса окружности
от параметров регулирования k

k 0,3 0,5 1,0 1,5 2 10
R, ì 4,3 2,7 1,4 1 0,63 Стоëкновение
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Из поëу÷енных резуëüтатов ìожно сäеëатü сëе-
äуþщие вывоäы:

1) ÷етыре робота äвиãаþтся äруã к äруãу, но на-
÷иная с опреäеëенноãо ìоìента на÷инаþт переìе-
щатüся по окружности и никоãäа не встре÷аþтся,
кроìе стоëкновения роботов при боëüøоì k;

2) раäиус окружности, по которой роботы äви-
ãаþтся, зависит от параìетров реãуëирования k.
Чеì боëüøе k, теì ìенüøе раäиус окружности R.

4. Моделирование и анализ движения 
мобильных роботов в строю типа "конвой"

Задача. Пустü иìеется ãруппа из n ìобиëüных
роботов. Оäин из них явëяется веäущиì роботоì
R0, оснащенныì боëее боãатыìи сенсорныìи уст-
ройстваìи, позвоëяþщиìи еìу автоноìно äви-
ãатüся в неопреäеëенной среäе, а остаëüные робо-
ты Ri (i = 1, ..., n) тоëüко повторяþт еãо траекто-
риþ. Требуется, ÷тобы траектории всех роботов
ìаксиìаëüно совпаäаëи при усëовии обеспе÷ения
безопасной äистанöии ìежäу роботаìи.
Решение. Это заäа÷а поäражатеëüноãо повеäе-

ния. Реаëизаöия поäражания неизбежно требует
реøения сëеäуþщих заäа÷ [3]:

1. Распознавание "своих", т. е. выявëение объ-
ектов äëя поäражания.

2. Опреäеëение äействий "своих", которыì сëе-
äует поäражатü. Иныìи сëоваìи, робот äоëжен
знатü, ÷то äеëает еãо окружение, т. е. уìетü распоз-
натü äействия "своих".

3. Копирование такоãо же äействия.
При ìоäеëировании äвижения роботов в строþ

преäпоëаãаеì, ÷то кажäый робот Ri поäражает по-
веäениþ робота Ri – 1, äëя этоãо они äоëжны узна-
ватü поëожения и скорости äруãих роботов. Заäа÷а
состоит в нахожäении аëãоритìа управëения каж-
äыì роботоì. Рассìотриì три аëãоритìа вы÷исëе-
ния скоростей веäоìых роботов.
Алгоритм 1. Решение задачи стабилизации или
следования
Линейная скоростü робота Ri:

vi = kv .

Уãëовая скоростü робота:

ωi = kω(arctg2(yi – 1 – yi, xi – 1 – xi) – θi),

ãäе kv, kω — параìетр реãуëирования (оäинаковы
äëя аëãоритìов 2 и 3).
Алгоритм 2 [4]. Аппроксимация траектории кри-
вой Безье
Линейная скоростü робота: vi = vi – 1.
Вы÷исëение коорäинаты (x, y, φ) "своих" в соб-

ственной систеìе коорäинат робота Ri (i = 1, ..., n):

Вы÷исëение параìетра куби÷еской кривой Безüе:

d = .

Опреäеëение параìетра реãуëирования kω:

kω = .

Опреäеëение уãëовой скорости робота: ωi = kωvi.
Алгоритм 3 [5]. Робот Ri двигается с некоторым
временным запаздыванием T по траектории, вдоль
которой двигался робот Ri – 1
Линейная скоростü робота:

vi = kv((xi – 1(t – T ) – xi(t))cosθi(t) +
+ (yi – 1(t – T ) – yi(t))sinθi(t)).

Уãëовая скоростü робота:

ωi = kω(θi – 1(t – T ) – θi(t)).

Моделирование. При проãраììировании в среäе
ROS испоëüзуется эìуëятор Stage. Моäеëируется
äвижение "конвоя" из оäиннаäöати роботов. Веäу-
щий робот R0 соверøает äвижение с постоянной ëи-
нейной скоростüþ vi = 5 ì/с и уãëовой скоростüþ
ωi = 0,1 раä/с при t < 62,8 с, ωi = –0,1 раä/с при
t > 62,8 с, т. е. äвиãается по траектории типа "восü-
ìерка". Скоростü остаëüных роботов вы÷исëяется с
испоëüзованиеì оäноãо из аëãоритìов 1, 2 иëи 3.xi 1– xi–( )2 yi 1– yi–( )2+

x = (xi – 1 – xi)cosθi + (yi – 1 – yi)sinθi;
y = –(xi – 1 – xi)sinθi + (yi – 1 – yi)cosθi;
φ = θi – 1 – θi.

2
3
-- 2 2 1–( ) x2 y2

+

2 y dsinφ–( )

3d2
-----------------------

Рис. 6. Угловая скорость робота R10 по алгоритму 2 (а); скорость робота R10 по ал-
горитму 3 (б)

Результат и анализ. В эìуëяторе
Stage (рис. 5, сì. вторуþ сторону
обëожки) поëу÷ены траектории
äвижения оäиннаäöати ìобиëüных
роботов при kv = 4, kω = 0,5 с ис-
поëüзованиеì аëãоритìа 1 и при
kv = 1, kω = 1, T = 2 с испоëüзова-
ниеì аëãоритìа 3.
На рис. 6 преäставëены ãрафики

изìенения скорости посëеäнеãо в
конвое робота (R10) при реаëиза-
öии аëãоритìов 2 (рис. 6, а) и 3
(рис. 6, б).
Сравнение резуëüтатов ìоäеëи-

рования (табë. 2) при разëи÷ных
траекториях äвижения позвоëяет
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сäеëатü вывоä, ÷то аëãоритì 3 иìеет преиìущества
при управëении äвижениеì роботов в строþ.

Заключение

Даëüнейøая работа состоит в реаëизаöии äвиже-
ния ãруппы ìобиëüных роботов в реаëüной среäе.
При провеäении экспериìента по иссëеäованиþ
äвижения ãруппы роботов необхоäиìо реøитü
сëеäуþщие пробëеìы:

1. Коììуникаöия ìежäу роботаìи, которая явëя-
ется оäниì из необхоäиìых усëовий обеспе÷ения
коëëективных соãëасованных äействий роботов.

2. Способ ëокаëизаöии ìобиëüных роботов в
составе ãруппы. Хотя в настоящее вреìя существу-

þт разëи÷ные ìетоäы ëокаëизаöии äëя отäеëüноãо
робота, наприìер, SLAM и визуаëüная оäоìетрия,
необхоäиìо иссëеäоватü способы опреäеëения по-
ëожения роботов в ãруппе.

3. Вëияние øуìов äат÷иков на то÷ностü сëеäо-
вания требуеìой траектории äвижения.
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The paper presents a simulation of a group movement of mobile robots in absence of obstacles in ROS and a kinematics model
of the mobile robots used in the simulation. Three types of motion behavior of the mobile robots in a group were considered. First,
the authors achieved a synchronization of the mobile robots in a group using the centralized method, which requires a control center,
and the decentralized method, in which the mobile robots in a group communicate with each other. Second, the authors simulated
movement of four mobile robots in Zhukov forms, when each robot was controlled according to the relative position of the two neigh-
boring robots. Different trajectories of the mobile robots were obtained depending on the selected control parameters. The authors
analyzed the relation between the control parameters and the resulting trajectories. Finally, the authors simulated movement of
a group of the mobile robots in a convoy type of formation. Three different control algorithms were considered. The authors ana-
lyzed and compared the trajectories of the mobile robots moving in the convoy type of formation using three different control al-
gorithms. The advantages and disadvantages of the three control algorithms were presented. The authors discussed a range of prob-
lems, which could be encountered when conducting physical experiments, for example, communication between the robots, the
process of localization of the mobile robots in a group, and the impact of a sensor noise.

Keywords: simulation, movement, group, mobile robots, synchronization, convoy, ROS

For citation:
Zenkevich S. L., Nazarova A. V., Zhu Hua. Simulation and Analysis

of the Movement of a Group of Mobile Robots in ROS, Mekhatronika,
Avtomatizacia, Upravlenie, 2017, vol. 18, no 5, pp. 317—320.

DOI: 10.17587/mau.18.317-320

References

1. Hamann H., Worn H. A framework of space-time continuous
models for algorithm in swarm robotics, Swarm Intelligence, 2008, no. 7,
pp. 209—239.

2. Zenkevich S. L., Nazarova A. V. Sistema upravlenija mo-
bil'nogo robota (System of control mobile robot), Journal of Bauman
Moscow State Technical University, series "Instrumentation", 2006, no. 3,
pp. 31—51 (in Russian).

3. Karpov V. E. Kollektivnoe povedenie robotov (Collective behavior
of robots). Zhelaemoe i dejstvitel'noe, Sovremennaja mehatronika. Sb.
nauchn. trudov Vserossijskoj nauchnoj shkoly (g. Orehovo-Zuevo, 22—23
sentjabrja 2011), 2011, pp. 35—51 (in Russian).

4. Chiem S., Cervera E. Vision-based robot formations with
Bezier trajectories, Proc. Of Intelligent and Autonomous Robots, 2004,
pp. 191—198.

5. Zenkevich S. L., Zhu Hua. Upravlenie dvizheniem gruppy ro-
botov v stroju tipa "konvoj" (Control of a group of mobile robots moving
in the convoy type formation), Mekhatronika, Avtomatizacia, Uprav-
lenie, 2017, vol. 18, no. 1, pp. 30—34 (in Russian).

6. Reynolds C. W. Steering Behaviors for Autonomous Charac-
ters, Proceedings of Game Developers Conference, San Jose (USA),
1999, pp. 763—782.

7. Available at: www.ros.org.

Табëиöа 2
Сравнение трех алгоритмов

Характеристики Аëãоритì 1 Аëãоритì 2 Аëãоритì 3

Откëонение ìежäу тра-
екторияìи роботов

10 % 3 % 3 %

Характер изìенения ско-
ростей посëеäуþщих ро-
ботов

Коëеба-
теëüный

Апериоäи-
÷еский
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Исследование устойчивости конструкции антропоморфного робота 
Антарес при воздействии внешней нагрузки1

Введение

Совреìенные разработки в обëасти антропо-
ìорфной робототехники направëены на прибëиже-
ние характеристик äвижения робота к кинеìатике
÷еëове÷ескоãо теëа [1—3]. Пробëеìа повыøенноãо
энерãопотребëения при реаëизаöии кинеìатики
антропоìорфноãо робота ÷асти÷но реøается за
с÷ет снижения ìассы конструкöии. В связи с этиì
особый интерес преäставëяþт разработки, связан-
ные с иссëеäованиеì устой÷ивости конструкöий и
способности ìатериаëов выäерживатü заäанные
наãрузки [4—7].
Оäна из простейøих конструкöий äвуноãоãо

робота описана в работе [8]. Он собран из äвухìиë-
ëиìетровоãо ëистовоãо аëþìиния, вкëþ÷ает øестü
сервопривоäов, управëяется контроëëероì EyeBot
и иìеет ìассу 1,11 кã. При хоäüбе робот äостиãает
скорости 120 ì/÷ при ìаксиìаëüноì уãëе ìежäу
беäраìи 60°. Поäобная конструкöия робота с øес-
тüþ сервопривоäаìи приìенена в работе [9] äëя
иссëеäования рабо÷их уãëов соеäинений коëена,
ëоäыжки, беäра.
Антропоìорфный робот серии HanSaRam, ре-

ãуëярно у÷аствуþщий в футбоëüной ëиãе роботов
FIRA с 2000 ã., обсужäается в работе [10]. Робот
HanSaRam версии HSR-VIII иìеет 28 привоäов,
иìеет ìассу 5,5 кã и развивает скоростü äо 12 сì/с.
В работе [11] рассìатривается антропоìорфный

робот Lola, иìеþщий конструкöиþ ноã с 7 степе-
няìи свобоäы, ìассу 55 кã при росте 180 сì. Обсуж-
äается пробëеìа устой÷ивости робота посëе оста-
новки, а также поэтапное соприкосновение ÷астей
ступни с поверхностüþ во вреìя хоäüбы.
Доìаøний ассистивный робот с 14 привоäаìи и

16 степеняìи свобоäы, преäставëенный в работе [12],
иìеет антропоìорфнуþ конструкöиþ тоëüко верх-

ней ÷асти теëа и коëеснуþ базу. Основное вниìание
в работе уäеëено ìанипуëяöии преäìетов äвуìя ру-
каìи роботов при переìещении äоìаøних объектов.
Антропоìорфный робот SWUMANOID ростоì

92 сì, испоëüзуþщий в конструкöии 24 сервопри-
воäа серии Dynamixel, рассìотренный в иссëеäо-
вании [13], разработан äëя ìоäеëирования äвиже-
ний и пëавания в воäе. Нестабиëüное ка÷ение теëа
робота в воäе осëожняет рас÷ет кинеìатики äви-
жений пëывущеãо робота, состоящеãо из 21 состав-
ноãо конструктивноãо эëеìента.
В работе [14] преäëожена ориãинаëüная про-

ãраììная пëатфорìа äëя ìоäеëирования кинеìа-
ти÷еской схеìы äвижения ноã антропоìорфных
роботов, ãäе эëеìенты ноã рассìатриваþтся как
посëеäоватеëüно соеäиненные äетаëи, а äëя реøе-
ния пряìой и обратной заäа÷ äвижения ноã при-
ìеняþтся рекурсивные аëãоритìы с пониженной
вы÷исëитеëüной сëожностüþ.
Дëя äвижения по сëожныì неровныì поверх-

ностяì, не прохоäиìыì äëя ãусени÷ных иëи ко-
ëесных роботов, также веäутся разработки боëее
сëожных не антропоìорфных конструкöий с оä-
ной [15], ÷етырüìя [16], øестüþ [17, 18] и боëüøиì
÷исëоì нижних коне÷ностей [19].

1. Обобщенная структурная модель 
антропоморфного робота Антарес

В äанной работе провеäено иссëеäование ос-
новных конструктивных эëеìентов нижних коне÷-
ностей антропоìорфноãо робота Антарес (рис. 1)
на преäìет устой÷ивости при возäействии внеø-
них сиë, таких как пряìоëинейная сиëа и скру÷и-
вание. В хоäе работы реøаëисü сëеäуþщие заäа÷и:

1) анаëиз äвижения нижних коне÷ностей;
2) ìоäеëирование возäействия внеøней наãрузки

к составныì эëеìентаì конструкöии робота.
Всëеäствие испоëüзования ëеãковесных ìатериа-

ëов äвиãатеëи потребëяþт ìенüøе энерãии. В конст-

Рассматривается поведение основных конструктивных элементов нижних конечностей антропоморфного робота Антарес под
воздействием на них различных видов нагрузок (скручивание, излом). В процессе проведения исследования определены требуемые
значения моментов вращения для сервоприводов, необходимые для перемещения робота в пространстве. Определены максимальные
значения моментов вращения, которые способны выдержать конструкции голени и бедра, равные 5 Н•м и 5,2 Н•м соответ-
ственно.
Ключевые слова: антропоморфные роботы, конструкции деталей, анализ прочности, сервоприводы, моделирование нагрузки,
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рукöии робота Антарес испоëüзуþтся сервопривоäы
MX-64T и MX-28 фирìы Dynamixel, øестерни вы-
поëнены из ìетаëëа, ÷то позвоëяет реаëизоватü äви-
жения с заäанной то÷ностüþ и запасоì по про÷ности.
Моäуëüная конструкöия робота позвоëяет уп-

равëятü äвижениеì ëþбой коне÷ности независиìо
от остаëüной ÷асти теëа, практи÷ески не вëияя на
произвоäитеëüностü [20, 21]. Конструкöия спеöи-
аëüно расс÷итана на установку äопоëнитеëüных
äат÷иков и прокëаäку соеäинитеëüных провоäов.
Также поäобный äизайн обëеã÷ает периоäи÷еское
техни÷еское обсëуживание робота. Рас÷етная вы-
сота робота составëяет 100 сì, а ìасса равна 6 кã.
В хоäе ìоäеëирования сборки нижних коне÷-

ностей поäверãаëисü äвуì виäаì наãрузок — быëи
приëожены ìоìент вращения и "пряìая сиëа" в
трех направëениях: вертикаëüноì (перпенäикуëяр-
ноì попере÷ной пëоскости), боковоì по норìаëи
к фронтовой пëоскости и боковоì перпенäикуëярно
саãиттаëüной пëоскости. (Поä терìиноì "сборка"
поäразуìевается набор äетаëей, которые собраны в
конструкöиþ, в сборку вхоäят пëастины, стяжки
(аëþìиниевые стойки äиаìетроì 6 ìì и äëиной
47 ìì, с отверстияìи на торöах äëя вкру÷ивания в
нее винтов М2,5) и попере÷ные пëастины (ребра
жесткости).) Дëя проверки ноãи на скру÷ивание
(рис. 2, сì. вторуþ сторону обëожки) быëа сìоäе-
ëирована ситуаöия, коãäа робот нахоäится в поëо-
жении ëежа и стопы упираþтся в поверхностü поëа
внутренней ÷астüþ стопы.
В проöессе иссëеäования опреäеëены требуеìые

зна÷ения ìоìентов вращения äëя сервопривоäов,
необхоäиìые äëя переìещения робота в простран-
стве. Направëение прикëаäываеìой сиëы выбрано
исхоäя из тоãо, ÷то äанная сиëа буäет иìетü свое
ìаксиìаëüное зна÷ение, коãäа ноãа буäет нахо-
äитüся в поëожении "сиäя", сëеäоватеëüно, на-
правëение буäет направëено по норìаëи к саãит-
таëüной пëоскости ноãи. В резуëüтате в хоäе ìоäе-
ëирования быëи опреäеëены ìоìенты вращения
выхоäноãо ваëа äвиãатеëя в узëах ноãи робота: в ãо-
ëеностопноì, коëенноì и тазобеäренноì суставах.
Провеäение иссëеäования на про÷ностü прохо-

äиëо сëеäуþщиì образоì:
1. Способоì крепëения сборки быë выбран спо-

соб крепëения тоëüко на оäной пëастине, в ìесте
крепëения пëастины к äвиãатеëþ посреäствоì поä-
øипника. Так как ваë äвиãатеëя нахоäится с оäной
стороны, сëеäоватеëüно, ìоìент вращения ваëа сер-
вопривоäа буäет прихоäитüся на оäну пëастину.

2. В ка÷естве внеøней наãрузки выступает вес
конструкöии робота, который составëяет 20 Н на
оäну ноãу öеëикоì и направëен перпенäикуëярно
фронтовой пëоскости ãоëени (беäра).
В проöессе опыта быëо выяснено, ÷то конст-

рукöия ãоëени способна выäержатü 5 Н•ì ìоìен-
та вращения ваëа äвиãатеëя при наãрузке 20 Н, коãäа
робот выпоëняет поäъеì из поëожения "сиäя". Дëя
беäра ситуаöия анаëоãи÷на, за искëþ÷ениеì тоãо,
÷то конструкöия беäра выäерживает 5,2 Н•ì.

В хоäе ìоäеëирования быëо опреäеëено, ÷то äëя
перевеäения робота из поëожения "сиäя" в поëоже-
ние "стоя" требуется ìоìент вращения, в 2,4 раза
ìенüøий ìаксиìаëüно развиваеìоãо сервоприво-
äоì в øтатноì режиìе работы. Также ìоäеëиро-
вание показаëо, ÷то конструкöия ноãи способна
выäержатü ìаксиìаëüный ìоìент вращения äви-
ãатеëя. На основании этих äанных быë сäеëан вы-
воä, ÷то робот способен без поврежäений и äефор-
ìаöий выпоëнитü прыжок в вертикаëüной пëос-
кости, ÷то позäнее успеøно поäтверäиëосü в хоäе
испытаний на стенäе.

2. Анализ движения нижних конечностей

При анаëизе äвижения выпоëняется простран-
ственное ìоäеëирование в усëовиях, прибëижен-
ных к реаëüныì, и с÷итывание показаний с äат÷и-
ков, на основании которых äеëаþтся соответст-
вуþщие вывоäы. Моäеëü робота, преäставëенная
на рис. 1, иìеет нуìераöиþ сервопривоäов, äëя ко-
торых буäет провоäитüся анаëиз äвижения по ìе-

Рис. 1. Нумерация двигателей обобщенной модели антропо-
морфного робота Антарес
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тоäике, преäëоженной в работе [22]. Цеëüþ ìоäе-
ëирования явëяется опреäеëение зна÷ений ìоìента
вращения и ëинейной сиëы, äействуþщих на кон-
струкöиþ робота. Поëу÷енные резуëüтаты позвоëят
провести ìоäеëирование весовых наãрузок äëя раз-
ëи÷ных поëожений робота в пространстве. В ре-
зуëüтате в хоäе ìоäеëирования быëи опреäеëены
ìоìенты вращения выхоäноãо ваëа äвиãатеëя в уз-
ëах ноãи робота: в ãоëеностопноì, коëенноì и та-
зобеäренноì суставах.
Дëя провеäения анаëиза äвижения быëа забëо-

кирована стопа äëя тоãо, ÷тобы äвижение ноãи
осуществëяëосü относитеëüно стопы. Сиëа тяжес-
ти приниìаëасü равной G = 9,81 ì/с2. Быë уста-
новëен "контакт поверхностей" на фëанöы äвиãа-
теëей, пëастины ãоëени и беäра. Быëи иссëеäова-
ны вращаþщие ìоìенты äвиãатеëей № 2—5 (сì.
рис. 1) при сëеäуþщих оäинаковых параìетрах:
вреìя работы äвиãатеëя — 3 с, переìещение ваëа
äвиãатеëя осуществëяется на 85° и тип сеãìента —
куби÷еский. В ка÷естве внеøней наãрузки приìе-
няëасü сиëа, заìеняþщая вес торса, равный 20 Н.
Дëя опреäеëения ìоìента вращения на ваëах äви-
ãатеëей № 2—5 установëены äат÷ики, äвиãатеëи
осуществëяþт своþ работу синхронно.
Из ãрафиков, привеäенных на рис. 3, виäно, ÷то

äëя поäнятия теëа äвиãатеëяì требуется разный
ìоìент вращения. Двиãатеëü № 2 осуществëяет
своþ работу тоëüко на уäерживание равновесия,
поэтоìу у неãо ìаëенüкий ìоìент вращения по
сравнениþ с äвиãатеëеì № 3. Двиãатеëü № 3, вра-
щаясü в коëенноì суставе, упирается ãоëенüþ в
стопу, такиì образоì поäниìая ноãу. Дëя äвиãате-
ëей № 4 и № 5 ситуаöия анаëоãи÷на. Двиãатеëü
№ 4 осуществëяет поäнятие ноãи, упираясü в äви-
ãатеëü № 3, в то вреìя как äвиãатеëü № 5 поä-
äерживает равновесие.
Дëя äвиãатеëя № 2 (рис. 3, а) ìоìент вращения

равен М = 0,3 Н•ì, а äëя äвиãатеëя № 3 (рис. 3, б)

М = 4,5 Н•ì, сëеäоватеëüно, суììарный ìоìент
вращения в на÷аëüный периоä вреìени (на÷иная с
нуëевой по третüþ секунäу) прибëизитеëüно равен:
0,3 + 4,5 = 4,8 Н•ì. Моìент вращения, прихоäя-
щийся на оäин äвиãатеëü, равен 2,4 Н•ì. Моìент
сиëы, прикëаäываеìый к сборке ãоëени, коãäа но-
ãа нахоäится в поëожении сиäя:

F =  =  = 14,11 ≈ 15 Н,

ãäе l — äëина пëе÷а, на которое äействует сиëа.
Дëя äвиãатеëя № 4 (рис. 3, в) М = 4,5 Н•ì, а äëя

äвиãатеëя № 5 (рис. 3, г) М = 0,5 Н•ì, сëеäова-
теëüно, суììарный ìоìент вращения в на÷аëüный
ìоìент вреìени равен: 4,5 + 0,5 = 5 Н•ì. Моìент
вращения, прихоäящийся на оäин äвиãатеëü, равен
2,5 Н•ì.
Моìент сиëы, прикëаäываеìый к беäру, коãäа

ноãа нахоäится в поëожении сиäя, равен

F =  =  = 14,7 ≈ 15 Н.

Такиì образоì, на основании провеäенноãо
анаëиза äвижения äëя äвух сборок ноãи быëи оп-
реäеëены ìоìенты сиë, которые äействуþт на со-
ставные ÷асти ноãи во вреìя поäнятия ее из поëо-
жения "сиäя". Найäенные зна÷ения ìоìента сиëы
позвоëиëи провести сиìуëяöиþ приëожения
внеøних наãрузок на сборки ãоëени и беäра.

3. Моделирование весовых нагрузок
основных конструктивных элементов 
нижних конечностей робота Антарес

Моäеëирование наãрузки — это проверка äета-
ëей и узëов с то÷ки зрения выäерживания разëи÷-
ных наãрузок и выявëение "сëабых" ìест в конст-
рукöии. Сутü анаëиза сборок конструкöий закëþ-
÷ается в тоì, ÷тобы опреäеëитü, какие напряжения

возникаþт в äетаëях. На основании
äанноãо анаëиза äеëается вывоä о
приãоäности разработанной ìоäеëи
робота äëя выпоëнения поставëен-
ных заäа÷.
Дëя иссëеäования быëа взята

сборка беäра и ãоëени. В ка÷естве
ìатериаëа выбран спëав äþраëþ-
ìиния Д16Т и ëатунü. Из äþраëþ-
ìиния быëи выпоëнены пëастины
ãоëени (беäра) и попере÷ная стой-
ка. Из ëатуни выпоëнена тоëüко
стяжка пëастин ãоëени (беäра). Дþ-
раëþìиний разруøается при ìенü-
øей наãрузке, ÷еì ëатунü [23], по-
этоìу проöесс сиìуëяöии прекра-
щается посëе äостижения пороãа
разруøения äþраëþìиния. В ка÷е-
стве типа крепëения быë выбран
параìетр "ãëобаëüный контакт (нет
переìещений)", озна÷аþщий, ÷то

M
l
---- 2,4

0,17
--------

M
l
---- 2,5

0,17
--------

Рис. 3. Зависимость вращающего момента двигателей и времени их работы для
конструкции ноги:
а — äвиãатеëü № 2; б — äвиãатеëü № 3; в — äвиãатеëü № 4; г — äвиãатеëü № 5
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в проöессе ìоäеëирования приниìается, ÷то объ-
ект ìоäеëирования зафиксирован в пространстве и
не переìещается. Местоì крепëения посëужиëи
поверхности техноëоãи÷еских отверстий. Также
совìестно с ãëобаëüныì контактоì испоëüзоваëся
такой тип соеäинения, как "боëт-соеäинитеëü" äëя
равноìерноãо распреäеëения наãрузки. Фиксаöия
сборок осуществëена с поìощüþ "зафиксированной
ãеоìетрии", которая не äает переìещатüся сборкаì
ноãи в ìесте крепëения фëанöев сервопривоäов.
В ка÷естве внеøней наãрузки быëи выбраны "ëи-
нейная сиëа" и ìоìент вращения в ìестах крепëе-
ния фëанöев сервопривоäов. Рас÷етная ìасса
сборки робота составëяет 6 кã, ìасса кажäой ноãи
приìерно 1 кã. В проöессе иссëеäования на сборку
оäной ноãи прихоäится вес поëовины теëа (за вы÷е-
тоì ноã), сëеäоватеëüно, на сборку оäной ноãи при-
хоäится прибëизитеëüно 20 Н. Данное зна÷ение бы-
ëо расс÷итано äëя вертикаëüной и боковой (по нор-
ìаëи к фронтовой пëоскости) наãрузки по форìуëе

F = P/2 = 40/2 = 20 H,

ãäе F — сиëа, прикëаäываеìая к сборке ãоëени; P —
вес, который äержат ноãи, который äеëится на 2,
так как весü вес распреäеëяется на äве ноãи.
В хоäе провеäения сиìуëяöии сборки поäверãа-

ëисü äвуì виäаì наãрузок — быëи приëожены ìо-
ìент вращения и "пряìая сиëа" в трех направëе-
ниях: вертикаëüноì (перпенäикуëярноì попере÷-
ной пëоскости), боковоì (по норìаëи к фронтовой
пëоскости) и боковоì (перпенäикуëярно саãит-
таëüной пëоскости).
Вертикаëüная наãрузка (поëожение сиäя) на сбор-

ку ãоëени (беäра) составëяет 25 Н, так как 20 Н —
это вес теëа, и 5 Н — это вес беäра; äëя беäра вер-
тикаëüная наãрузка 20 Н, так как на неãо прихо-
äится тоëüко вес теëа.
Боковая наãрузка (поëожение ноã в попере÷ноì

øпаãате) быëа расс÷итана на основе "анаëиза äви-
жения" ноãи и составиëа äëя ãоëени 20 Н, так как
15 Н — это вес теëа, и 5 Н — это вес беäра. Дëя беä-
ра боковая наãрузка 15 Н, так как на неãо прихо-
äится тоëüко вес теëа.
Так как ìоìент äвиãатеëя ìеняется от 0 äо

6 Н•ì, то ìоäеëирование провоäиëи äëя ìакси-
ìаëüноãо зна÷ения ìоìента вращения с приëоже-
ниеì внеøней вертикаëüной и боковой наãрузки.
Направëение прикëаäываеìой сиëы выбрано ис-
хоäя из тоãо, ÷то äанная сиëа буäет иìетü свое ìак-
сиìаëüное зна÷ение, коãäа ноãа буäет нахоäитüся в
поëожении "сиäя", сëеäоватеëüно, направëение бу-
äет направëено по норìаëи к саãиттаëüной пëос-
кости ноãи.
Дëя проверки сборки ноãи на скру÷ивание быëа

сìоäеëирована ситуаöия, коãäа робот нахоäится в
поëожении ëежа, и стопы упираþтся в поверх-
ностü поëа внутренней ÷астüþ стопы. Скру÷ивание
происхоäит по всей äëине ноãи, равной 0,5 ì, сëе-
äоватеëüно, ìоìент кру÷ения оäинаков как äëя
сборки ãоëени, так и äëя сборки беäра. Дëя сборки

ноãи при äëине стопы 0,0825 ì и ìассе ноãи 1 кã
ìоìент кру÷ения иìеет зна÷ение

М = Fl = 10•0,0825 = 0,825 Н•ì.

На рис. 4 (сì. третüþ сторону обëожки) преä-
ставëены резуëüтаты ìоäеëирования наãрузок в
виäе эпþр напряжений, на основании которых
ìожно сäеëатü вывоäы о повеäении сборки ãоëени
и беäра поä разныìи виäаìи прикëаäываеìой на-
ãрузки. По эпþре внутренних напряжений ìожно
суäитü о способности äетаëи иëи сборки противо-
стоятü приëоженныì наãрузкаì.
Эпþры ìаксиìаëüных внутренних напряжений

построены и оöенены по эквиваëентныì внутрен-
ниì напряженияì в сравнении с преäеëоì теку-
÷ести äëя испоëüзованноãо ìатериаëа. Материаë, из
котороãо сäеëано изäеëие, на÷инает разруøатüся,
коãäа напряжение становится равныì преäеëüно-
ìу зна÷ениþ напряжения. В боëüøинстве сëу÷аев
преäеëüноìу зна÷ениþ напряжения соответствует
преäеë теку÷ести. Преäеëоì напряжения называ-
ется такое напряжение, при котороì äефорìаöия
проäоëжает увеëи÷иватüся без увеëи÷ения напря-
жения внутри изäеëия. Такиì образоì, резуëüтаты
преäставëены в виäе эпþры эквиваëентных напря-
жений и ãрафи÷ескоãо преäставëения öветовой па-
ëитры непосреäственно на саìой сборке. Место-
поëожение ìаксиìаëüноãо внутреннеãо напряже-
ния окраøено красныì öветоì и указано сноской
с текущиì зна÷ениеì напряжения.

3.1. Пространственная модель голени робота

В хоäе провеäения сиìуëяöии ìоäеëи состав-
ных коìпонентов ноãи поäверãаëисü äвуì виäаì
наãрузок — быëи приëожены ìоìент вращения и
"пряìая сиëа" в трех направëениях: вертикаëüноì
(перпенäикуëярноì попере÷ной пëоскости), боко-
воì по норìаëи к фронтовой пëоскости и боковоì
перпенäикуëярно саãиттаëüной пëоскости. Дëя ис-
сëеäования ìоäеëи ãоëени провеäено ÷етыре опыта,
описанные ниже:

1) на сборку ãоëени прикëаäывается вертикаëü-
ная наãрузка 25 Н, которая распреäеëяется на всеì
объеìе пëастин ãоëени равноìерно. Максиìаëüное
внутреннее напряжение сборки прихоäится на пëас-
тины ãоëени (рис. 4, а, сì. третüþ сторону обëожки),
зна÷ение напряжения составëяет 4,53•105 Н/ì2;

2) на сборку ãоëени прикëаäывается ìоìент вра-
щения фëанöа äвиãатеëя, равный 6 Н•ì, и боковая
наãрузка 25 Н (рис. 4, б, сì. третüþ сторону обëож-
ки). Наãрузка распреäеëяется на всей поверхности
пëастин ãоëени по÷ти равноìерно. Максиìаëüное
внутреннее напряжение сборки прихоäится на
ìесто крепëения "стяжки" (аëþìиниевой стойки
äиаìетроì 6 ìì и äëиной 47 ìì, с отверстияìи на
торöах äëя вкру÷ивания в нее винтов М2,5) и пëас-
тины ãоëени, зна÷ение напряжения составëяет
3,79•107 Н/ì2. У пëастины ãоëени ìаксиìаëüное
внутреннее напряжение прихоäится на техноëоãи-
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÷еское отверстие стяжки, и зна÷ение напряжения
составëяет 2,29•107 Н/ì2;

3) на сборку ãоëени прикëаäывается наãрузка
20 Н (перпенäикуëярно саãиттаëüной пëоскости).
Максиìаëüное внутреннее напряжение сборки при-
хоäится на "стяжку" (рис. 4, в, сì. третüþ сторо-
ну обëожки), зна÷ение напряжения составëяет
6,72•107 Н/ì2. У пëастины ãоëени ìаксиìаëüное
внутреннее напряжение прихоäится на техноëоãи÷е-
ское отверстие крепëения "стяжки" и составëяет
2,45•107 Н/ì2;

4) на сборку ãоëени прикëаäывается ìоìент
вращения вокруã оси, прохоäящей ÷ерез öентр по-
пере÷ной пëастины, равный 0,825 Н•ì. Макси-
ìаëüное внутреннее напряжение сборки прихоäит-
ся на пëастину, соеäиняþщуþ пëастины ãоëени
(рис. 4, г, сì. третüþ сторону обëожки), зна÷ение
напряжения составëяет 6,13•105 Н/ì2.

3.2. Пространственная модель бедра робота

Дëя иссëеäования ìоäеëи беäра также быëо
провеäено ÷етыре опыта, описанные ниже:

1) на сборку беäра прикëаäывается вертикаëü-
ная наãрузка 20 Н, которая распреäеëяется на всеì
объеìе пëастин беäра равноìерно. Максиìаëüное
внутреннее напряжение сборки прихоäится на пëас-
тины беäра (рис. 5, а, сì. третüþ сторону обëожки),
зна÷ение напряжения составëяет 2,78•105 Н/ì2;

2) на сборку беäра прикëаäывается ìоìент вра-
щения фëанöа äвиãатеëя, равный 6 Н•ì, и боко-
вая наãрузка 20 Н (перпенäикуëярно попере÷ной
пëоскости). Наãрузка распреäеëяется на всей поверх-
ности пëастин беäра равноìерно. Максиìаëüное
внутреннее напряжение сборки прихоäится на пëас-
тины беäра (рис. 5, б, сì. третüþ сторону обëожки),
зна÷ение напряжения составëяет 1,61•107 Н/ì2;

3) на сборку беäра прикëаäывается наãрузка 15 Н
(перпенäикуëярно саãиттаëüной пëоскости). Мак-
сиìаëüное внутреннее напряжение сборки прихо-
äится на пëастины беäра (рис. 5, в, сì. третüþ сто-
рону обëожки), зна÷ение напряжения составëяет
2,21•107 Н/ì2;

4) на сборку беäра прикëаäывается ìоìент вра-
щения вокруã оси, прохоäящей ÷ерез öентр попере÷-
ной пëастины, равный 0,825 Н•ì. Максиìаëüное
внутреннее напряжение сборки прихоäится на пëас-
тины беäра (рис. 5, г, сì. третüþ сторону обëожки),
зна÷ение напряжения составëяет 1,51•107 Н/ì2.
На основании преäеëа теку÷ести äëя разрабо-

танной ìоäеëи ноãи ìожно сäеëатü вывоä, ÷то äан-
ные виäы внеøних наãрузок сборка ãоëени и беäра
выäержит, так как преäеë теку÷ести äëя сборки но-
ãи ëежит в äопустиìых преäеëах [22, 23].
Разрабатываеìый робот ориентирован на при-

ìенение в образоватеëüных öеëях äëя у÷астия в со-
ревнованиях роботов-футбоëистов, а также при
разработке ассистивных техноëоãий ÷еëовеко-ìа-
øинноãо взаиìоäействия на основе ìноãоìоäаëü-
ных интерфейсов [24—28].

Заключение

В äанной работе быë провеäен анаëиз äвижения
нижних коне÷ностей, и на основе поëу÷енных ре-
зуëüтатов провеäено ìоäеëирование приëожения
внеøней наãрузки на составные ÷асти ноãи робота
Антарес. На основании äанных, привеäенных на
рис. 4 и 5 (сì. третüþ сторону обëожки), ìожно за-
кëþ÷итü, ÷то при приëожении разëи÷ных внеøних
сиë к ноãаì внутреннее напряжение буäет прибëи-
жено к то÷ке преäеëа теку÷ести äëя äанноãо ìате-
риаëа. Так как сборки конструкöии робота выäер-
живаþт расс÷итаннуþ ранее наãрузку и не разру-
øаþтся, то сохраняется устой÷ивостü конструкöии
ноãи. В хоäе ìоäеëирования также опреäеëены не-
которые параìетры, которыìи буäет обëаäатü ìо-
äеëü робота. Так как при поäнятии робота из поëо-
жения "сиäя" требуется в 2,4 раза ìенüøий ìоìент,
÷еì ìаксиìаëüный развиваеìый äвиãатеëеì ìо-
ìент вращения, а конструкöия ноãи способна вы-
äержатü ìаксиìаëüный ìоìент вращения äвиãате-
ëя, то на основании этих äанных быë сäеëан вы-
воä, ÷то робот способен выпоëнитü прыжок в
вертикаëüной пëоскости, позже успеøно поä-
твержäенный в хоäе натурных экспериìентов.
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Recent trends in the field of anthropomorphic robotics involve approximation to the motion characteristics of the robot kine-
matics of a human body. The problem of high energy consumption in implementation of the kinematics of an anthropomorphic
robot is partially solved by reduction of the weight of a design. In this regard, of special interest are the developments concerning
the study of the stability of the structures and materials capable to withstand the set loads. In this paper a research was done
of the stability of the basic structural elements of the lower extremities of Antares anthropomorphic robot under the influence
of the external forces, such as straight-line power and twisting. The design of Antares robot employs actuators Dynamixel MX-
64T and MX-28, the gears are made of a metal, which allows the robot to move with a given accuracy and a margin of safety.
During modeling the assembly of the lower extremities were subjected to simulation of 2 types of loads, those were torque and
"direct force" orientated in three directions: vertical (perpendicular to the transverse plane), lateral (normal to the front plane)
and lateral (perpendicular to the sagittal plane). The direction of the applied force was selected on the basis of the fact that
this force would have its maximal value, when the leg will be in a "sitting" position, therefore, the direction would be directed
along the normal to the sagittal plane of the leg. In order to test the leg for twisting a situation was modeled, in which the robot
was in the lying position with the inner part of its foot resting on the floor surface. During the study the values of the actuators’
torques, intended to move the robot in space, were determined. The moments of rotation of the engine output shaft in a robot
leg were determined: ankle, knee, hip joint. The maximal values of the rotational moments, able to withstand the construction
of the hip and the thigh of 5 Nm and 5.2 Nm, respectively, were determined. During the simulation it was also found out that
raising of the robot from "a sitting position" required 2.4 times less effort than the maximal torque developed by the engine,
and the design of the leg could withstand the maximal torque of the motor rotation. On the basis of those data a conclusion
was made, that the robot was able to jump in the vertical plane, and later this was proved successfully in real experiments.

Keywords: anthropomorphic robots, parts of construction, strength analysis, servomotors, load modeling, lower limbs, shin,
hip, kinematics
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Минимизация ущерба от нарушения технологического процесса 
в сварочных роботизированных технологических комплексах1

Введение

Важной заäа÷ей, стоящей переä оте÷ественныìи
ìаøиностроитеëüныìи преäприятияìи, явëяется
сокращение потерü от выпуска нека÷ественной
проäукöии, обусëовëенных выпоëнениеì сваро÷-
ных операöий. Оäниì из эффективных способов
реøения äанной заäа÷и явëяется автоìатизаöия
произвоäственноãо проöесса за с÷ет внеäрения робо-
тизированных техноëоãи÷еских коìпëексов (РТК)
äуãовой сварки.
Проöесс сварки в РТК характеризуется боëü-

øиì ÷исëоì контроëируеìых параìетров и суще-
ственной роëüþ оперативно-äиспет÷ерскоãо и ре-
ìонтноãо персонаëа.

РТК äуãовой сварки состоит из синхронно рабо-
таþщих ìанипуëяторов, снабженных сваро÷ныì
оборуäованиеì (исто÷ник питания, бëок поäа÷и
провоëоки, бëок охëажäения, сваро÷ная ãореëка и
äр.). Коìпëекс снабжен устройстваìи безопаснос-
ти (оãражäение, кнопки аварийной остановки, фо-
тоэëеìентные барüеры). Управëение и оператив-
ный контроëü работы коìпëекса осуществëяется
оператороì посреäствоì переносноãо пуëüта, свя-
занноãо с контроëëероì. Схеìа техноëоãи÷ескоãо
проöесса автоìати÷еской сварки как объекта уп-
равëения на приìере роботов Kawasaki со сваро÷-
ныì оборуäованиеì Fronius преäставëена на рис. 1.
В настоящее вреìя разработаны и проøëи про-

верку на практике разëи÷ные систеìы äëя оптиìи-
заöии работы РТК. Анаëиз их функöионаëüноãо
назна÷ения показывает, ÷то основное вниìание в
них уäеëяется оптиìизаöии работы ìанипуëяторов
иëи сваро÷ноãо оборуäования [1—4]. При этоì в
испоëüзуеìых РТК, как правиëо, отсутствует ре-
øение заäа÷и ìиниìизаöии ущерба от изãотовëе-
ния нека÷ественной проäукöии.
Указанные обстоятеëüства обусëовëиваþт акту-

аëüностü разработки преäëоженноãо поäхоäа к уп-
равëениþ техноëоãи÷ескиì проöессоì автоìати-
÷еской сварки в РТК, в основу котороãо поëожены
новые ìатеìати÷еские ìоäеëи и аëãоритìы, по-
звоëяþщие ìиниìизироватü ущерб от изãотовëе-
ния нека÷ественной проäукöии при сварке изäе-
ëий РТК.

Математические модели и алгоритмы

Допустиì, ÷то на основании анаëиза опыта экс-
пëуатаöии сваро÷ных роботизированных коìпëек-
сов разработан поäробный пëан äействий, при ре-
аëизаöии котороãо буäет ìиниìизирован ущерб от
наруøений в сваро÷ных РТК. Возìожностü разра-
ботки такоãо пëана поäтвержäается практикой ус-

Разработаны математические модели и алгоритмы минимизации ущерба от изготовления некачественной продукции в
сварочных роботизированных технологических комплексах. Предложены программно-технические средства реализации данных
моделей и алгоритмов. Их внедрение позволит снизить ущерб от простоев сварочного оборудования и повысить стабильность
технологического процесса сварки.
Ключевые слова: роботизированный технологический комплекс, минимизация ущерба от изготовления некачественной про-

дукции, математическая модель, алгоритм, сварка

 1 Работа выпоëнена при поääержке РФФИ, проект 16-01-00536.

Рис. 1. Схема технологического процесса дуговой сварки в РТК:
u(t) — управëяþщие возäействия (УВ); ОС — обратная связü;
ω(t) — возìущения
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пеøноãо функöионирования РТК на
ìноãих оте÷ественных преäприятиях.
С у÷етоì äанноãо äопущения за-

äа÷а управëения РТК в öеëях ìини-
ìизаöии ущерба от наруøения техно-
ëоãи÷ескоãо проöесса своäится к про-
верке выпоëниìости äанноãо пëана
на разëи÷ных вреìенных интерваëах
и реаëизаöии ìероприятий по устра-
нениþ наруøений.
На основе анаëиза при÷инно-сëеä-

ственных связей ìежäу характерис-
тикаìи проöесса сварки и изу÷ения
опыта работы персонаëа, экспëуати-
руþщеãо РТК на ОАО "Трансìаø"
(ã. Энãеëüс), разработан типовой пëан
ìероприятий по ìиниìизаöии ущерба
от изãотовëения нека÷ественной про-
äукöии при сварке изäеëий РТК. Граф
этоãо пëана, состоящий из 197 вер-
øин, иìеет виä äерева, в котороì вер-
øины — ìероприятия пëана, а äуãи
опреäеëяþт их взаиìосвязü и посëеäо-
ватеëüностü реаëизаöии. Фраãìент
äанноãо пëана изображен на рис. 2.
На выпоëниìостü ìероприятий

äанноãо пëана вëияþт усëовия, у÷и-
тываþщие спеöифику техноëоãи÷е-
скоãо проöесса. Эти усëовия иìеþт
виä проäукöий:

Усëовие gi:
ЕСЛИ 〈В1(x, u) R1В2(x, u)
R2 ... Rj ... Rk – 1 Вk (x, u)〉,

ТО 〈выпоëнение ìероприятия Qp
возìожно/невозìожно〉. (2)

Зäесü Вj(x, u), j = 1, 2, ..., k, — ус-
ëовия выпоëнения соответствуþщих
ìероприятий; Rj, j = 1, 2, ..., k – 1, —
ìножество ëоãи÷еских операöий "И",
"ИЛИ", "НЕ"; Qp ∈ {Q0, Q1, ..., Q39} —
ìероприятия пëана. Такиì образоì,
реøение заäа÷и своäится к периоäи-
÷еской проверке выпоëниìости ìе-
роприятий пëана Q0 при заäанных
усëовиях gi.
Рассìотриì аëãоритì проверки

выпоëниìости пëана ìероприятий
Q0 на приìере проöесса äуãовой
сварки в РТК c ìанипуëятораìи
Kawasaki FA10L и исто÷никаìи пи-
тания Fronius TPS5000. Исхоäя из
опыта экспëуатаöии äанноãо обору-
äования сфорìировано сеìü основ-
ных усëовий, вëияþщих на выпоëне-
ние ìероприятий пëана Q0 (рис. 2).
В ëевой ÷асти проäукöий у÷тены ос-
новные характеристики техноëоãи-
÷ескоãо проöесса (сì. табëиöу).

Рис. 2. Фрагмент графа плана мероприятий по снижению выпуска некачественной
продукции при сварке изделий в РТК:
Q0 — повыøение ка÷ества изäеëий, свариваеìых в РТК; Q1 — контроëü ОТК ка÷е-
ства сварки; Q2 — контроëü оператороì ка÷ества сварки в хоäе техноëоãи÷ескоãо
проöесса; Q3 — обеспе÷ение корректной работы проãраììы в хоäе сварки; Q4 — на-
ëи÷ие актуаëüной техноëоãи÷еской äокуìентаöии на рабо÷их ìестах; Q5 — осу-
ществëение контроëя ка÷ества сваренноãо изäеëия; Q6 — проìежуто÷ный контроëü
со стороны оператора ка÷ества сварноãо øва; Q7 — поääержка необхоäиìоãо äавëе-
ния защитноãо ãаза на вхоäе РТК; Q8 — корректная работа систеìы тактиëüноãо от-
сëеживания; Q9 — обеспе÷ение стабиëüности тока на äвиãатеëе поäаþщеãо бëока;
Q10 — контроëü работы проãраììы о÷истки; Q11 — собëþäение режиìов сварки в
реаëüноì вреìени; Q12 — контроëü оператороì о÷истки сваро÷ной ãореëки; Q13 —
обеспе÷ение стабиëüности сваро÷ной äуãи; Q14, Q16 — визуаëüный контроëü ка÷е-
ства сварноãо øва; Q15 — обеспе÷ение ìиниìаëüноãо откëонения сваро÷ноãо тока
от ноìинаëüноãо; Q17 — ìониторинã зна÷ений тока äвиãатеëя поäаþщеãо ìеханиз-
ìа на инäикаторах исто÷ника питания; Q18 — контроëü оператороì сопëа ãореëки
посëе о÷истки; Q19 — контроëü оператороì работы фрезы станöии о÷истки; Q20 —
визуаëüный контроëü сваро÷ной äуãи на наëи÷ие искр, брызã и äр.; Q21 — контроëü
оператороì стабиëüности параìетров сварки на инäикаторах исто÷ника питания;
Q22 — провеäение о÷истки вру÷нуþ в сëу÷ае необхоäиìости; Q23 — вызов наëаä-
÷иков при неäостато÷ной о÷истке сваро÷ной ãореëки; Q24 — поääержка необхо-
äиìоãо äавëения сжатоãо возäуха на станöии о÷истки; Q25 — вызов наëаä÷иков
при неäостато÷ноì äавëении сжатоãо возäуха на станöии о÷истки; Q26 — периоäи-
÷еская проверка äокуìентаöии öеховыì техноëоãоì; Q27 — контроëü актуаëüности
äокуìентаöии ìастераìи; Q28 — ìониторинã зна÷ений сваро÷ноãо тока с поìощüþ
функöии RTMON; Q29 — ìониторинã зна÷ений сваро÷ноãо тока по инäикатораì
исто÷ника питания; Q30 — контроëü пороãовоãо зна÷ения откëонений сваро÷ноãо
тока в функöии RTPM; Q31 — выбор в ìенþ исто÷ника питания инäикаöии тока
äвиãатеëя поäаþщеãо ìеханизìа; Q32 — соãëасно техноëоãи÷еской äокуìентаöии в
сëу÷ае откëонения тока äвиãатеëя боëее ÷еì на 10 % остановитü проöесс сварки;
Q33 — визуаëüный контроëü сопëа ãореëки посëе о÷истки; Q34 — поääержка за-
äанноãо уровня антиприãарной жиäкости; Q35 — установка скорости сварки соãëас-
но техноëоãи÷еской äокуìентаöии; Q36 — обеспе÷ение заäанноãо напряжения сва-
ро÷ной äуãи; Q37 — контроëü ãоризонтаëüноãо и вертикаëüноãо сìещений сваро÷-
ной ãореëки; Q38 — соãëасно техноëоãи÷еской äокуìентаöии в сëу÷ае коëебания
напряжения боëее ÷еì на 10 % в иìпуëüсноì режиìе остановитü проöесс сварки;
Q39 — соãëасно техноëоãи÷еской äокуìентаöии в сëу÷ае превыøения напряжения
боëее ÷еì на 5 % в ëинейноì режиìе остановитü проöесс сварки; g1, ..., g7 — усëо-
вия, вëияþщие на выпоëнение ìероприятий Q0, Q3, Q7, Q11, Q13, Q15, Q24; Λ —
сиìвоë конъþнкöии; V — сиìвоë äизъþнкöии

Технологические характеристики процесса дуговой сварки в РТК

Обозна÷ение Наиìенование параìетра

I Текущее зна÷ение сваро÷ноãо тока, А
Iноì Ноìинаëüное зна÷ение сваро÷ноãо тока, А
εI Пороãовое откëонение тока от ноìинаëüноãо, А
Iw Текущее зна÷ение тока на äвиãатеëе поäаþщеãо ìеханизìа, А

Пороãовое зна÷ение тока на äвиãатеëе поäаþщеãо ìеханизìа, А

ErrorCodeC Зна÷ение оøибки контроëëера
ErrorCodePS Зна÷ение оøибки исто÷ника питания
Pв Давëение сжатоãо возäуха в пневìати÷ескоì контуре, МПа
Pã Давëение защитноãо ãаза на вхоäе, МПа

Iw*
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Ниже пере÷исëены основные ус-
ëовия, вëияþщие на выпоëнение
ìероприятий пëана Q0.

Усëовие g1: ЕСЛИ 〈произоøëа уте÷ка
защитноãо ãаза〉 ИЛИ 〈Pã < 5,5 МПа〉,
ТО 〈выпоëнение ìероприятий Q0,
Q7 невозìожно〉.
Усëовие g2: ЕСЛИ 〈Iw > 〉
ИЛИ 〈ErrorCodePS = ERR|056〉,
ТО 〈выпоëнение ìероприятий Q0,
Q11 невозìожно〉.
Усëовие g3: ЕСЛИ 〈g2 = TRUE〉
И 〈ErrorCodeC = CycleStopped〉
И 〈выпоëнена ãерìетизаöия ãазовоãо
контура〉, 
ТО 〈выпоëнение ìероприятий Q0,
Q11 возìожно〉.
Усëовие g4: ЕСЛИ 〈ErrorCodeC = -1802
ИЛИ 〈ErrorCodePS = ERR|052〉
ИЛИ  〈|I – Iноì| l εI〉,
ТО 〈выпоëнение ìероприятий Q13,
Q15 невозìожно〉.
Усëовие g5: ЕСЛИ 〈g4 = TRUE〉
И 〈ErrorCodeC = CycleStopped〉,
ТО 〈выпоëнение ìероприятий Q13,
Q15 возìожно〉.
Усëовие g6: ЕСЛИ 〈ворота в öех от-
крыты〉
И 〈ErrorCodeC ≠ CycleStopped〉,
ТО 〈выпоëнение ìероприятий Q3,
Q13 невозìожно〉.
Усëовие g7: ЕСЛИ 〈Pв m 5 МПа〉,
ТО 〈выпоëнение ìероприятия Q24
невозìожно〉.

Систеìе проäукöий (2) и ãрафу
ìероприятий (рис. 2) поставëена в
соответствие ëоãи÷еская функöия

F(Q1, Q2, ..., Q39, g1, g2, ..., g7) =

= Q5 ∧ Q7 ∧ Q14 ∧ (Q26 ∨ Q27) ∧
∧ Q20 ∧ Q21 ∧ (Q22∧Q23∨ Q24 ∧

∧ g7 ∨ Q25) ∧ (Q28 ∨ Q29 ∨ Q30) ∧
∧ (Q16 ∨ Q31 ∧ Q32) ∧ Q33 ∧ Q34 ∧
∧ (Q35 ∨ Q38 ∧ g5 ∨ Q39 ∧ g5 ∨ Q37) ∧

∧ g1 ∧ g2 ∧ g3 ∧ g4 ∧ g6:

F(Q1, Q2, ..., Q39, g1, g2, ..., g7) = 

= 

На рис. 3 привеäена структурная
схеìа äискретноãо устройства, по-
строенноãо по äанной буëевой функ-
öии, äëя быстрой проверки выпоë-
нения пëана Q0.
Заäавая разëи÷ные зна÷ения арãу-

ìентов этой функöии (выпоëнение
иëи невыпоëнение ìероприятий

Iw*

1, есëи пëан выпоëниì;
0, есëи пëан невыпоëниì.

Рис. 3. Структурная схема дискретного устройства для оперативной проверки вы-
полнимости плана мероприятий

Рис. 4. Структура комплекса технических средств управления процессом сварки в РТК:
ПО — проãраììное обеспе÷ение äëя управëения проöессоì в РТК äуãовой сварки:
терìинаë — интегрированный интерфейс RSView32, ИАС — модуль идентификации
аварийной ситуации, МАС — модуль выдачи рекомендаций по устранению аварийной
ситуации, БД — база данных, МФМ — модуль формирования мероприятий плана по
снижению ущерба от некачественной продукции, МЛФ — модуль вычисления логиче-
ской функции для проверки выполнения плана; 1 — автоìатизированные рабо÷ие ìеста
спеöиаëистов: АРМ-1 — генерального директора, АРМ-2 — технического директора,
АРМ-3 — директора по качеству, АРМ-4 — главного механика, АРМ-5 — главного
технолога, АРМ-6 — начальника цеха, АРМ-7 — начальника ОТК, АРМ-8 — опера-
тора; 2 — äвиãатеëи управëения осяìи ìанипуëятора: Jt1, Jt2, ..., Jt7 — двигатели
1-й, 2-й, ..., 7-й осей соответственно; 3 — сваро÷ный контур: TPS5000 — источник
питания, TS — блок тактильного отслеживания детали, VR1500 — блок подачи сва-
рочной проволоки, FK4000 — блок охлаждения сварочной горелки, AWS-M — датчик
удара горелки; 4 — устройства безопасности: ADSR0, ADSR1 — реле управления фото-
элементными барьерами, VE3BL, JE3BL — эмиттеры, VR3BL, JR3BL — ресиверы,
ZCK-E21 — концевые выключатели движения колонны манипулятора, ZCK-E65 —
концевые выключатели начального положения сварочной горелки, ZCK-E08 — конце-
вые выключатели аварийных дверей, ZCK-J1 — концевые выключатели сближения
манипуляторов; 1GA — бëок öентраëüноãо проöессора управëения контроëëероì:
RS232 I/F — посëеäоватеëüный интерфейс, LAN I/F — интерфейс äëя поäкëþ÷е-
ния к ëокаëüной сети, CPU — центральный процессор контроллера С-40; 1НР —
бëок управëения сервопривоäаìи: СРС — модуль управляющего питания двигателей,
МРС — модули датчиков положения манипулятора; 1GB — бëок управëения äвиãа-
теëяìи осей ìанипуëятора: CPU A — центральный процессор управления двигателями
Jt1—Jt3, CPU B — центральный процессор управления двигателями Jt4—Jt6, CPU С —
центральный процессор управления двигателем Jt7; FC40 — ìноãофункöионаëüный
пуëüт оператора; Rob4000 — интерфейс поëüзоватеëей äëя связи со сваро÷ныì
оборуäованиеì
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Q1, ..., Q39 и усëовий g1, ..., g7), в ëþ-
бой ìоìент вреìени ìожно опера-
тивно проверитü возìожностü выпоë-
нения пëана ìероприятий в разëи÷-
ных произвоäственных ситуаöиях и,
сëеäоватеëüно, реøитü поставëен-
нуþ заäа÷у.

Структура и состав комплекса 
технических средств для реализации 
предложенных моделей и алгоритмов

На рис. 4 привеäена структура
коìпëекса техни÷еских среäств äëя
реаëизаöии преäставëенных выøе
ìоäеëей и аëãоритìов.
Разработанное ìатеìати÷еское

обеспе÷ение в составе описанноãо
коìпëекса техни÷еских среäств позво-
ëяет осуществитü оперативное управ-
ëение проöессоì сварки в РТК по кри-
териþ, характеризуþщеìу ущерб от
наруøений ка÷ества проäукöии.
Проöеäура реøения заäа÷и управ-

ëения проöессоì сварки в РТК äуãо-
вой сварки преäставëена на инфор-
ìаöионно-ëоãи÷еской схеìе (рис. 5).
Как сëеäует из инфорìаöион-

но-ëоãи÷еской схеìы, на вреìенноì
отрезке "Оäин раз в ÷ас" выпоëняþт-
ся анаëиз состояния РТК и сбор ин-
форìаöии об отказах и откëонениях
ка÷ества сваренных изäеëий, инфор-
ìаöия заносится в БД.
На вреìенноì отрезке "Оäин раз в

сìену" провоäится анаëиз при÷ин воз-
никновения отказов РТК. Инфорìа-
öия о при÷инах отказов и способах их
устранения выäается äиспет÷ерскоìу
персонаëу и заносится в БД. В сëу÷ае
необхоäиìости корректируþтся ìе-
роприятия пëана по снижениþ выпу-
ска нека÷ественной проäукöии, выäа-
þтся рекоìенäаöии оперативноìу
персонаëу, реаëизуþтся управëяþщие
возäействия, которые заносятся в БД.
На вреìенноì отрезке "Оäин раз в

неäеëþ" выпоëняется сбор инфорìа-
öии об отказах коìпëекса техни÷еских среäств, от-
кëонениях ка÷ества проäукöии и выпоëненных ìе-
роприятиях пëана по снижениþ ущерба от изãотов-
ëения нека÷ественной проäукöии. Проверка
выпоëниìости пëана ìероприятий провоäится с по-
ìощüþ ëоãи÷еской функöии. В сëу÷ае еãо невыпоë-
нения выявëяþтся при÷ины и выäаþтся рекоìенäа-
öии по их устранениþ.
На вреìенноì отрезке "Оäин раз в ìесяö" на ос-

нове анаëиза накопëенной инфорìаöии об управ-
ëяþщих возäействиях, реаëизованных в те÷ение ìе-
сяöа, пëаново-эконоìи÷ескиì отäеëоì преäприятия
осуществëяется оöенка эконоìи÷ескоãо эффекта уп-

равëения проöессоì сварки. При невозìожности äо-
стижения ожиäаеìоãо уровня эконоìи÷ескоãо эф-
фекта провоäятся необхоäиìые изìенения в пëане
ìероприятий и коррекöия параìетров ìатеìати÷е-
ской ìоäеëи.

Заключение

Преäëоженные ìоäеëи и аëãоритìы позвоëяþт
обеспе÷итü ìиниìизаöиþ ущерба от изãотовëения
нека÷ественной проäукöии в роботизированных
техноëоãи÷еских коìпëексах. Миниìизаöия ущерба
äостиãается за с÷ет разработки, реаëизаöии и про-
верки выпоëниìости пëана ìероприятий по сни-

Рис. 5 Информационно-логическая схема решения задачи управления процессом
дуговой сварки в РТК:
1 — проöесс сварки; 2 — сбор инфорìаöии о хоäе проöесса сварки; 3 — записü ин-
форìаöии об откëонениях ка÷ества сварки в БД; 4 — оöенка ситуаöии при откëо-
нении параìетров сварки от ноìинаëüных зна÷ений; 5 — иäентификаöия текущей
ситуаöии; 6 — ситуаöия аварийная?; 7 — сообщение о øтатной ситуаöии операто-
ру; 8 — сообщение о возникновении аварийной ситуаöии оператору; 9 — принятие
реøения по устранениþ аварийной ситуаöии; 10 — занесение инфорìаöии о
øтатной ситуаöии в БД; 11 — занесение инфорìаöии об аварийной ситуаöии в
БД; 12 — сбор инфорìаöии об отказах коìпëекса техни÷еских среäств; 13 — кор-
ректировка пëана ìероприятий по снижениþ ущерба от нека÷ественной проäук-
öии; 14 — выäа÷а рекоìенäаöий персонаëу в соответствии с пëаноì ìероприятий;
15 — анаëиз состояния РТК; 16 — произоøеë отказ, у÷тенный в ìатеìати÷еской
ìоäеëи?; 17 — сообщение реìонтноìу персонаëу и оператору об отказах коìпëек-
са техни÷еских среäств; 18 — занесение инфорìаöии об отказах в БД; 19 — зане-
сение в БД инфорìаöии об откорректированной ìоäеëи; 20 — извëе÷ение из БД
инфорìаöии об отказах за неäеëþ; 21 — извëе÷ение инфорìаöии из БД о выпуске
нека÷ественной проäукöии за неäеëþ; 22 — сбор экспертной инфорìаöии об от-
кëонениях ка÷ества сварки; 23 — форìирование ëоãи÷еской функöии äëя провер-
ки выпоëнения пëана ìероприятий; 24 — пëан ìероприятий выпоëнен?; 25 — по-
иск по ãрафу пëана ìероприятий при÷ин еãо невыпоëнения; 26 — выäа÷а реко-
ìенäаöий по устранениþ при÷ин невыпоëнения пëана ìероприятий; 27 — занесе-
ние в БД инфорìаöии о резуëüтатах ìиниìизаöии ущерба от выпуска
нека÷ественной проäукöии; 28 — сбор инфорìаöии о ìероприятиях за ìесяö; 29 —
экспертная оöенка эконоìи÷ескоãо эффекта от реаëизаöии УВ; 30 — анаëиз вы-
поëненных ìероприятий оперативныì персонаëоì; 31 — äостиãнут ëи ожиäаеìый
эффект?; 32 — анаëиз при÷ин неэффективности; 33 — корректировка пëана ìе-
роприятий по снижениþ ущерба от нека÷ественной проäукöии; 34 — утвержäение
скорректированноãо пëана ìероприятий; 35 — преìирование персонаëа; 36 — за-
несение в БД инфорìаöии о скорректированноì пëане ìероприятий
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жениþ выпуска нека÷ественной проäукöии при
сварке изäеëий в РТК.
Внеäрение äанных ìоäеëей и аëãоритìов наря-

äу со снижениеì ущерба позвоëит повыситü ста-
биëüностü техноëоãи÷ескоãо проöесса сварки.
В настоящее вреìя разработанная систеìа уп-

равëения проöессоì сварки прохоäит апробаöиþ
на ОАО "Трансìаø" (ã. Энãеëüс).
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The article describes the problems, mathematical models and algorithms for control of the automatic welding technologic
processes in the robotic complexes. The problem of a rational control of the process is solved by the criterion used for mini-
mization of the damage caused to the quality by breakdowns. Since a solution by the methods of variations calculus is prob-
lematic, the problem of the criterion minimization boils down to development and verification of implementation of a detailed
complex action plan for a decrease of the damage due to breakdowns in the technological processes. The action plan was de-
veloped based on the causality between the process parameters and learning of the experience by the dispatching personnel.
The plan is presented as a directed graph, in which vertices are actions of the plan, and arcs define their relationship and
sequence of implementation. The conditions affecting the technological process and implementation of the plan of actions are
presented in the form of a production model. For verification of the plan’s implementation a logic function was developed in
accordance with the graph of the action plan and conditions. By setting different values of the arguments of this function at
any time, it is possible to check quickly a possibility of the plan’s implementation. The article presents an algorithm for solving
of the assignment task at different time intervals by an information-logical scheme. Introduction of the developed models and
algorithms in the industrial enterprises using a robotic welding will reduce the damage caused by the defective products.
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Математическая модель системы управления 
мобильного транспортного средства*

Введение

Оäной из обëастей приìенения ìобиëüных ро-
ботов явëяþтся транспортно-скëаäские операöии
на произвоäстве, в которых требуется орãанизоватü
бесперебойнуþ äоставку ìатериаëов, инструìен-
тов, заãотовок к обрабатываþщиì станкаì и свое-
вреìеннуþ отãрузку ãотовой проäукöии на скëаä.
Испоëüзование среäств навиãаöии, автоìатизаöии
и управëения позвоëяет созäаватü автоìати÷ески
управëяеìые транспортные среäства (AGV —
Automated Guided Vehicle) [1], интеãраöия которых
в систеìу управëения преäприятиеì позвоëяет со-
кратитü вреìя произвоäства, снизитü себестоиìостü
проäукöии, искëþ÷итü ÷еëове÷еский фактор и
у÷астие ÷еëовека на опасных у÷астках, обеспе÷итü
ãибкостü при перехоäе на äруãие виäы проäукöии.

Среäи ìноãообразных виäов AGV-среäств рас-
пространены коëесные робокары — преäназна÷ен-
ные äëя перевозки ãрузов роботизированные те-
ëежки, øасси которых ìожет иìетü разëи÷нуþ кон-
фиãураöиþ. Кëассификаöия типов øасси привеäена
в работе [2], ãäе также рассìатриваþтся способы за-
äания трассы äвижения ìобиëüных роботов, среäст-
ва их о÷увствëения и привеäения в äвижение.
При разработке систеì управëения транспорт-

ныìи среäстваìи сëеäует у÷итыватü ìножество
факторов, вëияþщих на их работу. Матеìати÷еское
и, как сëеäствие, коìпüþтерное ìоäеëирование
позвоëяет осуществитü анаëиз систеìы управëе-
ния, а также синтез управëяþщеãо устройства без
необхоäиìости провеäения äороãостоящих экспе-
риìентов с физи÷ескиì объектоì. Существует
боëüøое ÷исëо ìоäеëей транспортных среäств,
кажäая из которых строится на некоторых преäпо-
ëожениях и, соответственно, иìеет свои преиìу-
щества и неäостатки.

Представлена математическая модель системы управления движением транспортного средства, имеющего шасси с двумя
независимыми ведущими колесами. Модель, учитывающая положение колесного мобильного средства относительно заданной
трассы, построена с использованием аппарата передаточных функций, что позволяет применять методы как классической,
так и современной теории управления для синтеза устройств управления.
Ключевые слова: мобильный робот, транспортное средство, система управления, модель, передаточная функция, траек-

тория движения

 * Работа выпоëнена при финансовой поääержке РФФИ
и Правитеëüства Беëãороäской обëасти в раìках проекта
N 14-41-08044 "р_офи_ì".
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В работе [3] рассìатривается ìоäеëü трехкоëес-
ноãо ìобиëüноãо робота с äвуìя управëяеìыìи ве-
äущиìи коëесаìи, äвижение котороãо описывает-
ся в ìатри÷ноì виäе с испоëüзованиеì уравнений
Лаãранжа—Максвеëëа äëя эëектроìехани÷еской
систеìы. Дëя анаëоãи÷ной трехкоëесной схеìы
øасси в статüе [4] иссëеäована ìоäеëü, построен-
ная на основе уравнений äвижения корпуса робо-
тизированноãо среäства и уравнений, отражаþщих
эëектроìехани÷еские проöессы, характерные äëя
äвиãатеëей постоянноãо тока с реäуктораìи, вра-
щаþщих веäущие коëеса.
Привеäенные ìоäеëи позвоëяþт структурно преä-

ставитü систеìу управëения транспортноãо среäст-
ва, а приìенение ìетоäов кëасси÷еской теории уп-
равëения äëя их анаëиза затруäнитеëüно. С этой
то÷ки зрения уäобной в испоëüзовании явëяется
преäставëенная в статüе [5] структурная схеìа сис-
теìы управëения боковыì откëонениеì робокара
от трассы, явëяþщаяся основой ìатеìати÷ескоãо
обеспе÷ения испытатеëüноãо стенäа, описанноãо в
патенте РФ [6]. Основой структурной схеìы явëя-
ется ìоäеëü в виäе переäато÷ной функöии транс-
портноãо среäства при еãо боковоì äвижении из
ìоноãрафии [7], в которой также поëу÷ена переäа-
то÷ная функöия äëя проäоëüноãо äвижения.
Посëеäние указанные ìоäеëи непосреäственно

связаны с поëожениеì ìобиëüноãо среäства отно-
ситеëüно заäанной трассы, оäнако не äеìонстри-
руþт еãо äвижение в пространстве. Кроìе тоãо,
поäсистеìы управëения боковыì и проäоëüныì
äвижениеì коëесноãо робота явëяþтся взаиìосвя-
занныìи, ÷то у÷итывается в преäëоженной äаëее
обобщенной ìоäеëи систеìы управëения äвиже-
ниеì ìобиëüноãо транспортноãо среäства.

Постановка задачи исследования

Рассìотриì робокар с ÷етырехкоëесной роìбо-
виäной схеìой øасси с äвуìя веäущиìи коëесаìи 4
и 11, распоëоженныìи на попере÷ной оси, и äвуìя
опорныìи коëесаìи 8 и 13 на проäоëüной оси 1
(рис. 1). Такуþ схеìу øасси иìеþт, наприìер,
AGV-среäства, приìеняеìые на завоäе BMW в
Лейпöиãе [8, 9]. Распоëожиì на проäоëüной оси
ìобиëüной пëатфорìы на расстоянии d от öентра

ìасс С äат÷ик 3, изìеряþщий боковое откëонение Δ
робокара от заäанной трассы 2. Трасса, вäоëü ко-
торой äвижется робокар, ìожет иìетü опти÷еский
(в виäе нарисованной ëинии) иëи инäуктивный
способ заäания. Проäоëüнуþ скоростü äвижения
öентра ìасс обозна÷иì VT.
Траектория äвижения транспортноãо среäства

опреäеëяется изìенениеì во вреìени скоростей
вращения веäущих коëес 4 и 11, кажäое из которых
привоäится в äвижение посреäствоì äвиãатеëя по-
стоянноãо тока с понижаþщиìи реäуктораìи 6, 9,
соответственно. Посëеäний ìожет бытü конструк-
тивно выпоëнен совìестно с äвиãатеëеì и сëужит
äëя увеëи÷ения ìощности на выхоäноì ваëу, соеäи-
няеìоì с коëесоì. Скоростü вращения äвиãатеëей
реãуëируется бортовыì устройствоì управëения 7,
форìируþщиì возäействия на основании сиãна-
ëов от äат÷ика боковоãо откëонения 3 и äат÷иков
скоростей вращения коëес 5 и 10 при испоëüзовании
выбранноãо закона иëи аëãоритìа управëения. При-
бëижение к то÷каì на трассе, в которых äоëжна
происхоäитü остановка транспортноãо среäства äëя
поãрузки иëи разãрузки, опреäеëяется бортовыì
устройствоì управëения по сиãнаëу от äат÷ика 12,
который распознает наëи÷ие ìаркера, распоëожен-
ноãо на некотороì расстоянии äо то÷ки останова.
Заäа÷а иссëеäования состоит в поëу÷ении äëя

выбранной схеìы транспортноãо среäства ìатеìа-
ти÷еской ìоäеëи систеìы управëения, которая об-
ëаäает сëеäуþщиìи свойстваìи:
у÷итывает проäоëüное и боковое äвижение от-
носитеëüно заäанной трассы, а также взаиìо-
связü этих äвух äвижений;
отражает структуру систеìы управëения транс-
портноãо среäства;
позвоëяет осуществëятü анаëиз и синтез управ-
ëяþщих устройств ìетоäаìи кëасси÷еской те-
ории управëения;
отображает äвижение ìобиëüноãо среäства в
пространстве.
Построение ìоäеëи провеäеì при сëеäуþщих

упрощениях, которые испоëüзуþтся, наприìер, в
работах [4, 10—12]:
робот äвижется по ãëаäкой поверхности в ãори-
зонтаëüной пëоскости;
эффекты, связанные с äинаìи÷ескиì перерас-
преäеëениеì наãрузки на коëеса при ìаневри-
ровании, не у÷итываþтся;
корпус транспортноãо среäства явëяется абсо-
ëþтно жесткиì;
отсутствует проскаëüзывание при äвижении
всех коëес;
не у÷итывается вëияние веäоìых коëес на на-
правëение äвижения.

Метод решения задачи исследования

Преäставиì в кажäый ìоìент вреìени äвиже-
ние робокара относитеëüно заäанной трассы в виäе
äвух взаиìосвязанных äвижений: боковоãо, перпен-

Рис. 1. К построению математической модели робокара с ром-
бовидной схемой шасси
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äикуëярноãо к трассе, и проäоëüноãо,
сонаправëенноãо ей. Буäеì поëаãатü,
÷то управëение кажäыì из рассìатри-
ваеìых äвижений осуществëяется по
своеìу канаëу систеìы управëения.
Заäаниеì äëя поäсистеìы управ-

ëения боковыì откëонениеì явëяется
нуëевое расстояние öентра ìасс робо-
кара äо трассы. При наëи÷ии откëо-
нения еãо зна÷ение опреäеëяется äат-
÷икоì, который ìожет иìетü разëи÷-
нуþ конструкöиþ в зависиìости от
способа орãанизаöии трассы. Приìер
äат÷ика при инäуктивноì заäании
трассы привеäен в статüе [13]. В сëу÷ае
опти÷ескоãо заäания трассы откëоне-
ние ìожет опреäеëятüся по разности
показаний äвух анаëоãовых äат÷иков,
оäин из которых распоëожен ëевее,
а äруãой — правее трассы. Оøибка
рассоãëасования, соответствуþщая бо-
ковоìу откëонениþ, преобразуется
бортовыì устройствоì управëения в
сиãнаë ШИМ. Посëеäоватеëüностü
иìпуëüсов, поäаваеìых на ëевый äви-
ãатеëü, ìожет иìетü скважностü, отëи÷нуþ от
скважности иìпуëüсов, поäаваеìых на правый
äвиãатеëü, т. е. среäние зна÷ения управëяþщих на-
пряжений ëевоãо и правоãо äвиãатеëей в общеì
сëу÷ае разëи÷ны. Такиì образоì, ìожно рассìот-
ретü на выхоäе устройства усиëения разностü среä-
них зна÷ений управëяþщих напряжений, поäавае-
ìых в виäе сиãнаëа ШИМ на äвиãатеëи постоян-
ноãо тока. Разностü среäних зна÷ений напряжений
созäает разностü скоростей вращения äвиãатеëей,
реäукторов и, соответственно, веäущих коëес, ÷то
привоäит к повороту ìобиëüной пëатфорìы отно-
ситеëüно ее öентра ìасс и изìенениþ боковоãо от-
кëонения. Описанный проöесс управëения боко-
выì откëонениеì преäставиì в виäе функöи-
онаëüной схеìы, изображенной на рис. 2.
Испоëüзуя известные из работ [14—16] переäа-

то÷ные функöии эëеìентов функöионаëüной схе-
ìы и приìеняя преобразование Лапëаса äëя сиã-
наëов, поëу÷иì структурнуþ схеìу поäсистеìы уп-
равëения боковыì откëонениеì (рис. 3).
Даëее рассìотриì управëение проäоëüныì äви-

жениеì, которое осуществëяется в äвух режиìах.
В первоì из них происхоäит управëение проäоëü-
ной скоростüþ, коãäа робокар äвижется по пряìо-
ëинейныì у÷асткаì иëи у÷асткаì поворотов трас-
сы. Второй режиì преäпоëаãает управëение про-
äоëüныì поëожениеì транспортноãо среäства в
ìестах останова äëя осуществëения поãрузо÷-
но-разãрузо÷ных операöий.
Проöесс управëения проäоëüной скоростüþ

преäставиì в виäе функöионаëüной схеìы (рис. 4).
Заäаниеì äëя соответствуþщей поäсистеìы явëя-
ется зна÷ение скорости, которое необхоäиìо поä-
äерживатü при äвижении на текущеì у÷астке трассы.

Реаëüная скоростü äвижения расс÷итывается по
изìеренныì äат÷икаìи скоростяì вращения äвух
веäущих коëес и зависит от суììы этих скоростей.
Разностü ìежäу заäанной и реаëüной проäоëüны-
ìи скоростяìи äает оøибку рассоãëасования, пос-
тупаþщуþ на усиëитеëüное устройство. На выхоäе
усиëитеëя рассìотриì суììу управëяþщих сиãна-
ëов, которые преäставëяþт собой среäнее зна÷е-
ние напряжения, поäаваеìоãо в виäе ШИМ-сиã-
наëа на äвиãатеëи. От суììы среäних зна÷ений уп-
равëяþщих напряжений зависит суììа скоростей
вращения ваëов äвиãатеëей, выхоäных ваëов ре-
äукторов и, соответственно, веäущих коëес. Нако-
неö, суììа скоростей вращения коëес опреäеëяет
проäоëüнуþ скоростü робокара.
Структурная схеìа систеìы управëения про-

äоëüной скоростüþ, поëу÷енная на основе функ-
öионаëüной схеìы, посëе привеäения ее к виäу

Рис. 4. Функциональная схема системы управления продольной
скоростью:
1 — усиëитеëüное устройство; 2 — äвиãатеëи; 3 — реäукторы; 4 —
øасси; 5 — äат÷ик уãëовой скорости; 6 — бëок вы÷исëения
проäоëüной скорости; gV(t) — заäанное зна÷ение проäоëüной
скорости; εV(t) — сиãнаë рассоãëасования; (t) — суììа среä-
них зна÷ений напряжений, поäаваеìых на äвиãатеëи; ωΣ(t) —
суììа скоростей вращения ваëов äвиãатеëей; (t) — суììа
скоростей вращения веäущих коëес; VT(t) — проäоëüная ско-
ростü; (t) — суììа напряжений äат÷иков, изìеряþщих ско-
рости вращения ваëов
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Рис. 2. Функциональная схема подсистемы управления боковым отклонением:
1 — усиëитеëüное устройство; 2 — äвиãатеëи; 3 — реäукторы; 4 — øасси; 5 — робокар;
6 — äат÷ик боковоãо откëонения; g(t) — заäанное боковое откëонение; ε(t) — сиã-
наë рассоãëасования; (t) — разностü среäних зна÷ений напряжений, поäаваеìых на
äвиãатеëи; (t) — разностü скоростей вращения ваëов äвиãатеëей; (t) — разностü
скоростей вращения веäущих коëес; ωz(t) — скоростü поворота пëатфорìы отно-
ситеëüно öентра ìасс; us(t) — напряжение на выхоäе äат÷ика боковоãо откëонения
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Рис. 3. Структурная схема подсистемы управления боковым отклонением:
kA — коэффиöиент переäа÷и усиëитеëя; kM, TM — коэффиöиент усиëения и по-
стоянная вреìени äвиãатеëей, зависящая от сопротивëения äвиãатеëяì при пово-
роте робокара; kR — коэффиöиент переäа÷и реäуктора; kH — коэффиöиент пере-
äа÷и øасси; T — постоянная вреìени ìобиëüной пëатфорìы, равная T = d/VT; kS —
коэффиöиент переäа÷и äат÷ика
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заìкнутой систеìы управëения с еäини÷ной отри-
öатеëüной обратной связüþ и преобразования сиã-
наëов по Лапëасу преäставëена на рис. 5.
В сëу÷ае управëения проäоëüныì поëожениеì

заäаþщиì сиãнаëоì явëяется нуëевое расстояние
от ìестопоëожения робокара на трассе äо то÷ки
останова, а выхоäныì — пройäенный путü от ìо-
ìента на÷аëа работы поäсистеìы управëения про-
äоëüныì поëожениеì äо текущеãо ìоìента вреìени.
При этоì зна÷ение пройäенноãо пути вы÷исëяется
исхоäя из суììарной скорости äвиãатеëей коëес,
а оøибка рассоãëасования преäставëяет собой ре-
аëüное расстояние, которое остаëосü пройти äо
ìеста останова. Основываясü на схеìе управëения
проäоëüной скоростüþ (сì. рис. 4), с у÷етоì ука-
занных отëи÷ий составиì функöионаëüнуþ схеìу
поäсистеìы проäоëüноãо позиöионирования (рис. 6).
Как и ранее, äëя простоты анаëиза поëу÷ена

структурная схеìа поäсистеìы проäоëüноãо пози-
öионирования с еäини÷ной отриöатеëüной обрат-
ной связüþ (рис. 7).
По поëу÷енныì структурныì схеìаì (сì. рис. 3,

5, 7) сфорìируеì обобщеннуþ ìоäеëü систеìы
управëения ìобиëüныì транспортныì среäствоì,
у÷итываþщуþ взаиìосвязü проäоëüноãо и боково-
ãо äвижений робокара (рис. 8). Перекëþ÷ение би-
стабиëüноãо ëоãи÷ескоãо эëеìента (ЛЭ) соответст-
вует сìене режиìа управëения проäоëüныì äвиже-
ниеì с управëения скоростüþ на управëение
поëожениеì и обратно. Такое перекëþ÷ение про-
исхоäит по сиãнаëу ST, форìируеìоìу äат÷икоì
прибëижения к ìаркеру останова.
Как виäно, структурная схеìа обобщенной ìо-

äеëи иìеет в ка÷естве выхоäных сиãнаëов проäоëü-
нуþ скоростü робокара, которая при интеãрирова-
нии äает пройäенный путü по заäанной трассе, и
боковое откëонение от трассы. Такая ìоäеëü поëно-
стüþ опреäеëяет поëожение транспортноãо среäства
относитеëüно пряìоëинейноãо у÷астка трассы. Дëя

у÷ета иìеþщихся у÷астков поворота
трассы буäеì с÷итатü, ÷то откëонение
трассы от пряìоëинейноãо направëе-
ния явëяется возìущаþщиì возäейст-
виеì äëя поäсистеìы управëения бо-
ковыì откëонениеì робокара (рис. 9).
Понятие откëонения от пряìоëи-

нейноãо направëения буäеì рассìат-
риватü как расстояние ΔT(ti) от то÷ки,
которая рассìатривается в сëеäуþ-
щий ìоìент вреìени ti + 1, на трассе
äо пряìой, прохоäящей ÷ерез то÷ки
трассы, соответствуþщие текущеìу ti
и преäыäущеìу ti – 1 ìоìентаì вреìени
(рис. 10). При ìаëоì зна÷ении интер-
ваëа вреìени [ti – 1; ti] отрезок, заäаþ-
щий текущее пряìоëинейное направ-
ëение äвижения, буäет прибëизитеëüно
совпаäатü с у÷асткоì кривой трассы.
Поäа÷а в ка÷естве возìущаþщеãо

возäействия нуëевых и ненуëевыхРис. 8. Структурная схема обобщенной модели системы управления робокара

Рис. 5. Структурная схема подсистемы управления продольной
скоростью с единичной отрицательной обратной связью:
kAV — коэффиöиент переäа÷и усиëитеëя поäсистеìы управëе-
ния проäоëüной скоростüþ; kM, TMT — коэффиöиент усиëения
и постоянная вреìени äвиãатеëей, зависящая от сопротивëе-
ния äвиãатеëяì при проäоëüноì äвижении; kR — коэффиöиент
переäа÷и реäуктора; kH — коэффиöиент переäа÷и øасси

Рис. 6. Функциональная схема системы управления продоль-
ным положением:
1 — усиëитеëüное устройство; 2 — äвиãатеëи; 3 — реäукторы; 4 —
øасси; 5 — äат÷ик уãëовой скорости; 6 — бëок вы÷исëения
пройäенноãо расстояния; gx(t) — заäанное расстояние от ìесто-
поëожения робокара на трассе äо то÷ки останова; εx(t) — сиãнаë
рассоãëасования; (t) — суììа среäних зна÷ений напряжений,
поäаваеìых на äвиãатеëи; ωΣ(t) — суììа скоростей вращения
ваëов äвиãатеëей; (t) — суììа скоростей вращения веäущих
коëес; x(t) — пройäенный путü от ìоìента на÷аëа работы поä-
систеìы управëения проäоëüныì поëожениеì; (t) — суììа
напряжений äат÷иков, изìеряþщих скорости вращения ваëов

ua
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Σ

usT
Σ

Рис. 7. Структурная схема подсистемы продольного позициони-
рования с единичной отрицательной обратной связью:
kAX — коэффиöиент переäа÷и усиëитеëя поäсистеìы управëения
проäоëüноãо позиöионирования; kM, TMT — коэффиöиент усиëе-
ния и постоянная вреìени äвиãатеëей, зависящая от сопротивëе-
ния äвиãатеëяì при проäоëüноì äвижении; kR — коэффиöиент
переäа÷и реäуктора; kH — коэффиöиент переäа÷и øасси

kH
EV(s)GV(s)

VT(s)

VT(s)
kAV kR

Ωw
Σ s( )Ua

Σ s( ) kM
TMTs + 1

ΩΣ(s)

ωw
Σ t( )ua

Σ t( )

usT
Σ t( )

ωΣ(t)gx(t) = 0 εx(t)

x(t)

x(t)

Ωw
Σ s( )Ua

Σ s( ) ΩΣ(s)Gx(s) = 0

X(s)

Ex(s) X(s)kM

s
kR

kHkAX TMTs + 1



Мехатроника, автоматизация, управление, Том 18, № 5, 2017 337

зна÷ений, ÷то соответствует пряìоëинейныì и
кривоëинейныì у÷асткаì, позвоëяет ìоäеëиро-
ватü заäание разëи÷ных конфиãураöий трассы.
Дëя коìпüþтерноãо ìоäеëирования äопоëниì

ìоäеëü трассы такиì образоì, ÷тобы в зависиìос-
ти от текущеãо поëожения транспортноãо среäства,
которое опреäеëяется пройäенныì расстояниеì
xR, она преäоставëяëа äëя ìоäеëи робокара сëе-
äуþщуþ инфорìаöиþ:
боковое откëонение от трассы Δ в текущий ìо-
ìент вреìени, которое равно разности ΔR – ΔT;
зна÷ение ëоãи÷ескоãо сиãнаëа ST выбора управ-
ëения проäоëüной скоростüþ иëи проäоëüныì
поëожениеì.

Вìесте с теì, ìоäеëü äвижения транспортноãо
среäства, кроìе веëи÷ины xR, äоëжна преäостав-
ëятü äëя ìоäеëи трассы:
зна÷ение ΔR боковоãо откëонения робокара от
пряìоëинейноãо äвижения;
зна÷ение ëоãи÷ескоãо сиãнаëа STR, соответствуþ-
щеãо тоìу, произоøëа ëи поëная остановка робо-
кара, т. е. ãотово ëи транспортное среäство к вы-
поëнениþ поãрузо÷но-разãрузо÷ной операöии.
Взаиìосвязü ìоäеëи трассы и ìоäеëи ìобиëü-

ноãо робота показана на рис. 11.
Распоëаãая ìоäеëüþ пространственной конфи-

ãураöии трассы и ìоäеëüþ äвижения робокара от-
носитеëüно трассы, ìожно путеì несëожных ìате-
ìати÷еских äействий опреäеëятü поëожение робо-
кара в пространстве.

Интерпретация и иллюстрация 
полученных результатов исследования

Привеäеì приìеры построения траектории äви-
жения транспортноãо среäства с испоëüзованиеì
разработанной ìоäеëи. Преäставëенные äаëее ре-
зуëüтаты поëу÷ены путеì коìпüþтерноãо ìоäеëи-
рования в среäе MATLAB.
На рис. 12 показано äвижение робокара на у÷а-

стке торìожения переä то÷кой останова с на÷аëü-
ныì боковыì откëонениеì от трассы 0,2 ì. Друãие
на÷аëüные усëовия: расстояние от то÷ки на÷аëа
торìожения äо то÷ки останова — 1 ì; проäоëüная
скоростü — нуëевая.
На рис. 13 проäеìонстрировано испоëüзование

ìоäеëи äëя построения äвижения робокара вäоëü
пряìоëинейноãо у÷астка траектории с управëени-
еì по проäоëüной скорости, заäаниеì äëя которой
явëяется зна÷ение 0,5 ì/с. На÷аëüные усëовия:
проäоëüная скоростü — нуëевая, боковое откëоне-
ние — 0,2 ì.
График на рис. 14 явëяется резуëüтатоì ìоäе-

ëирования äвижения вäоëü трассы, кажäая то÷ка
которой на о÷ереäноì øаãе ìоäеëирования иìеет
откëонение 0,004 ì. Друãие параìетры ìоäеëиро-

Рис. 9. Подсистема управления боковым отклонением с учетом
возмущающего воздействия, являющегося следствием непрямо-
линейности трассы:
W(s) — переäато÷ная функöия пряìоãо канаëа поäсистеìы уп-
равëения боковыì откëонениеì; ΔR(s), ΔT(s), Δ(s) — преобра-
зованные по Лапëасу откëонение робокара от пряìоëинейноãо
направëения äвижения, откëонение то÷ки на трассе от пряìо-
ëинейноãо направëения и боковое откëонение робокара от за-
äанной трассы соответственно

Рис. 10. Рисунок, поясняющий понятие отклонения к прямоли-
нейному направлению трассы:
1 — заäанная трасса; 2 — пряìоëинейное направëение трассы
в ìоìент вреìени ti

Рис. 11. Взаимосвязь модели трассы и обобщенной модели ро-
бокара

Рис. 12. Движение робокара относительно прямолинейного уча-
стка торможения:

 — ìаркер на÷аëа позиöионирования; Ѕ — то÷ка останова
робокара
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вания: на÷аëüное боковое откëонение 0,2 ì, на-
÷аëüное и заäанное зна÷ение проäоëüной скорости
соответственно 0 ì/с и 0,5 ì/с.
Коìбинируя у÷астки пряìоëинейноãо äвиже-

ния и у÷астки поворота, ìожно иссëеäоватü äви-
жение робокара относитеëüно сëожной трассы, со-
стоящей из у÷астков пряìоëинейноãо äвижения и
у÷астков поворота, а также то÷ек останова транс-
портноãо среäства äëя осуществëения поãрузо÷-
но-разãрузо÷ных операöий.
Кроìе тоãо, есëи пренебре÷ü взаиìосвязüþ

поäсистеì управëения äвижениеì (сì. рис. 8), ëеã-
ко ìожно поëу÷итü показатеëи ка÷ества проöесса
управëения äëя кажäой из них в отäеëüности. На
рис. 15 показан поëу÷енный с поìощüþ разрабо-
танной ìоäеëи проöесс коìпенсаöии боковоãо от-
кëонения при еãо на÷аëüноì зна÷ении, равноì
ìаксиìаëüно äопустиìоìу 0,2 ì, и проäоëüной
скорости 0,5 ì/с.
Как виäно из привеäенноãо ãрафика, проöесс

управëения боковыì откëонениеì обëаäает äоста-
то÷но боëüøиì перереãуëированиеì σ, вреìенеì
реãуëирования Tp и коëебатеëüностüþ. Управëение
проäоëüной скоростüþ и поëожениеì также иìеет
неäостатки. Так, проöесс набора скорости робока-
роì от нуëя äо заäанноãо зна÷ения, равноãо 1 ì/с

(рис. 16), иìеет стати÷ескуþ оøибку, поскоëüку
зна÷ение скорости в установивøеìся режиìе
VTуст = 0,504 ì/с ìенüøе заäания.
Проöесс управëения по поëожениþ преäстав-

ëен на рис. 17. Зäесü в ìоìент вкëþ÷ения поäсис-
теìы позиöионирования расстояние äо то÷ки тре-
буеìоãо останова равно 1 ì.
Наëи÷ие перереãуëирования на рис. 17 соответст-

вует необхоäиìости реверсивноãо äвижения транс-
портноãо среäства и явëяется нежеëатеëüныì.

Рис. 13. Траектория движения робокара относительно прямо-
линейного участка при управлении продольной скоростью

Рис. 14. Траектория движения робокара по криволинейному
участку трассы при ненулевом начальном боковом отклонении

Рис. 16. Переходной процесс подсистемы управления продоль-
ной скоростью

Рис. 15. Реакция подсистемы управления боковым отклонением
на ненулевое начальное отклонение от заданной трассы

Рис. 17. Переходной процесс подсистемы управления продоль-
ным положением
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Заключение

Достоинствоì разработанной ìоäеëи управëе-
ния äвижениеì ÷етырехкоëесноãо транспортноãо
среäства с äвуìя веäущиìи и äвуìя опорныìи ко-
ëесаìи явëяется äекоìпозиöия систеìы управëе-
ния на поäсистеìы, кажäая из которых преäстав-
ëяется в виäе структурной схеìы.
Провеäенный анаëиз выявиë сëеäуþщие неäос-

татки, которые преäпоëаãается устранитü путеì син-
теза и внеäрения реãуëяторов äëя кажäой поäсистеìы
в отäеëüности: управëение боковыì откëонениеì об-
ëаäает боëüøиìи коëебатеëüностüþ и вреìенеì ре-
ãуëирования, управëение проäоëüной скоростüþ
иìеет стати÷ескуþ оøибку, а äëя управëения поëо-
жениеì неäостаток закëþ÷ается в наëи÷ии перереãу-
ëирования. При этоì за с÷ет преäставëения поäсис-
теì в виäе структурных схеì иìеется возìожностü
синтеза законов управëения ìетоäаìи как кëасси÷е-
ской, так и совреìенной теории управëения.
Друãое äостоинство ìоäеëи закëþ÷ается в воз-

ìожности построения äëя трассы ëþбой конфиãу-
раöии, заäанной в откëонениях траектории äвиже-
ния ìобиëüноãо робота в пространстве с у÷етоì
взаиìосвязи поäсистеì.
Такиì образоì, поëу÷енная ìоäеëü поëезна äëя

преäваритеëüноãо иссëеäования спроектирован-
ных законов управëения äвижения робокара.
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The paper presents a mathematical model of a motion control system for a vehicle with a chassis of two independent drive
wheels. The active wheels are driven by DC motors through the reducers. The vehicle has a wheel speed sensor and a sensor
of the lateral deviation from the predetermined route, a signal from which is transmitted to the control unit. The model takes
into account the position of the wheeled mobile vehicle in relation to a guide path. It is built with the transfer functions, which
allow application of the methods of both classical and modern control theory for the synthesis of the control devices. The model
of the vehicle describes three interrelated subsystems, which control the lateral deviation, the longitudinal velocity and the po-
sition. Research of each subsystem separately showed theirs drawbacks. The lateral deviation control has a large overshoot
and settling time. The longitudinal speed control has an error in steady state. The drawback of the position control is the presence
of an overshoot, which demands the reverse engines. These drawbacks can be eliminated by introduction of the control devices
into each of the subsystems. Also, the model envisages a trajectory of the vehicle motion in the coordinate plane. Besides, it
provides for a model of the trace, defined in the deviations from the straight direction. This model takes into account the presence
of the straight sections, the turning sections and the positioning points on the trace. The developed model is useful for a pre-
liminary research of the synthesized control laws of the vehicle motion.

Keywords: mobile robot, vehicle, control system, model, transfer function, trajectory of motion
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Кодовое разделение логических каналов передачи транзакций 
в интеллектуальных мехатронных системах

Введение

Развитие инфорìаöионных техноëоãий и среäств
ìехатроники привеëо к построениþ систеì коìп-
ëексноãо автоìатизированноãо управëения разëи÷-
ныìи произвоäственно-техноëоãи÷ескиìи про-
öессаìи. Систеìы управëения техноëоãияìи и
произвоäстваìи объеäиняþт также ãруппы разно-
образных интеëëектуаëüных устройств. Такие сис-
теìы вкëþ÷аþт, как правиëо, интеëëектуаëüные
сенсорные устройства, ситуаöионные öентры и
öентры выработки управëен÷еских реøений, а так-
же функöионаëüно ориентированные испоëнитеëü-
ные ìеханизìы с äистанöионныì управëениеì. Сов-
реìенный произвоäственно-техноëоãи÷еский объ-
ект, как правиëо, насыщен раäиоэëектронныì
оборуäованиеì автоìатизированноãо контроëя и

управëения, а также кабеëüныìи ëинияìи связи и
раäио÷астотныìи канаëаìи переäа÷и транзакöий.
В боëüøинстве проектов траäиöионно преäус-

ìатривается разäеëüное испоëüзование канаëüных
ресурсов исто÷никаìи и потребитеëяìи инфорìа-
öии, ÷то сопровожäается необхоäиìостüþ прокëаäки
оãроìноãо ÷исëа ëиний связи иëи выäеëениеì äо-
стато÷но øирокоãо спектра ÷астот из состава весü-
ìа äефиöитноãо ÷астотноãо ресурса. Острота ука-
занной пробëеìы в зна÷итеëüной ìере ìожет бытü
снижена за с÷ет приìенения принöипов коäовоãо
разäеëения (упëотнения) канаëов переäа÷и инфор-
ìаöии — CDMA (Code Division Multiple Access)
[1—6]. Оäнако боëüøинство проектных реøений в
этой обëасти относится к сфере построения среäств
сотовой связи и в той иëи иной ìере повторяет ос-
новные поëожения ìежäунароäной рекоìенäаöии

Предложен численный метод ускоренного выделения битов информационных потоков из бит-кадров при кодовом разделении
логических каналов передачи транзакций на основе использования функций Уолша в интеллектуальных мехатронных системах.
Проанализирована схема кодового разделения потоков битов за счет введения в мехатронную систему интеллектуальных
мультиплексоров потоков битов источников информации на передающей стороне канала и интеллектуальных сепараторов по-
токов битов на приемной стороне. Особенность данной схемы кодового разделения логических каналов заключается в том, что
она полностью реализуется за счет использования программных средств в составе интеллектуальной мехатронной системы.
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IS—95 [1, 2]. В ка÷естве неäостатков техноëоãии
CDMA ìожно отìетитü сëожностü техни÷ескоãо по-
строения и высокий уровенü поìех при увеëи÷ении
÷исëа оäновреìенно функöионируþщих абонентов,
сиãнаëы которых на приеìной стороне выäеëяþтся
аппаратно-проãраììныìи корреëятораìи [7—10].
С у÷етоì выøеизëоженноãо в äанной работе

преäставëен ìетоä ускоренноãо выäеëения битов
инфорìаöионных потоков из бит-каäров при коäо-
воì разäеëении ëоãи÷еских канаëов переäа÷и тран-
закöий на основе испоëüзования функöий Уоëøа.
Иссëеäования показаëи, ÷то в äанноì сëу÷ае схеìа
CDMA ìожет бытü поëностüþ реаëизована про-
ãраììныìи среäстваìи за с÷ет ввеäения в систеìу
интеëëектуаëüных ìуëüтипëексоров потоков битов
исто÷ников инфорìаöии на переäаþщей стороне
кабеëüноãо иëи раäио÷астотноãо канаëов и интеë-
ëектуаëüных сепараторов потоков битов на приеì-
ной стороне. Установëено, ÷то эти среäства öеëе-
сообразно приìенятü выøе уровней физи÷ескоãо и
ëоãи÷ескоãо канаëов, но ниже уровня переäа÷и
транзакöий.

Численный метод восстановления значений 
элементов бит-векторной строки

Рассìотриì ÷исëенный ìетоä ускоренноãо вы-
äеëения битов инфорìаöионных потоков из бит-
каäров при коäовоì разäеëении ëоãи÷еских кана-
ëов на основе испоëüзования функöий Уоëøа. При
этоì буäеì поëаãатü, ÷то аппаратные и проãраì-
ìные среäства переäа÷и теëеìетри÷еских äанных в
ìехатронной систеìе äоëжны обеспе÷иватü обìен
инфорìаöией ìежäу ãруппой интеëëектуаëüных
сенсорных устройств и оборуäованиеì öентра об-
работки инфорìаöии. Группа сенсорных коìпо-
нентов вкëþ÷ает n реаëüно функöионируþщих не-
зависиìых исто÷ников инфорìаöии, которые äëя
оäнонаправëенной переäа÷и потоков теëеìетри÷е-
ских транзакöий испоëüзуþт оäин физи÷еский ка-
наë с коäовыì разäеëениеì канаëüноãо ресурса.
Дëя переäа÷и транзакöий управëения от оборуäо-
вания öентра обработки инфорìаöии в направëе-
нии периферийных устройств äоëжен приìенятüся
второй физи÷еский канаë с саìостоятеëüныì ко-
äовыì разäеëениеì потоков транзакöий ìежäу по-
требитеëяìи инфорìаöии.
Инфорìаöионная техноëоãия коäовоãо разäе-

ëения канаëüноãо ресурса ìежäу разëи÷ныìи ис-
то÷никаìи иëи потребитеëяìи инфорìаöии преä-
поëаãает параëëеëüно-посëеäоватеëüнуþ переäа÷у
транзакöий, форìируеìых переäаþщей стороной,
c поìощüþ сëеäуþщих äруã за äруãоì инфорìаöи-
онных бëоков, называеìых бит-каäраìи (иëи
бит-тайìаìи). Бит-каäры обеспе÷иваþт образование
в оäноì физи÷ескоì канаëе некотороãо ÷исëа N ëо-
ãи÷еских канаëов, в кажäый из которых поступаþт
биты транзакöий соответствуþщих исто÷ников с ис-
хоäной скоростüþ V = 1/Δt, ãäе Δt — øаã по вреìени.

Схеìа äвижения инфорìаöии в виäе потоков би-
тов от сенсорных исто÷ников 1, 2, ..., n, а также по-
токов битов резервных канаëов (n + 1), (n + 2), ..., N
ìожет бытü преäставëена сëеäуþщиì образоì:
поток битов исто÷ника 1:

b1[t + iΔt], b1[t + (i – 1)Δt], b1[t + (i – 2)Δt], ...,
b1[t + Δt], b1[t], b1[t – Δt];

поток битов исто÷ника 2:

b2[t + iΔt], b2[t + (i – 1)Δt], b2[t + (i – 2)Δt], ...,
b2[t + Δt], b2[t], b2[t – Δt];

...

поток битов исто÷ника j:

bj[t + iΔt], bj[t + (i – 1)Δt], bj[t + (i – 2)Δt], ...,
bj[t + Δt], bj[t], bj[t – Δt];

...

поток битов исто÷ника n:

bn[t + iΔt], bn[t + (i – 1)Δt], bn[t + (i – 2)Δt], ...,
bn[t + Δt], bn[t], b2[t – Δt];

поток битов канаëа n + 1:

0n + 1[t + iΔt], 0n + 1[t + (i – 1)Δt], 0n + 1[t + (i – 2)Δt], 
..., 0n + 1[t + Δt], 0n + 1[t], 0n + 1[t – Δt];

...

поток битов канаëа N:

0N[t + iΔt], 0N[t + (i – 1)Δt], 0N[t + (i – 2)Δt], ...,
0N[t + Δt], 0N[t], 0N[t – Δt].

Зäесü bj[t + iΔt] — зна÷ение бита исто÷ника j
в ìоìент вреìени t + iΔt; i = 1, 2, ..., N — текущий
ноìер отс÷ета вреìени, соответствуþщий ноìеру
бит-каäра; j = 1, 2, ..., N — ноìер исто÷ника. Ве-
ëи÷ина Δt опреäеëяется в зависиìости от требуе-
ìой скорости V переäа÷и битов в инфорìаöион-
ных потоках исто÷ников.
Лþбой бит-каäр сëеäует рассìатриватü как транс-

портный техноëоãи÷еский бëок ìуëüтипëексиро-
ванных äанных оäновреìенно всех ëоãи÷еских ка-
наëов. Кажäый бит-каäр соäержит спеöиаëüныì
образоì закоäированные биты всех N ëоãи÷еских
канаëов, при этоì в составе текущеãо бит-каäра
разìещается по оäноìу о÷ереäноìу биту кажäоãо
ëоãи÷ескоãо канаëа. В соответствии с рассìатри-
ваеìой техноëоãией переäа÷а оäноãо бит-каäра
äоëжна осуществëятüся с поìощüþ N тактов с про-
äоëжитеëüностüþ такта τ, которая уäовëетворяет
усëовиþ τ < Δt/N.
Закрепëение исто÷ника с конкретныì ноìероì j

за опреäеëенныì ëоãи÷ескиì канаëоì ìожет осу-
ществëятüся как стати÷ески, так и äинаìи÷ески.
В первоì сëу÷ае ноìер ëоãи÷ескоãо канаëа на при-
еìной стороне оäнозна÷но иäентифиöирует ноìер
исто÷ника инфорìаöии. Во второì сëу÷ае иäенти-
фикаöия исто÷ника äоëжна осуществëятüся путеì
оперативноãо выäеëения и анаëиза аäресной ãруп-
пы битов о÷ереäной транзакöии посëе ее поëноãо
поëу÷ения приеìной стороной. При ëþбоì вари-
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анте построения схеìы иäентификаöии исто÷ни-
ков в кажäоì ëоãи÷ескоì канаëе протокоëоì ин-
форìаöионноãо взаиìоäействия переäаþщей и
приеìной сторон äоëжны бытü выäеëены зарезер-
вированные коäовые коìбинаöии битов äëя обо-
зна÷ения фактов на÷аëа (коìбинаöия "старт") и за-
верøения (коìбинаöия "стоп") переäа÷и отäеëüных
транзакöий. Эти коìбинаöии оперативно форìи-
руþтся переäаþщей стороной, а выявëяþтся и об-
рабатываþтся на приеìной стороне.
Зна÷ение N заäает потенöиаëüное ÷исëо исто÷-

ников, которые оäновреìенно ìоãут испоëüзоватü
ресурс оäноãо физи÷ескоãо канаëа. В незаäейство-
ванных ëоãи÷еских канаëах систеìы иäет перìа-
нентная переäа÷а коäов нуëей äо ìоìента появëе-
ния коäовой коìбинаöии битов "старт". При заäан-
ноì зна÷ении n ÷исëо ëоãи÷еских канаëов систеìы N
необхоäиìо выбиратü исхоäя из сëеäуþщеãо усëовия:

N = 2u; u l Ant[log2n], (1)

ãäе Ant[log2n] — функöия Антüе верхней öеëо÷ис-
ëенной ãраниöы зна÷ения log2n. Дëя N > n избы-
то÷ные канаëы ìоãут рассìатриватüся как канаëü-
ный резерв, который в ряäе сëу÷аев öеëесообразно
спеöиаëüно ввоäитü в öеëях обеспе÷ения перспек-
тивы развития систеìы.
Дëя ëþбоãо ìоìента вреìени t + iΔt первые по

о÷ереäи зна÷ащие биты потоков всех n функöио-
нируþщих исто÷ников и нуëевые биты N — n резерв-
ных ëоãи÷еских канаëов ãруппируþтся в еäиный
бит-каäр. Из отäеëüных битов {bj[t + iΔt]} инфор-
ìаöионных потоков преäваритеëüно образуется
бит-векторная строка:

Bi[t + iΔt] = {Bij[t + iΔt]}. (2)

В техноëоãи÷еских öеëях эëеìенты строки преä-
ставëяþтся бипоëярныìи еäини÷ныìи зна÷енияìи:

Bij[t + iΔt] = +1, есëи bj[t + iΔt] = 1; (3)

Bij[t + iΔt] = –1, есëи bj[t + iΔt] = 0. (4)

При коäообразовании в ка÷естве сиãнатуры
бит-каäра испоëüзуется тактированный по вреìе-
ни набор функöий Уоëøа k-ãо поряäка:

{Wk, ν}; ν = 1, 2, ..., N, (5)

ãäе ν — ноìера посëеäоватеëüных тактов переäа÷и
бит-каäра с проäоëжитеëüностüþ такта τ. При этоì
в такте с ноìероì ν переäаþтся биты с ноìераìи
j = ν всех исто÷ников. Зна÷ения hk, ν = ±1 кажäой
из функöий Уоëøа Wk, ν в тактах ν явëяþтся эëе-
ìентаìи строк ìатриöы Аäаìара:

HN = ; hit = ±1. (6)

В кажäоì такте ν выпоëняется переäа÷а не са-
ìих зна÷ений эëеìентов бит-векторной строки
Bi[t + iΔt] = {Bij[t + iΔt]}, а резуëüтируþщих пара-
ìетров тактовых коäообразований {ρi, ν}, которыìи
запоëняется i-й бит-каäр:

{ρi, ν} = Bi[t + iΔt]ЅHN, (7)

при этоì

ρi, ν = Bi1h1ν + Bi2h2ν + ... + Biνhνν + ... + BiNhNν. (8)

Дëя боëее коìпактноãо изображения эëеìенты
бит-векторной строки Bi[t + iΔt] äаëее буäут преä-
ставëятüся соответствуþщиìи зна÷енияìи Bij.
На приеìной стороне на основе поëу÷енноãо в

i-ì бит-каäре вектора тактовых параìетров коäо-
образований {ρi, ν} и известноãо набора функöий
Уоëøа {Wk, ν} необхоäиìо восстановитü зна÷ения
эëеìентов бит-векторной строки Bi[t + iΔt]. Преä-
ëаãаеìый пряìой ìетоä сепараöии преäпоëаãает
непосреäственное реøение систеìы ëинейных аë-
ãебраи÷еских уравнений (8) относитеëüно зна÷е-
ний Bij. Оäнако при N = 32; 64; 128 и боëее затраты
вреìени на реøение уравнений ìоãут оказатüся
÷резìерно боëüøиìи, в то вреìя как они не äоëж-
ны превыøатü ãрани÷ноãо зна÷ения Δt. В практи-
÷ескоì отноøении это обстоятеëüство превращает
рассìатриваеìый ìетоä в неэффективный иëи во-
обще в неприãоäный.

Метод ускоренного выделения 
битов информационных потоков из бит-кадров

Рассìотриì возìожнуþ схеìу ускорения ìетоäа
восстановëения зна÷ений эëеìентов бит-вектор-
ной строки, äëя ÷еãо воспоëüзуеìся особенностяìи
форìирования и свойстваìи ìатриö Аäаìара HG,
G = 2g; g = 1, 2, ..., u. Обы÷но ìатриöы Аäаìара
форìируþтся с испоëüзованиеì рекуррентноãо
ìноãоøаãовоãо проöесса:

HG = ; H1 = 1; H2 = . (9)

Дëя реаëизаöии преäëаãаеìоãо способа важныì
явëяется такое свойство ìатриöы Аäаìара, как не-
изìеняеìостü ее при транспонировании. Кроìе
тоãо, сëеäует у÷итыватü тот факт, ÷то ìножество
функöий Уоëøа заäается произвеäенияìи функ-
öий Раäеìахера:

rk, ν = sign{sin[π2k + 1]}, (10)

W0, ν = 1; W1,ν = r0, ν; W2, ν = r1, ν; W3, ν = r1, νr0, ν;
W4, ν = r2, ν; W5, ν = r2, νr0, ν; W6, ν = r2, νr1, ν;

W7, ν = r2, νr1, νr0, ν. (11)

При этоì зна÷ения функöий Уоëøа по ÷исëу
знакопереìен на÷инаþт соответствоватü эëеìен-
таì опреäеëенных строк ìатриö Аäаìара.
Выпоëниì набор ìноãоуровневых нисхоäящих

равносиëüных преобразований систеìы ëинейных
аëãебраи÷еских уравнений. Схеìа вы÷исëений ìожет

h11 h12 … h1ν … h1N

h21 h22 … h2ν … h2N

  …    
hi1 hi2 … hiν … hiN

  …    
hN1 hN2 … hNν … hNN

HG/2 HG/2

HG/2 HG/2–

+1 +1
+1 –1
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бытü преäставëена äихотоìи÷ныì ãрафоì с u иерар-
хи÷ескиìи уровняìи верøин. При фиксирован-
ноì зна÷ении N = 2g на кажäоì уровне g = 1, 2, ..., u
необхоäиìо обеспе÷итü выпоëнение 2g оäнотип-
ных øаãов с вы÷исëитеëüныìи операöияìи сëоже-
ния иëи вы÷итания. При этоì äëя уровня g и øаãа s
øаãовые параìетры ρ(g, s), i, j в операöиях сëожения
и параìетры  в операöиях вы÷итания ìоãут
бытü рекуррентно опреäеëены äëя кажäоãо бит-каä-
ра по факту еãо поступëения на приеìнуþ сторону
систеìы. Это факти÷ески äеëает изëиøней реаëи-
заöиþ нисхоäящеãо проöесса непосреäственноãо
преобразования ìатриö уравнений и резко сокра-
щает общуþ вы÷исëитеëüнуþ сëожностü заäа÷и.
Нисхоäящее равносиëüное преобразование пер-

воãо уровня провеäеì путеì выпоëнения операöий
первоãо øаãа аëãебраи÷ескоãо сëожения уравне-
ний с ноìераìи 1, 2, ..., N/2 и уравнений с ноìе-
раìи N/2 + 1, N/2 + 2, ..., N. С у÷етоì техноëоãии
построения ìатриö Аäаìара и функöий Уоëøа
равносиëüная систеìа уравнений буäет иìетü сëе-
äуþщий виä:

2[Bi1h1(N/2) + Bi2h2(N/2) + ... + Bi(N/2)h(N/2)(N/2)] =
= ρ(1, 1), i, (N/2), (12)

ãäе äëя первоãо уровня преобразований (u = 1) и
первоãо øаãа (s = 1) этоãо уровня

ρ(1, 1), i, 1 = ρi, 1 + ρi, (N/2 + 1);
ρ(1, 1), i, 2 = ρi, 2 + ρi, (N/2 + 2); ...;

ρ(1, 1), i, (N/2) = ρi, (N/2) + ρi, N. (13)

При øаãовых операöиях сëожения иìеет ìесто
поäавëение правой поëовины совокупности иско-
ìых неизвестных Bi(N/2 + 1), Bi(N/2 + 2), ..., BiN и уä-
воение коэффиöиентов неизвестных ëевой поëо-
вины совокупности Bi1, Bi2, ..., Bi(N/2).
На второì øаãе выпоëняþтся операöии вы÷и-

тания из уравнений с ноìераìи 1, 2, ..., N/2 урав-
нений с ноìераìи N/2 + 1, N/2 + 2, ..., N. Проис-
хоäит поäавëение ëевой поëовины совокупности
искоìых неизвестных Bi1, Bi2, ..., Bi(N/2) с уäвоениеì
коэффиöиентов неизвестных правой поëовины со-
вокупности Bi(N/2 + 1), Bi(N/2 + 2), ..., BiN. При этоì

2[Bi(N/2 + 1)h1(N/2 + 1) + Bi(N/2 + 1)h2(N/2 + 2) +

+ ... + BiNhNN] = , (14)

ãäе

 = ρi, 1 – ρi, (N/2 + 1);

 = ρi, 2 – ρi, (N/2 + 2); ...;

 = ρi, (N/2) – ρi, N. (15)

Оäин уровенü равносиëüных преобразований
привоäит к рас÷ëенениþ кажäой систеìы аëãеб-
раи÷еских уравнений этоãо уровня на äве систеìы
и оäновреìенно сокращает поряäок кажäой вновü
поëу÷аеìой систеìы в äва раза, но ìатриöы рав-

носиëüных систеì без у÷ета уìножения на коэф-
фиöиент 2 остаþтся ìатриöаìи Аäаìара, и их эëе-
ìенты не требуþт каких-ëибо перес÷етов. Это по-
звоëяет с поìощüþ операöий сëожения и
вы÷итания выпоëнятü øаãи второãо и посëеäуþ-
щих уровней нисхоäящих равносиëüных преобра-
зований. Наприìер, посëеäоватеëüные равносиëü-
ные преобразования первоãо øаãа второãо уровня
с поìощüþ операöий сëожения образуþт сëеäуþ-
щий вы÷исëитеëüный проöесс:

4[Bi1h1(N/4) + Bi2h2(N/4) + ... + Bi(N/4)h(N/4)(N/4)] =
= ρ(2, 1), i, (N/4), (16)

ãäе äëя первоãо øаãа второãо уровня преобразова-
ний поëу÷иì:

ρ(2, 1), i, 1 = ρ(1, 1), i, 1 + ρ(1, 1), i, (N/4 + 1);
ρ(2, 1), i, 2 = ρ(1, 1), i, 2 + ρ(1, 1), i, (N/4 + 2); ...;

ρ(2, 1), i, (N/4) = ρ(1, 1), i, (N/4) + ρ(1, 1), i, (N/2). (17)

Посëе провеäения первых øаãов нисхоäящих рав-
носиëüных преобразований на (u – 1)-ì уровне ре-
зуëüтируþщая систеìа приобретает сëеäуþщий виä:

[2(u – 1)][Bi1h11 + Bi2h21] = ρ(u – 1, 1), i, 1;

[2(u – 1)][Bi1h12 + Bi2h22] = ρ(u – 1, 1), i, 2, (18)

ãäе

ρ(u – 1, 1), i, 1 = ρ(u – 2, 1), i, 1 + ρ(u – 2, 1), i, 3;
ρ(u – 1, 1), i, 2 = ρ(u – 2, 1), i, 2 + ρ(u – 2, 1), i, 4. (19)

Сëожение и вы÷итание этих уравнений приво-
äит к сëеäуþщиì резуëüтатаì:

[2(u – 1)](h11 + h12)Bi1 =
= ρ(u – 1, 1), i, 1 + ρ(u – 1, 1), i, 2 = ρ(u, 1), i, 1; (20)

[2(u – 1)](h21 – h22)Bi2 =

= ρ(u – 1, 1), i, 1 – ρ(u – 1, 1), i, 2 = . (21)

Такиì образоì, обеспе÷ивается пряìой рас÷ет
зна÷ений äвух неизвестных:

Bi1=[ρ(u–1,1), i, 1+ρ(u – 1, 1), i, 2]/[(2
(u – 1)(h11 + h12)] =

= ρ(u, 1), i, 1/2
u; (22)

Bi2=[ρ(u – 1, 1), i, 1–ρ(u – 1,1), i, 2]/[(2
(u – 1)(h21 – h22)] =

= /2u. (23)

Параëëеëüные равносиëüные преобразования с
поìощüþ операöий вы÷итания образуþт проöесс
рас÷ета зна÷ений еще äëя оäной пары неизвестных:

[2(u – 1)][Bi(N/2 + 1)h1(N/2 + 1) + Bi(N/2 + 2)h1(N/2 + 2)] =

= ; (24)

2(u – 1)][Bi(N/2 + 1)h2(N/2 + 1) + Bi(N/2 + 2)h2(N/2 + 2)] =

= ; (25)

ρ g s,( ) i j, ,*

ρ 1 2,( ) i N, ,*

ρ 1 2,( ) i N/2 1+( ), ,*

ρ 1 2,( ) i N/2 2+( ), ,*

ρ 1 2,( ) i N N/2 N/2+=( ), ,*

ρ u 1,( ) i 2, ,*

ρ u 1,( ) i 1, ,*

ρ
u 1– u 1–[ ]2,( ) i N/2 1+( ), ,

*

ρ
u 1– u 1–[ ]2,( ) i N/2 2+( ), ,

*
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ãäе

 =

= – ;(26)

 =

= – . (27)

Вы÷итание и сëожение этих уравнений приво-
äит к сëеäуþщиì резуëüтатаì:

Bi(N/2 + 2) = /[(2(u – 1)(h1(N/2 + 2) –

– h2(N/2 + 2)] = /2u; (28)

Bi(N/2 + 1) = /[(2(u – 1)(h1(N/2 + 1) +

+ h2(N/2 + 1)] = /2u, (29)

ãäе

 =

= – ; (30)

 =

= + . (31)

Анаëоãи÷ныì образоì ìоãут бытü поëу÷ены ко-
не÷ные выражения äëя рас÷ета зна÷ений остаëü-
ных неизвестных в виäе восхоäящеãо проöесса на
основании преäваритеëüно опреäеëенных Bi1, Bi2,
Bi(N/2 + 1), Bi(N/2 + 2).
Дихотоìи÷ная схеìа вы÷исëитеëüноãо проöесса

äëя сëу÷ая N = 8 преäставëена в табëиöе.

Построение проãраììных ìоäеëей интеëëекту-
аëüноãо ìуëüтипëексора и интеëëектуаëüноãо сепа-
ратора в среäе MATLAB показаëо высокуþ эффек-
тивностü и устой÷ивостü проöессов их функöиони-
рования. Даже при N = 256 обеспе÷ивается
наäежная сепараöия инфорìаöионных битов и их
разнесение по исто÷никаì при äопустиìых за-
äержках выпоëнения операöий. Существенный äо-
поëнитеëüный выиãрыø по вреìени возникает за
с÷ет тоãо, ÷то все операöии сепаратора в реаëüноì
проöессоре обработки бит-каäров ìоãут осуществ-
ëятüся искëþ÷итеëüно с поìощüþ коротких коìанä
öеëо÷исëенной арифìетики.

Заключение

Совреìенный произвоäственно-техноëоãи÷еский
объект, как правиëо, насыщен раäиоэëектронныì
оборуäованиеì автоìатизированноãо контроëя и
управëения, а также кабеëüныìи ëинияìи связи и
раäио÷астотныìи канаëаìи переäа÷и транзакöий.
Уìенüøение ÷исëа ëиний связи иëи ÷исëа ÷астот-
ных äиапазонов при функöионировании интеëëек-
туаëüных ìехатронных систеì провоäится за с÷ет
приìенения принöипов коäовоãо разäеëения ка-
наëов (CDMA). Неäостаткоì äанноãо способа уп-
ëотнения канаëов явëяется высокий уровенü поìех
при увеëи÷ении ÷исëа оäновреìенно функöиони-
руþщих абонентов, сиãнаëы которых на приеìной
стороне выäеëяþтся аппаратно-проãраììныìи
корреëятораìи. С у÷етоì этоãо преäëожен ÷исëен-
ный ìетоä ускоренноãо выäеëения битов инфорìа-
öионных потоков из бит-каäров при коäовоì раз-
äеëении ëоãи÷еских канаëов переäа÷и транзакöий
на основе испоëüзования функöий Уоëøа в интеë-
ëектуаëüных ìехатронных систеìах. Проанаëизи-
рована схеìа коäовоãо разäеëения потоков битов

ρ
u 1– u 1–[ ]2,( ) i N/2 1+( ), ,

*

ρ
u 2– u 2–[ ]2,( ) i N/2 1+( ), ,
* ρ

u 2– u 2–[ ]2,( ) i N/2 3+( ), ,
*

ρ
u 1– u 1–[ ]2,( ) i N/2 2+( ), ,

*

ρ
u 2– u 2–[ ]2,( ) i N/2 1+( ), ,
* ρ

u 2– u 2–[ ]2,( ) i N/2 4+( ), ,
*

ρ
u u2,( ) i N/2 1+( ), ,
*

ρ
u u2,( ) i N/2 2+( ), ,
*

ρ
u u2,( ) i N/2 1+( ), ,
*

ρ
u u2,( ) i N/2 1+( ), ,
*

ρ
u u2,( ) i N/2 2+( ), ,
*

ρ
u 1– u 1–[ ]2,( ) i N/2 1+( ), ,
* ρ

u 1– u 1–[ ]2,( ) i N/2 2+( ), ,
*

ρ
u u2,( ) i N/2 1+( ), ,
*

ρ
u 1– u 1–[ ]2,( ) i N/2 1+( ), ,
* ρ

u 1– u 1–[ ]2,( ) i N/2 2+( ), ,
*

Дихотомичная схема вычислительного процесса для N = 8

Уровенü преобр. Шаã Операöия сëожения Шаã Операöия вы÷итания

I
g = 1

1
s = 1

ρi, 1 + ρi, 5 = ρ(1, 1), i, 1

ρi, 2 + ρi, 6 = ρ(1, 1), i, 2

ρi, 3 + ρi, 7 = ρ(1, 1), i, 3

ρi, 4 + ρi, 8 = ρ(1, 1), i, 4

2
s = 2

ρi, 1 — ρi, 5 = 

ρi, 2 — ρi, 6 = 

ρi, 3 — ρi, 7 = 

ρi, 4 — ρi, 8 = 

II
g = 2

1
s = 1

ρ(1, 1), i, 1 + ρ(1, 1), i, 3 = ρ(2, 1), i, 1
ρ(1, 1), i, 2 + ρ(1, 1), i, 4 = ρ(2, 1), i, 2

2
s = 2

ρi, 3 — ρi, 7 = 

ρi, 4 — ρi, 8 = 

3
s = 3

 +  = ρ(2, 3), i, 5

 +  = ρ(2, 3), i, 6

4
s = 4

 —  = 

 —  = 

III
g = 3

1; 3; 5; 7
s = 1; 3; 5; 7

Bi1 = [  + ]/8

Bi3 = [  + ]/8

Bi5 = [  + ]/8

Bi7 = [  + ]/8

2; 4; 6; 8
s = 2; 4; 6; 8

Bi2 = [  — ]/8

Bi4 = [  — ]/8

Bi6 = [  — ]/8

Bi8 = [  — ]/8

ρ 1 2,( ) i 5, ,*

ρ 1 2,( ) i 6, ,*

ρ 1 2,( ) i 7, ,*

ρ 1 2,( ) i 8, ,*

ρ 1 2,( ) i 7, ,*

ρ 1 2,( ) i 8, ,*

ρ 1 2,( ) i 5, ,* ρ 1 2,( ) i 7, ,*

ρ 1 2,( ) i 6, ,* ρ 1 2,( ) i 8, ,*

ρ 1 2,( ) i 5, ,* ρ 1 2,( ) i 7, ,* ρ 2 4,( ) i 7, ,*

ρ 1 2,( ) i 6, ,* ρ 1 2,( ) i 8, ,* ρ 2 4,( ) i 8, ,*

ρ 2 1,( ) i 1, ,* ρ 2 1,( ) i 2, ,*

ρ 2 2,( ) i 3, ,* ρ 2 2,( ) i 4, ,*

ρ 2 3,( ) i 5, ,* ρ 2 3,( ) i 6, ,*

ρ 2 4,( ) i 7, ,* ρ 2 4,( ) i 8, ,*

ρ 2 1,( ) i 1, ,* ρ 2 1,( ) i 2, ,*

ρ 2 2,( ) i 3, ,* ρ 2 2,( ) i 4, ,*

ρ 2 3,( ) i 5, ,* ρ 2 3,( ) i 6, ,*

ρ 2 4,( ) i 7, ,* ρ 2 4,( ) i 8, ,*
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за с÷ет ввеäения в ìехатроннуþ систеìу интеëëек-
туаëüных ìуëüтипëексоров потоков битов исто÷-
ников инфорìаöии на переäаþщей стороне канаëа
и интеëëектуаëüных сепараторов потоков битов на
приеìной стороне. Особенностü äанной схеìы ко-
äовоãо разäеëения ëоãи÷еских канаëов закëþ÷ает-
ся в тоì, ÷то она поëностüþ реаëизуется за с÷ет ис-
поëüзования проãраììных среäств в составе ин-
теëëектуаëüной ìехатронной систеìы. Построение
проãраììных ìоäеëей интеëëектуаëüноãо ìуëüти-
пëексора и интеëëектуаëüноãо сепаратора показаëо
высокуþ эффективностü и устой÷ивостü проöессов
их функöионирования.
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As a rule, modern engineering and manufacturing projects are saturated with electronic equipment for automated monitoring
and control, as well as cable communication lines and radio frequency channels for transmission of transactions. During func-
tioning of the intelligent mechatronic systems the number of the communication lines of the frequency ranges is restricted due
to application of the CDMA principles. A drawback of this method of channelizing is connected with a high level of the in-
terfering signals in case of an increased quantity of the simultaneously functioning subscribers, whereof signals at the receiving
side are highlighted with the hardware and software correlators. Taking this into account, a numeric method was proposed
for the accelerated data streams of the bits extraction from the frame bits during the code division multiple access to the trans-
mission of the transactions on the basis of the use of the Walsh function and the intelligent mechatronic systems. The scheme
of the code division of the bit streams was analyzed due to introduction of the information source bit streams to the mechatronic
system of the intelligent multiplexers at the transmitting channel side and the intelligent bit streams separators at the receiving
side. A peculiarity of this code division scheme for the logical channels is that it is fully implemented due to the use of the soft-
ware as a part of the intelligent mechatronic system. Construction of the software models of the intelligent multiplexer and the
intelligent separator proved their high efficiency and stability of their functioning. When up to 256 logical channels are formed
in one physical channel, a reliable separation of the information bits is ensured, as well as their diversion by the sources with
the allowed delays in the transactions’ fulfillment. An essential extra time advantage occurs, because all the separator trans-
actions in the real processor of the bit frames processing take place with the help of short commands of the integer arithmetic.
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Электродинамическая стабилизация искусственного спутника Земли 
в режиме двухосной закрутки1

Введение

Эëектроäинаìи÷еское взаиìоäействие искусст-
венноãо спутника Зеìëи (ИСЗ) с ìаãнитныì по-
ëеì Зеìëи оказывает существенное вëияние на äи-
наìику вращатеëüноãо äвижения ИСЗ относитеëü-
но еãо öентра ìасс и ìожет испоëüзоватüся при
построении систеì управëения ориентаöией ИСЗ.
Систеìы управëения, основанные на испоëüзова-
нии ìоìента ìаãнитноãо взаиìоäействия, их пре-
иìущества, особенности и неäостатки, описаны в
работах [1, 2]. Метоä стабиëизаöии ИСЗ, основан-
ный на испоëüзовании ìоìента ëоренöевых сиë,
преäëожен в работе [3]. В работе [4] описан эëек-
троäинаìи÷еский ìетоä стабиëизаöии ИСЗ, ис-
поëüзуþщий оäновреìенно возìожности ìаãнит-
ноãо и ëоренöева ìоìентов. Реøена заäа÷а стаби-
ëизаöии ИСЗ в пряìоì поëожении равновесия
(ППР) в орбитаëüной систеìе коорäинат. Матеìа-
ти÷еское обоснование ìетоäа опирается на рас-
сìотрение äифференöиаëüных уравнений ëиней-
ноãо прибëижения. Доказано существование об-
ëасти зна÷ений параìетров ИСЗ и еãо орбиты,
обеспе÷иваþщих устой÷ивостü ППР при постоян-
но äействуþщих возìущениях. В работе [5] впер-
вые äано анаëити÷еское обоснование асиìптоти-
÷еской устой÷ивости ППР ИСЗ с эëектроäинаìи-
÷еской систеìой стабиëизаöии в орбитаëüной
систеìе коорäинат на базе неëинейных äифферен-
öиаëüных уравнений äвижения. На основе пряìо-

ãо ìетоäа Ляпунова и развития способов постро-
ения функöий Ляпунова, преäëоженных в работах
[6, 7], поëу÷ены äостато÷ные усëовия асиìптоти-
÷еской устой÷ивости ППР ИСЗ в орбитаëüной
систеìе коорäинат при наëи÷ии возìущаþщеãо
возäействия ãравитаöионноãо ìоìента.
В äанной статüе рассìатривается ИСЗ с эëектро-

äинаìи÷еской систеìой управëения ориентаöией.
Реøается заäа÷а стабиëизаöии проãраììноãо äви-
жения, при котороì осü äинаìи÷еской сиììетрии
ИСЗ стабиëизируется вäоëü оси, откëоненной на
уãоë ϕ от ìестной вертикаëи, а саì ИСЗ соверøает
ìеäëенное вращение вокруã этой оси. Похожая за-
äа÷а рассìатриваëасü в работе [8], но в ней осü äи-
наìи÷еской сиììетрии ИСЗ стабиëизироваëасü по
ìестной вертикаëи, ÷то соответствует зна÷ениþ
уãëа ϕ = 0. Такие режиìы äвижения ИСЗ, назы-
ваеìые соãëасно работе [9] режиìаìи äвухосной
закрутки, иìеþт важное прикëаäное зна÷ение.

1. Постановка задачи

Рассìатривается äинаìи÷ески сиììетри÷ный
ИСЗ, öентр ìасс котороãо äвижется по круãовой
орбите раäиуса R. Преäпоëаãается, ÷то ИСЗ снаб-
жен управëяеìыì эëектростати÷ескиì заряäоì

Q = σdV, распреäеëенныì по некотороìу объеìу V

с пëотностüþ σ, и управëяеìыì собственныì ìаã-
нитныì ìоìентоì I. Так же, как и в работе [4], ис-
сëеäуется вращатеëüное äвижение ИСЗ относи-
теëüно еãо öентра ìасс в орбитаëüной систеìе ко-

Рассматривается искусственный спутник Земли (ИСЗ) с электродинамической системой управления ориентацией. Реша-
ется задача стабилизации спутника в программном режиме движения, при котором ось динамической симметрии ИСЗ ста-
билизируется в положении, определяемом постоянным углом к местной вертикали, а сам ИСЗ совершает медленное вращение
вокруг этой оси. На основе метода функций Ляпунова получены достаточные условия асимптотической устойчивости ста-
билизируемого программного режима движения при наличии возмущающего воздействия гравитационного момента. Эти ус-
ловия позволяют обеспечить рациональный выбор коэффициентов параметрического управления в зависимости от параметров
ИСЗ и его орбиты.
Ключевые слова: спутник, магнитное поле Земли, электродинамическое управление, двухосная закрутка, гравитационный

момент, стабилизация, асимптотическая устойчивость, функции Ляпунова
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орäинат (в äанной работе испоëüзуþтся правые
äекартовы пряìоуãоëüные систеìы коорäинат) Cξηζ
с на÷аëоì в öентре ìасс ИСЗ, осü Cξ(x0) которой
направëена по касатеëüной к орбите в сторону äви-
жения, осü Cη(h0) — по норìаëи к пëоскости орби-
ты, осü Cζ(z0) — вäоëü раäиус-вектора R = OC = Rz0
öентра ìасс ИСЗ относитеëüно öентра Зеìëи O.
Иссëеäование провоäится с у÷етоì вращения ор-
битаëüной систеìы коорäинат относитеëüно инер-
öиаëüной систеìы с уãëовой скоростüþ ω0. С саìиì
ИСЗ жестко связана систеìа еãо ãëавных öент-
раëüных осей инерöии Cxyz (орты i, j, k). В систеìе
коорäинат Cxyz, ãäе осü Cz явëяется по преäпоëо-
жениþ осüþ äинаìи÷еской сиììетрии, тензор
инерöии ИСЗ иìеет виä J = diag(A, A, C). Ориен-
таöия осей Cxyz относитеëüно осей Cξηζ опреäеëя-
ется ìатриöей A направëяþщих косинусов αi, βi, γi
(i = 1, 2, 3) так, ÷то справеäëивы равенства

x0 = α1i + α2j + α3k, h0 = β1i + β2j + β3k,
z0 = γ1i + γ2j + γ3k. 

В орбитаëüной систеìе коорäинат орты x0, h0, z0
заäаны равенстваìи

x0 = (1, 0, 0)т, h0 = (0, 1, 0)т, z0 = (0, 0, 1)т.

Те же саìые орты в систеìе коорäинат Cxyz
обозна÷иì si:

Aтx0 = (α1, α2, α3)
т = s1,

Aтh0 = (β1, β2, β3)
т = s2, (1)

Aтz0 = (γ1, γ2, γ3)
т = s3.

Проãраììная ориентаöия ИСЗ в орбитаëüной
систеìе коорäинат заäается некоторой ìатриöей
A0 = A0(t) направëяþщих косинусов. Орты, связан-
ные с ИСЗ и неизìенные в систеìе коорäинат Cxyz,
обозна÷иì ri:

x0 = (α10, α20, α30)
т = r1,

h0 = (β10, β20, β30)
т = r2, (2)

z0 = (γ10, γ20, γ30)
т = r3.

В äанной работе рассìатривается сëу÷ай, коãäа
осü äинаìи÷еской сиììетрии Cz ИСЗ стабиëизи-
руется по оси, откëоненной от ìестной вертикаëи
Cζ на уãоë ϕ в пëоскости (η, ζ), а саì ИСЗ совер-
øает вокруã этой оси равноìерное вращение с уã-
ëовой скоростüþ  = μk = (0, 0, μ)т. Дëя такоãо ре-
жиìа äвижения ìатриöа A0 иìеет виä

A0 = . (3)

Зäесü ψ = μt, μ — ìаëый поëожитеëüный пара-
ìетр, ϕ = const. Сëеäоватеëüно,

r1 = , r2 = , r3 = .

2. Дифференциальные уравнения движения

В проöессе äвижения ИСЗ относитеëüно ãео-
ìаãнитноãо поëя с ìаãнитной инäукöией B воз-
бужäается ëоренöев ìоìент ML и ìаãнитный ìо-
ìент MM, соответственно иìеþщие виä

ML = PЅT, MM = IЅAтB,

ãäе P = Qr0, r0 = x0i + y0j + z0k = Q–1 σrdV — ра-

äиус-вектор öентра заряäа ИСЗ относитеëüно еãо
öентра ìасс; T = Aт(vCЅB); vC — скоростü öентра
ìасс ИСЗ относитеëüно ãеоìаãнитноãо поëя, зна-
÷ение В в этой форìуëе совпаäает со зна÷ениеì В
в öентре ìасс ИСЗ. Кроìе тоãо, у÷итывается ãра-
витаöионный ìоìент

MG = 3 (Aтz0)Ѕ(JAтz0)

как основной из возìущаþщих ìоìентов, äейст-
вуþщих на ИСЗ в окоëозеìноì пространстве.
Анаëиз стабиëизаöии проãраììноãо äвижения

ИСЗ провоäится на базе неëинейных äифферен-
öиаëüных уравнений вращатеëüноãо äвижения
ИСЗ, построенных по схеìе Эйëера—Пуассона:

(Jw) + wЅ(Jw) = MG + ML + MM, (4)

=x0Ѕw–w0x0,  = h0Ѕw,  = z0Ѕw + w0x0.(5)

Зäесü w = w′ + w0 — абсоëþтная уãëовая скоростü
ИСЗ, w′ — уãëовая скоростü ИСЗ относитеëüно ор-
битаëüной систеìы коорäинат, w0 = ω0h0 — уãëо-
вая скоростü орбитаëüной систеìы коорäинат от-
носитеëüно инерöиаëüной. С у÷етоì обозна÷ений
(1), (2) äифференöиаëüные уравнения (4), (5) при-
ìут виä

(J(w′ + ω0s2)) + (w′ + ω0s2)Ѕ(J(w′ + ω0s2)) =

= 3 (s3)Ѕ(Js3) + ML + MM, (6)

 + w′Ѕs1 = 0,  + w′Ѕs2 = 0,  + w′Ѕs3 = 0.(7)

Управëяþщие ìоìенты ML, MM, виä которых
буäет конкретизирован в сëеäуþщеì разäеëе,
äоëжны обеспе÷итü существование и асиìптоти÷е-
скуþ устой÷ивостü сëеäуþщеãо режиìа äвухосной
закрутки ИСЗ:

w′ = , si = ri, i = 1, 2, 3. (8)
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3. Параметрическое управление
для стабилизации режима двухосной закрутки

В работе [4] показано, ÷то путеì проãраììноãо
изìенения управëяеìых эëектроäинаìи÷еских па-
раìетров P и I ìожно обеспе÷итü управëение уã-
ëовыì поëожениеì ИСЗ. Дëя реøения заäа÷и ста-
биëизаöии ИСЗ в орбитаëüной систеìе коорäинат,
рассìотренной в работе [4], быëо äостато÷но взятü
кажäый из векторов P и I в виäе суììы äвух сëа-
ãаеìых, первое из которых привоäиëо к возникно-
вениþ восстанавëиваþщеãо ìоìента, а второе —
äиссипативноãо:

P = kLT0 + hLw′ЅТ, I = kMB0 + hMw′ЅAтB. (9)

В этих форìуëах T0 = (vCЅB), B0 = В, kL,
kM, hL, hM — коэффиöиенты пропорöионаëüности,
в ка÷естве которых ìоãут выступатü скаëярные
функöии вреìени.
В заäа÷е, рассìатриваеìой в äанной работе,

äиссипативные сëаãаеìые буäут отëи÷атüся от соот-
ветствуþщих сëаãаеìых в форìуëах (9), поскоëüку
поãаøения требует не уãëовая скоростü ИСЗ отно-
ситеëüно орбитаëüной систеìы коорäинат, а от-
кëонение уãëовой скорости от стабиëизируеìоãо
зна÷ения , т. е.  = w′ – . Кроìе тоãо, неäо-
стато÷но взятü векторы P и I в виäе (9), так как äëя
обеспе÷ения равноìерноãо вращения ИСЗ во вра-
щаþщейся орбитаëüной систеìе коорäинат требу-
ется коìпенсироватü ãравитаöионный и ãироско-
пи÷еский ìоìенты. Дëя коìпенсаöии указанных
возìущаþщих ìоìентов ввеäеì äопоëнитеëüное
сëаãаеìое P1 в вектор P и äопоëнитеëüное сëаãае-
ìое I1 в вектор I.
Дëя поëу÷ения усëовий реаëизаöии проãраì-

ìноãо äвижения ИСЗ перепиøеì уравнение (6),
поäставив выражения (3) и (8) как в ëевуþ ÷астü,
так и в выражения ìоìентов. У÷теì также, ÷то в
сиëу постановки заäа÷и орбита ИСЗ — круãовая
экваториаëüная (vC = vCξx0, vCξ = const ≠ 0), а ãео-
ìаãнитное поëе аппроксиìируется пряìыì ìаãнит-
ныì äипоëеì (B = Bηh0, Bη = const ≠ 0). Поëу÷иì

k0r1 = vCξBηP1Ѕr3 + BηI1Ѕr2, (10)

ãäе k0 = ω0cosϕ(4ω0(A – C)sinϕ + μC). 
Из уравнения (10) сëеäует, ÷то äëя коìпенсаöии

возìущаþщих ìоìентов, привеäенных к виäу k0r1,
äостато÷но взятü вектор P1 в виäе kL1r2 иëи взятü
вектор I1 в виäе kM1r3. Зäесü коэффиöиенты kL1 и
kM1 опреäеëяþтся по форìуëаì

kL1 = , kM1 = – .

Заìетиì, ÷то ìожно испоëüзоватü оäновре-
ìенно оба управëяþщих ìоìента, вкëþ÷ив сëаãае-

ìое kL1r2 в вектор P и сëаãаеìое kM1r3 в вектор I.
В этоì сëу÷ае äоëжны выпоëнятüся равенства

kL1 = ; kM1 = ; k13 – k12 = k0.

Даëее, äëя опреäеëенности, буäеì рассìатри-
ватü сëу÷ай, коãäа

k12 = –ω0μCcosϕ + (C – A)sinϕcosϕ,

k13 = –3 (C – A)sinϕcosϕ.

Такиì образоì, äëя реøения заäа÷и стабиëиза-
öии ИСЗ в рассìатриваеìоì режиìе äвухосной за-
крутки иìееì сëеäуþщие законы проãраììноãо
изìенения параìетров P и I:

P = kLT0 + kL1r2 + hLw′ЅT,

I = kMB0 + kM1r3 + hMw′ЅAтВ.

4. Достаточные условия 
асимптотической устойчивости

Выäеëиì в уравнениях (6) ëинейные ÷ëены от-
носитеëüно веëи÷ин , s2 – r2, s3 – r3, преäстав-
ëяþщих собой откëонения от проãраììноãо äви-
жения (8). Поëу÷иì

(J ) – ω0J( Ѕr2) + ω0 Ѕ(Jr2) + Ѕ(J ) +

+ (s2 – r2)Ѕ(Jr2) + ω0(s2 – r2)Ѕ(J ) +

+ Ѕ(J ) + ω0r2Ѕ(J ) + r2Ѕ(J(s2 – r2)) =

= 3 r3Ѕ(J(s3 – r3)) + 3 (s3 – r3)Ѕ(Jr3) – Y –

– hM0(  – r2( r2)) – hL0(  – r3( r3)) +

+ k12r3Ѕ(s2 – r2) + k13r2Ѕ(s3 – r3) + F. (11)

Зäесü Y=kM0(s2Ѕr2)+kL0(s3Ѕr3), kL0 = kL(vCξBη)
2,

kM0 = kM , hL0 = hL(vCξBη)
2, hM0 = hM , а äëя

векторной функöии F = F(t, , s2, s3) справеäëива

оöенка

||F|| m (|| ||2 + ||s2 – r2||
2 + ||s3 – r3||

2),

ãäе  — поëожитеëüная постоянная.
В статüях [5, 8, 10] быëа разработана проöеäура

посëеäоватеëüноãо построения функöий Ляпунова
äëя реøения заäа÷ стабиëизаöии разëи÷ных про-
ãраììных режиìов вращатеëüноãо äвижения ИСЗ.
Приìеняя эту проöеäуру, прихоäиì к сëеäуþщеìу
выражениþ äëя функöии Ляпунова:

V = J  + ||s2 – r2||
2 + ||s3 – r3||

2 –

– μω0Csinϕ||s2 – r2||
2 + κ JY + (C – A) Ѕ
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Ѕ (s3 – r3)
т (s3 – r3) +

+ (C – A)(s2 – r2)
т (s2 – r2),

ãäе κ — поëожитеëüный параìетр.
Иìееì

V l J + – μω0Csinϕ+ θ ||s2–r2||
2 +

+  + θ ||s3 – r3||
2 + κ JY.

Зäесü θ = min{(A – C)cos2ϕ; (C – A)sin2ϕ}.
Дëя произвоäной функöии V в сиëу систеìы (7),

(11) справеäëива оöенка

 m –min{hM0; hL0}|| ||2 – κ||Y||2 + κb1|| ||2 +

+ κb2|| ||(||s2 – r2|| + ||s3 – r3||) + κYт 3 (C – A) Ѕ

Ѕ  Ѕ

Ѕ (s3 – r3) + (A – C) Ѕ

Ѕ  Ѕ

Ѕ (s2 – r2) + μω0C Ѕ

Ѕ  Ѕ

Ѕ (s2 – r2)  + b3(|| ||3 + ||s2 – r2||
3 + ||s3 – r3||

3),

в которой bi > 0, i = 1, 2, 3. 
Нетруäно показатü, ÷то есëи

kM0 > ω0 ,

kL > 3 |A – C |, (12)

а зна÷ение параìетра κ äостато÷но ìаëо, то най-
äутся поëожитеëüные ÷исëа c1, c2, c3 и δ такие, ÷то при
|| ||2 + ||s2 – r2||

2 + ||s3 – r3||
2 < δ2 буäут иìетü ìесто

неравенства

c1(|| ||2 + ||s2 – r2||
2 + ||s3 – r3||

2) m V m

m c2(|| ||2 + ||s2 – r2||
2 + ||s3 – r3||

2), 

 m –c3(|| ||2 + ||s2 – r2||
2) + ||s3 – r3||

2).

Такиì образоì, при выпоëнении усëовий (12)
проãраììное äвижение (8) асиìптоти÷ески ус-
той÷иво.
Замечание. Дëя обеспе÷ения асиìптоти÷еской

устой÷ивости проãраììноãо äвижения (8) на пара-
ìетры hL0 и hM0 не требуется накëаäыватü никаких
усëовий, кроìе их поëожитеëüности.

Заключение

Среäи заäа÷ управëения ориентаöией ИСЗ важ-
нуþ роëü иãраþт заäа÷и оäноосной стабиëизаöии
[6, 7]. В работе [10] заäа÷а оäноосной стабиëизаöии
ИСЗ в орбитаëüной систеìе коорäинат реøена с
испоëüзованиеì эëектроäинаìи÷еской систеìы
управëения. В некоторых сëу÷аях существенныì
требованиеì, усëожняþщиì заäа÷у оäноосной ста-
биëизаöии, явëяется обеспе÷ение вращения ИСЗ
вокруã стабиëизированноãо направëения. Поэтоìу
в äанной работе рассìотрена заäа÷а стабиëизаöии
проãраììноãо äвижения ИСЗ относитеëüно еãо
öентра ìасс, при котороì осü äинаìи÷еской сиì-
ìетрии ИСЗ стабиëизируется вäоëü оси, откëонен-
ной на некоторый уãоë от ìестной вертикаëи, а
саì ИСЗ соверøает ìеäëенное вращение вокруã
этой оси. Поäобные режиìы äвижения ИСЗ иìеþт
важное прикëаäное зна÷ение [9]. Наприìер, они
испоëüзуþтся äëя обеспе÷ения боëее равноìерноãо
освещения ИСЗ соëне÷ныìи ëу÷аìи и снижения
нежеëатеëüных эффектов, вызванных ãраäиентоì
теìпературы ИСЗ.
На основе ìетоäа функöий Ляпунова поëу÷ены

äостато÷ные усëовия асиìптоти÷еской устой÷и-
вости стабиëизируеìоãо проãраììноãо äвижения
ИСЗ при наëи÷ии возìущаþщеãо ãравитаöионно-
ãо ìоìента. Эти усëовия позвоëяþт обеспе÷итü ра-
öионаëüный выбор коэффиöиентов параìетри÷е-
скоãо управëения в зависиìости от параìетров
ИСЗ и еãо орбиты.
В ка÷естве направëения äаëüнейøих иссëеäова-

ний отìетиì, ÷то с испоëüзованиеì поäхоäов,
преäëоженных в работах [11, 12], ìожно поëу÷итü
усëовия стабиëизаöии заäанноãо проãраììноãо
äвижения спутника äëя сëу÷ая, коãäа иìеется за-
пазäывание в канаëе обратной связи, возникаþщее
всëеäствие заäержек на обработку и переäа÷у ин-
форìаöии.
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The topic of the article is an artificial Earth satellite in a circular near-Earth orbit. The satellite possesses a dynamical
symmetry and is equipped with an electrodynamic attitude control system based on the usage of Lorentz and magnetic torques.
The control torques are ensured by a controllable variation of two electromagnetic parameters of the satellite: the intrinsic mag-
netic moment and the static moment of charge of the first order. In the satellite’s programmed motion the axis of the dynamical
symmetry is inclined to the local vertical axis at a constant angle and the satellite slowly rotates around that axis. Such a ro-
tation mode is of great importance in space missions, because it can reduce the temperature gradient effect, which may cause
problems with the satellite’s functioning. But this mode cannot be realized without a control because of the disturbances, among
which the gravitational torque should be mentioned as the most important one. In the present paper the satellite’s stabilization
in the programmed attitude motion is investigated. The stated problem appears to be more complex than the problem of the
uniaxial attitude stabilization of a satellite, and previously it was not treated with the use of the electrodynamic control system.
On the basis of the Lyapunov direct method the conditions, under which the electrodynamic control solves the problem, were
obtained. A new construction of the Lyapunov function was proposed, and using the function sufficient conditions for the asymptotic
stability of the programmed motion were found in an explicit form.

Keywords: satellite, geomagnetic field, electrodynamic control, biaxial rotation, gravitational torque, stabilization, as-
ymptotic stability, Lyapunov function
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Комплексирование информации
инерциальных измерительных блоков и звездных приборов 

на основании оценки вектора малого поворота

Введение

Контур управëения косìи÷ескиì аппаратоì
(КА), построенный на базе совреìенных инерöи-
аëüных изìеритеëüных бëоков (ИИБ) и звезäных
приборов (ЗП), явëяется наибоëее ãибкиì и отка-
зоустой÷ивыì. Совìестное испоëüзование инфор-
ìаöии ЗП и ИИБ характерно äëя ìноãих зарубеж-
ных КА [7, 9, 30, 42, 43, 45, 47], ÷то обусëовëено
особенностяìи äат÷иков обоих типов. В отëи÷ие
от ЗП, ИИБ функöионируþт в øирокоì äиапазоне
уãëовых скоростей и независиìы от внеøних оп-
ти÷еских усëовий, внеøних возäействуþщих фак-
торов и ионизируþщеãо изëу÷ения косìи÷ескоãо
пространства [36—39]. Оäнако при отсутствии кор-
рекöии по изìеренияì от äруãих приборов, то÷-
ностü опреäеëения уãëовой скорости и параìетров
ориентаöии по инфорìаöии от ИИБ со вреìенеì
снижается.
Поäхоä к построениþ бортовоãо коìпëекса уп-

равëения (БКУ) КА с объеäинениеì инфорìаöии
от ИИБ и ЗП, разработанный МОКБ "Марс" и ре-
аëизованный в БКУ КА "Спектр-Р" на приборах
ГИВУС КИНД34-020 и АД-1, позвоëиë äости÷ü

высокой то÷ности ориентаöии КА [46]. Поäхоä к
совìестной обработке инфорìаöии ИИБ и ЗП ба-
зироваëся на фиëüтре Каëìана с вектороì состоя-
ния 6-ãо поряäка и у÷итываë особенности работы
ЗП АД-1. Бëаãоäаря совìестной обработке быëа
äостиãнута то÷ностü опреäеëения ориентаöии в 1,4′′.

Особенности комплексирования информации

Разработка систеì ориентаöии, функöиони-
руþщих на разных физи÷еских принöипах, осно-
вана на коìпëексной обработке перви÷ной инфор-
ìаöии из разëи÷ных исто÷ников в öеëях повыøе-
ния наäежности и то÷ности автоноìной систеìы
ориентаöии [2—4, 8—10]. Среäи схеì коìпëекси-
рования систеì ориентаöии разëи÷ных типов наи-
боëüøее распространение [8, 12, 22, 27, 44] наøëи
инвариантные схеìы, которые оöениваþт не пара-
ìетры ориентаöии, а их поãреøности.
Матеìати÷еская обработка инфорìаöии с ИИБ

и ЗП позвоëяет опреäеëятü параìетры ориентаöии
и уãëовой скорости с высокой то÷ностüþ, которая
необхоäиìа äëя работы систеìы управëения äви-
жениеì КА [4, 8—10].

Предлагается субоптимальный алгоритм комплексирования информации инерциального измерительного блока и звездных
приборов применительно к задаче точного определения ориентации космического аппарата. Алгоритм позволяет эффективно
фильтровать высокочастотную шумовую ошибку звездных приборов и обладает небольшими требованиями к вычислительным
ресурсам бортовых вычислительных машин космических аппаратов. Алгоритм обеспечивает работу со всей номенклатурой
звездных приборов и инерциальных измерительных блоков.
Ключевые слова: бортовые комплексы управления, космические аппараты, точность ориентации, фильтр Калмана, инер-

циальные измерительные блоки, звездные датчики, комплексирование
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Метоäаìи оöенивания в аëãоритìах коìпëекси-
рования инфорìаöии ИИБ и ЗП ìоãут бытü ìетоäы
наиìенüøих кваäратов (МНК), фиëüтр Каëìана
(ОФК) и связанные с ниìи резуëüтаты äаëüнейøих
иссëеäований отäеëüных сторон этих ìетоäов, харак-
терных äëя систеì ориентаöии (оптиìизаöия набëþ-
äений МНК, структурная и параìетри÷еская аäапта-
öия фиëüтра Каëìана) [13—15, 18, 20, 23—25].
Во ìноãоì кажäый сëу÷ай приìенения фиëüт-

раöии базируется на öеëевоì приìенении КА
и аäаптируется на основании иìеþщихся прибо-
ров, вы÷исëитеëüных ìощностей, äинаìи÷еских
свойств объекта управëения и т. ä. Часто такоãо
роäа фиëüтраöия приìеняется в узкоспеöиаëизи-
рованных заäа÷ах: реøение навиãаöионной заäа÷и
по сиãнаëаì спутниковой навиãаöионной систеìы,
реøение заäа÷и устой÷ивоãо распознавания ори-
ентаöии по звезäаì [31—35].
Заäа÷а фиëüтраöии среäстваìи МНК иëи ОФК

требует боëüøих вы÷исëитеëüных среäств, поэтоìу
поäобные среäства приìеняþтся в указанных заäа-
÷ах в составе независиìых бëоков и вы÷исëитеëей.
Дëя уìенüøения вы÷исëитеëüных требований к

аëãоритìаì фиëüтраöии МНК и ОФК провоäят
упрощения, наприìер, коэффиöиенты усиëения
фиëüтров расс÷итываþтся на среäнее зна÷ение и
фиксируþтся.
Внеäрение ìетоäов коìпëексной обработки ин-

форìаöии ИИБ и ЗП на основе фиëüтра Каëìана
в сравнении с äруãиìи ìетоäаìи фиëüтраöии по-
звоëит с высокой эффективностüþ поäавëятü øу-
ìы ЗП при построении систеì опреäеëения ори-
ентаöии КА.
С то÷ки зрения разработки аëãоритìов коìп-

ëексирования и фиëüтраöии фиëüтр Каëìана яв-
ëяется наибоëее приìеняеìыì и отработанныì
реøениеì. На практике в косìи÷еской технике су-
ществует ряä приìеров приìенения фиëüтра Каë-
ìана в реøении заäа÷ обеспе÷ения работы БКУ КА
[1, 5, 11, 19, 21, 25, 27, 28, 46].
Цеëü настоящей работы закëþ÷ается в форìи-

ровании субоптиìаëüноãо аëãоритìа коìпëекси-
рования инфорìаöии ИИБ и ЗП в заäа÷е то÷ноãо
опреäеëения ориентаöии КА, позвоëяþщеãо эф-
фективно фиëüтроватü высоко÷астотнуþ øуìовуþ

оøибку ЗП и обëаäаþщеãо небоëüøиìи требова-
нияìи к вы÷исëитеëüной ìощности бортовых вы-
÷исëитеëüных ìаøин КА. Аëãоритì äоëжен обес-
пе÷иватü работу со всей ноìенкëатурой ЗП и ИИБ.
Поä ориентаöией КА пониìается параìетри÷е-

ское описание вращатеëüноãо äвижения КА отно-
ситеëüно опорной систеìы коорäинат, соответ-
ственно поä то÷ностüþ ориентаöии КА пониìает-
ся поãреøностü знания параìетров, описываþщих
вращатеëüное äвижение [17].
Рассìатривается реøение заäа÷и оöенки ориен-

таöии КА со сëеäуþщиìи основныìи изìеритеëя-
ìи параìетров ориентаöии КА:
ИИБ КА, явëяþщиìися äат÷икаìи уãëовой ско-
рости;
ЗП, выпоëняþщиìи функöии äат÷иков уãëа.
Функöионаëüная схеìа тракта изìерения ори-

ентаöии с указанныìи äат÷икаìи преäставëена на
рис. 1.

Фильтр Калмана
в задаче оценки параметров ориентации

Фиëüтр Каëìана — посëеäоватеëüный рекур-
сивный аëãоритì, испоëüзуþщий принятуþ ìоäеëü
äинаìи÷еской систеìы äëя поëу÷ения оöенки, ко-
торая ìожет бытü существенно скорректирована
в резуëüтате анаëиза кажäой выборки изìерений
во вреìенной посëеäоватеëüности. Общая схеìа
äискретноãо фиëüтра Каëìана, преäставëенная во
ìноãих работах, выãëяäит сëеäуþщиì образоì.
Иìеется äинаìи÷еская систеìа, характеризуþ-

щаяся вектороì состояния X. Моäеëü систеìы
описывается выражениеì

Xk + 1 = ΦkXk + ζk, (1)

ãäе инäекс k обозна÷ает такты работы вы÷исëитеëя
систеìы и соответствуþщие ìоìенты поëу÷ения
изìеритеëüной инфорìаöии; Φk — перехоäная ìат-
риöа систеìы в ìоìент вреìени k; ζk — оøибки ìо-
äеëи äвижения в ìоìент вреìени k, которые с÷ита-
þтся беëыì øуìоì с ковариаöионной ìатриöей Q:

〈ζ〉 = 0, 〈ζ•ζт〉 = Q.

Рис. 1. Функциональный тракт измерения ориентации
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Сиìвоëоì 〈•〉 обозна÷ается ìатеìати÷еское ожи-
äание веëи÷ины, указанной в треуãоëüных скобках.
В ìоìенты вреìени k провоäятся изìерения ве-

ëи÷ин Zk, связанных с вектороì состояния систе-
ìы соотноøениеì

Zk = HkXk + ξk,

ãäе Hk — ìатриöа изìерений в ìоìент вреìени k;
ξk — оøибки изìерений в ìоìент вреìени k, ìо-
äеëируеìые беëыì ãауссовскиì øуìоì c ковариа-
öионной ìатриöей R:

〈ξ〉 = 0, 〈ξ•ξт〉 = R.

Требуется поëу÷итü оöенку вектора состояния
 и оöенитü ее поãреøностü, характеризуеìуþ ко-

вариаöионной ìатриöей P:

 = 〈X〉, P = 〈(X – )(X – )т〉.

На этапе проãноза с поìощüþ ìоäеëи äвижения
(1) строятся проãнозируеìые оöенки вектора со-
стояния Xk/k – 1 и ковариаöионной ìатриöы Pk/k – 1
на ìоìент k по резуëüтатаì изìерений в ìоìенты
0, k – 1:

Xk/k – 1 = Φk – 1Xk –1/k – 1;

Pk/k – 1 = Φk – 1Pk –1/k – 1 .

На этапе коррекöии вы÷исëяþтся обновëенные
зна÷ения оöенки вектора состояния  и кова-
риаöионной ìатриöы Pk/k по форìуëаì

 = Φk – 1  +

+ Kk(Zk – HkΦk – 1 );

Pk/k = (I – KkHk)Pk/k – 1 + Qk/k – 1,

ãäе ìатриöа Kk — коэффиöиент усиëения фиëüтра:

Kk = Pk/k – 1 (HkPk/k – 1  + Rk)
–1.

Дëя иниöиаëизаöии фиëüтра требуется заäатü
на÷аëüные усëовия:

X0/0 = X0, P0/0 = P0.

Стоит отìетитü, ÷то ìатриöы ковариаöии оøи-
бок оöенок зависят тоëüко от ìатриö ковариаöий
øуìов ìоäеëи систеìы, øуìов изìеритеëей и ìат-
риöы набëþäений. По этой при÷ине нахожäение
ìатриö ковариаöий и коэффиöиента усиëения ìо-
ãут бытü выпоëнены заранее.
Моäеëü оøибок изìерений ИИБ иìеет виä

ωвост = (G тG)–1G тωm =

= (G тG)–1G т(1 + Eλ)((G + ΔG)ω + b + η),

ãäе ω = |ωX ωY ωZ |т — истинная уãëовая скоростü в
проекöиях на оси связанной систеìы коорäинат объ-
екта; ωвост = |ωXвост ωYвост ωZвост|

т — восстановëен-
ная уãëовая скоростü в проекöиях на оси связанной
систеìы коорäинат объекта; ωm = |   |т —
изìеряеìые проекöии вектора уãëовой скорости

объекта на оси ÷увствитеëüности изìеритеëüных
канаëов ИИБ относитеëüно приборной систеìы
коорäинат (ПСК) ИИБ; b = |b1 b2 b3 b4|

т — äрейфы
изìеритеëüных канаëов ИИБ; λ = |λ1 λ2 λ3 λ4|

т — по-
ãреøности ìасøтабноãо коэффиöиента изìери-
теëüных канаëов ИИБ; η — вектор øуìа изìеритеëü-
ных канаëов (ИК) ИИБ; G4Ѕ3 — ìатриöы ориента-
öии осей ÷увствитеëüности изìеритеëüных канаëов
ИИБ относитеëüно ССК; ΔG4Ѕ3 — ìатриöа по-
ãреøностей ориентаöии осей ÷увствитеëüности из-
ìеритеëüных канаëов ИИБ относитеëüно связан-
ной систеìы коорäинат (ССК).
При приìенении аëãоритìов каëибровки от-

кëонений ìасøтабных коэффиöиентов и переко-
сов осей ÷увствитеëüности ИК ИИБ äопустиìо
сëеäуþщее упрощение: λ = |0 0 0 0|т и ΔG4Ѕ3 = 0.
Тоãäа ìоäеëü оøибок изìерений ИИБ буäет вы-
ãëяäетü сëеäуþщиì образоì:

ωвост = (G тG)–1G т(Gω + b + η) = ω + b + η.

Основныìи изìеренияìи ЗП явëяþтся коорäи-
наты векторов направëения на визируеìые исто÷-
ники изëу÷ения, расс÷итанные в приборной сис-
теìе коорäинат ЗП. Посëе изìерения векторов со-
звезäия в ПСК происхоäит рас÷ет ориентаöии
ПСК относитеëüно инерöиаëüной систеìы коор-
äинат. Моäеëü работы ЗП ìожно преäставитü сëе-
äуþщиì образоì:

 = f (Γ + Δ), (2)

ãäе  — кватернион (ìатриöа) ориентаöии
ПСК ЗП относитеëüно инерöиаëüной систеìы ко-
орäинат (ИСК); Γ — ìассив коорäинат векторов
распознанных созвезäий в ПСК звезäноãо прибо-
ра; Δ — оøибки опреäеëения коорäинат векторов
распознанных созвезäий; f — функöионаë, расс÷иты-
ваþщий ориентаöиþ ПСК ЗП относитеëüно ИСК
по äанныì визируеìых объектов. Выражение (2)
ìожно записатü в сëеäуþщеì виäе:

 = ΛИСT é ΛОШ,

ãäе ΛИСT — истинный кватернион ориентаöии
ПСК ЗП относитеëüно ИСК; ΛОШ — кватернион
ìаëоãо поворота, перевоäящий истиннуþ ориента-
öиþ ПСК ЗП в ориентаöиþ, поëу÷еннуþ поä воз-
äействиеì оøибок изìерений.
При разработке аëãоритìа коìпëексирования

поëаãаеì, ÷то знание ориентаöий ПСК ИИБ и ЗП
относитеëüно ССК известно, и вы÷исëитеëüные
оøибки этих перехоäов пренебрежиìо ìаëы.
Приниìая во вниìание ìоäеëи оøибок ИИБ и

ЗП [6, 17, 26, 29, 41], вектор состояния систеìы
фиëüтра Каëìана ìожно записатü сëеäуþщиì об-
разоì:

Xk = [Λk/k – 1 ΔΘk/k – 1 Pk/k – 1]т, (3)

ãäе Λk/k – 1 = [ , , , ] —

кватернион перехоäа от ССК КА к ИСК КА;

X̂

X̂ X̂ X̂

Φk 1–
т
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^

Xk/k
^ Xk 1/k– 1–

^

Xk 1/k– 1–
^

Hk
т Hk

т

ω1
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m ω4
m
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ΔΘk/k – 1 = [Δ , Δ , Δ ] — вектор уã-

ëовой скорости ССК КА относитеëüно ИСК КА на
интерваëе ìежäу оöенкаìи; Pk/k – 1 = [ρx, ρy, ρz] —
вектор äрейфов изìеритеëüных канаëов ИИБ, вы-
раженных на ССК КА.
Дëя вектора состояния (3) поëу÷иì перехоäнуþ

ìатриöу систеìы. Фиëüтр Каëìана преäпоëаãает,
÷то уравнения äвижения ëинейны и их ìожно за-
писатü в виäе

 = Fk/k – 1xk – 1.

В сëу÷ае есëи уравнения неëинейные, сëеäует
провести ëинеаризаöиþ. Тоãäа вектор состояния
систеìы приìет виä

Xk/k – 1 = Φk – 1Xk – 1/k – 1,

ãäе ìатриöа Ф нахоäится из разëожения:

Φk – 1 ≈ 1 + Fk/k – 1Δt +  + ... .

Матриöа набëþäений äëя принятой систеìы
буäет иìетü виä

H = .

С у÷етоì принятоãо вектора состояния фиëüтр
Каëìана приìет сëеäуþщий виä:

Xk/k – 1 = Φk – 1Xk – 1/k – 1; (4)

 = Φk – 1  +

+ Kk(Zk – HkΦk – 1 ); (5)

Pk/k – 1 = Φk – 1Pk – 1/k – 1 ; (6)

Kk = Pk/k – 1 (HkPk/k – 1  + Rk)
–1. (7)

Фиëüтр Каëìана, опреäеëяеìый соотноøения-
ìи (4)—(7), с вектороì состояния (3) 10-ãо поряäка
на кажäоì такте с÷ета требует вы÷исëения ìатриö
высокоãо поряäка, ÷то требует зна÷итеëüных ре-
сурсов.
Дëя бортовой реаëизаöии с у÷етоì оãрани÷ений

на вы÷исëитеëüные ресурсы жеëатеëüно разрабо-
татü фиëüтр боëее низкоãо поряäка. Такой фиëüтр
в сравнении с фиëüтроì (4)—(7) не буäет обëаäатü
свойстваìи оптиìаëüности, оäнако субоптиìаëü-
ностü ìожно обеспе÷итü с поìощüþ äопоëнитеëü-
ных аëãоритìи÷еских реøений [2, 40].

Редуцированный фильтр Калмана 
в рассматриваемой задаче

Основной заäа÷ей аëãоритìа коìпëексирова-
ния инфорìаöии ИИБ и ЗП явëяется фиëüтраöия
высо÷астотных øуìов ЗП äëя обеспе÷ения заäан-
ноãо уровня оøибки опреäеëения ориентаöии. Дан-

ная заäа÷а ìожет бытü реøена путеì фиëüтраöии
изìенения ориентаöии ЗП относитеëüно изìери-
теëüной инфорìаöии ИИБ. Дëя построения фиëüт-
ра рассìотриì вектор ìаëоãо поворота визирной
систеìы коорäинат (ВСК) КА относитеëüно ИСК.
Приниìая во вниìание ìоäеëü поãреøности изìе-
рений ЗП (2), äëя äвух сосеäних тактов поëу÷ения
инфорìаöии от ЗП запиøеì

 =  é ΛОШ. (8)

У÷итывая характер äвижения КА и вреìенной
интерваë ìежäу изìеренияìи ЗП, выражение (8)
ìожно преäставитü сëеäуþщиì образоì:

Λt = Λt – 1 é dΛ;

ΛОШ = dΛ = ;

ΔΘ = [θx θy θz],

ãäе ΔΘ — вектор ìаëоãо поворота ВСК КА отно-
ситеëüно ИСК в проекöиях на оси ВСК КА за такт
форìирования инфорìаöии от ЗП, расс÷итанный
по äанныì от ЗП и ИИБ.
Несëожно вывести, ÷то

Δ  =  = .

Дëя фиëüтра Каëìана в ка÷естве вектора состоя-
ния систеìы приìеì вектор ìаëоãо поворота ìежäу
соответствуþщиìи оäноìу ìоìенту вреìени кватер-
нионаìи ориентаöии ИИБ и ЗП. Тоãäа вектор со-
стояния буäет выãëяäетü сëеäуþщиì образоì:

Xk = [   ]т. (9)

Ввеäеì äопоëнитеëüное усëовие к работе аëãорит-
ìов фиëüтраöии, закëþ÷аþщееся в тоì, ÷то работа
аëãоритìов осуществëяется на у÷астке нау÷ных изìе-
рений при постоянной уãëовой скорости, без воз-
ìущений äвижения КА, вызванных äвиженияìи
соëне÷ных батарей, антенн и работой реактивной
äвиãатеëüной систеìы. Исхоäя из тоãо, ÷то øуìы из-
ìеритеëей (ИИБ и ЗП) разëи÷аþтся ìежäу собой бо-
ëее ÷еì на äва поряäка, приìеì вектор оøибок сис-
теìы ζk и øуìы ИИБ равныìи нуëþ. Также приìеì,
÷то с кажäыì тактоì приеìа инфорìаöии от ЗП ухо-
äы ИИБ, вызванные äрейфаìи изìеритеëüных кана-
ëов, коìпенсируþтся соответствуþщиìи аëãоритìа-
ìи. С у÷етоì выражения (9) и равенства ζk = 0 урав-
нение фиëüтра запиøеì в виäе

 = Φk – 1 .
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Моäеëü изìерений систеìы приìет виä

Zk =  + ξk = I3Ѕ3  + ξk.

Тоãäа вектор оøибок изìеритеëей ξk буäет со-
стоятü тоëüко из высоко÷астотных оøибок ЗП,
привеäенных на оси ВСК КА:

ξk = .

На÷аëüные усëовия фиëüтраöии заäаþтся сëе-
äуþщиì образоì:

P0 = ;

R0 = .

В ка÷естве äанных äëя рас÷ета на÷аëüной кова-
риаöионной ìатриöы испоëüзуется инфорìаöия о
øуìовых поãреøностях из техни÷еских усëовий на
ЗП. Тоãäа на÷аëüное зна÷ение коэффиöиента усиëе-
ния фиëüтра буäет выãëяäетü сëеäуþщиì образоì:

K0 = P0(2P0)
–1.

Как виäно, в такой постановке заäа÷и фиëüтра-
öии отсутствует изìеритеëüная инфорìаöия ИИБ
по уãëовыì скоростяì ССК КА. Ввеäеì в аëãоритì
фиëüтраöии äанные об уãëовых скоростях сëеäуþ-
щиì образоì. На ìоìент поëу÷ения изìерений ЗП
фиксируþтся äанные об ориентаöии, расс÷итан-
ные аëãоритìаìи интеãрирования уãëовой скорости
от ИИБ. В на÷аëе такта работы фиëüтра расс÷иты-
вается вектор ìаëоãо поворота, поëу÷енный интеã-
рированиеì уãëовой скорости ИИБ:

Δ  = [   ].

С у÷етоì ìаëости веëи÷ин:

ω = Δ  = [ωX ωY ωZ].

Тоãäа ввеäение изìеритеëüной инфорìаöии ИИБ
в аëãоритìы фиëüтраöии буäет осуществëятüся пу-
теì рас÷ета перехоäной ìатриöы систеìы по äан-

ныì векторов ìаëоãо поворота, расс÷итанных по
изìеренияì ИИБ:

Φk – 1 = .

Поскоëüку иìеþтся оãрани÷ения на вы÷исëи-
теëüные ресурсы, уто÷нение коэффиöиента усиëе-
ния буäет происхоäитü с периоäоì, боëüøиì пе-
риоäа работы фиëüтра. С у÷етоì принятых оãрани-
÷ений аëãоритì коìпëексирования и фиëüтраöии
изìерений ЗП по инфорìаöии от ИИБ приìет виä

Pk/k – 1 = Φk – 1Pk – 1/k – 1 ;

Kk = Pk/k – 1(Pk/k – 1 + Rk)
–1;

 =  +

+ (  – );

 =  +

+ (  – );

 =  +

+ (  – );

Pk/k = (I – Kk)Pk/k – 1.

Зäесü инäекс (1, :) обозна÷ает первуþ строку
ìатриöы, инäекс (2, :) — вторуþ строку и т. ä.

Апробация алгоритма в составе математического 
стенда моделирования работы бортового комплекса 

управления космического аппарата

Преäëаãаеìый аëãоритì äоëжен функöиониро-
ватü в составе вы÷исëитеëя БКУ КА. Такт работы
вы÷исëитеëя составëяет 100 ìс, ÷астота поëу÷ения
äанных от ИИБ — 10 Гö, ÷астота поëу÷ения äанных
от ЗП — 5 Гö. Такт работы аëãоритìа коìпëекси-
рования совпаäает с тактоì поëу÷ения äанных от
ЗП. На вхоä аëãоритìа поäаþтся äва кватерниона
ориентаöии ССК КА относитеëüно ИСК, расс÷и-
танные по äанныì ИИБ и по äанныì ЗП. По-
скоëüку форìирование инфорìаöии ЗП происхо-
äит с запазäываниеì, в аëãоритìе запоìинаþтся
äанные, расс÷итанные по инфорìаöии от ИИБ,
соответствуþщие ìоìенту форìирования изìери-
теëüной инфорìаöии от ЗП. На основании äанных
соответствуþщих тактов поëу÷ения инфорìаöии и
преäыäущих поëу÷енных äанных происхоäит вы-
÷исëение векторов ìаëоãо поворота. На рис. 2
преäставëена öикëоãраììа функöионирования
разработанных аëãоритìов коìпëексирования ин-
форìаöии ИИБ и ЗП.
Необхоäиìые äëя работы параìетры расс÷иты-

ваþтся в соответствии с ÷астотой работы аëãорит-
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ìа коìпëексирования, кроìе коэффиöиентов уси-
ëения фиëüтра и ковариаöионных ìатриö. Рас÷ет
этих ìатриö явëяется саìой вы÷исëитеëüно наãру-
женной операöией аëãоритìа, так как требуется
рас÷ет обратной ìатриöы третüеãо поряäка. Преä-
ëоженный аëãоритì разработан с возìожностüþ
функöионирования в вы÷исëитеëüной систеìе КА
с существенныìи оãрани÷енияìи на вы÷исëитеëü-
ные ìощности. Приниìая во вниìание это оãра-
ни÷ение, уто÷нение коэффиöиентов усиëения
преäëаãается провоäитü раз в пятü тактов работы
аëãоритìа фиëüтраöии и коìпëексирования.
Выхоäоì аëãоритìа коìпëексирования явëяется

оöенка вектора ìаëоãо поворота ìежäу соответст-
вуþщиìи оäноìу ìоìенту вреìени кватернионаìи
ориентаöии КА, расс÷итанныìи по изìеритеëüной
инфорìаöии ИИБ и ЗП. Выхоäная инфорìаöия
аëãоритìа коìпëексирования уто÷няет параìетры
ориентаöии КА.
Отработку и ìоäеëирование преäëаãаеìоãо аë-

ãоритìа коìпëексирования провоäиëи на стенäах
ìатеìати÷ескоãо ìоäеëирования ФГУП МОКБ
"Марс". В ка÷естве ИИБ быë рассìотрен ГИВУС
КИНД34-020-01, характеристики котороãо преä-
ставëены ниже:

В ка÷естве ЗП быë рассìотрен SED26, характе-
ристики котороãо преäставëены ниже:

ГИВУС КИНД34-020-0 и SED26 вхоäят в со-
став систеì ориентаöии КА "Эëектро-Л" № 2,
"Спектр-РГ" и "Арктика-М". При ìоäеëировании
приìеняëи ìоäеëи ИИБ, ЗП и КА, разработанные
по исхоäныì äанныì фирì разработ÷иков соот-
ветствуþщих эëеìентов.
Резуëüтаты ìоäеëирования преäставëены на

ãрафике (рис. 3), ãäе показана поãреøностü опре-
äеëения ориентаöии КА, выраженная ÷ерез ìоäуëü
вектора ìаëоãо поворота |ΔΘ| ìежäу ориентаöией
КА по указанной ìоäеëи и расс÷итанной ориента-
öией. Стоит отìетитü, ÷то äо внеäрения указанных
в статüе аëãоритìов äëя фиëüтраöии высоко÷ас-
тотной поãреøности ЗП приìеняëся фиëüтр Каë-
ìана с постоянныìи коэффиöиентаìи. На ãрафи-
ке привеäено сравнение резуëüтатов фиëüтраöии
высоко÷астотной оøибки ЗП äо и посëе внеäрения
преäëоженноãо в статüе аëãоритìа. Уровенü оøиб-
ки от øуìов ЗП снизиëся в три раза.
Как виäно из преäставëенноãо резуëüтата, преä-

ëоженный аëãоритì реäуöированноãо фиëüтра
Каëìана позвоëяет реаëизоватü эффективнуþ
фиëüтраöиþ øуìов ЗП. При этоì стоит отìетитü,
÷то по сравнениþ с реаëизаöией "поëноãо" фиëüт-
ра Каëìана требуеìые вы÷исëитеëüные ресурсы
äëя бортовой реаëизаöии сократиëисü в 2,7 раза.
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The on-board satellite attitude and orbit control systems (AOCS) equipped with the inertial measurement units (IMU) and
star trackers (ST) are the most versatile and reliable. Simultaneous processing of IMU and ST measurements is common for
the foreign scientific spacecraft, which makes the basis of the operating principle of both devices. IMU functions in a wide an-
gular rate range and doesn't depend on the external conditions. However, in case the measurement correction by another source
of information is not available, the accuracy of the attitude determination might be reduced. The mathematical fusion of IMU
and ST measurements allows AOCS to estimate with high accuracy and frequency the attitude and the angular rate parameters.
This paper presents a suboptimal algorithm based on reduced Kalman filter and designed for IMU and ST measurements fu-
sion. The Kalman filter state vector was chosen as a three dimensions vector. This vector is the Rodrigues parameters of the
attitude between the attitude estimated by ST and the attitude estimated by IMU angular rate integration. Such a state vector
has a minimal dimension for that purpose. Also it allows us to estimate the attitude parameters without additional information
lag for the stabilization subsystems. Another feature of the algorithm is a different computation frequency of the state vector
estimation and gain matrix. The gain matrix and the covariance matrix are 5 times slower than the state vector estimation.
This algorithm performs an efficient decrease of the noise equivalent angle. Also this algorithm is not characterized by a com-
putational complexity and significant AOCS computer requirements, which are 2,7 times lower compared with the full Kalman
filter. The algorithm can function with various IMU and ST obtained by the state vector provided by the Rodrigues parameters
of the attitude between ST attitude and IMU attitude. The algorithm is a part of AOCS software, verified on AOCS test bench.
The test bench includes models of SED26 star tracker and GIVUS KIND34-020 IMU. Due to the new algorithm and with
this equipment AOCS attitude error is lower than 5 arc. seconds.

Keywords: satellite on-board control systems, satellites, spacecraft, inertial measurement unit, star tracker, Kalman filter,
measurements fusion
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