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Робастное управление объектом с экстремальной характеристикой
в условиях неопределенности

Введение

Заäа÷а робастноãо управëения закëþ÷ается в
äостижении экстреìаëüной öеëи (ìиниìизаöии
иëи ìаксиìаëизаöии) некотороãо показатеëя объ-
екта, зна÷ение котороãо зависит от управëяеìых и
неуправëяеìых параìетров объекта [1, 2]. Объекты
экстреìаëüноãо управëения отëи÷аþтся неäоста-
то÷ностüþ инфорìаöии на выхоäе объекта. Дëя
поëу÷ения инфорìаöии в проöессе управëения не-
обхоäиìо вести поиск в виäе спеöиаëüно орãани-
зованных пробных øаãов, и это отëи÷ает экстре-
ìаëüное управëение от всех äруãих виäов управëе-
ния. Отëи÷итеëüной особенностüþ экстреìаëüных
объектов явëяется неìонотонностü (экстреìаëü-
ностü) стати÷еской характеристики. Аëãоритì ре-
øения экстреìаëüноãо управëения иìеет öеëüþ
поääержание объекта в экстреìаëüноì состоянии
независиìо от возìущаþщих факторов, возäейст-
вуþщих на объект и изìеняþщих еãо состояние.
Разработка робастноãо управëения неäетерìи-

нированныìи объектаìи со стати÷ескиìи экстре-
ìаëüныìи характеристикаìи в систеìах реаëüноãо
вреìени связана с пробëеìой устой÷ивости, сни-
жаþщей обëастü практи÷ескоãо приìенения. При-
ìероì таких объектов явëяется ëþбой
тепëовой объект; ëетатеëüный аппарат, у
котороãо по ìере снижения веса из-за вы-
ãорания топëива необхоäиìо снижатü
крейсерскуþ скоростü в öеëях увеëи÷ения
äаëüности поëета; заäа÷а оптиìаëüноãо
äеìпфирования сëеäящей систеìы второ-
ãо поряäка и т.ä.
Поä ка÷ествоì управëения объекта с

экстреìаëüной стати÷еской характерис-
тикой в усëовиях äействия поìех пониìа-
þт ìиниìуì вреìени поиска и аìпëиту-

äы автокоëебаний вхоäа объекта. Дëя выпоëнения
äанноãо требования к аëãоритìу управëения су-
ществуþт систеìы экстреìаëüноãо управëения с
разныìи способаìи поиска экстреìуìа, которые
базируþтся на свойствах стати÷еской характерис-
тики: с запоìинаниеì экстреìуìа, с приìенениеì
вспоìоãатеëüной ìоäуëяöии, с изìерениеì произ-
воäной выхоäа объекта и т.ä. [3].
В сëу÷ае коãäа объект сëабо изу÷ен иëи иìеет

вербаëüное описание, жеëатеëüно строитü систеìу
реãуëирования по откëонениþ, которая боëее со-
верøенна, так как не требует проöеäуры поиска.
Оäнако созäатü систеìу экстреìаëüноãо реãуëиро-
вания проще, ÷еì систеìу автоìати÷ескоãо реãу-
ëирования. Соверøенство систеìы автоìати÷е-
скоãо реãуëирования поëу÷ено за с÷ет ее высокой
орãанизаöии, но иìеет пониженнуþ наäежностü
и таит опасностü возникновения неустой÷ивости.
Ту иëи äруãуþ систеìу управëения нужно выби-
ратü исхоäя из конкретных усëовий и требований.
На рис. 1 привеäены стати÷еские экстреìаëü-

ные характеристики тепëовоãо объекта и ëетатеëü-
ноãо аппарата.
Рассìотриì робастное управëение тепëовоãо

объекта.

Рассматривается робастное управление объектом с экстремальной статической характеристикой с помощью системы
экстремального регулирования с запоминанием экстремума, стабилизации с применением адаптивных нечетких регуляторов
и систем с явно выраженным минимумом статической характеристики с применением нечеткого регулятора.
Ключевые слова: тепловой объект, летательный аппарат, сигнум-реле, адаптивный нечеткий регулятор, фаззификатор,

линейный нейрон, блок активационных функций, метод последовательного обучения нейрона, алгоритм Ларсена

МЕТОДЫ ТЕОРИИ АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ

Рис. 1. Статические экстремальные характеристики объектов:
а — тепëовой объект; б — ëетатеëüный аппарат
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1. Робастное управление объектом
с явно выраженным максимумом 
статической характеристики

В äанноì сëу÷ае реаëизуется ëоãи÷еское управ-
ëение с приìенениеì ëоãи÷ескоãо устройства (сиã-
нуì-реëе), способноãо запоìинатü ìаксиìаëüное
зна÷ение стати÷еской характеристики.
На рис. 2 показана структурная схеìа систеìы

экстреìаëüноãо реãуëирования (СЭР) с запоìина-
ниеì экстреìуìа инерöионноãо объекта.
Дëя инерöионных объектов, коãäа инерöион-

ностü объекта нахоäится на выхоäе, возìожна по-
теря экстреìуìа из-за ìаëоãо зна÷ения произвоä-
ной в то÷ке, бëизкой к экстреìуìу. В этоì сëу÷ае
на вхоä экстреìаëüноãо реãуëятора (ЭР) с запоìи-
наниеì экстреìуìа поäается сиãнаë с выхоäа уст-
ройства форìирования сиãнаëа (УФС).
Структурная схеìа УФС вкëþ÷ает усиëитеëü,

охва÷енный отриöатеëüной обратной связüþ, и ëо-
ãи÷еское устройство (ЛУ) äëя управëения обрат-
ной связüþ УФС.
УФС реаëизует реаëüнуþ первуþ произвоäнуþ

вхоäноãо сиãнаëа за с÷ет охвата усиëитеëя отри-
öатеëüной интеãраëüной обратной связüþ, управ-
ëяеìой ЛУ.
При превыøении пороãа срабатывания y0

(рис. 3, а) УФС работает как äинаìи÷еский преоб-
разоватеëü сиãнаëа с выхоäа объекта (сиãнаë пер-

вой произвоäной), а при снижении пороãа сраба-
тывания y0 обратная связü ЛУ разрывается, и УФС
работает в режиìе усиëитеëя.
Рассìотриì работу СЭР с запоìинаниеì экс-

треìуìа. Пустü работа СЭР на÷инается с на÷аëü-
ной коорäинаты и произвоäная выхоäноãо сиãнаëа

экстреìаëüноãо объекта  > 0. При этоì испоë-

нитеëüный ìеханизì (ИМ) увеëи÷ивает вхоäнуþ
коорäинату x экстреìаëüноãо объекта. В сëеäуþщий
ìоìент вреìени срабатывает коììутатор (Коì),
который работает независиìо от сиãнуì-реëе (СР).
ИМ реверсируется, но уже в сëеäуþщей то÷ке ревер-
сируется от СР и восстанавëивает правиëüное на-
правëение äвижение СЭР к экстреìуìу. В сëеäуþ-
щей то÷ке при äостижении x = xопт зна÷ение про-

извоäной  äостиãает ìаксиìуìа и фиксируется

запоìинаþщиì устройствоì (ЗУ). При уìенüøении

произвоäной  на веëи÷ину yн (зона не÷увстви-

теëüности СР) СР выпоëняет реверс ИМ, и СЭР
äвижется от экстреìуìа. В сëеäуþщей то÷ке при

усëовии  =  – yн выпоëняется новый ре-

верс ИМ, и СЭР, поääерживая , бëизкое ,

буäет с ìаксиìаëüной скоростüþ стреìитüся к экс-
треìуìу. Вбëизи экстреìуìа зна÷ение произвоä-

ной  бëизко к нуëþ. ЛУ разрывает обратнуþ

связü в УФС, и СЭР автоìати÷ески перехоäит в ре-
жиì поиска экстреìуìа по y (рис. 3, б). При кажäоì
реверсе ИМ вкëþ÷аþтся заäержки во вреìени τ
äëя искëþ÷ения вëияния перехоäных проöессов в
СЭР. Вкëþ÷ение коììутатора необхоäиìо äëя
анаëиза пройäенноãо пути за с÷ет äопоëнитеëüных
вкëþ÷ений ИМ с ÷астотой в 2...3 боëüøе, ÷еì при
вкëþ÷ении ИМ от СР. Быстроäействие СЭР с при-
ìенениеì УФС повыøается в 20...30 раз из-за
вкëþ÷ения поиска экстреìуìа по первой произ-
воäной выхоäа объекта по сравнениþ с поискоì по
ветвяì стати÷еской характеристики [2].
Неäостаткоì ìетоäа ëоãи÷ескоãо управëения

объектоì явëяется увеëи÷ение вреìени поиска, свя-

Рис. 2. Структурная схема СЭР с введением динамического
преобразователя и логического устройства:
Коì — коììутатор; ИМ — испоëнитеëüный ìеханизì; ЛУ —
ëоãи÷еское устройство; ЗУ — запоìинаþщее устройство; УФС —
устройство форìирования сиãнаëа; СР — сиãнуì-реëе; ЭР —
экстреìаëüный реãуëятор
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Рис. 3. Статические характеристики УФС
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занное с äрейфоì стати÷еской экстреìаëüной ха-
рактеристики вверх, потеря устой÷ивости при
äрейфе стати÷еской экстреìаëüной характеристики
вниз, а также реëейное вкëþ÷ение ИМ с постоян-
ной скоростüþ сервопривоäа от СР и коììутатора.

2. Робастное управление объектом
с применением адаптивных нечетких регуляторов

Рассìотриì робастное управëение тепëовоãо
объекта с приìенениеì аäаптивных не÷етких реãу-
ëяторов.
Приìенение аäаптивноãо не÷еткоãо управëения

искëþ÷ает неопреäеëенностü в систеìе, связаннуþ
с äрейфоì стати÷еской характеристики в ëþбоì
направëении, наприìер, из-за переìенной каëо-
рийности топëива и изìенения теìпературы окру-
жаþщей среäы.
Основныì отëи÷иеì в структуре управëения яв-

ëяется ввеäение принöипа реãуëирования по откëо-
нениþ в основноì контуре, наприìер по теìпера-
туре на выхоäе тепëовоãо объекта, и äопоëнитеëü-
ное ввеäение контура управëения теìпературой
факеëа, который парирует сиëüное возìущение со
стороны реãуëируþщеãо орãана и упрежäает еãо
вëияние на изìенение теìпературы на выхоäе не-
äетерìинированноãо (вербаëüноãо) объекта.
На рис. 4 привеäена структурная схеìа управ-

ëения вербаëüныì объектоì с приìенениеì аäап-
тивных не÷етких реãуëяторов расхоäа возäуха и
топëива.
Структурная схеìа САР (рис. 4) ìожет бытü

приìенена äëя сëу÷ая, коãäа основной параìетр
вербаëüноãо объекта — это äавëение пара в котëе,
а äопоëнитеëüный параìетр — расхоä топëива,
а также коãäа основной параìетр вербаëüноãо объ-
екта — соäержание кисëороäа в трубе, а äопоëни-
теëüный параìетр — расхоä возäуха.
Аäаптивный не÷еткий реãуëятор, который по-

казан на рис. 5, соäержит фаззификатор, ëинейный
нейрон с обратной аëãоритìи÷еской связüþ и бëок
активаöионных функöий. Терì-ìножество фаззифи-
катора вкëþ÷ает ÷етыре ëинейных терìа, распоëо-

женных в интерваëе 0...1. Дëя опреäеëения степени
принаäëежности принята пропорöия виäа [4]

 = , (1)

ãäе xвi и xнi — верхнее и нижнее зна÷ения параìетра;
xi — текущее зна÷ение параìетра х;  — пропор-
öионаëüное зна÷ение параìетра xi, которыì явëя-
ется откëонение теìпературы на выхоäе вербаëüноãо
объекта от заäанноãо зна÷ения ëибо теìпературы
факеëа от заäанноãо зна÷ения.
Матеìати÷еское описание терì-ìножества фаз-

зификатора иìеет виä:

μ1(u*) = 1 – u*, u* ∈ [0, 1]; (2)

μ2(u*) = (3)

μ3(u*) = (4)

μ4(u*) = u*, u* ∈ [0, 1]. (5)

Рис. 4. Структурная схема управления недетерминированным
(вербальным) объектом:
АНР — аäаптивный не÷еткий реãуëятор; РО — реãуëируþщий
орãан

ui*
xi xнi–( )
xвi xнi–( )

-------------------

ui*

Рис. 5. Адаптивный нечеткий регулятор:
БАФ — бëок активаöионных функöий
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Графи÷еское распоëожение терì-ìножества фаз-
зификатора аäаптивноãо не÷еткоãо реãуëятора по-
казано на рис. 6.
Степени принаäëежности äëя текущеãо пропор-

öионаëüноãо зна÷ения параìетра х явëяþтся вхо-
äаìи ëинейноãо нейрона, ãäе аäаптаöия нейрона
выпоëнена ìетоäоì посëеäоватеëüноãо обу÷ения с
поìощüþ рекуррентной форìуëы [5, 6]

hj + 1 = hj + (xj – xju) , (6)

ãäе hj + 1 — посëеäуþщий øаã (j + 1)-й итераöии;
hj — преäыäущий øаã j-й итераöии; xj — текущий вы-
хоä ìоäеëи; xju — оöенка выхоäа ìоäеëи; (xj – xju) —
оøибка в оöенке xj; uj — изìеряеìая функöия; т —
транспонирование.
Скорректированные синапсы нейрона поäаþтся

на вхоä бëока активаöионных функöий, соäержа-
щеãо набор сìещенных сиãìоиäных функöий [6]

f (x) = . (7)

С уìенüøениеì зна÷ения параìетра а сиãìоиä
становится боëее поëоãиì, в преäеëе при усëовии
а = 0 вырожäаясü в ãоризонтаëüнуþ ëиниþ на
уровне 0,5. При увеëи÷ении а сиãìоиä прибëижа-
ется по внеøнеìу виäу к функöии еäини÷ноãо
ска÷ка с пороãоì в то÷ке х = 0.
Соверøенство систеìы автоìати÷ескоãо реãуëи-

рования с приìенениеì аäаптивных не÷етких реãу-
ëяторов поëу÷ено за с÷ет ее высокой орãанизаöии.

3. Робастное управление объектом
с явно выраженным минимумом 
статической характеристики

Рассìотриì приìенение не÷еткоãо управëения
äëя управëения неäетерìинированныì объектоì с
явно выраженныì ìиниìуìоì стати÷еской харак-
теристики.

Приìероì такоãо объекта явëяется ëетатеëüный
аппарат, у котороãо по ìере снижения веса из-за
выãорания топëива необхоäиìо снижатü крейсер-
скуþ скоростü в öеëях увеëи÷ения äаëüности по-
ëета. Стати÷еская характеристика "киëоìетровый
расхоä топëива в функöии скорости поëета в зави-
сиìости от веса ëетатеëüноãо аппарата" иìеет явно
выраженный ìиниìуì (сì. рис. 1, б, ãäе G — вес
ëетатеëüноãо аппарата) [8].
Дëя поиска то÷ки экстреìуìа (ìиниìуìа) ста-

ти÷еской характеристики необхоäиìо установитü
äат÷ик ìассовоãо и ìãновенноãо расхоäа топëива
äозатора. Соãëасно инфорìаöии о ìассовоì рас-
хоäе, пëотности топëива и вреìени поëета ìожно
суäитü о ìассе сãоревøеãо топëива. Даëее необхоäи-
ìо опреäеëитü обратнуþ пропорöионаëüнуþ зависи-
ìостü ìежäу ìассой сãоревøеãо топëива и ìãновен-
ныì расхоäоì топëива äëя коррекöии расхоäа топ-
ëива äозатора вербаëüноãо объекта (авиаöионноãо
äвиãатеëя) по ìере поëета ëетатеëüноãо аппарата.
На рис. 7 привеäена структурная схеìа САР рас-

хоäа топëива äозатора, ãäе терì-ìножество фаззи-
фикатора не÷еткоãо реãуëятора (НР) распоëожено на
интерваëе 0...1 (сì. рис. 6). Дëя опреäеëения степени
принаäëежности принята пропорöия виäа (1) [4].
Соãëасно текущеìу зна÷ениþ xi опреäеëяþтся сте-
пени принаäëежности ν1i, ν2i, ν3i, ν4i (выхоä фаззи-
фикатора). На рис. 8 привеäено ãрафи÷еское изо-

Рис. 6. Терм-множество фаззификатора адаптивного нечеткого
регулятора

uj

uj
тuj

--------

1
1 exp ax–( )+
-------------------------

Рис. 7. Структурная схема автоматического регулирования рас-
хода топлива дозатора:
Ф — фаззификатор; БНВ — бëок не÷еткоãо вывоäа; ВО — вир-
туаëüный объект; ДФ — äефаззификатор; НР — не÷еткий ре-
ãуëятор; ПР — проãраììатор

Рис. 8. Графическое изображение нечеткой импликации соглас-
но алгоритму Ларсена и нечеткой композиции блока вывода не-
четкого регулятора
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бражение не÷еткой иìпëикаöии с приìенениеì
аëãоритìа Ларсена и не÷еткой коìпозиöии.
Испоëüзуя аëãоритì не÷еткой иìпëикаöии по

Ларсену (рис. 8), запиøеì функöиþ принаäëеж-
ности (кривая 0-а-1) äëя текущеãо зна÷ения xi:

(u*) = c1i μ1i (u*). (8)

Анаëоãи÷но, соãëасно не÷еткой иìпëикаöии по
Ларсену запиøеì функöиþ принаäëежности (кри-
вая 0-в-1) (рис. 8) äëя текущеãо зна÷ения xi:

(u*) = c2iμ2i (u*). (9)

Даëее, соãëасно не÷еткой иìпëикаöии по Лар-
сену запиøеì функöиþ принаäëежности (кривая
0-ã-1) (рис. 8) äëя текущеãо зна÷ения xi:

(u*) = c3i μ3i (u*). (10)

В конöе также соãëасно аëãоритìу не÷еткой
иìпëикаöии по Ларсену запиøеì функöиþ при-
наäëежности (кривая 0-е-1) (рис. 8) äëя текущеãо
зна÷ения xi 

(u*) = c4iμ4i (u*). (11)

Резуëüтируþщая функöия принаäëежности со-
ãëасно (8), (9), (10), (11) иìеет виä

μCi (u*) =

= (u*) ∪ (u*) ∪ (u*) ∪ (u*). (12)

Дëя опреäеëения текущеãо зна÷ения управëяþ-
щеãо возäействия форìируется "резуëüтируþщая
фиãура", оãрани÷енная резуëüтируþщей функöией
принаäëежности (12) (жирной ëинией 0-а-б-в-ã-
ä-е-1, рис. 8) äëя текущеãо зна÷ения xi:

μCi (u*) =

= max[ (u*), (u*), (u*), (u*)]. (13)

Поиск коорäинат "öентра тяжести" резуëüти-
руþщей фиãуры (13) выпоëнен соãëасно ìоäифи-
öированноìу ìетоäу öентроиäа [7]:

 = ; (14)

 = , (15)

ãäе п — ÷исëо разбиений; Si — пëощаäи текущих
разбиений; xi, xi – 1 — коорäинаты абсöисс текущих
разбиений.
Поëу÷енное зна÷ение абсöиссы соãëасно (14)

преобразуется в ÷исëенное зна÷ение управëяþще-
ãо возäействия (расхоä топëива).

Заключение

1. Разработано робастное управëение объектоì
с экстреìаëüной (ìаксиìуì) стати÷еской характе-
ристикой с поìощüþ систеìы экстреìаëüноãо
реãуëирования с запоìинаниеì экстреìуìа.

2. Разработано робастное управëение объектоì
с экстреìаëüной (ìаксиìуì) стати÷еской характе-
ристикой с приìенениеì систеì стабиëизаöии.

3. Разработано робастное управëение объектоì
с экстреìаëüной (ìиниìуì) стати÷еской характе-
ристикой с поìощüþ систеìы стабиëизаöии.

4. Разработан аäаптивный не÷еткий реãуëятор с
приìенениеì ëинейноãо нейрона äëя управëения
вербаëüныì (тепëовыì) объектоì с приìенениеì
аëãоритìа Ларсена.

5. Разработан не÷еткий реãуëятор äëя управëе-
ния вербаëüныì (ëетатеëüный аппарат) объектоì с
приìенениеì аëãоритìа Ларсена.
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Extreme control objects are distinguished by insufficiency of information on their outputs. In order to obtain information
during the control process a special search should be organized in the form of the multiple trial steps, with consideration of
the non-monotonous (extreme) form of the static characteristic. An example of this is any heating object, an aircraft, which
due to fuel burning out and weight loss has to limit its cruising speed in order to increase its flight range, an optimal dampening
task of a second-order tracking system, etc. The article considers the robust control for a nondetermined object with an extreme
static characteristic by means of an extreme control system with an extremum storing mechanism, and stabilization systems
based on the adaptive fuzzy controllers, and with the use of an object with a pronounced minimum of its static characteristic.
The thermal object, operating in the conditions of uncertainty, requires development of a nonlinear approximation circuit
(adaptive fuzzy controller), containing a fuzzificatior, a linear artificial neuron with an algorithmic feedback, and functions
activation unit. Fuzzificator term set contains four linear terms arranged within the interval of 0—1. Deviation of a temperature
from its optimal value is used as a linguistic variable. The membership degrees of the activated membership functions are multi-
plied with the synapses of the feedback-driven neuron. Correction of the synapses is implemented with the help of the adaptation
algorithm, which gives its adaptive properties to the temperature controller in relation to the external disturbances (for example,
variable calorific value). The regulatory action by means of the functions activation unit controls operation of the air or fuel
regulatory mechanism. Application of the developed adaptive fuzzy temperature controllers allows us to ensure maintaining of
an exact temperature of a verbal object within the range of 3 % of the given value.

Keywords: thermal facility, aircraft, signum relay, adaptive fuzzy control, fazzificator linear neuron, activation function
unit, method of a sequential neuron learning, Larsen algorithm
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К вопросу о представлении маршрута мобильного робота
на основе визуальных ориентиров*

Введение

Оäниì из активно развиваþщихся в настоящее
вреìя поäхоäов к вопросаì управëения в ãруппо-
вой робототехнике явëяется поäхоä, основанный на
испоëüзовании ìоäеëей соöиаëüноãо повеäения в
ãруппах роботов [1]. В раìках этоãо поäхоäа иссëе-
äуþтся разëи÷ные ìоäеëи соöиаëüноãо повеäения,
наприìер, коãезия как стреìëение особей äержатüся
вìесте, контаãиозное (поäражатеëüное) повеäение,
äифференöиаöия функöий, образование коаëиöий
[2]. При этоì за "образеö äëя поäражания" иссëе-
äоватеëи ÷асто берут ìуравüев как преäставитеëей
эусоöиаëüных (истинно соöиаëüных) насекоìых.
Орãанизаöия соöиаëüноãо повеäения, и у ìу-

равüев в тоì ÷исëе, основана на внутривиäовой
коììуникаöии. Среäи ìножества типов повеäения
ìуравüев ìожно выäеëитü оäин, в котороì роëü
коììуникаöии особенно важна, — это фуражиро-
вание. В ìуравейнике естü развеä÷ики, которые
иссëеäуþт окружаþщее ìуравейник пространство
в öеëях поиска пищи. Найäя пищу, они возвраща-
þтся в ìуравейник и оповещаþт äруãих ìуравüев о
ìесте, ãäе быëа найäена пища. Посëе этоãо ìу-
равüи-фуражиры отправëяþтся к этоìу ìесту и
приносят пищу в ìуравейник.
Данная заäа÷а разбивается на три этапа: найти

"еäу" (иëи äруãой искоìый объект), вернутüся "äо-
ìой" (в то÷ку отправëения) и повторитü этот путü äëя
переноса пищи в äоì. Существует боëüøое ÷исëо
иссëеäований, посвященных реøениþ этой пробëе-
ìы, в основноì, разработанных на уровне форìаëü-
ных ìоäеëей äëя ãрупп искусственных аãентов.
Дëя реøения заäа÷и фуражирования ìожет ис-

поëüзоватüся ìеханизì SLAM (Simultaneous Loca-

lization and Mapping), который преäпоëаãает по-
строение карты ìестности и оäновреìенное опре-
äеëение ìестопоëожения аãента на этой карте и
приìеняется äëя реøения øирокоãо кëасса заäа÷ [3].
В боëее спеöиаëизированных ìетоäах ре÷ü иäет
о запоìинании пути, испоëüзовании еãо äëя воз-
вращения "äоìой" (homing) и повторноãо прохож-
äения этоãо пути. Но в работах, посвященных по-
сëеäней ãруппе ìетоäов, вниìание, в основноì,
уäеëяется ëибо распознаваниþ образов [4], ëибо
построениþ сöен [5]. Дëя приìенения ëþбоãо из
пере÷исëенных ìетоäов роботы äоëжны иìетü раз-
витуþ систеìу техни÷ескоãо зрения, боëüøуþ вы-
÷исëитеëüнуþ ìощностü и канаëы связи с высокой
пропускной способностüþ äëя переäа÷и построен-
ной карты иëи визуаëüноãо ряäа, который образует
ìарøрут, äруãиì роботаì.
Среäи äруãих поäхоäов наибоëее распростра-

ненныì явëяется испоëüзование принöипа феро-
ìонов, взятоãо из жизни некоторых виäов ìуравüев.
Он основан на тоì, ÷то ìуравüи при äвижении по-
ìе÷аþт свой путü опреäеëенныìи хиìи÷ескиìи
веществаìи — фероìонаìи, которые иìеþт свой-
ство "испарятüся" со вреìенеì. Муравей ìожет уëо-
витü этот фероìон и опреäеëитü еãо конöентра-
öиþ. В преäëаãаеìых ìоäеëях аãенты также усëовно
поìе÷аþт свой путü "фероìонаìи". В äаëüнейøеì
äруãие аãенты опреäеëяþт ìарøрут в соответствии
с ìаксиìаëüной конöентраöией фероìонов (на-
приìер, [6]). При этоì äëя возврата в то÷ку от-
правëения аãент ìожет испоëüзоватü ìаяк, распо-
ëоженный окоëо "äоìа" [7], GPS-навиãаöиþ äëя
открытых пространств [8], ìеханизì направëен-
ной коììуникаöии [9] иëи äвижение по собствен-
ноìу фероìоновоìу сëеäу [10].
Поäхоä, основанный на фероìонах, иìеет как

ìиниìуì оäин существенный неäостаток: техни-

Предлагается метод использования визуальных ориентиров для запоминания мобильным роботом пройденного пути. Опи-
саны алгоритмы формирования описания маршрута и правила его интерпретации, позволяющие роботу вернуться в точку от-
правления и повторить данный маршрут. Приведены результаты экспериментов по имитационному моделированию, показы-
вающие возможность применения разработанного метода для решения задачи фуражирования.
Ключевые слова: групповая робототехника, модели социального поведения, когнитивный агент, пространственная логика,

задача фуражирования, грануляция информации
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÷ески сëожно реаëизоватü фероìоновый сëеä. Дру-
ãие описанные способы орãанизаöии возвращения
"äоìой" также иìеþт серüезные оãрани÷ения иëи
требуþт наëи÷ия äопоëнитеëüных ìеханизìов: иëи
преäпоëаãаþт наëи÷ие вспоìоãатеëüных техни÷е-
ских устройств (ìаяков), иëи ориентированы на
боëüøое ÷исëо роботов (äëя обеспе÷ения поëноãо
покрытия пути от "äоìа" äо искоìоãо объекта при
испоëüзовании направëенной ëокаëüной коììу-
никаöии), иëи требуþт открытоãо пространства
äëя возìожности приìенения GPS-навиãаöии.
Вìесте с теì, не все ìуравüи ìетят свой путü

фероìонаìи. Наприìер, в хоäе набëþäений за ìу-
равüяìи роäа Форìика (Formicidae) быëо выявëе-
но, ÷то они ìоãут ориентироватüся по от÷етëивоìу
исто÷нику света (Соëнöу иëи Луне), по направëе-
ниþ коëебаний света (поëяризаöия неба в естест-
венных усëовиях) и по назеìныì ориентираì [11].
В проöессе поиска пищи ìуравей запоìинает свое
поëожение относитеëüно Соëнöа, визуаëüные ори-
ентиры, ìиìо которых он прохоäит, и приìерное
расстояние äо них. Найäя пищу и вернувøисü в
ìуравейник, он äоëжен орãанизоватü ìуравüев-фу-
ражиров äëя äоставки пищи в ìуравейник. Зäесü
возìожны варианты [12]: ëибо развеä÷ик веäет
фуражиров за собой, ëибо он объясняет иì, как
они ìоãут äойти äо пищи, и äаëее они иäут туäа са-
ìостоятеëüно. В хоäе ìноãо÷исëенных опытов бы-
ëо установëено, ÷то ìуравüи ìоãут переäаватü све-
äения о ìарøруте äруãиì особяì в проöессе так-
тиëüноãо иëи визуаëüноãо контакта (наприìер,
уäаряя ëапкаìи по спине äруãоãо ìуравüя [11]).
Итак, äëя успеøноãо реøения заäа÷и фуражи-

рования робот äоëжен уìетü строитü ìоäеëü внеø-
ней среäы на основе естественных пространствен-
ных отноøений. Дëя этоãо обы÷но испоëüзуется
псевäофизи÷еская ëоãика (ПФЛ): пространствен-
ная ëоãика с не÷еткиìи бинарныìи пространст-
венныìи отноøенияìи трех типов — отноøения
äëя расстояний, äëя направëений и отноøения
взаиìноãо распоëожения объектов.
Пространственные ëоãики ìожно усëовно раз-

äеëитü на стати÷еские и äинаìи÷еские. Приìероì
приìенения стати÷еской ëоãики äëя построения
ìоäеëи внеøнеãо ìира явëяется работа А. П. Каëуö-
кой и В. Б. Тарасова [13]. Таì преäëожен вариант
построения ПФЛ с поìощüþ обобщенных оãрани-
÷ений, который позвоëяет вывоäитü äопоëнитеëü-
ные не÷еткие пространственные оãрани÷ения, не
описанные ÷еëовекоì явно. В ка÷естве приìера по-
строения äинаìи÷еской ìоäеëи ìожно привести
работу В. Э. Карпова [14], в которой автор связы-
вает на÷аëо систеìы коорäинат с роботоì и ввоäит
набор правиë опреäеëения отноøений ìежäу объ-
ектаìи окружаþщей среäы и роботоì. Эти правиëа
позвоëяþт на основе ëоãи÷ескоãо вывоäа проãно-
зироватü изìенение поëожения объектов при выпоë-
нении роботоì эëеìентарных äействий (поворотов
направо/наëево и øаãов впереä/назаä), а также их
коìбинаöий. Оäнако испоëüзование поäобных ìе-

ханизìов в явноì виäе äëя реøения заäа÷и фура-
жирования затруäнитеëüно, так как в первоì сëу-
÷ае рассìатривается стати÷еский вариант, а во вто-
рой работе реøается заäа÷а проãнозирования
изìенения взаиìноãо поëожения объектов. Кроìе
тоãо, приìенение ПФЛ относится к заäа÷аì с вы-
сокой вы÷исëитеëüной сëожностüþ.
Такиì образоì, существуþщие работы в этой

обëасти ориентированы на техни÷ески сëожные
устройства с боëüøиì объеìоì паìяти и боëüøой
вы÷исëитеëüной ìощностüþ. В то же вреìя ìура-
вей испоëüзует äëя реøения заäа÷и фуражирова-
ния äостато÷но оãрани÷енные ресурсы: "ìозã"
(наäãëото÷ный ãанãëий), соäержащий приìерно
500 тыся÷ нейронов, нето÷ные орãаны ÷увств и ка-
наë связи с низкой пропускной способностüþ. Ис-
хоäя из этоãо öеëü äанной работы — преäëожитü
такой ìеханизì построения äинаìи÷еской ìоäеëи
ориентаöии робота в окружаþщеì пространстве,
которая позвоëяëа бы управëятü переìещениеì
робота и не требоваëа бы äëя приìенения боëüøих
вы÷исëитеëüных ìощностей и развитой сенсорики.
Моäеëü äоëжна вкëþ÷атü правиëа форìирования
свеäений о ìарøруте, по котороìу он переìеща-
ется, и правиëа интерпретаöии этих свеäений,
приìеняя которые этот же (иëи äруãой) робот ìо-
жет повторитü äанный ìарøрут.

1. Ориентация робота в пространстве

Опреäеëиì, какиì образоì робот ìоã бы ори-
ентироватüся в пространстве. Дëя этоãо кратко пе-
ре÷исëиì те способы, с поìощüþ которых ориен-
тируþтся ìуравüи. У разных виäов ìуравüев естü
разные способы ориентаöии, но общиìи äëя боëü-
øинства виäов явëяется светокоìпасная ориента-
öия и испоëüзование визуаëüных ориентиров [11].
На коротких ìарøрутах вбëизи ìуравейника

ìуравüи испоëüзуþт в основноì зритеëüные ори-
ентиры. На боëее протяженных ìарøрутах они
вкëþ÷аþт своþ врожäеннуþ систеìу интеãрирова-
ния пути (path integration) [15]. Работа этой систеìы
основана на оäоìетрии и ориентаöии по Соëнöу
иëи äруãоìу исто÷нику света. Наприìер, пустынные
ìуравüи роäа Cataglyphis с÷итаþт ÷исëо пройäен-
ных øаãов и запоìинаþт свое поëожение относи-
теëüно Соëнöа [16]. Оäнако приìенение систеìы
интеãрирования пути привоäит к накопëениþ
оøибки, поэтоìу ìуравüи испоëüзуþт этот ìеха-
низì при отсутствии визуаëüных ориентиров.
Есëи же ãоворитü о возìожности приìенения

оäоìетрии äëя техни÷еских устройств (у÷ета пока-
заний энкоäеров, с÷итаþщих уãëы поворота коëес),
то зäесü оøибка с÷исëения буäет неäопустиìо
боëüøой. Ка÷ественный энкоäер иìеет поãреø-
ностü в 0,1 %, но äаже при äëине пути в 100 øаãов
(100 оборотов коëес) поãреøностü äостиãнет 10 %.
Испоëüзоватü исто÷ник света как ориентир также
не преäставëяется возìожныì, поэтоìу возüìеì за
основу построения пространственной ìоäеëи
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внеøней среäы поäхоä, основанный на навиãаöии
по зритеëüныì ориентираì.
Итак, пустü на поëиãоне распоëожены непо-

äвижные объекты — ориентиры. Робот äоëжен
уìетü отëи÷атü оäин ориентир от äруãоãо, и äëя
простоты преäпоëожиì, ÷то он уìеет разëи÷атü
öвета. Такиì образоì, öвет буäет иãратü роëü иäен-
тификатора объекта. Поìиìо этоãо робот уìеет
äвиãатüся впереä и назаä, повора÷иватü направо и
наëево, останавëиватüся; он виäит окружаþщие
объекты (внутри обëасти виäиìости в 180°) и уìеет
опреäеëятü расстояние äо них (прибëизитеëüно) и
направëение (относитеëüно себя) (рис. 1). В связи
с этиì естественно приìенитü поäхоä, основан-
ный на не÷еткоì управëении.
Дëя реøения поставëенной заäа÷и необхоäиìо

преäëожитü форìат описания пути робота-развеä-
÷ика и разработатü набор правиë, который по это-
ìу описаниþ сфорìирует посëеäоватеëüностü äей-
ствий, позвоëяþщуþ повторитü путü развеä÷ика.

2. Формирование описания пути и его интерпретация

Рассìотриì пробëеìу форìирования описания
пути (запоìинания пройäенноãо ìарøрута). Му-
равей-развеä÷ик запоìинает путü прибëизитеëüно,
и ìуравей-фуражир повторяет этот путü в общих
÷ертах [11]. Поэтоìу при форìировании описания
ìарøрута иìеет сìысë запоìинатü не кажäый øаã
робота, а тоëüко ìоìенты изìенения обстановки:
появëение новых ориентиров, изìенение направëе-
ния на ориентиры и т.ä. Такиì образоì, в ìоäеëü
ввоäится понятие вреìени, привязанное не стоëü-
ко к тактаì (øаãаì робота), скоëüко к изìенениþ
еãо состояния относитеëüно окружаþщей среäы.
Уìение разëи÷атü öвета и приìерно опреäеëятü

направëения и расстояние äо ориентиров позвоëяет
роботу описыватü ìарøрут в терìинах соответст-
вуþщих ëинãвисти÷еских переìенных. Наприìер,
ìарøрут, преäставëенный на рис. 2, ìожно опи-
сатü так: "Сна÷аëа я увиäеë ориентир 2 (зеëеный)
впереäи-справа äаëеко; потоì ориентир 2 (зеëе-
ный) быë от ìеня справа не äаëеко/не бëизко, и
появиëся ориентир 3 (жеëтый) впереäи-сëева äа-

ëеко; потоì ориентир 2 (зеëеный) — справа не äа-
ëеко/не бëизко, ориентир 3 пропаë из поëя зрения,
но появиëся ориентир 5 (красный) — впереäи-сëева
äаëеко ..." и т.ä.).
Тоãäа еäиниöей описания то÷ки в ìарøруте ìо-

жет сëужитü тройка

pn(C, Dir, Dist),

ãäе n — ноìер øаãа, на котороì робот виäит объект
с иäентификатороì C, распоëоженный относитеëüно
неãо по направëениþ Dir на расстоянии Dist. При
этоì на кажäоì øаãе робот ìожет виäетü k то÷ек
(k l 1), поэтоìу то÷ка ìарøрута описывается ìно-
жествоì Sn = {pn1(C1, Dir1, Dist1), ..., pnk(Ck, Dirk, Distk)},
а весü ìарøрут — ìножествоì P = {Sn}.
С то÷ки зрения опреäеëения относитеëüноãо

ìестопоëожения робота на пëоскости зна÷ение
иìеþт äва параìетра: направëение и расстояние.
Напоìниì, ÷то факти÷ески роботы ìоãут соверøатü
тоëüко ÷етыре эëеìентарных äействия: äвиãатüся
впереä/назаä и соверøатü повороты направо/наëево.
На основе этих äействий о÷енü сëожно (практи÷е-
ски невозìожно) реаëизоватü, наприìер, сäвиã
вправо иëи вëево с приеìëеìой то÷ностüþ. Поэто-
ìу быëо принято реøение отказатüся от у÷ета рас-
стояния и попробоватü ориентироватüся тоëüко по
направëениþ.
Дëя работы с не÷еткиì понятиеì "направëение"

быëи ввеäены соответствуþщие ëинãвисти÷еские
переìенные, øкаëа перес÷ета направëений äëя
обëасти виäиìости в 180° привеäена в табë. 1.
Теперü рассìотриì вопрос о тоì, какиì äоëжно

бытü повеäение робота-посëеäоватеëя, котороìу

Рис. 1. Область видимости робота, определение направления и
расстояния

Рис. 2. Фрагмент маршрута робота

Табëиöа 1
Шкала направлений

Зна÷ение, ° Линãвисти÷еская 
переìенная Обозна÷ение

0...22 Справа R
23...67 Впереäи справа FR
68...122 Впереäи F
123...167 Впереäи сëева FL
168...180 Сëева L
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нужно повторитü этот ìарøрут. С÷итается, ÷то ëþ-
бое äостато÷но сëожное повеäение сëаãается из со-
вокупности простых повеäен÷еских актов [17]. По-
этоìу иìеет сìысë разбитü сëожное повеäение
"пройти заäанныì ìарøрутоì" на ряä боëее прос-
тых повеäен÷еских проöеäур, наприìер, "обойти
объект Х сëева" иëи "äвиãатüся к объекту Y". Кстати,
опыты с ìуравüяìи показываþт, ÷то они ориенти-
руþтся приìерно так же: есëи изна÷аëüно ориен-
тир быë ëевее ìарøрута и еãо сäвинуëи вправо, это

заставëяет ìуравüев прокëаäыватü ìарøрут соот-
ветственно правее [11].
В ка÷естве универсаëüноãо среäства äëя реаëи-

заöии этих проöеäур быëи испоëüзованы коне÷ные
автоìаты [17]. Быë созäан набор автоìатов Миëи,
кажäый из которых реаëизует оäну эëеìентарнуþ
повеäен÷ескуþ проöеäуру, а иìенно: "обойти объ-
ект Х справа/сëева" (BypassRigh/BypassLeft), "äви-
ãатüся к объекту X" (MoveTo), "обойти вокруã, по-
вора÷ивая наëево/направо" (AroundL/AroundR),
"закон÷итü путü" (EndOfPath) и автоìат обхоäа пре-
пятствий (Reflex). Действияìи робота-развеä÷ика
также управëяë автоìат, реаëизуþщий проöеäуру
сëу÷айноãо бëужäания (Walk). Схеìы основных ав-
тоìатов привеäены на рис. 3, 4. Поìетка на äуãе
соäержит усëовие перехоäа по этой äуãе и äействие,
которое при этоì выпоëняется. На рис. 3, 4 ис-
поëüзуþтся сëеäуþщие обозна÷ения: S, T — на÷аëü-
ное и коне÷ное состояния автоìата соответственно;
N — ÷исëо тактов, в те÷ение которых выпоëняется
äействие; IsLF, IsRF — функöии, возвращаþщие
"истину", есëи робот ëевыì (правыì) äат÷икоì
виäит впереäи препятствие; RandomTurn — функöия
сëу÷айноãо выбора поворота направо иëи наëево;
L(X), FL(X), F(X), FR(X), R(X) — функöии опреäе-
ëения направëения на объект Х; D(Х) — функöия
опреäеëения расстояния äо объекта Х; gofwd, goleft,
goright, goback, stop — äействия робота (впереä, на-
ëево, направо, назаä и стоп соответственно).
Дëя тоãо ÷тобы понятü, как ìожно перейти от

описания ìарøрута к äействияì робота, сопоста-
виì реаëüный путü развеä÷ика с записüþ этоãо пу-
ти. Возüìеì äëя приìера фраãìент описания
ìарøрута, ãäе первыì эëеìентоì кажäой тройки
указан ноìер øаãа, вторыì — направëение, третü-
иì — öвет ориентира:

[1, впереäи-справа, зеëеный],
[2, впереäи-справа, зеëеный], [2, впереäи-сëева,

жеëтый],
[3, сëева, жеëтый], [3, справа, зеëеный],
[4, впереäи-справа, зеëеный],
[5, впереäи-сëева, красный], [5, впереäи-справа,

зеëеный],
[6, впереäи-сëева, красный], [6, справа, зеëеный],
[7, сëева, красный], [7, справа, зеëеный], [7, впе-

реäи, синий],
[8, сëева, красный], [8, впереäи, синий],
[9, впереäи, синий],...
Изу÷ив реаëüный ìарøрут, соответствуþщий

этоìу описаниþ (рис. 2), ìожно увиäетü, ÷то объект
ноìер 2 ("зеëеный") робот обоøеë справа, объект
ноìер 3 ("жеëтый") — сëева, объект ноìер 5 ("крас-
ный") — справа, и äвижется по направëениþ к объ-
екту ноìер 6 ("синий").
Дëя сопоставëения описания ìарøрута с саìиì

ìарøрутоì изìениì форìу записи описания, при-
веäя еãо по то÷каì (по ориентираì):
зеленый: [1, впереäи-справа], [2, впереäи-справа],

[3, справа], [4, впереäи-справа], [5, впереäи-справа],
[6, справа], [7, справа];

Рис. 4. Схемы автоматов, управляющих роботом-последователем:
а — обойти объект Х справа (BypassRight); б — иäти к объекту Х
(MoveTo)

Рис. 3. Схемы автоматов, управляющих роботом-разведчиком:
а — сëу÷айное бëужäание (Walk); б — обхоä препятствий (Reflex)
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желтый: [2, впереäи-сëева], [3, сëева, жеëтый];
красный: [5, впереäи-сëева], [6, впереäи-сëева],

[7, сëева], [8, сëева];
синий: [7, впереäи], [8, впереäи], [9, впереäи]...
Из привеäенноãо описания ìарøрута виäно,

÷то äëя обëасти виäиìости в 180° ìожно выäеëитü
три устой÷ивых øабëона:

1) есëи сна÷аëа робот увиäеë ориентир спра-
ва/впереäи-справа, и на посëеäнеì øаãе, коãäа
ориентир быë виäен, он быë справа, то робот обо-
øеë еãо сëева;

2) есëи сна÷аëа робот увиäеë ориентир сëе-
ва/впереäи-сëева, и на посëеäнеì øаãе он быë сëе-
ва, то робот обоøеë еãо справа;

3) есëи сна÷аëа робот увиäеë ориентир в произ-
воëüноì направëении, и на посëеäнеì øаãе, коãäа
ориентир быë виäен, он быë впереäи, впереäи-справа
иëи впереäи-сëева, то робот äвиãаëся к неìу.
Такиì образоì, äëя опреäеëения способа обхоäа

ориентира важно тоëüко направëение, на котороì
нахоäиëся ориентир переä теì, как пропастü из по-
ëя зрения робота. Это позвоëиëо сфорìироватü на-
бор правиë интерпретаöии роботоì-посëеäовате-
ëеì ìарøрута, который привеäен в табë. 2. Правиëо,
отраженное в посëеäней строке табë. 2, также взято
у ìуравüев: есëи ìуравей теряет ориентир, он на÷и-
нает соверøатü круãи вокруã тоãо ìеста, ãäе по еãо
ожиäанияì äоëжен нахоäитüся этот ориентир [11].
Дëя тоãо ÷тобы такая интерпретаöия ìарøрута

стаëа возìожной, изìениì форìу еãо записи. Теперü
еäиниöа описания то÷ки ìарøрута выãëяäит так:

p′(nk, Dirk, C),

ãäе nk — ноìер øаãа, на котороì ориентир с иäен-
тификатороì C уøеë из поëя зрения, нахоäясü по
направëениþ Dirk. Весü ìарøрут описывается ìно-
жествоì

P ′ = { (nkj, Dirkj, Cj)}, j = 1, ..., L,

ãäе L — äëина ìарøрута посëе преобразования.
Такое преобразование повëекëо за собой суще-

ственное уìенüøение коëи÷ества храниìой инфор-
ìаöии и позвоëиëо, факти÷ески, хранитü ìарøрут
в упакованноì виäе. Упаковка записи ìарøрута
ìожет осуществëятüся роботоì-развеä÷икоì "на
хоäу" по сëеäуþщеìу аëãоритìу.

Алгоритм создания описания маршрута

Вхоäные äанные: äанные ëокатора робота
Выхоäные äанные: описание ìарøрута
RT = [] — иниöиаëизаöия описания ìарøрута
cnt = 0 — ÷исëо то÷ек на ìарøруте
Пока (искоìый объект не найäен) öикë äëя робо-
та-развеä÷ика:
Выпоëнение øаãа ìоäеëирования
Поëу÷ение о÷ереäной то÷ки p[n, d, c] — ноìер
øаãа, направëение, öвет
Есëи (cnt = = 0): (ориентиров еще нет, äобав-
ëяеì ориентир в описание)

cnt = cnt + 1
RT.äобавитü([cnt, n, d, 0, 0, c])

ина÷е:
found = False (признак наëи÷ия ориентира в
описании ìарøрута)
Цикë по i от 0 äо (cnt – 1): (ищеì ориентир
такоãо же öвета)
Есëи RT[i][5] = = p[2]) (есëи тот же öвет и)
Есëи ((p[0] – RT[i][0]) = = 1) (ориен-
тир быë на преäыäущеì øаãе)

RT[i][3] = p[0] (äобавëяеì ноìер
øаãа)
RT[i][6] = p[1] (и направëение)
found = True (ориентир найäен)

Конеö есëи
Конеö есëи

Конеö öикëа по i
Есëи (not found): (ориентир не найäен)

cnt = cnt + 1 (с÷итаеì ноìер ориентира)
RT.äобавитü([cnt, n, d, 0, 0, c]) (äобавëяеì
ориентир в описание)

Конеö есëи
Конеö есëи

Конеö öикëа ìоäеëирования
(Приìе÷ание: нуìераöия эëеìентов ìассива

на÷инается с 0.)

В поëу÷енноì описании ìарøрута робот-по-
сëеäоватеëü äоëжен отсортироватü эëеìенты опи-
сания в поряäке, опреäеëяеìоì ноìероì øаãа, на
котороì из поëя зрения ухоäиë о÷ереäной ориен-
тир (ниже этот ноìер выäеëен поëужирныì øриф-
тоì). Посëе этоãо посëеäоватеëüностü описания
ìарøрута буäет соответствоватü посëеäоватеëü-
ности изìенения состояний робота, а ранее приве-
äенное описание фраãìента ìарøрута приìет сëе-
äуþщий виä:

[2, впереäи-сëева, 3, сëева, жеëтый],
[1, впереäи-справа, 7, справа, зеëеный],
[5, впереäи-сëева, 8, сëева, красный],
[7, впереäи, 9, впереäи, синий]...
По этой записи виäно, ÷то робот ÷асто оäновре-

ìенно прохоäит ìежäу äвуìя и боëее ориентира-
ìи. В связи с этиì возникëа пробëеìа перехоäа от
оäной эëеìентарной повеäен÷еской проöеäуры к
äруãой. Неëüзя оäновреìенно запускатü нескоëüко
автоìатов, управëяþщих äвижениеì робота, так как

Табëиöа 2
Правила выбора действий

в зависимости от направления на ориентир

Направëение на ориентир Х Действие

Справа Обойти объект Х сëева
Сëева Обойти объект Х справа
Впереäи, впереäи-сëева иëи 
впереäи-справа

Двиãатüся к объекту Х

Отсутствие ориентира Обойти вокруã, повора÷ивая 
направо иëи наëево (сëу÷ай-
ный выбор)

pj′
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прихоäящие от них коìанäы ìоãут противоре÷итü
äруã äруãу. Поэтоìу робот просìатривает описа-
ние ìарøрута на нескоëüко øаãов впереä с теì,
÷тобы найти в неì виäиìые еìу в äанный ìоìент
ориентиры, и выбирает автоìат в соответствии со
сëеäуþщиì аëãоритìоì.

Алгоритм следования по маршруту

Вхоäные äанные: описание ìарøрута и äанные ëо-
катора робота
Выхоäные äанные: нет
CurrPoint = 0 (текущий ориентир ìарøрута)
Way[] — ìарøрут, LenWay — äëина ìарøрута
Пока (искоìый объект не найäен) öикë äëя робо-
та-посëеäоватеëя:
Поëу÷итü äанные ëокатора.
Сфорìироватü список виäиìых ориентиров 
PList[], N — äëина списка.
Найти текущий ориентир ìарøрута ObjX в 
PList.
Найти сëеäуþщий ориентир ìарøрута ObjY в 
PList.
Есëи ObjY найäен,

CurrPoint = CurrPoint + 1
Выбратü äействие относитеëüно ObjY

ина÷е
Есëи ObjX найäен,
то Выбратü äействие относитеëüно ObjX
ина÷е (робот не виäит нужноãо ориентира)

found = False
Цикë по j от 0 äо N
Цикë по i от CurrPoint äо LenWay:
Есëи öвет(Way[i]) = = öвет(PList[j]),

found = True
CurrPoint = i (перейти на i-й ори-
ентир)
ObjX = Way[i]

Конеö есëи
Конеö öикëа по i

Конеö öикëа по j
Есëи (found),
выбратü äействие относитеëüно ObjX

ина÷е сëу÷айный выбор ìежäу (AroundL, 
AroundR)
Конеö есëи

Конеö есëи
Конеö есëи
Выпоëнение øаãа ìоäеëирования

Конеö öикëа ìоäеëирования

Такиì образоì, есëи робот на текущеì øаãе не
виäит тоãо ориентира, который äоëжен виäетü, он
просìатривает то÷ки äаëüøе по ìарøруту, сопос-
тавëяя их с теì, ÷то виäит, и, есëи нахоäит в опи-
сании ìарøрута оäин из виäиìых еìу ориентиров,
ориентируется на неãо, "срезая" путü.

3. Результаты экспериментов

Дëя поäтвержäения работоспособности преäëо-
женноãо ìетоäа быëа провеäена серия экспериìен-
тов по иìитаöионноìу ìоäеëированиþ. Экспери-
ìенты провоäиëи на упрощенной заäа÷е фуражи-
рования: не рассìатриваëисü этап возвращения
робота-развеä÷ика в "äоì" и проöесс переäа÷и све-
äений о ìарøруте. При испоëüзовании äанноãо
ìетоäа возвращение в то÷ку отправëения ìожет
провоäитüся по тоìу же ìарøруту, тоëüко то÷ки в
описании ìарøрута наäо отсортироватü в обрат-
ноì поряäке и поìенятü ìестаìи проöеäуры "об-
хоä сëева" и "обхоä справа".
Экспериìент закëþ÷аëся в тоì, ÷то сна÷аëа ро-

бот-развеä÷ик переìещаëся по поëиãону сëу÷ай-
ныì образоì с öеëüþ найти объект заäанноãо öвета,
не иìея заранее äанных о еãо ìестопоëожении.
Посëе нахожäения объекта сфорìированный ìарø-
рут переäаваëся второìу роботу, который äоëжен
быë пройти по этоìу ìарøруту. Моäеëирование
провоäиëи с испоëüзованиеì систеìы ìноãоаãент-
ноãо ìоäеëирования Kvorum, созäанной в НИЦ
"Кур÷атовский институт" и работаþщей поä управëе-
ниеì фрейìворка ROS (Robot Operating System) [18].
Роботы переìещаëисü по поëиãону — обëасти

100Ѕ100 кëеток. В произвоëüноì ìесте поëиãона
распоëаãается "äоì" — ìесто, с котороãо на÷инаë-
ся ëþбой ìарøрут (рис. 5). В разных сериях экс-
периìентов поëиãон преäставëяë собой оãрани-
÷еннуþ обëастü иëи тороиäаëüнуþ поверхностü с
препятствияìи иëи без них. Вреìя ìоäеëирования
составëяëо 1000 тактов. Ориентиры распоëаãаëисü
как реãуëярныì, так и произвоëüныì образоì, но
так, ÷тобы в кажäой то÷ке поëиãона существоваë

Рис. 5. Примеры маршрутов робота-разведчика и робота-по-
следователя
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хотя бы оäин ориентир, "виäиìый" из этой то÷ки.
Зона виäиìости опреäеëяëасü расстояниеì, на ко-
тороì аãент способен "увиäетü" объект (20 кëеток).
Как виäно из рис. 5, на котороì привеäены при-

ìеры резуëüтатов ìоäеëирования, робот-посëеäова-
теëü ìожет äовоëüно то÷но повторятü ìарøрут
робота-развеä÷ика (рис. 5, а), иноãäа "срезает" путü
(рис. 5, в, г), а иноãäа схоäит с ìарøрута, но потоì
возвращается на неãо (рис. 5, б).
На рис. 5, в боковые ответвëения ìарøрута ро-

бота-развеä÷ика — это еãо попытка преоäоëетü
препятствие. Коãäа робот стаëкивается с препятст-
виеì оäниì иëи äвуìя äат÷икаìи препятствий, уп-
равëение переäается автоìату Reflex, который за-
ставëяет робота отойти назаä и повернутü направо
иëи наëево. Как виäно из рис. 5, в, робот-посëеäо-

ватеëü не повторяет эти ìаневры, и такиì образоì
сокращает свой путü.
В табë. 3 привеäены обобщенные резуëüтаты

ìоäеëирования, а усреäненные резуëüтаты ìоäеëи-
рования привеäены в табë. 4. Из табë. 3 виäно, ÷то
привеäенный ìарøрут P ′ на поряäок коро÷е ис-
хоäноãо P. На äëинных ìарøрутах (боëее 250 øа-
ãов) робот-посëеäоватеëü ÷асто "срезает" путü, пе-
рехоäя на сëеäуþщий ориентир, и поэтоìу äеëает
ìенüøе øаãов, ÷еì робот-развеä÷ик (рис. 5, г). На
коротких ìарøрутах (äо 150 øаãов), наоборот, ро-
бот-посëеäоватеëü в среäнеì äобирается äо öеëи за
боëüøее ÷исëо øаãов, ÷еì робот-развеä÷ик. Это
объясняется теì, ÷то робот-посëеäоватеëü иноãäа
"теряется", он вынужäен повора÷иватüся вокруã себя,
÷тобы снова увиäетü нужный ориентир (рис. 5, б),
а "срезатü" на короткоì ìарøруте не÷еãо.
Неуäа÷и в основноì обусëовëены теì, ÷то ро-

бот-посëеäоватеëü, собëþäая тоëüко общее на-
правëение, иноãäа сëиøкоì сиëüно откëоняется в
сторону от ìарøрута робота-развеä÷ика, выхоäит
из зоны виäиìости сëеäуþщеãо ориентира и не ус-
певает вернутüся на ìарøрут за оставøееся вреìя.
Кроìе тоãо, при наëи÷ии препятствий они ìоãут
преãраäитü роботу путü к ориентиру, и еìу не хва-
тает вреìени на обхоä препятствия и возвращения
на ìарøрут.

Заключение

В äаëüнейøеì пëанируется приìенятü разрабо-
танный ìетоä в заäа÷ах фуражирования, патруëи-
рования территории и рекоãносöировки äëя ори-
ентаöии реаëüных роботов.
Преäëаãаеìый ìетоä иìеет äва принöипиаëüных

оãрани÷ения. Во-первых, ìарøруты äоëжны на÷и-
натüся из оäной из той же то÷ки, и роботы äоëжны
бытü повернуты в оäну сторону. Во-вторых, ори-
ентиры äоëжны бытü распоëожены такиì образоì,
÷тобы из кажäой то÷ки поëиãона робот ìоã увиäетü
хотя бы оäин ориентир. Друãие параìетры, такие
как реãуëярностü и нереãуëярностü ориентиров,
расстояние äо öеëи, наëи÷ие препятствий, не
вëияþт существенно на успеøное прохожäение
ìарøрута роботоì-посëеäоватеëеì.
Дëя реøения äанной заäа÷и наì потребоваëосü

осуществитü коìпëексирование инфорìаöии, посту-
паþщей на äат÷ики (сенсоры) робота. Поëу÷енная
такиì образоì структура ìожет бытü соотнесена
с инфорìаöионной ãрануëой [19], которая ëежит
в основе построения обобщенноãо преäставëения
äинаìи÷еских пространственных отноøений. В оп-
реäеëенноì сìысëе обëаäаþщий такиìи возìож-
ностяìи робот явëяется коãнитивныì аãентоì, ÷üя
коãнитивная функöия обеспе÷ивает проöессы по-
знания роботоì внеøнеãо ìира.
Испоëüзование коне÷ных автоìатов äëя выпоë-

нения повеäен÷еских проöеäур также иìеет свои
преиìущества как универсаëüное среäство реаëи-
заöии управëения [20]. В принöипе, ìожно созäатü

Табëиöа 3
Соотношение путей и число шагов роботов

Пре-
пят-
ствия

Ориен-
тиры Марøрут

Дëина упа-
кованноãо 

ìарøрута, %

Изìене-
ние ÷исëа 
øаãов, %

Чисëо 
не-

уäа÷, %

Нет Реãу-
ëярные

Короткий 8,7 127 7,9
Среäний 9,2 125 2,4
Дëинный 8,9 97 2,5

Нереãу-
ëярные

Короткий 8,8 104 3,3
Среäний 8,7 107 3,0
Дëинный 8,7 99 3,5

Естü Реãу-
ëярные

Короткий 8,8 110 8
Среäний 8,6 93 6,3
Дëинный 9,2 75 6,3

Нереãу-
ëярные

Короткий 10,0 84 7,1
Среäний 9,5 81 3,0
Дëинный 10,0 66 3,4

Табëиöа 4
Результаты моделирования (по 100 экспериментов каждого типа)

Марøрут
Дëина 

ìарøрута 
поëная

Дëина 
ìарøру-
та посëе 

"упа-
ковки"

Чисëо 
øаãов 
робота-
развеä-
÷ика

Чисëо 
øаãов
робота-
посëеäо-
ватеëя

Чисëо 
неуäа÷

Поëиãон с реãуëярныìи ориентираìи, без препятствий
Короткий 128 11 128 162 3
Среäний 200 19 213 228 1
Дëинный 319 29 350 345 1

Поëиãон с нереãуëярныìи ориентираìи, без препятствий
Короткий 126 11 141 146 1
Среäний 202 18 240 286 1
Дëинный 290 25 296 329 1

Поëиãон с реãуëярныìи ориентираìи, с препятствияìи
Короткий 132 12 155 171 3
Среäний 223 19 234 219 1
Дëинный 374 34 426 318 1

Поëиãон с нереãуëярныìи ориентираìи, с препятствияìи
Короткий 132 13 186 156 3
Среäний 198 19 300 242 2
Дëинный 321 32 439 290 2
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автоìат верхнеãо уровня управëения, который бу-
äет осуществëятü запуск повеäен÷еских проöеäур в
зависиìости от текущей ситуаöии. Такиì образоì,
испоëüзование явноãо автоìатноãо преäставëения
проöеäур повеäения аãентов позвоëяет ãоворитü о
реаëизаöии еäиной, ìоноëитной систеìы управëе-
ния, основанной на нейросетевой параäиãìе. Это
обусëовëено эквиваëентностüþ коне÷ных автоìа-
тов и рекуррентных нейронных сетей.
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One of the widespread approaches to the issues of control in the group robotics is application of the social behavior models in
the groups of robots. In this paper the author proposes to use this approach to fulfill the tasks of foraging. As a role model a Formicidae
ant is proposed. This task is considered as a combination of three stages: finding food, returning to the ant hill and repeating the
way to the place where food was found. It was proven that in order to come back home and repeatedly walk the way the Formicidae
ants were navigated predominantly by the visual means using vector navigation (path integration) and landmark-guidance mecha-
nisms. The basis of the proposed method is formed by the principles of memorizing the way by the visual landmarks and fuzzy control.
The model of describing the way is introduced to the robot, which can define colors of the landmarks and approximately sense the
direction to the landmark in respect to itself. A pattern for formation of a succinct way description was created, with the help of which
the scout robot memorizes the way to the "food". Certain regulations were developed, which let the follower robot transfer from the
description of the route to the actions of its reproduction and in many ways copy an ant’s behavior. The actions are presented as
elementary behavioral procedures, and each behavioral procedure is realized as a finite state automata. The results of the simulation
modeling, which was conducted with the help of the framework of ROS based modeling system, are presented. Experiments were
conducted in polygons with barriers and without them, with regular and irregular placing of the landmarks. As a quality criterion
for the proposed method the author offers to consider a successful passing of the route by the follower robot, and this indicator in
different series of experiments varies from 92 up to 98 %. The proposed method does not require robot’s great computation capacity
and advanced sensory abilities. The developed method can also be applied to the tasks of reconnaissance and patrolling.

Keywords: collective robotics, cognitive agent, spatial relations, social behavior models, granulation of information, fo-
raging task
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Комбинированная система технического зрения мобильных роботов

Введение

Заäа÷а форìирования панораìных изображений
в со÷етании с форìированиеì äетаëüных фраãìен-
тов пространства преäìетов ÷асто возникает при
построении систеì техни÷ескоãо зрения ìобиëü-
ных роботов [1, 2]. В 2010—2011 ãã. в раìках ãос-
бþäжетных НИР быëи провеäены теорети÷еские
иссëеäования и разработан проãраììный коìп-
ëекс äëя äистанöионноãо контроëя и распознава-
ния äинаìи÷еских 3D-объектов, а также аäаптив-
ные ìетоäы и среäства распознавания 3D-объек-

тов äëя систеì техни÷ескоãо зрения, наприìер
систеì, обеспе÷иваþщих анаëиз ситуаöии в рабо-
÷ей зоне и свобоäноì пространстве вбëизи рабо÷ей
зоны робота, а также при созäании систеì охраны
объектов, виäеоäетекторов äвижения и т.п. Кроìе
тоãо, навиãаöия ìобиëüных роботов ÷аще всеãо
äоëжна провоäитüся с у÷етоì трех коорäинат в со-
÷етании с äетаëüныì анаëизоì отäеëüных объек-
тов. В äанной статüе рассìатривается заäа÷а обна-
ружения и распознавания äинаìи÷еских объектов
в автоìатизированной систеìе управëения навиãа-

Рассматривается способ формирования панорамных изображений в сочетании с формированием детальных фрагментов
пространства предметов для систем технического зрения мобильных роботов. Предложено формирование трехмерного
изображения пространства предметов путем сочетания методов стереоскопии с методом структурной подсветки
("консайт"). При подготовке материалов публикации рассматривалась система, сочетающая обзорную панорамную СТЗ с
оптикоэлектронной системой, реализующей метод "консайт" и одновременно стереозрение.
Ключевые слова: анализ, метод, панорамная камера, система, стереоскопия, структурная подсветка, техническое зрение
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öией и ìанипуëяöией. При этоì äеëается общепри-
нятое äопущение, ÷то систеìа техни÷ескоãо зрения
(СТЗ) оперирует с некоторыì набороì конкрет-
ных объектов, ìоäеëи которых äоëжны бытü преä-
варитеëüно поëу÷ены ëибо какиì-нибуäü образоì
отìе÷ены и выäеëены. Во вниìание приниìаþтся
и äинаìи÷еские объекты, нахоäящиеся в поëе об-
зора СТЗ. Поä поëеì обзора пониìается обëастü
пространства преäìетов, образованная переìе-
щаþщиìся поëеì зрения СТЗ. Дëя проãнозирова-
ния возìожностей робота по переìещениþ ÷асто
необхоäиìа оперативная оöенка всеãо пространст-
ва, возìожная при панораìировании. Панораìи-
рование ìожет бытü осуществëено разëи÷ныìи из-
вестныìи способаìи, рассìотренныìи в работах
[4—6]. Форìирование трехìерноãо изображения
пространства преäìетов осуществëяется ìетоäаìи
трианãуëяöии, ãоëоãрафии, стереоскопии. Известен
активный способ "консайт", основанный на анаëизе
искажений структурной поäсветки. Как отìе÷аëосü
выøе, в управëении ìобиëüныìи роботаìи нереäко
возникает заäа÷а распознавания отäеëüных сöен и
объектов в поëе зрения СТЗ в со÷етании с "беãëыì"
анаëизоì пространства изображений, форìируеìых
опти÷еской систеìой (ОС) СТЗ. Указанный анаëиз
осуществëяется ëибо путеì сканирования, ëибо ìно-
ãокаìерныìи СТЗ. В äанной статüе рассìатривается
систеìа, со÷етаþщая обзорнуþ панораìнуþ СТЗ с
оптикоэëектронной систеìой (ОЭС), реаëизуþщей
оäновреìенно ìетоä "консайт" и стереозрение.

1. Аналитический обзор доступных публикаций

Анаëиз, провеäенный с у÷етоì работ [1—10,
13—15], показывает, ÷то известные техни÷еские
реøения в обзорных СТЗ ìожно кëассифиöиро-
ватü сëеäуþщиì образоì:
приìенение сканируþщих относитеëüно узко-
поëüных ОС;
приìенение øирокопоëüных ОС;
приìенение купоëüных ОС;
приìенение ìноãокаìерных систеì.
Приìероì бескинеìати÷еской СТЗ явëяется

ìноãокаìерная систеìа, в которой отäеëüные ка-
ìеры распоëаãаþтся такиì образоì, ÷тобы сово-
купное поëе зрения охватываëо всþ панораìу [4].
При высоких техни÷еских характеристиках поäоб-
ная систеìа отëи÷ается боëüøиìи ãабаритныìи
разìераìи. Известна купоëüная опти÷еская систе-
ìа со сверхøирокоуãоëüныì объективоì типа "ры-
бий ãëаз". При ìаëых ãабаритных разìерах и äеøе-
визне äëя нее характерно относитеëüно низкое
пространственное разреøение. Приìенение ска-
нируþщих систеì оãрани÷ено неäостаткаìи ìеха-
ни÷еских сканеров, прежäе всеãо, связанныìи с
быстроäействиеì. Необхоäиìо отìетитü, ÷то эти
оãрани÷ения опреäеëяþтся не стоëüко возìожнос-
тяìи сервопривоäов, скоëüко весüìа возìожныì
сìазоì реãистрируеìых изображений. Восстанов-
ëение сìазанных изображений возìожно путеì
реøения обратной заäа÷и. Оäнако она не всеãäа

ìожет бытü оперативно реøена äаже с приìенени-
еì быстрых аëãоритìов (быстрое преобразование
Фурüе (БПФ), быстрое преобразование Уоëøа
(БПУ) и т.п.).

2. Формулировка цели и задач исследований

В äанной работе ставиëасü öеëü разработатü тех-
ни÷еский обëик СТЗ, со÷етаþщей äостоинства не-
сканируþщих систеì с возìожностüþ обеспе÷е-
ния наäежной навиãаöии ìобиëüных роботов. Дëя
äостижения поставëенной öеëи реøаëисü сëеäуþ-
щие заäа÷и:
выбор способа коìпоновки ìноãокаìерной не-
сканируþщей СТЗ;
поиск коìпактноãо реøения заäа÷и стерео-
скопии;
поиск ìетоäа оперативноãо форìирования про-
странственных изображений объектов в поëе
зрения СТЗ с управëяеìой то÷ностüþ.

3. Основные результаты исследований

В ка÷естве прототипа коìбинированноãо устрой-
ства стереоскопи÷еской СТЗ выбрано устройство,
рассìотренное в работах [3, 4] (рис. 1) — ìноãока-
ìерная СТЗ, со÷етаþщая стереозрение с систеìой,
реаëизуþщей ìетоä "консайт" [5, 7, 11]. Кажäуþ из
каìер ìноãокаìерной СТЗ преäëаãается снабäитü
составныì объективоì (рис. 2).
Метоä "консайт" основан на тоì, ÷то на контро-

ëируеìый объект направëяется изëу÷ение, проìо-

Рис. 1. Схема многокамерной СТЗ

Рис. 2. Схема телевизионной камеры (ТВ-камеры):
1 и 2 — составная опти÷еская систеìа, обеспе÷иваþщая стерео-
зрение; 3 — ОЭС, реаëизуþщая ìетоä "консайт"; 4 — обëастü
пространства преäìетов, в которой обеспе÷ивается стереоскопи-
÷ески÷еский эффект; 5 — обëастü пространства преäìетов, в ко-
торой реаëизуется ìетоä структурной поäсветки
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äуëированное пространственной реøеткой [1, 2, 11]
(рис. 3). О реëüефе суäят по искажениþ структуры
реøетки (рис. 4, а). Реëüеф опреäеëяется по форìуëе

Z(X, Y ) = ,

ΔY — искажение поëосы (рис. 4, б); tgα — танãенс
уãëа ìежäу осüþ опти÷еской систеìы поäсветки и
объективоì приеìной ÷асти.
Быëи рассìотрены äве основные схеìы поëу÷е-

ния стереоскопи÷ескоãо изображения: параëëеëü-
ная и перекрестная, ìоäеëируþщая конверãенöиþ
ãëаз ÷еëовека. В первоì сëу÷ае оси каìер параë-
ëеëüны, ÷то упрощает проöесс съеìки, поэтоìу па-
раëëеëüная схеìа приìеняется ÷аще. Во второì
сëу÷ае оси каìер пересекаþтся, в резуëüтате поëу-
÷ается боëее обøирная зона наëожения изображе-
ний, и вы÷исëение расстояний äо объектов не тре-
бует преäваритеëüноãо коìпенсаöионноãо сäвиãа,

как в первоì сëу÷ае. Общая схеìа поëу÷ения сте-
реоскопи÷еских изображений привеäена на рис. 5,
ãäе äве виäеокаìеры разнесены на некоторуþ базу
за с÷ет снабжения составныì объективоì. Кажäая
виäеокаìера иìеет свой уãоë обзора, а пересе÷ение
уãëов обзора ëевой и правой виäеокаìер образует
стереокëин. Опреäеëение расстояния возìожно
тоëüко в обëасти стереокëина.
Реøение заäа÷и построения 3D-изображения

вкëþ÷ает äва основных этапа:
нахожäение соответствуþщих то÷ек на изобра-
жениях стереопары;
вы÷исëение объеìных коорäинат объектов, изо-
браженных на стереопаре.
Общий принöип опреäеëения пространствен-

ноãо распоëожения то÷ек ìожет бытü рассìотрен
на приìере параëëеëüной схеìы поëу÷ения стерео-
скопи÷ескоãо изображения (рис. 5). Оси X каìер
коëëинеарны, а оси Y и Z обеих каìер соответствен-
но параëëеëüны. Осü Y перпенäикуëярна пëоскости
рисунка. На÷аëо коорäинат, иëи öентр проектиро-
вания правой каìеры, сìещен относитеëüно öент-
ра ëевой каìеры вäоëü оси X на веëи÷ину b, кото-
рая называется базой (baseline) стереоскопи÷еской
систеìы. При набëþäении некоторой то÷ки объ-
екта Р на ëевоì изображении форìируется то÷ка Pl,
а на правоì — то÷ка Pr. Из ãеоìетри÷еских по-
строений о÷евиäно, ÷то то÷ка Р ëежит на пересе-
÷ении ëу÷ей LPl и RPr.
В ка÷естве общей систеìы коорäинат выбрана

систеìа коорäинат ëевой каìеры L. Все коорäина-
ты изìеряþтся относитеëüно базиса ëевой каìеры
L, за искëþ÷ениеì xr, которая изìеряется относи-
теëüно систеìы коорäинат правой каìеры R.
Дëя схеìы, привеäенной на рис. 5, справеäëивы

уравнения (1) [4]

(1)

В выражение äëя ãëубины то÷ки Р ввеäена веëи-
÷ина рассоãëасования d. Она равна разности коор-
äинат xl и xr то÷ек на ëевоì и правоì изображениях.
Реøение уравнений (1) äает все три коорäинаты,
поëностüþ опреäеëяþщие поëожение то÷ки Р в трех-
ìерноì пространстве. Из уравнений (1) сëеäует, ÷то
расстояние äо то÷ки Р увеëи÷ивается при уìенüøе-
нии рассоãëасования и уìенüøается при увеëи÷е-
нии рассоãëасования. Расстояние стреìится к беско-
не÷ности при прибëижении рассоãëасования к нуëþ.
При набëþäении реаëüных трехìерных сöен

поиск соответствуþщих то÷ек ÷асто оказывается
весüìа сëожной заäа÷ей, так как среäи боëüøоãо
÷исëа то÷ек поверхностей ìожет бытü неясно, какие
то÷ки ëевоãо и правоãо изображений явëяþтся обра-
заìи оäной и той же то÷ки трехìерной поверхности.
Как правиëо, каìеры в стереоскопи÷еских систеìах
о÷енü то÷но выравниваþтся так, ÷тобы оãрани÷итü
обëастü поиска соответствуþщих то÷ек äвух изо-
бражений в преäеëах строк анаëизатора изображе-
ния (в ÷астности, ПЗС) с оäинаковыìи инäексаìи.

Рис. 5. Схема стереоскопической системы с параллельными
осями составного объектива

Рис. 4. Пример изображения полос на поверхности объекта (а)
и формальной структуры искажений DY (б)

Рис. 3. Схема реализации метода "консайт":
1 — объект; 2 — объектив; 3 — ìноãоэëеìентный приеìник из-
ëу÷ения (прибор с заряäовой связüþ (ПЗС)); 4 — исто÷ник
поäсветки; 5 — транспарант

ΔY
tgα
------

z = f b/(xl – xr) = f b/d;
х = xl z/f = b + xr z/f ;
y = yl z/f = yr z/f.
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Хотя äëя стереосистеì известны и испоëüзуþтся
ìноãо разëи÷ных оãрани÷ений, все еще остаþтся
нереøенные пробëеìы. Оäна из пробëеì возника-
ет в сëу÷ае, коãäа то÷ка Р виäна тоëüко на оäноì
изображении. Противопоëожная по сìысëу про-
бëеìа ÷асто возникает при наëи÷ии сëиøкоì ìа-
ëоãо ÷исëа признаков то÷ек. Эта пробëеìа харак-
терна äëя сöен с ãëаäкиìи объектаìи без текстуры
(наприìер, таких, как покрытый снеãоì хоëì).
Наибоëее сëожные операöии обработки в сте-

реоскопи÷еских зритеëüных систеìах связаны не с
вы÷исëенияìи ãëубины, а с опреäеëениеì соответ-
ствуþщих признаков, которые необхоäиìы äëя
этих вы÷исëений. Некорректно установëенные со-
ответствия привоäят к оøибкаì в зна÷ениях ãëу-
бины. Оøибки ìоãут привоäитü как к незна÷и-
теëüныì откëоненияì от истинноãо зна÷ения, так
и к поëностüþ неверныì резуëüтатаì [9].
Оäин из саìых распространенных ìетоäов об-

наружения соответствия ìежäу пиксеëяìи äвух
изображений основан на испоëüзовании оператора
кросс-корреëяöии. Дëя преäëаãаеìой СТЗ раöио-
наëüнее приìенятü корреëяöионные ìетоäы — это
нахожäение пиксеëüных соответствий путеì срав-
нения профиëей яркости в окрестности потенöи-
аëüно соответствуþщих то÷ек разных изображений
объекта [8, 9]. Пиксеëü второãо изображения, äëя
котороãо äостиãается ìаксиìаëüный откëик опе-
ратора кросс-корреëяöии, с÷итается наиëу÷øиì
вариантоì сопоставëения äëя пиксеëя первоãо
изображения и испоëüзуется äëя вы÷исëения ãëу-
бины соответствуþщей пространственной то÷ки.
Корреëяöионная функöия äвух функöий f(x, y)

и h(x, y) опреäеëяется сëеäуþщиì выражениеì:

f(x, y)h(x, y) = f *(m, n)h(x + m, y + n),

ãäе f * обозна÷ает функöиþ, коìпëексно-сопря-
женнуþ функöии f. В äанноì сëу÷ае ìы иìееì äеëо
с äействитеëüныìи функöияìи, ãäе f * = f.
Воспоëüзовавøисü теореìой о корреëяöии в ÷ас-

тотной обëасти, äëя F(u, v) и H(u, v) — Фурüе-об-
разов функöий f(x, y) и h(x, y) — ìожно поëаãатü,
÷то корреëяöионная функöия в пространственной
обëасти ìожет бытü поëу÷ена как резуëüтат обрат-
ноãо преобразования Фурüе, приìененноãо к про-
извеäениþ F *(u, v)H(u, v), ãäе функöия F * — коìп-
ëексно-сопряженная с F. Разëи÷ные способы об-
работки сиãнаëов с приìенениеì такоãо аëãоритìа
рассìотрены в работе [12].
Дëя провеäения ÷исëенных экспериìентов ав-

тораìи разработано проãраììное среäство äëя со-
зäания стати÷ескоãо 3D-изображения по стереопа-
раì в виäе реëüефной поверхности.
Обработка вхоäных изображений в среäе

MATLAB прохоäит в три этапа:
выпоëняется ÷тение выбранных изображений в
форìате jpg иëи bmp в трехìерный ìассив с RGB-
преäставëениеì öветов. Даëее происхоäит преоб-
разование к форìату преäставëения HSV посреä-
ствоì встроенной функöии rgb2hsv(*), и на по-

сëеäуþщуþ обработку отправëяется уже тоëüко
составëяþщая V(value) от кажäоãо изображения
äëя корректноãо вы÷исëения кросс-корреëяöии;
опреäеëяþтся соответствуþщие то÷ки на äвух
изображениях с теì усëовиеì, ÷то стереопара
иìеет тоëüко ãоризонтаëüный параëëакс;
в öикëе äëя кажäоãо пиксеëя ëевоãо изображения
провоäится поиск соответствуþщеãо пиксеëя пра-
воãо изображения по резуëüтатаì операöии нор-
ìированной кросс-корреëяöии, которуþ выпоë-
няет встроенная функöия normxcorr2(*). Эта функ-
öия испоëüзует быстрое преобразование Фурüе.
На посëеäнеì этапе осуществëяется вы÷исëение
объеìных коорäинат кажäой то÷ки изображения:
— есëи база и/иëи фокус не заäаны, то коорäи-
ната Z приниìается равной ãоризонтаëüноìу
параëëаксу;

— есëи база и фокус заäаны, но нет уãëа кон-
верãенöии (иëи он равен нуëþ), то коорäи-
ната Z вы÷исëяется по форìуëе (1);

— есëи заäан уãоë конверãенöии осей фотокаìер,
то испоëüзуется ìоäифиöированная форìу-
ëа параëëакса äëя вы÷исëения Z, а иìенно:

p = fcosα[tgβ – tgγ],

ãäе β = arctg  – , γ = arctg  + .

Затеì выпоëняется сãëаживание поверхности
по Z. Резуëüтатоì работы проãраììы явëяется по-
верхностü, отображаþщая реëüеф объектов, запе-
÷атëенных на изображениях стереопары. Приìер
оäноãо из резуëüтатов привеäен на рис. 6 (сì. вто-
руþ сторону обëожки).
На рис. 6 просìатриваþтся поëосы, спроеöиро-

ванные на объект äëя реаëизаöии ìетоäа "кон-
сайт". Настоящий приìер позвоëяет с÷итатü, ÷то
поëу÷енные резуëüтаты в основноì корректны.
Изображение объекта с низкиì контрастоì äоста-
то÷но то÷но, т.е. артефакты отсутствуþт (рис. 7,
сì. вторуþ сторону обëожки). Оäнако из-за низкоãо
контраста некоторые äетаëи не просìатриваþтся.
Естественно поëаãатü, ÷то структурная поäсветка
позвоëиëа бы уто÷нитü зна÷ения профиëя поверх-
ности. На рис. 8 (сì. вторуþ сторону обëожки)
привеäено изображение профиëя поверхности при
наëи÷ии артефактов. Их появëение обусëовëено
оøибкаìи в опреäеëении фокусноãо расстояния
объектива и базы. Рассìотренный ìетоä обработ-
ки стереопар оказаëся весüìа крити÷ныì к такоãо
роäа оøибкаì. Поэтоìу преäëожено коìбиниро-
ватü аëãоритì форìирования стереопар с аëãорит-
ìоì, испоëüзуþщиì структурнуþ поäсветку.

Заключение

Провеäенные иссëеäования позвоëяþт закëþ÷итü,
÷то преäëоженная схеìа коìбинированной СТЗ ра-
ботоспособна. Показано, ÷то корреëяöионный аëãо-
ритì форìирования профиëя пространства преä-
ìетов совìестно с реаëизаöией ìетоäа "консайт"
позвоëяþт обеспе÷итü эффективнуþ работу преä-
ëоженной СТЗ.
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The article is devoted to examination of the method for formation of a panoramic image in conjunction with formation of
detailed fragments of space objects for the vision systems of the mobile robots. As is known, navigation of the mobile robots
often should take into account three coordinates in conjunction with a detailed analysis of the individual objects. It is a common
assumption that a vision system operates with a certain set of specific objects, which must be prepared or in some way marked
and allocated. The dynamic objects also should be taken into account in the field review. It is proposed that the formation
of three-dimensional images of the space objects should be done by combining the stereoscopy methods and highlighting the
structural aspect. In preparation of the materials for publication a system was considered which combines vision with a panoramic
optoelectronic system, which implements the method of the structural illumination and stereovision, at the same time.
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Чувствительные алгоритмы выявления степени развития 
неисправности штанговой глубинной насосной установки

Введение

В настоящее вреìя боëüøуþ ÷астü ìировоãо по-
требëения топëивно-энерãети÷еских ресурсов со-
ставëяет нефтü [1]. Оäнако за äоëãие ãоäы про-
ìыøëенной разработки нефтяных ìесторожäений
их основные экспëуатаöионные объекты нахоäятся
на позäней стаäии, которая характеризуется труä-
ноизвëекаеìостüþ остато÷ных запасов, низкиì
показатеëеì нефтеотäа÷и и зна÷итеëüныì обвоä-
нениеì проäукöии скважин [2]. На этой стаäии äо-
бы÷а нефти осуществëяется ìеханизированныìи
способаìи. Известно [3, 4], ÷то основныì способоì
ìеханизированной äобы÷и явëяется приìенение
øтанãовых ãëубинно-насосных установок (ШГНУ) и
поãружных эëектроöентробежных насосов (ЭЦН).
ШГНУ попуëярны из-за своей простоты, наäеж-
ности и возìожности приìенения в øирокоì äиа-
пазоне усëовий экспëуатаöии [1—4].
Оäнако из-за уìенüøения запасов нефти, увеëи-

÷ения завоäнения пëастов и простоев скважины за
с÷ет несвоевреìенной äиаãностики состояния обору-
äования ШГНУ рентабеëüностü äобы÷и нефти резко
паäает. Поэтоìу вопрос ка÷ественной и своевре-
ìенной иäентификаöии состояния ШГНУ явëяется
важныì звеноì в äеëе обеспе÷ения рентабеëüности
äобы÷и нефти на позäней стаäии экспëуатаöии
ìесторожäений. Обнаружение неисправностей
ШГНУ на стаäии их зарожäения и принятие необхо-
äиìых ìер по их устранениþ обеспе÷иваþт необхо-
äиìый уровенü стабиëизаöии äобы÷и нефти [4].

Оäниì из направëений в этой ситуаöии явëяется
созäание и внеäрение инноваöионных техноëоãий
и систеì, öеëü которых — повыøение рентабеëü-
ности äобы÷и нефти на позäней стаäии экспëуата-
öии ìесторожäения путеì повыøения äостовер-
ности контроëя и управëения. Провеäенные ис-
сëеäования [5—12] показаëи, ÷то äëя повыøения
рентабеëüности объектов äобы÷и нефти с по-
ìощüþ ШГНУ необхоäиì наäежный контроëü,
äиаãностика и иäентификаöия. Поэтоìу в работах
[5—12] разработаны позиöионно-бинарные и спект-
раëüные, а также корреëяöионные инäикаторы
ìикроизìенений в техни÷еских состояниях объек-
тов контроëя, аëãоритìы äиаãностики неисправ-
ностей øтанãовых ãëубинно-насосных установок,
основанные на noise-анаëизе. В этих работах пока-
зано, ÷то появëение неисправности отражается в
виäе поìехи на сиãнаëе, поступаþщеì от соответ-
ствуþщеãо äат÷ика. С поìощüþ вы÷исëения ха-
рактеристик поìехи, которуþ невозìожно выäе-
ëитü из заøуìëенноãо сиãнаëа, провоäится анаëиз
текущеãо состояния и выявëяется на÷аëüный пе-
риоä изìенения в техни÷ескоì состоянии иссëе-
äуеìоãо техни÷ескоãо объекта.
Оäнако среäи этих аëãоритìов отсутствуþт аë-

ãоритìы вы÷исëения функöии пëотности распре-
äеëения поìехи, которая явëяется боëее ис÷ерпы-
ваþщей характеристикой äëя анаëиза иссëеäуеìо-
ãо проöесса. Иссëеäования показаëи, ÷то функöия
пëотности распреäеëения поìехи ÷увствитеëüна

Определены дефекты штанговых глубинных насосных установок, степень развития которых на ранней стадии можно выявить
с помощью функции плотности распределения помехи зашумленного сигнала. Разработаны алгоритмы ее вычисления. Приведены
результаты экспериментов по выявлению степени неисправности прихвата плунжера, утечки нагнетательного клапана, утечки
нагнетательного клапана и труб, утечки приемного клапана, течи в насосных трубах, ослабления, приводящего к обрыву штанг.
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äаже к ìаëейøиì изìененияì в техни÷ескоì со-
стоянии объекта. Поэтоìу ее ìожно испоëüзоватü
как сверх÷увствитеëüный инäикатор äëя выявëе-
ния степени неисправности ШГНУ.

1. Постановка задачи

Известно, ÷то станок-ка÷аëка явëяется оäниì из
типов назеìных привоäов øтанãовых ãëубинных
насосов (ПШГН) нефтеãазовоãо оборуäования и
испоëüзуется как ìехани÷еский привоä к нефтя-
ныì скважинныì øтанãовыì насосаì. Конструкöия
станка-ка÷аëки преäставëяет собой баëансирный
привоä øтанãовых насосов, состоящий из реäук-
тора и сäвоенноãо ÷етырехзвенноãо øарнирноãо
ìеханизìа. Дëя контроëя и управëения станкоì-ка-
÷аëкой на Биби-Эйбатскоì ìесторожäении ã. Баку
созäаны устройство контроëя станка-ка÷аëки
(УКСК), которое осуществëяет изìерение техно-
ëоãи÷еских параìетров и обработку äинаìоãраìì,
и станöия управëения скважинныìи øтанãовыìи
насосныìи установкаìи (СУСШНУ), которая по-
звоëяет опреäеëитü на÷аëо зарожäения наибоëее
характерных äефектов поäзеìноãо и назеìноãо обо-
руäования нефтяных скважин, реãуëироватü ÷асто-
ту ка÷аний станка-ка÷аëки, а также осуществëятü
функöии защиты эëектроäвиãатеëя. На базе УКСК
и СУСШНУ разработан коìпëекс, который вы-
поëняет функöии изìерения, noise-ìониторинãа,
робастноãо контроëя, äиаãностики и управëения
äëя нефтяных скважин, экспëуатируþщихся øтан-
ãовыìи ãëубинныìи насосаìи. Коìпëекс оснащен
систеìой сëеäуþщих äат÷иков: äат÷ик усиëия, äат-
÷ик уãëа поворота кривоøипа станка-ка÷аëки, äат-
÷ик устüевоãо äавëения, äат÷ик затрубноãо äавëе-
ния, скважинный контроëëер, преобразоватеëü
÷астоты, раäиопереäат÷ик, äат÷ик оборотов ротора
эëектроäвиãатеëя, äат÷ики ваттìетрирования.
На основании инфорìаöии, поëу÷аеìой от äат-

÷ика усиëия, строятся äинаìоãраììы, которые по-
звоëяþт техноëоãу (ìастеру) эвристи÷ески опреäе-
ëитü виä неисправности, коãäа она приобретает яв-
но выраженнуþ форìу. Моãут бытü опреäеëены
сëеäуþщие неисправности: прихват пëунжера;
уте÷ка наãнетатеëüноãо кëапана (УНК); уте÷ка на-
ãнетатеëüноãо кëапана и труб; уте÷ка приеìноãо
кëапана (УПК); те÷ü в насосных трубах; осëабëе-
ние, привоäящее к обрыву øтанã. Кажäой из этих
неисправностей соответствует опреäеëенный виä
äинаìоãраììы. Поэтоìу на первоì этапе äëя вы-
явëения пере÷исëенных äефектов необхоäиìо
провести иäентификаöиþ кажäоãо из неисправных
состояний. Эта заäа÷а реøается ìастероì иëи опе-
ратороì на основании визуаëüноãо набëþäения.
Оäнако оäной тоëüко иäентификаöии неäостато÷-

но äëя äиаãностики техни÷ескоãо состояния ШГНУ
на ранней стаäии. Диаãностику ìожно с÷итатü уäов-
ëетворитеëüной, есëи опреäеëитü степенü опасности
äанноãо äефекта. Дëя этоãо сëеäует провести поìе-
хоанаëиз сиãнаëа, поступаþщеãо от äат÷ика усиëия.

В работах [5—12] äëя выявëения неисправнос-
тей ШГНУ приìеняþтся аëãоритìы анаëиза поìе-
хи иссëеäуеìых заøуìëенных сиãнаëов, которые
поäразуìеваþт вы÷исëение таких характеристик
поìехи, как äисперсия и среäнее кваäрати÷еское
откëонение, робастные корреëяöионные функöии
и робастные спектраëüные характеристики. Оäна-
ко на ранней стаäии зарожäения äефекта боëее ис-
÷ерпываþщей характеристикой сëу÷айноãо за-
øуìëенноãо сиãнаëа явëяется функöия пëотности
распреäеëения поìехи. Так как поìеху невозìож-
но выäеëитü из заøуìëенноãо сиãнаëа, то постро-
ение функöии пëотности ее распреäеëения явëяет-
ся äостато÷но сëожной заäа÷ей, требуþщей разра-
ботки спеöиаëüных аëãоритìов [13]. Поэтоìу в
äанной работе рассìатривается этот вопрос боëее
поäробно.
Пустü от äат÷ика усиëия поступает заøуìëен-

ный сиãнаë g(t) = x(t) + ε(t), состоящий из поëез-
ной составëяþщей x(t) и поìехи ε(t), свиäетеëüст-
вуþщей о появëении техни÷еской неисправности.
Сиãнаëы x(t), ε(t), g(t) явëяþтся сëу÷айныìи ста-
öионарныìи эрãоäи÷ескиìи проöессаìи, и поìеху
ε(t) невозìожно выäеëитü из g(t).
Дëя простоты изëожения рассìотриì оäин сëу-

÷айный проöесс g(t), äëя котороãо ìожно вы÷ис-
ëитü такие характеристики, как ìатеìати÷еское
ожиäание mg, äисперсия Dg, среäнее кваäрати÷е-
ское откëонение σg, корреëяöионная функöия
Rgg(τ), по сëеäуþщиì форìуëаì [13—15]:

mg = g(t)dt;

Dg = (g(t) – mg)
2dt = (t)dt;

σg = ;

Rgg(τ) = (t) (t + τ)dt,

ãäе (t) = g(t) – mg, τ = 0, Δt, 2Δt, 3Δt, .... — вре-
ìенной сäвиã.
Функöиþ пëотности распреäеëения f (g, t) сëу-

÷айноãо заøуìëенноãо проöесса g(t) ìожно опре-
äеëитü на основе критерия соãëасия о ìере соãëа-
сованности теорети÷ескоãо и статисти÷ескоãо рас-
преäеëений [14].
В то же вреìя при возникновении неисправнос-

тей в ШГНУ сиãнаë, поступаþщий от äат÷ика уси-
ëия, оказывается заøуìëенныì поìехой ε(t) с нор-
ìаëüныì распреäеëениеì (ãауссов проöесс) [13—15].
Так как стаöионарная сëу÷айная поìеха ε(t) яв-

ëяется эрãоäи÷еской, то ее ìатеìати÷еское ожиäа-
ние mε и среäнее кваäрати÷еское откëонение σε
иìеþт оäно и то же зна÷ение äëя ëþбой из сëу÷ай-
ных функöий, вхоäящих в совокупностü. Поэтоìу
функöиþ пëотности норìаëüноãо распреäеëения
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ãауссовой поìехи ε(t) ìожно опреäеëитü по выра-
жениþ [13—15]

N(ε) = N(ε; mε, σε) = , (1)

ãäе mε — среäнее зна÷ение поìехи;  — станäарт-
ное (среäнекваäрати÷ное) откëонение поìехи.
Вы÷исëение функöии пëотности норìаëüноãо

распреäеëения поìехи N(ε) позвоëяет опреäеëитü
степенü неисправности, так как разëи÷ныì степе-
няì неисправности соответствуþт разëи÷ные виäы
кривой N(ε). Иìенно это свойство кривой распре-
äеëения позвоëяет испоëüзоватü ее как сверх÷увст-
витеëüнуþ характеристику оöенки техни÷ескоãо
состояния ШГНУ.
Есëи составитü ìатриöу инфорìативных призна-

ков, эëеìентаìи которой явëяþтся функöии пëот-
ности распреäеëения, их ìаксиìаëüные зна÷ения
и то÷ки переãиба, то о÷евиäно, ÷то по коìбинаöияì
этих зна÷ений ìожно опреäеëитü ìоìенты, коãäа
необхоäиìо провести профиëакти÷еские работы,
текущий иëи капитаëüный реìонты. Поэтоìу ниже
преäëаãается техноëоãия опреäеëения функöии
пëотности распреäеëения N(ε) поìехи ε(t) заøуì-
ëенноãо сиãнаëа g(t) как сверх÷увствитеëüноãо ин-
äикатора степени неисправности ШГНУ.

2. Разработка сверхчувствительных алгоритмов 
выявления степени неисправности ШГНУ 

с помощью функции плотности распределения помехи

Из форìуëы (1) о÷евиäно, ÷то функöия норìаëü-
ноãо распреäеëения N(ε) поìехи ε(t) заøуìëенноãо
сиãнаëа g(t) характеризуется äвуìя параìетраìи:
ìатеìати÷ескиì ожиäаниеì mε и среäниì кваäрати-
÷ескиì откëонениеì σε =  (иëи корнеì кваä-
ратныì из öентраëüноãо ìоìента второãо поряäка).
Так как поìеха ε(t) распреäеëена по норìаëüноìу
закону с нуëевыì среäниì mε ≈ 0, то заäа÷а своäится
к вы÷исëениþ тоëüко параìетра σε. Дëя этоãо вос-
поëüзуеìся выражениеì äëя вы÷исëения корреëя-
öионной функöии Rgg(τ) заøуìëенноãо сиãнаëа g(t).
Известно, ÷то äëя стаöионарноãо сëу÷айноãо

сиãнаëа g(t), обëаäаþщеãо свойствоì эрãоäи÷нос-
ти, корреëяöионная функöия вы÷исëяется по вы-
ражениþ [13—15]

Rgg(τ) = (t) (t + τ)dt = ( (t) + ε(t)) Ѕ

Ѕ ( (t + τ) + ε(t + τ))dt =

= (t) (t + τ)dt + (t)ε(t + τ)dt +

+ ε(t) (t + τ)dt + ε(t)ε(t + τ)dt,

ãäе öентрированные зна÷ения вы÷исëяþтся по выра-
женияì: (t) = g(t) – mg, (t) = x(t) – mx; mg, mx —
ìатеìати÷еские ожиäания соответственно g(t) и x(t).

У÷итывая, ÷то исхоäный сиãнаë x(t) и поìеха
ε(t) некорреëированы, т.е.

(t)ε(t + τ)dt ≈ 0, ε(t) (t + τ)dt ≈ 0,

ìожно записатü:

Rgg(τ) = (t) (t + τ)dt = (t) (t + τ)dt +

+ ε(t)ε(t + τ)dt = Rxx(τ) + Rεε(τ). (2)

Такиì образоì, корреëяöионная функöия Rgg(τ)
заøуìëенноãо сиãнаëа g(t) состоит из суììы кор-
реëяöионных функöий Rxx(τ) и Rεε(τ) соответствен-
но исхоäноãо сиãнаëа x(t) и поìехи ε(t).
При этоì на практике исхоäный сиãнаë x(t) яв-

ëяется боëее низко÷астотныì по сравнениþ с по-
ìехой ε(t). Поэтоìу äëя исхоäноãо сиãнаëа x(t) при
τ ≠ 0, коãäа τ = Δt ìаëо по сравнениþ с вреìенеì
набëþäения T, x(t + Δt) незна÷итеëüно отëи÷ается
от x(t). Сëеäоватеëüно, вероятностü тоãо, ÷то зна÷е-
ние x(t + Δt) ìаëо отëи÷ается от зна÷ения x(t),
бëизка к еäиниöе:

P(x(t) ≈ x(t + Δt)) ≈ 1.

Тоãäа отноøение  также бëизко к

еäиниöе, т.е. [15]

 ≈ 1,

÷то равносиëüно прибëиженноìу равенству

Rxx(0) ≈ Rxx(τ = Δt). (3)

В то же вреìя в сиëу тоãо, ÷то сëу÷айная поìеха
ε(t) возникает при суììировании независиìых бе-
ëых øуìов, она иìеет вреìя корреëяöии τ = 0, и
корреëяöионная функöия Rεε(τ) преäставëяет со-
бой δ-функöиþ [9], т.е.

Rεε(τ) = (4)

Поэтоìу, есëи вы÷исëитü оöенки корреëяöион-
ной функöии Rgg(τ) заøуìëенноãо сиãнаëа при τ = 0
и τ = Δt, то поëу÷иì, ÷то форìуëа (2) преäставëя-
ется в виäе

Rgg(τ = 0) =

= (t) (t)dt = (t) (t)dt + ε(t)ε(t)dt =

= Rxx(τ = 0) + Rεε(τ = 0),

ãäе Rxx(τ = 0), Rεε(τ = 0) — оöенки автокорреëяöи-
онных функöий соответственно исхоäноãо сиãнаëа
x(t) и поìехи ε(t) при нуëевоì вреìенноì сäвиãе
τ = 0. Ина÷е ãоворя, эти оöенки преäставëяþт со-
бой äисперсии соответственно исхоäноãо сиãнаëа
x(t) и поìехи ε(t):

Rxx(τ = 0) = Dx, Rεε(τ = 0) = Dε. (5)

1
2πσε

2---------- e

ε mε–( )2

2σε
2

-----------------–

σε
2

Dε

1
T
----  

0

T

∫ g° g° 1
T
----  

0

T

∫ x°

x°

1
T
----  

0

T

∫ x° x° 1
T
----  

0

T

∫ x°

1
T
----  

0

T

∫ x° 1
T
----  

0

T

∫

g° x°

1
T
----  

0

T

∫ x° 1
T
----  

0

T

∫ x°

1
T
----  

0

T

∫ g° g° 1
T
----  

0

T

∫ x° x°

1
T
----  

0

T

∫

Rxx τ Δt=( )
Rxx 0( )

----------------------

Rxx τ Δt=( )
Rxx 0( )

----------------------

Rεε(τ = 0) при τ = 0;
0 при τ ≠ 0.

1
T
----  

0

T

∫ g° g° 1
T
----  

0

T

∫ x° x° 1
T
----  

0

T

∫



Мехатроника, автоматизация, управление, Том 18, № 2, 2017 97

Такиì образоì, корреëяöионная функöия
Rgg(τ) заøуìëенноãо сиãнаëа g(t) при τ = 0 состоит
из суììы äисперсий Dx, Dε соответственно исхоä-
ноãо сиãнаëа и поìехи.
При äостато÷но ìаëоì по сравнениþ сo вреìе-

неì набëþäения T вреìенноì интерваëе τ = Δt
оöенка автокорреëяöионной функöии Rgg(τ = Δt)
заøуìëенноãо сиãнаëа g(t) приниìает виä

Rgg(τ = Δτ) = (t) (t + Δt)dt =

= (t) (t + Δt)dt + ε(t)ε(t + Δt)dt =

= Rxx(τ = Δt) + Rεε(τ = Δt).

Есëи найти разниöу ìежäу оöенкаìи автокор-
реëяöионной функöии заøуìëенноãо сиãнаëа g(t)
при τ = 0 и τ = Δt, то поëу÷иì

Rgg(τ = 0) – Rgg(τ = Δt) =
= Rxx(τ = 0) + Rεε(τ = 0) – Rxx(τ = Δt) – Rεε(τ = Δt).

С у÷етоì выражений (3)—(5) поëу÷аеì

Rgg(τ = 0) – Rgg(τ = Δt) = Rεε(τ = 0).

Тоãäа оöенку äисперсии  поìехи ε(t) заøуì-
ëенноãо сиãнаëа g(t) ìожно вы÷исëитü по выражениþ

 = Rgg(τ = 0) – Rgg(τ = Δt) 

иëи

 = Rεε(τ = 0) =

= (t) (t)dt – (t) (t + Δt)dt.

Сëеäоватеëüно, среäнее кваäрати÷еское откëоне-
ние  поìехи ε(t) ìожно вы÷исëитü по выражениþ

 =  = (6)

иëи

 =  =  =

= . (7)

Такиì образоì, параìетр  норìаëüноãо рас-
преäеëения поìехи ε(t) ìожно вы÷исëитü, опреäе-
ëив коренü кваäратный из разности оöенок авто-
корреëяöионной функöии Rgg(τ) заøуìëенноãо
сиãнаëа при нуëевоì τ = 0 и еäини÷ноì τ = Δt вре-
ìенных сäвиãах.

3. Алгоритмы вычисления функции 
плотности распределения помехи

Ниже буäет показано, ÷то, испоëüзуя вы÷исëен-
нуþ оöенку среäнеãо кваäрати÷ескоãо откëонения

 поìехи ε(t), ìожно опреäеëитü сëеäуþщие ее
характеристики.

1. Функöиþ пëотности норìаëüноãо распреäе-
ëения N(ε, mε, σε) поìехи ε(t) заøуìëенноãо сиã-
наëа g(t) с ìатеìати÷ескиì ожиäаниеì mε ≈ 0 с у÷е-
тоì форìуëы (1) ìожно найти по выражениþ

N *(ε) = . (8)

О÷евиäно, ÷то с у÷етоì выражений (6), (7) фор-
ìуëу (8) äëя анаëити÷ескоãо преäставëения функöии
пëотности распреäеëения поìехи с нуëевыì среä-
ниì mε ≈ 0 ìожно преäставитü в виäе

N *(ε) =  иëи

N *(ε) = .

2. Зная оöенку среäнеãо кваäрати÷ескоãо откëо-
нения поìехи , ìожно также опреäеëитü ìакси-
ìуì функöии пëотности распреäеëения Nmax(ε)
поìехи ε(t) заøуìëенноãо сиãнаëа g(t):

Nmax(mε) = . (9)

С у÷етоì усëовия mε = 0 и выражений (6), (7)
форìуëу (9) ìожно преäставитü в виäе

(0) =  иëи

(0) = .

3. Кроìе тоãо, испоëüзуя выражения äëя вы÷ис-
ëения оöенки среäнеãо кваäрати÷ескоãо откëоне-
ния поìехи , ìожно также опреäеëитü ее наи-
боëее вероятные зна÷ения, которые, как известно,
нахоäятся в интерваëе

от  äо , (10)

т.е. вы÷исëитü то÷ки переãиба.
С у÷етоì усëовия mε = 0 и форìуë (6), (7)

интерваë (10) ìожно преäставитü в виäе

.

Тоãäа коорäинаты то÷ек переãиба функöии
пëотности распреäеëения поìехи вы÷исëяþтся по
форìуëаì:

äëя первой то÷ки по оси абсöисс:
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äëя второй то÷ки по оси абсöисс:

A2 =  иëи

A2 = ;

äëя первой и второй то÷ек по оси орäинат:

O =  иëи

O = .

Такиì образоì, разработаны аëãоритìы вы÷ис-
ëения функöии пëотности распреäеëения N *(ε),
ее ìаксиìуìа (0), а также то÷ек переãиба

 и  норìаëüно распре-

äеëенной поìехи ε(t) с ìатеìати÷ескиì ожиäаниеì
mε = 0 заøуìëенноãо сиãнаëа g(t).

4. Цифровые технологии определения 
функции плотности распределения помехи

Ниже преäëаãается аëãоритì, позвоëяþщий вы-
÷исëитü äискретные зна÷ения функöии пëотности
распреäеëения N *(ε) поìехи ε(t) с ìатеìати÷ескиì
ожиäаниеì mε = 0, ìаксиìуì (0) и то÷ки пере-

ãиба с коорäинатаìи  и .

Пустü от äат÷ика усиëия ШГНУ поступает аä-
äитивный заøуìëенный öифровой сиãнаë g(Δt),
состоящий из исхоäноãо сиãнаëа x(Δt) и поìехи
ε(Δt). Сиãнаë g(Δt) äискретизирован øаãоì Δt, вы-
бранныì в соответствии с усëовиеì: Δt = 1/2ωε, ãäе
ωε – ÷астота среза поìехи.
Тоãäа аëãоритì опреäеëения функöии пëотнос-

ти распреäеëения N *(ε) поìехи ε(t) вкëþ÷ает сëе-
äуþщие øаãи:

1) вы÷исëяется оöенка автокорреëяöионной
функöии öентрированноãо заøуìëенноãо сиãнаëа

(t) при μ = 0 и μ = Δt:

Rgg(μ = 0) = (iΔt) (iΔt);

Rgg(μ = 1Δt) = (iΔt) ((i + 1)Δt);

2) вы÷исëяется среäнее кваäрати÷еское откëо-
нение  поìехи ε(t) заøуìëенноãо сиãнаëа g(t):

 =  =

= ;

3) у÷итывая, ÷то äëя норìаëüно распреäеëенноãо
сëу÷айноãо проöесса откëонение от ìатеìати÷ескоãо
ожиäания по абсоëþтной веëи÷ине не превыøает
утроенноãо среäнеãо кваäрати÷ескоãо откëонения,
äискретные зна÷ения функöии пëотности распре-
äеëения N *(ε) поìехи ε(t) вы÷исëяþтся в интерва-
ëе  ± 3 , т.е. при  – 3  m ε(t) m  + 3 .
Дëя этоãо

— вы÷исëяþтся ìиниìаëüное и ìаксиìаëüное
зна÷ения ε(t):

εmin =  – 3 ; εmax =  + 3 ;

— с опреäеëенныì øаãоì Δε заäается посëеäо-
ватеëüностü возìожных зна÷ений ε(t) в поряäке
возрастания от εmin äо εmax:

ε(1) = εmin, ε(i + 1) = ε(i) + Δε, ..., εmax

и форìируется посëеäоватеëüностü возìожных
зна÷ений поìехи ε(1), ε(2), ε(3), ε(4), ..., εmax, äëя
которой выпоëняется усëовие ε(i – 1) < ε(i).
Затеì в то÷ках ε(1), ε(2), ε(3), ε(4), ..., εmax вы-

÷исëяется функöия норìаëüноãо распреäеëения:

N *(ε(i)) = .

У÷итывая, ÷то mε = 0, функöиþ пëотности рас-
преäеëения N *(ε(i)) сëеäует вы÷исëятü в интерваëе
–3  m ε(t) m 3  по выраженияì

N *(ε(i)) =  иëи

N *(ε(i)) =  Ѕ

Ѕ ;

4) опреäеëяется ìаксиìуì функöии пëотности
норìаëüноãо распреäеëения поìехи ε(t) заøуìëен-
ноãо сиãнаëа g(t), который нахоäится в то÷ке mε = 0,
т.е. при εmax(i) = 0:

(0) =  иëи

(0) = ;

5) вы÷исëяþтся то÷ки переãиба  и

:
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äëя первой то÷ки по оси абсöисс:

A1 = –  иëи

A1 = – ;

äëя второй то÷ки по оси абсöисс:

A2 =  иëи

A2 = ;

äëя первой и второй то÷ек по оси орäинат:

O = 

иëи

O =

= .

5. Анализ степени неисправности 
ШГНУ с помощью функции 

плотности распределения помехи

Иссëеäования показаëи, ÷то на
ранней стаäии степенü таких неисп-
равностей ШГНУ, как прихват пëун-
жера, УНК, уте÷ка наãнетатеëüноãо
кëапана и труб, УПК, те÷ü в насосных
трубах, степенü обрыва øтанãи, ìожно
опреäеëитü в резуëüтате вы÷исëения
функöии пëотности распреäеëения
поìехи заøуìëенноãо сиãнаëа, посту-
паþщеãо от äат÷ика усиëия. В резуëü-
тате анаëиза этоãо сиãнаëа быëи сäе-
ëаны сëеäуþщие вывоäы.
На на÷аëüной стаäии неисправ-

ности ãрафики äинаìоãраìì, а также
ãистоãраìì сиãнаëов усиëия визуаëü-
но иìеþт оäинаковуþ форìу. Поэто-
ìу эти характеристики не позвоëяþт в
явноì виäе оöенитü степенü неисправ-
ности (табë. 1, 2). Графики же пëот-
ностей распреäеëения поìехи äаже
при незна÷итеëüных изìенениях рез-
ко ìеняþт свой виä (сì. рисунок).
Наприìер, äëя боëее сëабой поìехи,
которая появëяется на на÷аëüной ста-
äии äефекта, ãрафик пëотности рас-
преäеëения поìехи иìеет боëее вытя-
нутый виä. По ìере увеëи÷ения сте-
пени неисправности она приниìает
все боëее пëоскуþ форìу. При высо-
кой степени неисправности ãрафик
пëотности распреäеëения поìехи
приобретает распëастаннуþ форìу.
Поэтоìу разëи÷ие функöий пëотнос-
ти распреäеëения поìехи äëя кажäоãо
фиксированноãо äефекта ìожет бытü
испоëüзовано как инфорìативный
признак степени äанноãо виäа неисп-
равности.
Дëя ìониторинãа техни÷ескоãо со-

стояния ШГНУ и опреäеëения степе-
ни неисправности ìожно испоëüзо-
ватü как ãрафи÷еские изображения
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Табëиöа 1
Динамограммы

Дефекты
Степенü неисправности

Сëабая Среäняя Сиëüная

Прихват 
пëунжера

Уте÷ка
наãнета-
теëüноãо 
кëапана

Уте÷ка
наãнета-
теëüноãо 
кëапана
и труб

Уте÷ка
приеìноãо 
кëапана

Те÷ü
в насосных 
трубах

Степенü
обрыва 
øтанãи
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функöий пëотности распреäеëения поìехи, так и
их ÷исëенные зна÷ения. Дëя этоãо созäается банк
äанных, состоящий из банка äанных ãрафи÷еских
изображений и банка äанных äискретных зна÷е-
ний функöий пëотности распреäеëения поìехи.
Экспериìентаëüные иссëеäования показаëи, ÷то
äëя уäобства запоìинания и хранения ÷исëенных
зна÷ений äостато÷но оãрани÷итüся ìаксиìаëüны-
ìи зна÷енияìи и коорäинатаìи то÷ек переãиба,
т. е. äëя кажäоãо сëу÷ая требуется запоìинатü все-
ãо ÷етыре зна÷ения закона распреäеëения.
Банк äанных ãрафи÷еских изображений состоит

из ìножеств ãрафи÷еских изображений функöий
пëотности распреäеëения поìехи, соответствуþщих

разëи÷ныì степеняì: прихвата пëун-
жера; УНК; УНК и труб; УПК; те÷и в
насосных трубах; обрыва øтанãи.
Банк äанных ÷исëенных зна÷ений

состоит из ìножеств ìаксиìаëüных
зна÷ений и то÷ек переãиба функöий
пëотности распреäеëения поìехи, со-
ответствуþщих разëи÷ныì степеняì
тех же характеристик.
Такиì образоì, в проöессе контроëя

техни÷ескоãо состояния ШГНУ по
коìбинаöияì пере÷исëенных характе-
ристик ìожно опреäеëитü степенü воз-
никøей неисправности, при÷еì каж-
äый из ãрафиков функöий пëотности
распреäеëения соответствует опреäе-
ëенной степени кажäой из неисправ-
ностей.

6. Результаты экспериментов,
полученных путем анализа

реальных сигналов, поступающих 
от датчика усилия

В табë. 1, 2 привоäятся ãрафи÷еские
изображения äинаìоãраìì и ãисто-
ãраìì заøуìëенных сиãнаëов äат÷ика
усиëия, а на рисунке — функöии
пëотностей распреäеëения поìех äëя
разëи÷ных äефектов и соответствуþщих
степеней неисправности (на рисунке
спëоøная ëиния — сëабая степенü не-
исправности, пунктирная ëиния —
среäняя степенü неисправности, øтри-
ховая ëиния — сиëüная степенü не-
исправности).
В табë. 3 привоäятся ÷исëенные

зна÷ения ìаксиìуìов и то÷ек переãи-
ба функöий пëотностей распреäеëе-
ния äëя разëи÷ных äефектов и соответ-
ствуþщих степеней неисправности.

Заключение

Преäëоженные в работе техноëо-
ãии позвоëяþт опреäеëитü степенü
развития основных äефектов ШГНУ.

Дëя этоãо созäан ãрафи÷еский банк äанных (сì.
табë. 1, 2 и рисунок) и öифровой банк äанных
(табë. 3). Основныìи äанныìи этих банков äанных
явëяþтся сëеäуþщие зна÷ения характеристик по-
ìехи: среäнее кваäрати÷еское откëонение; ìакси-
ìуì функöии пëотности распреäеëения поìехи;
первая и вторая то÷ки переãиба по оси абсöисс;
то÷ка переãиба по оси орäинат.
Разработанные техноëоãии позвоëяþт в систеìе

изìерения, ìониторинãа, äиаãностики и управëе-
ния нефтяныìи скважинаìи, экспëуатируþщиìися
øтанãовыìи ãëубинныìи насосаìи, выявитü зарож-
äаþщиеся изìенения, а также äинаìику развития
неисправности. Это позвоëяет опреäеëитü ìоìен-

Табëиöа 2
Гистограммы

Дефекты
Степенü неисправности

Сëабая Среäняя Сиëüная

Прихват 
пëунжера

Уте÷ка
наãнета-
теëüноãо 
кëапана

Уте÷ка
наãнета-
теëüноãо 
кëапана
и труб

Уте÷ка
приеìноãо 
кëапана

Те÷ü
в насосных 
трубах

Степенü
обрыва 
øтанãи
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ты, коãäа необхоäиìо провести про-
фиëакти÷еские работы, текущий и
капитаëüный реìонты.
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Функции плотностей распределения помех при слабой, средней и сильной неисп-
равности:
а — прихват пëунжера; б — уте÷ка наãнетатеëüноãо кëапана; в — уте÷ка наãнета-
теëüноãо кëапана и труб; г — уте÷ка приеìноãо кëапана; д — те÷ü в насосных тру-
бах; е — степенü обрыва øтанãи

Табëиöа 3
Цифровой банк данных

Дефект
Степенü 
неисправ-
ности

(0)
То÷ки переãиба

A1 A2 O

Прихват пëунжера Сëабая 8,9492 0,0446 –8,9492 8,9492 0,0270
Среäняя 17,3004 0,0231 –17,3004 17,3004 0,0140
Сиëüная 25,7377 0,0155 –25,7377 25,7377 0,0094

УНК Сëабая 9,6750 0,0412 –9,6750 9,6750 0,0250
Среäняя 20,8624 0,0191 –20,8624 20,8624 0,0116
Сиëüная 30,2549 0,0132 –30,2549 30,2549 0,0080

УНК и труб Сëабая 5,9819 0,0667 –5,9819 5,9819 0,0405
Среäняя 11,4768 0,0348 –11,4768 11,4768 0,0211
Сиëüная 15,2054 0,0262 –15,2054 15,2054 0,0159

УПК Сëабая 8,1097 0,0492 –8,1097 8,1097 0,0298
Среäняя 16,4268 0,0243 –16,4268 16,4268 0,0147
Сиëüная 23,9175 0,0167 –23,9175 23,9175 0,0101

Те÷ü в насосных 
трубах

Сëабая 8,9467 0,0446 –8,9467 8,9467 0,0270
Среäняя 16,3166 0,0245 –16,3166 16,3166 0,0148
Сиëüная 22,8565 0,0175 –22,8565 22,8565 0,0106

Степенü обрыва 
øтанãи

Сëабая 4,9412 0,0807 –4,9412 4,9412 0,0490
Среäняя 6,7696 0,0589 –6,7696 6,7696 0,0357
Сиëüная 8,6224 0,0463 –8,6224 8,6224 0,0281

σε* Nmax*
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The authors demonstrate that in order to increase the oil production at a late stage of operation of oilfields, a timely iden-
tification of the technical state of the sucker rod pumping unit (SRPU) is required. They point out that emergence of a fault
in SRPU is accompanied by a random additive noise, which is superimposed on the signal, coming from the force transducer.
It was established experimentally that by calculation of the characteristics of the noise, inextricable from a noisy signal, it was
possible to identify the initial period of origin and determine the degrees of fault development in SRPU. It was discovered that
the noise probability density function could be used as an indicator for determination of the degree of such SRPU faults as
plunger sticking, discharge valve leakage (PVL) and discharge pipes leakage, suction valve leakage (SVL), pump pipes leak-
age, and slackening leading to sucker rod breakage. The authors developed algorithms for calculation of the noise probability
density function, its maximum and the coordinates of the inflection points, and proposed algorithms for identifying the degree
of SRPU fault by means of the noise probability density function, and the relevant analysis was carried out. A bank was es-
tablished, comprising a bank of the graphic images and a databank of the discrete values of the noise probability density func-
tion corresponding to various degrees of faults.

Keywords: sucker rod pumping units, degree of fault, noise-contaminated process, noise probability density function
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Об оптимальном управлении взаимным расположением
секций дождевальной машины кругового действия

при обработке некруглых полей*

Введение

Дожäеваëüные ìаøины круãовоãо äействия рас-
пространены по всеìу ìиру: в России, США, Са-
уäовской Аравии, Израиëе и äруãих странах. На
рис. 1 (сì. третüþ сторону обëожки) привеäены
сниìки поëей, обрабатываеìых такиìи ìаøина-
ìи. Их äостоинствоì явëяется простота инфраст-
руктуры: поäвоä воäы и эëектроэнерãии к оäной
непоäвижной öентраëüной опоре позвоëяет сокра-
титü затраты на обсëуживание всей систеìы.
При иссëеäовании работы äожäеваëüных ìа-

øин круãовоãо äействия обы÷но рассìатривается
вëияние разëи÷ных факторов на произвоäитеëü-
ностü ороøения, ка÷ество поëива [1, 2], äаþтся ре-
коìенäаöии по конструкöии таких ìаøин [3]. Оä-
нако работы по устранениþ такоãо существенноãо
неäостатка äожäеваëüных ìаøин круãовоãо äейст-
вия, как нераöионаëüностü испоëüзования посев-
ных пëощаäей, практи÷ески отсутствуþт.
Дожäеваëüные ìаøины круãовоãо äействия со-

стоят из øарнирно соеäиненных ìежäу собой сек-
öий, иìеþщих возìожностü повора÷иватüся äруã
относитеëüно äруãа в преäеëах заäанноãо небоëü-
øоãо уãëа. Их систеìа управëения построена такиì
образоì, ÷тобы сохранятü прибëиженно пряìоëи-
нейнуþ форìу в пëоскости äвижения. Поэтоìу они
ìоãут обрабатыватü поëя, форìа которых преäстав-
ëяет собой круã иëи сектор круãа. Такиì образоì,
ìежäу поëяìи остаþтся зна÷итеëüные у÷астки не-
обрабатываеìой зеìëи. Оäниì из способов устра-
нения указанноãо неäостатка явëяется такая ìоäи-
фикаöия конструкöии äожäеваëüных ìаøин, при
которой äиапазон уãëа поворота секöий äруã отно-
ситеëüно äруãа быë бы существенныì [4].
Дëя этоãо конструкöия опор äоëжна обеспе÷и-

ватü возìожностü их äвижения в произвоëüноì на-
правëении. Опоры на основе øаãаþщих äвижите-

ëей, в отëи÷ие от коëесных, позвоëяþт выпоëнитü
это требование бëаãоäаря обеспе÷ениþ "иäеаëüной"
ìаневренности, поä которой пониìается способ-
ностü корпуса ìаøины соверøатü произвоëüное
пëоскопараëëеëüное äвижение в пëане ìестности.
Разработаны конструкöии опор [5—7] äëя äож-

äеваëüных ìаøин типа "Кубанü" со сäвоенныìи
ëяìбäаобразныìи ÷етырехзвенныìи ìеханизìаìи
øаãания [8], эффективностü которых быëа прове-
рена экспериìентаëüно [9, 10]. Преиìущество та-
ких äвижитеëей по сравнениþ с коëесныìи состо-
ит в ìенüøеì äавëении на ãрунт, ÷то вëе÷ет за со-
бой ìенüøее коëееобразование (рис. 2, сì. третüþ
сторону обëожки) и ìенüøие энерãозатраты [11, 12].
Боëее соверøенные øаãаþщие äвижитеëи, ис-

поëüзованные, наприìер, в øаãаþщей ìаøине
"Ортоноã" [13], обеспе÷иваþт практи÷ески "иäе-
аëüнуþ" ìаневренностü, ÷то позвоëяет форìиро-
ватü из таких аппаратов разëи÷ные структурные
ãруппы кинеìати÷ески связанных øаãаþщих ìа-
øин, в тоì ÷исëе соеäиненных в ëиниþ анаëоãи÷-
но структуре äожäеваëüной ìаøины [14].
При обработке поëя произвоëüной форìы сис-

теìа управëения äожäеваëüной ìаøиной äоëжна
обеспе÷иватü посëеäоватеëüное изìенение взаиì-
ноãо распоëожения секöий соãëасованно с äвиже-
ниеì периферийной теëежки по кроìке поëя. Сëе-
äует иìетü в виäу, ÷то при ëþбой конфиãураöии
äожäеваëüной ìаøины ìожно обеспе÷итü требуе-
ìуþ норìу поëива еäиниöы пëощаäи, ÷то явëяется
отäеëüной заäа÷ей управëения [10].
Законы управëения äвижениеì опор ìоãут бытü

синтезированы с у÷етоì разëи÷ных критериев оп-
тиìаëüности, оäниì из которых явëяþтся энерãо-
затраты на переìещение ìаøины при разëи÷ных
ее конфиãураöиях.

Постановка задачи

В кажäый ìоìент вреìени рассìатривается за-
ìороженная конфиãураöия äожäеваëüной ìаøины,

Рассмотрено движение дождевальной машины кругового действия. С использованием методов вариационного исчисления,
получена зависимость для определения оптимальной конфигурации дождевальной машины в плоскости поля при введении кри-
терия оптимальности, соответствующего минимуму работы, затрачиваемой на перемещение машины. Показана возмож-
ность применения дождевальной машины кругового действия для полей сложной формы.
Ключевые слова: шагающие машины, оптимизация, дождевальные машины кругового типа действия, некруглые поля

 * Иссëеäование выпоëнено при финансовой поääержке Мин-
обрнауки РФ (проект № 862) и РФФИ (проект № 16-48-340957 р_а).
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которая повора÷ивается вокруã öентраëüной то÷ки
как оäно тверäое теëо. Энерãозатраты A на пере-
ìещение теëежки äожäеваëüной ìаøины опреäе-
ëяþтся сиëаìи сопротивëения ее äвижениþ при
этоì переìещении. Поскоëüку в установивøеìся
äвижении все теëежки развора÷иваþтся относи-
теëüно секöий такиì образоì, ÷то переìещаþтся
по äуãаì окружностей, а сиëы Fi, развиваеìые при-
воäаìи, оäинаковы и не зависят от конфиãураöии
в сиëу оäинаковых наãрузок, äействуþщих на каж-

äуþ теëежку, и преäпоëаãаеìой оäнороäности ãрун-
та в преäеëах оäноãо поëивноãо у÷астка (рис. 3, а),
энерãозатраты опреäеëяþтся выражениеì

A = Fi riΔϕ, (1)

ãäе ri — расстояние от оси O äо i теëежки; Δϕ — пе-
реìещение теëежки.
Сëеäоватеëüно, заäа÷а своäится к опреäеëениþ

такоãо управëения конфиãураöией äожäеваëüной
ìаøины, которое обеспе÷ивает ìиниìуì критерия

I = ri (2)

при постоянстве суììарной äëины L всех секöий
äожäеваëüной ìаøины и уäовëетворяет усëовиþ äви-
жения посëеäней периферийной теëежки по заäан-
ной траектории (рис. 3), опреäеëяеìой форìой поëя.
Дискретная систеìа øарнирно соеäиненных

пряìоëинейных секöий (рис. 3, а) заìеняется не-
прерывной äефорìируеìой кривой (рис. 3, б). Чеì
боëüøе ÷исëо звенüев (секöий), теì с боëüøей то÷-
ностüþ непрерывная кривая заìеняет посëеäова-
теëüно соеäиненные отрезки пряìой, при этоì
первая секöия äëиной R0 äефорìируеìой кривой
не заìеняется, а остается пряìоëинейной.
Тоãäа на еäиниöу äëины непрерывной кривой

äействует постоянная распреäеëенная наãрузка f,
перпенäикуëярная отрезку, соеäиняþщеìу непо-
äвижный öентр O с то÷кой кривой, иìеþщей ко-
орäинаты (x, y).
Критерий (2) приниìает виä

I = rds (3)

при изопериìетри÷ескоì усëовии

dS = L. (4)

Усëовия в форìе (3) и (4) уäобно преäставитü в
поëярных коорäинатах (r, ϕ) и опреäеëятü зависи-
ìостü ϕ = ϕ(r). Тоãäа, с у÷етоì пряìоëинейности
на÷аëüноãо у÷астка äëиной R0, выражения (3) и (4)
преобразуþтся к виäу

I = rdr; (5)

dr + R0 = L, (6)

ãäе R — расстояние от öентра äо крайней теëежки
на кроìке поëя, ϕr = dϕ/dr.
Сëеäует отìетитü, ÷то форìа преäставëения ус-

ëовий (5) и (6) оãрани÷ивает обëастü поиска опти-
ìуìа такиìи кривыìи, äëя которых кажäоìу зна-
÷ениþ r соответствует тоëüко оäна то÷ка (оäно зна-
÷ение ϕ).

Рис. 3. Силы, действующие на дождевальную машину при по-
вороте:
а — äискретная ìоäеëü äожäеваëüной ìаøины; б — непрерыв-
ная ìоäеëü äожäеваëüной ìаøины; 1 — i-я секöия; 2 — i-я
опора; 3 — кроìка поëя (траектория периферийной теëежки);
4 — первая неäефорìируеìая секöия; 5 — äефорìируеìая кривая
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Метод решения

В соответствии с ìетоäаìи вариаöионноãо ис-
÷исëения [12] заäа÷а своäится к реøениþ уравне-
ния Эйëера—Лаãранжа:

 –  = 0, (7)

ãäе Φ опреäеëяется выражениеì

Φ(r, ϕ(r), ϕr) = (r + μ), (8)

μ — неопреäеëенный ìножитеëü Лаãранжа.
Поскоëüку функöия Ф не зависит явно от ϕ,

первый интеãраë уравнения (7) приниìает виä

 = c, (9)

ãäе c — постоянная интеãрирования, откуäа сëеäует

ϕr = . (10)

Из (10) сëеäует, ÷то функöия ϕr не ìеняет своеãо
знака во всей обëасти опреäеëения (r > 0), и функ-
öия ϕ(r) ìонотонно возрастает (иëи убывает) в за-
висиìости от знака c.
Дифференöиаëüное уравнение (10) совìестно

с изопериìетри÷ескиì усëовиеì (6) реøается ÷ис-
ëенныìи ìетоäаìи. Реøение (10) позвоëяет син-
тезироватü законы оптиìаëüноãо управëения опо-
раìи äожäеваëüной ìаøины.

Анализ результатов

Дëя c ≠ 0 уравнение (10) иìеет реøение при вы-
поëнении усëовия

|r(r + μ)| > |c | (11)

äëя ëþбых r ∈ [R0; R]. Отсþäа сëеäует, ÷то обëастüþ
опреäеëения äëя μ явëяется объеäинение интерва-
ëов (–∞; –R) ∪ (–R0; ∞).
На рис. 4 преäставëены обëасти и ãраниöы äо-

пустиìых зна÷ений c и μ, опреäеëяеìых неравен-
ствоì (11). Штриховой ëинией показана зависи-
ìостü |c| < |R(R + μ)|, спëоøной — зависиìостü
|c| < |R0(R0 + μ)|, а заøтрихованная обëастü — ìно-
жество äопустиìых зна÷ений c и μ.
Пересе÷ение этих ãрафиков происхоäит в то÷ке

μ = –R – R0.
Такиì образоì, ìожно выäеëитü ÷етыре зоны,

оäна из которых (зона II) вырожäается в ëиниþ.
Диапазон возìожных зна÷ений константы c опреäе-
ëяется ãраниöаìи зон. Так, äëя зон I и IV констан-
та c äоëжна ëежатü в äиапазоне от –|R0(R0 + μ)| äо
|R0(R0 + μ)|; äëя зоны III — в äиапазоне от –|R(R + μ)|
äо |R(R + μ)|. Дëя зоны II эти усëовия совпаäаþт.
При этоì зна÷ение c = 0 соответствует ìаксиìаëü-
ноìу раäиусу обрабатываеìоãо поëя — пряìой

ëинии äëя всех μ. Зна÷ения, бëизкие к ãраниöаì
äиапазона — ìиниìаëüно возìожноìу раäиусу —
соответствуþт наибоëüøей кривизне кривой. По-
ëожитеëüные и отриöатеëüные зна÷ения c приво-
äят к сиììетри÷ныì реøенияì, закру÷енныì, со-
ответственно, против и по ÷асовой стреëке.
Наибоëüøий äиапазон изìенения раäиуса поëя

обеспе÷ивается в зоне II, при μ = –R – R0. Наприìер,
при общей äëине L äожäеваëüной ìаøины, равной
600 ì, в соответствии с выбранныì критериеì оп-
тиìаëüности возìожна обработка поëя, äиапазон
изìенения раäиуса R котороãо ëежит в преäеëах
от 487 äо 600 ì. Это äостиãается при μ = –537 ì и
c = 24 349 ì2. Форìа кривой, соответствуþщая ука-
занныì зна÷енияì, привеäена на рис. 5.

d
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Рис. 5. Размещение дождевальной машины для критических
значений c и m, близких к граничной точке зоны II:
1 — первая секöия; 2 — äефорìируеìая кривая; 3 — кроìка
поëя (траектория периферийной теëежки)

Рис. 4. Области и границы допустимых значений c и m
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Заключение

Испоëüзуя ìетоäы вариаöионноãо ис÷исëения
и рассìатривая äожäеваëüнуþ ìаøину как непре-
рывнуþ äефорìируеìуþ кривуþ, с у÷етоì посто-
янства наãрузки поëу÷ено уравнение, описываþ-
щее оптиìаëüнуþ форìу искоìой кривой соãëас-
но критериþ ìиниìуìа суììарноãо расстояния
äо öентраëüной то÷ки при сохранении äëины
кривой.

Поëу÷енная зависиìостü позвоëяет за с÷ет уп-
равëения относитеëüныì поëожениеì секöий
обеспе÷иватü оптиìаëüное äвижение äожäеваëü-
ной ìаøины по критериþ ìиниìуìа затрат ìеха-
ни÷еской работы на переìещение. Поëу÷енные
резуëüтаты справеäëивы äëя установивøеãося
режиìа äвижения äожäеваëüной ìаøины при ее
переìещении в преäеëах сектора постоянноãо ра-
äиуса и при наëожении оãрани÷ения, ÷то кажäая
то÷ка ìаøины не ìожет бытü бëиже к öентру, ÷еì
преäыäущая.

Показана принöипиаëüная возìожностü обра-
ботки поëей произвоëüной форìы äожäеваëüныìи
ìаøинаìи круãовоãо типа äействия. Преäëожен-
ная ìоäеëü ìожет бытü уто÷нена при ввеäении äру-
ãих критериев оптиìизаöии и у÷ете поãреøностей,
возникаþщих при заìене äискретной систеìы
øарнирно соеäиненных пряìоëинейных секöий
непрерывной äефорìируеìой кривой.
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A center-pivot irrigation system is widely used all over the world. Its main drawback is its applicability only to the round
fields. In order to avoid this limitation a possibility of changing the mutual arrangement of the sections of the center-pivot ir-
rigation machine was proposed. So, the sections of the machine must be able to rotate one around the other. In order to achieve
such a feature, the traditional wheeled vehicles must be replaced with the walking machines. The walking machines based on
the rotary-orthogonal movers (for example, Orthonog walking robot developed in Volgograd State Technical University) have
almost perfect maneuverability. This allows a machine to take the form of an arbitrary curved line. The optimality criterion
was introduced, which was a minimal work of the drive motors during movement of the machine. The system of rigid sprinkling
sections was replaced with a continuous curve, wherein each subsequent point was not closer to the center than the previous
one. The optimal configuration of a sprinkler in a field plane was found by using the methods of calculus of variations. The
resulting equation was solved by the numerical method. An analysis of the results was done in order to find the maximal range
of the length change. The results are valid for the steady driving mode in the sector of constant radius. The proposed model
can be improved by introduction of another optimality criterion and taking into account the errors arising from the replacement
of a discrete system with a continuous curve. Thus, a possibility of the use of a center-pivot sprinkler for the fields of non-cir-
cular shape is substantiated.
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Исследование механизмов мехатронных устройств
с помощью графов

Введение

Мехатронные устройства преäназна÷ены äëя
преобразования энерãии, ìатериаëов и инфорìа-
öии в öеëях заìены иëи обëеã÷ения физи÷ескоãо и
уìственноãо труäа ÷еëовека. Они построены на
принöипах синерãети÷еской интеãраöии ìехани÷е-
ских, эëектротехни÷еских, эëектронных и коìпüþ-
терных коìпонентов [1—3]. Механи÷ескиìи коì-
понентаìи явëяþтся ìеханизìы — это систеìы
тверäых теë, поäвижно соеäиненных ìежäу собой
разëи÷ныìи виäаìи связей, реаëизуþщие управ-
ëяеìые äвиãатеëüные функöии, т.е. осуществëяþ-
щие преобразования управëяеìоãо äвижения оä-
ноãо иëи нескоëüких теë систеìы в требуеìые уп-
равëяеìые äвижения äруãих теë.
Структурный анаëиз ìеханизìа — иссëеäова-

ние еãо свойств по структурной схеìе. Основная
заäа÷а анаëиза состоит в опреäеëении ÷исëа степе-
ней поäвижности ìеханизìа и собственно еãо поä-
вижности, а также ÷исëа заìкнутых контуров, ÷ис-
ëа избыто÷ных контурных связей (ИКС) и ëиøних
контурных поäвижностей (ЛКП), ìетри÷еских
связей (МС) и ëиøних звенüев (ЛЗ).
ИКС обращаþт ìеханизì в стати÷ески неопре-

äеëиìуþ систеìу [4], ÷то вызывает увеëи÷ение тре-
ния и износа в кинеìати÷еских парах [5]. Наëи÷ие
ЛКП äает возìожностü звенüяì ìеханизìа пово-
ра÷иватüся вокруã своих проäоëüных осей, не ока-
зывая вëияния на еãо функöионаëüные возìож-
ности, ÷то привоäит к усëожнениþ конструкöии
ìеханизìа. МС — связи, которые повторяþт оãрани-
÷ения на относитеëüные äвижения звенüев в ìеха-
низìе [6]. Наëи÷ие МС ìожет привести к закëини-
ваниþ ìеханизìа в сëу÷ае нето÷ности изãотовëения
еãо звенüев. Лиøние звенüя уëу÷øаþт ка÷ествен-
ные характеристики ìеханизìа, но не вëияþт на
еãо функöионаëüные преобразования.
Наëи÷ие ИКС, ЛКП, МС в ìеханизìе отриöа-

теëüно сказывается на еãо экспëуатаöионных ха-

рактеристиках. Такие ìеханизìы нежеëатеëüно
приìенятü в ìехатронных устройствах [7—9], ãäе
требуется высокая то÷ностü их функöионирования.

Определение структурных свойств механизмов 
с помощью графов

В работах [10, 11] преäëожен ìетоä структурно-
ãо анаëиза ìеханизìов, позвоëяþщий с поìощüþ
структурных форìуë опреäеëятü ÷исëо ИКС и ЛКП
ìеханизìа, а также еãо поäвижностü. Такой ìетоä
сëожно приìенитü äëя автоìатизированноãо опре-
äеëения структурных свойств ìеханизìов на ЭВМ.
Поэтоìу в äанной статüе преäëожен новый ìе-

тоä структурноãо анаëиза ìеханизìов с поìощüþ
ãрафов. Сутü ìетоäа закëþ÷ается в перехоäе от
структурной схеìы ìеханизìа к еãо ãрафу, по ко-
тороìу ìожно опреäеëитü ÷исëо еãо ИКС, ЛКП,
ЛЗ, МС, а также ÷исëо степеней поäвижности и
еãо поäвижностü.
Понятие ãрафа быëо ввеäено венãерскиì ìате-

ìатикоì Денеøеì Кениãоì в 1936 ã. Графоì G на-
зывается пара ìножеств (V; E), ãäе V — непустое
коне÷ное ìножество эëеìентов, называеìых вер-
øинаìи ãрафа; Е — коне÷ное ìножество неупоря-
äо÷енных пар эëеìентов из V, называеìых ребра-
ìи ãрафа [12].
При составëении ãрафа ìеханизìа буäеì каж-

äоìу еãо звену сопоставëятü верøину ãрафа (mj),
а кинеìати÷еской паре — отрезок, соеäиняþщий
верøины (т.е. ребро ãрафа vj). Все звенüя ìеханизìа,
вкëþ÷ая стойку, нуìеруеì öифраìи, на÷иная с 0.
Чисëо поäвижностей кажäой кинеìати÷еской пары
записываеì öифрой на соответствуþщеì ей ребре.
На рис. 1 привеäены приìеры структурных схеì

разоìкнутоãо (рис. 1, а) [13] и заìкнутоãо (рис. 1, в)
ìеханизìа ìехатронноãо устройства, а на рис. 1, б
и рис. 1, г показаны соответствуþщие иì ãрафы.

Предложен новый метод структурного анализа механизмов с помощью графов, позволяющий определять число избыточных
и метрических связей, лишних подвижностей и лишних звеньев, возникающих в контурах механизмов. Показана реализация
данного метода в виде компьютерной программы для автоматизированного структурного анализа механизмов на ЭВМ. Пред-
ставлен пример анализа механизма с помощью разработанной программы.
Ключевые слова: механизм, структурный анализ, граф, избыточная связь, лишняя подвижность, метрическая связь
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Исто÷никоì ИКС, ЛКП, ЛЗ и МС в ìеханизìе
явëяþтся заìкнутые контуры. Чисëо контуров оп-
реäеëяþт по форìуëе Эйëера [12]

K = v – m + 1, (1)

ãäе v — ÷исëо ребер ãрафа ìеханизìа; m — ÷исëо
верøин ãрафа ìеханизìа.
При анаëизе ãрафа ìеханизìа ÷исëо ИКС и ЛКП

j-ãо контура преäëаãаеì опреäеëятü по форìуëе

Sj = 3 – (rg – 6 + lg), (2)

ãäе t — ÷исëо ребер в контуре; rg — ÷исëо поäвиж-
ностей кинеìати÷еской пары, соответствуþщей
g-ìу ребру контура; lg — ìоäификатор, зависящий
от ÷исëа поäвижностей кинеìати÷еской пары:

lg = 

Поëожитеëüное зна÷ение Sj соответствует ÷исëу
ИКС j-ãо контура, а отриöатеëüное зна÷ение —
÷исëу ЛКП.
Чисëо ЛЗ в j-ì контуре преäëаãаеì опреäеëятü

по форìуëе

Zj = (5 – lg)vg, (3)

ãäе vg — ÷исëо ребер контура, которые иìеþт поä-
вижностü rg.
Форìуëа (3) приìениìа тоëüко äëя контуров

ãрафа ìеханизìа, состоящих из трех и боëее вер-
øин. В контуре ãрафа ìеханизìа, состоящеì из
äвух верøин, не ìожет бытü ëиøних звенüев, так
как ìиниìаëüное ÷исëо поäвижных звенüев ìеха-
низìа, образуþщих заìкнутый контур, равно äвуì.

Чисëо МС ìеханизìа по еãо ãрафу опреäеëяеì
в виäе

T = 4 + 2(K – 1) – m. (4)

Поëожитеëüное зна÷ение, поëу÷аеìое по фор-
ìуëе (4), соответствует ÷исëу МС ìеханизìа; отри-
öатеëüное зна÷ение и ноëü свиäетеëüствуþт о тоì,
÷то МС в ìеханизìе нет. Зависиìостü (4) позвоëя-
ет опреäеëитü ÷исëо МС ìеханизìа, но она не äает
возìожности найти контуры ìеханизìа, в которых
они нахоäятся. Дëя их поиска преäëаãаеì испоëü-
зоватü сëеäуþщее правиëо: МС появëяется в кон-
туре, соäержащеì тоëüко оäно поäвижное звено с
äвуìя кинеìати÷ескиìи параìи, которое не вхоäит
в äруãие ранее рассìотренные контуры ìеханизìа.
При испоëüзовании äанноãо правиëа необхоäиìо
рассìотретü все контуры ìеханизìа, на÷иная с то-
ãо, который иìеет ìиниìаëüное ÷исëо поäвижных
звенüев, и äаëее рассìатриватü остаëüные контуры
в поряäке их увеëи÷ения.
Поäвижностü ìеханизìа с у÷етоì ИКС, ЛКП,

ЛЗ и МС, такиì образоì, ìожно опреäеëятü по
форìуëе

W = 6(m – v – 1) + ri + Sj – Zs + T. (5)

Поäвижностü ìеханизìа указывает на то, скоëü-
ко управëяеìых обобщенных коорäинат необхоäи-
ìо заäатü, ÷тобы привести ìеханизì в äвижение,
т.е. скоëüко необхоäиìо установитü привоäов в ки-
неìати÷еских парах (КП). Все КП в ìеханизìе
ìожно усëовно разäеëитü на пассивные и актив-
ные. Пассивная КП — соеäинение äвух звенüев, не
позвоëяþщее осуществëятü заäанное управëяеìое
äвижение оäноãо звена пары относитеëüно äруãо-
ãо. Активная КП иëи степенü поäвижности (СП) —
соеäинение äвух звенüев, позвоëяþщее обеспе÷и-
ватü оäноìу из них управëяеìые обобщенные ко-
орäинаты. СП в отëи÷ие от КП вкëþ÷ает в себя
привоäы и, в общеì сëу÷ае, ìожет заäаватü не-
скоëüко обобщенных коорäинат ìеханизìа. Об-
щее ÷исëо СП ìеханизìа по еãо ãрафу преäëаãаеì
опреäеëятü по форìуëе

H = m – 2K – 1 + f,

ãäе f — ìоäификатор, зависящий от соотноøения
÷исëа верøин и контуров ãрафа ìеханизìа:

f = 

Структурный анализ механизмов на ЭВМ

Дëя автоìатизированноãо структурноãо анаëиза
ìеханизìов с поìощüþ ãрафов быëа написана
проãраììа на ЭВМ. Разработка проãраììы веëасü
в интеãрированной среäе Microsoft Visual Studio 2015
с испоëüзованиеì языка проãраììирования Visual C#.
Графи÷еский интерфейс проãраììы построен с
поìощüþ бибëиоте÷ных коìпонентов Net Frame-
work 4 (рис. 2).

Рис. 1. Структурные схемы механизмов и соответствующие им
графы

g 1=

t

∑

5 — äëя rg = 1, 2 и 3;
4 — äëя rg = 4 и 5.

g 1=

t

∑

i 1=

v

∑
j 1=

K

∑
s 1=

K

∑

0, есëи m l 2K + 2;
4 + 2(K – 1) – m, есëи m < 2K + 2.
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Рассìотриì приìер структурноãо анаëиза ìеха-
низìа (рис. 1, в) с поìощüþ разработанной про-
ãраììы.
В проãраììе ãраф ìеханизìа преäставëен в ви-

äе своей ìатриöы сìежности [14] — кваäратной
ìатриöы разìерности m Ѕ m (m — ÷исëо верøин
ãрафа ìеханизìа), эëеìент которой, стоящий в i-й
строке и j-ì стоëбöе, опреäеëяþт по правиëу: aij = 0,
есëи верøины mi и mj не иìеþт соеäиняþщеãо их
ребра vi, и aij = rg, есëи верøины mi и mj соеäинены
реброì vi с поäвижностüþ, равной rg.
Посëе ввоäа исхоäных äанных проãраììа авто-

ìати÷ески составëяет ìатриöу сìежности ãрафа ана-
ëизируеìоãо ìеханизìа по указанноìу выøе пра-
виëу. Матриöа сìежности äëя ãрафа ìеханизìа на
рис. 1, в иìеет виä

М = .

Форìуëа (1) позвоëяет опреäеëитü тоëüко ÷исëо
контуров ìеханизìа по еãо ãрафу, но äëя анаëиза
необхоäиìо также знатü, какиìи звенüяìи и кине-
ìати÷ескиìи параìи они образованы.
В разработанной проãраììе äëя поиска конту-

ров ìеханизìа по еãо ãрафу приìенен аëãоритì,
основанный на поиске "в ãëубину" (анãë. depth-first
search, DFS) [15, 16]. Метоäика поиска в ãëубину

состоит в тоì, ÷тобы иäти "в ãëубü" по ребраì ãрафа,
наскоëüко это возìожно. Аëãоритì работает ре-
курсивно, перебирая все исхоäящие из рассìатри-
ваеìой верøины ребра. Есëи ребро веäет в верøину,
которая не быëа рассìотрена ранее, то запускаеì
аëãоритì вновü от этой верøины, а посëе этоãо
возвращаеìся и проäоëжаеì перебиратü оставøие-
ся ребра. Конеö работы аëãоритìа происхоäит в
тоì сëу÷ае, есëи в верøине не остаëосü ребер, ко-
торые веäут в нерассìотреннуþ верøину.
Рассìотриì работу аëãоритìа DFS на приìере

ãрафа (рис. 3). Стартовая верøина ãрафа ìожет
бытü выбрана произвоëüно, но äëя опреäеëенности
буäеì с÷итатü, ÷то в ка÷естве таковой выбрана вер-
øина А. На рис. 3 öифра у кажäой верøины обо-
зна÷ает ÷исëо итераöий аëãоритìа, за которое он
приøеë в нее. За 11 итераöий аëãоритì обоøеë все
верøины ãрафа. В резуëüтате этоãо обхоäа в паìя-
ти проãраììы сохраниëисü сеìü посëеäоватеëü-
ностей верøин, соеäиненных ребраìи: A-B-C-D;
A-B-C-E; A-B-F; A-G; A-H-I-J; A-H-I-K; A-H-L.
Посëе обхоäа всеãо ãрафа проãраììа проверяет

все поëу÷енные посëеäоватеëüности верøин на
заìкнутостü, т.е. проверяет, иìеет ëи ãраф ребро,
соеäиняþщее их на÷аëüнуþ и коне÷нуþ верøины.
В рассìотренноì приìере ãрафа (рис. 3) нет заì-
кнутых контуров.
Такиì образоì, разработанный аëãоритì нахож-

äения контуров позвоëяет опреäеëятü верøины
(т.е. звенüя ìеханизìа) и ребра (кинеìати÷еские
пары ìеханизìа), которыìи они образованы.
Дëя кажäоãо найäенноãо контура проãраììа по

форìуëаì (2)—(4) нахоäит ÷исëо избыто÷ных свя-
зей, ëиøних поäвижностей, ëиøних звенüев и ìет-
ри÷еских связей.
Окно вывоäа резуëüтатов (рис. 4) соäержит рису-

нок ãрафа анаëизируеìоãо ìеханизìа и резуëüтат
еãо рас÷ета. В неì отражена инфорìаöия о контур-
ноì составе ìеханизìа. Дëя кажäоãо контура при-
воäится список звенüев, которыìи он образован,
÷исëо еãо избыто÷ных связей иëи ëиøних поäвиж-
ностей. Есëи контур соäержит ëиøние звенüя иëи
ìетри÷еские связи, то инфорìаöия об этоì также
вывоäится в резуëüтатах рас÷ета.

Рис. 2. Окно ввода исходных данных

0 1 0 1 0 1 0 1 3
1 0 4 0 0 0 0 0 0
0 4 0 1 0 0 0 0 0
1 0 1 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1 1 0 0
1 0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 1 1 0 1 3
1 0 0 0 0 0 1 0 0
3 0 0 0 0 0 3 0 0

Рис. 3. Пример работы алгоритма DFS на графе
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Анаëизируеìый ìеханизì (сì. рис. 1, в), как виä-
но из резуëüтатов рас÷ета (рис. 4), состоит из ÷е-
тырех контуров. В äвух контурах DEFG и LMFG
иìеþтся по три ИКС, в контуре ABCD — оäна
ИКС, а в контуре LMHK соäержится оäна ЛКП
(возìожностü звена 8 провора÷иватüся вокруã сво-
ей проäоëüной оси). Механизì иìеет оäно ëиøнее
звено — роëик 2, который преäназна÷ен äëя заìе-
ны трения скоëüжения на трение ка÷ения, но не
вëияет на еãо функöионаëüные преобразования.
Также ìеханизì иìеет оäну ìетри÷ескуþ связü,
вызваннуþ звеноì 8.

Заключение

Преäëоженный ìетоä структурноãо анаëиза ìе-
ханизìов c поìощüþ ãрафов äает возìожностü оп-
реäеëятü ÷исëо ИКС, ЛКП, ЛЗ и МС кажäоãо заì-
кнутоãо контура, а также ÷исëо степеней поäвиж-
ности ìеханизìа и еãо поäвижностü. Приìенение

äанноãо ìетоäа обеспе÷ивает раöионаëüное конст-
руирование ìеханизìов [17], привоäящее к уìенü-
øениþ трения и износа в кинеìати÷еских парах,
уëу÷øениþ усëовий их функöионирования и по-
выøениþ ка÷ества работы ìеханизìа.
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The article presents a new method of the structural analysis of the mechanisms using graphs, which allows us to determine
the number of the excess and metric relationships, extra mobility and extra links, occurring in the circuits of the mechanisms.
It shows implementation of this method in the form of a computer program for an automated structural analysis by computer
mechanisms. The program was developed in the integrated environment of Microsoft Visual Studio, 2015. The program lan-

Рис. 4. Окно вывода результатов расчета
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guage was Visual C#. The graphical interface was built using the library component Net Framework 4. The authors' program
for searching of the contours’ mechanism applied to the graph algorithm is based on the search of "the depth". According to
the formulas proposed by the authors, for each contour the program finds the number of the redundant ties, extra mobility,
extra links, and metric connections. The calculation results of the program present the number of the circuits of the mechanism,
their composition, the number of the redundant links or redundant mobility of the contours, the number of extra units and met-
ric relations, as well as the number of the degrees of freedom of the mechanism and its mobility. The article presents an analysis
of the mechanism of the mechatronic device with the developed program. Application of this method of analysis of the mechanisms
ensures a rational construction of the mechanisms leading to reduction of friction and wear in the kinematics pairs, and im-
provement of the conditions of their functioning and the quality of operation of the mechanisms.
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Параметрические структурные схемы пьезоактюаторов
нано- и микроперемещений при продольном пьезоэффекте

Введение

Приìенение пüезоактþаторов (пüезоäвиãатеëей,
пüезопреобразоватеëей), работаþщих на проäоëü-
ноì пüезоэффекте и развиваþщих высокие усиëия,
перспективно äëя реаëизаöии нано- и ìикропере-
ìещений в обëасти нанотехноëоãий, нанобиоëо-

ãии, фотонике, энерãетике, ìикроэëектроникe и
астроноìии [1—11]. Пüезоактþатор — пüезоìеха-
ни÷еское устройство, преäназна÷енное äëя приве-
äения в äействие ìеханизìов, систеì иëи управëе-
ния иìи на основе пüезоэëектри÷ескоãо эффекта,
которое преобразовывает эëектри÷еские сиãнаëы в
ìехани÷еское переìещение иëи сиëу [1].

Исследованы параметрические структурные схемы пьезоактюаторов нано- и микроперемещений, получены структур-
но-параметрические модели пьезоактюаторов при продольном пьезоэффекте с учетом противоэлектродвижущей силы, опре-
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При испоëüзовании пüезоактþаторов в то÷ных
эëектроìехани÷еских систеìах необхоäиìо у÷иты-
ватü особенности эëектроìехани÷ескоãо преобразо-
вания энерãии пüезоактþатороì при проäоëüноì и
попере÷ноì пüезоэффектах и соответствуþщие ко-
эффиöиенты поëезноãо äействия. Пüезоактþатор
нано- и ìикропереìещений из пüезоэëектри÷е-
ской кераìики на основе öирконата и титаната
свинöа ìарок ЦТС иëи PZT, наприìер, ЦТС-19,
ЦТС-21, ЦТС-23, ЦТС-26, ЦТБС-3, ПКР-7,
ПКР-7М иëи PZT-4, PZT-5H, обеспе÷ивает äиа-
пазон переìещения от еäиниö наноìетров äо еäи-
ниö ìикроìетров с то÷ностüþ äо äесятых äоëей
наноìетров в стати÷еских и квазистати÷еских ре-
жиìах экспëуатаöии. В фотонике испоëüзуþтся
пüезоактþаторы äëя нано- и ìикропереìещений
зеркаë ëазеров при приìенении опти÷еских ìето-
äов переäа÷и инфорìаöии и энерãии. Пüезоактþ-
аторы нано- и ìикропереìещений приìеняþтся
äëя þстировки зеркаë ëазерных коëüöевых ãирос-
копов, äëя совìещения и сканирования в эëек-
тронных, зонäовых, атоìно-сиëовых ìикроскопах
[1—11]. Дëя синтеза систеìы управëения прово-
äится ìатеìати÷еское ìоäеëирование и постро-
ение структурно-параìетри÷еских ìоäеëей пüезо-
актþаторов.
В рас÷етах по анаëоãии с кëасси÷ескиì эëектро-

привоäоì нужно у÷итыватü противоЭДС пüезоак-
тþатора, соответствуþщуþ противоЭДС якоря
äвиãатеëя постоянноãо тока. Дëя этоãо в структур-
но-параìетри÷еских ìоäеëях и параìетри÷еских
структурных схеìах пüезоактþатора при проäоëüноì
пüезоэффекте ввоäятся отриöатеëüные обратные
связи, у÷итываþщие пряìой пüезоэффект в пüезо-
актþаторе, и рассìатривается их вëияние в статике
и äинаìике на характеристики пüезоактþатора.
В резуëüтате совìестноãо реøения воëновоãо

уравнения пüезоактþатора при проäоëüноì пüезо-
эффекте, уравнений обратноãо и пряìоãо пüезоэф-
фекта и ãрани÷ных усëовий на äвух наãруженных
рабо÷их поверхностях пüезоактþатора опреäеëяет-
ся еãо структурно-параìетри÷еская ìоäеëü и соот-
ветствуþщая параìетри÷еская структурная схеìа
пüезоактþатора при проäоëüноì пüезоэффекте. Из
этой структурно-параìетри÷еской ìоäеëи пüезо-
актþатора опреäеëяþтся переäато÷ные функöии
пüезоактþатора нано- и ìикропереìещений. В за-
висиìости от ãрани÷ных усëовий, ÷астотноãо äиа-
пазона работы, виäа управëения показано преоб-
разование параìетри÷еских структурных схеì пüе-
зоактþатора с у÷етоì противоЭДС из-за пряìоãо
пüезоэффекта.
Из-за реакöии пüезоактþатора при проäоëüноì

пüезоэффекте с у÷етоì противоЭДС пüезоактþ-
атора в зависиìости от виäа управëения по напря-
жениþ иëи току изìеняþтся упруãая поäатëивостü
и жесткостü пüезоактþатора, которые наряäу с
пüезоìоäуëеì явëяþтся основныìи параìетраìи
пüезоактþатора. Дëя у÷ета вëияния наãрузки на ха-
рактеристики пüезоактþатора необхоäиìо иссëе-

äоватü изìенение упруãой поäатëивости пüезоак-
тþатора. При высокой скорости переìещения тор-
öа пüезоактþатора при проäоëüноì пüезоэффекте
также необхоäиìо у÷итыватü вëияние противоЭДС
пüезоактþатора на ток ÷ерез пüезоактþатор.
Дëя рас÷етов и практи÷ескоãо испоëüзования

пüезоактþаторов в систеìах управëения требуется
реøатü воëновое уравнение при проäоëüноì пüе-
зоэффекте при разëи÷ных ãрани÷ных усëовиях и
провоäитü построение соответствуþщих структур-
но-параìетри÷еских ìоäеëей пüезоактþатора и еãо
переäато÷ных функöий в разëи÷ных ÷астотных
äиапазонах работы.
Поëу÷енные в äанной работе параìетри÷еские

структурные схеìы пüезоактþатора при проäоëü-
ноì пüезоэффекте наãëяäно отображаþт преобра-
зование эëектри÷еской энерãии в ìехани÷ескуþ при
проäоëüноì пüезоэффекте и взаиìнуþ зависиìостü
эëектроìехани÷еских параìетров пüезоактþатора.

Структурно-параметрическая модель 
пьезоактюатора при продольном пьезоэффекте

Пüезоактþатор при проäоëüноì пüезоэффекте
преäставëяет собой пüезопëастину (рис. 1) тоëщи-
ной δ с эëектроäаìи, нанесенныìи на ãрани, пер-
пенäикуëярные оси 3, пëощаäü которых равна S0.
Уравнение эëектроупруãости äëя обратноãо

проäоëüноãо пüезоэффекта при управëении пüезо-
актþатора по напряжениþ [2, 3] иìеет виä

S3 = d33E3(t) + T3(x, t), (1)

ãäе S3 =  — относитеëüное сìещение се÷ения

пüезоактþатора по оси 3; d33 — пüезоìоäуëü при
проäоëüноì пüезоэффекте; E3(t) = U(t)/δ — напря-
женностü эëектри÷ескоãо поëя; U(t) — напряжение

на эëектроäах пüезоактþатора;  — упруãая поäат-

ëивостü по оси 3; T3 — ìехани÷еское напряжение
по оси 3; δ — тоëщина пüезоактþатора.
Рассìотриì вëияние реакöии пüезоактþатора

из-за созäания пüезоактþатороì противоЭДС за
с÷ет пряìоãо пüезоэффекта при стати÷еской äе-

Рис. 1. Структурная схема пьезоактюатора нано- и микропере-
мещений при продольном пьезоэффекте
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форìаöии пüезоактþатора. В стати÷ескоì режиìе
при зажатоì пüезоактþаторе (при непоäвижных тор-
öах пüезоактþатора) äефорìаöия пüезоактþатора
равна нуëþ, а сиëа, развиваеìая иì, ìаксиìаëüна.
Упруãие поäатëивости пüезоактþаторов  > ,

при÷еì /  m 1,2. Инäекс E соответствует из-
ìеренияì при постоянной напряженности эëект-
ри÷ескоãо поëя в пüезоактþаторе иëи изìерениях
с заìкнутыìи эëектроäаìи. Инäекс D соответству-
ет изìеренияì при постоянной инäукöии при уп-
равëении от исто÷ника тока иëи при изìерениях с
разоìкнутыìи эëектроäаìи пüезоактþатора. Из-
ìерения провоäиëи на прессе ìарки УММ-5 в äиа-
пазоне рабо÷их наãрузок при ìехани÷еских напря-
жениях в пüезоактþаторе äо 50 МПа.

Соответственно иìееì =S0/( δ)— жесткостü

пüезоактþатора с управëениеì по напряжениþ при
проäоëüноì пüезоэффекте, S0 — пëощаäü попере÷-

ноãо се÷ения пüезоактþатора,  = S0/( δ) —

жесткостü пüезоактþатора с управëениеì по току
при проäоëüноì пüезоэффекте. При разоìкнутых
эëектроäах жесткостü пüезоактþатора возрастает
по сравнениþ с еãо жесткостüþ при заìкнутых
эëектроäах. Увеëи÷ение сопротивëения исто÷ника
питания и соãëасуþщих öепей привоäит к уìенü-
øениþ упруãой поäатëивости пüезоактþатора [6].
При управëении пüезоактþатора при проäоëü-

ноì пüезоэффекте от исто÷ника питания с коне÷-
ныì сопротивëениеì исто÷ника с у÷етоì пряìоãо
пüезоэффекта поëу÷аеì в статике выражение

Fmax=U d33 +Fmax d33S0 ku d33 ,(2)

откуäа

Fmax  = E3d33

иëи

T3(1 – ku)  = E3d33,

ku — коэффиöиент управëения от эëектри÷ескоãо
исто÷ника питания 0 m ku m 1.
При управëении от исто÷ника тока с бесконе÷-

но боëüøиì сопротивëениеì исто÷ника

ku|R → ∞ = 1,

при управëении от исто÷ника напряжения с бес-
коне÷но ìаëыì сопротивëениеì исто÷ника

ku|R → ∞ = 0.

Соответственно, иìееì ks — коэффиöиент из-
ìенения упруãой поäатëивости:

s33 = (1 – ku)  = ks , (3)

ks = 1 – ku, ks > 0,

(1 – )|R → ∞ m ks m 1|R → 0,

ks|R → ∞ = 1 – ,

ks|R → 0 = 1.

Запиøеì уравнение сиë, äействуþщих на пüе-
зоактþатор, с у÷етоì рабо÷ей наãрузки:

T3S0 = F + M ,

ãäе F — внеøняя сиëа, приëоженная к пüезоактþ-
атору; M — переìещаеìая ìасса; ξ — переìещение
торöа пüезоактþатора.
Дëя составëения структурно-параìетри÷еской

ìоäеëи пüезоактþатора с управëениеì по напряже-
ниþ реøиì совìестно воëновое уравнение, урав-
нение обратноãо проäоëüноãо пüезоэффекта и
уравнения сиë на ãранях пüезоактþатора.
При рас÷ете пüезоактþаторов с управëениеì по

напряжениþ испоëüзуется воëновое уравнение
[2—5], описываþщее распространение воëны в
äëинной ëинии с затуханиеì без искажений:

+ +α2ξ(x, t)= , (4)

ãäе cE — скоростü распространения упруãой воëны
при E = const (наприìер, при распространении
воëны в пüезоактþаторе при проäоëüноì пüезоэф-
фекте с управëениеì по напряжениþ по оси 3 иìееì
cE = ); α — коэффиöиент затухания коëебаний
из-за рассеивания энерãии на тепëовые потери при
распространении воëны.
С поìощüþ преобразования Лапëаса [7] исхоäная

заäа÷а äëя уравнения с ÷астныìи произвоäныìи
ãипербоëи÷ескоãо типа — воëновоãо уравнения (4) —
своäится к боëее простой заäа÷е äëя ëинейноãо
обыкновенноãо äифференöиаëüноãо уравнения с
параìетроì p, ãäе p — параìетр преобразования.
Приìениì к воëновоìу уравнениþ (4) преобра-

зование Лапëаса [7]:

Ξ(x, p) = L{ξ(x, t)} = ξ(x, t)e–ptdt, (5)

поëаãая на÷аëüные усëовия нуëевыìи, т. е.

ξ(x, t)|t = 0 =  = 0.

В резуëüтате поëу÷иì ëинейное обыкновенное
äифференöиаëüное уравнение второãо поряäка 

 – Ξ(x, p) = 0, (6)
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иëи

 – γ2Ξ(x, p) = 0,

реøениеì котороãо буäет функöия

Ξ(x, p) = Ce–x γ + Be x γ, (7)

ãäе Ξ(x, p) — преобразование Лап-
ëаса сìещения се÷ения пüезоактþ-
атора; γ = p/cE + α — коэффиöиент
распространения воëны в пüезоактþ-
аторе при проäоëüноì пüезоэффекте
с управëениеì по напряжениþ.
Постоянные С и B опреäеëиì из

ãрани÷ных усëовий:

Ξ(0, p) = Ξ1(p) при x = 0;

Ξ(δ, p) = Ξ2(p) при x = δ.

Сëеäоватеëüно, постоянные

C = (Ξ1e
δγ – Ξ2)/[2sh(δγ)],

B = (Ξ1e
–δγ – Ξ2)/[2sh(δγ)].

Реøение (7) запиøется в виäе

Ξ(x, p) = {Ξ1(p)sh[(δ – x)γ] +
+ Ξ2(p)sh(xγ)}/sh(δγ). (8)

Уравнения äëя сиë, äействуþ-
щих на торöах пüезоактþатора, бу-
äут иìетü виä

(9)

ãäе соответствуþщие преобразования Лапëаса äëя
выражений ìехани÷еских напряжений T3(0, p) и
T3(δ, p) опреäеëяþтся из уравнения обратноãо пüе-
зоэффекта.
Сëеäоватеëüно, поëу÷аеì систеìу уравнений äëя

ìехани÷еских напряжений в пüезоактþаторе с уп-
равëениеì по напряжениþ при x = 0 и x = δ:

(10)

Из соотноøений (9) и (10) найäеì уравнения
äëя структурно-параìетри÷еской ìоäеëи пüезоак-
тþатора с управëениеì по напряжениþ

(11)

при÷еì  = /S0 = δ/[m(cE)2], ãäе m — ìасса
пüезоактþатора.

Систеìе уравнений (11) соответствует параìет-
ри÷еская структурная схеìа пüезоактþатора с уп-
равëениеì по напряжениþ (рис. 2, 3).
Анаëоãи÷но поëу÷аеì уравнения äëя структур-

но-параìетри÷еской ìоäеëи пüезоактþатора с управ-
ëениеì по току и параìетри÷ескуþ структурнуþ схе-
ìу (рис. 4) пüезоактþатора с управëениеì по току:

(12)

при÷еì  = /S0; γ = p/cD + α — коэффиöиент
распространения воëны в пüезоактþаторе при про-
äоëüноì пüезоэффекте с управëениеì по току; cD —
скоростü распространения упруãой воëны по оси 3
при D = const в пüезоактþаторе, cD = .
В резуëüтате преобразований поëу÷аеì систеìу

уравнений структурно-параìетри÷еской ìоäеëи и
преобразованнуþ параìетри÷ескуþ структурнуþ
схеìу (сì. рис. 3) пüезоактþатора при проäоëüноì
пüезоэффекте с управëениеì по напряжениþ:

(13)
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Рис. 2. Параметрическая структурная схема пьезоактюатора при продольном пьезо-
эффекте с управлением по напряжению



116 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 18, № 2, 2017

Анаëоãи÷но поëу÷аеì систеìу уравнений струк-
турно-параìетри÷еской ìоäеëи и преобразован-
нуþ параìетри÷ескуþ структурнуþ схеìу (рис. 4)
пüезоактþатора при проäоëüноì пüезоэффекте с
управëениеì по току:

(14)

Параìетри÷еская структурная схеìа пüезоактþ-
атора äопоëнена уравненияìи внеøней öепи, напри-
ìер, U(p) = U0(p)/(RC0p + 1) иëи U(p) = I(p)/C0p,
ãäе U(p), U0(p), I(p) — соответственно преобразо-
вания Лапëаса äëя выражений напряжения на об-
кëаäках пüезоактþатора, напряжения исто÷ника и
тока пüезоактþатора; R — сопротивëение внеøней

öепи; C0 — стати÷еская еìкостü пüезоактþатора
(рис. 3, 4).
Уравнения (11) äëя структурно-параìетри÷еской

ìоäеëи пüезоактþатора при проäоëüноì пüезоэф-
фекте с управëениеì по напряжениþ преобразу-
þтся к сëеäуþщеìу виäу:

(15)

ãäе  = S0/( δ) = 1/( δ) — жесткостü пüезо-

актþатора при проäоëüноì пüезоэффекте с управ-
ëениеì по напряжениþ.
Анаëоãи÷но уравнение (12) äëя структурно-па-

раìетри÷еской ìоäеëи пüезоактþатора при про-

Ξ1(p) = [1/(M1p
2)]{–F1(p) + (1/ )[d33E3(p) –

– γΞ1(p)/th(δγ) + γΞ2(p)/sh(δγ)]};

Ξ2(p) = [1/(M2p
2)]{–F2(p) + (1/ )[d33E3(p) –

– γΞ2(p)/th(δγ) + γΞ1(p)/sh(δγ)]}.

χ33
D

χ33
D

Рис. 3. Параметрическая структурная схема пьезоактюатора при продольном пьезоэффекте с управлением по напряжению при конеч-
ном сопротивлении источника

Ξ1(p) = [1/(M1p
2)]{–F1(p) + δ[d33E3(p) –

– [γ/sh(δγ)][ch(δγ)Ξ1(p) – Ξ2(p)]]};

Ξ2(p) = [1/(M2p
2)]{–F2(p) + δ[d33E3(p) –

– [γ/sh(δγ)][ch(δγ)Ξ2(p) – Ξ1(p)]]},

C33
E

C33
E

C33
E s33

E χ33
E
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äоëüноì пüезоэффекте с управëениеì по току пре-
образуþтся к сëеäуþщеìу виäу:

(16)

ãäе  = S0/( δ) = 1/( δ) — жесткостü пüезо-

актþатора при проäоëüноì пüезоэффекте с управ-
ëениеì по току.
Структурно-параìетри÷еская ìоäеëü пüезоактþ-

атора позвоëяет поëу÷итü еãо переäато÷ные функ-
öии как отноøение преобразованных по Лапëасу
переìещений торöов пüезоактþатора к выраже-
ниþ соответствуþщеãо вхоäноãо эëектри÷ескоãо
параìетра иëи соответствуþщей сиëы при нуëевых
на÷аëüных усëовиях. Совìестное реøение выøе-

привеäенных уравнений (11) äëя переìещений
äвух ãраней пüезоактþатора при проäоëüноì пüе-
зоэффекте с управëениеì по напряжениþ äает

(17)

ãäе обобщенные переäато÷ные функöии

W11(p) = Ξ1(p)/E3(p) =

= d33[M2 p2 + γth(δγ/2)]/A33,  = /S0;

A33 = M1M2( )2p4 + {(M1 + M2) /[cEth(δγ)]}p3 +

+ [(M1 + M2) α/th(δγ) + 1/(cE)2]p2 + 2αp/cE + α2;

W21(p) = Ξ2(p)/Ψm(p) = d33[M1 p2 + γth(δγ/2)]/A33;

W12(p) = Ξ1(p)/F1(p) = – [M2 p2 + γ/th(δγ)]/A33;

Ξ1(p) = [1/(M1p
2)]{–F1(p) + δ[d33E3(p) –

– [γ/sh(δγ)][ch(δγ)Ξ1(p) – Ξ2(p)]]};

Ξ2(p) = [1/(M2p
2)]{–F2(p) + δ[d33E3(p) –

– [γ/sh(δγ)][ch(δγ)Ξ2(p) – Ξ1(p)]]},

C33
D

C33
D

C33
D s33

D χ33
D

Рис. 4. Параметрическая структурная схема пьезоактюатора при продольном пьезоэффекте с управлением по току

Ξ1(p) = W11(p)E3(p) + W12(p)F1(p) + W13(p)F2(p);
Ξ2(p) = W21(p)E3(p) + W22(p)F1(p) + W23(p)F2(p),
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W13(p) = Ξ1(p)/F2(p) = W22(p) = Ξ2(p)/F1(p) =

= [ γ/sh(δγ)]/A33;

W23(p) = Ξ2(p)/F2(p) = – [M1 p2 + γ/th(δγ)]/A33.

В своþ о÷ереäü, из соотноøения (16) поëу÷аеì
параìетри÷ескуþ структурнуþ схеìу пüезоактþ-
атора (сì. рис. 2) и ìатри÷ное уравнение

 = . (18)

При поäа÷е напряжения U(t) = U0•1(t) на об-
кëаäки пüезоактþатора, напряженности эëектри-
÷ескоãо поëя по оси 3 E3(t) = E30•1(t) = (U0/δ)•1(t)
и F1(t) = F2(t) = 0 опреäеëиì в установивøеìся ре-
жиìе и инерöионной наãрузке пüезоактþатора при
проäоëüноì пüезоэфекте стати÷еское переìеще-
ние еãо торöов

ξ1(∞) = ξ1(t) = pW11(p)(U0/δ)/p =

= d33U0(M2 + m/2)/(M1 + M2 + m); (19)

ξ2(∞) = ξ2(t) = pW21(p)(U0/δ)/p =

= d33U0(M1 + m/2)/(M1 + M2 + m); (20)

ξ(∞) + ξ2(∞) = (ξ1〈t〉 + ξ2(t)) = d33U0. (21)

При m n M1 и m n M2 стати÷еское переìеще-
ние торöов пüезоактþатора при проäоëüноì пüе-
зоэффекте в зависиìости от напряжения иìеет виä

ξ1(∞) = ξ1(t) = pW11(p)(U0/δ)/p =

= d33U0M2/(M1 + M2); (22)

ξ2(∞) = ξ2(t) = pW21(p)(U0/δ)/p =

= d33U0M1/(M1 + M2), (23)

ãäе m — ìасса пüезоактþатора, M1, M2 — ìассы на-
ãрузки.
Дëя пüезоактþатора из пüезокераìики ЦТС-19

при проäоëüноì пüезоэффекте при m n M1 и m n M2
в сëу÷ае d33 = 4•10–10 ì/В, U0 = 500 В, M1 = 10 кã
и M2 = 40 кã поëу÷аеì стати÷еское переìещение
торöов ξ1(∞) = 160 нì, ξ2(∞) = 40 нì, ξ1(∞) + ξ2(∞) =
= 200 нì.

Передаточные функции пьезоактюатора, 
закрепленного одним торцом,
при продольном пьезоэффекте

Рассìотриì опреäеëение переäато÷ных функ-
öий пüезоактþатора при проäоëüноì пüезоэффекте,
коãäа оäин тореö жестко закрепëен, наприìер при
x = 0, M1 → ∞, тоãäа при проäоëüноì пüезоэффекте

из соотноøения (18) поëу÷аеì переäато÷ные функ-
öии пüезоактþатора в виäе

W21(p) = Ξ2(p)/E3(p) =

= d33δth(δγ)/[M2δ th(δγ)p2 + δp/cE + δα]; (24)

W23(p) = Ξ2(p)/F2(p) =

= –δ th(δγ)/[M2δ th(δγ)p2 + δp/cE + δα]. (25)

Из выражения (24) сëеäует

W21(p) = Ξ2(p)/E3(p) =

= d33δ/[M2δ p2 + δγcth(δγ)], (26)

откуäа при M2 = 0 иìееì переäато÷нуþ функöиþ
ненаãруженноãо пüезоактþатора

W21(p) = Ξ2(p)/E3(p) = d33/[γcth(δγ)]. (27)

Опреäеëиì при проäоëüноì пüезоэффекте и с оä-
ниì жестко закрепëенныì торöоì пüезоактþатора
переìещение ξ2(∞) в установивøеìся режиìе при
U(t) = U0•1(t) и F2(t) = 0 иëи F1(t) = F0•1(t) и U(t) = 0.
Соответственно, стати÷еское переìещение ξ2(∞)

пüезоактþатора в зависиìости от напряжения иëи
сиëы иìеет виä

ξ2(∞) = ξ2(t) = pW2(p)U0/p =

= d33U0th(αδ)/(αδ) = d33U0; (28)

ξ2(∞) = pW23(p)F0/p =

= – [δ2F0th(αδ)]/[m(cE)2αδ] = –δ F0/S0. (29)

Дëя пüезоактþатора из пüезокераìики ЦТС-19
при проäоëüноì пüезоэффекте в сëу÷ае d33 =

= 4•10–10 ì/В, U0 = 500 В поëу÷аеì стати÷еское пе-

реìещение ξ2(∞) = 200 нì. При δ = 6•10–4 ì,  =

= 3,5•10–11 ì2/Н, F0 = 1000 Н, S0 = 1,75•10–4 ì2

зна÷ение ξ2(∞) = –120 нì. Экспериìентаëüные и
рас÷етные характеристики пüезоактþатора совпа-
äаþт с поãреøностüþ 5 %.
Рассìотриì работу пüезоактþатора на низких

÷астотах при жестко закрепëенноì торöе при x = 0,
коãäа M1 → ∞ и m n M2. Переäато÷ные функöии
W21(p) и W23(p) иìеþт виä

W21(p) = Ξ2(p)/E3(p) =

= d33δ/[M2δ p2 + δγcth(δγ)]; (30)

W23(p) = Ξ2(p)/F2(p) =

= –δ /[M2δ p2 + δγcth(δγ)]. (31)

Дëя у÷ета вëияния реакöии пüезоактþатора за
с÷ет возникновения противоЭДС из-за пряìоãо
пüезоэффекта необхоäиìо äопоëнитü еãо параìет-
ри÷ескуþ структурнуþ схеìу обратныìи связя-
ìи с у÷етоì пряìоãо пüезоэффекта (рис. 3, 4),
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соответствуþщиìи сëеäуþщиì урав-
ненияì

Ui(p) = d33S0 Fi(p) = Fi(p),(32)

ãäе i = 1, 2 — ноìер торöа пüезоактþ-
атора, Ui(p) — изображение Лапëаса
противоЭДС напряжения обратной
связи. Есëи за вхоäнуþ веëи÷ину при-
нятü напряжение U0(t), то с у÷етоì внеø-
ней öепи переäато÷ные функöии пüе-
зоактþатора W11(p), W21(p) необхоäи-
ìо уìножитü на выражение

W0(p) =  = . (33)

Дëя у÷ета вëияния усиëия, развиваеìоãо пüезо-
актþатороì, за с÷ет возникновения противоЭДС
из-за пряìоãо пüезоэффекта при проäоëüноì пüе-
зоэффекте и управëении от исто÷ника тока необ-
хоäиìо äопоëнитü структурно-параìетри÷ескуþ
ìоäеëü и параìетри÷ескуþ структурнуþ схеìу пüезо-
актþатора с у÷етоì пряìоãо пüезоэффекта обрат-
ныìи связяìи, соответствуþщиìи уравненияì

Ui(p) = d33S0 Fi(p) = Fi(p); (34)

C0 = , Sp = S0 = bδ,

ãäе i = 1,2 — ноìер торöа пüезоактþатора, Ui(p) —
изображение Лапëаса противоЭДС напряжения
обратной связи.
При управëении пüезоактþатороì при про-

äоëüноì пüезоэффекте от исто÷ника питания с ко-
не÷ныì сопротивëениеì исто÷ника поëу÷аеì вы-
ражения äëя обратных связей по усиëиþ в виäе

Ui(p) = d33S0 kuFi(p) = kuFi(p). (35)

Дëя у÷ета вëияния скорости пüезоактþатора за
с÷ет возникновения противоЭДС из-за пряìоãо
пüезоэффекта при проäоëüноì пüезоэффекте не-
обхоäиìо äопоëнитü структурно-параìетри÷ескуþ
ìоäеëü и параìетри÷ескуþ структурнуþ схеìу пüезо-
актþатора обратныìи связяìи:

Ui(p) = (p). (36)

Рассìотриì разëи÷ные режиìы работы пüезо-
актþатора, есëи оäин из торöов пüезоактþатора
жестко закрепëен, наприìер, при x = 0, при÷еì
W11(p) = 0, Ξ1(p) = 0. Тоãäа при инерöионной на-
ãрузке и проäоëüноì пüезоэффекте поëу÷аеì пере-
äато÷ные функöии при питании пüезоактþатора от

исто÷ника напряжения (рис. 5) с бесконе÷но ìа-
ëыì сопротивëениеì исто÷ника:

W21(p) =  = ; (37)

W23(p) =  = – . (38)

Есëи за вхоäнуþ веëи÷ину принятü изображе-
ние Лапëаса напряжения U(p), то

W2(p) =  = . (39)

Соответственно äëя у÷ета вëияния реакöии
пüезоактþатора за с÷ет возникновения противо-
ЭДС из-за пряìоãо пüезоэффекта необхоäиìо äо-
поëнитü параìетри÷ескуþ структурнуþ схеìу пüезо-
актþатора, закрепëенноãо оäниì торöоì, при про-
äоëüноì пüезоэффекте обратной связüþ,
описываþщейся сëеäуþщиì уравнениеì:

U2(p) = d33S0 F2(p) = F2(p). (40)

Тоãäа при инерöионной наãрузке и проäоëüноì
пüезоэффекте поëу÷аеì еãо переäато÷ные функ-
öии при питании от исто÷ника тока с бесконе÷но
боëüøиì сопротивëениеì исто÷ника

W21(p) =

=  = ; (41)

W23(p) =

=  = – ,(42)
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Рис. 5. Параметрическая структурная схема пьезоактюатора, закрепленного одним
торцом, при продольном пьезоэффекте и инерционной нагрузке с управлением по
напряжению
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ãäе  =  = .

Есëи за вхоäнуþ веëи÷ину принятü изображе-
ние Лапëаса напряжения U(p), то

W2(p) =

=  = .(43)

Рассìотриì работу пüезоактþатора при инер-
öионной наãрузке на низких ÷астотах при ω → 0
äëя пüезоактþатора при M1 → ∞ и M2/m . 1. При
управëении по напряжениþ преäставиì W21(p) и
W23(p) в уäобноì äëя преобразования виäе:

W21(p) =  = ; (44)

W23(p) =  = – .(45)

Испоëüзуя аппроксиìаöиþ ãипербоëи÷ескоãо ко-
танãенса äвуìя ÷ëенаìи степенноãо ряäа, поëу÷аеì
в äиапазоне ÷астот 0 < ω < 0,01cE/δ при M2/m . 1
и инерöионной наãрузке сëеäуþщие выражения
переäато÷ных функöий при управëении по напря-
жениþ и при питании пüезоактþатора (рис. 5) от
исто÷ника напряжения с бесконе÷но ìаëыì со-
противëениеì исто÷ника:

W21(p) =  = ; (46)

W23(p) =  = – ; (47)

W2(p) =  = , (48)

ãäе  =  — постоянная вреìени;  =

= αδ /3 = αδ2 /(3cE ) — коэффи-

öиент затухания;  = S0/( δ) = m(cE)2/δ2 —

жесткостü пüезоактþатора; при÷еì при упруãо-

инерöионной наãрузке постоянная вреìени  =

= .

При питании пüезоактþатора от исто÷ника на-
пряжения с коне÷ныì сопротивëениеì поëу÷аеì
упруãуþ поäатëивостü s33 = ks  и выражения
(46)—(48) переäато÷ных функöий при управëении
по напряжениþ в виäе

W21(p) =  = ; (49)

W23(p) =  = – ; (50)

W2(p) =  = , (51)

ãäе T33 =  — постоянная вреìени; ξ33 =

= αδ /3 = αδ2C33/(3cE ) — коэффи-

öиент затухания; C33 = S0/(s33δ) = S0/(ks δ) —

жесткостü пüезоактþатора, при÷еì при упруãо-
инерöионной наãрузке постоянная вреìени T33 =

= .

Заключение

Поëу÷енные структурно-параìетри÷еские ìо-
äеëи, параìетри÷еские структурные схеìы и переäа-
то÷ные функöии пüезоактþатора при проäоëüноì
пüезоэффекте опреäеëяþт äинаìи÷еские и стати-
÷еские характеристики пüезоактþатора нано- и
ìикропереìещений с у÷етоì ãрани÷ных усëовий,
виäа управëения, физи÷еских параìетров пüезоак-
тþатора, внеøней наãрузки и эëектри÷ескоãо со-
противëения соãëасуþщих öепей.
Реøение воëновоãо уравнения äает структур-

но-параìетри÷ескуþ ìоäеëü пüезоактþатора при
проäоëüноì пüезоэффекте в систеìе управëения при
разëи÷ных ãрани÷ных усëовиях и описывает еãо äи-
наìи÷еские и стати÷еские характеристики с у÷етоì
физи÷еских параìетров, внеøней наãрузки и эëект-
ри÷ескоãо сопротивëения при работе в составе
эëектроìехани÷еской систеìы нанопереìещений.
Из-за реакöии пüезоактþатора при проäоëüноì

пüезоэффекте с у÷етоì противоэëектроäвижущей
сиëы пüезоактþатора уìенüøается упруãая поäат-
ëивостü и повыøается жесткостü пüезоактþатора.
Увеëи÷ение сопротивëения исто÷ника питания и
соãëасуþщих öепей привоäит к уìенüøениþ упру-
ãой поäатëивости пüезоактþатора. При высокой
скорости переìещения пüезоактþатора при про-
äоëüноì пüезоэффекте у÷итываеì вëияние этой
скорости на ток пüезоактþатора.
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Solutions to the wave equation and structural-parametric models of piezoactuators at a longitudinal piezoeffect were obtained.
Effects of the geometric and physical parameters of the piezoactuators and external load on its static and dynamic characteristics
were determined. The parametric structural schemes for piezoactuators for nano- and micrometric movements at a longitudinal pie-
zoeffect were obtained. The transfer functions were determined. The parametric structural schemes and the transfer functions of the
piezoactuators were obtained for calculation of the automatic control systems for nano- and micrometric movements with piezoac-
tuators at a longitudinal piezoeffect. The static and dynamic characteristics of the piezoactuators were determined. Application of
the piezoactuators solves the problems of precise matching in microelectronics and nanotechnology, compensation for the temperature
and gravitational deformations, atmospheric turbulence by a wave front correction. By solving the wave equation with allowance for
the corresponding equations of the piezoelectric effect, the boundary conditions on the loaded working surfaces of a piezoactuator,
the strains along the coordinate axes, it is possible to construct a structural parametric model of a piezoactuator. The transfer func-
tions and the parametric structural schemes of the piezoelectric actuator were obtained from the equations describing the corre-
sponding structural parametric models of the piezoactuators for nano- and micrometric movements at a longitudinal piezoeffect.
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Методический подход к процессу испытаний вооружения
и военной техники в условиях ресурсных ограничений

В совреìенных усëовиях эконоìи÷ескоãо спаäа
и существенноãо сокращения возìожностей обо-
ронной проìыøëенности по созäаниþ новейøих
образöов вооружения и военной техники (ВВТ) те-
ория пëанирования экспериìента в кëасси÷ескоì
виäе не ìожет бытü испоëüзована äëя составëения
пëанов всех виäов испытаний. В настоящее вреìя
испытания ìоãут пëанироватüся ëиøü исхоäя из
соображений зäравоãо сìысëа с у÷етоì реаëüно
скëаäываþщихся усëовий по финансированиþ
проöесса созäания конкретноãо образöа ВВТ и со-
стояния соответствуþщеãо опытноãо произвоäст-
ва, при÷еì в ëþбоì сëу÷ае ÷исëо поступаþщих на
испытания образöов опытноãо изäеëия не превы-
øает нескоëüких äесятков (äëя сравнитеëüно прос-
тых изäеëий типа неуправëяеìых среäств пораже-
ния иëи ëи÷ноãо стреëковоãо оружия) и äаже не-
скоëüких еäиниö (äëя боëее сëожных изäеëий типа
ëетатеëüных аппаратов иëи зенитных ракетных
коìпëексов). Наибоëее сëожные и äороãостоящие
образöы ВВТ (типа авианосöев иëи тяжеëых крей-
серов) ìоãут поступатü на испытания и в еäинст-
венноì экзеìпëяре.
Оãрани÷ения, наëаãаеìые на проöесс испыта-

ний в öеëоì по ëинии ìатериаëüно-техни÷ескоãо
обеспе÷ения (отсутствие необхоäиìоãо коëи÷ества
ãорþ÷есìазо÷ных ìатериаëов, сокращение выäе-
ëяеìых на испытания энерãоресурсов и разëи÷ных
расхоäных ìатериаëов и т.ä.) привоäят к зна÷и-
теëüноìу сокращениþ ÷исëа и объеìа испытаний
кажäоãо из выäеëяеìых äëя этоãо опытных эк-
зеìпëяров поäëежащеãо испытанияì образöа ВВТ.
Поëиãонный опыт посëеäнеãо äесятиëетия ãово-

рит о тоì, ÷то ÷исëо реаëизаöий по кажäоìу виäу
испытаний в ëу÷øеì сëу÷ае не превыøает не-
скоëüких äесятков. В этих же преäеëах оказывается
и ÷исëо реаëизаöий при провеäении войсковых ис-

пытаний образöов ВВТ в öеëях оöенки экспëуата-
öионных ка÷еств и поäтвержäения показатеëей
эффективности в усëовиях, ìаксиìаëüно прибëи-
женных к боевыì. Вìесте с теì, при резкоì сокра-
щении объеìа испытаний в зна÷итеëüной ìере ус-
ëожняется проöеäура оöенки их резуëüтатов, и в
ìаксиìаëüно возìожной степени прихоäится при-
беãатü к заìене натурных экспериìентов ìатеìати-
÷ескиì и поëунатурныì ìоäеëированиеì проöессов
боевоãо приìенения и экспëуатаöии образöов ВВТ.
Приìенитеëüно к изäеëияì, поступаþщиì на

испытания ìаëыìи серияìи, оöенка их боевой эф-
фективности и ка÷ества в экспëуатаöии базируется
на статисти÷ескоì анаëизе ìаëых выборок, т.е. вы-
борок, при обработке которых ìетоäаìи, основан-
ныìи на ãруппировке набëþäений и преäназна-
÷енныìи äëя боëüøих выборок, неëüзя äостиãнутü
заäанных то÷ности и äостоверности. Особенностü
такоãо анаëиза состоит в тоì, ÷то построение оöенок
пëотностей распреäеëения по выборкаì параìет-
ров, характеризуþщих боевуþ эффективностü иëи
экспëуатаöионные ка÷ества изäеëия, осуществëя-
ется с у÷етоì кажäой отäеëüной реаëизаöии этих
выборок. Указанные оöенки пëотностей распреäе-
ëения испоëüзуþтся затеì äëя поëу÷ения ÷исëен-
ных зна÷ений показатеëей боевой эффективности
и экспëуатаöионных ка÷еств изäеëия, заäанных
тактико-техни÷ескиìи требованияìи.
В настоящее вреìя известно нескоëüко ìетоäов

оöенивания пëотности распреäеëения сëу÷айных
веëи÷ин по выборкаì ìаëоãо объеìа, в ÷астности,
ìетоäы пряìоуãоëüных вкëаäов, уìенüøения неоп-
реäеëенности, сжатия обëасти существования ин-
теãраëüных законов распреäеëения, априорно-эì-
пири÷еских функöий и äр. Поäробные свеäения
о них, их поëожитеëüных ка÷ествах и неäостатках
ìожно найти в работе [1].

Рассматриваются возможности получения необходимых результатов испытаний вооружения и военной техники (ВВТ) в
условиях жестких ресурсных ограничений. В связи с сильно ограниченным числом экземпляров опытных изделий ВВТ, посту-
пающих на испытания, а также в связи с существенным сокращением объема испытаний каждого образца ВВТ предлагается
на базе накопленного полигонного опыта испытаний авиационной техники военного назначения оценку боевой эффективности
поступающего на испытания ВВТ и качества его в эксплуатации осуществлять на основе статистического анализа малых
выборок с учетом каждой отдельной реализации этих выборок.
Ключевые слова: методический подход, процесс испытаний, военная техника, ресурсные ограничения, малая выборка, ста-

тистический анализ, эффективность, качество
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Дëя боëüøинства из этих ìетоäов оöенка пëот-
ности распреäеëения обобщенно выражается ëиней-
ной суììой априорной и эìпири÷еской коìпонент:

f•(x) = α0 f0(x) + p(x – xi),

ãäе f0(x) — априорная коìпонента; p(x – xi) — со-
ставëяþщая эìпири÷еской коìпоненты, связан-
ная с i-й реаëизаöией выборки; α0 — вес априорной
коìпоненты; N — суììарное ÷исëо реаëизаöий.
При этоì априорная коìпонента f0(x) опреäе-

ëяется по резуëüтатаì всех виäов испытаний об-
разöа ВВТ, провоäивøихся в усëовиях завоäа-из-
ãотовитеëя, поëиãонов заказ÷ика и на базе экспëу-
атируþщей орãанизаöии (в проöессе войсковых
испытаний и экспëуатаöионной оöенки образöа).
Дëя обработки накапëиваеìых в проöессе таких

испытаний статисти÷еских äанных, характеризуþ-
щих боевуþ эффективностü и экспëуатаöионные
ка÷ества ìеëкосерийных опытных изäеëий, наи-
боëüøее распространение поëу÷иë ìетоä пряìо-
уãоëüных вкëаäов. При еãо испоëüзовании в ка÷е-
стве априорной инфорìаöии преäпоëаãается зна-
ние интерваëа [xmin, xmax] изìенения сëу÷айной
веëи÷ины х, непрерывностü оöениваеìой функöии
распреäеëения f0(x) на заäанноì интерваëе и со-
бëþäение усëовий

f0(x) l 0 при xmin m x m xmax;
f (x) ≡ 0 при x < xmin, x > xmax.

Наëи÷ие такой априорной инфорìаöии позво-
ëяет построитü оöенку пëотности распреäеëения
f•(x) äаже при отсутствии реаëизаöии x.
На на÷аëüноì этапе испытаний и опытной экс-

пëуатаöии образöа ВВТ ни оäной из возìожных
реаëизаöий внутри интерваëа [xmin, xmax] неëüзя
отäатü преäпо÷тение, и поэтоìу с÷итается, ÷то в
преäеëах äанноãо интерваëа иìеет ìесто равно-
ìерное распреäеëение сëу÷айной веëи÷ины х, т.е.

f0(x) = (1)

В связи с этиì при отсутствии статисти÷еских
äанных (x1, ..., xN) оöенка пëотности f•(x) преä-
ставëяется в виäе априорной пëотности распреäе-
ëения  f0(x):

f•(x) = f0(x). (2)

Появëение реаëизаöий сëу÷айной веëи÷ины
(выборки) äает возìожностü уто÷нитü оöенку (2).
Это осуществëяется путеì инäивиäуаëüноãо поä-
хоäа к кажäой отäеëüной реаëизаöии xi выборки
(x1, ..., xN), при которой ей приписывается эëеìен-
тарная равноìерная пëотностü иëи так называеìая
функöия вкëаäа

(x) = (3)

ãäе d — øирина функöии вкëаäа.
Функöия вкëаäа заäается сиììетри÷но относи-

теëüно то÷ки x = xi на коне÷ноì интерваëе äëиной d,
÷то явëяется "разìазываниеì" инфорìаöии о сëу-
÷айной веëи÷ине, поëу÷енной от этой реаëизаöии.
Линейное суììирование с равныìи весаìи ап-

риорной пëотности (1) и вкëаäов (3) äëя всех N эëе-
ìентов выборки (x1, ..., xN) привоäит в итоãе к ис-
коìой оöенке пëотности:

f•(x) = , (4)

ãäе  — весовой коэффиöиент, с поìощüþ ко-

тороãо осуществëяется норìирование оöенки пëот-
ности f•(x).
При построении оöенки пëотности f•(x) по вы-

ражениþ (4) äëя вкëаäов, выхоäящих за оäну из
ãраниö интерваëа [xmin, xmax] , рекоìенäуется от-
брасыватü ÷асти, выхоäящие за эти ãраниöы. Наä
оставøейся ÷астüþ вкëаäа, ëежащей внутри интер-
ваëа [xmin, xmax] как наä основаниеì, сëеäует рав-
ноìерно наäстраиватü пряìоуãоëüник, пëощаäü
котороãо равна отброøенной.
При практи÷ескоì испоëüзовании ìетоäа пряìо-

уãоëüных вкëаäов сëеäует поìнитü, ÷то äëя кажäо-
ãо объеìа выборки существует такое оптиìаëüное
зна÷ение вкëаäа αopt, при котороì поëу÷ается наи-
ëу÷øая оöенка закона распреäеëения.
Приìенитеëüно к наибоëее распространенныì

при оöенке боевой эффективности и экспëуатаöи-
онных ка÷еств изäеëий ìеëкосерийноãо произвоä-
ства законаì распреäеëения (норìаëüноìу, экспо-
ненöиаëüноìу и Реëея) О. П. Березиныì, как это
указано в работе [1], быëи найäены и рекоìенäо-
ваны в ка÷естве оптиìаëüных äëя выборок от 10 äо
100 реаëизаöий зна÷ения αopt, äëя уäобства свеäен-
ные в табëиöу.

1 α0–

N
-----------

i 1=

N

∑

Оптимальное значение вклада в зависимости от объема выборки 
и закона распределения оцениваемого параметра

Объеì 
выборки

Закон распреäеëения оöениваеìоãо параìетра

Норìаëüный Экспоненöиаëüный Реëея

10 0,409 0,210 0,400
20 0,312 0,167 0,350
30 0,276 0,150 0,309
40 0,260 0,138 0,280
50 0,249 0,132 0,250
60 0,243 0,126 0,243
70 0,241 0,120 0,232
80 0,240 0,116 0,223
90 0,240 0,112 0,214
100 0,240 0,110 0,209

, xmin m x m xmax;

0, x < xmin, x > xmax.

1
xmax xmin–
----------------------

ψxi

 при xi –  m x m xi + ;

0 при остаëüных зна÷ениях х,

1
d
-- d

2
-- d

2
--

1
N 1+
---------- f0 x( ) ψxi

x( )
i 1=

N

∑+

1
N 1+
----------
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Испоëüзуя привеäенные в табëиöе äанные, øи-
рину функöии вкëаäа ìожно преäставитü в виäе

d' = Lαopt, (5)

ãäе L — веëи÷ина интерваëа [xmin, xmax] , выражен-
ная в еäиниöах изìерения сëу÷айной веëи÷ины х.
Тоãäа выражение (3) приìет виä

(x) = (6)

ãäе f0(xi) — пëотностü вероятности преäпоëаãаеìо-
ãо теорети÷ескоãо распреäеëения в öентре вкëаäа.
Суììируя пересекаþщиеся вкëаäы, поëу÷аеì ëо-

ìануþ ëиниþ функöии суììарноãо вкëаäа ψ∑(х).
Зна÷ение эìпири÷еской функöии пëотности

распреäеëения вы÷исëяется по форìуëе

F э(x) = [R f0(x) + (1 – R)ψΣ(x)],

ãäе R — коэффиöиент зна÷иìости априори, вы-
÷исëяеìый из усëовия попаäания сëу÷айной ве-
ëи÷ины х на заäанный интерваë [xmin, xmax] c ве-
роятностüþ 0,997.
Посëе опреäеëения эìпири÷еской функöии пëот-

ности распреäеëения по известныì форìуëаì теории
вероятностей вы÷исëяþтся сãëаженные ÷исëовые
характеристики иссëеäуеìой выборки (ìатеìати-
÷еские ожиäание, äисперсия, среäнекваäрати÷ное
откëонение) и ее интеãраëüная функöия.
Практи÷еские приеìы приìенения ìетоäа пря-

ìоуãоëüных вкëаäов своäятся к сëеäуþщеìу.
1. Испоëüзуя априорное преäпоëожение о виäе

искоìой функöии распреäеëения и поëу÷енные
экспериìентаëüные зна÷ения сëу÷айной веëи÷и-
ны х, оöениваþт обëастü существования функöии
f (x). Дëя этоãо кëасси÷ескиìи ìетоäаìи статисти-
÷ескоãо анаëиза вы÷исëяþт ìатеìати÷еское ожи-
äание, äисперсиþ и среäнекваäрати÷ное откëоне-
ние иссëеäуеìой выборки:

m0 = ; D0 = .

Дëина интерваëа [xmin, xmax] приниìается равной:
äëя норìаëüноãо распреäеëения

L = 6σ0; xmin = m0 – 3σ0; xmax = m0 + 3σ0;

äëя экспоненöиаëüноãо закона распреäеëения

L = 5,8σ0; xmin = 0; xmax = 5,8m0;

äëя распреäеëения Реëея

L = 2,72m0; xmin = 0; xmax = 2,72m0.

2. Исхоäя из объеìа поëу÷енной выборки опреäе-
ëяется оптиìаëüная øирина пряìоуãоëüноãо вкëаäа.
При этоì äëя проìежуто÷ных зна÷ений N веëи÷и-

на αopt нахоäится посреäствоì ëинейноãо интер-
поëирования.
По форìуëе (5) в еäиниöах изìерения сëу÷ай-

ной веëи÷ины вы÷исëяется øирина вкëаäа.
3. По форìуëе (6) äëя кажäой i-й реаëизаöии

выборки вы÷исëяется функöия вкëаäа, при÷еì
вхоäящие в äаннуþ форìуëу зна÷ения функöии
пëотности преäпоëаãаеìоãо распреäеëения опре-
äеëяþтся из сëеäуþщих выражений:

äëя норìаëüноãо закона

f0(xi) = ;

äëя экспоненöиаëüноãо закона

f0(xi) = ;

äëя закона Реëея

f0(xi) = ,

ãäе σp приниìается равныì 0,8m0.
В проöессе вы÷исëения функöии вкëаäа при зна-

÷ениях xi, отстоящих от конöов интерваëа [xmin, xmax]
на расстояние ìенüøе d/2, ÷астü вкëаäа, выхоäя-
щая за преäеëы интерваëа, отсекается. В этоì сëу-
÷ае поëу÷иì

d ′′ = xi – xmin + d'/2 иëи d ′′ = xmax – xi + d'/2.

4. На вспоìоãатеëüноì ãрафике строятся все
функöии пряìоуãоëüных вкëаäов. Суììируя все пе-
ресекаþщиеся вкëаäы, поëу÷аеì ëоìануþ ëиниþ
суììарноãо вкëаäа ψΣ(x). На этой ëинии отыски-
ваþтся то÷ки, в которых иìеет ìесто ска÷ок функ-
öии суììарноãо вкëаäа, и нахоäятся соответствуþ-
щие äанныì то÷каì зна÷ения xq (q = 1, 2, ..., Q).

5. По привеäенной ниже форìуëе вы÷исëяется
коэффиöиент зна÷иìости априори:

R =

= , (7)

ãäе f0(xq) — зна÷ение функöии пëотности преäпо-
ëаãаеìоãо теорети÷ескоãо распреäеëения в то÷ке
q-ãо ска÷ка; ψΣ(xq) — зна÷ение функöии суììар-
ноãо вкëаäа в то÷ке q-ãо ска÷ка; Δxq — q-й интерваë
ìежäу ска÷каìи функöии суììарноãо вкëаäа Δxq =
= xq + 1 – xq; N — ÷исëо реаëизаöий в иссëеäуеìой
выборке; 0,997 — принятая вероятностü попаäания
сëу÷айной веëи÷ины х на интерваë [xmin, xmax].

ψxi
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6. Из выражения (8) нахоäится зна÷ение эìпири-
÷еской функöии пëотности иссëеäуеìой выборки:

f э(xq) = [R f0(xq) + (1 – R)ψΣ(xq)]. (8)

7. Вы÷исëяþтся сãëаженные ÷исëовые характе-
ристики иссëеäуеìой выборки:

ìатеìати÷еское ожиäание

m = [ f э(xq) + f э(xq + 1)] ;

äисперсия

D = [ f э(xq) + f э(xq + 1)] ;

среäнекваäрати÷ное откëонение σ = .

8. Отыскивается зна÷ение эìпири÷еской интеã-
раëüной функöии иссëеäуеìоãо ìассива статисти-
÷еских äанных:

F э(xq + 1) = [ f э(xq) + f э(xq + 1)]

при xq + 1 < xq m xq = Q;

F э(x) = 0 при x m xq = 1;

F э(∞) = 1.

При практи÷ескоì испоëüзовании описанных
ìетоäи÷еских приеìов необхоäиìо особое вниìа-
ние уäеëятü вопросу априорноãо выбора виäа ис-
коìой функöии распреäеëения параìетров, харак-
теризуþщих боевуþ эффективностü и экспëуата-
öионные ка÷ества испытываеìоãо образöа ВВТ,
наприìер, вероятностü поражения öеëи заäанноãо
типа, распреäеëение вреìени еãо безотказноãо
функöионирования иëи вреìени ìежäу отказаìи.
В ÷астности, поëезно поìнитü, ÷то экспоненöи-
аëüное распреäеëение öеëесообразно приìенятü
äëя анаëиза экспëуатаöионных ка÷еств образöов
ВВТ, состоящих из разнороäных эëеìентов и про-
øеäøих периоä приработки, а норìаëüное — äëя
анаëиза боевой эффективности и экспëуатаöион-
ных ка÷еств образöов, у которых иìеет ìесто по-
степенное изìенение зна÷ений параìетров во вре-
ìени, иëи образöов, äëя которых äоëя внезапных
отказов весüìа ìаëа. Распреäеëение Реëея раöио-
наëüно приìенятü при анаëизе экспëуатаöионных
ка÷еств и боевой эффективности сëожных изäе-
ëий, коãäа происхоäит их интенсивное старение и
снижение то÷ности функöионирования основных
систеì. Иìеется спеöифика приìенения и äруãих
известных законов распреäеëения. Достато÷но
поëно она, наприìер, отражена приìенитеëüно к
заäа÷аì оöенки наäежности опытных изäеëий в
работе [2].

Дëя проверки соãëасия эìпири÷ескоãо и теоре-
ти÷ескоãо распреäеëений зна÷ений параìетров,
поëу÷енных в проöессе испытаний опытных об-
разöов ВВТ, ìожно воспоëüзоватüся критерияìи
χ2 и ω2 [3]. Приìенитеëüно к выборкаì небоëüøо-
ãо объеìа, характерныì äëя опытных образöов
ВВТ, критерий ω2 явëяется боëее ìощныì, ÷еì χ2.
Есëи же в выборке оказаëисü нескоëüко набëþäе-
ний, равных по веëи÷ине, то ëу÷øе испоëüзоватü
критерий χ2.
Исхоäныìи äанныìи äëя проверки соãëасия

эìпири÷ескоãо и теорети÷ескоãо распреäеëений
явëяþтся: зна÷ения набëþäаеìых параìетров испы-
тываеìоãо образöа ВВТ (x1, x2, ..., xn), наприìер,
вероятности захвата öеëи и ее сопровожäения в ус-
ëовиях противоäействия вероятноãо противника иëи
наработки äанноãо образöа на отказ; ÷исëо зна÷е-
ний n; уровенü зна÷иìости α, при котороì прово-
äится проверка ãипотезы о тоì, ÷то неизвестная
функöия распреäеëения ãенераëüной совокупности
(к которой принаäëежит выборка x1, x2, ..., xn) сов-
паäает с заäанной функöией распреäеëения F(x);
виä функöии теорети÷ескоãо распреäеëения F(x).
Проверка провоäится при нескоëüких уровнях

зна÷иìости, наприìер, при α = 0,1 и α = 0,05.
Критерий χ2 приìеняþт äëя проверки соãëасия

сëеäуþщиì образоì.
Резуëüтаты набëþäений x1, x2, ..., xn распоëаãа-

þт в вариаöионный ряä и опреäеëяþт ìаксиìаëü-
ное (xmax) и ìиниìаëüное (xmin) ÷исëа в этоì ряäу.
Интерваë [xmin, xmax] разбиваþт на k равных по ве-
ëи÷ине поäынтерваëов, äëитеëüностü кажäоãо из
которых равна

Δx = ,

ãäе k опреäеëяþт по форìуëе k = 5ln n.
Поäс÷итываþт ÷исëо ϑi набëþäений, нахоäящихся

в кажäоì из поäынтерваëов (ϑ1 + ϑ2 + ... + ϑk) = n,
и вы÷исëяþт ÷астоты попаäания набëþäений в
кажäый поäынтерваë, которые сëужат оöенкаìи
äëя неизвестных вероятностей тоãо, ÷то зна÷ение
набëþäаеìоãо в проöессе испытаний параìетра
окажется в äанноì поäынтерваëе.
Дëя кажäоãо поäынтерваëа вы÷исëяþт теорети-

÷ескуþ вероятностü тоãо, ÷то зна÷ение набëþäае-
ìоãо параìетра не выхоäит за преäеëы соответст-
вуþщеãо поäынтерваëа

pi = F(iΔx) – F[(i – 1)Δx], i = 1, 2, ..., k.

Статистикой критерия χ2 явëяется веëи÷ина η,
вы÷исëяеìая по форìуëе

η =  =  – n.

При äостато÷но боëüøоì n статистика η при-
бëиженно поä÷иняется распреäеëениþ χ2 с k – 1
степеняìи свобоäы.
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Вы÷исëяþт интеãраë

P(χ2) = dy,

ãäе Г(k/2) — ãаììа-функöия веëи÷ины k/2.
На основе поëу÷енноãо зна÷ения интеãраëа

приниìаþт реøение о проверяеìой ãипотезе. При

α/2 < P(χ2) < 1 –  ãипотезу приниìаþт, и соãëасие

с÷итаþт уäовëетворитеëüныì. Есëи же P(χ2) < 1 – 

иëи P(χ2) m , то ãипотезу отверãаþт.

Статистикой критерия ω2 явëяется веëи÷ина
n , вы÷исëяеìая по форìуëе

n  =  + .

При äостато÷но боëüøоì n веëи÷ина n  поä-
÷иняется распреäеëениþ, функöия котороãо опре-
äеëяется из выражения

А(х) = P(n  < x) =

=  Ѕ

Ѕ ,

ãäе I — ìоäифиöированная функöия Бессеëя.

Затеì вы÷исëяþт зна÷ение nω2 и A(x), ãäе в ка÷е-

стве х испоëüзуþт зна÷ение n , и приниìаþт реøе-

ние о проверяеìой ãипотезе. Есëи  < А(х) < 1 – ,

то ãипотеза приниìается. При А(х) m  иëи А(х) l

l 1 –  — отверãается.

Поäробные пояснения по бëок-схеìе, в соот-
ветствии с которой реаëизуется описанный аëãо-
ритì проверки соãëасия эìпири÷ескоãо и теорети-
÷ескоãо распреäеëения на öифровых вы÷исëитеëü-
ных ìаøинах, ìожно найти в работе [3], а также
в работах [4—6].
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The present conditions of economic crisis essentially limit the opportunities for the military industry, and the country’s in-
dustrial potential. The resources allocated for production of the military equipment have been cut. The test specimens of the
military equipment are provided in single units. There are no agreed-upon methods for testing of the military equipment by
single units. In our case the accuracy rating may be expressed as a percentage of the indication or as a percentage of the full-
scale value. The accuracy rating is given as the limit, which the errors will not exceed. The theory is based on the facts, the
reliability of which was verified more than once. The given conditions are characterized by a limited number of the experimental
test specimens, amount of the power-generating fuel, lubricants, oil, energy, accumulated energy, wear and depreciation charges,
and so on. All this to a great extent limits the number and volume of tests of every specimen of military equipment. Evaluation
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of the engineering and fighting efficiency, maintenance and service properties, statistical acceptance quality control are put into
practice by every test-specimen. Processing and treatment of the evaluation results demand application of special instruments.
Let us choose such an instrument as the method of a small sample. The use of this method makes it possible to obtain evaluations
of the power density function. Experimental data are represented by the following distributions: distribution of the fighting ef-
ficiency, distribution of maintenance and service properties. Evaluation of the distribution used under these conditions receive
a numerical value (quantity) of the fighting efficiency and operating quality of the test-specimen of the military equipment.

Keywords: methodology principle, test-process, military equipment, limited resources, small sample, statistical analysis,
effectiveness, quality
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Система экспертного оценивания и визуализации
параметров траектории безопасного движения судна1

Введение

Навиãаöионная безопасностü коëëективноãо äви-
жения суäов явëяется актуаëüной пробëеìой экс-
пëуатаöии воäных транспортных путей [1]. В оãрани-
÷енных воäах ее обеспе÷ение возëожено на особый

кëасс техни÷еских среäств — береãовые систеìы
управëения äвижениеì суäов (СУДС). Их заäа÷и
реаëизуþтся с испоëüзованиеì изìеритеëüной ин-
форìаöии, äоставëяеìой раäараìи и спутниковы-
ìи среäстваìи траекторных изìерений — транс-
понäераìи Автоìати÷еской иäентификаöионной
систеìы (АИС) [2, 3].

Рассмотрена модель информационной системы, оценивающей возможность опасного сближения морских судов и обеспе-
чивающей поддержку принятия решений по предотвращению опасного сближения. Предложен метод визуализации информации
о навигационной обстановке на акватории, сочетающий в себе классические подходы построения "области маневра" и мно-
гоуровневую оценку риска опасного сближения судов. Метод позволяет наглядно представлять информацию об опасных и без-
опасных параметрах движения судов на рабочем месте оператора береговой системы управления движением судов и судово-
дителя, что соответствует современной тенденции развития в направлении углубления интеграции береговых и судовых сис-
тем (е-навигация). Работа сопровождается результатами вычислительного эксперимента и натурных испытаний.
Ключевые слова: управление движением судов, опасное сближение, траектория движения, маневрирование судна, нечеткая

система

 1 Работа поääержана ãрантоì РФФИ, проект 15-08-00234.



128 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 18, № 2, 2017

Движение ìорскоãо транспорта иìеет своþ осо-
буþ отрасëевуþ спеöифику. В суäовоäитеëüской
практике с÷итается, ÷то кажäая навиãаöионная си-
туаöия явëяется по-своеìу уникаëüной и зависящей
от ìножества факторов: Межäунароäных правиë
преäупрежäения стоëкновений суäов (МППСС),
правиë суäохоäства на конкретной акватории, со-
стояния воäной среäы (те÷ение, воëнение), поãоä-
ных усëовий, характера äвижения äруãих суäов,
нахоäящихся на акватории и т.ä. [1]. Кроìе тоãо,
äинаìика суäна как объекта, äвижущеãося в жиä-
кой среäе, искëþ÷итеëüно сëожна. Поэтоìу бере-
ãовые СУДС не явëяþтся систеìаìи управëения
суäноì в кëасси÷ескоì пониìании. Заäа÷а СУДС —
общая äиспет÷еризаöия äвижения путеì выäа÷и
оператороì СУДС указаний (наприìер, о сниже-
нии скорости иëи изìенении поëосы äвижения),
а способ выпоëнения этих указаний выбирает ка-
питан суäна. Друãиìи сëоваìи, СУДС явëяется
систеìой поääержки принятия реøений [4].
В настоящее вреìя в орãанизаöионноì пëане

развитие береãовых СУДС иäет по пути интеãра-
öии с суäовыìи систеìаìи и береãовыìи сëужбаìи;
конöепöия такой интеãраöии поëу÷иëа название
"е-навиãаöия" [5]. С то÷ки зрения техни÷еских ас-
пектов е-навиãаöии СУДС äоëжны обеспе÷иватü
ìеханизìы коорäинаöии äвижения суäов и работы
соответствуþщих береãовых сëужб, в тоì ÷исëе за
с÷ет преäставëения коìпëексных äанных и обìена
иìи в форìатах, которые буäут наибоëее уäобны и
понятны äëя операторов береãовых сëужб, обеспе-
÷иваþщих безопасностü äвижения.
Оäниì из перспективных поäхоäов к преäстав-

ëениþ навиãаöионной инфорìаöии в обсужäаеìоì
контексте явëяþтся äиаãраììы типа "скоростü—
курс" [6, 7]. Они траäиöионно испоëüзуþтся борто-
выìи навиãаöионныìи среäстваìи äëя визуаëиза-
öии äанных об опасных и безопасных скоростях
и курсах äвижения с то÷ки зрения заäа÷и "суäно—
суäно".
Диаãраììы типа "скоростü—курс", как правиëо,

оперируþт äвухуровневой оöенкой опасности типа
"опасный/безопасный". В работах [8—10] и äр. авто-
раìи иссëеäоваëисü ìоäеëи экспертноãо оöенива-
ния степени опасности ситуаöии в заäа÷е "суäно—
суäно" с выäеëениеì ìножества уровней опаснос-
ти типа "о÷енü опасный/опасный/по÷ти безопас-
ный/" и т.п. Коìпëексирование траäиöионных äи-
аãраìì типа "скоростü—курс" с ìноãоуровневыìи
ìоäеëяìи оöенки опасности ситуаöии преäставëя-
ет иссëеäоватеëüский и прикëаäной интерес.
Известна работа [11], в которой преäëаãается

наибоëее бëизкий из известных анаëоã такоãо поä-
хоäа; ãраäаöии уровней опасности в неì обусëов-
ëены äопустиìыì ìиниìаëüныì расстояниеì
ìежäу суäаìи и правиëаìи суäохоäства. С у÷етоì
резуëüтатов, поëу÷енных автораìи ранее, в настоя-
щей работе преäëаãается аëüтернативный способ
построения ìноãоуровневых äиаãраìì типа "ско-
ростü—курс" путеì разäеëения уровней опасности

на основе траекторных свойств äвижения суäов.
Это отве÷ает особенностяì внеøнеãо набëþäения
береãовой СУДС и характеру заäа÷, возëоженных
на нее. Рассìатриваеìая ìоäеëü систеìы оöенки
степени опасности параìетров äвижения суäна
позвоëяет обеспе÷итü поääержку принятия соãëа-
сованных реøений оператораìи СУДС и суäово-
äитеëяìи.

Основные модельные представления

При ìоäеëировании навиãаöионной безопас-
ности коëëективноãо äвижения буäеì испоëüзо-
ватü траäиöионный поäхоä — построение ìоäеëи
в заäа÷е "суäно—суäно" äëя кажäой пары суäов;
это явëяется обы÷ной практикой [12].
Приìеì, ÷то в ка÷естве инфорìаöионной базы

СУДС испоëüзуется приеìопереäат÷ик автоìати-
÷еской иäентификаöионной систеìы (АИС), пере-
äаþщий инфорìаöиþ GPS/ГЛОНАСС; изìерение
траектории кажäоãо суäна вкëþ÷ает в себя еãо ко-
орäинаты и коìпоненты вектора скорости.

Рассìотриì äва суäна с коорäинатаìи x(1), y(1) и

x(2), y(2) и скоростяìи ,  и , . Буäеì

описыватü их коëëективное äвижение набороì ве-
ëи÷ин s = (rx, ry, vx, vy) — вектороì состояния коë-

ëективноãо äвижения äвух суäов, ãäе rx = x(2) – x(1),

ry = y(2) – y(1) — коìпоненты вектора относитеëüноãо

поëожения суäов r; vx = – , vy =  –  —

коìпоненты вектора относитеëüной скорости äви-
жения суäов v (рис. 1).
Гëавныì усëовиеì безопасноãо äвижения явëя-

ется неäопущение опасноãо сбëижения суäов. Это
обеспе÷ивается собëþäениеì некой "зоны безопас-
ности" вокруã суäна, называеìой также "корабеëü-
ныì äоìеноì" [1]. В настоящей работе рассìатри-
вается корабеëüный äоìен стати÷ескоãо типа,
жестко привязанный к суäну с ноìероì n и интер-
претируеìый окружностüþ заäанноãо раäиуса Rn.
Совокупностü веëи÷ин rx, ry, vx, vy свиäетеëüствует
о потенöиаëüно опасноì äвижении äвух суäов в

vx
1( ) vy

1( ) vx
2( ) vy

2( )

vx
1( ) vx

2( ) vy
1( ) vy

2( )

Рис. 1. Модель относительного движения пары "судно—судно"
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сëу÷ае выпоëнения сëеäуþщих нефорìаëüных ус-
ëовий [13]:
направëение вектора скорости относитеëüноãо
äвижения суäов таково, ÷то вектор v нахоäится
внутри сектора, опреäеëяеìоãо разìероì кора-
беëüноãо äоìена и расстояниеì ìежäу суäаìи;
суäа äвижутся пряìоëинейно и равноìерно;
вреìя, оставøееся äо ìаксиìаëüноãо сбëиже-
ния суäов, ниже äопустиìоãо.
Буäеì с÷итатü суäно 1 управëяеìыì суäноì.

Перехоäя при опреäеëении потенöиаëüно опасно-
ãо äвижения от относитеëüноãо äвижения суäов к
абсоëþтноìу, буäеì иìетü ìножество зна÷ений
вектора скорости первоãо суäна v(1), соответствуþ-
щих "опасныì" зна÷енияì вектора v (заøтрихо-
ванная обëастü, рис. 2). Сектор, соответствуþщий
потенöиаëüно опасныì зна÷енияì скорости и курса
суäна 1, поëу÷ается путеì параëëеëüноãо переноса
сектора "опасных" зна÷ений вектора v на вектор
v(2). Такая визуаëизаöия поìоãает оператору СУДС
и суäовоäитеëþ не тоëüко распознатü потенöиаëü-
но опаснуþ ситуаöиþ, но и оöенитü возìожности
по преäотвращениþ опасноãо сбëижения суäов.
Наприìер, в äанноì сëу÷ае сëеäует ëибо уìенü-
øитü скоростü суäна 1, ëибо изìенитü еãо курс та-
киì образоì, ÷тобы вектор v(1) выøеë из заøтри-
хованной зоны.
Ввеäеì сëеäуþщие веëи÷ины (сì. рис. 1):

|r | =  — расстояние ìежäу суäаìи; |v | =

=  — скоростü относитеëüноãо äвижения

суäов; θ = arcsin  — уãоë, опреäеëяеìый рас-

стояниеì ìежäу суäаìи и разìераìи их äоìенов;

η = arccos  — уãоë ìежäу вектораìи r и v;

 = –  — скоростü изìенения расстоя-

ния ìежäу суäаìи; D — функöия-äетектор ìанев-

ра, при÷еì есëи D > 0, то набëþäаеìое суäно ìа-
неврирует, есëи D < 0 — суäно äвижется пряìоëи-
нейно и равноìерно (функöия D ìожет бытü
построена ìножествоì известных способов, сì.,

наприìер, работу [8]); T = –  — прибëи-

женное вреìя, оставøееся äо ìаксиìаëüноãо сбëи-
жения суäов (необхоäиìо äоопреäеëитü функöиþ
äëя сëу÷ая относитеëüно непоäвижных суäов).
Потенöиаëüно опасное сбëижение äвух суäов

ìожет бытü форìаëизовано сëеäуþщиì образоì:

η < θ; (1)

D < 0; (2)

0 < T < T *, (3)

ãäе T * — пороãовое зна÷ение. Усëовия (1) и (2)
форìаëизуþт опаснуþ ситуаöиþ при равноìерноì
и пряìоëинейноì äвижении суäов; усëовие (3) от-
бирает из общеãо ìассива ëиøü те суäа, вреìя äо
сбëижения которых ìенüøе пороãовоãо. В сëу÷ае
ìаневренноãо äвижения суäов (т.е. при D > 0) при-
ìеì, ÷то ìаневрирование суäна свиäетеëüствует о
попытке суäовоäитеëя приäатü äвижениþ безопас-
ный характер и о еãо контроëе наä ситуаöией [14].
Поэтоìу при внеøнеì набëþäении ìаневрируþ-
щие объекты характеризуþтся невысокиì вербаëü-
ныì уровнеì опасности.
С у÷етоì сказанноãо ìожно сфорìуëироватü

систеìу правиë äëя оöенки степени опасности на-
виãаöионной ситуаöии u в зависиìости от истин-
ности усëовия (1)—(3), преäставëеннуþ в табë. 1.
Степенü опасности 0 (ìиниìаëüная) соответст-

вует безопасной ситуаöии; степенü опасности 1
(среäняя) — суäа ìоãут опасно сбëизитüся, но при
этоì они ìаневрируþт, т. е. суäовоäитеëü скорее
всеãо контроëирует ситуаöиþ; степенü 2 (ìаксиìаëü-
ная) — суäа опасно сбëизятся, есëи не на÷нут ìа-
невр укëонения. При реаëизаöии рассìатриваеìой
ìоäеëи "на борту" иëи в береãовой СУДС ìноже-
ства зна÷ений вектора v(1), соответствуþщие раз-
ëи÷ныì уровняì опасности, визуаëизируþтся на
соответствуþщей äиаãраììе "скоростü—курс" раз-
ëи÷ныìи способаìи (наприìер, разëи÷ныì öве-
тоì иëи стиëеì).

Рис. 2. Принцип построения диаграммы типа "скорость—курс".
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Табëиöа 1
Система правил для дискретной оценки уровня опасности

№ (1) (2) (3) u

1 – – – 0
2 – – + 0
3 – + – 0
4 – + + 0
5 + – – 0
6 + – + 1
7 + + – 0
8 + + + 2
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Фаззификация задачи

Возìожно преäставëение степени опасности
"суäно—суäно" непрерывной веëи÷иной. Дëя этоãо
оказываþтся проäуктивныìи иäеи, реаëизованные
в систеìах не÷еткой ëоãики. В этоì сëу÷ае правиëа
(1), (2), (3) преäставëяþтся ëинãвисти÷ескиìи пе-
реìенныìи с соответствуþщиìи терìаìи и функ-
öияìи принаäëежности, а систеìа правиë (табë. 1)
трансфорìируется в систеìу не÷етких правиë.
Рассìотриì интерпретаöиþ заäа÷и не÷еткой

систеìой типа Суãено. Ввеäеì отноøение f =  и

соответствуþщуþ ей ëинãвисти÷ескуþ переìен-
нуþ Pf с терìаìи "Big" ("боëüøое", безопасная си-
туаöия) и "Little" ("ìаëое", опасная ситуаöия) и
функöияìи принаäëежности типа "äопоëнение":

ρLittle( f ) = 1 – ;

ρBig( f ) = ,

ãäе af, cf — настраиваеìые параìетры.
Ввеäеì ëинãвисти÷ескуþ переìеннуþ PD, опре-

äеëяþщуþ характер äвижения суäна с терìаìи "Ma-
neuverable" (ìаневренное) и "Constant" (равноìер-
ное) и функöияìи принаäëежности типа "ска÷ок":

μManeuverable(D) = ;

μConstant(D) = ,

ãäе D — функöия äетектора ìаневра.
Наконеö, пустü ëинãвисти÷еская переìенная РТ

описывает веëи÷ину T (вреìя, оставøееся äо сбëи-
жения) с терìаìи "Little" ("ìаëое"), "Average" ("среä-
нее") и "Large" ("боëüøое") с функöияìи принаä-
ëежности типа "кëастер":

νLittle(T ) = 1 – ;

νAverage(T ) = exp ;

νLarge(T ) = ,

ãäе , , , , ,  — настраиваеìые па-

раìетры. Описание ëинãвисти÷еской переìенной
PT треìя терìаìи соответствует треì принятыì в
суäовоäитеëüской практике зна÷енияì вреìени T
[15]: вреìя, коãäа существует возìожностü принятü
тоëüко оäно реøение, которое поìожет избежатü
стоëкновения (терì "Little"); вреìя, которое требу-

ется äëя ãраìотноãо провеäения оптиìаëüноãо ìа-
невра, коãäа уже ìожно на÷инатü ìаневрирование,
но еще естü вреìя "исправитü" резуëüтат оøибо÷-
ноãо ìаневрирования, естü вреìя на "вторуþ по-
пытку (терì "Average"); вреìя, коãäа пока не нужно
преäприниìатü какие-ëибо äействия, так как си-
туаöия ìожет изìенитüся (терì "Large").
Веëи÷ины f, D и T поäаþтся на вхоä ìаøины

не÷еткоãо вывоäа типа Суãено, на выхоäе которой
форìируется ÷исëовое зна÷ение u ∈ [0, 2] — уро-
венü опасности навиãаöионной ситуаöии "суäно—
суäно"; зна÷ение u = 0 соответствует наиìенüøеìу
уровнþ опасности, u = 2 — наибоëüøеìу. Маøина
не÷еткоãо вывоäа реаëизует систеìу не÷етких пра-
виë (табë. 2).
Правиëо 1 (табë. 2) соответствует ситуаöии, коã-

äа суäа ìоãут неäопустиìо сбëизитüся, но суäово-
äитеëü скорее всеãо уже на÷аë ìаневр укëонения
(среäний уровенü опасности). Правиëа 4 и 5 соот-
ветствуþт ситуаöии, коãäа суäа ìоãут неäопустиìо
сбëизитüся, есëи не на÷нут ìаневр укëонения
(правиëо 4 соответствует высокоìу уровнþ опас-
ности). Обу÷ение описанной не÷еткой систеìы со-
стоит в настройке параìетров функöий принаä-
ëежности и ìожет бытü провеäено как экспертныì
способоì, так и на обу÷аþщей выборке [16, 17].
Посëеäний способ позвоëяет настроитü параìетры
систеìы с у÷етоì особенностей äвижения на конк-
ретной акватории. Вìесте с теì, форìирование
обу÷аþщей выборки äëя рассìотренной заäа÷и äо-
стато÷но труäоеìко и саìо по себе требует привëе-
÷ения экспертов. Поэтоìу зäесü оãрани÷иìся
тоëüко первыì вариантоì. При построении äиаã-
раììы "скоростü—курс" ìножества зна÷ений век-
тора v(1), соответствуþщие разëи÷ныì уровняì
опасности, визуаëизируþтся, наприìер, разëи÷-
ныìи оттенкаìи öветов.

Результаты численного моделирования задачи

Приìеì, ÷то функöии принаäëежности терìов
переìенных Pf и PT иìеþт виä, преäставëенный на
рис. 3. При этоì приниìаþтся во вниìание сëе-
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1
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-------------------------------------
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Табëиöа 2
Система правил машины нечеткого вывода типа Сугено

Pf PD PT u

1 Little Maneuverable Little 1
2 Little Maneuverable Average 0
3 Little Maneuverable Large 0
4 Little Constant Little 2
5 Little Constant Average 1
6 Little Constant Large 0
7 Big Maneuverable Little 0
8 Big Maneuverable Average 0
9 Big Maneuverable Large 0
10 Big Constant Little 0
11 Big Constant Average 0
12 Big Constant Large 0
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äуþщие соображения. Параìетры af, cf (рис. 3, а)
выбраны так, ÷тобы у÷естü вëияние оøибок изìере-

ний на опреäеëение отноøения f = ; в иäеаëе при

f < 1 ситуаöия опасная, при f > 1 ситуаöия безопас-

ная. Параìетры , , , , ,  (рис. 3, б)

отражаþт правиëа и особенности суäохоäства на
конкретной акватории с то÷ки зрения вреìени при-
нятия реøения и соверøения ìаневра укëонения.
Дëя äеìонстраöии построения äиаãраììы "ско-

ростü—курс" с у÷етоì разëи÷ных уровней опасности
ситуаöии рассìотриì ìоäеëüный приìер äëя трех
суäов (рис. 4). Оäно из них — I — буäеì с÷итатü уп-
равëяеìыì суäноì. Суäно II нахоäится в то÷ке с от-
носитеëüныìи коорäинатаìи (3000, 3000) ì, äвижет-
ся пряìоëинейно и равноìерно с вектороì скорости
(–5, –5) ì/с; суäно III — в то÷ке с относитеëüныìи
коорäинатаìи (1000, 400) ì, äвижется с вектороì
скорости (–5, 0) ì/с и ìаневрирует. Раäиус кора-
беëüноãо äоìена всех суäов равен 150 ì.
Визуаëизаöия степени опасности возìожных ско-

ростей и курсов äвижения (äиаãраììа "скоростü—
курс") управëяеìоãо суäна I äëя навиãаöионной си-
туаöии рис. 4 показана на рис. 5: рис. 5, а — зна÷ения
вектора скорости, соответствуþщие äискретной
оöенке уровня опасности (табë. 1) при T* = 300 с;
светëо-серая обëастü соответствует среäней степе-
ни опасности u = 1, теìная обëастü соответствует
высокой степени опасности u = 2; рис. 5, б — зна-
÷ения вектора скорости, соответствуþщие непре-
рывной оöенке уровня опасности (табë. 2) с функ-
öияìи принаäëежности, преäставëенныìи на рис. 3.
При этоì интенсивностü оттенка сероãо öвета ри-
сунка равна степени опасности u ∈ [0, 2], äеëенной
на 2. Оба варианта рис. 5, буäу÷и преäставëенныìи
на рабо÷еì ìесте оператора СУДС, позвоëяþт на-
ãëяäно оöенитü параìетры безопасноãо äвижения
суäна и, в своþ о÷ереäü, äатü корректные рекоìен-
äаöии суäовоäитеëяì.

Результаты натурных исследований

Быëо провеäено ìоäеëирование преäëаãаеìой
ìетоäики визуаëизаöии опасных и безопасных па-
раìетров äвижения суäна на äанных о реаëüноì
äвижении суäов [18]. На рис. 6 показано поëоже-
ние и скорости суäов в заëиве Нахоäка. Теìныìи
кружкаìи показаны покоящиеся суäа, а также суäа,
äвижущиеся пряìоëинейно и равноìерно. Свет-
ëо-серыìи кружкаìи показаны ìаневрируþщие
суäа. Дëина стреëки соответствует скорости äвиже-
ния суäна, направëение стреëки — курсу суäна.
Выкоëотыìи кружкаìи (1, 2 и 3) показано ìоäе-
ëируеìое поëожение управëяеìых суäов, äëя кото-
рых выпоëняется визуаëизаöия.
На рис. 7 показаны резуëüтаты визуаëизаöии

опасных и безопасных возìожных скоростей и
курсов äвижения ìоäеëируеìых управëяеìых су-
äов 1—3 (рис. 6; приìе÷ание: некоторые суäа-öеëи,

η
θ
--

a1
T c1

T a2
T c2

T a3
T c3

T

Рис. 4. Моделируемое расположение и скорости судов

Рис. 3. Функции принадлежности термов переменных Pf и PT.
Рисунок (а): ρLittle( f ) — спëоøная, ρBig( f ) — øтриховая.
Рисунок (б): νLittle(T) — спëоøная, νAverage(T) — øтриховая,
νLarge(T) — пунктир

Рис. 5. Визуализация опасных и безопасных скоростей и курсов
движения для навигационной ситуации рис. 4

Рис. 6. Расположение судов в заливе Находка
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по которыì также провоäиëся рас÷ет, нахоäятся за
ãраниöаìи рис. 6). Рис. 7, а, б соответствуþт суäну 1,
рис. 7, в, г — суäну 2, рис. 7, д, е — суäну 3. При
этоì в первой коëонке рис. 7 (рис. 7, а, в, д) пока-
заны зна÷ения коìпонент вектора скорости ìоäе-
ëируеìоãо суäна, соответствуþщие уровняì опас-
ности u = 1 (светëо-серые обëасти) и u = 2 (теìные
обëасти), опреäеëенныì трехуровневой ìоäеëüþ
табë. 1 äëя пороãовоãо зна÷ения вреìени T * =
= 300 с. Во второй коëонке (рис. 7, б, г, е) — зна-
÷ения коìпонент вектора скорости ìоäеëируеìоãо
суäна, соответствуþщие разëи÷ныì уровняì опас-
ности, опреäеëенныìи не÷еткой систеìой табë. 2 с
функöияìи принаäëежности, преäставëенныìи на
рис. 3; интенсивностü оттенка сероãо öвета на рис. 7
равна степени опасности u ∈ [0, 2], äеëенной на 2.
Виäно, ÷то, наприìер, äëя суäна 1 окружаþщая

навиãаöионная обстановка такова, ÷то безопасныì
явëяется ëиøü äвижение курсоì северо-восток и
þãо-запаä (рис. 7, а, б); äëя суäна 2 безопасный вы-
хоä из заëива на þã сиëüно затруäнен, хотя и воз-
ìожен (рис. 7, в, г); äëя суäна 3 впоëне возìожно
безопасное äвижение в сторону пирса на þãо-вос-
ток, но при этоì скоростü äвижения äоëжна бытü
невеëика (рис. 7, д, е).

В öеëоì преäëаãаеìая ìетоäика визуаëизаöии
опасных и безопасных параìетров äвижения уп-
равëяеìоãо суäна приìениìа как в береãовых
СУДС, так и в бортовой систеìе поääержки при-
нятия реøений, и позвоëяет реøитü заäа÷у о вы-
боре оператороì СУДС и суäовоäитеëеì той иëи
иной траектории äвижения суäна. Кроìе тоãо, по
степени запоëнения äиаãраììы "скоростü—курс"
эëеìентаìи и насыщенности их öветов ìожно су-
äитü о психоëоãи÷еской наãрузке на суäовоäитеëей
в той иëи иной навиãаöионной обстановке.

Заключение

В усëовиях высокой интенсивности трафика су-
äовоäитеëяì и оператораì СУДС требуþтся осо-
бые инструìенты поääержки принятия реøений.
В работе преäëожен ìетоä визуаëизаöии инфорìа-
öии о навиãаöионной обстановке на акватории,
со÷етаþщий в себе кëасси÷еские поäхоäы Митро-
фанова [7] и Деãрэ, Лефевра [6] и коìпëекс ìате-
ìати÷еских ìоäеëей ìноãоуровневой оöенки риска
опасноãо сбëижения суäов [8—10]. Преäëоженный
поäхоä позвоëяет наãëяäно преäставëятü инфорìа-
öиþ об опасных и безопасных параìетрах äвижения
суäов на рабо÷еì ìесте оператора СУДС и суäово-
äитеëя. Оäновреìенная визуаëизаöия поëу÷енных
äанных "на береãу" и "на борту" äает возìожностü
обеспе÷итü соãëасование äействий оператора
СУДС и суäовоäитеëя, ÷то соответствует совре-
ìенной тенäенöии развития СУДС по пути уãëуб-
ëения интеãраöии с суäовыìи систеìаìи и бере-
ãовыìи сëужбаìи (е-навиãаöия). Кроìе тоãо, раз-
работанная ìоäеëü преäставëения инфорìаöии о
навиãаöионной обстановке на акватории позвоëяет
оöенитü эìоöионаëüнуþ наãрузку на суäовоäите-
ëей. Это открывает перспективнуþ возìожностü
постановки и реøения заäа÷и оöенки степени
опасности той иëи иной схеìы äвижения конкрет-
ной акватории и выработки рекоìенäаöий по из-
ìенениþ схеìы äвижения в сторону ìенее опас-
ных конфиãураöий.
Резуëüтаты работы ориентированы на расøире-

ние функöий совреìенных систеì управëения
äвижениеì суäов.
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The topic of the paper is the problem of marine traffic control. A model of a relative motion of two vessels is considered.
Marine traffic control is an exceptionally large scientific and technical challenge. In practice, such control is implemented by
the onshore vessel traffic systems (VTSs), i.e., by specialized companies, whose main task is to prevent dangerous situations,
such as ship collisions. Estimation of the parameters of the path of the motion of each vessel (coordinates, velocity, etc.) and
their extrapolation are the methodological basis for recognition of the dangerously close approach of vessels. If the vessels are
identified to be approaching each other dangerously, the traffic control system generates an alarm and recommendations to
modify their motion paths. The control decision, which ensures the traffic safety, depends on a number of factors: the velocity
of the vessels, the distance between them, their size, maneuverability, and the characteristics of their paths. The prediction of
the shipping traffic always has an element of uncertainty, which requires a formalization of the verbal concept of a "dangerous
situation" with the identification of different danger levels such as "very dangerous," "dangerous," and "safe." The danger levels
are determined on the basis of the experience and navigation practice. This approach allows the ship driver and the coastal
VTS operator to control their actions: to make different types of decisions in the situations with different danger levels and,
thereby, to reduce the degree of uncertainty in making specific decisions. This paper is devoted to the study of a collision avoidance
system for ships, which makes it possible to detect dangerous situations and estimate the danger level by a continuous value
using the ideas of the fuzzy logic systems. The paper introduces a new approach to displaying information on targets. The pro-
posed display visualizes three types of information: targets’ motion parameters (typical for target tracking), combinations of
the own course and speed, of colliding with those targets (typical for Collision Threat Parameters Area display by Mitrofanov
and Degree, Lefevre model) and combinations of the own course and speed, which in this case are not compliant with the fuzzy
logic risk assessment systems (based on the ships’ motion parameters). A superposition of the last two types of data enables
a navigator to quickly choose a collision avoidance maneuver, which would be sufficient. Additionally, the displayed data may
be filtered on the basis of the remaining Time To Collision (TTC), so that the navigators can concentrate on the direct threats.
The paper includes a description of the proposed visualization technique, as well as examples of the visualized data for some
encounter situations in Nakhodka Bay.
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Алгоритм оптимального по энергии разворота осесимметричного 
космического аппарата в классе конических движений

Введение

Построение управëения пространственной пере-
ориентаöией косìи÷ескоãо аппарата (КА) как твер-
äоãо теëа в траäиöионной постановке вкëþ÷ает за-
äа÷и нахожäения проãраììноãо уãëовоãо äвижения
(разворота), проãраììноãо управëения и поиска
управëения, стабиëизируþщеãо проãраììу уãëовоãо
äвижения в ìаëоì. Заäа÷а рас÷ета проãраììноãо
уãëовоãо äвижения и реаëизуþщеãо еãо управëе-

ния во ìноãих сëу÷аях реøается с поìощüþ ìето-
äов теории оптиìаëüноãо управëения. То÷ное ана-
ëити÷еское реøение этой заäа÷и äëя наибоëее ÷ас-
то испоëüзуеìых функöионаëов оптиìизаöии при
произвоëüных ãрани÷ных усëовиях по уãëовоìу
поëожениþ и уãëовой скорости КА не найäено äаже
в сëу÷ае сфери÷еской сиììетрии КА, не ãоворя
уже о еãо произвоëüной äинаìи÷еской конфиãура-
öии. Известны ëиøü некоторые ÷астные сëу÷аи ре-
øения заäа÷и (сì., наприìер, работы [1—11], среäи

Рассматривается задача оптимального в смысле минимума энергетических затрат разворота космического аппарата как
твердого тела с одной осью симметрии в кватернионной постановке. С помощью замен переменных исходная задача упрощается
(в смысле динамических уравнений Эйлера) до задачи оптимального разворота твердого тела со сферическим распределением масс,
содержащей одно дополнительное скалярное дифференциальное уравнение. Для этой задачи представлено новое аналитическое ре-
шение в классе конических движений, при этом возникают ограничения на вид начального и конечного значений вектора угловой
скорости. Дается алгоритм оптимального разворота космического аппарата. Приводится числовой пример.
Ключевые слова: оптимальное управление, космический аппарат, осесимметричное твердое тело, коническое движение
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которых по приоритету в оте÷ественных иссëеäо-
ваниях сëеäует выäеëитü работы [1, 3, 4], а также
[5—9, 11]); в общеì сëу÷ае прихоäится расс÷иты-
ватü тоëüко на прибëиженные ÷исëенные ìетоäы.
Межäу теì анаëити÷еское реøение заäа÷и оптиìаëü-
ноãо разворота КА (тверäоãо теëа) в заìкнутой форìе
иìеет не тоëüко теорети÷еский, но и боëüøой прак-
ти÷еский интерес, так как позвоëяет испоëüзоватü на
борту КА ãотовые законы проãраììноãо управëения
и изìенения оптиìаëüной траектории.
В настоящей статüе (разäеëы 1—5 и приëожение)

рассìатривается заäа÷а оптиìаëüноãо в сìысëе
ìиниìуìа энерãети÷еских затрат разворота КА как
тверäоãо теëа с оäной осüþ сиììетрии при произ-
воëüных ãрани÷ных усëовиях по уãëовоìу поëоже-
ниþ и уãëовой скорости КА без оãрани÷ения на
управëение. Вреìя переориентаöии КА произвоëü-
но и зафиксировано. С поìощüþ заìен переìенных
исхоäная заäа÷а упрощается (в сìысëе äинаìи÷е-
ских уравнений Эйëера) äо заäа÷и оптиìаëüноãо
разворота тверäоãо теëа со сфери÷ескиì распреäе-
ëениеì ìасс, соäержащей оäно äопоëнитеëüное
скаëярное äифференöиаëüное уравнение. С испоëü-
зованиеì кватернионов и принöипа ìаксиìуìа
Л. С. Понтряãина поëу÷ено новое анаëити÷еское
реøение этой заäа÷и в кëассе кони÷еских äвижений.
Преäставëено явное выражение äëя оптиìаëüноãо
управëения и постоянноãо по ìоäуëþ оптиìаëüно-
ãо вектора уãëовой скорости КА. Траектория äви-
жения осесиììетри÷ноãо КА преäставëяет собой
реãуëярнуþ преöессиþ (в этоì отëи÷ие преäëаãае-
ìоãо реøения от работы [4]). Векторы на÷аëüноãо
и коне÷ноãо зна÷ений уãëовой скорости КА äоëжны
принаäëежатü кони÷еской поверхности, порож-
äаеìой произвоëüно заäанныìи постоянныìи ус-
ëовияìи заäа÷и. В разäеëе 6 привоäится ÷исëовой
приìер реøения заäа÷и оптиìаëüной в сìысëе ìи-
ниìуìа энерãети÷еских затрат переориентаöии КА
с оäной осüþ сиììетрии в кëассе кони÷еских äви-
жений (в виäе реãуëярной преöессии).
Статüя проäоëжает иссëеäования, на÷атые в ра-

ботах [11—14]. Отìетиì, ÷то в работе [11] быëи по-
ëу÷ены анаëити÷еские реøения траäиöионной и
ìоäифиöированной заäа÷ оптиìаëüноãо в сìысëе
ìиниìуìа энерãети÷еских затрат разворота сфери-
÷ески-сиììетри÷ноãо КА в кëассах кони÷еских
и обобщенных кони÷еских äвижений. В работах
[12, 13] поëу÷ены анаëити÷еские аëãоритìы реøе-
ния заäа÷ оптиìаëüноãо по быстроäействиþ и в
сìысëе коìбинированноãо функöионаëа разворо-
тов сфери÷ески-сиììетри÷ноãо КА в кëассе кони-
÷еских äвижений. В работе [14] преäëожено ана-
ëити÷еское прибëиженное реøение заäа÷и опти-
ìаëüноãо по энерãии разворота КА (тверäоãо теëа)

произвоëüной äинаìи÷еской конфиãураöии при
произвоëüных ãрани÷ных усëовиях.

1. Постановка задачи

Движение КА с оäной осüþ сиììетрии вокруã
öентра ìасс описывается äифференöиаëüныìи
уравненияìи [1]:

2  = L é w; (1.1)

(1.2)

ãäе L(t) = l0(t) + l1(t)i1 + l2(t)i2 + l3(t)i3 (кватернион
поворота КА), w(t) = w1(t)i1 + w2(t)i2 + w3(t)i3 (век-
тор уãëовой скорости КА) — фазовые коорäинаты;

M(t) = [M1(t), M2(t), M3(t)]
т — (вектор внеøнеãо ìо-

ìента, äействуþщеãо на КА) — управëение. Кватер-

нион L(t) норìирован, т.е. ||L|| = + + +  = 1,

i1, i2, i3 — орты ãиперкоìпëексноãо пространства
(ìниìые еäиниöы Гаìиëüтона), которые ìожно
иäентифиöироватü с ортаìи трехìерноãо вектор-
ноãо пространства i1, i2, i3, сиìвоë "é" озна÷ает ква-
тернионное уìножение. Фазовые коорäинаты и
управëение поä÷инены требованияì заäа÷и понт-
ряãинскоãо типа (L(t), w(t) — функöии непрерыв-
ные, M(t) — кусо÷но-непрерывная функöия). В äи-
наìи÷еских уравнениях Эйëера (1.2) äëя тверäоãо
теëа (КА) с оäной осüþ сиììетрии (направëенной
в наøеì сëу÷ае вäоëü орта i1 связанной с КА сис-
теìы коорäинат) I1, I2 — ãëавные öентраëüные ìо-
ìенты инерöии тверäоãо теëа, I1, I2 = const > 0.

В на÷аëüный t = 0 и в коне÷ный t = T ìоìенты
вреìени заäаны произвоëüные ãрани÷ные усëовия
по уãëовоìу поëожениþ

L(0) = L0, L(T) = LT (1.3)

и уãëовой скорости КА

w(0) = w0, w(T) = wT . (1.4)

Требуется опреäеëитü оптиìаëüное управëение
Mопт(t) систеìой (1.1),(1.2) при ãрани÷ных усëови-
ях (1.3), (1.4), äоставëяþщее ìиниìуì функöионаëу

J = (  +  + )dt, (1.5)

ãäе вреìя Т произвоëüно и зафиксировано.
Сëеäуя работе [15], ìожно поëаãатü, ÷то функ-

öионаë (1.5) пропорöионаëен энерãети÷ескиì за-
тратаì на созäание управëяþщеãо ìоìента КА.

L·

I1  = M1;

I2  = M2 – (I1 – I2)w1w3;

I2  = M3 + (I1 – I2)w1w2,

w· 1

w· 2

w· 3

l0
2 l1

2 l2
2 l3

2

 
0

T

∫ M1
2 M2

2 M3
2
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2. Переход к безразмерным переменным

Перейäеì от разìерных переìенных заäа÷и к
безразìерныì по форìуëаì

t безраз = t/T, wбезраз = wT, Mбезраз = MT 2/I ìасø,

J безраз = JT 3/(I ìасø)2,  = Ik/I
ìасø, k = 1, 2,

I ìасø = ((  + 2 )/3)1/2,

при этоì виä форìуë (1.1)—(1.4) не изìенится,
а функöионаë (1.5) запиøется сëеäуþщиì образоì:

J = (  +  + )dt. (2.1)

Даëее буäеì иìетü в виäу постановку заäа÷и
(1.1)—(1.4) (ãäе Т = 1), (2.1) в безразìерных пере-
ìенных, и верхние инäексы у них буäут опущены.

2. Замены переменных

В öеëях упрощения (в сìысëе äинаìи÷еских
уравнений Эйëера) заäа÷и (1.1)—(1.4), (2.1) осуще-
ствиì заìены переìенных анаëоãи÷но выпоëнен-
ныì в работах [16, 17], своäящие исхоäнуþ заäа÷у
к заäа÷е оптиìаëüноãо разворота тверäоãо теëа со
сфери÷ескиì распреäеëениеì ìасс. Дëя этоãо пе-
репиøеì уравнения (1.2) в виäе

 = m1;

 = b1m1 – bw1w3;

 = b1m3 – bw1w2,

ãäе m1 = M1/I1, m2 = M2/I1, m3 = M3/I1, b = (I1 – I2)/I2,

b1 = I1/I2.

Заìениì переìенные w1, w2, w3 на новые пере-
ìенные ω1, ω2, ω3:

 = , (3.1)

тоãäа уравнения (1.2) преобразуþтся сëеäуþщиì
образоì:

 = , (3.2)

иëи в кватернионной записи

 =  é b1m é B; (3.3)

B(t) = exp{i1θ(t)/2}, (3.4)

ãäе "~" — сопряжение кватерниона, "exp{.}" — ква-
тернионная экспонента,

θ(t) = b2 ω1(τ)dτ, (3.5)

b2 = b  = 1 – I2/I1 = 1 – . Отìетиì, ÷то

|B(t)| = 1, ∀t.
Кватернионное уравнение уãëовоãо äвижения

КА (1.1) при этоì запиøется в виäе

2  = L é B é ( ω1i1 + ω2i2 + ω3i3) é , (3.6)

ãäе кватернион B опреäеëяется соотноøениеì (3.4).
С у÷етоì первоãо уравнения систеìы (3.2) и на-

÷аëüноãо усëовия по уãëовой скорости КА (1.4)
уравнение (3.3) ìожно переписатü сëеäуþщиì об-
разоì:

 =  é b1m é b; (3.7)

b(t) = exp i1b2 m1(ξ)dξ + dτ/2 . (3.8)

Неëинейное выражение, стоящее в правой ÷асти
уравнения (3.7) и зависящее тоëüко от переìенных
mk(t), k = , приìеì за новое управëение u(t):

u =  é b1m é b, (3.9)

ãäе b опреäеëяется выражениеì (3.8). Отìетиì, ÷то
u1(t) = b1m1(t), и, поэтоìу, в заìене переìенных
(3.9) всеãäа ìожно соверøитü обратный хоä: по но-
вой векторной переìенной u(t) (коãäа она буäет из-
вестна) восстановитü управëение m(t) заäа÷и (1.1)—
(1.4), (2.1).
Моäуëü вектора новоãо управëения связан с ìо-

äуëеì вектора управëяþщеãо ìоìента КА сëеäуþ-
щиì образоì:

|u| = |  é b1m é b| =

= b1| ||m||b| = b1|m| = b1|M|/I1 = |M|/I2.

Исхоäя из (3.6) осуществиì еще оäну заìену пе-
реìенных:

L = L é , (3.10)

ãäе L = L(t) — новая кватернионная переìенная,
описываþщая уãëовое поëожение КА.
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С у÷етоì всех указанных выøе заìен переìен-
ных заäа÷а оптиìаëüноãо разворота КА (1.1)—
(1.4), (2.1) приìет виä

2  = L é w; (3.11)

 = u; (3.12)

 = b2ω1; (3.13)

θ(0) = 0; (3.14)

w(0) = w0 = b1 i1 + i2 + i3;

w(T)=wT =

= (θ(T))é(b1 i1+ i2 + i3) é B(θ(T));(3.15)

L(0)=L0=L0, L(T)=LT =LT é B(θ(T)), Т = 1; (3.16)

J = u2dt → min, (3.17)

ãäе , , , , ,  — коìпоненты

вектора w(t) = [w1(t), w2(t), w3(t)]
т в на÷аëüный и ко-

не÷ный ìоìенты вреìени соответственно, а ква-
тернион B(θ(T)) опреäеëяется по форìуëе (3.4).
Из этой заäа÷и найäеì оптиìаëüные управëение

uопт и траекториþ Lопт, wопт. Как виäно, векторное
äифференöиаëüное уравнение (3.12) иìеет структуру,
соответствуþщуþ äинаìи÷ескиì уравненияì Эй-
ëера äëя сфери÷ески сиììетри÷ноãо тверäоãо теëа.
Это существенно обëеã÷ает иссëеäование заäа÷и.
Даëее буäеì рассìатриватü заäа÷у (3.11)—(3.17).

4. Применение принципа максимума

Выпоëниì проöеäуру принöипа ìаксиìуìа
Л. С. Понтряãина [1, 18]. Ввеäеì вспоìоãатеëüные
функöии Y(t) (кватернион), j(t) (вектор) и ρ(t), со-
пряженные к фазовыì коорäинатаì L(t), w(t) и
θ(t). Составиì функöиþ Гаìиëüтона—Понтряãина

H = –ψ* u2 + (Y, L é w)/2 + (j, u) + b2ω1ρ,(4.1)

ãäе постоянная ψ* l 0, а (.,.) — скаëярное произ-
веäение векторов.
Буäеì рассìатриватü невырожäенные реøения

краевой заäа÷и принöипа ìаксиìуìа, äëя которых
ψ* > 0. В сиëу оäнороäности функöии Гаìиëüто-
на—Понтряãина Н [18] в форìуëе (4.1) поëожиì
ψ*  = 1.
Сопряженная систеìа иìеет виä

(4.2)

ãäе vect(.) обозна÷ает векторнуþ ÷астü кватерниона.

Как виäно, уравнения äëя переìенных Y и L
совпаäаþт с то÷ностüþ äо константы. Испоëüзуя
этот факт и ввеäя обозна÷ение [1]

p = vect(  é Y) =  é cv é L, (4.3)

ãäе cv — произвоëüная векторная постоянная, со-
пряженнуþ систеìу запиøеì в виäе

(4.4)

Сëеäует отìетитü, ÷то приìенение этоãо приеìа
[1], основанноãо на саìосопряженности äиффе-
ренöиаëüной кватернионной систеìы уравнений
(3.11) (заìена кватернионной сопряженной пере-
ìенной Y на векторнуþ переìеннуþ p (3.3)), по-
звоëяет понизитü разìерностü краевой заäа÷и, поëу-
÷аеìой посëе приìенения принöипа ìаксиìуìа,
на ÷етыре.
Усëовие ìаксиìуìа функöии Гаìиëüтона—Понт-

ряãина (4.1) äает сëеäуþщуþ структуру опти-
ìаëüноãо управëения:

uопт = j/2. (4.5)

Как виäно, вектор-функöия управëения в заäа÷е
носит непрерывный характер.
Из соотноøений (3.11), (3.12), (4.4), (4.5) иìееì:

 = [p, w]; (4.6)

p = –4  + 2b2ρ0i1, (4.7)

ãäе [.,.] озна÷ает векторное произвеäение.
Поäставëяя выражение (4.7) в (4.6), поëу÷иì

 = [  – b2ρ0i1/2, w]. (4.8)

Такиì образоì, оптиìаëüная уãëовая скоростü
тверäоãо теëа на всеì интерваëе вреìени äвижения
уäовëетворяет векторноìу äифференöиаëüноìу
уравнениþ третüеãо поряäка (4.8). Реøение постав-
ëенной заäа÷и оптиìаëüноãо управëения своäится,
теì саìыì, к реøениþ краевой заäа÷и (3.11), (4.8),
(3.13)—(3.16).
Из постановки заäа÷и виäно, ÷то коне÷ные зна-

÷ения фазовых коорäинат L(t), w(t) не явëяþтся фик-
сированныìи веëи÷инаìи, а принаäëежат ìноãо-
образиþ, опреäеëяеìоìу выраженияìи (3.5),
(3.15), (3.16). Поэтоìу äëя фазовых коорäинат L(t),
w(t), θ(t) и сопряженных переìенных Y(t), j(t), ρ0
в ìоìент вреìени t = T = 1 выпоëняþтся усëовия
трансверсаëüности:

scal(  é Y(t)) = 0, (4.9)

ãäе scal(.) обозна÷ает скаëярнуþ ÷астü кватерни-
она, и

ρ0 + p1(T)/2 + ϕ2(T)ω3(T) – ϕ3(T)ω2(T) = 0, (4.10)

построение которых привеäено в Приëожении.
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Относитеëüно усëовия (4.9) отìетиì, ÷то оно
выпоëняется автоìати÷ески при перехоäе к векто-
ру сопряженных переìенных p (4.3). Усëовие (4.10)
вытекает из первоãо интеãраëа заäа÷и (3.11)—(3.17),
(4.2)—(4.8), который справеäëив äëя оптиìаëüноãо
управëения и оптиìаëüной траектории и поëу÷а-
ется на основе выражений (3.12), (4.4)—(4.6). По-
кажеì это.
Из соотноøений (3.12), (4.5) сëеäует, ÷то [ , j] = 0,

∀t ∈ [0, T]. Тоãäа с у÷етоì выражения äëя  (4.4)
и  (4.6) ìожеì записатü

ϕ3 – ϕ2 + ω2  – ω3  = /2

иëи

p1(t)/2 + ω3(t)ϕ2(t) – ω2(t)ϕ3(t) =
= const = ρ0, ∀t ∈ [0, T]. (4.11)

Это выражение и естü первый интеãраë заäа÷и
(3.11)—(3.17), (4.2)—(4.8).

5. Аналитическое решение задачи оптимального 
разворота КА в классе конических движений

Буäеì искатü реøение уравнений (3.11), (4.8) в
кëассе кони÷еских äвижений. Дëя этоãо оптиìаëü-
нуþ уãëовуþ скоростü КА преäставиì в виäе

w(t) = i1γ + α  é (i2sinΩt + i3cosΩt) é eδ, (5.1)

ãäе α, δ, γ, Ω — неопреäеëенные постоянные, а eδ =
= exp{i1δ/2}.
Посëеäоватеëüно äифференöируя уравнение (5.1)

три раза по переìенной t, поëу÷иì:

 = αΩ  é (i2cosΩt – i3sinΩt) é eδ; (5.2)

 = –αΩ2  é (i2sinΩt – i3cosΩt) é eδ; (5.3)

 = –αΩ3  é (i2cosΩt – i3sinΩt) é eδ. (5.4)

Поäставëяя выражения (5.1)—(5.4) в (4.8) и у÷и-
тывая выражения (3.12), (4.5), (4.11), убеäиìся в
выпоëнении равенства в (4.8); при этоì

γ = Ω – b2α2/((1 + b2)Ω), ρ0 = 2α2Ω/(1 + b2). (5.5)

Отìетиì, ÷то

 = [  – b2ρ0i1/2, w] =

= ((  – b2ρ0i1/2) é w – w é (  – b2ρ0i1/2))/2.

Траектория äвижения КА при уãëовой скорости
(5.1) из соотноøений (3.11), (3.16) нахоäится явно
и иìеет виä реãуëярной преöессии:

L(t) = L0 é  é exp{(i3α + i1(γ – Ω))t/2} é

é exp{i1(Ωt + δ)/2}. (5.6)

Вектор оптиìаëüноãо управëения u опреäеëяется
из форìуë (3.12), (5.2).

Возвращаясü к исхоäныì безразìерныì пере-
ìенныì заäа÷и (1.1)—(1.4), (2.1), запиøеì окон÷а-
теëüные выражения äëя вектора оптиìаëüной уã-
ëовой скорости:

w(t) = i1 γ + α(i2sin((Ω – b2γ)t + δ) +

+ i3cos((Ω – b2γ)t + δ)), (5.7)

кватерниона оптиìаëüной траектории

L(t) = L0 é  é exp{(i3α + i1(γ – Ω))t/2} é

é exp{i1(b2γ + Ω)t + δ))/2} (5.8)

и вектора оптиìаëüноãо управëяþщеãо ìоìента КА

M(t) = I2αΩ(i2cos((Ω + b2ω1)t – δ) –
– i3sin((Ω + b2ω1)t – δ)), (5.9)

ãäе γ опреäеëяется первыì из выражений (5.5).
При t = 0 из соотноøения (5.7) иìееì

w(0) = i1 (Ω – b2α2/((1 + b2)Ω)) +

+ α(i2sinδ + i3cosδ). (5.10)

При t = Т = 1 из выражений (5.7), (5.8), (1.3)
иìееì:

w(T ) = i1 (Ω – b2α2/((1 + b2)Ω)) +

+α(i2sin((Ω–b2γ)T + δ))+ i3cos((Ω– b2γ)T +δ)),(5.11)

vect(  é exp{(i3α + i1b2α2/((1 + b2)Ω))T/2} é

é exp{i1(ΩT(1 + b2) –b2α2T/((1 + b2)Ω)) + δ)/2} é

é  é L0) = 0. (5.12)

В выражения (5.10)—(5.12) вхоäят три произ-
воëüные постоянные α, δ, Ω. Опреäеëяя их из сис-
теìы трех неëинейных аëãебраи÷еских уравнений
(5.12), уäовëетвориì ãрани÷ные усëовия по уãëо-
воìу поëожениþ КА (1.3) (α, δ, Ω буäут зависетü от
коìпонент кватернионов L0, LT, ãëавных öентраëü-
ных ìоìентов инерöии КА (тверäоãо теëа) I1, I2 и
вреìени переориентаöии Т = 1). Из-за неäостато÷-
ноãо ÷исëа произвоëüных постоянных в реøении
заäа÷и на веëи÷ины w0, wT (1.4) наëаãаþтся требо-
вания виäа (5.10), (5.11).
Такиì образоì, в сëу÷аях, коãäа на ãрани÷ные

усëовия по уãëовой скорости КА наëожены оãрани-
÷ения виäа (5.10), (5.11) (это озна÷ает, ÷то вектор
уãëовой скорости w(t) на всеì интерваëе вреìени
äвижения принаäëежит некоторой кони÷еской по-
верхности, опреäеëяеìой в пространстве заäанны-
ìи постоянныìи заäа÷и I1, I2, Т = 1, L0, LT), тра-
ектория уãëовоãо äвижения осесиììетри÷ноãо КА
нахоäится в кëассе кони÷еских äвижений и опре-
äеëяется явныìи анаëити÷ескиìи выраженияìи
(5.7), (5.8), управëяþщий ìоìент КА опреäеëяется
выражениеì (5.9).
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Оптиìаëüное зна÷ение функöионаëа ка÷ества в
безразìерных переìенных (2.1) равно

J = |M|2dt = α2Ω2. (5.13)

Из выражений разäеëов 3—5 ((3.4), (3.6), (3.9),
(3.10), (4.3), (4.5), (4.7), (5.5), (5.7) и (5.8)) ìожно най-
ти сопряженные переìенные. Теì саìыì, заäа÷а при
существуþщих оãрани÷ениях реøена поëностüþ.
Привеäеì аëãоритì реøения заäа÷и оптиìаëü-

ноãо разворота осесиììетри÷ноãо КА (1.1)—(1.4),
(2.1) в безразìерных переìенных в кëассе кони÷е-
ских äвижений.
Ша ã  1. По заäанныì кватернионаì L0, LT (1.3),

ãëавныì öентраëüныì ìоìентаì инерöии КА
(тверäоãо теëа) I1, I2, вреìени переориентаöии Т = 1
и форìуëе (5.12) опреäеëяþтся веëи÷ины α, δ, Ω.
Ша ã  2. Испоëüзуя α, δ, Ω, I1, I2, Т = 1, по фор-

ìуëе (5.10)

 = i1(Ω – b2α2/((1 + b2)Ω))I2/I1 +

+ α(i2sinδ + i3cosδ)

и форìуëе (5.11)

 = i1(Ω – b2α2/((1 + b2)Ω))I2/I1 +

+ α(i2sin((Ω – b2γ)T + δ)) + i3cos((Ω – b2γ)T + δ)),
b2 = 1 – I2/I1

вы÷исëяþтся зна÷ения векторов , .

Ша ã  3. Поëу÷енные зна÷ения , 
сравниваþтся с заäанныìи в выражении (1.4) ве-
ëи÷инаìи w0, wT.
Ша ã  4. Есëи равенство на øаãе 3 аëãоритìа

выпоëняется, то оптиìаëüное реøение заäа÷и на-
хоäится в кëассе кони÷еских äвижений; при этоì
уãëовая скоростü КА, траектория еãо уãëовоãо äви-
жения, вектор управëяþщеãо ìоìента и зна÷ение
функöионаëа оптиìизаöии вы÷исëяþтся по фор-
ìуëаì (5.7)—(5.9), (5.13) и øаãу 1 аëãоритìа.
Ша ã  5. Сопряженные переìенные заäа÷и на-

хоäятся по форìуëаì (3.4), (3.6), (3.9), (3.10), (4.3),
(4.5), (4.7), (5.5), (5.7) и (5.8).

6. Числовой пример

В äанноì разäеëе на приìере КА "Спейс Шаттë"
[19] привоäятся резуëüтаты ÷исëенноãо реøения
заäа÷и оптиìаëüноãо разворота осесиììетри÷ноãо
КА в кëассе кони÷еских äвижений по форìуëаì
разäеëа 5. Ниже на рисунке преäставëены ãрафики
изìенения во вреìени коìпонент уãëовой скорос-
ти wi(t), i = , векторной ÷асти кватерниона ори-
ентаöии Li(t), i = , и коìпонент вектора управ-
ëяþщеãо ìоìента Mi(t), i =  КА.

Рас÷еты провоäиëи äëя сëеäуþщих зна÷ений:

I1 = 3 400 648 кã•ì2, I2 = 21 041 672 кã•ì2,

I3 = I2 = 21 041 672 кã•ì2

иëи I1 = 0,1967, I2 = 1,2168, I3 = I2
(безразìерные ìоìенты инерöии);

L0 = [0,79505, 0,29814, –0,39752, 0,34783]т,

LТ = [0,84434, 0,39846, –0,3260, 0,14848]т, (6.1)

w0 = [0,03268, 0,10119, –0,47492]т,

wТ = [0,03268, –0,17132, –0,45435]т,

ãäе ãрани÷ные усëовия по уãëовой скорости КА
уäовëетворяþт оãрани÷енияì разäеëа 5.
Вна÷аëе по форìуëаì (5.12) нахоäиëи веëи÷ины

α, δ, Ω (α = 0,48558, δ = –3,35152, Ω = 0,54311), за-
теì по форìуëаì (5.7)—(5.9), (5.13) опреäеëяëи
векторы w, M и кватернион L.
Отìетиì, ÷то кватернион ориентаöии КА L(t)

ìожет бытü äвузна÷ныì [1], т.е. L и –L соответст-
вуþт оäноìу и тоìу же уãëовоìу поëожениþ КА в
пространстве.

Заключение

Преäставëенное в статüе анаëити÷еское реøе-
ние заäа÷и оптиìаëüноãо разворота осесиììетри÷-
ноãо КА (тверäоãо теëа) в кëассе кони÷еских äви-
жений (в виäе реãуëярной преöессии) ìожет найти
свое приìенение при построении систеì управëе-
ния КА, как и известное анаëити÷еское реøение
заäа÷и оптиìаëüноãо разворота сфери÷ески-сиì-
ìетри÷ноãо КА, поëу÷енное в кëассе пëоских эй-
ëеровых разворотов.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Построение условий трансверсальности

При построении усëовий трансверсаëüности
воспоëüзуеìся работой [18] и поäхоäоì, преäстав-
ëенныì в статüе [20]. Дëя этоãо перепиøеì коне÷-
ные усëовия (3.15), (3.16) (θ(T) = θT):

(П. 1)

иëи, записывая кватернион (θT) в явноì виäе,

(П. 2)

0

1

∫ I 2
2

w0
вы÷

wT
вы÷

w0
вы÷ wT

вы÷

w0
вы÷ wT

вы÷

1 3,
1 3,

1 3,

w(T ) – (θT) é

é (b1 i1 + i2 + i3) é B(θT) = 0,

vect( (T) é LT é B(θT)) = 0

B~

wT1
wT2

wT3

L~

B~

w(T) é (cos(θT/2) – i1sin(θT/2)) é (b1 i1 +

+ i2 + i3) é (cos(θT/2) + i1sin(θT/2)) = 0,

vect(L(T) é LT é (cos(θT/2) + i1sin(θT/2)) = 0.

wT1

wT2
wT3
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Фазовые коорäинаты w, L, θ äоëжны уäовëет-
ворятü усëовияì трансверсаëüности

ϕi + ak  = 0, t = T; i = ;

ψi + ak  = 0, t = T; j = ;

ρ0 + ak  = 0, t = T, 

ãäе ak (k = ) — ìножитеëи Лаãранжа, поäëежа-
щие опреäеëениþ; соотноøения

Gk(t; ω1, ω2, ω3; λ1, λ2, λ3; θ) = 0 (t = T; k = )

заäаþт ìноãообразие коне÷ноãо состояния и соот-
ветствуþт усëовияì (П. 1):

G1 = ω1 – wT1b1 = 0;

G2 = ω2 – wT2cosθT – wT3sinθT = 0;

G3 = ω3 + wT2sinθT – wT3cosθT = 0;

G4 = F1cos(θT/2) + F0sin(θT/2);

G5 = F2cos(θT/2) + F3sin(θT/2);

G6 = F3cos(θT/2) + F2sin(θT/2),

ãäе

F0 = LT0λ0 + LT1λ1 + LT2λ2 + LT3λ3;

F1 = LT1λ0 – LT0λ1 – LT3λ2 + LT2λ3;

F2 = LT2λ0 + LT3λ1 – LT0λ2 – LT1λ3;

F3 = LT3λ0 – LT2λ1 + LT1λ2 – LT0λ3.

Усëовия трансверсаëüности приìут виä

ϕ1 + a1 = 0, ϕ2 + a2 = 0, ϕ3 + a3 = 0, (П. 3)

y(T) – LT é (cos(θT/2) + i1sin(θT/2)) é
é (a4i1 + a5i2 + a6i3) = 0, (П. 4)

ρ0 + a2(wT2sinθT – wT3cosθT) + a3(wT2cosθT +
+ wT3sinθT) + a4[F0cos(θT/2) – F1sin(θT/2)]/2 +

+ a5[F3cos(θT/2) – F2sin(θT/2)]/2 –
– a6[F2cos(θT/2) + F3sin(θT/2)]/2 = 0. (П. 5)

Искëþ÷иì из поëу÷енных усëовий трансверсаëü-
ности ìножитеëи Лаãранжа ak (k = ). Из усëо-
вий (П. 3) иìееì

a1 = –ϕ1, a2 = –ϕ2, a3 = –ϕ3. (П. 6)

У÷итывая (3.9), (П. 4) перепиøеì в виäе

(a4i1 + a5i2 + a6i3) = (T) é y(T).

Поскоëüку в ëевой ÷асти равенства стоит ква-
тернион с нуëевой скаëярной ÷астüþ (вектор), то

scal( (T) é y(T)) = 0,

(a4i1 + a5i2 + a6i3) = vect( (T) é y(T)). (П. 7)

Такиì образоì, иìееì первое усëовие транс-
версаëüности, не соäержащее неизвестных конс-
тант. Запиøеì еãо в кватернионной и скаëярной
форìах:

scal( (T) é y(T)) = 0 (П. 8)

иëи (П.8)

λ0(T)ψ0(T) + λ1(T)ψ1(T) +
+ λ2(T)ψ2(T) + λ3(T)ψ3(T) = 0.

Испоëüзуя соотноøения (3.1), (3.9), (3.10), (П. 7),
а также выражения äëя первой коìпоненты векто-
ра p (4.3) p1 = ψ1λ0 – ψ0λ1 + ψ2λ3 – ψ3λ2, второе ус-
ëовие трансверсаëüности (П. 5) преобразуеì в вы-
ражение

ρ0 + p1(T)/2 + ϕ2(T)ω3(T) – ϕ3(T)ω2(T) = 0. (П. 9)

Такиì образоì, усëовия трансверсаëüности, свя-
зываþщие основные фазовые и сопряженные пере-
ìенные заäа÷и (3.11)—(3.17) (искëþ÷ена переìен-
ная θ), преäставëяþтся выраженияìи (П. 8), (П. 9).
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The problem of the optimal turn in the sense of minimum of energy loss of a spacecraft as a rigid body with one axis of
symmetry is considered in the quaternion statement. For simplifying problem (concerning dynamic Euler equations), we change
the variables reducing the original optimal turn problem of axially symmetric spacecraft to the problem of optimal turn of the
rigid body with spherical mass distribution including one new scalar equation. Using the Pontryagin maximum principle, a new
analytical solution of this problem in the class of conical motions is obtained. Algorithm of the optimal turn of a spacecraft
is given. An explicit expression for the constant in magnitude optimal angular velocity vector of a spacecraft is found. The mo-
tion trajectory of a spacecraft is regular precession. The conditions for the initial and terminal values of a spacecraft angular
velocity vector are formulated, which make it possible to solve the problem analytically in the class of conical motions. The
initial and the terminal vectors of spacecraft angular velocity must be on the conical surface generated by arbitrary given con-
stant conditions of the problem. The numerical example is presented. The example contain reorientation of the Space Shuttle
in the class of conical motions.
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sion Mech. and Cont. Problems. Inst., Rus. Acad. of Sci., Saratov, 2002,
p. 180—188 (in Russian).

29—31 мая 2017 г. в Санкт-Петербурге

на базе ГНЦ РФ АО "Концерн "ЦНИИ Электроприбор" состоится

XXIV Санкт-Петербургская Международная конференция

ПО ИНТЕГРИРОВАННЫМ НАВИГАЦИОННЫМ 
СИСТЕМАМ (МКИНС 2017)

Председатель программного комитета —
Академик РАН, проф. В. Г. Пешехонов

Тематика конференции
Инерциальные датчики, системы навигации и ориентации
Микромеханические датчики и системы на их основе
Глобальные навигационные спутниковые системы
Альтернативные навигационные системы и датчики
Системы управления, наведения и их элементы
Интегрированные системы навигации и управления движением

В рамках каждого направления рассматриваются:
схемы построения и конструктивные особенности; методы и алгоритмы; особенности раз-

работки и применения для различных подвижных объектов и условий движения (аэрокосмиче-
ские, морские, наземные, подземные); испытания и метрология.

Подробную информацию о конференции см. сайте:
http://www.elektropribor.spb.ru/icins2017/rindex



144 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 18, № 2, 2017

Издательство «НОВЫЕ ТЕХНОЛОГИИ»
107076, Москва, Стромынский пер., 4

Телефон редакции журнала: (499) 269-5397, тел./факс: (499) 269-5510

Техни÷еский реäактор Е. В. Конова. Корректор Е. В. Комиссарова.

Сäано в набор 30.11.2016. Поäписано в пе÷атü 12.01.2016. Форìат 60×88 1/8. Буìаãа офсетная.
Усë. пе÷. ë. 8,86. Заказ MH217 Цена äоãоворная.

Журнаë зареãистрирован в Коìитете Российской Феäераöии по äеëаì пе÷ати, 
теëераäиовещания и среäств ìассовых коììуникаöий

Свиäетеëüство о реãистраöии ПИ № 77-11648 от 21.01.02

У÷реäитеëü: Изäатеëüство "Новые техноëоãии"

Ориãинаë-ìакет ООО "Аäвансеä соëþøнз". Отпе÷атано в ООО "Аäвансеä соëþøнз".
119071, ã. Москва, Ленинский пр-т, ä. 19, стр. 1.

29—30 июня 2017 г. в г. Астана, КАЗАХСТАН

МЕЖДУНАРОДНАЯ IEEE-ЕВРАЗИЙСКАЯ 
КОНФЕРЕНЦИЯ ПО ЭНЕРГЕТИКЕ,

И МЕЖДУНАРОДНАЯ IEEE-СИБИРСКАЯ 
КОНФЕРЕНЦИЯ ПО УПРАВЛЕНИЮ И СВЯЗИ

Международная IEEE-Евразийская конференция по энергетике, приуроченная к междуна-
родной выставке ASTANA EXPO—2017 и тринадцатая IEEE-Сибирская конференция, посвящен-
ная достижениям в области разработки и создания систем управления и связи, регулярно ор-
ганизуется Красноярской и Томской группой и студенческим отделением IEEE, компанией Na-
tional Instruments для того, чтобы поддерживать междисциплинарные дискуссии и взаимодей-
ствие среди ученых и инженеров, развивать международное сотрудничество через участие в
деятельности профессиональных сообществ Института IEEE.

Конференция будет проходить в Казахском агротехническом университете им. Сакена Сей-
фуллина (КАТУ), являющемся старейшим вузом в Астане.

НАПРАВЛЕНИЯ РАБОТЫ КОНФЕРЕНЦИИ

1. Фундаментальные проблемы теории управления и связи.
2. Энергосбережение и энергетика будущего.
3. Компьютерные измерительные технологии, датчики и системы.

Подробную информацию о конференции см. на сайте:
sibcon.sfu-kras.ru, www.kazatu.kz, ieee.tpu.ru/sibcon
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