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Синтез следящих систем на основе аппарата
линейно-квадратичной оптимизации

Для многих задач вопросы оптимальности совсем не существенны. Это
просто математический инструмент, который помогает формализо-
вать слово "можно". Введение квадратичного критерия — вопрос мате-
матического удобства и часто диктуется желанием применить для ре-
шения задачи аналитические методы и получить решение в явном виде.

Беëëìан (R. E. Bellman)

Автоìатизаöия проöессов управëения техни÷е-
скиìи объектаìи и техноëоãи÷ескиìи проöессаìи
в разëи÷ных обëастях проìыøëенности, энерãети-
ки и транспорта сопровожäается øирокиì испоëü-
зованиеì систеì сëеäящеãо реãуëирования [1—3],
преäназна÷енных äëя воспроизвеäения на выхоäе
с опреäеëенной то÷ностüþ заäаþщеãо возäействия,
произвоëüно изìеняþщеãося по заранее неизвест-
ноìу закону. К äанноìу кëассу систеì автоìати-
÷ескоãо реãуëирования относятся äистанöионные
систеìы воспроизвеäения уãëовых и ëинейных пе-
реìещений, привоäы систеì автоìати÷ескоãо со-
провожäения öеëей, руëевые приборные привоäы,
привоäы управëения станкаìи, антеннаìи, систеìы
управëения ìаневроì ëетатеëüных аппаратов и äр.
В теории автоìати÷ескоãо управëения øирокое

распространение поëу÷иëа ìетоäоëоãия анаëити÷е-
скоãо конструирования реãуëяторов (АКОР), иìе-
нуеìая также ëинейно-кваäрати÷ной (ЛК) оптиìи-
заöией, äостоинстваìи которой явëяþтся простота
форìаëизаöии заäа÷, закон÷енностü, анаëити÷ностü
и вы÷исëитеëüная эффективностü поëу÷аеìых ре-
øений. В кëасси÷ескоì варианте постановки заäа÷
АКОР связаны со стабиëизаöией невозìущенноãо
äвижения (öеëевоãо равновесноãо состояния) объ-
екта. Оäнако за преäеëаìи äанной постановки ока-
зывается важнейøий äëя инженерных приëожений
кëасс заäа÷ сëеäящеãо реãуëирования: зäесü неотъ-
еìëеìыì структурныì фактороì автоìати÷еской
систеìы явëяется канал ввода уставки, который

опреäеëяет öеëевое зна÷ение управëяеìоãо выхоäа
объекта.
Известны попытки распространитü ìетоäоëо-

ãиþ АКОР на проöессы управëения с öеëевыì по-
веäениеì объекта, заäанныì экзогенными (внеøни-
ìи) этаëонныìи ìоäеëяìи, которые вкëþ÷аþтся в
проöесс управëения и выпоëняþт функöиþ ãене-
ратора этаëонноãо выхоäа объекта (сì., наприìер,
[4, с. 385—386; 5; 6, с. 379—382; 7, с. 483—484;
8, с. 240—242; 9, с. 704—707; 10, с. 166—169; 11,
с. 672—680]). В этоì сëу÷ае оптиìизируеìый
функöионаë соäержит интеãраëüнуþ кваäрати÷нуþ
оøибку отработки систеìой управëения посту-
паþщеãо от ãенератора заäаþщеãо возäействия,
так ÷то ЛК-оптиìизаöия направëена на обеспе÷е-
ние ìаксиìаëüной бëизости äействитеëüноãо и же-
ëаеìоãо (этаëонноãо) перехоäных проöессов в сис-
теìе. Необхоäиìо отìетитü, ÷то в äанных работах
ре÷ü иäет, факти÷ески, об объеäинении принöи-
пов проãраììноãо управëения и стабиëизаöии,
всëеäствие ÷еãо преäëаãаеìые реøения неприеì-
ëеìы äëя заäа÷ синтеза систеì сëеäящеãо реãуëи-
рования, в которых заäаþщее возäействие явëяет-
ся произвоëüной неизвестной функöией вреìени.
В настоящей работе обсужäается ìетоäоëоãия при-
ìенения аппарата ЛК-оптиìизаöии иìенно äëя
заäа÷ управëения такоãо типа — заäа÷ синтеза сëе-
äящих систеì (СС), функöия которых состоит в
сëежении за изìененияìи a priori неизвестноãо
командного сигнала.

Предлагается методология решения задач следящего регулирования, основанная на аппарате линейно-квадратичной (ЛК)
оптимизации процессов управления. Ее основу составляют два решения: во-первых, обобщенная схема следящей системы, со-
четающая принципы построения классических одноконтурных систем регулирования и систем стабилизации с обратной связью
по состоянию; во-вторых, идея конвертирования задачи ЛК стабилизации в задачу синтеза астатической следящей системы.
Ключевые слова: синтез автоматических следящих систем, обобщенная схема следящего регулирования, качество процес-

сов слежения, линейно-квадратичная оптимизация
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Класс объектов управления

Даëее рассìатривается кëасс ëинейных стаöио-
нарных äинаìи÷еских объектов управëения, описы-
ваеìых в переìенных состояния уравненияìи виäа

 = A0x + B0u, (1)

y = C0x, (2)

ãäе t l 0, u ∈ R — управëяþщий вхоä, x ∈ Rn — со-
стояние, y ∈ R — управëяеìый выхоä, A0, B0, C0 —
÷исëовые ìатриöы соответствуþщих разìеров.
Поëаãаеì, ÷то объект обëаäает свойстваìи поë-

ной управëяеìости и набëþäаеìости. Обозна÷иì
W0(s) еãо переäато÷нуþ функöиþ (ПФ), которая в
сиëу (1) и (2) равна

W0(s) = C0(Es – A0)
–1B0 = . (3)

Зäесü s — коìпëексная ÷астота, E — еäини÷ная
ìатриöа соответствуþщеãо разìера; M0(s) и L0(s) —
ìноãо÷ëены:

L0(s) = ai s
i, M0(s) = bj s

j, (4)

ãäе m < n, ai, bj — вещественные константы.

Динаìи÷еские проöессы в объекте ìоãут бытü
описаны ìоäеëüþ "вхоä—выхоä", т.е. äифференöи-
аëüныì уравнениеì n-ãо поряäка:

ai y
(i)(t) = bju

( j)(t). (5)

Ввеäеì в рассìотрение äифференöиаëüный опе-

ратор k-ãо поряäка Dk : Dkf (t) ≡ f (t).

Уравнение (5) с у÷етоì (4) ìожно переписатü в
операторной форìе:

L0(D)y(t) = M0(D)u(t), (6)

ãäе L0(D) и M0(D) — операторные ìноãо÷ëены:

L0(D) = aiDi, M0(D) = bjD j.

Ввоäя в рассìотрение операторную передаточ-
ную функцию (ОПФ)

W0(D) = ,

связü вхоäа и выхоäа объекта ìожно форìаëüно
выразитü сëеäуþщиì операторныì уравнениеì:

y(t) = W0(D)u(t).

Системы следящего регулирования

Отëи÷итеëüной структурной особенностüþ сис-
теì автоìати÷ескоãо реãуëирования и, в ÷астности,
СС по сравнениþ с систеìаìи стабиëизаöии явëя-
ется наëи÷ие канаëа ввоäа уставки (рис. 1).
Цеëевое зна÷ение выхоäа объекта опреäеëяется

задатчиком, который ãенерирует уставку, т.е. за-
äаþщий (коìанäный) сиãнаë. Задача слежения —
отработка (отсëеживание) СС заäаþщеãо сиãнаëа,
т.е. обеспе÷ение бëизости выхоäа y(t) к еãо заäан-
ноìу вхоäу y*(t) в соответствии с заäанныìи (же-
ëаеìыìи) требованияìи ка÷ества проöессов уп-
равëения:

y(t) ≈ y*(t).

Оöенка ка÷ества СС основана на анаëизе про-
öессов отработки систеìой тестируþщих коìанä-
ных сиãнаëов, в ка÷естве которых, как правиëо,
выбираþт аëãебраи÷еские поëиноìы. Важнейøиì
показатеëеì ка÷ества СС явëяется äинаìи÷еская
оøибка εd(t), явëяþщаяся вынужäенной состав-
ëяþщей оøибки сëежения ε — рассоãëасования
ìежäу уставкой и выхоäоì объекта:

ε(t) = y*(t) – y(t). (7)

Характерное свойство СС с астатизмом v-ãо по-
ряäка — отработка без вынужäенной поãреøности
коìанäных сиãнаëов, явëяþщихся поëиноìаìи
степени < ν. Такиì образоì, есëи коìанäные сиã-
наëы поä÷иняþтся усëовиþ

Dνy*(t) ≡ 0, (8)

то

εd(t) ≡ 0.

Отìетиì сëеäуþщий фунäаìентаëüный резуëü-
тат кëасси÷еской теории управëения.
Утверждение 1. Поряäок астатизìа заìкнутой

систеìы равен кратности нуëевоãо поëþса s = 0
пряìой öепи, т.е. ÷исëу интеãрируþщих звенüев в
контуре реãуëирования. 
Такиì образоì, есëи поряäок астатизìа СС ра-

вен ν, то ПФ ее пряìой öепи иìеет виä

V(s) = V0(s), V(0) ≠ 0.

Обозна÷иì R(s) ПФ реãуëятора астати÷еской СС.
Есëи у объекта управëения отсутствуþт нуëевые

x·
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переäато÷ные поëþса, то она буäет иìетü виä не-
сократиìой äроби

R(s) = , (9)

ãäе P(s) и W(s) — взаиìно простые ìноãо÷ëены,
при÷еì P(0) ≠ 0.
Закон управëения ìожно преäставитü в опера-

торной форìе:

u(t) = R(D)(y*(t) – y(t)), (10)

ãäе R(D) — ОПФ реãуëятора.
Из соотноøений (6), (7), (10) с у÷етоì (9) сëе-

äует уравнение

L0(D)Dνy(t) = ε(t).

Отсþäа и из усëовий (7), (8) вытекает равенство

L0(D)Dνε(t) = – ε(t). (11)

Рассìатривая свобоäное äвижение заìкнутой СС

y*(t) ≡ 0, (12)

соãëасно (7) и (11) поëу÷иì уравнение

L0(D)Dνy(t) = – y(t). (13)

Сравнение уравнений (11) и (13) привоäит к
сëеäуþщеìу вывоäу.
Утверждение 2. В астати÷еских СС äинаìика

оøибки сëежения описывается теì же уравнениеì,
÷то и ее свобоäное äвижение. 

Задача ЛК-стабилизации

Вкратöе остановиìся на форìаëизìе заäа÷и
ЛК-стабиëизаöии.
С÷итаеì, ÷то öеëевыì стабиëизируеìыì состо-

яниеì объекта явëяется еãо нуëевое состояние, ко-
тороìу отве÷ает невозìущенный выхоä: y(t) ≡ 0.
Поëаãаеì также, ÷то то÷ностü и энерãозатраты

проöесса стабиëизаöии оöениваþтся сëеäуþщиìи
кëасси÷ескиìи интеãраëüныìи кваäрати÷ныìи
критерияìи:

Jy = y2(t)dt, Ju = u2(t)dt. (14)

Пустü оптиìизаöия проöессов стабиëизаöии
осуществëяется соãëасно критериþ оптиìаëüнос-
ти, образованноìу сверткой äанных ÷астных кри-
териев с весовыì ìножитеëеì р > 0:

J = pJy + Ju = [py2(t) + u2(t)]dt → min. (15)

Как известно [12, п. 9.6.4], реøениеì заäа÷и оп-
тиìаëüной стабиëизаöии (1), (2), (15) явëяется за-
кон реãуëирования

u = –Kx, K = P, (16)

ãäе P ∈ Rn Ѕ n — сиììетри÷еская ìатриöа, явëяþ-
щаяся реøениеì аëãебраи÷ескоãо ìатри÷ноãо урав-
нения Риккати

PB0 P – PA0 – P – p C0 = 0

(зäесü сиìвоë "т" озна÷ает операöиþ транспони-
рования).
На рис. 2 показана схеìа рассìатриваеìой сис-

теìы стабиëизаöии.

Обобщенная схема системы 
следящего регулирования

Буäеì синтезироватü СС соãëасно обобщенной
схеìе, преäставëенной на рис. 3. Она со÷етает в себе
структурные свойства кëасси÷еской оäноконтур-
ной схеìы реãуëирования (сì. рис. 1) и схеìы ста-
биëизаöии с обратной связüþ по состояниþ (сì.
рис. 2). Такиì образоì, преäëаãаеìая схеìа синте-
зируеìой СС унасëеäует от первой последователь-
ное корректирующее звено (ПКЗ), а от второй —
корректирующую обратную связь (КОС).
КОС описывается уравнениеì

u0(t) = –K0x(t), (17)

ãäе K0 ∈ R1 Ѕ n — ìатриöа коэффиöиентов КОС.
Поëаãаеì, ÷то ПКЗ иìеет äинаìи÷еский поряäок

n1 l 1 и описывается уравненияìи состояния виäа

 = A1z + B1ε, (18)

u1 = C1z, (19)
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ãäе z ∈  — состояние, а A1, B1, C1 — ÷исëовые
ìатриöы соответствуþщих разìеров.
ПФ R(s) äанноãо звена равна

R(s) = C1(E1s – A1)
–1B1, (20)

ãäе E1 — еäини÷ная ìатриöа соответствуþщеãо
разìера.
Управëяþщее возäействие (рис. 3) опреäеëяется

равенствоì

u = u0 + u1. (21)

Утверждение 3. Требование астатизìа СС буäет
выпоëнятüся, есëи ПФ ПКЗ R(s) иìеет ν нуëевых
переäато÷ных поëþсов, т.е. она преäставëяется вы-
ражениеì (9). 
Пример 1. Пустü n1 = 2,

A1 = , B1 = , C1 = [q0 q1].

Тоãäа

R(s) = , (22)

т.е. ПКЗ вкëþ÷ает äва интеãрируþщих звена. 

Конвертирование задачи ЛК-стабилизации
в задачу слежения

Динаìи÷ескуþ ÷астü СС, вкëþ÷аþщуþ каскаä-
но-соеäиненные объект управëения и ПКЗ, буäеì
трактоватü как расширенную модель объекта (РМО).
С÷итаеì вхоäоì РМО управëяþщий вхоä объ-

екта u. Ее состояние опреäеëяется бëо÷ныì векто-
роì :

 = , (23)

т.е.  ∈ ,  = n + n1, при÷еì äинаìика состоя-
ния РМО описывается уравненияìи (1), (18).
Буäеì рассìатриватü свобоäное äвижение РМО,

т.е. преäпоëаãаеì выпоëнение усëовия (12). Тоãäа
с у÷етоì соотноøений (2), (7) и (12) äинаìику
РМО ìожно преäставитü уравненияìи, записан-
ныìи в векторно-ìатри÷ной форìе:

 =  + u, (24)

y = , (25)

ãäе ìатриöы ,  и  иìеþт сëеäуþщуþ бëо÷нуþ
структуру:

 = ,  = ,  = [C0  0].

Поëожиì, ÷то äëя РМО поëу÷ено реøение за-
äа÷и оптиìаëüной стабиëизаöии (24), (25), (15) в
виäе закона реãуëирования:

u = – , (26)

ãäе  ∈  — ìатри÷ный коэффиöиент усиëения.
Преäставиì поëу÷еннуþ ìатриöу  в бëо÷ной

форìе:

 = [   ], (27)

ãäе  ∈ ,  ∈ .

Теперü с у÷етоì соотноøений (21), (23), (17), (19)
поëу÷аеì выражения äëя искоìых ìатри÷ных ко-
эффиöиентов КОС и ПКЗ:

K0 = , C1 = – . (28)

Преäëаãаеìая ìетоäоëоãия приìенения форìа-
ëизìа ЛК-оптиìизаöии äëя структурно-параìет-
ри÷ескоãо синтеза СС основывается на утвержäе-
ниях 1—3 и сëаãается из сëеäуþщих проöеäур:
в структуру СС ввоäится ПКЗ с нуëевыìи поëþ-
саìи; неизìеняеìая ÷астü ПКЗ вìесте с объектоì
управëения образует РМО; äаëее реøается стан-
äартная заäа÷а оптиìаëüной стабиëизаöии свобоä-
ных äвижений РМО среäстваìи ЛК-форìаëизìа;
наконеö, поëу÷енная функöионаëüная структура
систеìы стабиëизаöии конвертируется в функöи-
онаëüнуþ структуру СС.
Пустü u*(t) и z*(t) — вынужäенные составëяþщие

соответственно управëяþщеãо возäействия и со-
стояния ПКЗ, иниöиированные заäаþщиì возäей-
ствиеì y*(t). Перехоäная составëяþщая в äинаìике
СС характеризуется переìенныìи ε(t), Δu(t) и Δz(t):

ε(t) = y*(t) – y(t), Δu(t) = u(t) – u*(t),
Δz(t) = z(t) – z*(t).

Поëаãаеì, ÷то критериеì то÷ности проöессов
сëежения сëужит кваäрати÷ный функöионаë

Jy = ε2(t)dt.

Пряìое приìенение функöионаëа Ju виäа (14) в
ка÷естве критерия энерãозатрат невозìожно, по-
скоëüку в режиìе отработки тестовых коìанäных
сиãнаëов поëиноìиаëüной структуры этот несобст-
венный интеãраë буäет расхоäитüся. В связи с этиì
в ка÷естве критерия энерãозатрат воспоëüзуеìся
сëеäуþщиì кваäрати÷ныì функöионаëоì:

Ju = (Δu(t))2dt.

Кстати, иìенно äанный функöионаë явëяется
критериаëüной оöенкой степени усиëения сиãнаëов
в öепях обратной связи синтезируеìой систеìы.
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Необхоäиìо также форìаëüно у÷естü эффект
äеìпфирования äинаìи÷еских проöессов в ПКЗ.
Дëя этой öеëи воспоëüзуеìся кваäрати÷ныì функ-
öионаëоì виäа

Jz = (Δz(t))тQΔz(t)dt,

ãäе Q — сиììетри÷еская поëожитеëüно опреäеëен-
ная ìатриöа разìера n1 Ѕ n1.
В резуëüтате свертки критериев Jy, Ju и Jz поëу-

÷аеì обобщенный кваäрати÷ный критерий опти-
ìаëüности:

J = pJy + Jz + Ju =

= [pε2(t) + (Δz(t))тQΔz(t) + (Δu(t))2]dt. (29)

Дëя реøения заäа÷и синтеза СС в сиëу высказан-
ных соображений ìожно оãрани÷итüся рассìотре-
ниеì свобоäных (отве÷аþщих усëовиþ (12)) äви-
жений заìкнутой систеìы. Тоãäа критерий опти-
ìаëüности (29) приниìает виä

J = [py2(t) + zт(t)Qz(t) + u2(t)]dt → min. (30)

Ввеäеì в рассìотрение бëо÷нуþ ìатриöу  ∈

∈ :

 = .

Посреäствоì приìенения аппарата ЛК-опти-
ìизаöии поëу÷аеì закон реãуëирования (26), ìат-
ри÷ный коэффиöиент котороãо  равен

 = ,

ãäе  ∈  — сиììетри÷еская ìатриöа, явëяþ-
щаясvя реøениеì аëãебраи÷ескоãо ìатри÷ноãо
уравнения Риккати

 –  –  – p  –  = 0.

По найäенной ìатриöе коэффиöиентов  в со-
ответствии с выраженияìи (27) и (28) опреäеëяеì
искоìые ìатри÷ные коэффиöиенты СС K0 и C1.
Пример 2. Рассìотриì объект управëения 3-ãо

поряäка (n = 3), описываеìый уравненияìи (1), (2)
с параìетраìи

A0 = , B0 = , C0 = [0 0 1]. (31)

Еãо ПФ по канаëу "вхоä—выхоä" равна

W0(s) = .

Пустü ν = 1 — требуеìая степенü астатизìа СС.
Возüìеì структуру ПКЗ (9) из приìера 1 виäа (22).
В функöионаëе (30) поëожиì:

p = 10, Q = . (32)

Реøая ЛК-заäа÷у оптиìаëüной стабиëизаöии
(24)—(26), (31), (32), (30), поëу÷иì коэффиöиент-
нуþ ìатриöу

 = [5,05 7,11 5,58 –6,52 –1].

Спектр заìкнутой СС оказывается равныì

Λ = {–1,04; –0,51 ± 0,13j; –0,33 ± 0,49j}.

Даëее соãëасно (27), (28) нахоäиì коэффиöиен-
ты КОС (17) и ПКЗ (19):

K0 = [5,05 7,11 5,58], С1 = [–6,52 –1],

так ÷то параìетры q0 и q1 ПФ ПКЗ (22) равны

q0 = 6,52, q1 = 1.

На рис. 4 преäставëена реакöия СС y (спëоøная
ëиния) на три типа тестовых возäействий y* (пунк-
тирная ëиния): постоянноãо (рис. 4, а), ëинейно
нарастаþщеãо (рис. 4, б) и кусо÷но-ëинейноãо
(рис. 4, в). 
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The automation of control processes by technical objects and technological processes in the different fields of industry, ener-
getics and transport is accompanied by the broad use of tracking regulation systems intending for the reproduction at the output
with the definite precision of the giving action, arbitrarily varying from the law which is unknown in advance. The methodology
of the analytical synthesis of the optimal regulators (ASOR) called also as linear-quadratic (LQ) optimization has got the wide
propagation in the automatic control theory. In the classical variant of setting up the ASOR problems are connected with sta-
bilization of unperturbed motion of the object. The given settings don’t take into account the wide class of the problems connected
with the completeness (tracking) of the dynamic processes in environmental influences: here the channel of reference input defining
the goal meaning of the directed output of the object is the integral structural factor of the automatic system. There are well known
the tries to extend the ASOR methodology to control processes with the goal behavior of the object given by external (outer) standard
models which are included themselves in control process and carry out the function of the generator of the standard output of the
object. But the analysis of papers of the given direction shows its inapplicability for the wide class of control problems where the
given action may be the arbitrary time function. In the given paper the methodology of use of LQ optimization for synthesis of
servosystems, the function of which consists in tracking for variations a priori of unknown command order signal is discussed.
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Метод больших коэффициентов при синтезе
параметрически грубых систем модального управления1

Введение

Вопросы параìетри÷еской ãрубости САУ, синте-
зируеìых анаëити÷ескиìи ìетоäаìи, интересуþт
иссëеäоватеëей äостато÷но äавно. Оäной из пер-
вых работ, посвященной этой теìатике, явëяется
статüя [1]. Позäнее анаëизу таких систеì быëо по-
священо зна÷итеëüное ÷исëо пубëикаöий [2—10].
Синтез параìетри÷ески ãрубых систеì также вы-
зываë зна÷итеëüный интерес у иссëеäоватеëей
[8, 9, 11—18]. В работе [8] соäержится обøирная
бибëиоãрафия по этой теìатике.
Среäи направëений синтеза ãрубых САУ ìожно

выäеëитü äва, основу которых составëяет коìби-
наöия произвоäных выхоäноãо сиãнаëа и боëüøоãо
коэффиöиента усиëения: ìетоä боëüøих коэффи-
öиентов усиëения В. М. Меерова [11] и ìетоä ëо-
каëизаöии (управëения с испоëüзованиеì высøей
произвоäной) А. С. Вострикова [12].
В работе [11] показано, ÷то боëüøой коэффи-

öиент усиëения в контуре позвоëяет обеспе÷итü не
тоëüко высокуþ стати÷ескуþ то÷ностü, но и низкуþ
÷увствитеëüностü к вариаöияì параìетров объекта
управëения. Ввеäение боëüøоãо коэффиöиента
усиëения осуществëяется в äва этапа. Вна÷аëе про-
воäится синтез основноãо реãуëятора (в терìино-
ëоãии автора — "стабиëизируþщеãо устройства",
состоящеãо из звенüев с переäато÷ныìи функöияìи

виäа H(s) = ), обеспе÷иваþщеãо в зоне суще-

ственных ÷астот необхоäиìые свойства систеìы,
äаþщие возìожностü посëеäуþщеãо ввеäения в
контур "боëüøоãо" коэффиöиента усиëения. Затеì
выбирается необхоäиìый коэффиöиент усиëения.
При этоì ка÷ество (характер и теìп) перехоäных
проöессов САУ с изìенениеì коэффиöиента уси-
ëения также ìожет ìенятüся.
Метоäы ëокаëизаöии [12] также испоëüзуþт

äвухэтапнуþ проöеäуру синтеза САУ, вкëþ÷аþщуþ
синтез контура, обеспе÷иваþщеãо робастные свой-
ства, и основноãо контура, приäаþщеãо САУ не-
обхоäиìые ка÷ественные показатеëи функöиони-
рования. Особенностüþ ìетоäа явëяется испоëüзо-
вание в реãуëяторе инфорìаöии о произвоäных,
вкëþ÷ая высøуþ (поряäка, равноãо поряäку объ-
екта управëения).
В посëеäнее вреìя боëüøое ÷исëо работ посвя-

щено обеспе÷ениþ параìетри÷еской ãрубости сис-
теì, синтезированных ìетоäаìи ìоäаëüноãо уп-
равëения, в ÷астности систеì с äинаìи÷ескиìи
(поëиноìиаëüныìи) реãуëятораìи в öепи ãëавной
обратной связи, поскоëüку известно, ÷то испоëü-
зование äанных ìетоäов также ìожет привоäитü
к поëу÷ениþ САУ с высокой ÷увствитеëüностüþ
к вариаöияì параìетров [8, 10, 17]. При÷ины ее
ìоãут бытü разëи÷ны.
Наприìер, боëüøое вëияние на параìетри÷е-

скуþ ãрубостü оказывает наëи÷ие нуëей в переäа-
то÷ной функöии ìатеìати÷еской ìоäеëи объекта
управëения [8, 17], при÷еì это ìожет бытü связано
как с образованиеì так называеìых "äипоëей"
(бëизко распоëоженных нуëей поëþсов), так и с
распоëожениеì нуëей и поëþсов на зна÷итеëüноì
уäаëении äруã от äруãа.

Решается задача обеспечения параметрической грубости систем модального управления с полиномиальными регуляторами
с использованием метода больших коэффициентов усиления.
Ключевые слова: параметрическая грубость, модальное управление, полиномиальный регулятор, метод больших коэффициентов

 1 Иссëеäование выпоëнено за с÷ет среäств ãранта Россий-
скоãо нау÷ноãо фонäа (проект № 14-19-00972) и при финансо-
вой поääержке Минобрнауки РФ в раìках базовой ÷асти ãос-
заäания в сфере нау÷ной äеятеëüности на 2014—2016 ãã.

τs
1 τs+
-----------
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Также к неãрубыì реøенияì ìожет привоäитü
у÷ет при синтезе так называеìых "ìаëых постоянных
вреìени", опреäеëяþщих äвижения зна÷итеëüно
боëее быстрые, ÷еì в синтезируеìой САУ [17].
И в тоì и в äруãоì сëу÷ае признакоì неãрубости

буäут сëужитü иëи сиëüные поëожитеëüные безынер-
öионные обратные связи в ìноãоконтурных САУ
иëи неìиниìаëüнофазовые иëи неустой÷ивые äи-
наìи÷еские звенüя в оäноконтурных систеìах. Не-
устой÷ивостü САУ при этоì ìожет набëþäатüся
при незна÷итеëüных вариаöиях параìетров объек-
та управëения.
И, наконеö, параìетри÷еская ãрубостü систеìы

ìожет бытü неäостато÷ной при возìожных вари-
аöиях параìетров äаже при отсутствии вëияния
указанных выøе факторов.
Поставиì заäа÷у повыøения параìетри÷еской

ãрубости систеì ìоäаëüноãо управëения с поëино-
ìиаëüныìи реãуëятораìи (ПР) на основе испоëü-
зования ìетоäа боëüøих коэффиöиентов усиëения.
Синтезируеìый реãуëятор äоëжен обеспе÷иватü
как требуеìое ка÷ество (теìп и характер) проöес-
сов в САУ на основе соответствуþщеãо распоëо-
жения корней характеристи÷ескоãо поëиноìа, так
и снижение параìетри÷еской ÷увствитеëüности
посреäствоì боëüøоãо (неоãрани÷енноãо) коэф-
фиöиента усиëения.

1. Системы модального управления 
с полиномиальными регуляторами

САУ (рис. 1, а) описывается сëеäуþщиìи урав-
ненияìи:

A(s)y(s) = B(s)u(s), C(s)u(s) = R(s)Δ(s),
Δ(s) = y0*(s) – y(s), y0*(s) = R(s)–1y0(s),

ãäе A(s) = sn + an – 1s
n – 1 + ... + a1s + a0, B(s) =

= bmsm + bm – 1s
m – 1 + ... + b1s + b0 — поëиноìы

знаìенатеëя и ÷исëитеëя переäато÷ной функöии
ОУ (äаëее буäут рассìатриватüся объекты со строãо
правиëüныìи переäато÷ныìи функöияìи, т.е. n > m);

C(s) = cl s
l + cl – 1s

l – 1 + ... + c1s + c0, R(s) = rks
k +

+ rk – 1s
k – 1 + ... + r1s + r0 — поëиноìы знаìенатеëя

и ÷исëитеëя переäато÷ной функöии реãуëятора,
степени которых выбираþтся на этапе синтеза; s —
коìпëексная переìенная Лапëаса; n — поряäок ìа-
теìати÷еской ìоäеëи объекта; y(s) — управëяеìая
коорäината, u(s) — сиãнаë выхоäа реãуëятора, y0(s) —
сиãнаë заäания.
Синтез поëиноìиаëüноãо реãуëятора осуществ-

ëяþт по уравнениþ синтеза

A(s)C(s) + B(s)R(s) = D(s), (1)

обы÷но приниìая

degR(s) = degA(s) – 1;

degC(s) = (2)

— при синтезе äифференöируþщеãо реãуëятора
иëи

degC(s) = degR(s)

— при синтезе физи÷ески реаëизуеìоãо реãуëятора
(äаëüнейøее увеëи÷ение степени поëиноìа C(s)
возìожно, но привеäет к усëожнениþ управëяþ-
щеãо устройства и с практи÷еской то÷ки зрения ìо-
жет бытü неöеëесообразныì);

degD(s) = degA(s) + degC(s),

ãäе

D(s) = sn + l + dn + l – 1s
n + l – 1 + ... + d1s + d0 =

= sn + l + Ω0s
n + l – 1 + ... +

+ s + (3)

— поëиноì знаìенатеëя переäато÷ной функöии САУ

H(s) =  =  = ,

в основноì опреäеëяþщий ка÷ество перехоäных
проöессов. Поëиноìы A(s) и D(s) норìированы, т.е.
коэффиöиенты при старøей степени s равны еäи-
ниöе. Ω0 и — среäнеãеоìетри÷еский коренü, оп-
реäеëяþщий быстроäействие, и коэффиöиенты,
устанавëиваþщие характер перехоäных проöессов,
соответственно.
САУ, структура которой привеäена на рис. 1, б,

синтезируется анаëоãи÷ныì образоì.
Префиëüтры с переäато÷ныìи функöияìи 1/C(s)

и 1/R(s) ввоäятся äëя коìпенсаöии "ëиøних" ну-
ëей, появëяþщихся в ãëавноì контуре САУ (рис. 1).
Есëи вëияние таких нуëей на ка÷ество перехоäных
проöессов невеëико, то äëя упрощения техни÷еской
реаëизаöии префиëüтры ìожно не испоëüзоватü.

2. Синтез параметрически грубых систем 
модального управления

Система с дифференцирующим регулятором.
Дëя упрощения изëожения поëожиì B(s) = b0 (это
оãрани÷ение не явëяется жесткиì, поскоëüку спра-Рис. 1

0, при degB(s) = 0;
degB(s) – 1, при degB(s) > 0

dn l 1–+*

d1* Ω0
n l 1–+ Ω0

n l+

y s( )
y0 s( )
--------- B s( )

A s( )C s( ) B s( )R s( )+
--------------------------------------- B s( )

D s( )
--------

di*
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веäëиво äëя ìноãих техни÷еских объектов и сис-
теì) и C(s) = c0 = 1 (äифференöируþщий реãуëя-
тор), тоãäа уравнение (1) синтеза ПР приìет виä

A(s) + b0R(s) = D(s). (4)

Анаëизируя систеìу уравнений, составëеннуþ
из коэффиöиентов при равных степенях s уравне-
ния синтеза (4) в усëовиях (2)

ìожно сäеëатü вывоä о тоì, ÷то увеëи÷ение зна÷е-
ний коэффиöиентов di поëиноìа D(s) (÷то ìожет
бытü, соãëасно (3), ëеãко обеспе÷ено увеëи÷ениеì
зна÷ения среäнеãеоìетри÷ескоãо корня Ω0) приве-
äет к соответствуþщеìу увеëи÷ениþ коэффиöиен-
тов реãуëятора ri :

т.е. увеëи÷ениþ коэффиöиента усиëения (r0) в кон-
туре управëения. Это позвоëит не тоëüко снизитü
стати÷ескуþ оøибку, но и повыситü параìетри÷е-
скуþ ãрубостü САУ.
Связü ìежäу коэффиöиентаìи и корняìи поëи-

ноìа описывается форìуëаìи Виета:

–dn – 1 = s1 + s2 + ... + sn = sj;

dn – 2 = s1s2 + s1s3 + ... + s2s3 + ... + sn – 2sn – 1 =

= ;

–dn – 3 = s1s2s3 + s1s2s4 + ... + sn – 2sn – 1sn =

= ;

(–1)n – 1d1 = s1s2...sn – 1 + s1s2...sn – 2sn + ... + s2s3...sn;

(–1)nd0 = s1s2...sn.

О÷евиäно, ÷то увеëи÷ение ìоäуëя оäноãо иëи
нескоëüких корней привеäет к соответствуþщеìу
увеëи÷ениþ коэффиöиентов поëиноìа, а сëеäова-
теëüно, и к увеëи÷ениþ коэффиöиентов поëино-
ìов реãуëятора.
Отìетиì также, ÷то при степени поëиноìа B(s),

отëи÷ной от нуëя, указанный эффект сохраняется,
оäнако в этоì сëу÷ае ряä коэффиöиентов поëино-
ìов C(s) и/иëи R(s) (при опреäеëенноì взаиìноì
распоëожении корней поëиноìов A(s), B(s) и D(s))
ìожет приниìатü отриöатеëüные зна÷ения [17]. Это
зна÷ит, ÷то в контур управëения буäут ввоäитüся
неустой÷ивые иëи неìиниìаëüнофазовые звенüя,
÷то нежеëатеëüно с то÷ки зрения обеспе÷ения ни-
зкой параìетри÷еской ÷увствитеëüности. Поэтоìу

сëу÷ай degB(s) > 0 в äаëüнейøеì рассìатриватüся
не буäет.
Система с физически реализуемым регулятором.

Есëи принятü degC(s) = degR(s) äëя обеспе÷ения
физи÷еской реаëизуеìости реãуëятора, то эффект
увеëи÷ения коэффиöиентов поëиноìов реãуëятора
при увеëи÷ении зна÷ений коэффиöиентов характе-
ристи÷ескоãо поëиноìа заìкнутой систеìы всëеäст-
вие роста среäнеãеоìетри÷ескоãо корня также сохра-
няется. Доказатеëüство äëя сëу÷ая "физи÷ески ре-
аëизуеìоãо" реãуëятора привеäено в приëожении 1.
Итак, увеëи÷ение коэффиöиентов поëиноìа D(s)

привоäит к росту коэффиöиентов R(s) и C(s).
Оäнако остается открытыì вопрос: увеëи÷ится ëи
коэффиöиент усиëения в контуре, поскоëüку ука-
занные поëиноìы явëяþтся поëиноìаìи ÷исëи-
теëя и знаìенатеëя переäато÷ной функöии реãуëя-
тора, и увеëи÷ение их коэффиöиентов иãрает, на
первый взãëяä, противопоëожнуþ роëü. Эффект
увеëи÷ения коэффиöиента петëевоãо усиëения при
увеëи÷ении коэффиöиентов поëиноìа D(s) äока-
зан в приëожении 2.
Сëеäует заìетитü, ÷то в приëожении äоказан

эффект увеëи÷ения зна÷ений поëиноìов R(s) и C(s)
с ростоì Ω0 поëиноìа D(s), есëи он преäставиì
в виäе (3).
Оäнако необхоäиìо у÷итыватü, ÷то испоëüзова-

ние в ка÷естве характеристи÷ескоãо D(s) поëиноìа
САУ станäартных поëиноìов (Нüþтона, Баттервор-
та и т.п.) позвоëит сохранитü ëиøü характер про-
öессов. Теìп проöессов буäет изìенятüся пропор-
öионаëüно увеëи÷ениþ Ω0. Посëеäнее ìожет бытü
неäопустиìо по техни÷ескиì при÷инаì (оãрани-
÷енные ìехани÷еская про÷ностü испоëнитеëüных
устройств, ìощностü привоäных устройств и т.п.).
Поэтоìу испоëüзование таких поëиноìов при за-
äании свойств САУ не позвоëяет в поëной ìере ис-
поëüзоватü потенöиаë ìоäаëüноãо управëения.
Дëя обеспе÷ения параìетри÷еской ãрубости

систеì преäëаãается форìироватü поëиноì D(s)
сëеäуþщиì образоì:

D(s) = D1(s)D2(s), (5)

испоëüзуя свойство, ÷то поëиноì D(s) буäет соäер-
жатü все корни поëиноìов D1(s) и D2(s). При этоì
первая составëяþщая D1(s) (и соответствуþщая ей
ãруппа корней) буäет обеспе÷иватü повыøение ко-
эффиöиента петëевоãо усиëения и форìироватü
"быстрые проöессы", а вторая составëяþщая D2(s)
(поëиноì 1...2 поряäка) — требуеìые быстроäей-
ствие ("низкое") и характер проöесса. Обе состав-
ëяþщие ìоãут бытü, наприìер, поëиноìаìи Нüþ-
тона. В этоì сëу÷ае сфорìированный поëиноì (5)
также буäет преäставиì в виäе (3).
Данный поäхоä позвоëяет форìироватü ëþбой

коэффиöиент усиëения в контуре при сохранении
ка÷ества (быстроäействия и характера) проöессов.

an – 1 + rn – 1 = dn – 1;
................;
a1 + r1 = d1;
a0 + r0 = d0,

rn – 1 = dn – 1 – an – 1;
................;
r1 = d1 – a1;
r0 = d0 – a0,

1m j m n
∑

 
1m j1m j2 m n

∑ sj1
sj2

1m j1m j2m j3 m n
∑ sj1 sj2
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Пример

Иссëеäования преäëоженноãо поäхоäа выпоë-
ниì на ìатеìати÷еской ìоäеëи объекта, соответ-
ствуþщей типовой упруãой äвухìассовой эëектро-
ìехани÷еской систеìе (рис. 2) с поëиноìиаëüныì
реãуëятороì.
Приняты сëеäуþщие обозна÷ения: KСП — ко-

эффиöиент усиëения сиëовоãо преобразоватеëя;
K, Т — коэффиöиент переäа÷и и постоянная вре-
ìени якорной öепи; C, J1 — конструктивная посто-
янная и ìоìент инерöии якоря эëектроäвиãатеëя;
C12, J2 — коэффиöиент жесткости кинеìати÷еской
переäа÷и и ìоìент инерöии испоëнитеëüноãо ор-
ãана. В рас÷етах принято: KСП = 100, зна÷ения ос-
таëüных параìетров равны еäиниöе.
Векторно-ìатри÷ное описание объекта при век-

торе состояния x = [I Ω1 Δϕ Ω2], ãäе переìенныìи
состояния явëяþтся ток I якорной öепи, ÷астота Ω1
вращения ваëа эëектроäвиãатеëя, разностü уãëов
Δϕ поворота ваëов эëектроäвиãатеëя и испоëни-
теëüноãо ìеханизìа и ÷астота Ω2 вращения ис-
поëнитеëüноãо ìеханизìа, иìеет виä

A = ; B = ; C = [0 0 0 1],

а соответствуþщая еìу переäато÷ная функöия равна

H(s) =  = C(Is – A)–1B = .

Иссëеäоваëасü вариаöия ìоìента инерöии ис-
поëнитеëüноãо ìеханизìа как параìетра, наибоëее
поäверженноãо изìененияì. Структура иссëеäуе-
ìой САУ привеäена на рис. 1.
Пустü при ноìинаëüных параìетрах объекта уп-

равëения требуется обеспе÷итü апериоäи÷еский
перехоäный проöесс с вреìенеì не боëее 1,5 с.
Тоãäа при синтезе поëиноìиаëüноãо реãуëятора

в усëовиях:

degA(s) = 4, degB(s) = 0,
degR(s) = 4 – 1 = 3, degC(s) = R(s) = 3,

degD(s) = degA(s) + degC(s) = 7

в сëу÷ае испоëüзования в ка÷естве D(s) поëиноìа
Нüþтона D(s) = (s + 10)7 (s1–7 = –10) поëу÷аеì пе-
реäато÷нуþ функöиþ реãуëятора

Hp1(s) =  =

= ,

а при испоëüзовании преäëаãаеìоãо поäхоäа äëя
s1–6 = –20 (быстрая составëяþщая), s7 = –3,3 (ìеä-
ëенная составëяþщая):

Hp2(s) =  =

= .

Графики перехоäных проöессов при ноìинаëü-
ных параìетрах объекта управëения привеäены на
рис. 3, а (спëоøная ëиния äëя Hp1(s), пунктирная
ëиния — äëя Hp2(s)).

Рис. 2

sx = Ax + Bu;
y = Cx,

1– 1– 0 0
1 0 1– 0
0 1 0 1–

0 0 1 0

100
0
0
0

Ω s( )
u s( )
-------- 100

s4 s3 3s2 2s 1+ + + +
---------------------------------------

R s( )
C s( )
--------

3110s3 19 975s2 69 324s 99 672+ + +

s3 69s2 2026s 32 763+ + +
--------------------------------------------------------------------------

R s( )
C s( )
--------

27 358s3 265 878s2 1 270 074s 2 110 268+ + +

s3 122s2 6270s 173 160+ + +
--------------------------------------------------------------------------------------------

Рис. 3



Мехатроника, автоматизация, управление, Том 17, № 12, 2016 805

Графики, поëу÷енные при уìенüøении ìоìента
инерöии рабо÷еãо орãана в äва раза, привеäены на
рис. 3, б; при увеëи÷ении в äва раза — на рис. 3, в
(спëоøная ëиния äëя Hp1(s)). О÷евиäно, ÷то систеìа,
синтезированная по преäëоженноìу принöипу,
обëаäает зна÷итеëüно боëüøей параìетри÷еской
ãрубостüþ (вëияние параìетри÷еских возìущений
привоäит к зна÷итеëüно ìенüøеìу вëияниþ на пе-
рехоäный проöесс).
Даëüнейøее увеëи÷ение зна÷ений корней ха-

рактеристи÷ескоãо поëиноìа "быстрой" поäсисте-
ìы обеспе÷ит соответствуþщий рост коэффиöиента
петëевоãо усиëения, а зна÷ит, и усиëение эффекта
"ãрубости" САУ. "Побо÷ныì" эффектоì этоãо буäет
повыøение стати÷еской то÷ности.
Диаãраììы Боäе äëя разоìкнутоãо ãëавноãо

контура систеì с реãуëятораìи Hp1(s) (непрерыв-
ная ëиния) и Hp2(s) (øтриховая ëиния) привеäены
на рис. 4.
О÷евиäно, ÷то ÷астотные свойства систеì о÷енü

бëизки. Это свиäетеëüствует о тоì, ÷то поìехоус-
той÷ивостü САУ, синтезированной преäëоженныì
ìетоäоì, буäет ìаëо отëи÷атüся от систеìы, реãу-
ëятор которой поëу÷ен на основе станäартных по-
ëиноìов.
Сëеäует заìетитü, ÷то поëожитеëüностü коэффи-

öиентов поëиноìов R(s) и C(s) при степенях выøе
второй не ãарантирует их устой÷ивости. А вкëþ÷е-
ние в контурнуþ, а теì боëее внеконтурнуþ ÷астü
систеì (сì. рис. 1), неустой÷ивых звенüев не позво-
ëит обеспе÷итü параìетри÷ескуþ ãрубостü САУ.
Поэтоìу необхоäиìо оöениватü свойства поëино-
ìов реãуëятора в кажäоì отäеëüноì сëу÷ае.
В рассìатриваеìоì приìере зна÷ения корней

поëиноìов ÷исëитеëя и знаìенатеëя переäато÷ных
функöий Hp1(s) и Hp2(s) соответственно равны

R(s): s1 = –38,5, s2, 3 = –15,5 ± i24,9;
C(s): s1 = –1,32, s2, 3 = –2,55 ± i4,21;
R(s): s1 = –67, s2, 3 = –27,5 ± i43,8;
C(s): s1 = –2,89, s2, 3 = –3,41 ± i3,88.

Заключение

1. Испоëüзование разбиения характеристи÷е-
скоãо поëиноìа САУ на "быструþ" и "ìеäëеннуþ"
÷асти в раìках ìетоäа ìоäаëüноãо управëения в
поëиноìиаëüной трактовке позвоëяет обеспе÷итü
äинаìи÷ескиì систеìаì свойство параìетри÷е-
ской ãрубости.

2. Возìожностü варüирования теìпа "быстрых"
проöессов äает возìожностü раöионаëüноãо выбо-
ра зна÷ения коэффиöиентов реãуëятора äëя еãо по-
сëеäуþщей техни÷еской реаëизаöии.

3. Связü коэффиöиента петëевоãо усиëения и
стати÷еской то÷ности САУ позвоëяет также повы-
ситü стати÷ескуþ то÷ностü синтезируеìых систеì.
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Приложение 1

Пустü A(s) = aks
k — поëиноì степени n от s,

при÷еì an = 1; D(s) = dks
k — поëиноì степени

2n – 1 от s, при÷еì коэффиöиенты dk = dk(Ω) зависят

от поëожитеëüноãо параìетра Ω: dk = Ω2n – 1 – k

при кажäоì k = 0, 1, ..., 2n – 1, ãäе  > 0.

Рассìотриì уравнение

A(s)C(s) + b0R(s) = D(s), (*)

ãäе C(s) = cks
k, R(s) = rks

k — неизвестные

поëиноìы степени n – 1 от s, b0 > 0 — поëожитеëü-
ное ÷исëо.

Теорема

1. При кажäоì Ω ∈ (0; +∞) уравнение (*) иìеет
еäинственное реøение, т.е. уравнение (*) оäнозна÷-
но опреäеëяет 2n – 1 функöий ck = ck(Ω), rk = rk(Ω),
k = 0, 1, ..., n – 1.

2. Существует Ω0, зависящее тоëüко от ak, b0 и
, такое ÷то
а) ck(Ω) > 0, rk(Ω) > 0 при Ω >  Ω0, k = 0, 1, ..., n – 1;
б) функöии ck(Ω), rk(Ω) возрастаþт к +∞ на про-

ìежутке Ω ∈ (Ω0; +∞) при кажäоì k = 0, 1, ..., n – 1.
Потребуþтся сëеäуþщие вспоìоãатеëüные ут-

вержäения и опреäеëения.

Утверждение 1. Пустü T =  — нижнетре-

уãоëüная ìатриöа с опреäеëитеëеì, равныì произ-
веäениþ ее эëеìентов, стоящих на ãëавной äиаãо-

наëи: detT = tkk [21], при÷еì tkk > 0 при всех

k = . Зафиксируеì ноìер стоëбöа 1 m i0 m m.
Тоãäа
1) Aki = 0 äëя всех k таких, ÷то i0 m k m m;

2)  = tkk > 0.

Из 1), 2) сëеäует, ÷то наибоëüøий инäекс k, äëя
котороãо  ≠ 0, равен i0, при этоì  > 0. Зäесü

Aki = (–1)k + iΔki — аëãебраи÷еские äопоëнения со-
ответствуþщих эëеìентов tki ìатриöы T.
Доказательство утверждения 1.
Зафиксируеì ноìер строки k0 такой, ÷то i0m k0m m,

и рассìотриì ìатриöу T = { } , поëу÷аþщуþ-

ся из ìатриöы T путеì вы÷еркивания i0-ãо стоëбöа
и k0-й строки, тоãäа  = detT ′ — соответствуþ-

щий ìинор эëеìента  исхоäной ìатриöы.

Докажеì, ÷то тоãäа T ′ — нижнетреуãоëüная ìат-
риöа, т.е. ÷то  = 0, есëи k ≠ i.

Неравенства

(+)

озна÷аþт, ÷то при k > k0 иìеет ìесто неравенство
i > i0 (ëибо тоãäа i0 m k0 m k < i), поэтоìу при вы-
поëнении (+) ìоãут иìетü ìесто тоëüко три сëу÷ая:

(1)

(2)

(3)

В сëу÷ае (1):  = tki = 0 (так как k < i) и T —
нижнетреуãоëüная.
В сëу÷ае (2):  = tk, i + 1 = 0 (так как k < i < i + 1).
В сëу÷ае (3):  = tk + 1, i + 1 = 0 (так как k + 1 <

< i + 1).
Такиì образоì, в ëþбоì сëу÷ае из неравенства

k < i сëеäует, ÷то  = 0, и ìатриöа T ′ — нижне-

треуãоëüная. Тоãäа  = detT ′ = .

Преäпоëожиì, ÷то i0 < k0 m m. Тоãäа i0 m m – 1

и  = |Случай 2| =  = 0, поэтоìу  =

=  = 0 (произвеäение соäержит ìножитеëü

 = 0), сëеäоватеëüно и  =  = 0,

есëи k0 > i0, и 1) äоказано.
Преäпоëожиì, ÷то k0 = i0, тоãäа ëибо k < k0 и

= tkk, ëибо k l k0, и тоãäа  = tk + 1, k + 1, по-

этоìу в сëу÷ае 2) (k0 = i0) буäеì иìетü  =

=  = detT ′ = tkk = tkk > 0.

Утверждение 1 доказано.
Так как преäпоëаãается иссëеäоватü зависи-

ìостü коэффиöиентов поëиноìов реãуëятора от Ω,
ввеäеì в рассìотрение поëиноì P(Ω).

Утверждение 2. Пустü P(Ω) = αkΩk — по-

ëиноì от Ω с поëожитеëüныì старøиì коэффиöи-
ентоì αm > 0. Тоãäа существует Ω0 > 0 такое, ÷то:

1) P(Ω) > 0 при всех Ω > Ω0;
2) поëиноì P(Ω) возрастает к +∞ на интерваëе

Ω ∈ (Ω0; +∞).
Доказательство утверждения 2.

Так как αk > 0, то P(Ω) = αkΩk =

= Ωm αkΩk –m=+∞ (так как αk Ѕ

Ѕ Ωk – m = αm). Сëеäоватеëüно, найäется ÷исëо
Ω1 > 0 такое, ÷то P(Ω) > 0 при всех Ω ∈ (Ω1; +∞).

k 0=

n

∑

k 0=

2n 1–

∑

dk′

dk′

k 0=

n 1–

∑
k 0=

n 1–

∑

dk′

{tki}k i,
m

k 1=

m

∏

1 m,

Ai0i0
1

ti0i0
------

k 1=

m

∏

Aki0
Ai0i0

tki′ k i, 1=
m 1–

Δk0i0
tk0i0

tki′

i0 m k0;
k < i

k < k0;
i < i0;
k < k0;
i l i0;
k l k0;
i > i0.

tki′

tki′
tki′

tki′

Δk0i0
 

k 1=

m 1–

∏ tkk′

ti0i0
′ ti0 i0 1+, Δk0i0

 
k 1=

m 1–

∏ tkk′

ti0i0
′ Ak0i0

1–( )
k0 i0+

Δk0i0

tkk′ tkk′

Ai0i0

1–( )
i0 i0+

Δi0i0
k i0≠
∏

1
ti0i0
------

k 1=

m

∏

 
k 0=

m
∑

lim
Ω → +∞

lim
Ω → +∞

 
k 0=

m
∑

lim
Ω → +∞

 
k 0=

m
∑ lim

Ω → +∞
 

k 0=

m
∑
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Рассìотриì произвоäнуþ P ′(Ω) = kαkΩk – 1

— поëиноì степени m – 1 с поëожитеëüныì стар-
øиì коэффиöиентоì kαk > 0.

P ′(Ω) = kαkΩk – 1 =

= Ωm – 1 kαkΩk – m = +∞,

зна÷ит, найäется ÷исëо Ω2 > 0 такое, ÷то P ′(Ω) > 0
при всех Ω ∈ (Ω2; +∞).
Обозна÷иì Ω0 = max{Ω1; Ω2}. Тоãäа P ′(Ω) > 0

при всех Ω ∈ (Ω0; +∞), и функöия P(Ω) ìонотонно
возрастает на проìежутке (Ω0; +∞). Кроìе тоãо,

P(Ω) > 0 при Ω ∈ (Ω0; +∞) и P(Ω) = +∞.

Утверждение 2 доказано.
Доказательство теоремы.
Поäставиì в уравнение (*)

A(s) = aks
k, D(s) = dks

k,

C(s) = cks
k, R(s) = rks

k:

+b0  = dks
k.

(**)

Приравняв в уравнении (**) коэффиöиенты при
оäинаковых степенях s, стоящих в ëевой и правой
÷астях, поëу÷иì систеìу из 2n ëинейных уравне-
ний относитеëüно 2n неизвестных cn – 1, cn – 2, ..., c0,
rn – 1, rn – 2, ..., r0.
Матриöа T äанной систеìы разìерности 2n Ѕ 2n —

нижнетреуãоëüная:

T = .

По ãëавной äиаãонаëи ìатриöы T стоят n ÷исеë
an и n ÷исеë b0. Обозна÷ив сn – 1 = x1, сn – 2 = x2, ...,
c0 = xn, rn – 1 = xn + 1, ..., r0 = x2n,

X = , D = ,

поëу÷иì записü систеìы в ìатри÷ноì виäе [20]:

TX = D. (***)

Так как T — нижнетреуãоëüная ìатриöа, то [21]

Δ =detT = tkk =  > 0,

и по теореìе Краìера систеìа (***) äëя ëþбоãо
стоëбöа T иìеет еäинственное реøение, опреäе-

ëяеìое по форìуëе Краìера: xi = , ãäе Δi — оп-

реäеëитеëü ìатриöы, поëу÷енной из ìатриöы T пу-
теì заìены i-ãо стоëбöа на D.
При кажäоì i =  разëожиì опреäеëитеëü Δi

по i-ìу стоëбöу:

Δi = d2n – kAki = Ωk – 1Aki,

ãäе Aki — аëãебраи÷еские äопоëнения соответст-
вуþщих эëеìентов tki ìатриöы T.
Матриöа T уäовëетворяет усëовияì утвержäе-

ния 1, так как она нижнетреуãоëüная и по ее ãëав-
ной äиаãонаëи стоят ÷исëа an > 0 и b0 > 0. Сëеäо-
ватеëüно, по утвержäениþ 1 Aki = 0 при k > i и Aki =
= Aii > 0 при k = i.

Такиì образоì, Δi = Ωk – 1Aki при каж-

äоì i = 1, 2, ..., 2n и xi(Ω)=  = Ωk – 1Aki —

поëиноì степени i – 1 со старøиì коэффиöиентоì

Aii > 0.

Тоãäа по утвержäениþ 2 äëя кажäоãо i = 1, 2, ..., 2n
найäется ÷исëо Ω0i > 0 такое, ÷то

1) xi(Ω) > 0 при всех Ω ∈ (Ω0i; +∞);
2) функöия xi(Ω) возрастает к +∞ на проìежутке

(Ω0i; +∞).
Пустü Ω0 = Ω0i > 0.

Тоãäа при Ω ∈ (Ω0; +∞) xi(Ω) > 0 при всех i = 1,
2, ..., 2n; функöии xi(Ω) возрастаþт к +∞ на (Ω0;
+∞) при кажäоì i = 1, 2, ..., 2n.
Теорема доказана.
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Приложение 2

Утверждение
При кажäоì i = 0, 1, ..., n – 1 иìеет ìесто равен-

ство  = +∞, в ÷астности =

+∞.
Доказательство

ci(Ω) = xn – i = = γ2n – kAk, n – i Ω
k – 1 —

поëиноì степени n – 1 – i со старøиì коэффиöи-

ентоì γn + iAn + i, n – i > 0,

ri(Ω)=x2n – i= = γ2n – kAk, 2n – i Ω
k – 1 —

поëиноì степени 2n – 1 – i со старøиì коэффи-

öиентоì γiA2n – i, 2n – i > 0.

Поэтоìу

 =  =

=  =

= Ωn

при Ω → +∞, сëеäоватеëüно

 ≈ Ωn → +∞

при Ω → +∞.
Зна÷ит и

 = +∞.

Method of Large Coefficients in Synthesis
of the Parametrically Robust Systems of Modal Control

V. V. Tyutikov, tvv@ispu.ru , I. V. Vershinin, vershinin.ivan@list.ru, A. B. Sokolov, higher@math.ispu.ru,
Ivanovo State Power University, Ivanovo, 153003, Russian Federation

Corresponding author: Tyutikov Vladimir V., D. Sc., Professor,
Ivanovo State Power University, Ivanovo, 153003, Russian Federation,

e-mail: tvv@ispu.ru

Received on June 17, 2016
Accepted on June 27, 2016

Parametric robustness is an important property of the systems synthesized by analytical methods. The article presents a
solution to the problem of the parametrical robustness of the modal control systems with polynomial regulators, during which
the parameters can vary in a wide range. The authors investigate a possible application of the approach, the basis of which
is the use of a high coefficient of amplification in the control path. They also analyze certain methods of the robust systems’
synthesis: the method of high coefficients of amplification by V. M. Meerov and the method of localization (control with the
use of higher derivative) by A. S. Vostrikov. Their advantages and disadvantages are noted. The methodology of the synthesis
of the automatic control single-loop system with polynomial regulators is proposed, it guarantees both a high coefficient of am-
plification in the control path and the necessary quality of the transients (operating speed and nature of the process). A high
coefficient of amplification ensures the parametrical robustness and high static accuracy for the system. The methodology is
based on the formation of a characteristic system of a polynom with two groups of roots: "fast" and "slow", the former one en-
sures a high coefficient of amplification and, consequently, a parametrical robustness, the latter ensures the quality of the tran-
sients. A possibility of variation within the magnitude of the "fast" roots of the characteristic polynom allows us to choose the
rate of the automatic control of the system’s robustness. The article presents versions of synthesis of the regulators with an ir-
regular (physically unrealizable, differential), and a regular (physically realizable) transfer functions. The research based on
a computing experiment with the use of the mathematical model of the typical dual-mass electromechanical object and variation of
the control member moment of inertia as a parameter, most susceptible to alternation, confirmed the efficiency of the proposed
synthesis methodology. In the supplement the authors provide confirmation of the given approach allowing one to increase the
coefficient of amplification with preservation of the quality of the transients.
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ПИД регулятор как платформа для реализации
адаптивных законов управления электроприводом

Введение

Новые техноëоãии проектирования аëãоритìи-
÷ескоãо обеспе÷ения систеì управëения äвижени-
еì [1], основанные на конöепöиях обратных заäа÷
äинаìики и ëокаëüной оптиìизаöии, привоäят к
анаëити÷ескиì выраженияì äëя законов аäаптив-
ноãо управëения с неявныìи этаëонныìи ìоäеëя-
ìи, преäназна÷енных äëя управëения такиìи äи-
наìи÷ескиìи объектаìи, которые иìеþт непоëное
описание иëи параìетры которых ìоãут сущест-

венно изìенятüся в проöессе функöионирования.
Реãуëяторы, реаëизуþщие такие законы управëения,
приäаþт построенныì на их основе заìкнутыì
систеìаì аäаптивные свойства, а их структурная
интерпретаöия позвоëяет увиäетü знакоìые о÷ерта-
ния траäиöионноãо ПИД реãуëятора. Это навоäит
на ìысëü о возìожной реаëизаöии новых законов
аäаптивноãо управëения äëя существуþщих эëек-
тропривоäов постоянноãо тока, оборуäованных
траäиöионныìи реãуëятораìи. При этоì проöеäура

Ставится и решается задача аналитического конструирования закона прямого адаптивного управления электроприводом.
Показано, что сконструированный закон может быть реализован на аналоговой либо компьютерной платформе ПИД регу-
лятора. При этом традиционный ПИД регулятор преобразуется в адаптивный просто путем изменения параметров его на-
стройки при неизменном элементном составе, включающем интегратор, дифференциатор и усилители.
Ключевые слова: адаптация, градиентный метод, закон управления, локальная оптимизация, адаптивный регулятор, ПИД

регулятор, электропривод
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сìены закона управëения своäится просто к уста-
новке новых зна÷ений параìетров настройки вхо-
äящеãо в состав эëектропривоäа ПИД реãуëятора.
Важно отìетитü, ÷то построенный такиì образоì
реãуëятор не иìеет ни÷еãо общеãо (кроìе структу-
ры) с траäиöионныì ПИД реãуëятороì, история
котороãо на÷инается с работы [2] и нас÷итывает
ìножество нау÷ных статей и патентов, среäи кото-
рых ìожно выäеëитü пубëикаöии [3—5], изäанные
коìпанией Springer—Verlag. Гëавное отëи÷ие ПИД
реãуëятора с аäаптивныì законоì управëения от
траäиöионноãо ПИД реãуëятора закëþ÷ается в
тоì, ÷то äëя синтеза параìетров еãо настройки не
требуется иäентификаöия параìетров ìоäеëи объ-
екта управëения. При этоì пëатфорìа ПИД реãу-
ëятора рассìатривается как вы÷исëитеëüное уст-
ройство, соäержащее ëинейные операторы аëãеб-
раи÷ескоãо сëожения, интеãрирования и
äифференöирования. Наприìер, в сëу÷ае реаëиза-
öии непрерывноãо закона управëения такая пëат-
форìа иãрает роëü АВМ (анаëоãовой вы÷исëитеëü-
ной ìаøины). Такиì образоì, есëи закон аäаптив-
ноãо управëения ìожет бытü преäставëен
суперпозиöией операторов, вхоäящих в состав
пëатфорìы ПИД реãуëятора, то она ìожет бытü
испоëüзована в ка÷естве аäаптивноãо реãуëятора
без каких-ëибо конструктивных изìенений.
В настоящее вреìя общепринятой ìожно с÷итатü

конöепöиþ аäаптивноãо управëения как управëе-
ния в усëовиях непоëной инфорìаöии о ìоäеëях
объекта и у÷итываеìых возäействий внеøней сре-
äы на систеìу [6]. В статüе авторы приäерживаþтся
конöепöии пряìой аäаптаöии как текущей ÷исëен-
ной оптиìизаöии. При этоì в отëи÷ие от аäаптив-
ных систеì управëения эëектропривоäоì с сиãнаëü-
ной саìонастройкой, а также с саìонастройкой
параìетров реãуëятора [7] приìеняется активная
автоìати÷еская оптиìизаöия основноãо контура
систеìы по ëокаëüноìу критериþ в проöессе те-
кущеãо управëения (ëокаëüная оптиìизаöия). Ос-
новная пробëеìа такоãо поäхоäа закëþ÷ается
в форìировании обобщенной оøибки управëения,
совокупно соäержащей инфорìаöиþ обо всех не-
контроëируеìых изìенениях характеристик объекта
и возäействиях внеøней среäы, которая вкëþ÷ает-
ся в выбранный критерий оптиìизаöии. Друãая
пробëеìа состоит в необхоäиìости ãарантирован-
ной äостижиìости öеëевых усëовий, в первуþ о÷е-
реäü, усëовий устой÷ивости всех траекторий сис-
теìы при заäанных на÷аëüных усëовиях в äопусти-
ìой обëасти параìетров и состояния. Эти пробëеìы
сняты путеì преäставëения обобщенной оøибки
управëения в виäе разности (невязки) произвоäной
управëяеìой коорäинаты объекта и соответствуþ-
щей произвоäной переìенной этаëонной ìоäеëи и
выбора в роëи ëокаëüных критериев оптиìизаöии
соответствуþщих выражений äëя кваäрата такой
невязки [1].
Приìенение новой техноëоãии в статüе иëëþ-

стрируется на приìере проектирования аäаптив-

ноãо сëеäящеãо эëектропривоäа, преäназна÷енно-
ãо äëя реãуëирования скорости äвиãатеëя постоян-
ноãо тока с независиìыì возбужäениеì в усëовиях
неконтроëируеìоãо изìенения еãо параìетров и
наãрузки на ваëу. При этоì öеëüþ явëяëосü поëу-
÷ение и иссëеäование закона управëения äëя аäап-
тивноãо реãуëятора и на этой основе построение
соответствуþщей структуры, приãоäной äëя реаëи-
заöии на пëатфорìе траäиöионноãо ПИД реãуëя-
тора, а также синтез еãо параìетров, опреäеëяþ-
щих жеëаеìые стати÷еские и äинаìи÷еские свой-
ства проектируеìоãо аäаптивноãо эëектропривоäа.
Резуëüтаты äеìонстрируþтся на приìерах ìоäеëи-
рования аäаптивноãо эëектропривоäа с поìощüþ
виртуаëüных ìоäеëей эëеìентов сиëовой эëектро-
ники и эëектроäвиãатеëей, а также виртуаëüных
ìоäеëей анаëоãовых вы÷исëитеëüных устройств в
виäе усиëитеëей, интеãраторов, äифференöиато-
ров и суììаторов, образуþщих вы÷исëитеëüнуþ
пëатфорìу ПИД реãуëятора, которые вхоäят в со-
став бибëиотеки среäы визуаëüноãо ìоäеëи-
рования SIMULINK.

Постановка задачи
адаптивного управления слежением

Пустü объект управëения описывается äиффе-
ренöиаëüныì уравнениеì

(t) + a1 (t) + a0x(t) = b0u(t) (1)

с на÷аëüныìи усëовияìи

t = 0: x(0) = x0, (0) = , (2)

ãäе u(t) — управëяþщее возäействие; x(t) — управ-
ëяеìая переìенная; b0 — коэффиöиент усиëения
объекта управëения; a1, a0 — неизвестные параìетры.
Ставится заäа÷а найти такое управëение u(x, , t)

в форìе обратной связи, которое обеспе÷ит режиì
сëежения выхоäа x(t) за произвоëüныì вхоäныì
сиãнаëоì r(t). При этоì потребуеì, ÷тобы возìож-
ное откëонение

δ(t) = r(t) – x(t) (3)

быëо ис÷езаþщей функöией вреìени, повеäение
которой в проöессе управëяеìоãо äвижения соот-
ветствоваëо бы некотороìу этаëонноìу проöессу,
опреäеëяеìоìу äифференöиаëüныì уравнениеì

 + h1  + h0δ = 0, h0, h1 > 0, (4)

ãäе коэффиöиенты h0 и h1 выбираþтся такиìи, ÷тобы
äëитеëüностü и характер затухания этаëонноãо про-
öесса соответствоваëи заäанныì техни÷ескиì ус-
ëовияì.
Степенü прибëижения выхоäноãо и вхоäноãо про-

öессов буäеì оöениватü в хоäе функöионирования
сëеäящей систеìы зна÷ениеì öеëевой функöии

G(u) = [ (t) – (t, u)]2, t l 0, (5)

x·· x·

x· x·0

x·

δ·· δ·

1
2
-- x··* x··



Мехатроника, автоматизация, управление, Том 17, № 12, 2016 811

ãäе G(u) ìожно рассìатриватü как норìированное
по ìассе зна÷ение энерãии ускорения [1]; (t) —
требуеìое ускорение, обеспе÷иваþщее в соответ-
ствии с выбранныìи коэффиöиентаìи h0 и h1 урав-
нения (4) жеëаеìое повеäение δ(t) → 0; (t, u) — ус-
корение выхоäной коорäинаты, вызванное äейст-
виеì управëяþщей функöии u(x, , t). Чеì ìенüøе
веëи÷ина G(u), теì в боëüøей степени проöессы x(t)
и r(t) в систеìе сбëижаþтся. Цеëевая функöия (5),
иãраþщая роëü ëокаëüноãо критерия оптиìизаöии,
в рассìатриваеìоì сëу÷ае сëужит оäновреìенно
критериеì управëения и öеëевыì усëовиеì аäап-
таöии, а в роëи физи÷ески реаëизуеìоãо арãуìента
öеëевой функöии выступает текущее зна÷ение сиã-
наëа, соответствуþщеãо функöии управëения.

Конструирование адаптивного закона 
управления слежением

Реøение поставëенной заäа÷и конструирования
закона управëения, опреäеëяþщеãо управëяþщуþ
функöиþ u(t), обеспе÷иваþщуþ жеëаеìое повеäение
δ(t) → 0 в проöессе функöионирования заìкнутой
систеìы, буäеì выпоëнятü исхоäя из требования,
÷тобы на траекториях управëяеìоãо äвижения зна-
÷ения критерия (5) в кажäый ìоìент вреìени при-
наäëежаëи ìаëой окрестности еãо ìиниìуìа. Реøе-
ние этой обратной заäа÷и äинаìики выпоëниì путеì
ìиниìизаöии (5) ìетоäоì ãраäиентноãо спуска.
В соответствии с этиì ìетоäоì отыскания minG(u)
аëãоритì вы÷исëения оптиìаëüноãо управëения
приìет виä [8]

 = –λ , (6)

ãäе λ = const — характеризует скоростü, с которой
управëение u(t) прибëижается к оптиìаëüноìу зна-
÷ениþ uopt. Уравнение (6) ìожно преобразоватü к
виäу, опреäеëяþщеìу искоìый закон управëения
как реøение äифференöиаëüноãо уравнения

 = λb0[  – (t, u)] (7)

с на÷аëüныìи усëовияìи, заäаþщиìи на÷аëüное
состояние систеìы.
Анаëиз уравнения (1) показывает, ÷то изìене-

ние какоãо-ëибо из параìетров объекта a0, a1 (иëи
всех вìесте) привоäит к изìенениþ произвоäной
(ускорения) (t, u), ÷то в соответствии с аëãорит-
ìоì реøения уравнения (7) обеспе÷ит рас÷ет опти-
ìаëüноãо управëения на текущий ìоìент вреìени
äëя новых усëовий функöионирования систеìы.
При этоì важно отìетитü, ÷то äействие внеøних
возäействий на объект в виäе возìущений также
привоäит к изìенениþ этоãо ускорения относи-
теëüно еãо этаëонноãо зна÷ения  и, сëеäоватеëü-
но, к изìенениþ зна÷ения G(u).

Даëее опреäеëиì зна÷ение произвоäной ,
при котороì в проöессе управëения теорети÷ески
то÷но выпоëняется равенство

r(t) – x(t) = 0.

С у÷етоì (4) иìееì

 =  + h1(  – ) + h0(r – x). (8)

Поäставëяя выражение (8) в уравнение (7) и вы-
поëняя интеãрирование ëевой и правой ÷астей по-
ëу÷енноãо äифференöиаëüноãо уравнения при ну-
ëевых на÷аëüных усëовиях, поëу÷аеì искоìый за-
кон аäаптивноãо управëения в виäе

u(t) = k[h1(r – x) + h0 (r – x)dt + (  – )], (9)

ãäе k = λb0 — коэффиöиент усиëения аäаптивноãо
реãуëятора.
Структурная схеìа аäаптивноãо реãуëятора, со-

ответствуþщая закону управëения (9), привеäена
на рис. 1, ãäе эëеìент структуры, выпоëняþщий
операöиþ äифференöирования, преäставëен в виäе
реаëüноãо äифференöируþщеãо устройства с по-
стоянной вреìени Td.
Как сëеäует из рис. 1, структура аäаптивноãо ре-

ãуëятора в то÷ности повторяет структурнуþ схеìу
траäиöионноãо ПИД реãуëятора.

Синтез параметров и настройка 
адаптивного регулятора

Заäа÷а синтеза своäится к выбору параìетра λ,
коэффиöиента усиëения k, а также вы÷исëениþ
параìетров h0, h1 этаëонноãо проöесса (4), которые
оäновреìенно явëяþтся параìетраìи аäаптивноãо
реãуëятора. Вëияние параìетра λ на свойства заì-
кнутой систеìы управëения с реãуëятороì, реаëи-
зуþщиì сконструированный закон управëения (9),
ìожно иссëеäоватü, рассìатривая функöиþ

(t) = u(t) – uopt, ãäе uopt = const,

x··*
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Рис. 1. Структурная схема (S-модель) блока адаптивного регу-
лятора с законом управления (9)
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характеризуþщуþ текущее откëонение (t) управ-
ëяþщей функöии u(t) относитеëüно ее оптиìаëü-
ноãо зна÷ения uopt и уäовëетворяþщуþ äифферен-
öиаëüноìу уравнениþ

 + λ  = 0; (t0) = ; t ∈ [t0, tf],

реøение котороãо с указанныìи на÷аëüныìи ус-
ëовияìи иìеет виä

(t) = exp(–λ t), t ∈ [t0, tf ]. (10)

Из выражения (10) сëеäует, ÷то при t → ∞ от-
кëонение управëяþщей функöии (t) от ее опти-
ìаëüноãо зна÷ения uopt по экспоненте стреìится к
нуëþ, при÷еì скоростü этоãо стреìëения опреäе-
ëяется веëи÷иной

λ  = 1/τa, (11)

ãäе τa — постоянная вреìени проöесса аäаптаöии,
который характеризует äвижение управëяþщей
функöии от ее на÷аëüноãо зна÷ения äо оптиìаëü-
ноãо. При этоì необхоäиìыì и äостато÷ныì усëо-
виеì устой÷ивости этоãо проöесса явëяется выпоë-
нение неравенства λ > 0. Есëи заäатü жеëаеìое вреìя
аäаптаöии tpa, соответствуþщее вреìени перехоä-
ноãо проöесса в äинаìи÷еской систеìе первоãо по-
ряäка, связанноãо с аäаптаöией, то зна÷ение по-
стоянной вреìени аäаптаöии опреäеëится извест-
ныì соотноøениеì

τa = tpa/3. (12)

У÷итывая (11) и (12), ìожно записатü выраже-
ние äëя зна÷ения параìетра λ в виäе

λ = 3/ tpa, (13)

ãäе b0 — коэффиöиент усиëения объекта управëе-
ния; tpa — вреìя аäаптаöии.
Вы÷исëение параìетров h0, h1, соответствуþщих

этаëонноìу проöессу, которые опреäеëяþтся тре-
буеìыìи показатеëяìи ка÷ества перехоäной ха-
рактеристики проектируеìой систеìы управëе-
ния, ìожно выпоëнитü ìетоäаìи, привеäенныìи в
работе [9]. Наприìер, есëи этаëонный проöесс (4)
выбран в форìе äифференöиаëüноãо уравнения
второãо поряäка, то параìетры h0, h1 этаëонноãо
проöесса ìожно вы÷исëитü по форìуëаì

h1 = 2ζ/τ, h0 = 1/τ2, (14)

ãäе ζ и τ — äекреìент затухания и постоянная вре-
ìени этаëонноãо проöесса.
При настройке заìкнутой систеìы управëения

эëектропривоäоì на техни÷еский оптиìуì (опти-
ìуì по ìоäуëþ) [10] параìетры этаëонной ìоäеëи
сëеäует выбиратü из сëеäуþщих соотноøений:

ζ = 0,707 и τ = tp/8,4 (с),

ãäе tp — жеëаеìое вреìя перехоäной характеристи-
ки проектируеìоãо привоäа.
Есëи принятü, ÷то вреìя аäаптаöии tpa äоëжно

бытü на поряäок ìенüøе вреìени tp перехоäной ха-
рактеристики, то коэффиöиент k, вхоäящий в вы-
ражение (9), вы÷исëяется с у÷етоì форìуëы (13)
сëеäуþщиì образоì:

k = , (15)

ãäе b0 — коэффиöиент усиëения объекта управëе-
ния; tp = 10tpa.
Можно показатü, ÷то неоãрани÷енное увеëи÷е-

ние коэффиöиента усиëения k не привоäит к по-
тере устой÷ивости заìкнутой систеìы с аäаптив-
ныì реãуëятороì. Рассìотриì уравнение объекта
управëения (1), äифференöиаëüный закон управ-
ëения в форìе (7) и соотноøение (4). В öеëях по-
ëу÷ения уравнения заìкнутой систеìы управëения,
соäержащей в своеì составе аäаптивный реãуëя-
тор, проäифференöируеì обе ÷асти уравнения (1),
преäпоëаãая äифференöируеìостü функöии u(t),
а также приниìая b0 ≠ 0, и перепиøеì еãо в виäе

 =  +  + . (16)

Приравнивая (16) и (7), разäеëиì на λ > 0 обе
÷асти поëу÷енноãо уравнения. Иìееì

 +  +  =

=  + h1(  – ) + h0(r – x) – . (17)

Уравнение (17), в состав котороãо вхоäит посто-
янный параìетр b0, соответствуþщий коэффиöи-
енту усиëения объекта управëения, и настраивае-
ìый параìетр λ, характеризует äинаìи÷еские и
стати÷еские свойства заìкнутой систеìы с аäап-
тивныì реãуëятороì. Приниìая во вниìание, ÷то
в соответствии с законоì (9) k = λb0, рассìотриì
повеäение (17) при k → ∞. Иìееì

(  + a1  + a0 ) =

= (  – ) + h1(  – ) + h0(r – x),

откуäа с у÷етоì (4) сëеäует

 + h1  + h0δ = 0. (18)

Уравнение (18) поëностüþ совпаäает с оäнороä-
ныì äифференöиаëüныì уравнениеì этаëонноãо
проöесса (4), реøение котороãо при выборе пара-
ìетров h0, h1 > 0 явëяется асиìптоти÷ески устой-
÷ивыì. Это озна÷ает, ÷то при t → ∞ этаëонный
проöесс δ(t) → 0. Такиì образоì, увеëи÷ение ко-
эффиöиента усиëения k аäаптивноãо реãуëятора
привоäит к сбëижениþ повеäения выхоäной пере-
ìенной сëеäящеãо эëектропривоäа äо соответст-
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вуþщеãо повеäения заäаþщеãо (веäущеãо) проöесса
всëеäствие δ(t) → 0. При этоì äинаìика этоãо сбëи-
жения (сëежения) буäет опреäеëятüся не тоëüко
выбороì параìетров h0, h1 > 0, а также и выбороì
параìетра k, который теорети÷ески ìожет прини-
ìатü бесконе÷ные зна÷ения при сохранении ус-
той÷ивости аäаптивноãо эëектропривоäа.
Поëу÷енные резуëüтаты свиäетеëüствуþт о тоì,

÷то теорети÷ески коэффиöиент усиëения k äëя
аäаптивноãо реãуëятора ìожно выбиратü без ис-
поëüзования форìуëы (13). Это явëяется актуаëü-
ныì, есëи параìетр b0 неизвестен. В такоì сëу÷ае
при настройке аäаптивных реãуëяторов ìожно
преäваритеëüно установитü k . λb0, а в проöессе
наëаäки при работе с конкретныì объектоì в со-
ставе заìкнутой систеìы управëения äовести еãо
äо приеìëеìых зна÷ений. Испоëüзование форìу-
ëы (13) в зна÷итеëüной степени сокращает проöесс
наëаäки и позвоëяет äости÷ü жеëаеìых резуëüта-
тов при ìиниìаëüных зна÷ениях коэффиöиента
усиëения k, ÷то снижает возìожностü возникнове-
ния нежеëатеëüных коëебатеëüных проöессов, харак-
терных äëя боëüøих усиëений в контуре управëения
аäаптивныì эëектропривоäоì. Сëеäует отìетитü,
÷то параìетр b0 ìожет бытü найäен по реãуëиро-
во÷ной характеристике эëектроäвиãатеëя как ко-
эффиöиент усиëения на ее ëинейноì у÷астке.

Моделирование адаптивного электропривода

Рассìотриì известнуþ ìоäеëü äвиãатеëя посто-
янноãо тока (ДПТ) с независиìыì возбужäениеì,
проöессы в которой описываþтся уравненияìи:

ua = Ra  + ea, J  = M – MH, n = ,

ea = kEn, M = kMia,

ãäе ua, ia, ea — напряжение, ток и противоЭДС öепи
якоря; La, Ra, Ta = La/Ra — инäуктивностü, сопро-
тивëение и постоянная вреìени öепи якоря; n, M,
MH, θ — уãëовая скоростü вращения ротора, эëек-
троìаãнитный ìоìент, ìоìент наãрузки и уãоë по-
ворота ротора; J, kE, kM — ìоìент
инерöии ротора и конструктивные
постоянные.
Виä соответствуþщей виртуаëüной

ìоäеëи систеìы управëения уãëовой
скоростüþ ДПТ с ПИД реãуëятороì,
а также зна÷ения ее параìетров при-
веäены в работе [10] и изображены
на рис. 2.
На схеìе, изображенной на рис. 2,

поìиìо ПИД реãуëятора (PID Control-
ler) и ДПТ (DC Machine) изображен
сиëовой реãуëятор, состоящий из
ìостовоãо транзисторноãо øиротно-
иìпуëüсноãо преобразоватеëя (Uni-
versal Bridge) с управëяþщиì бëокоì
(Control System), ìоäеëü котороãо

взята из бибëиотеки Simulink. Дëя привеäенной на
рис. 2 виртуаëüной ìоäеëи параìетры ПИД реãу-
ëятора, расс÷итанные на ìоäуëüный оптиìуì,
иìеþт сëеäуþщие зна÷ения [10]:

kp = 8,3/11; ki = 3,86/11; kd = 0. (19)

Иссëеäования скоростной систеìы с траäиöи-
онныì ПИД реãуëятороì и сëеäящей систеìы с
аäаптивныì реãуëятороì провоäиëи ìетоäоì ìо-
äеëирования с поìощüþ оäной и той же виртуаëü-
ной ìоäеëи, изображенной на рис. 2. При этоì ис-
сëеäуеìые систеìы разëи÷аëисü тоëüко параìетра-
ìи настройки пëатфорìы ПИД реãуëятора, на базе
которой в первоì сëу÷ае реаëизовываëся ПИД за-
кон управëения, а во второì сëу÷ае — аäаптивный.
Приниìая параìетр перехоäной характеристи-

ки эëектропривоäа с ПИД реãуëятороì tp = 0,4 с и
σ = 5 % за исхоäные äанные äëя рас÷ета аäаптив-
ноãо эëектропривоäа, ìожно найти еãо параìетры
настройки по форìуëаì (14) и (15).
Даëее äëя испоëüзования пëатфорìы ПИД реãу-

ëятора как основы äëя реаëизаöии аäаптивноãо аë-
ãоритìа управëения сëеäует присвоитü еãо типовыì
параìетраì kp, ki, kd и K зна÷ения в соответствии
со структурной схеìой, изображенной на рис. 1:

kp = h1, ki = h0, kd = 1, K = k.

Практика показаëа, ÷то при испоëüзовании ПИД
реãуëятора в составе виртуаëüной ìоäеëи, изобра-
женной на рис. 2, еãо рас÷етные параìетры сëеäует
уìенüøитü на поряäок (то÷нее, в 11 раз), как сäе-
ëано, наприìер, в работе [10]. Это объясняется
теì, ÷то в виртуаëüных ìоäеëях Sim Power System,
вхоäящих в бибëиотеку Simulink, эëектри÷еская и
ìехани÷еская постоянные kE, kM приниìаþтся
оäинаковыìи.
Искоìые параìетры, соответствуþщие аäап-

тивноìу закону управëения, вы÷исëены с по-
ìощüþ спеöиаëüной проãраììы, разìещенной в
m-файëе систеìы MATLAB, и поëу÷иëи сëеäуþ-
щие зна÷ения:

kp = 2,97, ki = 44,1, kd = 0,1; K = 26. (20)

Ta
dia
dt
------ + ia⎝ ⎠

⎛ ⎞ dn
dt
----- dθ

dr
-----

Рис. 2. Схема виртуальной модели одноконтурной скоростной системы постоянного
тока с широтно-импульсным силовым преобразователем
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Резуëüтаты ìоäеëирования привеäены на рис. 3,
ãäе в виäе ãрафиков перехоäных проöессов по уã-
ëовой скорости изображены реакöии иссëеäуеìых
систеì (перехоäные характеристики) на типовое
возäействие в виäе еäини÷ноãо ска÷ка, реаëизуе-
ìоãо бëокоì Step, а также на возìущаþщее возäей-
ствие (ìоìент наãрузки на ваëу) ступен÷атой фор-
ìы, реаëизуеìое бëокоì Step1 и приëоженное в
ìоìент вреìени t = 0,6 с (на ãрафиках, изображен-
ных на рис. 3 и äаëее на рис. 4, 5: 1 — кривые, со-
ответствуþщие проöессаì на вхоäе иссëеäуеìой
систеìы управëения, 2 — кривые проöессов на
выхоäе).
На ëевоì ãрафике рис. 3 преäставëена перехоä-

ная характеристика скоростной систеìы с траäи-
öионныì ПИД реãуëятороì, а на правоì — пере-
хоäная характеристика сëеäящей систеìы (по ско-
рости) с аäаптивныì реãуëятороì.
На рис. 4 преäставëены ãрафики реакöий обеих

систеì на возäействие в виäе ëинейной функöии

вреìени с оãрани÷ениеì, которое ìоäеëируется с
поìощüþ бëоков Ramp и Saturation, а также на сту-
пен÷атое возìущение, сìоäеëированное бëокоì
Step1 и приëоженное в ìоìент вреìени t = 0,6 с.
На ëевоì ãрафике изображены перехоäные про-
öессы в систеìе с траäиöионныì ПИД реãу-
ëятороì, а на правоì — с аäаптивныì.
На рис. 5 привеäены ãрафики перехоäных про-

öессов в иссëеäуеìых систеìах äëя сëу÷ая, коãäа
объект управëения — ДПТ с ноìинаëüной ìощно-
стüþ Pн = 0,45 кВт — заìенен äруãиì, иìеþщиì
вäвое боëüøуþ ìощностü. При этоì параìетры ис-
сëеäуеìых реãуëяторов оставаëисü неизìенныìи.
Как сëеäует из ãрафиков, изображенных на рис. 3,

перехоäная характеристика систеìы с траäиöионныì
ПИД реãуëятороì соответствует техни÷ескоìу оп-
тиìуìу, но от äействия возìущения возникает ста-
ти÷еская оøибка. Перехоäная характеристика сис-
теìы с аäаптивныì реãуëятороì не отве÷ает усëо-
вияì техни÷ескоãо оптиìуìа. Оäнако стати÷еская

оøибка отсутствует как по управ-
ëяþщеìу, так и по возìущаþщеìу
возäействияì.
Анаëиз проöессов, изображенных

на ãрафиках рис. 4, показаë, ÷то сис-
теìа с траäиöионныì ПИД реãуëято-
роì в режиìе сëежения иìеет заìет-
ное отставание, а äействие наãрузки
в виäе ìоìента на ваëу äвиãатеëя
привоäит к появëениþ стати÷еской
оøибки. Систеìа с аäаптивныì ре-
ãуëятороì, со зна÷енияìи параìет-
ров (20) обëаäает хороøиì ка÷ест-
воì и ìожет испоëüзоватüся как в
режиìе сëежения (по скорости), так
и в режиìе стабиëизаöии уãëовой
скорости. При этоì к возìущаþщиì
возäействияì она проявëяет ìаëуþ
÷увствитеëüностü.
Анаëиз перехоäных проöессов,

преäставëенных в виäе ãрафиков на
рис. 5, позвоëяет сäеëатü вывоä о тоì,
÷то заìена объекта управëения в сис-
теìе эëектропривоäа с аäаптивныì
реãуëятороì не привоäит к существен-
ноìу ухуäøениþ ка÷ества äинаìи÷е-
ских и стати÷еских характеристик
заìкнутой систеìы и не требует пе-
ренастройки параìетров реãуëятора.
В анаëоãи÷ной ситуаöии повеäение
эëектропривоäа с траäиöионныì ПИД
иëи ПИ реãуëятороì зна÷итеëüно от-
ëи÷ается от повеäения эëектропривоäа
с аäаптивныì реãуëятороì. О÷евиäно,
÷то äëя восстановëения требуеìых
показатеëей ка÷ества посëе заìены
ДПТ необхоäиìо заново выпоëнятü
рас÷ет параìетров настройки ПИД
реãуëятора с у÷етоì коэффиöиентов
ìоäеëи новоãо объекта управëения.

Рис. 5. Переходные процессы в системе с традиционным ПИД регулятором (слева)
и с адаптивным регулятором (справа) после замены в их структурах исполнитель-
ных двигателей

Рис. 4. Переходные процессы в системе с традиционным ПИД регулятором (слева)
и адаптивным (справа) как реакции на задающее воздействие и возмущение, прило-
женное в момент t = 0,6 с

Рис. 3. Переходные характеристики в скоростных системах постоянного тока с
традиционным ПИД регулятором (слева) и адаптивным (справа)
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Как быëо показано, структура аäаптивноãо ре-
ãуëятора, преäназна÷енноãо äëя обеспе÷ения рабо-
ты аäаптивноãо эëектропривоäа в сëеäящеì режи-
ìе, поëностüþ повторяет структуру траäиöионноãо
ПИД реãуëятора. При этоì структурная схеìа
аäаптивной сëеäящей систеìы (по скорости) ана-
ëоãи÷на структуре систеìы стабиëизаöии уãëовой
скорости, изображенной на рис. 2 в виäе виртуаëü-
ной ìоäеëи. Отëи÷ие тоëüко в параìетрах настрой-
ки пëатфорìы ПИД реãуëятора. Такиì образоì,
заìена параìетров траäиöионноãо ПИД реãуëято-
ра (19), работаþщеãо в систеìе эëектропривоäа в
режиìе стабиëизаöии скорости ДПТ, на параìетры
аäаптивноãо реãуëятора (20) приäает ей новые аäап-
тивные свойства и позвоëяет ей работатü не тоëüко
в режиìе стабиëизаöии с нуëевой стати÷еской
оøибкой, но и в сëеäящеì режиìе. Это наãëяäно
äеìонстрируþт резуëüтаты ìоäеëирования, приве-
äенные на рис. 4 и рис. 5.

Заключение

Сравнитеëüный анаëиз ãрафиков перехоäных
проöессов, изображенных на рис. 4 и рис. 5, при-
воäит к вывоäу, ÷то заìещение параìетров на-
стройки ПИД реãуëятора, синтезированных из ус-
ëовия техни÷ескоãо оптиìуìа, параìетраìи, обес-
пе÷иваþщиìи оптиìизаöиþ контура управëения в
соответствии с ëокаëüныì критериеì (5), перево-
äит систеìу стабиëизаöии скорости ДПТ в сëеäя-
щий режиì с нуëевой стати÷еской оøибкой. При
этоì иссëеäуеìая систеìа приобретает аäаптивные
свойства, которые набëþäаþтся при äействии па-
раìетри÷еских и коорäинатных возìущений.
Даëüнейøие иссëеäования преäпоëаãается прово-

äитü в направëении обобщения поëу÷енных резуëü-

татов äëя öифровоãо аäаптивноãо эëектропривоäа.
При этоì ìожно ãоворитü о созäании универсаëü-
ной вы÷исëитеëüной пëатфорìы, не тоëüко обеспе-
÷иваþщей реаëизаöиþ законов управëения типа (9),
но также позвоëяþщей выпоëнятü ввоä исхоäных
äанных в виäе показатеëей жеëаеìоãо ка÷ества про-
öессов в эëектропривоäе, на основе которых буäут
автоìати÷ески расс÷итыватüся параìетры на-
стройки аäаптивноãо реãуëятора.
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Innovations in designing of the algorithmic supply of the moving control systems, based on the ideas of the inverse dynamic
problem and local optimization, lead to analytic expressions for the automatic control laws of the dynamic objects with an in-
complete description or with the parameters, which may be essentially changed during operation. The controllers, which imple-
ment such control laws, provide a closed loop system of the adaptive properties, and their structural interpretation allows us to
see a familiar outline of a traditional PID controller. This gives us a chance to realize the new adaptive control laws for the existing
DC electric drives equipped with the traditional PID controllers. Thus, the procedure of changing of the control law results in
new parameters of setting of PID controller in the electric drive. In this paper the authors adhere to the concept of a direct adaptation,
current numerical optimization for the local criterion of the main loop of the control system. The main problem of such an ap-
proach is to summarize the control error containing the data about all the uncontrolled changes of the object characteristics and
environment included into the chosen optimization criterion. This problem is solved by introduction of a generalized control error
as a difference between the derivative controlled coordinate and the respective derivative variable of the model reference, and
by the use of the local quadratic criterion. Application of the new technology is demonstrated by construction of the control law
for the adaptive controller of the electric drive designed to control the speed of DC motor with an independent excitation in the
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conditions of the uncontrollable change of its parameters and shaft load. Therefore, the aim is construction and investigation of
the adaptive control laws, and designing on its basis of an appropriate structure available for use of the traditional PID controller
platform, and also the synthesis of its parameters determining the desired static and dynamic properties of the projected electric
drive. The authors present a statement and a solution to this problem. They demonstrate that the designed adaptive control law
can be implemented on a conventional PID controller platform. At the same time, a traditional PID controller is converted into
an adaptive one simply by changing of the parameter of its tuning with a constant element structure including integrator, dif-
ferentiator and amplifiers. The results are presented using the construction of the adaptive electric drive with the use of the virtual
units of the power electronic elements and electric DC motors included into SIMULINK library.

Keywords: adaptation, gradient method, control law, local optimization, adaptive controller, PID controller, electric drive
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Согласованная информационная среда
для высокодинамичной системы управления

Введение

Совреìенные öифровые систеìы управëения
(ЦСУ) преäставëяþт собой иерархи÷еские инфор-
ìаöионные структуры, эëеìентаìи которых явëя-
þтся вы÷исëитеëи, сëабозависиìые составные
÷асти объекта управëения (ОУ), äат÷ики (Д), ис-
поëнитеëüные устройства (ИУ) и совокупностü ин-
форìаöионных связей узëов — сетü.
Преäыäущие покоëения систеì управëения

строиëисü на основе анаëоãовых узëов. С ростоì
вы÷исëитеëüной ìощности и увеëи÷ениеì объеìа
паìяти ìикропроöессоров (МП) появиëасü воз-

ìожностü испоëüзования их как активных эëеìен-
тов в öифровых систеìах управëения. Кëасс заäа÷
управëения, который реøается с поìощüþ ìикро-
проöессоров, äостато÷но øирок и по сëожности
объектов управëения, и по их äинаìике.
Параëëеëüно с ростоì функöионаëüных воз-

ìожностей ìикропроöессоров росëи ожиäания по
уëу÷øениþ ка÷ества управëения, в тоì ÷исëе —
высокоäинаìи÷ныìи объектаìи, веäü со вреìени
на÷аëа испоëüзования МП в öифровых систеìах
управëения их тактовая ÷астота и объеì аäресуе-
ìой паìяти увеëи÷иëисü боëüøе ÷еì в 1000 раз [1].

Рассмотрен вопрос рациональной организации операций ввода—вывода для высокодинамичной цифровой системы управления
(ЦСУ). Требуемая динамика ЦСУ достигнута за счет вынесения операций ввода—вывода в отдельный аппаратный узел — активную
периферийную подсистему. Разработанная модель согласованной информационной среды для ЦСУ позволяет точнее оценивать дли-
тельности всех фаз цикла регулирования и упрощает логику взаимодействия частей программного обеспечения цикла управления.
Ключевые слова: высокодинамичная система управления, активная периферийная подсистема, модель согласованной ин-

формационной среды, периферийные устройства
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Но стоëü же существенноãо ска÷ка в ка÷естве управ-
ëения высокоäинаìи÷ныìи объектаìи не произо-
øëо. Лоãи÷но преäпоëожитü, ÷то при÷ина этоãо
кроется не в свойствах проãраììно управëяеìоãо
яäра МП, а в способе поäãотовки äанных и орãа-
низаöии вы÷исëений в еäиной инфорìаöионной
среäе öифровой систеìы управëения.
Проãраììно управëяеìое яäро — саìый быст-

рый узеë ìикропроöессора, скоростü котороãо тра-
äиöионно рассìатривается как основная характе-
ристика, опреäеëяþщая äинаìику систеìы управ-
ëения. Сëеäуþщий эëеìент ìикропроöессора,
вëияþщий на скоростü испоëнения заäа÷ управëе-
ния, — систеìа интерфейсов с периферийныìи
устройстваìи [2]. Широко испоëüзуеìое в настоя-
щее вреìя проãраììное управëение интерфейсаìи
ввоäа—вывоäа не раöионаëüно, так как с поìощüþ
проãраììно управëяеìых яäер сëожно анаëизиро-
ватü и синтезироватü вреìенные интерваëы, а ра-
бота с интерфейсаìи (т.е. с периферийныìи уст-
ройстваìи) как раз происхоäит во вреìенной об-
ëасти. Поэтоìу перенос функöии управëения
интерфейсаìи в отäеëüнуþ аппаратуру, по наøеìу
ìнениþ, позвоëит реøитü заäа÷у быстроãо управ-
ëения периферийныìи устройстваìи. Чтобы соот-
ветствоватü новыì скоростныì параìетраì пери-
ферийной поäсистеìы, äруãоãо реøения потребует
реаëизаöия функöии обìена äанныìи ìежäу ней и
проãраììно управëяеìыì яäроì.
Отсутствие раöионаëüной ìетоäики коìпëек-

сирования разнообразных периферийных устройств
в высокоäинаìи÷ных öифровых систеìах управëе-
ния затруäняет äостижение нужноãо ìасøтаба ре-
аëüноãо вреìени в систеìах управëения все боëее
сëожныìи объектаìи, с постоянно увеëи÷иваþ-
щиìся ÷исëоì периферийных устройств. Поэтоìу
основное вниìание в работе буäет уäеëено воз-
ìожности построения поäсистеìы ввоäа—вывоäа
как еäиноãо типовоãо узëа öентраëüноãо вы÷исëи-
теëя ЦСУ. Как буäет показано ниже, выäеëение
поäсистеìы ввоäа—вывоäа в отäеëüный, автоноìно
работаþщий узеë, позвоëяет упроститü проãраììнуþ
обработку в öикëе управëения и при той же вы÷ис-
ëитеëüной ìощности ìикропроöессора повыситü
ка÷ество и äинаìику систеìы управëения.
Даëее провеäеì анаëиз инфорìаöионных про-

öессов в öифровых систеìах управëения.

Общая структура систем управления

Совреìенные систеìы управëения ìоãут со÷е-
татü в себе не тоëüко ìехани÷еские, но и эëектри-
÷еские, опти÷еские и т.п. эëеìенты. Сëожностü
систеì управëения увеëи÷ивается не тоëüко стати-
÷ески, с то÷ки зрения структуры и физи÷еских свя-
зей, но и äинаìи÷ески, в сìысëе повеäения систеì
во вреìени [3].
Рассìотриì обобщеннуþ структуру заìкнутой

öифровой систеìы управëения (рис. 1).

От набора äат÷иков (Д1...Дn) посëе анаëоãо-
öифровоãо преобразования в паìятü вы÷исëитеëя
äоставëяþтся äанные о состоянии объекта управ-
ëения — вектор состояния. На основе ìоäеëи
объекта управëения и уставок от узëа управëения
верхнеãо уровня вы÷исëитеëü расс÷итывает управ-
ëяþщие возäействия — вектор управëения — и пере-
сыëает еãо коìпоненты испоëнитеëüныì устрой-
стваì (ИУ1...ИУn), осуществëяþщиì возäействия на
объект управëения. Описанная посëеäоватеëüностü
событий заìыкания обратной связи контура реãуëи-
рования ЦСУ составëяет öикë управëения. Дëитеëü-
ностü öикëа заìкнутой ЦСУ заäается разработ÷икоì
систеìы управëения объектоì и опреäеëяется в
боëüøей степени äинаìикой объекта управëения.

Фазы цикла регулирования
цифровой системы управления

Периоäи÷ностü инфорìаöионных проöессов в
öифровой систеìе управëения иëëþстрирует рис. 2.
В кажäоì öикëе управëения ìожно разëи÷итü

пятü фаз:
изìерения (изìеритеëüная фаза иëи фаза ввоäа
параìетров, в которой происхоäит фиксаöия со-
стояния объекта управëения в сенсорах, преоб-
разование анаëоãовых параìетров в öифровые
коäы — вектор состояния);
переäа÷и вектора состояния в паìятü öентраëü-
ноãо вы÷исëитеëя öифровой систеìы управëения;
рас÷ета (вы÷исëение управëяþщих возäействий
на объект управëения);
выäа÷и вектора управëения на испоëнитеëüные
устройства;
отработки новых управëяþщих возäействий,
ожиäания реакöий объекта управëения переä на-
÷аëоì сëеäуþщеãо öикëа управëения.
Выøепере÷исëенные фазы повторяþтся в каж-

äоì öикëе управëения с постоянныì периоäоì —
периоäоì реãуëирования. Обратиì вниìание на то,
÷то äëя рас÷ета управëяþщих сиãнаëов в паìяти
вы÷исëитеëя äоëжны бытü разìещены параìетры
текущеãо состояния объекта, т.е. в кажäоì öикëе

Рис. 1. Обобщенная структурная схема замкнутой системы уп-
равления
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управëения вы÷исëитеëü äоëжен опроситü все äат-
÷ики. Анаëоãи÷но, в кажäоì öикëе управëения
нужно обновëятü уставки äëя боëüøей ÷асти ис-
поëнитеëüных устройств.
Сëеäуþщий öикë управëения ëоãи÷но на÷инатü

посëе отработки объектоì преäыäущеãо управëяþ-
щеãо возäействия, поэтоìу иìеет ìесто сущест-
венная заäержка ìежäу окон÷аниеì выäа÷и уста-
вок на ИУ и на÷аëоì изìеритеëüной фазы сëеäуþ-
щеãо öикëа управëения [4].
При проектировании öифровых систеì управ-

ëения стреìятся уìенüøитü äëитеëüности всех
фаз, кроìе посëеäней, ÷тобы уìенüøитü фазовые
искажения. Это особенно актуаëüно при постро-
ении ЦСУ с ìаксиìаëüно высокой ÷астотой öикëа
управëения объектоì.

Особенности информационных процессов
в цифровой системе управления

Пере÷исëиì некоторые основные характерис-
тики инфорìаöионных проöессов в öифровой сис-
теìе управëения:
работа в режиìе реаëüноãо вреìени, с заäанныì
вреìенеì реакöии на совокупностü вхоäных со-
бытий;
öикëи÷ностü инфорìаöионных проöессов;
стати÷ностü набора коìпонент векторов состоя-
ния и управëения.
События в öифровой систеìе управëения носят

упоряäо÷енный, öикëи÷еский характер [5]. Поэтоìу
öеëесообразно рассìотретü возìожностü перехоäа
от асинхронной ìоäеëи орãанизаöии вы÷исëений
к ÷асти÷но синхронной. Синхронный характер
ìожно приäатü функöии периоäи÷ескоãо ввоäа
и вывоäа параìетров ìежäу паìятüþ вы÷исëитеëя
и периферийныìи устройстваìи. Функöии ввоäа и
вывоäа äанных ìожно перенести на отäеëüный
узеë, который буäет форìироватü изìеряеìые пара-
ìетры как вектор состояния объекта и переäаватü
этот вектор в паìятü вы÷исëитеëя, и также поëу-
÷атü вектор управëения от вы÷исëитеëя и разäаватü
еãо коìпоненты испоëнитеëüныì устройстваì.

Контур регулирования
в цифровой системе управления

Систеìа управëения сëожныìи объектаìи преä-
ставëяет собой иерархи÷ескуþ совокупностü конту-
ров реãуëирования по степеняì свобоäы объекта уп-
равëения, при÷еì ìасøтаб реаëüноãо вреìени ЦСУ

опреäеëяется скоростüþ работы конту-
ров реãуëирования нижнеãо уровня
(КРНУ).
Факти÷ески, схеìа ëþбоãо конту-

ра реãуëирования повторяет обоб-
щеннуþ структуру ЦСУ. Наëи÷ие в
öифровой систеìе управëения не-
скоëüких контуров реãуëирования
вызывает необхоäиìостü реøения за-
äа÷: приеìа вектора состояния, рас-
÷ета, выäа÷и сиãнаëов управëения во

всех контурах реãуëирования за оäин öикë управ-
ëения. Общепринятой явëяется ìоäеëü поконтур-
ноãо обс÷ета функöий управëения степеняìи сво-
боäы объекта. При аппаратной реаëизаöии общих
äëя всех КРНУ функöий взаиìоäействия с перифе-
рией раöионаëüно и остаëüные, оäнотипные фазы
работы контуров реãуëирования объеäинитü в еäи-
ные — ãрупповые — функöии обработки.
Рассìотриì систеìу управëения, в которой к

объекту управëения поäкëþ÷ено нескоëüко äат÷и-
ков. При орãанизаöии вы÷исëений в асинхронной
ìанере переä рас÷етоì вы÷исëитеëþ необхоäиìо
посëеäоватеëüно опроситü äат÷ики äëя поëу÷ения
параìетров состояния объекта. Как правиëо, äат-
÷ики не явëяþтся активныìи устройстваìи, и из-
ìерение параìетра на÷инается посëе запуска работы
öентраëüныì вы÷исëитеëеì. Вреìя ãотовности из-
ìеренных параìетров в основноì опреäеëяется ско-
ростüþ работы äат÷иков, иìеþщих разные структу-
ры и заäержки анаëоãо-öифровоãо преобразования.
Вìесте с теì, посëеäоватеëüное обращение вы-

÷исëитеëя к äат÷икаì в боëüøей иëи ìенüøей сте-
пени вносит рассоãëасование в фазы их про÷тения.
Выäеëение функöии опроса äат÷иков в отäеëüный
аппаратный узеë позвоëит искëþ÷итü фазовые иска-
жения при изìерении состояния объекта управëения.
Дëя выработки управëяþщеãо возäействия по

оäной степени свобоäы объекта управëения вы-
÷исëитеëü испоëüзует тоëüко ÷астü параìетров со-
стояния. Данные от соответствуþщих äат÷иков
разìещаþтся в паìяти вы÷исëитеëя с испоëüзова-
ниеì ìеханизìа аппаратных прерываний. Дëя пе-
реäа÷и кажäоãо параìетра объеìоì в 1...2 байта ис-
поëüзуется отäеëüное прерывание. Такиì образоì,
äëя вы÷исëения оäноãо параìетра управëения не-
обхоäиìо обработатü в среäнеì 3...4 прерывания.
При обработке кажäоãо прерывания выпоëня-

ется известная посëеäоватеëüностü äействий:
восприятие запроса на прерывание;
запоìинание состояния прерванноãо проöесса;
переäа÷а управëения заäа÷е обработки прерывания;
обработка прерывания, записü изìеренных пара-
ìетров в паìятü;
восстановëение прерванной заäа÷и.
Общие затраты вреìени на обработку кажäоãо

прерывания оказываþтся весüìа заìетныìи, по-
этоìу оäино÷ные операöии ввоäа äанных по пре-
рыванияì привоäят к нераöионаëüноìу расхоäу
с÷етноãо ресурса ìикропроöессора. Анаëоãи÷ная

Рис. 2. Фазы циклов регулирования систем управления
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картина иìеет ìесто в хоäе проöесса выäа÷и уста-
вок. На универсаëüноì ìикропроöессоре такие
оäино÷ные операöии испоëüзуþтся äëя разовых
асинхронных взаиìоäействий, коãäа то÷но неиз-
вестно, в какой ìоìент то иëи иное взаиìоäейст-
вие произойäет, и неизвестно их ÷исëо.
В систеìе управëения события взаиìоäействия

с периферийныì окружениеì не сëу÷айны, все они
заранее преäопреäеëены. Аппаратный состав пе-
риферийных устройств систеìы управëения стати-
÷ен, т.е. в систеìе заранее известен пере÷енü äат-
÷иков и испоëнитеëüных устройств. Неизìенный
набор переìенных ввоäа—вывоäа и öикëи÷ностü
работы систеìы управëения позвоëяþт перейти от
оäино÷ных операöий ввоäа—вывоäа на ãрупповые,
öикëи÷еские. Аппаратная реаëизаöия операöий
ввоäа—вывоäа в öикëи÷еских автоìатах позвоëяет
реаëизоватü функöиþ синхронной, оäновреìен-
ной фиксаöии состояния всех äат÷иков в текущеì
öикëе реãуëирования — поëу÷ение "ìãновенноãо
сниìка" состояния объекта управëения. Стабиëü-
ностü фазовых заäержек в такой реаëизаöии позво-
ëяет переäатü состояние ОУ в рас÷етнуþ поäсис-
теìу с ìиниìаëüныìи вреìенныìи искаженияìи.
Наäо отìетитü, ÷то в отëи÷ие от ситуаöии с

"ìãновенныì сниìкоì" состояния объекта управ-
ëения оäновреìенная выäа÷а уставок и их отработ-
ка ìоãут привоäитü к возникновениþ крити÷еских
режиìов в систеìе управëения, а иìенно, к боëüøой
пиковой наãрузке на исто÷ник энерãии. Пробëеìы
ìожно избежатü, есëи äëя кажäоãо испоëнитеëü-
ноãо устройства заранее расс÷итатü необхоäиìуþ
äëя отработки уставки энерãиþ и переäаватü устав-
ки испоëнитеëüныì устройстваì не оäновреìенно,
а со сäвиãаìи по фазе (у÷итывая оãрани÷ения по
ìаксиìаëüной ìощности ëокаëüноãо исто÷ника
энерãии). Такая äисöипëина отработки уставок бу-
äет наãружатü исто÷ник энерãии равноìерно, без
кратковреìенных переãрузок. Иìенно аппаратная
реаëизаöия позвоëяет ëеãко и то÷но реаëизоватü
заäанные сäвиãи по фазе при отработке уставок.

Модель согласованной информационной среды
для цифровых систем управления

На основе провеäенноãо анаëиза разработана
ìоäеëü соãëасованной инфорìаöионной среäы äëя
ЦСУ (рис. 3). Соãëасно этой ìоäеëи функöия уп-
равëения периферийныìи устройстваìи выносится
в отäеëüный аппаратный узеë — активнуþ перифе-
рийнуþ поäсистеìу. Вы÷исëитеëü освобожäается
от непрофиëüной äëя неãо заäа÷и проãраììноãо
управëения периферийныìи устройстваìи и теперü
заниìается тоëüко рас÷етоì управëяþщих возäей-
ствий и связüþ с узëоì управëения верхнеãо уровня.
Паìятü, испоëüзуеìая äëя хранения параìетров

состояния и управëения, иìеет äва порта äоступа.
Оäин из них вкëþ÷ен в аäресное пространство
öентраëüноãо вы÷исëитеëя. Паìятü работает на
скорости систеìной паìяти вы÷исëитеëя [6, 7].

Все узëы систеìы управëения работаþт по фик-
сированноìу, заранее сфорìированноìу расписа-
ниþ. Отсутствие асинхронности во взаиìоäействии
с периферийныìи устройстваìи позвоëяет упрос-
титü аäресаöиþ абонентов и искëþ÷итü конфëик-
ты в коììуникаöионной среäе öифровой систеìы
управëения. Вынесение операöий ввоäа—вывоäа в
отäеëüный, автоноìно работаþщий узеë, позвоëя-
ет ускоритü все выøе пере÷исëенные фазы и иск-
ëþ÷итü взаиìовëияние ìежäу ниìи.
Отìетиì некоторые характеристики разрабо-

танной ìоäеëи соãëасованной инфорìаöионной
среäы äëя ЦСУ:

ìãновенный сниìок — оäновреìенная фиксаöия
всех параìетров состояния объекта управëения;
бесконфëиктная коììуникаöионная среäа пере-
äа÷и äанных с ìиниìаëüныìи заäержкаìи в ка-
наëе связи;
ãрупповой обìен äанныìи с öентраëüныì вы-
÷исëитеëеì с испоëüзованиеì контроëüноãо коäа
пакета;
äоступностü äëя обработки всех параìетров со-
стояния объекта управëения оäновреìенно;
возìожностü распараëëеëивания обработки на
нескоëüких яäрах.

Выводы

В преäëаãаеìой ìоäеëи соãëасованной инфор-
ìаöионной среäы äëя ЦСУ общее быстроäействие
систеìы äостиãнуто за с÷ет выäеëения в отäеëüные
аппаратные поäсистеìы и разäеëüной обработки
фаз: ввоäа, рас÷ета и вывоäа. Орãанизаöия ввоäа—
вывоäа äанных простыìи, öикëи÷ескиìи опера-
öияìи в бесконфëиктноì режиìе позвоëяет ìак-
сиìаëüно увеëи÷итü скоростü выпоëнения кажäой
из этих фаз.
Преäëаãаеìый способ орãанизаöии инфорìаöи-

онной среäы äëя ЦСУ освобожäает ìикропроöес-
сор от непрофиëüных äëя неãо äействий — функ-
öий проãраììно управëяеìоãо обìена äанныìи с
периферийныìи устройстваìи. Освобожäенный
от операöий ввоäа—вывоäа с÷етный ресурс МП

Рис. 3. Модель согласованной информационной среды для
цифровых систем управления
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ìожет испоëüзоватüся äëя äруãих öеëей, наприìер,
äëя уто÷нения ìоäеëи объекта управëения.
Моäеëü соãëасованной орãанизаöии вы÷исëе-

ний äëя ЦСУ позвоëяет то÷нее оöениватü äëитеëü-
ности фаз öикëа реãуëирования, так как все фазы,
кроìе рас÷етной, реаëизованы аппаратно. В рас-
÷етной же фазе эëеìенты асинхронной ìоäеëи ор-
ãанизаöии вы÷исëений ìиниìизированы бëаãоäа-
ря отсутствиþ фоновых, проãраììно-управëяеìых
операöий ввоäа—вывоäа. Также упрощается ëоãика
взаиìоäействия ÷астей проãраììноãо обеспе÷ения
öикëа управëения, ÷то äоëжно обëеã÷итü проöессы
разработки и отëаäки систеìы управëения.
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Разработка алгоритмов и управляющих программ
для реализации движений выходного звена робота-гексапода 

для 3D-печати прецизионных изделий*

Введение

Оäниì из актуаëüных вопросов в совреìенноì
ìаøиностроении, строитеëüстве и äруãих сферах
явëяется испоëüзование новых техноëоãий и ìате-
риаëов, обеспе÷иваþщих высокие экспëуатаöион-
ные характеристики äетаëей. Реøение äанной за-
äа÷и вìесте с äостижениеì роста технико-эконо-
ìи÷еских показатеëей возìожно путеì разработки
проãрессивных техноëоãи÷еских проöессов проек-
тирования 3D-ìоäеëей и реаëизаöии испоëнения
их непосреäственно в реаëüноì ìасøтабе, ÷то по-
звоëяет с наибоëüøей эффективностüþ испоëüзо-
ватü äостоинства трехìерной пе÷ати, существенно
снизитü затраты на поäãотовку произвоäства но-
вых äетаëей и перейти от крупносерийноãо и ìас-
совоãо произвоäства проäукöии к произвоäствен-
ныì систеìаì новоãо покоëения äëя серийноãо
произвоäства высокотехноëоãи÷ноãо строитеëüст-
ва поä инäивиäуаëüный заказ.
Основные реøения, направëенные на созäание

роботизированных коìпëексов äëя автоìати÷еской
пе÷ати сооружений, äетаëей конструкöий и зäаний,
в настоящий ìоìент сосреäото÷ены за преäеëаìи
России. При этоì среäи иìеþщихся образöов тех-
ни÷еских реøений, которые явëяþтся коне÷ныìи
проäуктаìи äëя потребитеëей, ìожно назватü ëиøü
нескоëüко еäини÷ных экзеìпëяров. Как быëо от-
ìе÷ено в статüе [1], буäущие систеìы проектиро-
вания с автоìатизированныìи коìпëексаìи äоëж-
ны реøитü ìножество заäа÷, стоящих на äанный
ìоìент переä ÷еëове÷ествоì, в тоì ÷исëе пробëеìу

отсутствия äостато÷ноãо обеспе÷ения, среäств и
ìетоäик äëя эффективноãо и äеøевоãо способа
возвеäения äоìов. Среäи российских пубëикаöий
набëþäаþтся поверхностные описания техноëоãий
[2—4]. Известны разработки поäобных принтеров
в России фирìы ЗАО "Спеöавиа" (ã. Яросëавëü) [5].
Оäниì из реøений в обëасти автоìатизаöии

строитеëüства путеì приìенения 3D робототехни-
÷еских коìпëексов явëяется прототип принтера коì-
пании Contour Crafting, которуþ возãëавëяет про-
фессор университета Южной Каëифорнии Behrokh
Khoshnevis, иìеþщий боëüøое ÷исëо статей, по-
священных разëи÷ныì вопросаì 3D-пе÷ати строи-
теëüных конструкöий, описанных, наприìер, в ра-
боте [6]. В работе [7] рассìатриваþтся вопросы
созäания роботизированных коìпëексов äëя авто-
ìатизированноãо строитеëüства. Кроìе тоãо, описы-
вается äостато÷но новаторский проект по возìож-
ности пе÷ати коëонии на äруãих объектах поìиìо
Зеìëи, при этоì, как заявëено, NASA уже поääер-
жаëо проект строитеëüства такой коëонии на Луне.
Перспективныì направëениеì в робототехнике

явëяется испоëüзование роботов с параëëеëüной
кинеìатикой (параëëеëüных роботов), у которых
все коорäинаты связаны, и äвижение по какой-ëибо
оäной коорäинате требует соãëасованноãо изìене-
ния всех äруãих.
Боëüøинство веäущих произвоäитеëей роботов

с параëëеëüной кинеìатикой и систеì управëения
иìи, как правиëо, преäëаãаþт собственные разра-
ботки, ÷то, с оäной стороны, явëяется пëþсоì с
то÷ки зрения произвоäственной экспëуатаöии и
обсëуживания, а с äруãой стороны, явëяется суще-
ственныì неäостаткоì. Все произвоäитеëи поäоб-
ноãо оборуäования коìпëектуþт свои ìеханизìы

Рассмотрена задача компьютерного моделирования движений, выполняемых роботом-гексаподом для реализации аддитивных
технологий послойной 3D-печати изделий. Синтезированы алгоритмы для реализации возвратно-поступательных и вращатель-
ных движений выходного звена, имеющие циклическую архитектуру. Разработан программный комплекс, являющийся аналогом
дорогостоящего специализированного программного обеспечения, включающего комплекс CAE-модулей и постпроцессоров. Пред-
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систеìаìи управëения, которые работаþт ëибо по
заранее опреäеëенноìу аëãоритìу, ëибо иìеþт ряä
наäстроек от произвоäитеëя с узкооãрани÷енной
обëастüþ приìенения. Возìожности форìироватü
собственные проãраììные интерфейсы и ìенятü
структуру систеìы управëения äëя выпоëнения
боëее øирокоãо круãа заäа÷ не преäусìотрено.
В настоящее вреìя существуþт преäприятия,

которые выпускаþт оборуäование на основе ìеха-
низìов с параëëеëüной кинеìатикой, оäнако, как
правиëо, оно иìеет оãрани÷еннуþ функöионаëü-
ностü. В ÷астности, корпораöия "ФАНУК Роботикс
Россия" [8] заниìается изãотовëениеì роботизиро-
ванных стано÷ных приспособëений на основе ìе-
ханизìов с параëëеëüной кинеìатикой. Оäнако
существенныì неäостаткоì явëяется то, ÷то äан-
ное приспособëение проãраììируется произвоäи-
теëеì на выпоëнение конкретной техноëоãи÷еской
операöии и не иìеет возìожности быстрой пере-
настройки. Систеìа управëения иìеет закрытуþ
проãраììно-аппаратнуþ архитектуру, такиì обра-
зоì, ëþбое изìенение техноëоãи÷ескоãо проöесса
привоäит к необхоäиìости постоянноãо обраще-
ния к произвоäитеëþ äанной проäукöии äëя изìе-
нения проãраììных настроек. Аппаратно-про-
ãраììная ÷астü не иìеет бибëиотек äëя проãраì-
ìирования функöионаëа поä конкретные нужäы
техноëоãи÷ескоãо проöесса. Систеìа управëения
отрабатывает тоëüко заранее запроãраììирован-
нуþ произвоäитеëеì траекториþ переìещения и
позиöионирования.
Коìпания "Physik Instrumente (PI) GmbH & Co.

KG" (Герìания) [9] спеöиаëизируется на произ-
воäстве ãексапоäов и трипоäов äëя преöизионноãо
позиöионирования с испоëüзованиеì разëи÷ных
структурных схеì. Коìпания преäëаãает к проäаже
ãотовые систеìы управëения ìеханизìаìи, которые
иìеþт закрытуþ аппаратно-проãраììнуþ архи-
тектуру. Возìожности настройки свеäены к уста-
новке коне÷ноãо поëожения пëатфорìы, на кото-
руþ она äоëжна выйти при заäанных кинеìати÷е-
ских характеристиках. Систеìа управëения не
преäусìатривает поäкëþ÷ения сторонних про-
ãраììных ìоäуëей и коìпонентов, в тоì ÷исëе тех,
которые ìоãëи бытü разработаны заказ÷икоì. Сëе-
äует отìетитü, ÷то ìаксиìаëüно возìожные сìе-
щения поäвижной ÷асти äанных ìеханизìов не
превыøаþт 50 ìì, ÷то äеëает невозìожныì ис-
поëüзование äанных ìеханизìов во ìноãих техно-
ëоãи÷еских проöессах.
В связи с этиì поставëена заäа÷а созäания аë-

ãоритìов, позвоëяþщих универсаëизироватü каж-
äуþ из управëяþщих проãраìì äëя выпоëнения
схоäных техноëоãи÷еских заäа÷, с возìожностüþ
уäобноãо перенаëаживания в зависиìости от ис-
хоäных äанных и необхоäиìых траекторий äвиже-
ния выхоäноãо звена.

Особенности робота-гексапода
при использовании для 3D-печати

Наряäу с траäиöионныìи "посëеäоватеëüныìи"
кинеìати÷ескиì схеìаìи роботов, äопускаþщиìи
независиìое изìенение узëов по оäной из коорäи-
нат при неизìенноì зна÷ении äруãих коорäинат,
в посëеäние ãоäы появиëся новый кëасс роботов с
"параëëеëüной" кинеìатикой, у которых все коор-
äинаты связаны, и переìещение по ëþбой оäной
коорäинате требует оäновреìенноãо соãëасован-
ноãо изìенения всех äруãих. Отëи÷итеëüной особен-
ностüþ робота явëяется способностü восприниìатü
и переäаватü наãрузки поäобно пространственныì
ферìаì и обеспе÷иватü øестü степеней свобоäы
выхоäноìу звену (пëатфорìе) в со÷етании с еãо
высокото÷ныì позиöионированиеì относитеëüно
основания. Рабо÷ая пëатфорìа и непоäвижная
пëатфорìа связаны ìежäу собой øестüþ привоä-
ныìи ìеханизìаìи, кажäая из которых преäстав-
ëяет собой поступатеëüнуþ пару (рис. 1, сì. вто-
руþ сторону обëожки). Привоäные ìеханизìы со-
еäинены с непоäвижной и рабо÷ей пëатфорìой
сфери÷ескиìи øарнираìи.
Инноваöионный характер роботов с параëëеëü-

ной кинеìатикой, поìиìо ориãинаëüности, опре-
äеëяется их существенныìи преиìуществаìи в не-
которых обëастях испоëüзования переä роботаìи с
траäиöионной кинеìатикой, а иìенно:
высокой то÷ностüþ, так как привоäные ìеха-
низìы работаþт тоëüко на растяжение—сжатие,
отсутствуþт изãибатеëüные наãрузки;
оптиìаëüныìи усëовияìи хранения (зна÷итеëü-
но ìенüøей ìассой поäвижных ÷астей и посто-
янствоì их ìассы);
зна÷итеëüныì упрощениеì конструкöии (прос-
тое основание, зна÷итеëüное уìенüøение ÷исëа
узëов и общеãо ÷исëа äетаëей, отсутствие "на-
сëоения" оäних узëов на äруãие, все привоäы пе-
реìещения узëов и изìеритеëüные систеìы
оäинаковы, повторяеìостü äетаëей);
зна÷итеëüныì уìенüøениеì общей ìассы робота;
высокой жесткостüþ несущей систеìы робота;
ëеãкой сборкой робота.
Образеö робота-ãексапоäа, нахоäящийся в рас-

поряжении ëаборатории ìехатроники и робототех-
ники БГТУ иì. В. Г. Шухова, иìеет высокие тех-
ни÷еские характеристики: ãрузопоäъеìностü боëее
100 кã, то÷ностü позиöионирования ±0,1 ìì, а также
äостато÷но боëüøуþ рабо÷уþ обëастü в преäеëах
700 ìì äëя выпоëнения øирокоãо спектра заäа÷.
В зависиìости от выпоëняеìых разëи÷ных опера-
öий в ка÷естве рабо÷еãо орãана робота ìожет бытü
öеëый ряä испоëнитеëüных ìеханизìов.
Рассìотриì заäа÷у проãраììирования робота,

преäусìатриваþщуþ выпоëнение операöий, вкëþ-
÷аþщих возвратно-поступатеëüное äвижение вы-
хоäноãо звена вäоëü опреäеëенной оси, а также по-
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ступатеëüные äвижения вäоëü оставøихся осей
посëе кажäоãо öикëа серии возвратно-поступа-
теëüных äвижений, ëибо öикëа серии вращатеëü-
ных äвижений (рис. 2).

Построение управляющего алгоритма 
для реализации возвратно-поступательных движений

Особенностüþ разрабатываеìоãо аëãоритìа äëя
посëойной пе÷ати явëяется испоëüзование öикëи-
÷ескоãо ìетоäа построения управëяþщей проãраì-
ìы, а также реãистров, которыì присвоены, ëибо
присваиваþтся в хоäе выпоëнения проãраììы оп-
реäеëенные зна÷ения [10]. Боëüøое ÷исëо проöес-
сов, а также усëовий, вхоäящих в аëãоритì, иìеþт
внутри себя öикëы и с÷ет÷ики, которые позвоëяþт
выпоëнитü поставëеннуþ переä бëокоì заäа÷у.
Кроìе этоãо, в аëãоритì вхоäят эëеìенты, отве-
÷аþщие за выставëение реãистраì станäартных
зна÷ений в на÷аëе управëяþщей проãраììы, ëибо,
при необхоäиìости, в иноì ìесте, а также за выпоë-
нение коìанä, таких как возвращение выхоäноãо
звена в "äоìаøнþþ" то÷ку, распоëоженнуþ выøе
зоны, в которой äвижется звено в хоäе работы.
Робот-ãексапоä, на котороì реаëизуется разра-

батываеìый аëãоритì, иìеет 200 ÷исëовых реãист-
ров, 16 реãистров явëяþтся сëужебныìи äëя äан-
ноãо аëãоритìа и испоëüзуþтся äëя с÷ет÷иков и
разãрани÷итеëей сëоев. Остаëüные 184 ÷исëовые
реãистра испоëüзуþтся äëя ввоäа исхоäных äан-
ных, характеризуþщих рабо÷ий инструìент и ãео-
ìетриþ поëу÷аеìоãо покрытия, ëибо пе÷атаеìой
äетаëи. Ввоä зна÷ений реãистров ìожет осуществ-
ëятüся вру÷нуþ на пуëüте управëения робота, ëибо
с коìпüþтера с поìощüþ спеöиаëüной проãраì-
ìы, анаëизируþщей ãеоìетриþ и записываþщей
÷исëовые зна÷ения в реãистры робота. Аëãоритì
иìеет боëüøое ÷исëо öикëов, осуществëяþщих
проверку и поиск необхоäиìых зна÷ений в ÷исëо-
вых реãистрах на всех "уровнях", на÷иная от коор-
äинат то÷ек отäеëüно взятой ëинии и направëения

äвижения с вкëþ÷енныì ëибо выкëþ÷енныì экс-
труäероì и закан÷ивая ÷исëоì сëоев, которые äоë-
жен выпоëнитü робот. Ввиäу ãроìозäкости бëок-схе-
ìа аëãоритìа в статüе не привоäится.
Дëя выпоëнения аëãоритìа испоëüзуþтся исхоä-

ные äанные в ÷исëовых реãистрах (R1, R2, ..., R200)
и позиöионных реãистрах (PR1, PR2, ..., PR100), ис-
поëüзованных ÷асти÷но. В кажäоì ÷исëовоì реãи-
стре записано опреäеëенное ÷исëо. Дëя первых 20
÷исëовых реãистров и посëеäнеãо реãистра эти
÷исëа позвоëяþт характеризоватü основные пара-
ìетры выпоëнения проãраììы, такие как äиаìетр
сопëа, высота вертикаëüноãо сìещения посëе каж-
äоãо сëоя, ÷исëо сëоев, а также преäставëяþт со-
бой разëи÷ные с÷ет÷ики, испоëüзуþщиеся по хоäу
выпоëнения аëãоритìа. Остаëüные 179 реãистров
(R21, R22, ..., R199,) испоëüзуþтся äëя спеöиаëüной
записи коорäинат рабо÷их то÷ек. Рабо÷ая то÷ка —
то÷ка с коорäинатой, при äостижении которой на÷и-
нается иëи прекращается поäа÷а вещества. В я÷ей-
ке записано ÷исëо, состоящее из äвух ÷астей.
В разрабатываеìоì аëãоритìе приìенена сис-

теìа упрощенной записи зна÷ений коорäинат.
Рассìотриì записü коорäинат ãеоìетри÷еской фи-
ãуры (рис. 3). Приìеì øирину распыëяþщеãо со-
пëа равной 10 ìì. Реãистр R1 иìеет зна÷ение 3110,
÷то озна÷ает, ÷то 110 ìì от на÷аëа коорäинат буäет
первой то÷кой в ëинии в хоäе трех прохожäений
распыëяþщеãо сопëа. Реãистр R11 иìеет зна÷ение
2000, ÷то, в своþ о÷ереäü, зна÷ит, ÷то äва раза третüя
то÷ка в ëинии буäет отсутствоватü. Данный способ
записи реãистров зна÷итеëüно обëеã÷ает заäа÷у
оператора и не переãружает систеìу ÷исëовыìи
зна÷енияìи в сëу÷аях, коãäа требуется работатü с
ëинейныìи ãраняìи, иìеþщиìи оäинаковое зна-
÷ение по оси возвратно-поступатеëüноãо äвижения
испоëнитеëüноãо ìеханизìа.

Рис. 2. Схема основных движений, выполняемых роботом

Рис. 3. Значения диапазона регистров для геометрической фигуры
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Аëãоритì испоëüзуется äëя выпоëнения про-
ãраììы по траектории, преäпоëаãаþщей ÷етыре
äиапазона оäнотипных сëоев (иìеþщих абсоëþт-
но оäинаковуþ ãеоìетриþ). Чисëа, описываþщие
ãеоìетриþ кажäоãо из ÷етырех сëоев, записаны в
äиапазонах R21...R64, R66...R109, R111...R154,
R156...R199 соответственно.
Переä øаãаìи, преäпоëаãаþщиìи непосреäст-

венные вы÷исëения и усëовия, выпоëняется обну-
ëение необхоäиìых реãистров-с÷ет÷иков. Напри-
ìер, есëи реãистр R14 ноìера сëоя в хоäе выпоë-
нения прерванной проãраììы на 28 сëое поëу÷иë
зна÷ение 28 ëибо иìеë ëþбое äруãое, он прини-
ìает зна÷ение 1, так как проãраììа на÷инает пе-
÷атü с первоãо сëоя. Работает аëãоритì сëеäуþщиì
образоì.
Шаг 1. Вычисление базовой точки слоя. Изìенение

зна÷ения позиöионноãо реãистра (PR1), иìеþщеãо
коорäинату базовой то÷ки сëоя с у÷етоì зна÷ения
вертикаëüноãо сìещения (R3) на кажäый сëой и зна-
÷ения реãистра (R14), испоëüзуþщеãося как с÷ет÷ик
ноìеров сëоев. При выпоëнении первоãо сëоя äан-
ная коорäината базовой то÷ки сëоя совпаäает с ба-
зовой то÷кой пе÷ати (Δz1 = (R14 – 1)ЅR3 = 0).
Шаг 2. Нахождение диапазона регистров слоя. В со-

ответствии с текущиì äиапазоноì оäнотипных сëоев
происхоäит выбор äиапазонов реãистров среäи реãи-
стров R21...R64, R66...R109, R111...R154, R156...R199. Дëя
этоãо вы÷исëяется реãистр R10 = 21 + (45ЅR5 – 45) –
– (43ЅR13 – 43).
Шаг 3. Проверка условия реверсивного направления.

Зна÷ение ÷исëовоãо реãистра направëения äвиже-
ния (R13) изìеняется посëе äостижения крайней
то÷ки направëения. Зна÷ение "0" озна÷ает ревер-
сивное направëение, зна÷ение "1" озна÷ает пряìое
направëение. Проверяется, какое зна÷ение иìеет
÷исëовой реãистр направëения äвижения.
Шаг 3.1 (äëя пряìоãо äвижения). Нахождение

диапазона n-й точки линии. Перебор ÷исëовых ре-
ãистров в äиапазоне рабо÷еãо сëоя äëя вы÷исëения
рабо÷еãо äиапазона n-й то÷ки ëинии. Перебор
происхоäит на основании зна÷ений реãистров, ис-
поëüзуþщихся как с÷ет÷ик ноìера ëинии сëоя (R1)
и с÷ет÷ик ноìера то÷ки в ëинии (R2).
Шаг 3.1 (äëя реверсивноãо äвижения). Нахожде-

ние начала диапазона точек. Механизì перебора ре-
ãистров äëя реверсивноãо äвижения усëожнен теì,
÷то, наприìер, коорäината сìещения первой то÷ки
ëинии äëя пряìоãо направëения записана, соответ-
ственно, в первоì реãистре R21 äиапазона сëоя, а
коорäината первой то÷ки ëинии äëя реверсивноãо
направëения записана посëеäней, и требуется пе-
ребороì вы÷исëитü ноìер äанноãо реãистра.
Шаг 3.2 (äëя реверсивноãо äвижения). Проверка

завершения линии. Проверка наëи÷ия оставøихся
рабо÷их ÷исëовых реãистров äиапазона äëя äанной
ëинии. В сëу÷ае заверøения ëинии происхоäит пе-
рехоä к øаãу 10.

Шаг 3.2.1 (äëя незаверøенноãо реверсивноãо
äвижения). Нахождение диапазона n-й точки линии.
Перебор ÷исëовых реãистров в äиапазоне рабо÷еãо
сëоя äëя вы÷исëения рабо÷еãо äиапазона n-й то÷ки
ëинии. Перебор происхоäит на основании зна÷ений
реãистров, испоëüзуþщихся как с÷ет÷ик ноìера ëи-
нии сëоя (R1) и с÷ет÷ик ноìера то÷ки в ëинии (R2).
Шаг 4. Вычисление координаты смещения. Раз-

биение зна÷ения ÷исëовоãо реãистра n-й то÷ки ëи-
нии на äве составëяþщие: ÷исëо раз наëи÷ия этой
то÷ки в ка÷естве рабо÷ей поäряä, а также коорäи-
ната сìещения.
Шаг 5. Проверка условия реверсивного направле-

ния. Проверяется, какое зна÷ение иìеет ÷исëовой
реãистр направëения äвижения.
Шаг 5.1 (äëя пряìоãо äвижения). Проверка завер-

шения линии. Проверка наëи÷ия оставøихся рабо-
÷их ÷исëовых реãистров äëя äанной ëинии. В сëу÷ае
заверøения ëинии происхоäит перехоä к øаãу 10.
Шаг 5.2 (äëя реверсивноãо äвижения). Проверка

начала линии. Проверка наëи÷ия коорäинаты сìе-
щения äëя n-й то÷ки ëинии. В сëу÷ае отсутствия
коорäинаты сìещения, наприìер зна÷ения реãи-
стра R33 = 3000, происхоäит перехоä к øаãу 3.2 äëя
реверсивноãо äвижения.
Шаг 6. Изменение координаты точки. Изìене-

ние коорäинат рабо÷ей то÷ки на вы÷исëеннуþ ко-
орäинату сìещения.
Шаг 7. Проверка подачи вещества. Зна÷ение

÷исëовоãо реãистра (0 иëи 1) поäа÷и вещества (ра-
бо÷ее и хоëостое äвижение) изìеняется посëе äо-
стижения рабо÷ей то÷ки. Проверяется, какое зна-
÷ение иìеет ÷исëовой реãистр поäа÷и вещества.
Шаг 7.1 (äëя рабо÷еãо äвижения). Медленное вы-

полнение точки. Движение в рабо÷уþ то÷ку на по-
ниженной скорости.
Шаг 7.2 (äëя хоëостоãо äвижения). Быстрое вы-

полнение точки. Движение в рабо÷уþ то÷ку на по-
выøенной скорости.
Шаг 8. Включение/выключение подачи вещества.

Изìенение зна÷ения ÷исëовоãо реãистра поäа÷и
вещества на противопоëожное.
Шаг 9. Проверка завершения линии. Проверка на-

ëи÷ия оставøихся рабо÷их ÷исëовых реãистров äëя
äанной ëинии.
Шаг 9.1 (в сëу÷ае незаверøенной ëинии). Про-

верка условия реверсивного направления. Проверяет-
ся, какое зна÷ение иìеет ÷исëовой реãистр направ-
ëения äвижения. В сëу÷ае есëи направëение ревер-
сивное, происхоäит перехоä к øаãу øаãу 3.2 äëя
реверсивноãо äвижения. В сëу÷ае есëи направëе-
ние пряìое, происхоäит перехоä к øаãу 3.1 äëя
пряìоãо äвижения.
Шаг 10. Проверка завершения слоя. Проверка

÷исëа пройäенных ëиний в сëое. В сëу÷ае незавер-
øенноãо сëоя происхоäит перехоä к øаãу 3.
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Шаг 11. Проверка выполнения всех слоев. Провер-
ка ÷исëа выпоëненных сëоев. В сëу÷ае наëи÷ия ос-
тавøихся сëоев происхоäит перехоä к øаãу 1.
Визуаëизированная траектория (рис. 4) позво-

ëяет оöенитü правиëüностü аëãоритìа. Выхоäное
звено робота äвижется в пëоскости возвратно-по-
ступатеëüно, сìещаясü на øаã, также заäаваеìый
поëüзоватеëеì в реãистрах. Посëе выпоëнения сëоя
робот перехоäит в на÷аëüнуþ то÷ку сëеäуþщеãо
сëоя без распыëения рабо÷еãо вещества.

Построение алгоритма для реализации 
вращательных движений

Аëãоритì äëя реаëизаöии вращатеëüных äвиже-
ний (рис. 5) иìеет боëее простуþ структуру по срав-
нениþ с аëãоритìоì возвратно-поступатеëüноãо
äвижения. Это обусëовëено отсутствиеì реверсив-
ных äвижений и записüþ ãеоìетрии окружностей с
заниìаниеì ìенüøеãо объеìа паìяти ÷исëовых ре-
ãистров. Аëãоритì также основан на öикëи÷ности,
вкëþ÷аþщей изìеняþщийся параìетр раäиуса ок-
ружности, по которой äвижется рабо÷ее звено
с приращениеì по вертикаëüной оси коорäинат.
Визуаëизированная траектория выпоëнения бëок-
схеìы вращатеëüных äвижений показана на рис. 6.

Разработка программного обеспечения

Разработан спеöиаëизированный коìпëекс про-
ãраììноãо обеспе÷ения, преäназна÷енный äëя свя-
зи ìежäу роботоì-ãексапоäоì и персонаëüныì
коìпüþтероì, открываþщий øирокий спектр воз-
ìожностей переä поëüзоватеëеì. Контроëëер в сис-
теìе управëения робота связан с коìпüþтероì с
поìощüþ Ethernet-соеäинения. Состав проãраì-
ìноãо коìпëекса показан на рис. 7.
Дëя поëной визуаëизаöии проöесса выпоëнения

роботоì управëяþщей проãраììы преäназна÷ен
ãрафи÷еский ìоäуëü 1, который позвоëяет воссоз-
äатü реаëüные объекты и окружаþщуþ среäу,

Рис. 4. Визуализированная траектория алгоритма возврат-
но-поступательных движений

Рис. 5. Блок-схема для реализации вращательных движений

Рис. 6. Визуализированная траектория выполнения алгоритма
вращательных движений

Рис. 7. Состав программного комплекса
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в которой работает робот. Также визуаëизируþтся
и устанавëиваþтся в виртуаëüной среäе приспо-
собëения, рабо÷ий инструìент и äруãое оборуäо-
вание, так иëи ина÷е связанное с работой робота
(рис. 8, сì. вторуþ сторону обëожки). В интерфейсе
проãраììы отображается виртуаëüная копия управ-
ëяþщеãо пуëüта, осуществëяþщеãо ру÷ное управ-
ëение. Виртуаëüный пуëüт поëностüþ иäенти÷ен
реаëüноìу. Данная функöия открывает поëный
функöионаë работы и настройки робота с персо-
наëüноãо коìпüþтера.
Настройка объектов окружаþщей среäы, а также

построение ìоäеëи рабо÷еãо инструìента связано
с äеревоì проекта. В спеöиаëüноì окне заäаþтся
коорäинаты, уãëы поворота осей коорäинат инст-
руìента, а также ìасøтаб трехìерных CAD-ìоäе-
ëей, иìпортируеìых в проãраììный коìпëекс
(рис. 9, сì. третüþ сторону обëожки).
В состав проãраììноãо коìпëекса вхоäит про-

ãраììируþщий ìоäуëü 2, позвоëяþщий созäаватü
управëяþщие проãраììы, а также прорабатыватü
их, у÷итывая ãеоìетри÷еские оãрани÷ения по тра-
ектории и рабо÷ей зоне.
В проãраììноì коìпëексе в ìоäуëе 3 реаëизо-

вана возìожностü созäания, реäактирования и со-
хранения на персонаëüноì коìпüþтере проектов,
вкëþ÷аþщих в себя инфорìаöиþ об испоëüзуеìых
роботах, их настройках в äанный ìоìент вреìени,
всех управëяþщих проãраììах контроëëера, окру-
жаþщей среäе, äобавëенной в äанноì проекте. Со-
зäание проекта возìожно без соеäинения с роботоì,
с поìощüþ набора файëов, переäаваеìых с конт-
роëëера на USB-накопитеëü, поäкëþ÷аеìый к ру÷-
ноìу пуëüту управëения, ëибо äруãоìу USB-выхоäу
на контроëëере. Установив на ëþбоì коìпüþтере
проãраììный коìпëекс, ìожно работатü с проек-
таìи, ëибо созäаватü проекты с поìощüþ файëов,
поëу÷аеìых от контроëëера.
Запуск управëяþщей проãраììы сопровожäает-

ся визуаëизаöией переìещения робота с рабо÷иì ин-
струìентоì, а при необхоäиìости и оборуäования,
наприìер, конвейера. Поëüзоватеëü ìожет про-
набëþäатü и сäеëатü вывоäы о правиëüности тра-
ектории коне÷ной то÷ки рабо÷еãо орãана, также
визуаëизируеìой в рабо÷еì окне проãраììы. Ука-
занные возìожности реаëизованы в ìоäуëе сиìу-
ëирования управëяþщеãо ру÷ноãо пуëüта 4.
Резуëüтаты 3D-пе÷ати некоторых изäеëий с за-

äанной то÷ностüþ в преäеëах 0,2 ìì с испоëüзова-
ниеì экспериìентаëüноãо коìпëекса преäставëе-
ны на рис. 10 (сì. третüþ сторону обëожки).

Заключение

Разработаны и реаëизованы аëãоритìы в соста-
ве управëяþщих проãраìì, позвоëяþщие универ-

саëизироватü их äëя выпоëнения схоäных техноëо-
ãи÷еских заäа÷, в ÷астности, посëойной пе÷ати
разëи÷ных преöизионных изäеëий сëожной фор-
ìы с высокой то÷ностüþ в преäеëах 0,2 ìì. Воз-
ìожностü уäобноãо перенаëаживания в зависиìос-
ти от исхоäных äанных и необхоäиìых траекторий
äвижения выхоäноãо звена реаëизована ÷ерез ис-
поëüзование ÷исëовых реãистров робота.
Разработанные аëãоритìы явëяþтся анаëоãаìи

испоëüзуеìоãо äороãостоящеãо спеöиаëизирован-
ноãо проãраììноãо обеспе÷ения, произвоäства
коìпании Фанук (Япония), вкëþ÷аþщеãо коìпëекс
CAE-ìоäуëей и постпроöессоров. Управëяþщая
проãраììа, построенная по разработанныì аëãо-
ритìаì, иìеет ряä преиìуществ и отëи÷итеëüных
особенностей, среäи которых испоëüзование оäной
проãраììы с изìенениеì реãистров, а также просто-
та перенаëаäки проãраììы при выпоëнении про-
стейøих заäа÷ поëу÷ения покрытий и 3D-пе÷ати.
Созäанные управëяþщие проãраììы экспери-

ìентаëüно проверены с испоëüзованиеì робота-ãек-
сапоäа, а также визуаëизированы в коìпëексе про-
ãраììноãо обеспе÷ения с отображениеì траектории
äвижения выхоäноãо звена робота в виртуаëüной
среäе, äубëируþщей реаëüнуþ окружаþщуþ среäу
в ëабораторных усëовиях, вкëþ÷аþщуþ приспо-
собëения и äруãие объекты, нахоäящиеся в непо-
среäственной бëизости от рабо÷ей зоны.
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The article deals with modeling of the movements performed by a hexapod robot. The aim of development is creation of the
control programs, making possible production of layered volume 3D-press products or obtaining of coatings without the use of post-
processors. The objective is to develop special algorithms used in the control programs. Algorithms were constructed on the basis
of the principle of a cyclic program. Due to the internal robot-hexapod’s numeric registers a possibility was realized of a simplified
data input to the path of movement of the tool, which can act as an extruder, or another tool with a nozzle for spraying of the
working substance. With the help of the cycles in the control program sorting out of values was done within certain ranges of the
numeric registers. As a result of the sorting, the control program determines a correct setting of the program, or coordinate, which
is to be followed at the moment. The obtained algorithms are intended for the reciprocating and rotational movement of the working
body on the trajectory. The control program is small and can easily be reconfigured for other dimensions of the resulting surface,
or other parameters such as the diameter of the nozzle, number of layers, starting point and spray rate. The operation control
programs were tested on a real hexapod robot in a laboratory. In addition, with the help of the software a system project, including
a copy of the virtual environment, was created, in which the robot operated, as well as a virtual remote control, which made it
possible to write a control program or change the numerical value of the registers. This control program was tested in a virtual
environment, with a clear visualization of the robot and display of the motion path of the output link.
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О перспективах роботизации точного земледелия*

В сравнитеëüно неäавней истории как оте÷ест-
венноãо, так и ìировоãо зеìëеäеëия набëþäаëся
перехоä от конной тяãи к тракторной, а теперü уже
к боëее поëной ìеханизаöии и автоìатизаöии про-
извоäственных проöессов. Перспективной тенäен-
öией совреìенноãо зеìëеäеëия явëяется перехоä
на техноëоãии возäеëывания сеëüскохозяйствен-
ных куëüтур с испоëüзованиеì роботизированных
сеëüскохозяйственных ìаøин и коìпëексов [1—4].
При роботизаöии сеëüскохозяйственноãо произ-
воäства в наибоëее ощутиìоì, явноì проявëении
роботизаöия присуща так называеìоìу то÷ноìу
зеìëеäеëиþ (Precision Agriculture), отëи÷итеëüной
÷ертой котороãо сëужит провеäение техноëоãи÷еских
операöий с у÷етоì внутрипоëüной неоäнороäности
(вариабеëüности, пестроты) по÷венноãо покрова,
еãо пëоäороäия. Есëи в траäиöионноì зеìëеäеëии
все техноëоãи÷еские приеìы, в тоì ÷исëе внесение
уäобрений и äруãих аãрохиìи÷еских среäств, вы-
поëняëисü еäинообразно (как правиëо, усреäнено)
äëя всеãо поëя (обрабатываеìоãо у÷астка), то в то÷-
ноì зеìëеäеëии упор äеëается на корректировку
разëи÷ных аãроприеìов в зависиìости от особен-
ностей пëоäороäия отäеëüных у÷астков поëя (аãро-
контуров). Актуаëüностü äанноãо направëения поä-
твержäается сëоваìи основопоëожника оте÷ествен-
ной аãрохиìии акаäеìика Д. Н. Пряниøникова,
сказанныìи иì в сереäине ХХ века и иìеþщиìи
непосреäственное отноøение к теìе настоящей
статüи: "Опреäеëение соäержания в по÷вах поäвиж-
ных форì азота, фосфора и каëия ìожет бытü ис-
поëüзовано äëя äифференöировки äоз и соотноøе-
ний азотистых, фосфорнокисëых и каëийных
уäобрений, вносиìых поä оäну и ту же куëüтуру,
в оäноì и тоì же поëе севооборота, но на у÷астках
поëя, разëи÷аþщихся по по÷венныì усëовияì...
Отсþäа боëüøое зна÷ение приобретаþт разнооб-
разные способы у÷ета этих изìеняþщихся во вре-

ìени и пространстве свойств по÷вы в öеëях наи-
боëее эффективноãо приìенения уäобрений" [5].
По существуþщиì ìетоäикаì уäобрения вно-

сятся соответственно усреäненныì показатеëяì пëо-
äороäия по÷вы на всеì поëе севооборота. Оäнако
и оте÷ественные, и зарубежные иссëеäования по-
казаëи, ÷то варüирование аãрохиìи÷ескоãо состава
по÷в внутри оäноãо и тоãо же поëя ìожет бытü
весüìа зна÷итеëüныì [6]. Отëи÷ия показатеëя пëо-
äороäия по÷вы в разëи÷ных ÷астях поëя ìоãут äости-
ãатü 300 %. На рис. 1 (сì. третüþ сторону обëожки)
преäставëен приìер карты пëоäороäия по÷в опыт-
ноãо у÷астка в усëовиях Поäìосковüя, на котороì
соäержание ãуìуса в пахотноì сëое по÷вы коëеб-
ëется в преäеëах 1,2...2,8 %, т.е. разëи÷ается на
сравнитеëüно небоëüøой пëощаäи (4 ãа) боëее ÷еì
в 2 раза. При внесении на поëе усреäненных äоз
уäобрений ÷астü по÷в неäопоëу÷ит требуеìые уäоб-
рения, а äруãая ÷астü буäет переуäобрена. Опыт по-
казаë, ÷то это вëияет на коëебания урожайности
куëüтур äо 150 % и снижает экоëоãи÷ностü выра-
щиваеìых проäуктов.
У÷естü разнообразие внутрипоëüных аãроконту-

ров при испоëüзовании траäиöионных ìетоäов об-
сëеäования и картоãрафирования поëей, рас÷ете äоз
уäобрений и их внесения, опреäеëении норì вы-
сева сеìян, провеäении äруãих операöий äëя каж-
äоãо выäеëенноãо аãроконтура на практике по÷ти
невозìожно. Эффективныì реøениеì этой про-
бëеìы явëяется роботизаöия всеãо коìпëекса ра-
бот от аãроìониторинãа äо уборки урожая. Во ìно-
ãих странах, в тоì ÷исëе и в России, в этоì направ-
ëении с посëеäних äесятиëетий проøëоãо стоëетия
по настоящее вреìя веäется активный поиск эф-
фективных нау÷ных и техни÷еских реøений [7].
В настоящее вреìя ìожно выäеëитü сëеäуþщие
нау÷ные и техни÷еские заäа÷и, которые необхоäи-
ìо реøитü äëя приìенения роботов в техноëоãии
то÷ноãо зеìëеäеëия (рис. 2).
Первой заäа÷ей явëяется заäа÷а опреäеëения

факти÷ескоãо уровня пëоäороäия. Она закëþ÷ает-
ся в выäеëении на сеëüскохозяйственных поëях

Статья посвящена применению роботов в сельском хозяйстве применительно к технологии точного земледелия. Упор сде-
лан на технологию роботизированного внесения удобрений в соответствии с фактическим уровнем плодородия почвы на раз-
личных участках поля. Сформулированы различные компоненты данной технологии. Рассмотрены полученные результаты в
отечественном земледелии, обсуждена эффективность данных технологий. Представлена информация по ключевым исследо-
ваниям данной тематики в России.
Ключевые слова: роботы, сельскохозяйственное производство, точное земледелие

 * Работа поääержана Проãраììой Презиäиуìа РАН № I.31
"Актуаëüные пробëеìы робототехники".
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внутрипоëüных у÷астков, разëи÷аþщихся по свое-
ìу пëоäороäиþ. Способы выявëения аãроконтуров
ìожно разäеëитü на äистанöионные и назеìные.
Дистанöионные способы иäентификаöии пестро-
ты по÷венноãо пëоäороäия и посевов основаны на
испоëüзовании авиакосìи÷еских сниìков иëи сниì-
ков, выпоëненных с беспиëотных ëетатеëüных аппа-
ратов. Иссëеäования показаëи, ÷то äистанöионное
зонäирование в раäио- и фотоäиапазонах эëектро-
ìаãнитных воëн ìожет провоäитüся и по открытой
(вспаханной), и по покрытой раститеëüностüþ
по÷ве. Наприìер, ВНИИ аãрохиìии иì. Д. Н. Пря-
ниøникова (ВНИИА) испоëüзоваë раäиоëокатор,
установëенный на косìи÷ескоì аппарате НПО
Маøиностроения "Аëìаз-1". Этот äат÷ик позвоëиë
выявитü на поëях ОПХ "Газырское" Красноäарскоãо
края внутрипоëüные у÷астки, на которых при от-
боре и анаëизе по÷венных проб установëена опре-
äеëенная корреëяöия ìежäу отäеëüныìи аãрохиìи-
÷ескиìи показатеëяìи пëоäороäия по÷вы и резуëü-
татаìи раäиоëокаöионноãо сканирования. Важно
отìетитü, ÷то раäиоëокаöия позвоëяет провоäитü
обсëеäование веãетируþщих посевов независиìо
от поãоäы и вреìени суток. Схоäные резуëüтаты
поëу÷ены при äистанöионноì зонäировании по-
ëей ОПХ Сìоëенскоãо НИИСХ с косìи÷ескоãо
аппарата "Ресурс-01" при испоëüзовании на неì
фотоаппаратуры МСУ-Э, сканируþщей эëектро-
ìаãнитное изëу÷ение сеëüскохозяйственных поëей
в красноì и бëижнеì инфракрасноì äиапазоне.
Оäнако приìенение спутниковой аппаратуры яв-
ëяется äостато÷но äороãостоящиì и ìаëоопера-
тивныì. Аëüтернативное äистанöионное обсëеäова-
ние посевов озиìой пøениöы в ОПХ "Газырское"
в обы÷ных (ìеëкоäеëяно÷ных) поëевых опытах с
уäобренияìи осуществëено с приìенениеì верто-
ëета, оснащенноãо фотоìетроì. Коэффиöиент
корреëяöии показаний фотоìетра с уровнеì обеспе-
÷енности растений азотныì питаниеì составиë 0,9,
÷то поäтвержäает высокуþ эффективностü прове-
äенноãо äиаãности÷ескоãо обсëеäования. В связи с
этиì преäставëяется весüìа перспективныì испоëü-
зование БПЛА, фиксируþщих состояние посевов

с небоëüøой высоты, которое характеризуется по-
выøенной то÷ностüþ и оперативностüþ äиаãнос-
ти÷ескоãо обсëеäования, низкой себестоиìостüþ
äиаãности÷еских работ.
К назеìныì же способаì выявëения внутри-

поëüных контуров пëоäороäия по÷в относится ав-
тоìати÷еское опреäеëение урожайности сеëüско-
хозяйственных куëüтур, ãëавныì образоì зерно-
вых, в проöессе их уборки, так как урожайностü
сеëüскохозяйственных куëüтур тесно связана с
уровнеì по÷венноãо пëоäороäия. Спеöиаëüные
äат÷ики, устанавëиваеìые на коìбайнах и реãист-
рируþщие поток собираеìоãо зерна, äоëжны бытü
связаны с систеìой позиöионирования и бортовыì
коìпüþтероì ìаøины. Это позвоëяет при обработ-
ке поëу÷енных äанных разäеëятü поëя на у÷астки
по уровнþ урожайности, испоëüзуя их äëя посëе-
äуþщеãо отбора по÷венных проб. По резуëüтатаì
их аãрохиìи÷ескоãо анаëиза ìожно составëятü аã-
рохиìи÷еские картоãраììы поëей (рис. 3, сì. тре-
тüþ сторону обëожки и рис. 4, сì. ÷етвертуþ сто-
рону обëожки).
Друãой весüìа перспективной техноëоãией яв-

ëяется выäеëение аãропо÷венных контуров по ре-
зуëüтатаì топоãрафи÷еской съеìки реëüефа поëей.
Установëена непосреäственная связü ìезо- и ìикро-
реëüефа поëей с пëоäороäиеì по÷вы, т.е. с разëи-
÷ияìи в аãрохиìи÷еских и аãрофизи÷еских ее
свойствах в разных ìестопоëожениях на реëüефе.
Иссëеäования ВНИИА на аãропоëиãоне Центраëü-
ной опытной станöии позвоëиëи установитü впоë-
не опреäеëеннуþ зависиìостü аãрохиìи÷еских по-
казатеëей — кисëотности по÷венной среäы, соäер-
жания в ней отäеëüных эëеìентов питания от
топоãрафии поëя. Так, на повыøенных у÷астках
аãропоëиãона соäержание нитратов в пахотноì сëое
по÷вы преваëироваëо наä аììониеì, а в понижен-
ных, наоборот, соäержание аììонийноãо азота
быëо выøе по сравнениþ с нитратныì, ÷то обус-
ëовëено внутрипо÷венной ìиãраöией высокопоä-
вижных нитрат-ионов с воäныìи потокаìи в по-
ниженные у÷астки и восстановëениеì их äо ìенее
поäвижноãо аììония. Разработанный ВНИИА ро-
ботизированный способ ускоренной топоãрафи÷е-
ской съеìки ìестности с испоëüзованиеì GPS-
иëи ГЛОНАСС-навиãаторов позвоëяет успеøно
испоëüзоватü ее в техноëоãиях то÷ноãо зеìëеäеëия.
Еще оäниì способоì опреäеëения на поëях раз-

ëи÷ных уровней пëоäороäия явëяется сканирова-
ние эëектропровоäности по÷вы. Это становится
возìожно, поскоëüку при по÷ти äиэëектри÷еских,
в öеëоì, свойствах пороä и ìинераëов, образуþ-
щих по÷венный скеëет, эëектропровоäностü по÷вы
зависит, ãëавныì образоì от ионов, явëяþщихся
преиìущественно эëеìентаìи питания растений
(рис. 5). Конäуктоìетри÷ескиìи устройстваìи
эëектропровоäностü опреäеëяется иëи непосреäст-
венно путеì пропускания эëектри÷ескоãо тока
ìежäу эëектроäаìи, присоеäиненныìи к поãружае-
ìыì в по÷ву äискаì, иëи по втори÷ной эëектро-

Рис. 2. Перечень основных научно-технических задач роботи-
зации технологий точного земледелия
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ìаãнитной инäукöии, навоäиìой в по÷ве äвижу-
щиìся наä ее поверхностüþ эëектри÷ескиì ìоäуëеì
прибора и с÷итываеìой конäуктоìетроì скани-
руþщеãо устройства (рис. 6, сì. ÷етвертуþ сторону
обëожки). Роботизаöия проöесса сканирования
эëектропровоäности по÷вы позвоëяет на выхоäе
поëу÷итü картоãраììу поëя с выäеëенныìи на ней
аãроконтураìи äëя отбора äëя аãрохиìи÷ескоãо
анаëиза по÷венных образöов и посëеäуþщеãо ис-
поëüзования äëя составëения карт-заäаний по
äифференöированноìу внесениþ уäобритеëüных
среäств (рис. 7, сì. ÷етвертуþ сторону обëожки).
Дистанöионное зонäирование, сканирование

урожайности и эëектросканирование по÷вы, уско-
ренное топоãрафирование реëüефа поëей в со÷ета-
нии с автоìатизированныì отбороì проб по÷вы и
испоëüзованиеì ГИС-техноëоãий äëя обработки
картоãрафи÷ескоãо ìатериаëа поëей позвоëяþт су-
щественно сократитü затраты на аãрохиìи÷еское
обсëеäование поëей по сравнениþ с траäиöионныì
ìетоäоì схеìати÷ескоãо отбора проб по эëеìен-
тарныì у÷асткаì за с÷ет уìенüøения ÷исëа отби-
раеìых по÷венных проб, так как их отбор прово-
äится не схеìати÷ески, всëепуþ, а на аãроконтурах,
априори разëи÷аþщихся по своеìу пëоäороäиþ и
заранее выäеëенных на эëектронных картах поëей.
При этоì отбор по÷венных проб по новыì техно-
ëоãи÷ескиì принöипаì относится к роботизиро-
ванныì техноëоãияì, поскоëüку выпоëняется про-
боотборникоì автоìати÷ески с äвижениеì по вы-
бранноìу ìарøруту и фиксаöией ìест отбора на
äиспëее и в паìяти бортовой ЭВМ, наприìер как
на установке ВНИИА (рис. 8, сì. ÷етвертуþ сто-
рону обëожки). В öеëоì разработанные ìетоäы аã-
рохиìи÷ескоãо обсëеäования и картоãрафирова-
ния характеризуþтся высокой степенüþ автоìати-
заöии, т.е. ìоãут с÷итатüся роботизированныìи
ìетоäаìи аãрохиìи÷ескоãо ìониторинãа.
Сëеäуþщий этап роботизаöии аãрохиìи÷ескоãо

обсëуживания состоит в созäании автоìатизиро-
ванных интерактивных проãраìì рас÷ета äоз уäоб-
рений на запëанированнуþ урожайностü сеëüско-
хозяйственных куëüтур. Сутü еãо закëþ÷ается в

коìпüþтеризаöии рас÷етных ìетоäов, основанных
на резуëüтатах поëевых опытов Геоãрафи÷еской
сети ВНИИА и аãрохиìсëужбы РФ. По разрабо-
танной в ВНИИА автоìатизированной проãраììе
"Интераãрохиì" рас÷ет äоз уäобрений провоäится
в соответствии с поëу÷енныìи эëектронныìи аãро-
хиìи÷ескиìи картоãраììаìи пëоäороäия по÷вы,
пëанируеìой урожайностüþ куëüтуры, с у÷етоì ка-
÷ества преäыäущих урожаев, вëаãообеспе÷енности,
особенностей реëüефа поëей, аãрофизи÷еских
свойств по÷вы, ряäа äруãих факторов, пере÷исëен-
ных ниже:

1) аäрес объекта (субъект РФ и т.ä.);
2) тип (поäтип) по÷вы;
3) ãрануëоìетри÷еский состав по÷вы;
4) аãрохиìи÷еские свойства по÷вы;
5) экспозиöия скëона поëя (у÷астка);
6) степенü эроäированности по÷вы;
7) äоза орãани÷еских уäобрений (приìененных

иëи пëанируеìых к приìенениþ);
8) виä приìеняеìых (пëанируеìых) орãани÷е-

ских уäобрений;
9) ãоä внесения орãани÷еских уäобрений (поä

преäøественник иëи куëüтуру);
10) виä и форìа äоступных äëя приìенения

ìинераëüных уäобрений;
11) характер поãоäных усëовий (по уровнþ ув-

ëажнения);
12) пëанируеìая сеëüскохозяйственная куëüтура

(из пере÷ня районированных в äанноì реãионе);
13) пëанируеìая урожайностü куëüтуры;
14) вынос NPK 1 т урожая с у÷етоì побо÷ной

проäукöии äëя рас÷ета общей потребности куëüту-
ры в питатеëüных веществах;

15) поправо÷ные коэффиöиенты к общей по-
требности с у÷етоì аãрохиìи÷еских свойств по÷вы
и äруãих аãроэкоëоãи÷еских показатеëей;

16) äействуþщие öены на ìинераëüные уäобре-
ния и сеëüскохозяйственнуþ проäукöиþ.
Разрабатываþтся способы бесконтактноãо (äис-

танöионноãо) обращения поëüзоватеëей (сеëüхоз-
произвоäитеëей, спеöиаëистов, руковоäитеëей раз-
ëи÷ноãо иерархи÷ескоãо уровня) с сервероì ВНИИА,
который по запросу в те÷ение нескоëüких ìинут
äоëжен в автоìати÷ескоì режиìе выäаватü кëиен-
таì требуеìуþ инфорìаöиþ. В настоящее вреìя
запрос на инфорìаöиþ об оптиìаëüных рас÷етных
äозах азотных, фосфорных и каëийных уäобрений
осуществëяется ÷ерез интернет с коìпüþтера за-
каз÷ика на сервер ВНИИА. Поìиìо рас÷ета опти-
ìаëüных äоз азотных, фосфорных и каëийных
уäобрений, во ВНИИА разработана интерактивная
проãраììа по рас÷ету äоз серных уäобрений, ко-
торые особенно необхоäиìы äëя ìасëи÷ных и вы-
сокобеëковых куëüтур. Запрос и резуëüтат рас÷ета
ìожет переäаватüся со сìартфона на сìартфон,
÷то обëеã÷ает потребитеëяì практи÷еское испоëü-
зование проãраììы. Институтоì веäется также
разработка интерактивной проãраììы äëя автоìа-
тизированноãо рас÷ета оптиìаëüных äоз ìикро-

Рис. 5. Зависимость электропроводности почвы (столбцы) от
содержания в ней минерального азота (линия)
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уäобрений поä сеëüскохозяйственные куëüтуры,
в ÷астности бора, ìеäи, öинка, ìоëибäена, ìар-
ãанöа и кобаëüта. Важностü автоìатизаöии рас÷етов
обусëовëена теì, ÷то вру÷нуþ, äаже с испоëüзова-
ниеì совреìенных вы÷исëитеëüных среäств, пра-
виëüный рас÷ет требуеìых растенияì оптиìаëüных
äоз уäобрений преäставëяет собой труäно разре-
øиìуþ заäа÷у из-за сëожных взаиìозависиìостей
в биосистеìе по÷ва—уäобрение—растение, теì бо-
ëее, äëя техноëоãий то÷ноãо зеìëеäеëия. Тоëüко
коìпëексный поäхоä, реаëизуеìый в роботизиро-
ванной проãраììе, способен ìаксиìаëüно у÷естü
эти взаиìосвязи. Кроìе тоãо, äаже совреìенный
уровенü каäровой обеспе÷енности сеëüхозпроизвоä-
ства спеöиаëистаìи-аãрохиìикаìи также явëяется
оäной из при÷ин поëаãатüся не тоëüко на хозяйст-
венный опыт зеìëепоëüзоватеëей, но и на нау÷но
обоснованные ìетоäы реãуëирования ìинераëüноãо
питания растений. Освоение проãраìì автоìати-
зированноãо рас÷ета äоз ìинераëüных уäобрений
поä сеëüскохозяйственные куëüтуры, возäеëывае-
ìые в разëи÷ных зеìëеäеëü÷еских реãионах стра-
ны, посëужит важнейøиì фактороì повыøения их
эффективности и экоëоãи÷еской безопасности.
Заверøаþщиì этапоì аãрохиìи÷ескоãо обсëу-

живания то÷ноãо зеìëеäеëия сëужит иìенно äиф-
ференöированное внесение уäобрений. В настоящее
вреìя в соответствии с иìеþщиìися разработкаìи
эта функöия возëаãается на роботизированные аã-
реãаты, состоящие из трактора, навесноãо иëи при-
öепноãо разбрасыватеëя уäобрений (аппëикатора),
эëектронноãо оборуäования, вкëþ÷аþщеãо борто-
вой коìпüþтер, систеìу спутниковой навиãаöии
GPS/ГЛОНАСС, систеìу автоìати÷ескоãо вожäения
(автопиëот), а äëя äифференöированной поäкорì-
ки веãетируþщих посевов уäобренияìи — äопоë-
нитеëüные сенсоры (рис. 9, сì. ÷етвертуþ сторону
обëожки). По заëоженной в бортовой коìпüþтер
карте-заäаниþ, составëенной по итоãаì аãроìони-
торинãа и рас÷ета оптиìаëüных äоз уäобрений, ро-
ботизированный аãреãат вносит их в соответствии
с факти÷еской потребностüþ растений на разëи÷-
ных у÷астках поëя. В вопросах то÷ной навиãаöии
сеëüскохозяйственных ìаøин хороøие резуëüтаты
поëу÷ены в Институте пробëеì управëения РАН [8].
В öеëоì, эффективностü техноëоãий роботизи-

рованноãо, прежäе всеãо äифференöированноãо,
приìенения уäобрений в усëовиях то÷ноãо зеìëе-
äеëия во ìноãоì зависит от выраженности внутри-
поëüной пестроты по÷венноãо пëоäороäия. На по-
ëях, отëи÷аþщихся выровненныì пëоäороäиеì,
äифференöированное внесение аãрохиìи÷еских
среäств априори не требуется. По äанныì поëевых
опытов, провеäенных в нескоëüких реãионах стра-
ны, äостоверные прибавки урожайности зерновых от
территориаëüной äифференöиаöии äоз уäобрений
поëу÷аëи, как правиëо, при уровне вариабеëüности
аãрохиìи÷еских показатеëей пëоäороäия выøе 20 %.
По äанныì ВНИИА от äифференöиаöии äоз орãа-
ни÷еских уäобрений прибавка урожайности зерно-

вых куëüтур в зависиìости от соäержания ãуìуса в
по÷ве коëебаëасü в преäеëах 5,4...18 %, а в среäнеì
составиëа 9,5 %. Дифференöированное внесение
ìинераëüных азотных уäобрений повыøаëо их
окупаеìостü зерновой проäукöией в разных по÷-
венно-кëиìати÷еских усëовиях от 10 äо 30 %. В ÷а-
стности, в усëовиях Не÷ернозеìной зоны äифферен-
öированное внесение азотных уäобрений повыøа-
ëо урожайностü зерновых куëüтур на 3,7...4,9 ö/ãа,
иëи, окруãëенно, на 7...12 % по сравнениþ с внесе-
ниеì равновеëиких, но усреäненных по всей уäоб-
ряеìой пëощаäи (фиксированных) äоз (рис. 10, сì.
табëиöу). При этоì в контроëüноì варианте опыта
уäобрения не приìеняëисü, в варианте усреäнен-
ной äозы из рас÷ета на 1 ãа уäобряеìой пëощаäи
равноìерно вносиëи аììиа÷нуþ сеëитру из рас÷е-
та 80 кã/ãа эëеìентарноãо азота (в аììиа÷ной се-
ëитре соäержание азота составëяет окоëо 34 %),
в варианте äифференöированноãо приìенения
азотных уäобрений они распреäеëяëисü по уäоб-
ряеìой пëощаäи неравноìерно, с у÷етоì неоäно-
роäноãо соäержания азотистых веществ (нитратов)
в пахотноì сëое по÷вы. Показатеëü НСР05 — это
наиìенüøая существенная разностü при 5 %-ноì
уровне зна÷иìости, иëи 95 %-ноì уровне вероят-
ности (общепринятый ìетоä äоказатеëüства фак-
ти÷еской äостоверности поëу÷аеìых резуëüтатов в
сеëüскохозяйственных опытах, ввеäенный в на÷аëе
проøëоãо века Фиøероì). Этот статисти÷еский

Рис. 10. Эффективность дифференцированного применения
азотных удобрений под яровой ячмень на дерново-подзолистой
почве (2015 г.)

Влияние дифференцированного внесения азотных удобрений 
на урожайность озимой пшеницы

Варианты опыта

Уро-
жай-
ностü,
ö/ãа

Прибавка урожая

всеãо от äифферен-
öиаöии äоз

ö/ãа % ö/ãа %

Контроëü 30,5 — — — —
Усреäненная äоза (N80) 40,1 9,6 31,5 — —
Дифференöированные 
äозы (в среäнеì N80)

45,0 14,5 47,5 4,9 12,2

НСР05 4,8 ö/ãа
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показатеëü озна÷ает äостоверностü разниöы ìежäу
äанныìи сравниваеìых вариантов, в наøеì сëу÷ае —
äостовернуþ прибавку урожая озиìой пøениöы как
по сравнениþ с неуäобренныì контроëеì (9,6 ö/ãа),
так и от äифференöированноãо внесения уäобрений
по сравнениþ с внесениеì уäобрений среäней äëя
всеãо поëя äозой (4,9 ö/ãа). При НСР05 = 4,8 ö/ãа
обе прибавки урожая с÷итаþтся статисти÷ески äо-
стоверныìи. Есëи бы они быëи ìенüøе 4,8, их
ìожно быëо бы с÷итатü поëожитеëüныìи тоëüко
на уровне тенäенöии.
При этоì существенно, на 10 % и боëее, сни-

жаëасü внутрипоëüная вариабеëüностü урожайнос-
ти, ÷то иìеет существенное зна÷ение äëя уëу÷øе-
ния усëовий уборки урожая и повыøения ка÷ества
проäукöии. По резуëüтатаì äифференöированной
поäкорìки озиìой пøениöы, выращенной на
обыкновенноì ÷ернозеìе в ООО "Восток-Аãро"
Воронежской обëасти роботизированныì аãреãа-
тоì, ее урожайностü возросëа в среäнеì на 3 ö/ãа,
÷то окупиëо затраты на приобретение техни÷еских
среäств äëя äифференöированноãо внесения уäоб-
рений за оäин ãоä их экспëуатаöии.
Ниже преäставëены техни÷еская характеристи-

ка и ориентирово÷ная стоиìостü разбрасыватеëя
уäобрений AMAZONE ZA-M и оборуäования äëя
äифференöированноãо внесения уäобрений:

Можно расс÷итатü срок окупаеìости затрат на
приобретение разбрасыватеëя уäобрений AMA-
ZONE ZA-M и оборуäования äëя äифференöиро-
ванноãо внесения азотных уäобрений:

В öеëоì, роботизаöия как основа то÷ноãо зеì-
ëеäеëия ìожет бытü эффективной практи÷ески по-
всеìестно, поскоëüку она направëена, прежäе всеãо,
на повыøение произвоäитеëüности труäа. Что же
касается äифференöированноãо приìенения уäоб-
рений, то оно эффективно ëиøü на поëях с выра-
женной вариабеëüностüþ по÷венноãо пëоäороäия.
Но так как поëя России по÷ти повсеìестно харак-
теризуþтся высокой пестротой по÷венноãо пëоäо-
роäия, роботизированные техноëоãии то÷ноãо
зеìëеäеëия, вкëþ÷ая äифференöированное при-
ìенение уäобрений, иìеþт в наøей стране несоì-
неннуþ перспективу.
Совреìенные иссëеäования роботизаöии сеëü-

скоãо хозяйства веäутся особенно активно в ЕС и
Японии. В раìках äействуþщей Раìо÷ной про-
ãраììы "Horizont 2020" приëожения в обëасти
сеëüскоãо хозяйства указаны в ка÷естве оäних из
приоритетных äëя финансирования в обëасти ро-
бототехники [9].
В наøей стране работы в настоящее вреìя по

роботизаöии техноëоãии то÷ноãо зеìëеäеëия прово-
äятся во Всероссийскоì нау÷но-иссëеäоватеëüскоì
институте аãрохиìии иìени Д. Н. Пряниøникова,
Всероссийскоì нау÷но-иссëеäоватеëüскоì инсти-
туте ìеханизаöии сеëüскоãо хозяйства, Институте
по÷вовеäения и аãрохиìии Сибирскоãо отäеëения
РАН, в некоторых äруãих иссëеäоватеëüских öент-
рах. Дëя коорäинаöии провоäиìых иссëеäований
форìируется спеöиаëизированная коìпëексная
проãраììа нау÷ных иссëеäований ФАНО России.
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In this paper the authors discuss the prospects of robots in agriculture. According to the authors, the most challenging area of
agriculture is the use of robots in the technology of Precision Agriculture (or Target Farming). The main idea of this technology is
fertilization of the soil in accordance with the actual fecundity level of each specific area of a field (in contrast to the widely accepted
field fertilization according to the average fecundity level of the overall field). The advantages of the Precision Agriculture technology
are higher productivity level and better ecology of the food produced and of the field used for food production. In such case this tech-
nology consists of four main components: 1. Remote sensing of the soil for estimation of its actual fecundity level; 2. Calculation of
the amount of the fertilizers needed for each part of the field; 3. Development of new agricultural machinery; 4. Precision navigation
systems for the agricultural machinery. The authors believe that most of these components (except component 2) are typical robotics
tasks. Within this paper they discuss various approaches to realization of these components, their advantages and drawbacks. The
concluding part of the paper presents the preliminary results of application of the Precision Agriculture technology in the Russian
Federation. According to the experimental tests performed by the State Research Institute for Agrochemistry, the winter wheat pro-
duction increased by 3 metric centners per hectare in Voronezh Region. This covered all the costs involved in the Precision Agriculture
project within one year. The last paragraph of the paper is devoted to the key players in this area of research in Russia.
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Динамическое программирование в задаче маршрутизации:
схема независимых вычислений

Введение

Настоящая работа явëяется проäоëжениеì ра-
боты [1]. В ней иссëеäуþтся вопросы построения
параëëеëüных аëãоритìов на основе схеìы незави-
сиìых вы÷исëений [2, 3]. Рассìатривается заäа÷а
курüера, т.е. заäа÷а коììивояжера (ЗК), осëожнен-
ная усëовияìи преäøествования; в теорети÷еской
÷асти äопускается также зависиìостü ìатриöы
стоиìостей от списка заäаний. Поäобная зависи-
ìостü ìожет возникатü при рассìотрении некото-
рых заäа÷, возникаþщих в атоìной энерãетике в
связи с соображенияìи ìиниìизаöии äозовой на-
ãрузки работников при выпоëнении иìи тоãо иëи
иноãо коìпëекса работ; сì. в связи с этиì работы
[4—6]. Отìетиì, ÷то зависиìостü стоиìостей пе-
реìещений от списка заäаний ìожет возникатü
также в заäа÷ах, связанных с ìаøиностроениеì;
иìеþтся в виäу вопросы управëения инструìен-
тоì при ëистовой резке äетаëей на ìаøинах с ЧПУ
[7—9]. Ввеäение в этих заäа÷ах упоìянутой зави-
сиìости ìожет бытü связано с у÷етоì техноëоãи-
÷еских оãрани÷ений (жесткости ëиста, тепëовых
äопусков) посреäствоì соответствуþщих øтрафов.
Как уже отìе÷аëосü, рассìатриваеìая заäа÷а

иìеет своиì прототипоì известнуþ NP-поëнуþ ЗК
(в анãëоязы÷ной ëитературе — TSP). В связи с ис-
сëеäованиеì ЗК отìетиì работы [10—15]; в ÷аст-
ности, в работах [14, 15] иссëеäоваëосü приìене-
ние äëя реøения ЗК ìетоäа äинаìи÷ескоãо про-
ãраììирования (ДП).
В настоящей работе испоëüзуется вариант ДП,

восхоäящий к работе [16] и не преäусìатриваþ-

щий построение поëноãо ìассива зна÷ений функ-
öии Беëëìана. Испоëüзуется схеìа независиìых
вы÷исëений сëоев äанной функöии, преäëоженная
в работах [2, 3], а также вариант äанной схеìы,
преäëоженный в работе [1]. В настоящей статüе по-
строен параëëеëüный аëãоритì вы÷исëения зна÷е-
ний функöии Беëëìана с приìенениеì супер-
коìпüþтера. Данный аëãоритì реаëизован на вы÷ис-
ëитеëüноì кëастере супервы÷исëитеëя "Уран",
провеäен вы÷исëитеëüный экспериìент, показываþ-
щий работоспособностü преäëаãаеìоãо аëãоритìа.

Обозначения общего характера

Ниже испоëüзуется станäартная теоретико-ìно-
жественная сиìвоëика (кванторы, связки; ∅ —
пустое ìножество). Сеìействоì называеì ìноже-
ство, все эëеìенты котороãо — ìножества (сеìей-
ство — ìножество, "составëенное" из ìножеств).
Есëи x и y — объекты, то {x; y} обозна÷аеì (еäин-
ственное) ìножество, соäержащее в ка÷естве своих
эëеìентов x, y и не соäержащее никаких äруãих
эëеìентов ({x; y} — неупоряäо÷енная пара объек-
тов x, y). Тоãäа, в ÷астности, äëя произвоëüноãо
объекта z в виäе {z}  {z; z} иìееì оäноэëеìентное
ìножество (синãëетон), соäержащее z. Кажäое ìно-
жество явëяется объектоì. С у÷етоì этоãо, сëеäуя
работе [17, с. 67], äëя произвоëüных объектов a и b
обозна÷аеì (a, b) упоряäо÷еннуþ пару (УП) упо-
ìянутых объектов: (a, b)  {{a}; {a, b}}. Есëи же z —
какая-ëибо УП, то pr1(z) и pr2(z) обозна÷аеì соот-
ветственно первый и второй эëеìенты УП z, оäно-
зна÷но опреäеëяеìые усëовиеì z = (pr1(z), pr2(z)).

Рассматривается реализация схемы независимых вычислений для решения маршрутной задачи с условиями предшествования
и (в теоретической части) с функциями стоимости, зависящими от списка заданий. Используется метод динамического про-
граммирования. Отдельно рассматривается параллельный алгоритм определения значения задачи (глобальный экстремум) и
алгоритм "полного" решения, включающего построение оптимального маршрута. Последний алгоритм реализован на супервы-
числителе "Уран" при использовании (конечной) системы узлов, каждый из которых является совокупностью нескольких про-
цессоров. В свою очередь, вся совокупность узлов образует вычислительный кластер. Допускается возможность вычисления не-
которых значений функции Беллмана разными процессорами.
Ключевые слова: динамическое программирование, маршрут, условия предшествования, существенные списки (заданий),

слои пространства позиций, независимые вычисления, функция Беллмана

МЕТОДЫ КОМБИНАТОРНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ
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Есëи H — ìножество, то P(H) и P ′(H) обозна÷аеì
соответственно сеìейства всех и всех непустых поä-
ìножеств (п/ì) H; Fin(H) обозна÷аеì сеìейство всех
коне÷ных ìножеств из P′(H) (Fin(H) естü, сëеäова-
теëüно, сеìейство всех непустых коне÷ных п/ì H).
Как обы÷но [18, с. 17] опреäеëяеì трипëеты,

"составëенные" из произвоëüных объектов: есëи
a, b и c — объекты, то (a, b, c)  ((a, b), c). В связи
с этиì сëеäуеì также известноìу [18, с. 17] правиëу:
A Ѕ B Ѕ С  (A Ѕ B) Ѕ C äëя произвоëüных непус-
тых ìножеств A, B и C. Есëи, кроìе тоãо, D естü не-
пустое ìножество, ϕ — отображение, äействуþщие
из A Ѕ B Ѕ С в D (т.е. ϕ: A Ѕ B Ѕ С → D), x ∈ A Ѕ B
и y ∈ C, то опреäеëено зна÷ение ϕ(x, y) ∈ D ото-
бражения ϕ в то÷ке (x, y) ∈ A Ѕ B Ѕ С, äëя котороãо
также испоëüзуеì обозна÷ение ϕ(pr1(x), pr2(x), y).
Дëя произвоëüных непустых ìножеств ª и «

обозна÷аеì (Bi) [ª; «] ìножество всех биекöий
[19, с. 87] ìножества ª на ìножество «. Есëи Y и
Z — непустые ìножества, а ψ ∈ (Bi)[Y; Z], то обо-
зна÷аеì ψ–1 биекöиþ Z на Y, т.е. ψ–1 ∈ (Bi)[Z; Y],
обратнуþ по отноøениþ к ψ [19, с. 87]. Дëя каж-
äоãо непустоãо ìножества L в виäе (Bi)[L; L] иìееì
ìножество всех перестановок L [19, с. 87].
Обозна÷аеì § вещественнуþ пряìуþ с поëожи-

теëüной поëуосüþ

[0, ∞[  {ξ ∈ § | 0 m ξ}, £  {1; 2; ...} ∈ P ′(§),
£0  {0} ∪ £ = {0; 1; 2; ...} и

  {i ∈ £0 | (p m i) & (i m q)} ∀p ∈ £0 ∀q ∈ £0

(заìетиì, ÷то  = ø и  = {i ∈ £ | i m m} ≠ ø при
m ∈ £). Непустоìу коне÷ноìу ìножеству K сопос-
тавëяеì еãо ìощностü |K | ∈ £; тоãäа опреäеëено

ìножество  = {i ∈ £ | i m |K|} и непустое ìно-

жество (bi)|K |  (Bi)[ ; K] всех биекöий 
на K. Кроìе тоãо, поëаãаеì |ø|  0. Всþäу в äаëü-
нейøеì äëя кажäоãо непустоãо ìножества S обозна-
÷аеì R+[S] ìножество всех функöий из S в [0, ∞[.

1. Некоторые специальные обозначения;
постановка задачи

Фиксируеì ÷исëо N ∈ £, N l 2. Наøей öеëüþ
явëяется иссëеäование переìещений

0 → α(1) → ... → α(N), (1.1)

ãäе α — перестановка инäексов из . В äаëüней-
øеì упоìянутые перестановки иìенуеì ìарøру-
таìи. Поëаãаеì, ÷то выбор α ìожет бытü стеснен
äопоëнитеëüныìи оãрани÷енияìи (усëовияìи
преäøествования). В связи с этиì фиксируеì от-
ноøение

  ∈ P(  Ѕ ), (1.2)

опреäеëяþщее усëовия преäøествования. Итак,  
естü п/ì  Ѕ  (сëу÷ай   = ø из рассìотрения
не искëþ÷ается и соответствует отсутствиþ усëо-

вий преäøествования). Эëеìентаìи   (1.2) явëя-
þтся УП; есëи z ∈  , то буäеì усëовно иìеноватü

pr1(z) ∈  отправитеëеì, а pr2(z) ∈  — поëу-
÷атеëеì z; саìи же эëеìенты   называеì аäресны-
ìи параìи. Всþäу в äаëüнейøеì поëаãаеì, ÷то

∀ 0 ∈ P ′( ) ∃z0 ∈  0: pr1(z0) ≠ pr2(z) ∀z ∈  0.(1.3)

Тоãäа [16, ÷астü 2] в виäе

�  {α ∈ ¥ |∀z ∈  ∀t1 ∈  ∀t2 ∈ 

(z = (α(t1), α(t1))) ⇒ (t1 < t2)} = {α ∈ ¥ | α–1(pr1(z)) < 

< α–1(pr2(z)) ∀z ∈  } ∈ P ′(¥), (1.4)

ãäе (зäесü и ниже) ¥  (bi)[ ], иìееì ìножество
всех äопустиìых ìарøрутов (ДМ) в сìысëе усëо-
вий преäøествования, опреäеëяеìых посреäствоì
  (1.2). Итак, �, как и в работе [1], опреäеëяет ìно-
жество äопустиìых реøений форìуëируеìой ниже
заäа÷и.
Пустü N  P ′( ); эëеìенты N называеì ниже

спискаìи (заäаний). Поëаãаеì заäанныìи отобра-
жения

c ∈ R+[  Ѕ  Ѕ N], f ∈ R+[ ], (1.5)

у÷аствуþщие в форìировании аääитивноãо крите-
рия. Сëеäуя работе [1], ввеäеì аääитивный критерий
ка÷ества ìарøрутов. Итак, есëи α ∈ ¥, то [1, (1)]

Cα  c(0, α(1), ) + c(α(t), α(t + 1),

{α( j): j ∈ }) + f (α(N)). (1.6)

В ка÷естве основной рассìатриваеì заäа÷у

Cα → min, α ∈ �. (1.7)

Поскоëüку � — непустое коне÷ное ìножество
(сì. (1.4)), то заäа÷е (1.7) сопоставëяется зна÷ение
(экстреìуì)

V  minα ∈ �Cα, (1.8)

и непустое ìножество оптиìаëüных ДМ:

�opt  {α0 ∈ � |  = V } ∈ P ′(�). (1.9)

Наøей öеëüþ явëяется опреäеëение зна÷ения V
(1.8) и какоãо-ëибо эëеìента ìножества (1.9). Дëя
реøения заäа÷и (1.7) буäеì испоëüзоватü аппарат
ДП, äействуя в äухе работ [1, 16, 20, 21]. В сëеäуþ-
щеì разäеëе конструкöия реøения на основе ДП
изëаãается в краткой форìе.

2. Динамическое программирование, 1

Дëя испоëüзования аппарата ДП в заäа÷е с воз-
ìожныìи оãрани÷енияìи в виäе усëовий преäøест-
вования, опреäеëяеìых ìножествоì  , ìы прежäе
всеãо осуществëяеì реäукöиþ соответствуþщих
оãрани÷ений [16, § 4.9]: äопустиìостü по преä-

p q,

1 0, 1 m,

1 K,

1 K, 1 K,

1 N,

1 N, 1 N,

1 N, 1 N,

1 N, 1 N,

1 N, 1 N,

1 N,

1 N,

0 N, 1 N, 1 N,

1 N,  
t 1=

N 1–

∑

t 1+ N,

Cα0
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øествованиþ заìеняется äопустиìостüþ по вы-
÷еркиваниþ. С этой öеëüþ ввеäеì в рассìотрение
оператор вы÷еркивания I, äействуþщий в ìноже-
стве (а, то÷нее, в сеìействе) N по правиëу

I(K)  K\{pr2(z): z ∈ Ξ[K]}, (2.1)

ãäе Ξ[K]  {z ∈   | (pr1(z) ∈ K) & (pr2(z) ∈ K)} при
K ∈ N. В терìинах (2.1) ввоäятся ÷асти÷ные (вооб-
ще ãоворя) ìарøруты, äопустиìые по вы÷еркива-
ниþ: поëаãаеì, ÷то (сì. [1, разäеë 2], [16, § 4.9])

(I – bi)[K]  {α ∈ (bi)[K] | α(s) ∈

∈ I({α(t): t ∈ })∀s ∈ }∀K ∈ N. (2.2)

В соотноøении (2.2) иìееì ìножество всех ДМ
посещения "ãороäов" с инäексаìи из K. Соãëасно
работе [16, преäëожения 2.2.2, 2.2.3] (при усëовии
(1.3)) (I – bi)[K] ≠ ø ∀K ∈ N. Стаëо бытü, соотно-
øение (2.2) опреäеëяет всякий раз непустое коне÷-
ное ìножество, при÷еì

� = (I – bi)[ ] = {α ∈ ¥ | (α(1) ∈ I( )) &

& (α(k) ∈ I( \{α(t): t ∈ }) ∀k ∈ )}(2.3)

(иìеется в виäу сëу÷ай K = ). Посреäствоì (2.2)
ввоäиì соответствуþщие ÷асти÷ные заäа÷и: при

s ∈  и K ∈ N со свойствоì |K | l 2 рассìатриваеì
заäа÷у

c(s, α(1), K) + c(α(t), α(t + 1), {α( j): j ∈

∈ }) + f (α(|K |)) → min, α ∈ (I – bi)[K].(2.4)

Кажäой заäа÷е (2.4) сопоставëяется зна÷ение
v(s, K) и непустое ìножество оптиìаëüных ДМ.

Итак, есëи k ∈  и K ∈ N, |K | l 2, то

v(k, K)  [c(k, α(1), K) + c(α(t), 

α(t + 1), {α( j): j ∈ }) + f (α(|K |))] ∈ [0, ∞[.(2.5)

Есëи же K ∈ N и |K | = 1, то ∃!j ∈ : K = { j}.
Поэтоìу при K ∈ N со свойствоì |K | = 1 ìы äëя

кажäоãо k ∈  поëаãаеì, ÷то

v(k, K)  c(k, r, {r}) + f (r), (2.6)

ãäе r ∈  таково, ÷то K ∈ {r} (инäекс r опреäе-
ëяется по K еäинственныì образоì). Такиì обра-
зоì, посреäствоì соотноøения (2.6) опреäеëены

все зна÷ения v(s, {t}), t ∈ . Отìетиì, оäнако, ÷то
в заäа÷е, осëожненной усëовияìи преäøествова-
ния, в посëеäнеì сëу÷ае ìожно буäет искëþ÷атü из
рассìотрения ситуаöии, коãäа t = pr1(z) при неко-
тороì выборе УП z ∈  .

Как обы÷но [1, 16, 20, 21], поëаãаеì также, ÷то

v(s, ø)  f (s) ∀s ∈ . (2.7)

При s ∈  ввеäеì в рассìотрение сеìейство
Ns  {K ∈ N|s = |K |}. Тоãäа  естü объеäинение всех

ìножеств Ns, s ∈ .

При k ∈ , l ∈  и K ∈ Nl зна÷ение v(k, K)
опреäеëяется посреäствоì (2.5). Есëи же l = 1 и

K ∈ Nl, то при k ∈  зна÷ение v(k, K) опреäеëя-
ется соотноøениеì (2.6), ãäе r соответствует K в
сìысëе равенства K = {r}.
Поëаãаеì зäесü и ниже, ÷то N  N U {ø}, поëу-

÷ая, коне÷но, равенство

N = Ns  U {ø}. (2.8)

Теперü зна÷ения v(s, K) опреäеëены (сì. (2.7),

(2.8)) при s ∈  и K ∈ N.
Иныìи сëоваìи, опреäеëена функöия

v ∈ R+[  Ѕ N], (2.9)

иìенуеìая ниже функöией Беëëìана.
Из общих резуëüтатов [20, 21] вытекает [1, с. 234]

уравнение Беëëìана

v(s, K) = [c(s, j, K) + v( j, K \{ j})]

∀s ∈ , ∀K ∈ N. (2.10)

Из соотноøений (1.6), (1.8), (2.3) и (2.5) выте-
кает важное равенство

V = v(0, ) =

= [c(0, j, ) + v( j, \{ j })]. (2.11)

Поэтоìу построеннуþ систеìу ÷асти÷ных заäа÷
ìожно рассìатриватü как расøирение основной
заäа÷и (1.7).

3. Динамическое программирование, 2

В настоящеì разäеëе изëаãается ìоäификаöия
схеìы, преäëоженной в работе [16, § 4.9] (сì. также
боëее позäние варианты в работах [1, 20, 21]). Ре÷ü
иäет о тоì, ÷тобы (при усëовиях преäøествования)
испоëüзоватü тоëüко "÷астü" ìассива зна÷ений функ-
öии Беëëìана, а потоìу при реаëизаöии ДП ока-
зывается возìожныì оãрани÷итüся этой "÷астüþ".
Сна÷аëа ввеäеì в рассìотрение так называеìые
существенные списки заäаний в виäе эëеìентов
сеìейства

�  {K ∈ N|∀z ∈  (pr1(z) ∈ K) ⇒ (pr2(z) ∈ K)}.(3.1)

Кроìе тоãо, поëаãаеì, ÷то �s  {K ∈ � | s = |K |}

∀ s ∈ . Тоãäа в виäе {�1; ...; �N} иìееì разбие-
ние � (3.1) в коне÷нуþ суììу сеìейств. Леãко

s K, 1 K,

1 N, 1 N,

1 N, 1 k 1–, 2 N,

1 N,

0 N,

t 1=

K 1–

∑

t 1+ K,

0 N,

min
α ∈ (I – bi)[K] t 1=

K 1–

∑

t 1+ K,

1 N,

0 N,

1 N,

1 N,

0 N,

0 N,

1 N,

0 N, 2 N,

0 N,

 U 
⎝
⎜
⎛ N

s = 1 ⎠
⎟
⎞

0 N,

0 N,

min
j I K( )∈

0 N,

1 N,

min
j I 1 N,( )∈

1 N, 1 N,

1 N,
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виäетü, ÷то �N = { } (синãëетон, соäержащий

ìножество ).

Кроìе тоãо,

�1 = {{t}: t ∈ \ 1}, (3.2)

ãäе  1  {pr1(z): z ∈  }. Наконеö [20, 21],

�s – 1 = {K\{t}: K ∈ �s, t ∈ I(K)} ∀s ∈ . (3.3)

Свойства (3.2), (3.3) естественно связатü с ре-
куррентной проöеäурой

�N → �N – 1 → ... → �1, (3.4)

у которой сеìейства �1 и �N быëи указаны выøе.
В терìинах сеìейств �1, ..., �N опреäеëяþтся сëои
пространства позиöий, обозна÷енные äаëее D0, D1,
..., DN. При этоì

D0  {(s, ø): s ∈ \ 1}, DN  {(0, )}; (3.5)

DN естü синãëетон, соäержащий УП (0, ).
Есëи же s ∈ , то äëя построения Ds наì

потребуþтся некоторые вспоìоãатеëüные поня-
тия, а иìенно, при K ∈ �s посëеäоватеëüно опре-
äеëяеì ìножества

Js(K)  { j ∈ \K | K U { j} ∈ �s + 1},
�s[K]  {( j, K): j ∈ Js(K)}; (3.6)

в терìинах ìножеств (3.6) сëой Ds опреäеëяется
сëеäуþщиì образоì:

Ds  �s[K] ∈ P ′(  Ѕ �s). (3.7)

Кажäое ìножество (3.7) не пусто [16, § 4.9].
Итак, опреäеëены непустые ìножества D0, D1, ..., DN,

äëя которых Ds ⊂  Ѕ N ∀s ∈ .

С у÷етоì этоãо (сì. также (2.9)) äëя кажäоãо из
сëоев опреäеëено сужение функöии Беëëìана на
äанный сëой. Итак, поëаãаеì при s ∈ , ÷то

vs ∈ R+[Ds] (3.8)

естü такая функöия, ÷то

vs(x, K) = v(x, K) ∀ (x, K) ∈ Ds. (3.9)

Функöии (3.8), (3.9) называеì сëояìи функöии
Беëëìана, т.е. сëояìи функöии (2.9). Дëя постро-
ения рекуррентной проöеäуры, äоставëяþщей
кортеж (v0, v1, ..., vN), напоìниì известное [1, (6);
16, преäëожение 4.9.4] свойство:

(t, K\{t}) ∈ Ds – 1

∀s ∈  ∀(l, K) ∈ Ds ∀t ∈ I(K). (3.10)

С у÷етоì (3.8), (3.10) поëу÷аеì теперü, ÷то при
s ∈ , (l, K) ∈ Ds, t ∈ I(K) опреäеëено зна÷ение

vs – 1(t, K \{t}) ∈ [0, ∞[ функöии vs – 1 в "то÷ке"
(t, K \{t}). Боëее тоãо (сì. [1, преäëожение 2]) при
s ∈  преобразование функöии vs – 1 в vs опре-
äеëяется соотноøенияìи

vs(l, K) = [c(l, t, K) +

+ vs – 1(t, K \{t})] ∀(l, K) ∈ Ds. (3.11)

Отìетиì конкретизаöиþ (3.11) äëя сëу÷ая s = 1.
Иныìи сëоваìи, рассìотриì преобразование
v0 ∈ R+[D0] в v1 ∈ R+[D1]. Дëя этоãо прежäе всеãо
отìетиì, ÷то соãëасно (3.5) и (3.8) v0 поëностüþ оп-
реäеëяется зна÷енияìи f(s) = v0(s, ø), ãäе s ∈ \ 1.
Иныìи сëоваìи, v0 естü функöия

(s, ø) → f (s): D0 → [0, ∞[. (3.12)

Даëее, соãëасно (3.6) ìы при K ∈ �1 иìееì ра-
венство

J1(K) = { j ∈ \K | K U { j} ∈ �2}. (3.13)

Из соотноøений (3.2), (3.13) сëеäует теперü,
÷то при t ∈ \ 1 опреäеëено ìножество J1({t}),
при÷еì

J1({t}) = { j ∈ \{t} | {t; j} ∈ �2}. (3.14)

С у÷етоì (3.2) и (3.6) иìееì также, ÷то при
t ∈ \ 1 опреäеëено ìножество �1[{t}], при÷еì

�1[{t}] = {( j, {t}): j ∈ J1({t})}. (3.15)

Из соотноøений (3.2), (3.7), (3.14) и (3.15) вы-
текает, ÷то

D1 = �1[K] = �1[{t}] =

= {( j, {t}): j ∈ J1({t})} =

= {( j, {t}): t ∈ \ 1, j ∈ J1({t})}. (3.16)

Вìесте с теì, соãëасно (3.10) ( j,K\{ j})∈D0∀(l, K) ∈
∈ D1 ∀j ∈ I(K). При этоì, оäнако, соãëасно (3.7)

D1 ⊂  Ѕ �1, а потоìу при (l, K) ∈ D1 непреìен-

но K ∈ �1, т.е. (сì. (3.2)) K = {t} при t ∈ \ 1,

а тоãäа I(K) = I({t}) = {t} ( сì. [22, заìе÷ание 3.2]).
Возвращаясü к (3.11), заìетиì, ÷то

v1(l, K) = [c(l, t, K) +

+ v0(t, K\{t})] ∀(l, K) ∈ D1. (3.17)

С у÷етоì (3.16) функöия v1 поëностüþ опреäе-
ëяется зна÷енияìи

v1( j, {s}), s ∈ \ 1, j ∈ J1({s}).
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Как сëеäствие из соотноøения (3.17) иìееì при
s ∈ \ 1 и j ∈ J1({s}), ÷то

v1( j, {s}) = [c( j, t, {s}) + v0(t, {s}\{t})] =

= [c( j, t, {s}) + v0(t, {s}\{t})] =

= c( j, s, {s}) + v0(s, ø) = c( j, s, {s}) + f (s). (3.18)

В сиëу (3.16) иìееì, ÷то посреäствоì (3.18) поë-
ностüþ опреäеëена функöия v1. Итак, у нас поëно-
стüþ и äостато÷но просто опреäеëены функöии v0
и v1. Даëüнейøее построение, т.е. опреäеëение функ-
öий v2, ..., vN, осуществëяется по правиëу (3.11).
Заìетиì, ÷то соãëасно (2.11), (3.5), (3.9)

V = vN(0, ), (3.19)

ãäе vN опреäеëяется на финаëüноì этапе рекур-
рентной проöеäуры

v0 → v1 → ... → vN,

в основе которой нахоäится преобразование (3.11).
Посëе этоãо, сëеäуя работе [1, разäеë 4], ìы кон-
струируеì оптиìаëüный ìарøрут. В öеëях поëноты
изëожения привеäеì äаннуþ проöеäуру постро-
ения оптиìаëüноãо ìарøрута.
Сна÷аëа заìетиì, ÷то в сиëу (3.11) и (3.19)

V = [c(0, t, ) + vN – 1(t, \{t})] (3.20)

(ìы испоëüзуеì (3.11) при s = N, l = 0, K = ).

С у÷етоì (3.20) выбираеì �1 ∈ I( ) так, ÷то при
этоì

V = c(0, �1, ) + vN – 1(�1, \{�1}). (3.21)

Отìетиì при этоì, ÷то соãëасно (3.10)

(�1, \{�1}) ∈ DN – 1, (3.22)

а потоìу vN – 1(�1, \{�1}) опреäеëено корректно.
Соãëасно (3.10) иìееì

(t, ( \{�1})\{t}) ∈ DN – 2 (3.23)

при t ∈ I( \{�1}), а потоìу äëя äанноãо сëу÷ая
опреäеëено

vN – 2(t, \{�1; t}) ∈ [0, ∞[.

С у÷етоì (3.11) и (3.22) иìееì теперü, ÷то

vN – 1(�1, \{�1}) =

= [c(�1, t, \{�1}) +

+ vN – 2(t, \{�1, t})]. (3.24)

Испоëüзуя соотноøение (3.24), выбереì �2 ∈
∈ I( \{�1}) так, ÷то

vN – 1(�1, \{�1}) =

= c(�1, �2, \{�1}) + vN – 2(�2, \{�1, �2}).(3.25)

Вìесте с теì, из (3.23) сëеäует, ÷то

(�2, \{�1, �2}) ∈ DN – 2, (3.26)

и тоãäа соãëасно (3.9) опреäеëено зна÷ение

vN – 2(�2, \{�1; �2}) ∈ [0, ∞[. По выбору �1 и �2
иìееì, ÷то �1 ∈ , �2 ∈ , �1 ≠ �2.
Теперü поäставиì выражение (3.25) в соотно-

øение (3.21).
Тоãäа

V = c(0, �1, ) + c(�1, �2, \{�1}) +

+ vN – 2(�2, \{�1, �2}). (3.27)

Заìе÷ание 3.1. Пустü N = 2. Тоãäа из (3.27) вы-
текает, ÷то

V = c(0, �1, ) +

+ c(�1, �2, \{�1}) + v0(�2, ø). (3.28)

Соãëасно (3.26) (�2, ø) ∈ D0, а поэтоìу в сиëу
(3.5) �2 ∈ \ 1.
Тоãäа соãëасно (3.12) v0(�2, ø) = f (�2), и в сиëу

(3.28) иìееì равенство

V = c(0, �1, ) + c(�1, �2, {�2}) + f (�2). (3.29)

Отìетиì, ÷то в наøеì сëу÷ае (N = 2)

J  (�t)  ∈ ¥,

а поэтоìу соãëасно (1.6) и (3.29)

CJ = c(0, �1, ) + c(�1, �2, {�2}) + f(�2) = V. (3.30)

Соãëасно (2.3) иìееì в наøеì сëу÷ае, ÷то

� = {α ∈ ¥ | (α(1) ∈ I( )) &

& (α(2) ∈ I( \{α(1)})}. (3.31)

Заìетиì, ÷то по выбору �1 (в наøеì сëу÷ае N = 2)
�1 ∈ I( ).
Вìесте с теì, по выбору �2, �2 ∈ I( \{�1}).
Поскоëüку J ∈ ¥, J(1) = �1 и J(2) = �2, иìееì из

(3.31), ÷то

J ∈ �. (3.32)

Тоãäа из соотноøений (1.9), (3.30) и (3.32) по-
ëу÷аеì, ÷то J ∈ �opt, ÷.т.ä. 
Есëи N > 2, то проöеäуру посëеäоватеëüноãо ре-

øения ëокаëüных заäа÷, поäобных (3.21) и (3.25),
сëеäует проäоëжатü впëотü äо ис÷ерпывания всеãо
списка. В резуëüтате буäет построен ДМ η =
= (�t)  ∈ � со свойствоì Cη = V (сì. (1.8)), ÷то

озна÷ает оптиìаëüностü ìарøрута η: η ∈ �opt.

1 N,

min
t ∈ I({s})

min
t ∈ {s}

1 N,

min
t I 1 N,( )∈

1 N, 1 N,

1 N,

1 N,

1 N, 1 N,

1 N,

1 N,

1 N,

1 N,

1 N,

1 N,

min
t I 1 N, \    ( )∈ {�1}

1 N,

1 N,

1 N,

1 N,

1 N, 1 N,

1 N,

1 N,

1 N, 1 N,

1 N, 1 N,

1 N,

1 2,

1 2,

1 2,

1 2,

t 1 2,∈

1 2,

1 2,

1 2,

1 2,
1 2,

t 1 N,∈



Мехатроника, автоматизация, управление, Том 17, № 12, 2016 839

4. Элементы параллельной структуры

В настоящеì разäеëе изëаãается теорети÷еская
конструкöия, восхоäящая к [2—3, 22] (сì. также
боëее ÷астный вариант в работе [1]). В связи с этиì
напоìниì, ÷то (сì. (3.3))

�N – 1 = { \{t}: t ∈ I( )}. (4.1)

С у÷етоì свойства � ≠ ø и [16, преäëожение 4.9.2]
поëу÷аеì, ÷то �N – 1 ≠ ø; эëеìентаìи (4.1) явëяþт-
ся ìножества K ∈ � такие, ÷то |K | = N – 1. Заìетиì,
÷то в (3.20) испоëüзуþтся зна÷ения vN – 1 в пози-
öиях из DN – 1, у которых вторыì эëеìентоì явëя-
ется всякий раз ìножество из сеìейства (4.1).
С этой то÷ки зрения наибоëее важныì преäстав-
ëяется построение функöии

vN – 1: DN – 1 → [0, ∞[. (4.2)

(сì. (3.8)). При этоì, соãëасно (3.6) äëя K ∈ �N – 1

JN – 1(K) = { j ∈ \K | K U { j} ∈ �N} =

= { j ∈ \K | K U { j} = } = \K; (4.3)

�N – 1[K] =

= {( j, K): j ∈ JN – 1(K)} ∈ P ′(  Ѕ �N – 1). (4.4)

Наконеö, из (3.7) вытекает, ÷то

DN – 1 = �N – 1[K]. (4.5)

У÷теì (4.1). Тоãäа из (4.3) и (4.4) поëу÷аеì при

t ∈ I( ), ÷то \{t} ∈ �N – 1, и опреäеëены ìно-
жества

JN – 1( \{t}) = \( \{t}) = {t},

�N – 1[ \{t}] =

= {( j, \{t}): j ∈ JN – 1( \{t})} =

= {(t, \{t})}. (4.6)

Наконеö, из (4.1) и (4.5) поëу÷аеì, ÷то

DN – 1 = �N – 1[ \{t}] =

= {(t, \{t})} =

= {(t, \{t}): t ∈ I( )} (4.7)

(сì. [1, (17)]). Из (3.20) и (4.7) сëеäует, ÷то ãëобаëü-
ный экстреìуì поëностüþ опреäеëяется зна÷ения-

ìи vN – 1(t, \{t}), t ∈ I( ), в совокупности ре-
аëизуþщиìи функöиþ vN – 1. Выражение (3.20) бу-
äеì рассìатриватü в ка÷естве оконе÷ноãо äëя
схеìы независиìых вы÷исëений, изëаãаеìой ниже.
Вспомогательные области достижимости. Всþäу

в äаëüнейøеì поëаãаеì, ÷то N l 3. При этоì усëо-
вии, сëеäуя работаì [2, 3, 22], рассìотриì вспоìо-
ãатеëüные проöессы с äискретныì вреìенеì, фа-

зовое пространство которых составëяþт всевоз-
ìожные списки заäаний.
Есëи K ∈ �N – 1 (т.е. K = \{t}, ãäе t ∈ I( )),

то T[K] обозна÷иì ìножество всех таких кортежей

(Ki) :  → �, (4.8)

÷то

(K0 = K) & (Kt = Kt – 1\{s} ∀t ∈

∈  ∀s ∈ I(Kt – 1)). (4.9)

Иныìи сëоваìи, на÷аëüноìу состояниþ K ìы
сопоставиì пу÷ок траекторий (4.8), кажäая из ко-
торых иìеет äинаìику, опреäеëяеìуþ в (4.9). По-
сëеäнее ìожно связатü с разностныìи вкëþ÷ения-
ìи: поëаãая при P ∈ �, ÷то K[P]  {P \{s}: s ∈ I(P)},
ìы рассìатриваеì траектории (4.8), отве÷аþщие
на÷аëüноìу усëовиþ K0 = K и вкëþ÷енияì

Kt ∈ K[Kt – 1], t ∈ . (4.10)

Напоìниì, ÷то K ∈ �N – 1 у нас зафиксировано;
T [K] естü ìножество всех реøений вкëþ÷ения
(4.10), ãäе K0 = K.
С проöессаìи (4.9), (4.10) естественно связыва-

þтся обëасти äостижиìости (ОД) в коне÷ный и
проìежуто÷ные "ìоìенты вреìени": есëи K ∈ �N – 1

и t ∈ , то

[K; t]  {Kt : (Ki)  ∈ T [K]} ∈ P(�). (4.11)

В работе [3, преäëожение 12] установëено, ÷то

�N – (t + 1) = [K; t] =

= [ \{ j}; t] ∀t ∈ . (4.12)

Заìетиì в связи с (4.11) и (4.12), ÷то [K; 0] = {K}

и [K; N – 2] ⊂ �1 при K ∈ �N – 1. Разуìеется, в

сиëу (4.1) посëеäнее озна÷ает, ÷то при j ∈ I( )

[ \{ j}; 0] = { \{ j}},

[ \{ j}; N – 2] ⊂ �1. (4.13)

При этоì [1—3, 22] в усëовиях фиксированноãо
списка K ∈ �N – 1 систеìа ОД поä÷иняется сëе-

äуþщей рекуррентной проöеäуре: [K; 0] = K и

при t ∈ 

[K; t + 1] = {P\{s}: P ∈ [K; t], s ∈ I(P)}. (4.14)

Данная проöеäура позвоëяет наì построитü при
заäанноì на÷аëüноì усëовии K ∈ �N – 1 всþ сис-
теìу ОД äëя наøих вспоìоãатеëüных проöессов:

( [K; 0] = K) → [K; 1] → ... → [K; N – 2].(4.15)
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С у÷етоì (4.1) поëу÷аеì, ÷то (4.15) опреäеëяет
при фиксаöии j ∈ I( ) систеìу ОД

( [ \{ j}; t]) .

С у÷етоì (4.1) ìы, сëеäоватеëüно, поëу÷аеì, ÷то при

j ∈ I( ) иìеет ìесто [ \{ j}; 0] = { \{ j}}

и, кроìе тоãо, при t ∈ 

[ \{ j}; t + 1] =

= {P \{s}: P ∈ [ \{ j}; t]), s ∈ I(P)}. (4.16)

Такиì образоì реаëизуется поøаãовая проöеäура

( [ \{ j}; 0] = { \{ j}}) → [ \{ j}; 1] → ... 

... → [ \{ j}; N – 2]. (4.17)

5. Представление слоев пространства позиций

Напоìниì, ÷то при s ∈  и K ∈ �s опреäеëено

ìножество �s[K] ∈ P′(  Ѕ �s). Данные ìножества
усëовиìся иìеноватü кëеткаìи пространства пози-
öий. С поìощüþ кëеток уäается [2, 3] построитü не-
которые новые сëои пространства позиöий. В связи

с этиì напоìниì, ÷то при s ∈ , K ∈ �N – 1 и

H ∈ [K; N – (s + 1)] (отìетиì, ÷то N – (s + 1) ∈

∈ ) �s[H] ⊂ Ds. Как сëеäствие при s ∈ 
и K ∈ �N – 1 опреäеëено (сì. [1, (28)])

Ds[K]  �s[H] ∈ P ′(Ds). (5.1)

С у÷етоì (4.1) и (5.1) поëу÷аеì, как сëеäствие,

при s ∈  и j ∈ I( ), ÷то

Ds[ \{ j}] =

= �s[H] ∈ P ′(Ds). (5.2)

В сиëу [3, преäëожение 17] иìееì теперü

Ds = Ds[K] =

= Ds[ \{ j}] ∀s ∈ . (5.3)

Случай s = 1. Отäеëüно рассìотриì вариант, от-
ве÷аþщий сëу÷аþ s = 1. В связи с этиì напоìниì,
÷то соãëасно (3.16)

D1 = {(k, {t}): t ∈ \ 1, k ∈ J1({t})}. (5.4)

Вìесте с теì из (4.12) вытекает, ÷то при K ∈ �N – 1

[K; N – 2] ⊂ �1, (5.4’)

и при этоì [K; N – 2] ≠ ø. Из (5.1) вытекает (как
÷астный сëу÷ай), ÷то при K ∈ �N – 1

D1[K] = �1[H] ∈ P ′(D1), (5.5)

ãäе соãëасно (5.4’) при всякоì выборе � ∈ [K; N – 2]

äëя некотороãо t ∈ \ 1

� = {t}. (5.6)

В интересах конкретизаöии инäекса t в (5.6)
ввеäеì [1, (36)] в рассìотрение при K ∈ �N – 1

¢0[K]  {h ∈ \ 1|{h} ∈ [K; N – 2]}. (5.7)

Из (5.5)—(5.7) вытекает, ÷то

D1[K] = �1[{h}], (5.8)

ãäе [1, преäëожение 6.1]

[K; N – 2] = {{h}: h ∈ ¢0[K]}. (5.9)

Заìетиì, ÷то ìножества ¢0[K], K ∈ �N – 1, оп-
реäеëяþтся всякий раз посëе испоëнения рекур-
рентной проöеäуры (4.15).
Заìетиì с у÷етоì (3.2) и (5.4’), ÷то

∀K ∈ �N – 1 ∀P ∈ [K; N – 2]

∃ h ∈ \ 1: P = {h}. (5.10)

С у÷етоì (5.7) и (5.10) поëу÷аеì, ÷то

∀K ∈ �N – 1 ∀P ∈ [K; N – 2]
∃ h ∈ ¢0[K]: P = {h}. (5.11)

Замечание 5.1. В саìоì äеëе, пустü K ∈ �N – 1

и P ∈ [K; N – 2]. Испоëüзуя (5.10), поäбереì

p ∈ \ 1 так, ÷то P = {p}. Тоãäа по выбору P

иìееì, ÷то {p} ∈ [K; N – 2]. Итак,

p ∈ \ 1: {p} ∈ [K; N – 2]. (5.12)

Из (5.7) и (5.12) вытекает, ÷то p ∈ ¢0[K], ÷еì и
заверøается проверка (5.11). 
С у÷етоì [1, преäëожение 6.1] иìееì, ÷то (сì. (5.9))

[K; N – 2] = {{h}: h ∈ ¢0[K]} ∀K ∈ �N – 1. (5.13)

В своþ о÷ереäü, из (5.5) и (5.13) вытекает свойство

D1[K] = �1[{h}], ∀K ∈ �N – 1. (5.14)

Из (3.14) и (5.7) поëу÷аеì, оäнако, ÷то

J1({t}) =

={ j∈ \{t} |{t; j}∈�2}∀K∈�N –1∀t∈¢0[K]. (5.15)
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В своþ о÷ереäü, из (3.15) вытекает, ÷то (сì. (5.7))

�1[{t}] = {( j, {t}): j ∈ J1({t})}
∀ K ∈ �N – 1 ∀t ∈ ¢0[K]. (5.16)

Из (5.14) и (5.16) вытекает сëеäуþщее поëоже-
ние (сì. (5.15)):

D1[K] = {( j, {h}): j ∈ J1({h})} =

= {( j, {h}): h ∈ ¢0[K], j ∈ J1({h})} ∀K ∈ �N – 1. (5.17)

Вернеìся к соотноøениþ (5.1). С у÷етоì (3.8)
и (5.1) корректно опреäеëяется при s ∈  и
K ∈ �N – 1 функöия

Ws[K] ∈ R+[Ds[K]] (5.18)

посреäствоì сëеäуþщеãо правиëа:

Ws[K]( j, P)  vs( j, P) ∀ ( j, P) ∈ Ds[K]. (5.19)

Тоãäа, в ÷астности, из (3.9) и (5.19) сëеäует, ÷то

Ws[K]( j, P) =

=v( j,P)∀s∈ ∀K∈�N – 1 ∀( j, P) ∈ Ds[K].(5.20)

В ÷астности, посреäствоì (5.19), (5.20) при
K ∈ �N – 1 опреäеëена функöия W1[K].
Соãëасно (5.19) и (5.20) иìееì

W1[K]( j, P) = v1( j, P) = v( j, P) ∀( j, P) ∈ D1[K].(5.21)

С у÷етоì (5.17) и (5.21) поëу÷аеì при K ∈ �N – 1,
÷то функöия

W1[K] ∈ ℜ+[D1[K]] (5.21’)

поëностüþ опреäеëяется зна÷енияìи

W1[K]( j, {h}) ∈ [0, ∞[, h ∈ ¢0[K], j ∈ J1({h}).

При опреäеëении äанных зна÷ений иìеет
сìысë у÷итыватü (3.18). Дëя этоãо заìетиì, ÷то со-
ãëасно (5.7)

¢0[K] ⊂ \ 1 ∀K ∈ �N – 1. (5.22)

Тоãäа из (3.18), (5.21) и (5.22) вытекает, ÷то

W1[K]( j, {h}) = v1( j, {h}) =
c( j, h, {h}) + f (h) ∀K ∈ �N – 1

∀h ∈ ¢0[K] ∀j ∈ J1({h}). (5.23)

Из (5.17), (5.21’) и (5.23) вытекает, ÷то функöии
W1[K] при K ∈ �N – 1 построены (у÷итываеì (5.22),
(5.7), (3.14)).
Рассìотриì теперü вопросы, связанные с пре-

образованияìи

Wt[K] → Wt + 1[K], K ∈ �N – 1, t ∈ . (5.23’)

Дëя этоãо заìетиì, прежäе всеãо, ÷то соãëасно
работе [22, преäëожение 9.1]

(s, Q\{s}) ∈ Dt[K] ∀K ∈ �N – 1 ∀t ∈

∈  ∀ (x, Q) ∈ Dt + 1[K]

∀s ∈ I(Q). (5.24)

Из (5.18) и (5.24) вытекает, в ÷астности, ÷то при

K ∈ �N – 1, t ∈ , (v, Q) ∈ Dt + 1[K] и s ∈ I(Q)
опреäеëено

Wt[K](s, Q\{s}) ∈ [0, ∞[.

Как сëеäствие, при K ∈ �N – 1, t ∈  и
(v, Q) ∈ Dt + 1[K] опреäеëено зна÷ение

mins ∈ I(Q)[c(v, s, Q) + Wt[K](s, Q\{s})] ∈ [0, ∞[.

Соãëасно работе [22, (10.17)] иìееì (сì. также
конкретизированный äëя рассìатриваеìоãо ÷аст-
ноãо сëу÷ая вариант [1, преäëожение 6.3]), ÷то

Wt + 1[K](v, Q) =

= (c(v, s, Q) + Wt[K](s, Q\{s})]

∀K ∈ �N – 1 ∀t ∈  ∀ (v, Q) ∈ Dt + 1[K]. (5.25)

Посреäствоì (5.23), (5.25) при кажäоì K ∈ �N – 1
реаëизуется сëеäуþщая рекуррентная проöеäура:

W1[K] → W2[K] → ... → WN – 1[K]. (5.26)

Действитеëüно, W1[K] опреäеëяется посреä-
ствоì (5.23), а преобразование (5.23’) опреäеëяется
посреäствоì (5.25). Отìетиì, ÷то (5.26) ìожно с
у÷етоì (4.1) рассìатриватü как проöеäуру

W1[ \{ j}] → W2[ \{ j}] → ...

... → WN – 1[ \{ j}], (5.27)

ãäе j ∈ I( ). В виäе (5.26), (5.27) иìееì всякий раз
проöеäуру, ëокаëизованнуþ äëя испоëüзования то-
ãо иëи иноãо проöессора.
Вернеìся к построениþ сëоев v1, ..., vN – 1. Испоëü-

зуя проöеäуру (5.26), ìы при кажäоì s ∈ 
поëу÷аеì ìножества Ds[K], K ∈ �N – 1, которые в
объеäинении реаëизуþт Ds (сì. (5.3)); на кажäоì
из этих ìножеств опреäеëена (посëе реаëизаöии
проöеäуры (5.26)) соответствуþщая функöия Ws[K].

Теперü (при s ∈ ) построение сëоя vs функ-
öии Беëëìана осуществëяется по сëеäуþщеìу пра-
виëу: есëи ( j, Q) ∈ Ds, то испоëüзуя (5.3), поäбира-

еì ëþбое ìножество  ∈ �N – 1, äëя котороãо

( j, Q) ∈ Ds[ ], (5.28)

(такое ìножество  существует в сиëу (5.3)), посëе
÷еãо, сëеäуя (5.19), поëаãаеì

vs( j, Q) = Ws[ ]( j, Q). (5.29)

Итак, vs конструируется посреäствоì скëеива-
ния функöий

Ws[K], K ∈ �N – 1.

U
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Данная схеìа построения v1, ..., vN – 1 ìожет бытü
реаëизована и в терìинах рекуррентной проöеäуры
(5.27). Зäесü этап (5.28), (5.29) сëеäует осуществëятü

в терìинах поäхоäящеãо инäекса из I( ).

Итак, пустü s ∈ . Тоãäа äëя построения vs
приìеняеì сëеäуþщее рассужäение. Есëи (l, Q) ∈ Ds,

то с у÷етоì (5.3) поäбираеì ëþбой инäекс j ∈ I( ),
äëя котороãо

(l, Q) ∈ Ds[ \{ j}],

(такой инäекс непреìенно существует; сì. (5.3)),
посëе ÷еãо с у÷етоì (5.3) и (5.19) иìееì

vs(l, Q) = Ws[ \{ j}](l, Q). (5.30)

В äанной версии vs поëу÷ается скëеиваниеì

Ws[ \{ j}], j ∈ I( ).

Такиì образоì, в терìинах (5.29), (5.30) буäут

построены все нужные функöии vs, s ∈  (на-
поìниì, ÷то функöия v0 известна; сì. (3.12)). Теперü
äëя опреäеëения vN (сì. (3.12)) сëеäует испоëüзо-
ватü (3.20); напоìниì, ÷то функöия vN поëностüþ
опреäеëяется (сì. (3.19)) зна÷ениеì V в сиëу (3.5).
Распоëаãая набороì (v0, v1, ..., vN), ìы ìожеì те-
перü построитü оптиìаëüный ìарøрут, äействуя в
äухе (3.21), (3.25); сì. также закëþ÷ение разäеëа 3.
Параллельный алгоритм определения глобального

экстремума. Рассìотриì вариант проöеäуры (5.26),
(5.27), ориентированный на опреäеëения V (2.11).
Дëя этоãо ìоäифиöируеì проöеäуру (5.26), иìея
своей öеëüþ эконоìиþ паìяти. Буäеì сëеäоватü
при этоì иäее работы [23, с. 48, 49] (в [23], оäнако,
не рассìатриваëисü вопросы, связанные с распараë-
ëеëиваниеì).

10. Зафиксируеì ìножество  ∈ �N – 1 и обсуäиì

ìоäификаöиþ (5.26) при усëовии K = . Сна÷аëа

опреäеëяеì W1[ ], испоëüзуя нужный вариант

(5.23), т.е. вы÷исëяя при h ∈ ¢0[ ] и j ∈ J1({h})

W1[ ]( j, {h}) = c( j, h, {h}) + f (h). (5.31)

Посëе выпоëнения всех вы÷исëений виäа (5.31)
при переборе h ∈ ¢0[ ] и j ∈ J1({h}) ìы поëу÷аеì
функöиþ W1[ ].
Пустü вообще τ ∈ , и функöия Wτ[ ]

уже найäена. Тоãäа соãëасно (5.25) опреäеëяеì

Wτ + 1[ ] ∈ ℜ+[Dτ + 1[ ]]:

при (v, Q) ∈ Dτ + 1[ ] вы÷исëяеì

Wτ + 1[ ](v, Q) =

= [c(v, s, Q) + Wτ[ ](s, Q\{s})]. (5.32)

Систеìа зна÷ений (5.32) поëностüþ опреäеëяет
функöиþ Wτ + 1[ ].
Есëи τ = N – 2, то в виäе Wτ + 1[ ] поëу÷аеì

WN – 1[ ] и останавëиваеì проöеäуру, явëяþщуþ-
ся ìоäификаöией (5.26). Есëи же τ < N – 2, то за-
ìеняеì в паìяти вы÷исëитеëя ìассив зна÷ений
Wτ[ ] ìассивоì зна÷ений Wτ + 1[ ], который буäет
испоëüзоватüся при построении Wτ + 2[ ] (äейству-
еì в äухе (5.25) при о÷евиäной сìене обозна÷ений).
В итоãе реаëизаöии äанной проöеäуры

W1[ ] → ... → WN – 1[ ]

ìы поëу÷аеì тоëüко "финаëüнуþ" функöиþ WN – 1[ ].
20. Поëаãаеì теперü, ÷то по правиëу пункта 10

при кажäоì ìножестве (списке) K ∈ �N – 1 выпоë-
нена проöеäура

W1[K] → ... → WN – 1[K] (5.32’)

с перезаписüþ сëоев впëотü äо построения WN – 1[K].
В резуëüтате ìы поëу÷аеì набор функöий

WN – 1[K], K ∈ �N – 1. (5.33)

Теперü в терìинах (5.33) конструируеì vN – 1
посреäствоì скëеивания, поäобноãо (5.29). Итак,
поскоëüку соãëасно (5.3)

DN – 1 = DN – 1[K], (5.34)

ìы поступаеì сëеäуþщиì образоì при поäс÷ете
зна÷ений функöии vN – 1. Есëи (l, Q) ∈ DN – 1, то

с у÷етоì (5.34) поäбираеì  ∈ �N – 1, äëя котороãо

(l, Q) ∈ DN – 1[ ]

(такое ìножество  непреìенно существует в сиëу
(5.34)), посëе ÷еãо поëаãаеì (сì. (5.29)), ÷то

vN – 1( j, Q) = WN – 1[ ]( j, Q). (5.35)

Поä÷еркнеì, ÷то функöия WN – 1[ ] наì из-
вестна (сì. (5.33)). Такиì образоì, уäается построитü
всþ функöиþ vN – 1, посëе ÷еãо по форìуëе (3.20)
опреäеëяется искоìое зна÷ение V.
Заìетиì, ÷то в сëу÷ае, коãäа наì необхоäиìо на-

ряäу с ãëобаëüныì экстреìуìоì V найти оптиìаëü-
ный ìарøрут, ìы äоëжны äëя кажäоãо K ∈ �N – 1
построитü все функöии W1[K], ..., WN – 1[K], посëе
÷еãо скëеиваниеì в äухе (5.29) найти все функöии
v1, ..., vN – 1 (и разìеститü их в паìяти вы÷исëите-
ëя), посëе ÷еãо опреäеëитü (3.20) и выпоëнитü про-
öеäуру построения оптиìаëüноãо ìарøрута, ис-
поëüзуя соотноøения, поäобные (3.21), (3.25).

6. Реализация процедуры построения слоев 
функции Беллмана независимыми процессорами

В этоì разäеëе описана практи÷еская реаëиза-
öия проöеäуры построения сëоев функöии Беë-
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ëìана независиìыìи äруã от äруãа проöессораìи.
Итак, рассìотриì схеìу реаëизаöии проöеäуры с
испоëüзованиеì схеìы независиìых вы÷исëений.
Кроìе тоãо, ìы изìеняеì зäесü некоторые эëеìен-
ты наøей теорети÷еской конструкöии. А иìенно, в
äаëüнейøеì ìы преäпоëаãаеì, ÷то кажäый сëой,
связанный с K ∈ �N – 1, обрабатывается нескоëü-
киìи проöессораìи с общей оперативной паìятüþ
(ОЗУ). Называеì äаннуþ совокупностü проöессо-
ров узëоì кëастера. Совокупностü узëов образует
вы÷исëитеëüный кëастер. Такая конструкöия (т. е.
узеë) испоëüзуется вìесто кажäоãо отäеëüноãо
проöессора из преäыäущеãо разäеëа.

Хранение данных

Рассìотриì вариант хранения äанных äëя оä-
ноãо узëа кëастера. Дëя ëþбоãо ìножества öеëевых
то÷ек K в храниëище ìожет хранитüся набор крат-
÷айøих путей (äаëее НКП) (иìеþтся в виäу сëои
функöии Беëëìана Ws[K], K ∈ �N – 1), прохоäящих
÷ерез это ìножество. Кажäый крат÷айøий путü в
НКП отëи÷ается от остаëüных путей этоãо НКП
своей на÷аëüной то÷кой и явëяется крат÷айøиì
среäи всех возìожных путей с той же на÷аëüной
то÷кой. В НКП ìожет бытü ìаксиìуì стоëüко пу-
тей, какова ìощностü соответствуþщеãо ìножест-

ва K, но, как правиëо, их ìенüøе, так как какие-то
то÷ки äанноãо ìножества не ìоãут бытü на÷аëüны-
ìи из-за оãрани÷ений в виäе усëовий преäøество-
вания. Ввиäу этоãо в ка÷естве контейнера äëя хра-
ниëища НКП испоëüзуется хэø-табëиöа в öеëях
эконоìии паìяти по сравнениþ с ìассивоì. Кëþ-
÷оì в хэø-табëиöе явëяется битовая ìаска ìноже-
ства, в которой кажäый еäини÷ный бит в позиöии
i озна÷ает присутствие в äанноì ìножестве то÷ки
с ноìероì i.

Основной алгоритм

1. Гëавный проöессор форìирует сеìейство �N – 1
(�N – 1 = { \{t}: t ∈ I( )}), äëя котороãо каж-
äый эëеìент преäставëяет собой ìножество ìощ-
ности N – 1. Множества K ∈ �N – 1 распреäеëяþтся
ìежäу узëаìи с поìощüþ протокоëа MPI. Кажäый
узеë соäержит k вы÷исëитеëüных яäер с общей
оперативной паìятüþ. На узëе, связанноì со спи-
скоì K ∈ �N – 1, сëои функöии Беëëìана Ws[K],
s ∈ , равноìерно распреäеëены ìежäу про-
öессораìи. Поскоëüку оперативная паìятü на узëе
общая, то обìена äанныìи ìежäу проöессораìи
не провоäится. Распреäеëение фраãìентов сëоев
пространства позиöий и сëоев функöии Беëëìана

Рис. 1. Структура параллельного алгоритма

1 N, 1 N,

1 N 1–,
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ìежäу проöессораìи внутри оäноãо узëа выпоë-
няется с поìощüþ бибëиотеки OpenMP.

2. Сëои зна÷ений функöии Беëëìана, поëу÷ен-
ные на первоì øаãе кажäыì вы÷исëитеëüныì уз-
ëоì, собираþтся на ãëавный узеë. Посëе этоãо
сëой vN – 1 вы÷исëяется с поìощüþ (5.34) и (5.35).
И, наконеö, расс÷итывается зна÷ение экстреìуìа
заäа÷и, т.е. V из (3.20).

3. Гëавный проöессор строит оптиìаëüный
ìарøрут путеì нахожäения ëокаëüных экстреìу-
ìов поäобно (3.21) и (3.24).
Работу аëãоритìа иëëþстрирует рис. 1.

7. Практическая реализация решения 
задачи маршрутизации, осложненной 

условиями предшествования

В äанноì разäеëе рассìатривается реøение за-
äа÷и ìарøрутизаöии на пëоскости с испоëüзова-
ниеì супервы÷исëитеëя "Уран". Функöиþ стои-
ìости с поëаãаеì сей÷ас äëя простоты не завися-
щей от списка заäаний и опреäеëяеì посреäствоì
евкëиäова расстояния на пëоскости R Ѕ R, функ-
öиþ f поëаãаеì тожäественно равной нуëþ. Буäеì
рассìатриватü в äанноì разäеëе сëу÷ай, коãäа ÷исëо
ãороäов равно 45, т.е. N = 45. Гороäа опреäеëяþтся
то÷каìи на пëоскости, базе отве÷ает стартовая то÷-
ка x0 = (95,492; 87,568). Мы рассìатриваеì зäесü
ìножество  , соäержащее 35 аäресных пар, опреäе-
ëяþщих усëовия преäøествования: ìножество  ,
заäается сëеäуþщиìи аäресныìи параìи: (5,25)
(2,25) (29,28) (3,18) (43,30) (20,40) (25,38) (20,0)
(29,2) (30,24) (20,7) (44,26) (27,18) (5,3) (11,5) (5,9)
(18,29) (36,28) (15,34) (1,32) (7,39) (26,42) (27,21)
(8,41) (32,4) (41,28) (5,29) (35,12) (39,4) (1,10)
(32,15) (31,15) (44,32) (37,25) (34,6), ãäе в ка÷естве
первоãо арãуìента заäается отправитеëü, а второй
арãуìент указывает на поëу÷атеëя.
В öеëях практи÷еской проверки теорети÷еской

работы быëа написана проãраììа äëя суперкоìпüþ-
тера "Уран" на языке проãраììирования C++.
Проãраììа работает в среäе 64-разряäной опера-
öионной систеìы сеìейства Linux. Вы÷исëитеëü-
ный экспериìент провоäиëи на вы÷исëитеëüных
узëах кëастера "Уран" со сëеäуþщиìи характерис-
тикаìи:

äва øестияäерных проöессора Intel® Xeon®
X5675 (3.07 GHz);
оперативная паìятü 192 GB;
кэø-паìятü 2 Ѕ 12 MB Level 2 cache;
8 GPU Tesla M2090 (6 ГБ Global Memory);
ëокаëüный жесткий äиск 400 GB.
В экспериìенте быëо испоëüзовано 19 узëов

кëастера, кажäый узеë соäержит 12 вы÷исëитеëü-
ных яäер. Такиì образоì, в наøей практи÷еской
реаëизаöии аëãоритìа быëо заäействовано 228 вы-
÷исëитеëüных яäра.
В резуëüтате вы÷исëений быë найäен ìарøрут:

(i1 = 8, i2 = 37, i3 = 1, i4 = 13, i5 = 44, i6 = 41, i7 = 35,
i8 = 11, i9 = 43, i10 = 16, i11 = 27, i12 = 17, i13 = 22,

i14 = 5, i15 = 31, i16 = 10, i17 = 14, i18 = 26, i19 = 3,
i20 = 9, i21 = 32, i22 = 33, i23 = 30, i24 = 15, i25 = 18,
i26 = 23, i27 = 21, i28 = 20, i29 = 42, i30 = 34, i31 = 6,
i32 = 36, i33 = 29, i34 = 7, i35 = 39, i36 = 12, i37 = 4,
i38 = 2, i39 = 25, i40 = 28, i41 = 0, i42 = 40, i43 = 38,
i44 = 19, i45 = 24) (рис. 2).
Быëи поëу÷ены сëеäуþщие резуëüтаты: V =

= 777,322449 (экстреìуì заäа÷и), вреìя с÷ета
24 662 с, ìаксиìаëüный объеì оперативной паìя-
ти, испоëüзуеìый на оäноì вы÷исëитеëüноì узëе,
составиë 94 620 Мбайт.

Заключение

В статüе построен параëëеëüный аëãоритì äëя
реøения заäа÷и курüера, т.е. заäа÷и коììивояжера
с усëовияìи преäøествования и функöияìи стои-
ìости, äопускаþщиìи зависиìостü от списка за-
äаний. Такоãо роäа зависиìостü ìожет возникатü,
в ÷астности, в заäа÷ах атоìной энерãетики, связан-
ных со снижениеì обëу÷аеìости персонаëа АЭС.
В основе аëãоритìа нахоäится параëëеëüный вари-
ант ìетоäа ДП, реаëизуþщий построение сëоев
функöии Беëëìана (построение всеãо ìассива äан-
ной функöии не преäпоëаãается).
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The article is devoted to an implementation of the scheme of independent computations for solving the routing problem with
precedence constraints and (in the theoretical part) with the cost functions depending on the list of tasks. The prototype of the
considered statement is the well-known intractable traveling salesman problem, however, the considered statement is distin-
guished by the above-mentioned qualitative features. The problem is solved by the dynamic programming method. It is not nec-
essary to construct the whole array of the values of the Bellman function, which is motivated by a desire to decrease the com-
putational complexity. The parallel algorithm for determining the value of the problem value (the global extremum) and the
"complete" solution algorithm, which includes the construction of an optimal route, are treated separately. The latter algorithm
was realized on the Uran supercomputer; it made use of the (finite) nodes system. Every node had multiple processors, and
the totality of the nodes formed the computational cluster. It was possible for certain values of the Bellman function to be (in-
dependently) computed by different processors. The developed methods may be applied to certain problems of the nuclear power
generation, including the problem of minimization of the radiation exposure of the staff during the emergency situations, similar
to Chernobyl and Fukushima. Another possible application may be connected with machine engineering problems, such as
routing of a cutting tool of CNC cutting machines. And the last but not the least, this statement may be used to model many
problems in the sea and air transportation, and also certain problems in the airborne wildfire detection.

Keywords: dynamic programming, route, precedence constraints, feasible sets (of tasks), state space layers, independent
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Повышение энергоэффективности
параллельных технологических систем на основе

оптимального координированного управления процессами

Введение

Оäниì из основных показатеëей эффективности
произвоäства явëяется еãо энерãоеìкостü [1]. Акту-
аëüностü снижения äанноãо показатеëя связана как
с вопросаìи снижения техноëоãи÷еской себестои-
ìости проäукöии, так и с общиìи вопросаìи энер-
ãосбережения. Снижение энерãоеìкости произвоä-
ства äостиãается, как правиëо, путеì соверøенство-
вания техноëоãи÷еских систеì, вкëþ÷ая разработку
новых техноëоãий, оборуäования, ìатериаëов, ин-
струìентов и т.ä. Наряäу с указанныì техноëоãи÷е-
скиì поäхоäоì, по ìнениþ авторов, äëя снижения
энерãоеìкости произвоäства ìожет бытü успеøно
приìенен поäхоä, основанный на оптиìаëüноì
управëении эëеìентаìи уже существуþщих техно-
ëоãи÷еских систеì. При этоì существенный эф-
фект ìожет бытü äостиãнут при сравнитеëüно низ-
ких ìатериаëüных и вреìенных затратах.
В статüе рассìатривается поäхоä к снижениþ

энерãоеìкости параëëеëüных автоìатизированных
техноëоãи÷еских систеì на основе оптиìаëüноãо
коорäинированноãо управëения ëокаëüныìи про-
öессаìи. Соãëасно ГОСТ параëëеëüная техноëоãи-
÷еская систеìа — это техноëоãи÷еская систеìа, поä-
систеìы которой параëëеëüно выпоëняþт заäанный
техноëоãи÷еский проöесс иëи заäаннуþ техноëо-
ãи÷ескуþ операöиþ [2, 3, 9]. К поäобныì систеìаì
относятся такие систеìы, как ãруппы произвоäст-
венных у÷астков, öехов, энерãети÷еских и сиëовых
установок, нефтеäобываþщих скважин и äр. Про-
извоäитеëüностü параëëеëüной систеìы (объеì

выпуска проäукöии в еäиниöу вреìени) скëаäыва-
ется из суììы произвоäитеëüностей всех ее про-
öессов. Энерãоеìкостü техноëоãи÷еской систеìы
опреäеëяется как отноøение суììарной потреб-
ëяеìой энерãии к суììарноìу объеìу ее проäук-
öии. Поä автоìатизированной параëëеëüной сис-
теìой пониìается систеìа, кажäая поäсистеìа ко-
торой иìеет ëокаëüнуþ систеìу автоìати÷ескоãо
управëения (ЛСАУ) (рис. 1).

Рассматривается подход к повышению энергоэффективности параллельных технологических систем, основанный на оп-
тимальном координированном управлении процессами. Предложен принцип минимизации энергоемкости, основанный на опти-
мальном распределении производительностей процессов с учетом локальных возмущающих воздействий. Рассматривается спо-
соб реализации данного принципа на основе двухуровневой системы управления с координатором. Приведены аналитический и
итерационный алгоритмы оптимального координирования. Рассматривается применение предложенного подхода для снижения
энергоемкости нефтедобычи с использованием группы нефтедобывающих скважин.
Ключевые слова: энергоемкость производства, параллельная технологическая система, многоуровневая система управле-

ния, координированное управление, многопараметрическая оптимизация, группа нефтедобывающих скважин

АВТОМАТИЗАЦИЯ И УПРАВЛЕНИЕ
ПРОИЗВОДСТВЕННЫМИ ПРОЦЕССАМИ

Рис. 1. Структура автоматизированной параллельной техноло-
гической системы
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Заäа÷аìи, реãуëируеìыìи с поìощüþ ЛСАУ,
явëяþтся обеспе÷ение соответствия зна÷ений
ëокаëüных произвоäитеëüностей проöессов qi их

требуеìыì зна÷енияì , i = 1, ..., n, в усëовиях

ëокаëüных возìущаþщих возäействий v1, ..., ,

таких как внеøняя среäа, засорение канаëов пото-
ков рабо÷их веществ, износ оборуäования, ка÷ество
сырüя и äр. Требуеìые ëокаëüные произвоäитеëü-
ности , ...,  распреäеëяþтся преäваритеëüно,

как правиëо, равноìерно, обеспе÷ивая в суììе тре-
буеìуþ произвоäитеëüностü Q* всей техноëоãи÷е-

ской систеìы: Q* = .

Энерãоеìкостü проäукöии E техноëоãи÷еской
систеìы опреäеëяется как отноøение суììарной
потребëяеìой ìощности P к суììарной произво-
äитеëüности Q ëокаëüных поäсистеì:

E =  = pi qi. (1)

Потребëяеìая ìощностü i-ãо ëокаëüноãо про-
öесса pi зависит от уровня ëокаëüной произвоäи-
теëüности qi и от уровня сëу÷айных ëокаëüных воз-
ìущаþщих возäействий vi и, сëеäоватеëüно, яв-
ëяется сëу÷айной веëи÷иной: pi = pi(qi, vi). В связи
с этиì энерãоеìкостü проäукöии техноëоãи÷е-
ской систеìы также носит сëу÷айный характер:

E(qi, ..., qi, vi, ..., vi) = pi(qi, vi) qi.

Такиì образоì, общая постановка заäа÷и опти-
ìаëüной работы параëëеëüной техноëоãи÷еской сис-
теìы своäится к ìиниìизаöии энерãоеìкости Е
путеì выбора оптиìаëüноãо распреäеëения произ-
воäитеëüностей qi (i = 1, 2, ..., n) ëокаëüных про-
öессов в усëовиях возìожных возìущаþщих воз-
äействий vi (i = 1, 2, ..., n).

1. Принцип оптимального распределения 
производительностей

В основе преäëаãаеìоãо принöипа оптиìаëüно-
ãо распреäеëения произвоäитеëüностей ëокаëüных
проöессов ëежит сëеäуþщее утвержäение: äëя
уìенüøения энерãоеìкости параëëеëüной техноëо-
ãи÷еской систеìы E необхоäиìо, в первуþ о÷ереäü,
снизитü произвоäитеëüности проöессов с высокиì
уровнеì возìущаþщих возäействий, обеспе÷ивая
при этоì сохранение требуеìой суììарной произ-
воäитеëüности Q* за с÷ет повыøения произвоäи-
теëüности проöессов с низкиì уровнеì возìущаþ-
щих возäействий. Данное утвержäение основано
на тоì, ÷то проöессы с высокиì уровнеì возìу-
щаþщих возäействий, как правиëо, иìеþт повы-
øеннуþ ëокаëüнуþ энерãоеìкостü Ei = pi/qi по

сравнениþ с ëокаëüной энерãоеìкостüþ проöес-
сов с низкиì уровнеì возìущаþщих возäействий.
Форìаëüно äанный принöип ìожно преäста-

витü как реøение заäа÷и ìноãопараìетри÷еской
оптиìизаöии:

, ...,  = {E(q1, ..., qn, v1, ..., vn)} (2)

при выпоëнении оãрани÷ения:

 = Q*.

2. Структура системы координированного управления

Дëя ìиниìизаöии энерãоеìкости параëëеëü-
ных техноëоãи÷еских систеì на основе указанноãо
принöипа преäëаãается построение их систеì уп-
равëения в кëассе äвухуровневых систеì управëе-
ния с коорäинатороì (рис. 2) [4, 5, 10, 11].
Заäа÷а коорäинатора в äанноì сëу÷ае закëþ÷а-

ется в вы÷исëении зна÷ений оптиìаëüных ëокаëü-
ных произвоäитеëüностей , ..., , обеспе÷иваþ-
щих ìиниìуì суììарной энерãоеìкости Е техно-
ëоãи÷еской систеìы, с у÷етоì распоëаãаеìой
инфорìаöии о текущих зна÷ениях ëокаëüных воз-
ìущаþщих возäействий vi (i = 1, 2, ..., n). Резуëü-
таты вы÷исëений заäаþщих возäействий (уставок)

, ...,  поступаþт в ëокаëüные САУ, которые ре-
аëизуþт их путеì форìирования соответствуþщих
управëяþщих возäействий на ëокаëüные проöессы.

3. Алгоритмы оптимального координирования

Форìаëüно коорäинатор äоëжен в реаëüноì
вреìени реøатü заäа÷у ìноãопараìетри÷еской оп-
тиìизаöии (2). Рассìотриì ниже анаëити÷еский и
итераöионный способы построения аëãоритìов
реøения указанной заäа÷и.

qi*

vn*

q1* qn*

 
i 1=

n

∑ qi*

P
Q
---  

i 1=

n

∑
i 1=

n

∑

 
i 1=

n

∑
i 1=

n

∑

q1* qn* arg min
q1, ..., qn

 
i 1=

n

∑ qi*

Рис. 2. Структура системы координированного управления па-
раллельной технологической системой

q1* qn*

q1* qn*
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Аналитический алгоритм координирования про-
цессов
Анаëити÷ески преäставëенная выøе заäа÷а

ìноãопараìетри÷еской оптиìизаöии с оãрани÷е-
ниеì (2) реøается на основе ìетоäа неопреäеëен-
ных ìножитеëей Лаãранжа. Приìенение äанноãо
ìетоäа своäится к реøениþ сëеäуþщей систеìы
уравнений Лаãранжа:

(3)

ãäе L(q1, ..., qn; v1, ..., vn; λ) — функöия Лаãранжа:

L(q1, ..., qn, v1, ..., vn, λ) =

= E(q1, ..., qn, v1, ..., vn) + λ ; (4)

λ — неопреäеëенный ìножитеëü Лаãранжа.
В резуëüтате реøения поëу÷енной систеìы из

(n + 1) неëинейных уравнений (4) опреäеëяþтся
оптиìаëüные зна÷ения ëокаëüных произвоäитеëü-
ностей ( , ..., ).
Практи÷еская реаëизаöия анаëити÷ескоãо аëãо-

ритìа ìожет вызватü затруäнения, связанные с вы-
поëнениеì сëеäуþщих усëовий:
а) в проöессе работы систеìы требуется непре-

рывное изìерение ëокаëüных возìущений v1, ..., vn;
б) требуется знание анаëити÷еской зависиìости

(ìатеìати÷еской ìоäеëи) энерãоеìкости от ëокаëü-
ных возìущений и произвоäитеëüностей: E(q1, ..., qn;
v1, ..., vn).
В связи с выøесказанныì вìесто анаëити÷е-

скоãо аëãоритìа ìожет бытü испоëüзован итераöи-
онный аëãоритì коорäинирования проöессов, ре-
аëизаöия котороãо не требует выпоëнения указан-
ных усëовий.
Итерационный алгоритм координирования про-
цессов
Данный аëãоритì реаëизуется на основе актив-

ноãо поиска ìиниìуìа энерãоеìкости E с испоëü-
зованиеì пробных приращений ëокаëüных произ-
воäитеëüностей qi (i = 1, 2, ..., n) и состоит из сëе-
äуþщих этапов:

1) заäание ìножества текущих зна÷ений ëокаëü-
ных произвоäитеëüностей { , ..., } в ка÷естве
на÷аëüных прибëижений (k = 0) и опреäеëение на-
÷аëüной энерãоеìкости E(k) путеì изìерения на-
÷аëüных потребëяеìых ìощностей p1, ..., pn:

E (k) = (  + ... + )/Q*;

2) опреäеëение ìножества вариантов коìбина-
öий ëокаëüных произвоäитеëüностей {h1, ..., hm}
с испоëüзованиеì ìаëых приращений:

{h1, ..., hm}; hj = {  ± Δq1, ...,  ± Δqn}j
( j = 1, ..., m),

äëя которых выпоëняþтся усëовия

hi = Q* (i = 1, ..., m);

3) посëеäоватеëüная активная реаëизаöия каж-
äоãо варианта коìбинаöий ëокаëüных произвоäи-
теëüностей {h1, ..., hm} с опреäеëениеì соответствуþ-
щих энерãоеìкостей проäукöии E(hi), ( j = 1, ..., m);

4) выбор варианта коìбинаöии

hopt = {  ± Δq1, opt, ...,  ± Δqn, opt}j ∈ {h1, ..., hm},

обеспе÷иваþщеãо ìиниìаëüнуþ энерãоеìкостü:

E (k + 1) = min(E(h1), ..., E(hm));

5) есëи суììарное энерãопотребëение снизи-
ëосü (E (k + 1) < E (k)), то выпоëнение сëеäуþщей
итераöии поиска:

назна÷ение сëеäуþщеãо прибëижения зна÷е-

ний ëокаëüных проäуктивностей: { , ...,

}, ãäе  =  ± Δqi, opt, i = 1, ...;

перехоä к п. 2.
Есëи указанное усëовие не выпоëняется, то пе-

рехоä к п. 6;
6) остановка поиска:

{  } = { , ..., }.

Дëя ускорения поиска при высокой разìернос-
ти заäа÷и ìоãут бытü приìенены ãенети÷еские аë-
ãоритìы оптиìизаöии [6].

4. Пример расчета

В ка÷естве приìера построения оптиìаëüноãо
управëения параëëеëüной техноëоãи÷еской систеìой
на основе выøеописанноãо принöипа рассìотриì
äобы÷у нефти с приìенениеì ãруппы нефтеäобы-
ваþщих скважин [7]. Зäесü в ка÷естве ëокаëüных
техноëоãи÷еских проöессов выступаþт отäеëüные
нефтеäобываþщие скважины (рис. 3).
Цеëüþ управëения техноëоãи÷еской систеìы

явëяется обеспе÷ение требуеìоãо суììарноãо äе-
бита (потока) Q* (ì3/сутки) ãруппы скважин:

Q = qi → Q*, ãäе qi — äебит (поток жиäкости)

i-й скважины (ì3/сутки); n — ÷исëо скважин в
ãруппе.
Кажäая i-я скважина снабжена насосной уста-

новкой, потребëяþщей ìощностü pi. Энерãоеìкостü
ãруппы скважин опреäеëяется отноøениеì суì-
ìарной потребëяеìой ìощности к суììарноìу äе-

биту скважин ãруппы: E = pi qi.

 = 0;

...

 = 0;

 = 0,

L q1 … qn v1 … vn λ, , , , , ,( )∂
p1∂
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Траäиöионно поставëенная öеëü äостиãается
путеì преäваритеëüноãо распреäеëения требуеìых
ëокаëüных äебитов  скважин, которые äаëее
обеспе÷иваþтся с поìощüþ ëокаëüных систеì ав-
тоìати÷ескоãо управëения [8]. Локаëüные САУ
обеспе÷иваþт требуеìые äебиты  путеì реãуëи-
рования режиìов работы насосных установок
скважин, в усëовиях сëу÷айных ëокаëüных возìу-
щаþщих возäействий (рис. 4).
Мощностü pi насосной установки, расхоäуеìая

на поäъеì потока äобываеìой жиäкости из сква-
жины на поверхностü, опреäеëяется выражениеì

pi = qihiρg , (5)

ãäе hi — необхоäиìая высота поäъеìа äобываеìой
жиäкости (напор) (ì); ρ, g, η — соответственно пëот-
ностü (кã/ì3), ускорение свобоäноãо паäения (ì/с2),
КПД насосной установки.
Рассìотриì вëияние возìущаþщих возäействий

на ìощностü, потребëяеìуþ скважинаìи. В ка÷е-
стве основных возìущаþщих возäействий зäесü
выступаþт потоки ÷астиö ãорных пороä, вызывае-
ìые äвижениеì äобываеìых жиäкостей. Данные
÷астиöы засоряþт провоäящие канаëы пористых
пороä зон äренирования скважин, повыøая их
ãиäравëи÷еские сопротивëения Ri (обратная веëи-
÷ина общепринятоãо коэффиöиента проäуктив-
ности скважины): Ri = (Pп – Pз, i)/qi, ãäе Pп — äав-
ëение жиäкости в проäуктивноì пëасте (на ãрани-
öе зоны äренирования); Pз, i — äавëение жиäкости
в забое i-й скважины.
Повыøение ãиäравëи÷ескоãо сопротивëения Ri

привоäит к снижениþ äавëения в забое скважин
Pз, i = Pп – Riqi, ÷то привоäит к снижениþ äинаìи-
÷ескоãо уровня жиäкости в скважине Hi = Pз, i/ρg
и повыøениþ высоты ее поäъеìа на поверхностü
hi = Li – Hi. На основе привеäенных выøе зависи-
ìостей ìожно выразитü зависиìостü высоты
поäъеìа hi от возìущаþщеãо возäействия Ri:

hi = Li – (Pп – qiRi) . (6)

О÷евиäно, ÷то увеëи÷ение высоты поäъеìа жиä-
кости hi, вызванное увеëи÷ениеì ãиäравëи÷ескоãо
сопротивëения Ri, привоäит к увеëи÷ениþ потреб-
ëяеìой ìощности pi насоса скважины (5). Зависи-
ìостü pi от возìущаþщеãо возäействия Ri ìожет
бытü преäставëена путеì заìены hi в выражении
(5) соотноøениеì (6):

pi = (qi(Liρg – Pп) + Ri) . (7)

Покажеì возìожностü ìиниìизаöии энерãоеì-
кости E проöесса нефтеäобы÷и с поìощüþ ãруппы
скважин в усëовиях äействия возìущений путеì
оптиìаëüноãо распреäеëения их äебитов qi. Дëя
наãëяäности рассìотриì ãруппу из äвух скважин.
Допустиì, ÷то требуеìый суììарный äебит

äвух скважин равен Q* = q1 + q2 = 100 [ì3/сутки].
Пустü на вторуþ скважину äействует возìущение,
привоäящее к уäвоениþ ãиäравëи÷ескоãо сопротив-
ëения R2 в ее зоне äренирования по сравнениþ с пер-
вой скважиной: R1 = 0,2•1010 (Па/ì3/с); R2 = 2R1 =
= 0,4•1010 (Па/ì3/с).
Рассìотриì зависиìостü энерãоеìкости E (q1, q2)

от распреäеëения требуеìоãо суììарноãо äебита
Q* ìежäу äебитаìи q1, q2 скважин в усëовиях ука-
занноãо возìущаþщеãо возäействия. Данная зави-
сиìостü соãëасно выражениþ (7) опреäеëяется со-
отноøенияìи

E = (p1 + p2)/(q1 + q2) =

= (q1(L1ρg – Pп) + R1) +

+ (q2(L2ρg – Pп) + R2) /(q1 + q2); (8)

q1 + q2 = Q*.

Рис. 3. Нефтедобыча с помощью группы скважин:
1 — зона äренирования скважины; 2 — нефтеäобываþщая
скважина; 3 — нефтеносный пëаст

qi*

qi*

1
ηi
---

1
ρg
----

qi
2 1

ηi
---

Рис. 4. Схема управления нефтедобывающей скважиной:
1 — насосно-коìпрессорные трубы; 2 — обсаäная коëонна;
3 — установка эëектроöентробежноãо насоса; 4 — зона äрени-
рования скважины проäуктивноãо пëаста; Нi — äинаìи÷еский
уровенü жиäкости в скважине; hi — высота поäъеìа жикости
на поверхностü; Li — äëина скважины
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Графики искоìой зависиìости энерãоеìкости E
от зна÷ений q1, q2 преäставëены на рис. 5.
Привеäенные ãрафики показываþт существова-

ние еäинственноãо — ãëобаëüноãо — ìиниìуìа
функöии E(q1, q2). Оптиìаëüное распреäеëение äеби-
тов, обеспе÷иваþщее ìиниìаëüнуþ энерãоеìкостü,
сëеäуþщее:  = 80 ì3/сут;  = 20 ì3/сут.

Миниìаëüная энерãоеìкостü: Emin = 6,4 кВт•÷/ì3.
Снижение энерãопотребëения по сравнениþ с энер-
ãопотребëениеì при равноìерноì распреäеëении äе-
битов (E = 6,8 кВт•÷/ì3, q1 = q2 = 50 ì3/сут) состав-

ëяет: E–Emin = 6,8 – 6,4 = 0,4 кВт•÷/ì3, иëи 5,8 %.

Поиск и реаëизаöия оптиìаëüноãо распреäеëе-
ния äебитов в общеì сëу÷ае обеспе÷иваþтся с по-
ìощüþ äвухуровневой систеìы управëения ãруп-
пой из n скважин (рис. 6).
Коорäинатор систеìы ìожет приìенятü опи-

санные выøе анаëити÷еский иëи итераöионный
аëãоритìы оптиìизаöии.
Дëя реаëизаöии анаëити÷ескоãо аëãоритìа при-

ìенитеëüно к ãруппе нефтеäобываþщих скважин
необхоäиìа инфорìаöия о текущих возìущениях
Ri. Уравнения Лаãранжа зäесü приниìаþт виä

ãäе

L= (qi(Liρg–Pп)+ Ri)  + λ qi – Q* .

q1 опт,* q2 опт,*

Рис. 6. Система координированного управления группой нефте-
добывающих скважин

 = (L1ρg – Pп + 2q1R1) + λ = 0;

...

 = Lnρg  – Pп + 2qnRn  + λ = 0;

 = Q* – qi = 0,
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Рис. 5. Зависимость энергоемкости E(q1, q2) группы из двух
скважин от распределения их дебитов q1, q2:
а — 3D-ãрафик; б — проекöия зависиìости на пëоскостü (E, q1);
в — проекöия зависиìости на пëоскостü (E, q2)
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В сëу÷ае есëи инфорìаöия о текущих возìуще-
ниях Ri неäоступна, реаëизуется итераöионный аë-
ãоритì активноãо поиска с испоëüзованиеì текущей
инфорìаöии о суììарноì энерãопотребëении
скважин.
Такиì образоì, управëение ãруппой нефтеäо-

бываþщих скважин обеспе÷ивает возìожностü
снижения энерãоеìкости параëëеëüных техноëо-
ãи÷еских систеì на основе коорäинированноãо уп-
равëения проöессаìи с испоëüзованиеì оптиìаëü-
ноãо распреäеëения произвоäитеëüностей.

Заключение

В работе рассìотрен поäхоä к повыøениþ
энерãоэффективности параëëеëüных техноëоãи÷е-
ских систеì, нахоäящихся поä äействиеì внеøних
распреäеëенных возìущений, на основе оптиìаëü-
ноãо коорäинированноãо управëения ëокаëüныìи
проöессаìи. Преäëожен принöип ìиниìизаöии
энерãоеìкости на основе оптиìаëüноãо распреäе-
ëения произвоäитеëüностей проöессов, вхоäящих
в техноëоãи÷ескуþ систеìу. Рассìотрен способ
построения äвухуровневой систеìы управëения
с коорäинатороì, реаëизуþщий äанный принöип
в реаëüноì вреìени. Преäставëены анаëити÷еский
и итераöионный аëãоритìы работы коорäинатора,
обеспе÷иваþщеãо поиск оптиìаëüноãо распреäе-
ëения ëокаëüных произвоäитеëüностей. На приìе-
ре управëения ãруппой из äвух нефтеäобываþщих
скважин показана эффективностü приìенения преä-
ëоженноãо поäхоäа, обеспе÷иваþщеãо зна÷итеëü-

ное снижение энерãоеìкости параëëеëüной техно-
ëоãи÷еской систеìы по сравнениþ с траäиöион-
ныì способоì управëения.

Список литературы

1. ГОСТ Р 51750—2001 Энерãосбережение. Метоäика опре-
äеëения энерãоеìкости при произвоäстве проäукöии и оказа-
нии усëуã в техноëоãи÷еских энерãети÷еских систеìах. Общие
поëожения.

2. ГОСТ 27.004—85. Наäежностü в технике. Систеìы техно-
ëоãи÷еские. Терìины и опреäеëения.

3. Садовский В. В., Самойлов М. В., Кохно Н. П. и äр. Про-
извоäственные техноëоãии. Минск: БГЭУ, 2008. 431 с.

4. Месарович М., Мако Д., Такахара И. Теория иерархи÷е-
ских ìноãоуровневых систеì. М.: Мир, 1973. 344 с.

5. Васильев В. И., Гусев Ю. М., Ефанов В. Н. и äр. Мно-
ãоуровневое управëение äинаìи÷ескиìи объектаìи. М.: Наука,
1987. 309 с.

6. Васильев В. И., Ильясов Б. Г. Интеëëектуаëüные систеìы
управëения. Теория и практика М.: Раäиотехника, 2009. 392 с.

7. Владимиров И. В., Хисамутдинов Н. И., Тазиев М. М.
Пробëеìы разработки воäонефтяных и ÷асти÷но завоäненных
зон нефтяных ìесторожäений. М.: ВНИИОЭНГ, 2007. 360 с.

8. Нугаев И. Ф., Васильев В. И. Управëение проöессаìи
скважинной äобы÷и нефти на основе каскаäных аëãоритìов //
Мехатроника, автоìатизаöия, управëение. 2015. № 5. С. 321—326.

9. Merlet J.-P., Gosselin C. Parallel Mechanisms and Robots //
Springer Handbook of Robotics. Ref. Work. 2008. P. 269—285.

10. Baeten J., Bert van Beek, Markovski J., Somers L.
Coordination Control of Complex Machines. In: Coordination Con-
trol of Distributed Systems // Lecture Notes in Control and Infor-
mation Sciences. 2015. Vol. 456. P. 61—68.

11. Anderson D., Howard T., Apfelbaum D., Herman H., Kelly A.
Coordinated Control and Range Imaging for Mobile Manipulation. —
In: Lecture Notes in Control and Information Sciences // Proc. of
the Eleventh International Symposium of Experimental Robotics
(ISER), Athens, Greece. 2006. P. 547—556.

Increase of the Energy Efficiency of the Parallel Technological 
Systems on the Basis of the Optimal Coordinated Control 

of the Processes

I. F. Nugaev, Professor, Department of Electronics and Biomedical Technology, inugaev@yandex.ru ,
V. I. Vasilyev, Head of Department of Computer Engineering and Information Security, vasilyev@ugatu.ac.ru,

Ufa State Aviation Technical University, Ufa, 450000, Russian Federation

Corresponding author: Nugaev Ildar F., D. Sc., Professor,
Ufa State Aviation Technical University

Ufa, 450000, Russian Federation, e-mail: inugaev@yandex.ru

Received on June 15, 2016
Accepted on June 24, 2016

The article presents an approach to increasing of the energy efficiency of the parallel technological systems based on optimal
coordinated processes control and the principle of minimization of the energy consumption based on the optimal distribution of
the capacities of the parallel processes with account of the local disturbances. The principle is based on the assumption that in
order to reduce the energy consumption of a parallel system it is necessary to decrease its processes’ capacities with a high level
of local disturbances, preserving the required total system productivity by increasing the capacities of the processes with the low
levels of the local disturbances. The assumption is based on the fact that, as a rule, the processes with a high level of the local
disturbances have higher local energy consumption than the processes with a low level of disturbances. It is shown that the prob-
lem of the optimal capacities distribution is a task of a multiparameter optimization with constraints. The paper discusses im-
plementation of this principle on the basis of a two-level control system with a coordinator. The coordinator's task is to compute
the values of the optimal local capacities in real time based on information concerning the current values of the local distur-
bances. The values of the optimal local capacities are fed into the local automatic control systems, which implement the ap-
propriate control actions concerning the local processes. The analytical and iterative algorithms for the optimal coordination of
the local capacities values is considered. The analytical algorithm is based on Lagrange's method, while the iterative algorithm
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is based on the search for an active gradient solution. The paper considers application of the proposed approach for saving the
energy consumption of an oil-production wells group. Here, the parallel technological system includes the oil-production wells
as the local processes. The results of the numerical experiments show feasibility of saving energy by more than 5 % in comparison
with a technological system without the optimal distribution of the productive capacities. Thus, the proposed approach can reduce
significantly the energy consumption of a parallel technological system without an expensive modernization of its technology.

Keywords: energy consumption, parallel technological system, multi-level control system, coordinated control, multipa-
rameter optimization, oil-production wells group
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Алгоритмы оптимального распределения ресурсов
в задаче планирования изготовления протяжного инструмента 

для производства авиационных двигателей1

Введение

Поëу÷ение пазов сëожно-фасонноãо профиëя в
äисках турбин сеãоäня явëяется оäниì из саìых
труäоеìких произвоäственных проöессов при из-
ãотовëении авиаöионных äвиãатеëей. Наибоëее
эффективныì ìетоäоì поëу÷ения эëеìентов тако-
ãо типа явëяется протяãивание, выпоëняеìое на
спеöиаëизированных станках с приìенениеì про-
тяжноãо инструìента (протяжек). Протяжки раз-

ëи÷ных конструкöий явëяþтся оäниìи из наибо-
ëее äороãих инструìентов äëя выпоëнения ìетаë-
ëообработки. Поä÷ас кажäая протяжка при своеì
изãотовëении требует наивысøей то÷ности и пра-
виëüноãо рас÷ета. Это обусëовëено теì, ÷то инст-
руìент при протяãивании работает в наибоëее тя-
жеëых и суровых усëовиях оãроìных наãрузок
(растяжение, сжатие, изãиб, абразивное и аäãези-
онное выкраøивание ëезвий протяжки) [1].
Орãанизаöия эффективноãо испоëüзования и

своевреìенноãо воспроизвоäства сëожно-профиëü-
ноãо режущеãо инструìента (äоëбяки, протяжки,

Предложен подход к решению задачи планирования воспроизводства протяжного инструмента с учетом использования ос-
таточного ресурса его существующего состава. Разработан алгоритм расчета необходимого числа заказываемых новых про-
тяжек, проведена оценка вероятности выполнения такого заказа с использованием математического аппарата статисти-
ческого анализа. Приведены результаты формирования вариантов использования существующих протяжек с известным ос-
таточным ресурсом, проведены расчеты надежности каждого варианта, а также сформированы рекомендации по выбору
оптимального варианта, доказывающие применимость предложенного подхода.
Ключевые слова: планирование изготовления, протяжной инструмент, ресурс, цикл воспроизводства

 1 Работа выпоëнена при поääержке РФФИ, проект
№ 15-08-04342а.
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÷ервя÷ные фрезы и пр.) преäставëяет собой оäно из
кëþ÷евых усëовий äостижения пëановых показате-
ëей (вреìенных, ресурсных, ка÷ества и пр.) при из-
ãотовëении наибоëее ответственных и äороãостоя-
щих узëов и аãреãатов (äисков турбин, коìпрессоров
и пр.) сëожных изäеëий авиаöионной техники (АТ).
В основу существуþщеãо поряäка орãанизаöии

изãотовëения инструìента поëожены известные
ìетоäы рас÷ета еãо расхоäа, а иìенно: статисти÷е-
ский, по норìаì оснастки рабо÷их ìест, по нор-
ìаì расхоäа [2—4].
При испоëüзовании статисти÷ескоãо ìетоäа рас-

÷ет факти÷ескоãо расхоäа инструìента, прихоäяще-
ãося на еäиниöу выпуска проäукöии в стоиìост-
ноì выражении иëи на 1000 ÷ работы оборуäования
той ãруппы, на которой испоëüзуется соответст-
вуþщий инструìент, провоäится на основе от÷ет-
ных äанных за проøëый периоä (обы÷но ãоä). Ста-
тисти÷еский ìетоä рас÷ета расхоäа инструìента
ìожет äатü зна÷итеëüнуþ поãреøностü, потоìу он
нахоäит приìенение ëиøü в еäини÷ноì и ìеëко-
серийноì произвоäстве (в тоì ÷исëе äëя вспоìо-
ãатеëüных произвоäств) и äëя рас÷ета расхоäа ин-
струìента, по котороìу труäно установитü сроки
сëужбы (сëесарно-сборо÷ный, некоторые виäы
ìеритеëüноãо).
В основе ìетоäа рас÷ета по норìаì оснастки

приниìается коëи÷ество инструìента, которое äоë-
жно оäновреìенно нахоäитüся на соответствуþщеì
рабо÷еì ìесте в те÷ение всеãо пëановоãо периоäа.
По этоìу ìетоäу расс÷итывается, ãëавныì образоì,
инструìент äоëãовреìенноãо поëüзования, выäавае-
ìый рабо÷еìу по инструìентаëüныì книжкаì, на-
хоäящийся у неãо äо поëноãо износа (универсаëü-
ный режущий, ìеритеëüный, вспоìоãатеëüный,
универсаëüный кузне÷ный, ëитейный и äр.) и при-
ìеняеìый во вспоìоãатеëüных произвоäствах.
Метоä рас÷ета по норìаì расхоäа испоëüзуется

äëя опреäеëения коëи÷ества инструìента äанноãо
типоразìера, расхоäуеìоãо (изнаøиваеìоãо) при
обработке оäной äетаëи иëи изäеëия. Дëя уäобства
рас÷ета ÷асто норìу расхоäа инструìента опреäе-
ëяþт на 100 иëи 1000 øтук äетаëей (изäеëий).
При всех внеøних разëи÷иях в способах оöенки

необхоäиìоãо коëи÷ества инструìента основная
иäея рассìатриваеìых ìетоäов преäпоëаãает ãаран-
тированное оснащение рабо÷их ìест необхоäиìыì
объеìоì среäств без у÷ета инäивиäуаëüных осо-
бенностей состояния еãо конкретноãо экзеìпëяра,
вызванноãо ìехани÷ескиìи характеристикаìи про-
тяãиваеìоãо изäеëия, усëовияìи испоëüзования
инструìента, восстановëения еãо ресурса и пр.
В этоì сëу÷ае, безусëовно, иìеет ìесто ìини-

ìизаöия рисков срыва произвоäственных пëанов
при изãотовëении изäеëий АТ, оäнако такой поä-
хоä сопровожäается необоснованныì превыøениеì
затрат и соответствуþщиì снижениеì конкурен-
тоспособности выпускаеìой проäукöии.
Поэтоìу совреìенное ìаøиностроитеëüное про-

извоäство, реаëизуþщее конöептуаëüные поëоже-

ния Lean-фиëософии (так называеìое "Бережëивое
произвоäство") [5—8] развивается в направëении
всестороннеãо устранения потерü, к которыì отно-
сятся, в тоì ÷исëе: перепроизвоäство проäукöии, из-
быток запасов, произвоäственные заäержки и пр.
Поëное испоëüзование остато÷ных ресурсов су-

ществуþщеãо состава протяжноãо инструìента (по
ноìенкëатуре и объеìу) на основе просëеживания
еãо инäивиäуаëüных характеристик [9] при соответ-
ствуþщеì сокращении коëи÷ества вновü изãотав-
ëиваеìоãо инструìента рассìатривается в ка÷естве
важноãо усëовия повыøения эконоìи÷еской эф-
фективности при изãотовëении изäеëий АТ.
В связи с выøеизëоженныìи особенностяìи

протяжноãо инструìента (зна÷иìости äëя произ-
воäства авиаöионных äвиãатеëей, повыøенных
требований к ка÷еству, высокой стоиìости и то÷-
ности изãотовëения) заäа÷а оптиìаëüноãо распре-
äеëения протяжноãо инструìента в произвоäстве
авиаöионных äвиãатеëей явëяется актуаëüной.

Постановка задачи

Дëя выпоëнения произвоäственноãо заäания по
выпуску N еäиниö изäеëий, наприìер äисков тур-
бин, испоëüзуþтся l произвоäственных ëиний
(станков), на кажäой из которых оäновреìенно об-
рабатываþтся заãотовки, наприìер, протяãиваþт-
ся пазы äисков турбин. На кажäой ëинии режущий
инструìент (протяжки) коìпëектуется в кассеты;
кажäая кассета соäержит m протяжек. Посëе обра-
ботки заãотовки кассета разбирается, протяжка пе-
рета÷ивается, и посëе этоãо протяжка поäверãается
контроëþ. Есëи протяжка прохоäит контроëü, то
она испоëüзуется при обработке сëеäуþщей заãо-
товки. Чисëо перето÷ек оãрани÷ено заäанныì ÷ис-
ëоì — при äостижении преäеëüноãо ÷исëа рабо÷их
öикëов протяжка сниìается вне зависиìости от ее
состояния. По резуëüтатаì обработки статисти÷е-
ских äанных закон распреäеëения ÷исëа рабо÷их
öикëов протяжек известен.
Переä выпоëнениеì заäания провоäится рас÷ет

необхоäиìоãо ÷исëа закупаеìых новых протяжек.
В сиëу тоãо, ÷то ÷исëо рабо÷их öикëов, выäерживае-
ìых протяжкой, сëу÷айно, ÷исëо закупаеìых про-
тяжек äоëжно обеспе÷итü выпоëнение заäания с
вероятностüþ не ìенüøе заäанной.
Оäнако при такоì поäхоäе неизбежно остаþтся

протяжки с испоëüзованныì не äо конöа (остато÷-
ныì) ресурсоì. Возникает вопрос обоснования
÷исëа закупаеìых новых протяжек äëя выпоëне-
ния сëеäуþщеãо заäания с у÷етоì возìожности ис-
поëüзования протяжек с остато÷ныì ресурсоì.
Дëя реøения поставëенной заäа÷и необхоäи-

ìо реаëизоватü сëеäуþщуþ посëеäоватеëüностü
äействий:
сфорìироватü возìожные варианты заìены в
кассете новой протяжки протяжкой иëи сово-
купностüþ протяжек с остато÷ныì ресурсоì;
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расс÷итатü вероятностü выпоëнения заäа÷и
коìпëектоì новых и "старых" протяжек äëя
кажäоãо из сфорìированных вариантов;
выбратü вариант, который обеспе÷иë бы выпоë-
нение заäания с заäанной вероятностüþ и с ìи-
ниìаëüныì ÷исëоì закупаеìых новых протяжек.
Матеìати÷еская постановка заäа÷и закëþ÷ается в

сëеäуþщеì. На j-й ëинии äоëжно бытü отработано
Nj заãотовок, N1 + ... + Nl = N. Кассета соäержит
m оäнотипных протяжек. Закон распреäеëения
P(X = k) = pk ÷исëа X рабо÷их öикëов протяжки из-
вестен; k = 1, ..., K, ãäе K — преäеëüное ÷исëо ра-
бо÷их öикëов. Заäано ÷исëо n протяжек с остато÷-
ныì ресурсоì, и äëя кажäой такой протяжки из-
вестно ÷исëо отработанных öикëов, т.е. заäан
ìассив V = (v1, v2, ..., vn).
Необхоäиìо найти:
1) ìиниìаëüно äопустиìое ÷исëо новых протя-

жек, необхоäиìое äëя выпоëнения заäания с за-
äанной вероятностüþ;

2) оптиìаëüнуþ по ìиниìаëüной стоиìости за-
каза новых протяжек коìпëектаöиþ кассеты про-
тяжкаìи с остато÷ныì ресурсоì при заäанноì
уровне вероятности обеспе÷ения выпоëнения пëа-
новоãо заäания.

Алгоритм расчета необходимого числа 
заказываемых новых протяжек

В сëу÷ае, коãäа äëя выпоëнения заказа испоëü-
зуþтся тоëüко новые протяжки, необхоäиìое их
÷исëо опреäеëяется сëеäуþщиì образоì.
Первона÷аëüная оöенка ÷исëа r протяжек ìо-

жет бытü провеäена по форìуëе

r = mr0, (1)

ãäе r0 — ÷исëо протяжек, посëеäоватеëüно испоëü-
зуеìых äëя заìены кажäой из m протяжек:

r0 = , (2)

⎡•⎤ — сиìвоë окруãëения äо бëижайøеãо боëüøеãо
öеëоãо ÷исëа.
Вероятностü тоãо, ÷то r0 протяжек буäет äоста-

то÷но äëя выпоëнения Nj öикëов, опреäеëяется как
P(Y l Nj), ãäе Y — сëу÷айная веëи÷ина — суììарное
÷исëо отработанных öикëов r0 протяжкаìи.
Сëу÷айная веëи÷ина Y явëяется суììой r0 оäи-

наково распреäеëенных сëу÷айных веëи÷ин X1, X2,
..., , которые составëяþт ÷исëо рабо÷их öикëов
(äо списания) первой, второй, ..., r0 протяжки.
Перейäеì к рас÷ету вероятности P(Y l Nj).
При r0 = 1 ìаксиìаëüно возìожное ÷исëо рабо-

÷их öикëов равно K, тоãäа

P(Y l Nj) = P(X l Nj) =

= 

иëи

P(Y l Nj) = θ(K – Nj) P(X = k)θ(k – Nj), (3)

ãäе θ(•) — функöия Хевисайäа: θ(n) = 

При r0 = 2 ìаксиìаëüно возìожное ÷исëо рабо-
÷их öикëов равно 2K, тоãäа

P(Y l Nj) = P(X1 + X2 l Nj) =

= 

иëи

P(Y l Nj) = θ(2K – Nj) Ѕ

Ѕ P(X1 = k1)P(X2 = k2)θ(k1 + k2 – Nj). (4)

Сопоставив форìуëы (3) и (4), поëу÷иì законо-
ìерностü äëя произвоëüноãо зна÷ения r0 в виäе 

P(Y l Nj) = θ(r1K – Nj) ... P(X1 = k1)•...

...•P(  = )θ ki – Nj . (5)

Рассìотриì приìер. Пустü закон распреäеëе-
ния сëу÷айной веëи÷ины X заäан при K = 10 (таб-
ëиöа, рис. 1).

Nj

K
----

Xr0

P(X = k) при X l Nj и Nj < K;

0 при X < Nj иëи Nj > K;
k 1=

K

∑

k 1=

K

∑

1 при n l 0;
0 при n < 0.

P(X1 = k1)P(X2 = k2)

при X1 + Х2 l Nj и Nj < 2K;
0 при X1 + Х2 < Nj иëи Nj > 2K

k1 1=

K

∑
k2 1=

K

∑

k1 1=

K

∑
k2 1=

K

∑

k1 1=

K

∑  
kr1

1=

K

∑

Xr1
kr1

i 1=

r1

∑
⎝
⎜
⎛

⎠
⎟
⎞

Рис. 1. Закон распределения числа рабочих циклов протяжки
до списания

Закон распределения числа рабочих циклов протяжки

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
pk 0 0 0 0 0,01 0,02 0,03 0,05 0,20 0,69
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Расс÷итаеì на основе зависиìости (5) вероят-
ности P(Y l Nj) äëя Nj = 1...30 при r0 = 1...4 (рис. 2).
Поëу÷енные резуëüтаты позвоëяþт оöенитü ве-

роятностü тоãо, ÷то заäанноãо ÷исëа r0 протяжек
äëя заìены кажäой из m протяжек буäет äостато÷-
но äëя выпоëнения заäания. Так, наприìер, äëя
заäанноãо распреäеëения P(X = k) при Nj = 17 äве
протяжки обеспе÷иваþт вероятностü Pä = 0,9225,
а три и боëее — вероятностü 1.
Перейäеì к кассете в öеëоì. Вероятностü Pк тоãо,

÷то r = mr0 протяжек кассеты äостато÷но äëя вы-
поëнения заäания, ìожно расс÷итатü по форìуëе
произвеäения вероятностей: Pк = (Pä)

m. В резуëü-
тате, опреäеëив вероятности Pк äëя кажäой из l
произвоäственных ëиний, ìожно найти коне÷нуþ
вероятностü Pз тоãо, ÷то заäанный коìпëект новых
протяжек буäет äостато÷ен äëя обработки N за-
ãотовок.
В сëу÷ае, есëи поëу÷енная вероятностü окажется

ниже требуеìой, необхоäиìо рассìотретü вариант
с боëüøиì ÷исëоì протяжек.

Алгоритм расчета надежности 
при использовании протяжек 

с остатком ресурса

Протяжка с остато÷ныì ресурсоì
ìожет бытü оäнозна÷но охарактери-
зована ÷исëоì отработанных öик-
ëов; ÷исëо Z оставøихся äо списа-
ния öикëов — сëу÷айная веëи÷ина,
закон распреäеëения которой буäет
зависетü от ÷исëа отработанных
öикëов. Обозна÷иì v — ÷исëо отра-
ботанных öикëов, тоãäа ìаксиìаëü-
но возìожное ÷исëо оставøихся
öикëов буäет равно Kv = K – v, а сëу-
÷айная веëи÷ина Z = X – v буäет из-
ìенятüся в äиапазоне от 1 äо Kv.
Закон распреäеëения сëу÷айной

веëи÷ины X известен; известно так-
же, ÷то протяжка уже отработаëа v öикëов. По тео-
реìе уìножения вероятностей [10]

P(X = k) = P(X > v)P(X = k|X > v),

откуäа

P(X = k|X > v) = ,

тоãäа усëовный закон распреäеëения сëу÷айной ве-
ëи÷ины Z буäет иìетü виä

P(Z = s|X > v) = , ãäе s = 1, ..., Kv. (6)

На рис. 3 привеäены резуëüтаты рас÷етов усëов-
ноãо закона распреäеëения P(Z = s|X > v) äëя сëу-
÷айной веëи÷ины X, закон распреäеëения которой
заäан в табëиöе. О÷евиäно, ÷то при v = 9 усëовная
вероятностü P(Z = 1|X > v) = 1.
Зная усëовный закон распреäеëения P(Z = s|X > v),

ìожно найти вероятностü тоãо, ÷то заäанная коì-
бинаöия, вкëþ÷аþщая r0 новых
протяжек, r1 протяжек, отработав-
øих 1 öикë, r2 протяжек, отработав-
øих 2 öикëа, и т.ä. буäет äостато÷на
äëя выпоëнения Nj öикëов.
Рассìотриì оäну протяжку, от-

работавøуþ v öикëов. Вероятностü
тоãо, ÷то эта протяжка ìожет бытü
испоëüзована при обработке еще Nj
заãотовок, равна

P(Y l Nj) = θ(Kv – Nj) Ѕ

Ѕ P(Z = k|X > v)θ(k – Nj), (7)

ãäе усëовная вероятностü P(Z = k|X > v)
опреäеëяется по форìуëе (6), а Kv =
= K – v.

P X k=( )
P X v>( )
-----------------

P X s v+=( )
P X v>( )

-----------------------

 
k 1=

Kv

∑

Рис. 2. Вероятность выполнения рабочего задания при использовании заданного
числа протяжек

Рис. 3. Условный закон распределения числа рабочих циклов протяжки до списа-
ния для разного числа отработанных циклов
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Дëя äвух протяжек, отработавøих v1 и v2 öикëов
соответственно, искоìая вероятностü ìожет бытü
опреäеëена по форìуëе

P(Y l Nj) = θ(  +  – Nj) Ѕ

Ѕ P(Z1 = k1|X > v1) Ѕ

Ѕ P(Z2 = k2|X > v2)θ(k1 + k2 – Nj), (8)

ãäе сëу÷айные веëи÷ины Z1 и Z2 — ÷исëо остав-
øихся äо списания öикëов первой и второй про-
тяжек соответственно.
Дëя произвоëüноãо ÷исëа протяжек:

P(Y l Nj) = θ  – Nj  Ѕ

Ѕ ... P(Z1 = k1|X > v1)•...

...•P(Zn = kn|X > vn)θ ki – Nj . (9)

В ка÷естве приìера рассìотриì коìпëект ÷етырех
протяжек: v1 = 0; v2 = 4; v3 = 5; v4 = 7. Резуëüтаты
рас÷ета вероятности P(Y l Nj) äëя Nj = 1...30 такоãо
коìпëекта привеäены на рис. 4.

Алгоритм генерирования перестановок с повторениями

Дëя форìирования всех вариантов ìножества
за с÷ет перестановок еãо эëеìентов и в сëу÷ае на-
ëи÷ия повторяþщихся эëеìентов воспоëüзуеìся
аëãоритìоì, основанноì на ëексикоãрафи÷ескоì
поряäке.
Есëи в некотороì ëинейно упоряäо÷енноì аë-

фавите сиìвоë α стоит ранüøе сиìвоëа β, то с÷и-
тается, ÷то α < β, т.е. α ëексикоãрафи÷ески ìенüøе,

÷еì β [11]. Тоãäа сëово a преäøеству-
ет сëову b, есëи первые m сиìвоëов
сëов совпаäаþт, а (m + 1)-й сиìвоë
сëова a ìенüøе (m + 1)-ãо сиìвоëа
сëова b. Приìенитеëüно к öифро-
выì перестановкаì ëексикоãрафи-
÷еский поряäок порожäает возрас-
таþщуþ посëеäоватеëüностü нату-
раëüных ÷исеë [12], наприìер,
перестановки из öифр 1, 2, 3 обра-
зуþт ëексикоãрафи÷ескуþ посëеäо-
ватеëüностü

(123) < (132) < (213) <
< (231) < (312) < (321).

Чисëо перестановок из n разëи÷-
ных эëеìентов равно n!.
Есëи исхоäное ìножество соäер-

жит повторяþщиеся эëеìенты, на-
приìер, n1 эëеìентов первоãо типа, n2 эëеìентов
второãо типа, ..., nk эëеìентов k-ãо типа, то ÷исëо
перестановок, которое ìожно образоватü из n эëе-
ìентов, n = n1 + n2 + ... + nk, равно

.

В работах [11—13] рассìотрены разëи÷ные ìе-
тоäы ãенерирования перестановок без повторений.
Дëя ãенерирования перестановок с повторенияìи
ìоäифиöируеì аëãоритì ãенерирования переста-
новок без повторений, изëоженный в работе [11].
Аëãоритì ãенерирования перестановок с пов-

торенияìи закëþ÷ается в сëеäуþщеì.
1. Упоряäо÷итü эëеìенты ìассива V = (v1, v2, ..., vn).
2. Путеì просìотра справа наëево найти саìый

правый эëеìент vi, который ìенüøе своеãо сосеäа
справа vi + 1.

3. Найти наиìенüøий эëеìент vj, распоëожен-
ный справа от vi, который боëüøе vi.

4. Поìенятü ìестаìи эëеìенты vj и vi.
5. Упоряäо÷итü эëеìенты справа от vj (т.е. я÷ей-

ки с ноìераìи от i + 1 äо n).
Наприìер, исхоäный ìассив соäержит ÷етыре

эëеìента (1233).
Первый вариант перестановки — исхоäный

упоряäо÷енный ìассив (1233). Нахоäиì саìый
правый эëеìент vi, который ìенüøе своеãо сосеäа
справа vi + 1: v2 < v3 (2 < 3). Наиìенüøий эëеìент
vj, распоëоженный справа от v2 и, который боëüøе
v2: v3 = 3. Меняеì ìестаìи v2 и v3, поëу÷аеì (1323).
Эëеìенты v3, v4 уже поëу÷иëисü упоряäо÷енные,
поэтоìу второй вариант — (1323).
Нахоäиì саìый правый эëеìент vi, который

ìенüøе своеãо сосеäа справа vi + 1: v3 < v4 (2 < 3).
Справа эëеìентов нет. Меняеì ìестаìи v3 и v4, по-
ëу÷аеì третий вариант (1332).
Нахоäиì саìый правый эëеìент vi, который

ìенüøе своеãо сосеäа справа vi + 1: v1 < v2 (1 < 3).
Наиìенüøий эëеìент vj справа от v1, который

Kv1
Kv2

k1 1=

Kv1

∑  
k2 1=

Kv2

∑

i 1=

n

∑
⎝
⎜
⎛
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⎟
⎞

k1 1=

Kv1

∑
kr1

1=

Kv2

∑

i 1=

n

∑
⎝
⎜
⎛

⎠
⎟
⎞

n!
n1!n2!…nk!
-----------------------

Рис. 4. Вероятность выполнения рабочего задания при использовании комплекта
протяжек с заданным числом отработанных циклов
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боëüøе v1: v4 = 2. Меняеì ìестаìи v1 и v4, поëу-
÷аеì (2331). Упоряäо÷иваеì эëеìенты справа от v1
(т.е. эëеìенты v2...v4), поëу÷аеì ÷етвертый вариант
(2331). И т.ä.
В резуëüтате поëу÷иì:

(1233), (1323), (1332), (2133), (2313), (2331), 
(3123), (3132), (3213), (3231), (3312), (3321)

(12 упоряäо÷енных вариантов).
Такиì образоì, резуëüтатоì работы аëãоритìа

явëяется пере÷енü всех возìожных вариантов раз-
ìещения n эëеìентов, среäи которых ìоãут бытü
повторяþщиеся. Кажäый такой вариант ìожет
бытü преäставëен в виäе (vi1, vi2, ..., vin), ãäе vij —
зна÷ение переìенной v, стоящей на j-ì ìесте в i-ì
варианте перестановок.

Расчет надежности различных вариантов 
использования протяжек с остатком ресурса

Рассìотриì возìожные варианты испоëüзова-
ния протяжек с остаткоì ресурса и поряäок оöен-
ки вероятности выпоëнения заказа äëя кажäоãо из
таких вариантов.
Пустü äëя выпоëнения заказа на j-й ëинии äоëжно

бытü обработано Nj заãотовок. Чисëо протяжек r0,
посëеäоватеëüно испоëüзованных äëя заìены каж-
äой из m протяжек, опреäеëяется по форìуëе (2),
при этоì провоäится проверка вероятности P(Y l Nj).
Вероятностü P(Y l Nj) äëя коìпëекта новых про-
тяжек опреäеëяется по форìуëе (5). Есëи вероят-
ностü P(Y l Nj) окажется ниже требуеìой, то зна-
÷ение r0 увеëи÷ивается на еäиниöу и так äо тех пор,
пока не буäет äостиãнута требуеìая вероятностü.
Теперü рассìотриì i-й вариант перестановок

(vi1, vi2, ..., vin). Вìесто новой протяжки возüìеì пер-
вый эëеìент vi1 и расс÷итаеì вероятностü P(Y l Nj)
äëя коìпëекта, вкëþ÷аþщеãо r0 – 1 новых протяжек

и первуþ по списку протяжку vi1: .

Есëи P(Y l Nj) l Pтреб, то перехоäиì к сëеäуþщей
протяжке; в противноì сëу÷ае коìпëект попоëняется
протяжкой vi2, проверяется усëовие P(Y l Nj) l Pтреб
äëя коìпëекта , и так äо тех пор,

пока не буäет äостиãнута требуеìая вероятностü, пос-
ëе ÷еãо перехоäиì к сëеäуþщей протяжке. Заìена за-
кан÷ивается, коãäа ëибо ис÷ерпан ряä (vi1, vi2, ..., vin),
ëибо провеäена заìена всех r0 новых протяжек.

Посëе этоãо фиксируется ÷исëо R сэконоìëен-
ных новых протяжек, расс÷итывается вероятностü
Рк äëя кажäой ëинии и вероятностü Рз äëя заäания
в öеëоì.
Такиì образоì, äëя кажäоãо i-ãо варианта пе-

рестановок нахоäятся зна÷ения Ri и Рзi.
Выбор оптимального варианта использования

протяжек с остатком ресурса провоäится сëеäуþ-

щиì образоì. Сна÷аëа отбираþтся те варианты,
у которых Рзi > Pз треб, из них выбираþтся вариан-
ты с ìаксиìаëüныì зна÷ениеì Ri, а затеì из вы-
бранных вариантов выбирается один вариант, у ко-
торого значение Рзi — максимально.

Заключение

Преäëожен поäхоä к реøениþ оäной из заäа÷
повыøения эффективности проöессов при изãо-
товëении изäеëий АТ за с÷ет поëноãо испоëüзова-
ния остато÷ных ресурсов существуþщеãо состава
протяжноãо инструìента (по ноìенкëатуре и объе-
ìу) и сокращения ÷исëа вновü изãотавëиваеìоãо
инструìента. Разработаны аëãоритìы рас÷ета не-
обхоäиìоãо ÷исëа заказываеìых новых протяжек
(по ноìенкëатуре и объеìу) и привеäен рас÷ет веро-
ятности выпоëнения пëановоãо заäания äëя такоãо
заказа. Разработан аëãоритì рас÷ета вероятности
выпоëнения пëановоãо заäания при испоëüзовании
протяжек с остаткоì ресурса. Рассìотрены аëãо-
ритìы форìирования вариантов коìпëектования
протяжек с у÷етоì остато÷ноãо ресурса и привеäен
рас÷ет наäежности кажäоãо варианта. Сфорìиро-
ваны рекоìенäаöии по выбору оптиìаëüноãо по
стоиìости варианта, äоказываþщие приìениìостü
преäëоженноãо поäхоäа.
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An approach is proposed to solving of the task of planning of reproduction of the broaching tools with the use of the residual
life of its present composition. A criterion was formed for selection of the optimal solution — the minimal number of the tools
(broaches), needed for a guaranteed performance of the task. The authors considered a procedure for estimation of the probability
of implementation of the work assignment by a kit of manufactured broaching tools, based on the law of distribution of the
number of the working tool cycles. An algorithm was developed for calculation of the minimal number of the necessary broaches,
which ensured performance of the task with a set guaranteed probability. The algorithm for evaluation of the possibility of using
the broaches with a residual resource envisages construction of a conditional law of distribution of the number of the cycles
remaining before their disposal, depending on the number of the used cycles. Knowing the law of distribution of the number
of the operating cycles of the new broach and the conditional law of distribution of the remaining cycles of the broaches with
the remaining resource, it is necessary to calculate the probability, that a set of a predetermined number of the new broaches
and the broaches with the remaining resource of the known values of the used cycles ensure implementation of the work as-
signment. A formula was derived for calculation of the probability of performance of the task by a mixed kit of broaches. The
authors presented an example of calculation of the sought probability for a cassette with a mixed kit of four broaches. The al-
gorithm for selection of the optimal mixed sets is based on formation of all possible versions of the use of the broaches with
remaining resource and estimation of the probability of performance of the work assignment for each of them. In order to form
a complete set of options of different numbers of new broaches and broaches with different residual resources the authors pro-
posed an algorithm for generation of permutations with repetitions based on the lexical order. For selection of the optimal use
of the broaches with the remaining resources a calculation was done of the probability of performance of the work assignment
for each of the possible configuration options. The optimal option is chosen from the condition of performance of the work as-
signment with a probability, which is not less than the required guaranteed probability at the lowest costs for the purchase of
new broaches. The results were presented of formation of options of the use of the existing broaches with the known residual
resources, the reliability of each option was calculated, and recommendations were formed for selection of the best option, proving
applicability of the proposed approach.
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