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Алгоритм робастного управления 
линейными объектами с векторными входами-выходами

в условии насыщения сигнала управления*

Введение

Оäной из кëþ÷евых пробëеì в теории управëения
явëяется управëение объектаìи в усëовии неопре-
äеëенности, коãäа неäоступны изìерениþ произ-
воäные выхоäа объекта управëения. Об этоì свиäе-
теëüствует боëüøое ÷исëо пубëикаöий на эту теìу.
Оäниì из эффективных способов управëения объ-
ектаìи в усëовии неопреäеëенности явëяется ро-
бастное управëение, äëя котороãо на сеãоäняøний
äенü преäëожено äостато÷ное ÷исëо реøений [1—6].
В работах [2, 3] äëя управëения объектаìи в ус-

ëовиях параìетри÷еской неопреäеëенности и внеø-
них возìущений испоëüзуþтся разëи÷ные ìоäифи-
каöии набëþäатеëей с боëüøиì коэффиöиентоì
усиëения (high-gain observer) äëя оöенки произвоä-
ных выхоäа объекта. Наëи÷ие боëüøоãо коэффи-
öиента необхоäиìо äëя обеспе÷ения робастной ус-
той÷ивости заìкнутой систеìы по отноøениþ к
äанныì неопреäеëенностяì. Оäнако при рассоãëа-
совании на÷аëüных усëовий объекта и систеìы уп-
равëения увеëи÷ение коэффиöиента усиëения в
набëþäатеëе ìожет привести к увеëи÷ениþ ìно-
жества зна÷ений функöии управëения в на÷аëüный
ìоìент вреìени. В работе [4] на базе резуëüтатов
статüи [3] поëу÷ена простая схеìа управëения, преä-
ставëенная посëеäоватеëüныì соеäинениеì аперио-
äи÷еских и форсируþщих звенüев. В работе [5]

рассìотрено реøение заäа÷и коìпенсаöии возìу-
щений с испоëüзованиеì äинаìи÷ескоãо вспоìо-
ãатеëüноãо контура, поäкëþ÷енноãо параëëеëüно
объекту управëения, и набëþäатеëя, преäставëен-
ноãо посëеäоватеëüныì соеäинениеì реаëüных
äифференöируþщих звенüев. Резуëüтат статüи [5]
позвоëиë поëу÷итü в работе [6] простой реãуëятор,
преäставëенный переäато÷ной функöией, знаìе-
натеëü которой соäержит нуëевой коренü и ìаëый
параìетр.
Анаëиз работ [2—6] показаë, ÷то преäставëен-

ные схеìы управëения отëи÷аþтся ëиøü их ÷аст-
ной реаëизаöией. Поэтоìу возникает заäа÷а, свя-
занная с поëу÷ениеì новоãо способа управëения,
который бы позвоëиë синтезироватü новый кëасс
реãуëяторов с у÷етоì резуëüтатов работ [2—6].
Сëеäуþщая пробëеìа состоит в тоì, ÷то при син-

тезе боëüøинства аëãоритìов управëения в усëо-
вии неопреäеëенности, наприìер в работах [1—6],
требуется оãрани÷енностü функöии управëения,
но ãраниöы ìножества ее возìожных зна÷ений не
фиксированы. Данное ìножество зависит от неиз-
вестных на÷аëüных усëовий и параìетров объекта
управëения, а также параìетров систеìы управëе-
ния. Оäнако на практике произвоëüное ìножество
возìожных зна÷ений функöии управëения ìожет
привести к неработоспособности систеìы управ-
ëения из-за присутствия реаëüных оãрани÷ений.
В усëовиях опреäеëенности параìетров объекта

управëения и внеøних возìущений ìожно ис-
поëüзоватü в автоìати÷еских систеìах законы уп-
равëения с ввеäениеì ПИ иëи ПИД закона реãу-
ëирования. Оäнако из-за насыщения управëяþщеãо
сиãнаëа переìенные интеãрируþщеãо звена в ПИ
и ПИД реãуëяторах ìоãут бытü неоãрани÷енныìи
(windup), ÷то привоäит к невыпоëнениþ постав-

Предложен алгоритм робастного управления линейными динамическими объектами с векторными входами и выходами в ус-
ловии параметрической неопределенности и внешних ограниченных возмущений. Рассмотрена задача слежения выхода объекта
управления за эталонным сигналом. Предложенный алгоритм обобщен на случай заданных ограничений функции управления.
Приведены условия на параметры объекта, эталонной модели и регулятора, при выполнении которых система управления бу-
дет работоспособной.
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ëенной öеëи иëи к потере устой÷ивости заìкнутой
систеìы [7]. В äанноì сëу÷ае работоспособностü
систеìы управëения с ПИ реãуëятороì ìожет äо-
стиãатüся ввеäениеì контура, преäотвращаþщеãо
рост параìетров в реãуëяторе (anti-windup, [8, 9]).
Впервые заäа÷а управëения в усëовии неопре-

äеëенности и насыщения сиãнаëа управëения быëа
рассìотрена в работе [10], оäнако резуëüтаты, касаþ-
щиеся насыщения, не иìеþт строãоãо äоказатеëü-
ства. Анаëоãи÷ный резуëüтат быë описан в работе [5],
ãäе на этапе ìоäеëирования систеìы с у÷етоì из-
вестноãо ìножества возìожных зна÷ений параìет-
ров объекта, преäëаãаëасü ìетоäика выбора параìет-
ров в реãуëяторе. В статüе [11] äëя реøения заäа÷и
функöия насыщения сиãнаëа управëения заìеня-
ëасü ãипербоëи÷ескиì танãенсоì от сиãнаëа управ-
ëения. В работе [12] преäëожено аäаптивное уп-
равëение объектаìи в усëовиях неопреäеëенности,
ãäе äëя ÷асти÷ной коìпенсаöии оãрани÷ений на
сиãнаë управëения параëëеëüно оøибке сëежения
ввоäиëся вспоìоãатеëüный контур с настраивае-
ìыì параìетроì. Заìетиì, ÷то резуëüтаты работ
[11, 12] справеäëивы, есëи äоступен изìерениþ
вектор состояния объекта управëения.
Такиì образоì, сëеäуþщей заäа÷ей, рассìатри-

ваеìой в статüе, явëяется обобщение аëãоритìа,
синтезированноãо без у÷ета насыщения сиãнаëа уп-
равëения, на сëу÷ай заäанных оãрани÷ений функ-
öии управëения, коãäа не äоступны изìерениþ
произвоäные реãуëируеìой переìенной.
В статüе реøена заäа÷а управëения ëинейныìи

äинаìи÷ескиìи объектаìи с векторныìи вхоäаìи
и выхоäаìи в усëовиях параìетри÷еской неопре-
äеëенности, внеøних возìущений, заäанных оãра-
ни÷ений на сиãнаë управëения и неäоступности из-
ìерениþ произвоäных вхоäных и выхоäных сиãна-
ëов. Вна÷аëе преäëожен аëãоритì управëения,
обеспе÷иваþщий робастностü заìкнутой систеìы
по отноøениþ к параìетри÷ескиì неопреäеëен-
ностяì и внеøниì возìущенияì без у÷ета оãрани-
÷ений на функöиþ управëения. Показано, ÷то
преäëоженный аëãоритì обобщает известные ре-
зуëüтаты [2—6] и позвоëяет синтезироватü новый
кëасс аëãоритìов. Даëее поëу÷енный резуëüтат
обобщается äëя управëения в усëовиях заäанных
оãрани÷ений функöии управëения. Привеäены ус-
ëовия на параìетры ìоäеëи объекта управëения,
этаëонной ìоäеëи и реãуëятора, при выпоëнении
которых систеìа управëения буäет работоспособ-
ной. Рассìотрены приìеры ìоäеëирования, иëëþ-
стрируþщие работоспособностü преäëаãаеìой схе-
ìы управëения.

1. Постановка задачи

Рассìотриì объект управëения, äинаìи÷еские
проöессы в котороì описываþтся уравнениеì

Q(p)y(t) = R(p)u(t) + f(t), (1)

ãäе y(t) ∈ Rl — вектор реãуëируеìых переìенных,
u(t) = [u1(t), u2(t), ..., ul(t)]

т ∈ Rl — вектор управ-

ëения, f(t) ∈ Rl — неконтроëируеìое оãрани÷енное
возìущение;

Q(p)= , R(p)= ,

Qij(p), Rij(p) — ëинейные äифференöиаëüные опе-
раторы, degQij(p) = nij, degRij(p) = mij, при÷еì nii > nij,

mii l mij при i ≠ j, i = , j = , p = d / dt — оператор
äифференöирования.
Цеëü управëения состоит в синтезе непрерыв-

ноãо закона реãуëирования, обеспе÷иваþщеãо вы-
поëнение усëовия

|y(t) – ym(t)| < δ при t > T, (2)

и нахожäении сиãнаëов ui(t) во ìножествах |ui(t)| m ,

i = , ãäе ym(t) — этаëонный сиãнаë такой, ÷то

| (t)| m , j = , v = nii, δ > 0 — то÷ностü

реãуëирования, T > 0 — вреìя, по исте÷ении котороãо
äоëжно бытü выпоëнено неравенство (2),  > 0 —

известная веëи÷ина. Также необхоäиìо, ÷тобы все
переìенные в заìкнутой систеìе быëи бы оãрани-
÷енныìи. Зäесü и äаëее поä |s(t)| буäеì пониìатü
евкëиäову норìу вектора s(t).
Сфорìуëированнуþ заäа÷у буäеì реøатü при

сëеäуþщих предположениях:
1. Неизвестные коэффиöиенты операторов Qij(p),

Rij(p), i = , j = , принаäëежат известноìу оãра-
ни÷енноìу ìножеству Ξ.

2. Тривиаëüное реøение уравнения R(p)u(t) = 0
явëяется асиìптоти÷ески устой÷ивыì.

3. Известны ÷исëа  и , ãäе | f(t)| m  и
= |[ , , ..., ]т|.

2. Синтез алгоритма
без учета насыщения сигнала управления

Раäи простоты рассìотриì сна÷аëа синтез аë-
ãоритìа управëения без у÷ета насыщения реãуëи-
руеìой переìенной. Преäставиì операторы Qij(p)
и Rij(p) в виäе сëеäуþщих суìì:

Qij(p) = (p) + ΔQij(p), Rij(p) = (p) + ΔRij(p),

i = , j = , (3)

ãäе (p), (p) — известные ëинейные äифферен-

öиаëüные операторы, deg (p) l nij, deg (p) m mij;

ìноãо÷ëены (λ), detQm(λ), (λ) и detRm(λ) —

ãурвиöевы; λ — коìпëексная переìенная;

Q11 p( ) … Q1l p( )

   
Ql1 p( ) … Qll p( )

...... ...
R11 p( ) … R1l p( )

   
Rl1 p( ) … Rll p( )

...... ...

1 l, 1 l,

ui

1 l,

ym
j( ) ym

j 1 v, max
i 1 l,=

ui

1 l, 1 l,

f ym f
ym ym

1 ym
2 ym

v

Qij
m Rij

m

1 l, 1 l,

Qij
m Rij

m

Qij
m Rij

m

Qij
m Rij

m



Мехатроника, автоматизация, управление, Том 17, № 9, 2016 581

Qm(p)= , Rm(p)= ,

ΔQij(p), ΔRij(p) — ëинейные äифференöиаëüные
операторы с неизвестныìи коэффиöиентаìи,

degΔQij(p) m deg (p), degΔRij(p) m mij.

Поäставиì соотноøения (3) в выражение (1)
и составиì уравнение äëя оøибки сëежения
e(t) = y(t) – ym(t) в виäе

Qm(p)e(t) = Rm(p)u(t) + ϕ(t), (4)

ãäе ϕ(t)=D(p)f(t)–ΔQ(p)y(t) + ΔR(p)u(t) – Qm(p)ym(t) —
функöия, соäержащая инфорìаöиþ о параìетри-
÷еской неопреäеëенности и внеøних возìущени-

ях объекта (1); ΔQ(p) = ,

ΔR(p) = .

Заäаäиì закон управëения в виäе

u(t) = –α–1(p) (p)Qm(p)e(t), (5)

ãäе ìатри÷ный поëиноì α(λ) поряäка l Ѕ l выби-
рается такиì, ÷то ìноãо÷ëен det α(λ) — ãурвиöев,
и кажäый эëеìент ìатри÷ной переäато÷ной функöии

α–1(λ) (λ)Qm(λ) иìеет неотриöатеëüнуþ отно-

ситеëüнуþ степенü.
Обозна÷иì P(λ) = detα(λ)detRm(λ)Q(λ) +

+ R(λ)α*(λ) (λ)Qm(λ), ãäе α*(λ) и (λ) — при-
соеäиненные ìатриöы к α(λ) и Rm(λ) соответствен-
но. Сфорìуëируеì утвержäение, при выпоëнении
усëовий котороãо аëãоритì (5) обеспе÷ит выпоë-
нение öеëевоãо усëовия (2).
Утверждение 1. Пустü выпоëнены усëовия преä-

поëожений 1—3. Тоãäа существуþт α(λ), Rm(λ) и
Qm(λ) такие, ÷то ìноãо÷ëен det P(λ) — ãурвиöев äëя
ëþбых параìетров (1) из кëасса Ξ, и реãуëятор (5)
обеспе÷ивает робастнуþ устой÷ивостü заìкнутой
систеìы, а также выпоëнение öеëевоãо усëовия (2).
Доказатеëüство Утвержäения 1 привеäено в

Приëожении.
Замечание 1. Из соотноøений (3) и (5) виäно, ÷то

аëãоритì (5) не требует то÷ноãо знания поряäков
эëеìентов ìатри÷ных операторов Q(p) и R(p). По-
этоìу аëãоритì (5) буäет работоспособен äëя кëасса
ëинейных структурно-неопреäеëенных объектов
(сì., наприìер, работы [13, 14]).
Замечание 2. Рассìотриì объект управëения (1)

при u(t) ∈ R и y(t) ∈ R. Есëи в законе (5) α(p) = const,

то поëу÷иì резуëüтат, поäобный резуëüтату работ
[2, 3]; есëи α(p) = (Tp + 1)γ, ãäе T > 0, то поëу÷иì
резуëüтат, найäенный в работе [4]. При α(p) =
= (μp + 1)γ – 1, ãäе μ > 0 — äостато÷но ìаëое ÷исëо,
поëу÷иì резуëüтат, преäставëенный в статüе [6].
Такиì образоì, в настоящей статüе поëу÷ен аë-

ãоритì (5), устанавëиваþщий связü ìежäу извест-
ныìи резуëüтатаìи [2—6] и позвоëяþщий синте-
зироватü новый кëасс аëãоритìов за с÷ет выбора
структуры и параìетров α(λ), Rm(λ) и Qm(λ).

3. Структура закона управления
в условиях насыщения входного сигнала

В усëовиях оãрани÷ения на функöиþ управëения
сфорìируеì кажäуþ коìпоненту вектора u(t) в виäе 

ui(t) = , i = , (6)

ãäе σi > 0, 0 <  < , uci(t) — новый сиãнаë уп-
равëения, необхоäиìый äëя коìпенсаöии неопре-
äеëенностей объекта (1).
Замечание 3. Из соотноøения (6) сëеäует, ÷то

при |uci(t)| m  ui(t) = uci(t), при |uci(t)| >  ui(t) =

= (uci(t) + σi sgn(uci(t))). Тоãäа при σi < ∞ ве-

ëи÷ина |ui(t)| ìожет приниìатü зна÷ения, боëüøие,

÷еì . Оäнако при σi → ∞ ui(t) → sat . Зна-

÷ит, при äостато÷но боëüøих σi веëи÷ину  ìожно

выбиратü äостато÷но бëизкой к . Так, при  = 

и σi → ∞ ui(t) → sat . В äаëüнейøеì буäет

поëу÷ено усëовие выбора веëи÷ины σi в соотноøе-

нии (6) äëя обеспе÷ения |ui(t)| m .

Замечание 4. Из выражения (6) виäно, ÷то коэффи-
öиент σi ìожно выбиратü из усëовия σi ∈ (–∞; –1) ∪
∪ (0; +∞). Оäнако раäи простоты синтеза систеìы
управëения поëожиì в (6) σi > 0.
Приниìая во вниìание соотноøение (5), за-

äаäиì закон коìпенсаöии возìущений uc(t) =
= [uc1(t), ..., ucl(t)]

т в виäе

uc(t) = –α–1(p) (p)Qm(p)e(t). (7)

Переä форìуëировкой утвержäения ввеäеì сëе-
äуþщие обозна÷ения:

W1 = || (λ)Rm(λ)α(λ)||, W2 = || (λ)||,

W3 = || (λ)ΔQ(λ)||, W4 = || (λ)Q(λ)||, 

Q11
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W5 = || (λ)R(λ)||, W6 = ||α–1(λ) (λ)Qm(λ)||, 

ε(t) = [eт(t), (t), ..., (e(v)(t))т]т,  = |[ , ..., ]т|.

Зäесü и äаëее поä ||W(λ)|| буäеì пониìатü H-∞
норìу переäато÷ной функöии W(λ), т.е. ||W(λ)|| =
= ||W(λ)||2.

Сфорìуëируеì утвержäение, при выпоëнении
усëовий котороãо аëãоритì (6), (7) обеспе÷ит вы-
поëнение öеëевоãо усëовия (2) и оãрани÷енностü
всех сиãнаëов в заìкнутой систеìе.
Утверждение 2. Пустü выпоëнены усëовия преä-

поëожений 1—3 и Утвержäения 1. Тоãäа при

|ε(0)| m W1 , (8)

W2  + W4  m (W1 – W3W1 – W5) ,

W1 – W3W1 – W5 > 0, (9)

σi l (10)

систеìа управëения (6), (7) обеспе÷ит оãрани÷ен-
ностü сиãнаëов в заìкнутой систеìе и выпоëнение
öеëевоãо усëовия (2) с то÷ностüþ

δ m W2  + W4  + (W3W11 + W5) . (11)

Доказатеëüство Утвержäения 2 привеäено в
Приëожении.
Стоит отìетитü, ÷то оöенки (8)—(11) äостато÷но

ãрубые из-за испоëüзования ãрубых оöенок в äока-
затеëüстве Утвержäения 2. Дëя иëëþстраöии поëу-
÷енных резуëüтатов рассìотриì приìеры.

4. Примеры управления объектом
со скалярными входом и выходом

Рассìотриì объект управëения со скаëярныì
вхоäоì-выхоäоì, äинаìи÷еские проöессы в кото-
роì описываþтся уравнениеì

(p3 – q3p
2 – q2p – q1)y(t) = ru(t) + f(t). (12)

Множество Ξ заäано сëеäуþщиìи неравенстваìи:
–1 m q1 m 2, –4 m q2 m –3, –0,5 m q3 m 1, 1 m r < 20

и  = 0,4. Цеëü управëения состоит в обеспе÷ении
усëовия (2) и нахожäении функöии управëения
u(t) во ìножестве [–1; 1].
Выбереì Qm(p) = (p + 1)3, Rm(p) = 1, α(p) =

= (0,01p + 1)3 – 1 и  = 0,97. Соãëасно выражени-
яì (6) и (7) сфорìируеì систеìу управëения, преä-
ставëеннуþ сëеäуþщиìи уравненияìи:

uc(t) = – e(t),

u(t) = . (13)

Приниìая во вниìание ìножество Ξ, воспоëüзу-

еìся усëовияìи (8)—(10): |ε(0)| < 1,15•10–2,  < 0,21,

σ > 2,3•108. Как отìе÷аëосü, эти усëовия äостато÷-
но ãрубые. Резуëüтаты ìоäеëирования показаëи,
÷то систеìа управëения буäет работоспособной,

наприìер, при  = 0,4, |ε(0)| m 0,1  и σ = 107.

Поëожиì σ = 107. Рассìотриì объект управëения
(12) со сëеäуþщиìи параìетраìи: q1 = –1, q2 = –4,

q3 = 1, r = 1, f(t) = 0,1 + 0,3sin t, y(0) = 0,1, (0) = 0,1,

(0) = 0,1. Этаëонный сиãнаë ym(t) изображен на
рис. 1, а. На рис. 1, б преäставëены резуëüтаты ìо-
äеëирования по e(t), на рис. 2 — по u(t).
Анаëиз резуëüтатов ìоäеëирования показаë, ÷то

заìкнутая систеìа робастна по отноøениþ к внеø-
ниì возìущенияì и параìетри÷еской неопреäеëен-
ности из заäанноãо кëасса Ξ. В систеìе управëения
с на÷аëа ее функöионирования äинаìи÷еская
оøибка не превыøает зна÷ения 0,15. Из рис. 2 виäно,
÷то сиãнаë управëения нахоäится в заäанноì отрезке
[–1; 1], тоãäа как без испоëüзования аëãоритìа (13)
(т. е. при u(t) = uc(t)) сиãнаë управëения u(t)
в на÷аëüный ìоìент вреìени äостиãает зна÷е-

sup
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ния –104, и тоëüко на 0,2 с u(t) вхоäит в отрезок
[–1,12; 1,12], ÷то неäопустиìо по усëовиþ заäа÷и.

5. Пример управления объектом
с векторным входом-выходом

Пустü ìоäеëü объекта управëения описывается
сëеäуþщиìи уравненияìи:

(p2 + q1p + q2)y1(t) + q3y2(t) =
= (r1p + r2)u1(t) + r3u2(t) + f1(t),

(p2 + q4p + q5)y2(t) + (q6p + q7)y1(t) =
= r4u2(t) + r5u1(t) + f2(t). (14)

Множество Ξ опреäеëено в виäе: q1 ∈ [–1; 1],
q2 ∈ [–1; 1], q3 ∈ [1; 3], q4 ∈ [–0,5; 2], q5 ∈ [–0,5; 2],
q6 ∈ [–1; 1], q7 ∈ [–1; 1], r1 ∈ [1; 3], r2 ∈ [1; 3],
r3 ∈ [0; 2], r4 ∈ [1; 2], r5 ∈ [0; 1] и  = 2. Цеëü управ-
ëения состоит в обеспе÷ении усëовия (2) и нахож-
äении функöий управëения u1(t) и u2(t) во ìноже-
стве [–3,6; 3,6] и [–30; 30] соответственно.

Выбереì Qm(p) = (p + 1)2I2, Rm(p) = . Тоãäа

(p) = . Поëожиì α(p) = [(0,01p + 1)2 – 1]I2,

 = 3,5,  = 29,5 и σ1 = σ2 = 105. Соãëасно вы-

раженияì (6) и (7) сфорìируеì систеìу управëе-
ния, преäставëеннуþ сëеäуþщиìи уравненияìи:

 = – ; (15)

u1(t) = ;

u2(t) = . (16)

Рассìотриì объект управëения (14) со сëеäуþ-
щиìи параìетраìи: q1 = q2 = q3 = 1, q4 = 2, q5 = 3,
q6 = q7 = 1, r1 = r2 = r3 = r4 = 1, r5 = 0,1, f1(t) = sin 1,2t,
f2(t) = 2sin t, y1(0) = 0,5, (0) = 0,5, y2(0) = 1,

(0) = 1. Пустü ym1(t) = 0,7 + 0,3sin 0,7t, ym2(t) =
= sin0,3t. На рис. 3 преäставëены резуëüтаты ìо-
äеëирования по оøибкаì ei(t) = yi(t) – ymi(t), на
рис. 4 — по ui(t), i = 1, 2.
Резуëüтаты ìоäеëирования показаëи, ÷то систе-

ìа управëения робастна по отноøениþ к внеøниì
возìущенияì и параìетри÷еской неопреäеëеннос-
ти из заäанноãо кëасса Ξ. В систеìе управëения ÷е-
рез 1 с äинаìи÷еские оøибки не превыøаþт зна-

Рис. 2. График сигнала управления u(t)

f

Рис. 4. Графики сигналов управления u1(t) и u2(t)
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Рис. 3. Результаты моделирования по ei(t), i = 1, 2
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÷ения 0,4. Из рис. 4 виäно, ÷то сиãнаëы управëения
нахоäятся в заäанных ìножествах, тоãäа как без
испоëüзования аëãоритìа (16) сиãнаëы u1(t) и u2(t)
в на÷аëüный ìоìент вреìени äостиãаþт зна÷ений
12 000 и 5000 соответственно, а посëе 1 с сиãнаë
u1(t) нахоäится в отрезке [–4,5; 4,5], ÷то неäопус-
тиìо по усëовиþ заäа÷и.

Заключение

В статüе привеäен синтез систеìы управëения
äëя ëинейных äинаìи÷еских объектов с векторныìи
вхоäаìи-выхоäаìи в усëовиях параìетри÷еской
неопреäеëенности, внеøних возìущений и заäан-
ных оãрани÷ений на функöиþ управëения. Преä-
ëожен робастный аëãоритì, обобщаþщий извест-
ные резуëüтаты [2—6]. Разработана схеìа форìи-
рования сиãнаëа управëения и поëу÷ены усëовия на
параìетры объекта управëения, этаëонной ìоäеëи
и реãуëятора, при выпоëнении которых систеìа
управëения буäет работоспособной в усëовиях оã-
рани÷ений на управëение. При этоì аëãоритì (6),
преäëоженный в усëовиях оãрани÷ений на управ-
ëение, явëяется независиìыì, т. е. иì ìожно äо-
поëнитü ëþбой из существуþщих аëãоритìов, раз-
работанных без у÷ета оãрани÷ений.

Приложение

Доказательство утверждения 1. Поäставиì выра-
жение (5) в уравнение (4) и, приниìая во вниìание
структуру функöии ϕ(t) и разëожение (3), перепи-
øеì (4) в виäе

Q(p)e(t) =

= R–1(p)α–1(p) (p)Qm(p)e(t) – Q(p)ym(t) + f(t).

Из посëеäнеãо сëеäует уравнение связи этаëонно-
ãо сиãнаëа и внеøнеãо возìущения с оøибкой сëе-
жения, которое опреäеëено сëеäуþщиì выражениеì:

e(t) =

= detα(p)detRm(p)P*(p)(f(t) – Q(p)ym(t)).

О÷евиäно, ÷то äëя устой÷ивости заìкнутой сис-
теìы необхоäиìо, ÷тобы поëиноì det P(λ) быë ãур-
виöевыì äëя ëþбых зна÷ений параìетров объекта
(1) из ìножества Ξ. Покажеì, ÷то существуþт α(λ),
Rm(λ) и Qm(λ) такие, ÷то буäет обеспе÷ена ãурви-
öевостü поëиноìа det P(λ). Дëя этоãо сфорìуëиру-
еì вспоìоãатеëüные ëеììы.
Лемма 1. Пустü заäаны ìноãо÷ëены Q(λ), T(λ) по-

ряäков n и m соответственно. Тоãäа существуþт ìно-
ãо÷ëены P(λ) и R(λ) с поряäкаìи k l 0 и g l n – 1
такие, ÷то ìожет бытü поëу÷ен произвоëüный ìно-
ãо÷ëен M(λ) поряäка μ = max {n + k, m + g}, кото-
рый опреäеëен сëеäуþщиì соотноøениеì:

M(λ) = Q(λ)P(λ) + R(λ)T(λ). (П.1)

Доказательство леммы 1. Рассìотриì ìноãо-
÷ëены A(λ) и B(λ) поряäков m + z + μ и n + z + μ

(z l 0) соответственно, которые обеспе÷иваþт вы-
поëнение усëовия

Q(λ)A(λ) + B(λ)T(λ) = M(λ). (П.2)

Преäставив ìноãо÷ëены A(λ) и B(λ) в виäе A(λ) =
= (λ)M(λ) и B(λ) = M(λ) (λ), ãäе deg (λ) = m + z,
deg (λ) = n + z, перепиøеì усëовие (П.2) в виäе

Q(λ) (λ)M(λ) + M(λ) (λ)T(λ) = M(λ). (П.3)

Преобразуеì M(λ) (λ) как

M(λ) (λ) = Q(λ)N(λ) + R(λ), (П.4)

ãäе degN(λ) = μ + z. Поäставив выражение (П.4) в
(П.3), поëу÷иì

Q(λ)[ (λ)M(λ) + N(λ)T(λ)] + R(λ)T(λ) = M(λ). (П.5)

Поскоëüку deg (λ)M(λ) = degN(λ)T(λ) l degP(λ),
то выбереì (λ), (λ) такиìи, ÷то (λ)M(λ) +
+ N(λ)T(λ) = P(λ). Сëеäоватеëüно, соотноøение
(П.1) выпоëнено. Леììа 1 äоказана.
Леììа 1 явëяется обобщениеì Утвержäения 1 в

работе [15] и Леììы 2 в работе [16]. В [15, 16] рас-
сìатриваþтся ìноãо÷ëены P(λ) и R(λ) такие, ÷то
deg P(λ) = deg R(λ) = n – 1, ÷то сужает кëасс раз-
рабатываеìых аëãоритìов управëения. Поскоëüку
в Леììе 1 deg P(λ) = k l 0 и deg R(λ) = g l n – 1,
то Леììу 1 ìожно приìенятü к построениþ аëãо-
ритìов управëения äëя структурно неопреäеëен-
ных объектов.
Опираясü на резуëüтаты Леììы 1, рассìотриì

Леììу 2 äëя ìатри÷ных ìноãо÷ëенов.
Лемма 2. Рассìотриì ìатри÷ные ìноãо÷ëены

Q(λ) и T(λ) разìерности s Ѕ s, degQij(λ) = nij,
degTij(λ) = mij, i = , j = . Тоãäа существуþт ìат-
ри÷ные ìноãо÷ëены P(λ) и R(λ) разìерности s Ѕ s и
поряäков degPij(λ) = kij l 0 и degRij(λ) = gij l nij – 1
такие, ÷то ìожет бытü выпоëнено сëеäуþщее со-
отноøение:

Q(λ)P(λ) + R(λ)T(λ) = M(λ), (П.6)

ãäе M(λ) — произвоëüный ìатри÷ный ìноãо÷ëен
разìерности s Ѕ s с поряäкоì ij-эëеìента, равныì
μij = {nir + krj, mrj + gir}.

Доказательство леммы 2. Перепиøеì соотно-
øение (П.6) в виäе

[Qir(λ)Prj(λ) + Rir(λ)Trj(λ)]= Mij(λ), i = , j = .

Рассìотриì операторы Arj(λ) и Bir(λ) поряäков
mrj + zij + μij и nir + zij + μij (zij l 0) соответственно,
такие, ÷то выпоëнены сëеäуþщие усëовия:

[Qir(λ)Arj(λ) + Bir(λ)Trj(λ)] = Mij(λ),

i = , j = . (П.7)

Преäставив Arj(λ) и Bir(λ) в виäе

Arj(λ) = (λ)Mij(λ) и Bir(λ) = Mij(λ) (λ),
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ãäе deg (λ) = mrj + zij, deg (λ) = nir + zij, пере-

пиøеì усëовие (П.7) в виäе

[Qir(λ) (λ)Mij(λ)+Mij(λ) (λ)Trj(λ)]=Mij(λ).(П.8)

Преобразуеì Mij(λ) (λ) к виäу

Mij(λ) (λ) = Qir(λ)Nij(λ) + Rir(λ), (П.9)

ãäе deg Nij(λ) = μij + zij. Поäставив соотноøение (П.9)
в выражение (П.8), поëу÷иì

[Qir(λ)( (λ)Mij(λ) + Nij(λ)Tri(λ)) +

+ Rir(λ)Trj(λ)] = Mij(λ).

Поскоëüку deg (λ)Mij(λ) = degNij(λ)Tri(λ) l

l degPrj(λ), то выбереì (λ), (λ) такиìи, ÷то

(λ)Mij(λ) + Nij(λ)Tri(λ) = Prj(λ). Сëеäоватеëüно, со-

отноøение (П.6) буäет выпоëнено. Леììа 2 äоказана.
Соãëасно Леììе 2 существуþт α(λ), Qm(λ), Rm(λ)

такие, ÷то ìожно поëу÷итü произвоëüный ìноãо-
÷ëен P(λ), а сëеäоватеëüно, обеспе÷итü ãурвиöе-
востü ìноãо÷ëена det P(λ). Отìетиì, ÷то соответ-
ствуþщиì выбороì α(λ), Qm(λ), Rm(λ) ìожно обес-
пе÷итü требуеìое зна÷ение δ в öеëевоì усëовии (2).
Доказательство утверждения 2. Рассìотриì äва

сëу÷ая.
1. Преäпоëожиì, ÷то в проöессе функöиониро-

вания систеìы |uci(t)| m . Тоãäа из выражения (6)
ui(t) = uci(t), а зна÷ит, буäут выпоëнены усëовия
Утвержäения 1. Выясниì, при каких параìетрах
объекта и систеìы управëения первый сëу÷ай буäет
справеäëив. Перепиøеì соотноøение (7) в виäе

e(t) = – (p)Rm(p)α(p)uc(t). (П.10)

Оöениì (П.10) как |e(t)| m W1|uc(t)| m W1 , ãäе
= |[ , ..., ]т|. Поскоëüку |e(t)| m |ε(t)|, потребу-

еì, ÷тобы оöенка на ε(0) нахоäиëасü во ìножестве

|ε(0)| m W1 . (П.11)

Преобразуеì уравнение (4) к виäу

e(t) = (p)[f(t) – ΔQ(p)e(t) –

– Q(p)ym(t) + R(p)u(t)]. (П.12)

Оöениì правуþ ÷астü (П.12) как

(p)[f(t) – ΔQ(p)e(t) – Q(p)ym(t) + R(p)u(t) m 

m W2  + W3W1  + W4  + W5 . (П.13)

Приниìая во вниìание усëовия |e(t)| m W1  и
(П.13), потребуеì выпоëнение усëовия

W2  + W3W11  + W4  + W5  m W1 . (П.14)

Тоãäа из (П.14) сëеäуþт верхние оöенки на  и
 в виäе

W2  + W4  m (W1 – W3W1 – W5) ,

W1 – W3W1 – W5 > 0. (П.15)

В резуëüтате, при |uci(t)| m  и выпоëнении ус-
ëовий Утвержäения 1, (П.11) и (П.15) öеëевое ус-
ëовие (2) буäет выпоëнено.

2. Рассìотриì сëу÷ай, коãäа

 < |uci(t)| m . (П.16)

Поскоëüку |e(t)| m |ε(t)| и |uci(t)| m , то с у÷етоì
(П.10) потребуеì, ÷тобы оöенка на на÷аëüные ус-
ëовия нахоäиëасü во ìножестве (8).
Оöениì правуþ ÷астü (П.12) как

(p)[f(t) – Q(p)ym(t) – ΔQ(p)e(t) + R(p)u(t)] m

m W2  + W4  + (W3W1 + W5) . (П.17)

Тоãäа из (П.17) сëеäует оöенка (11). Поäставив
(П.17) в усëовие |e(t)| m W1 , поëу÷иì

W2  + W4  + (W3W1 + W5)  m W1 . (П.18)

Тоãäа из соотноøения (П.18) сëеäуþт оöенки (9).
В резуëüтате, при |uci(t)| m  и выпоëнении ус-

ëовий Утвержäения 1, (8) и (9) буäет выпоëнено
öеëевое усëовие (2). Резуëüтируþщие оöенки (8), (9)
сëеäуþт из тоãо, ÷то правые ÷асти (8) и (9) ìенüøе,
÷еì правые ÷асти (П.11) и (П.15) соответственно.
Теперü опреäеëиì оöенку äëя коэффиöиента σi,

при котороì |uci(t)| m . Дëя этоãо оöениì выра-
жение (6) как

 m .

Разреøиì посëеäнее неравенство относитеëüно σi:

σi l .

Оöениì сверху правуþ ÷астü посëеäнеãо нера-
венства в виäе

m m . (П.19)

С у÷етоì соотноøений (П.19) и (11) поëу÷иì
резуëüтируþщуþ оöенку äëя σi в виäе (10).
О÷евиäно, ÷то оöенки (8)—(9) äостато÷но ãрубые,

но из них виäно, ÷то существуþт опреäеëенные
зна÷ения параìетров объекта, этаëонной ìоäеëи и
реãуëятора, при которых в усëовии оãрани÷ений на
сиãнаë управëения ìожно обеспе÷итü выпоëнение
öеëевоãо усëовия (2).
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The paper describes the robust control algorithm for the linear dynamic multi input multi output plants in the conditions
of parametric uncertainties, external bounded disturbances and saturation of the input signal. Firstly, the author proposed the
disturbance compensation algorithm, which ensured tracking of a plant output to the reference signal with a given accuracy
without constraints in the control signal. It is shown that the structure of the control law does not depend on the dynamical
order of the plant model. Therefore, the proposed algorithm can be used for the structural uncertainty plants. Besides, the pro-
posed result generalizes some control algorithms, such as the consecutive compensator designed by A. A. Bobtsov, the algorithm
based on a high gain observer proposed by H. Khalil and the auxiliary loop algorithm designed by A. M. Tsykunov. Secondly,
the proposed algorithm is generalized for the case, when a control signal belongs to the given bounded set. The approximation
algorithm of saturation of nonlinearity and the disturbance compensation algorithm for the design of the control law are used.
The conditions depending on the parameters of the plant, the reference model and the algorithm for implementation of the con-
trol system under perturbations and control constraints are presented. The author considers two examples for the single input
single output plant and the multi input multi output plant. The simulation results illustrate the efficiency of the proposed al-
gorithm and confirm the analytical results. The theorem of the sum of the stable polynomials proposed by A. Feuer, A. S. Morse,
K. S. Narendra and L. S. Valavani is generalized on the structural uncertainty polynomials and matrix polynomials for the
proof of the closed-loop stability.

Keywords: MIMO plant, robust control, saturation control signal, disturbance compensation
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Проблема моментов в задачах управления
упругими динамическими системами1

Введение

Метоäы ãаøения коëебаний эëеìентов сëожных
ìехани÷еских систеì, таких как струны и ìеìбра-
ны, на÷аëи интенсивно развиватüся в 70-х ãоäах
проøëоãо стоëетия. Наибоëее зна÷иìой быëа ра-
бота Д. Лаãнесса [1], в которой иссëеäоваëасü воз-
ìожностü ãаøения попере÷ных коëебаний струны

u(t, x), описываеìых сëеäуþщей на÷аëüно-краевой
заäа÷ей:

utt – uxx + q(x)u = g(t, x), 0 m x m l, 0 < t; (1.1)

u|t = 0 = h0(x), ut|t = 0 = h1(x), 0 m x m l; (1.2)

u|x = 0 = u |x = l = 0, 0 < t, (1.3)

ãäе на÷аëüные äанные h0(x), h1(x) рассìатриваþтся
как на÷аëüные возìущения, а функöия g(t, x) — как

Рассматривается классическая проблема моментов, возникающая в задачах управления упругими динамическими системами, мо-
делируемыми уравнениями в частных производных четвертого порядка, гиперболическими по Петровскому. Задача управления за-
ключается в нахождении минимального времени, за которое можно погасить колебания, возникающие в системах вследствие на-
чальных возмущений. Доказывается существование минимального значения времени и оптимального управления на примере гашения
колебаний балок и пластин, являющихся типичными элементами различных механических конструкций, таких как трубопроводы,
антенны и несущие элементы космических платформ. При этом время гашения колебаний и оптимальное управление найдено в явном
виде. Для получения приближенных решений введены так называемые точечные движущиеся демпферы и стационарные узкие демп-
феры, упрощающие разработку вычислительных алгоритмов на основе метода редукции и координатного спуска.
Ключевые слова: гашение колебаний, тригонометрическая проблема моментов, ортогональные системы и базис Рисса,

асимптотическая проблема моментов, стационарные и движущиеся демпферы, метод редукции, метод координатного спуска

 1 Работа выпоëнена при поääержке Российскоãо фонäа фун-
äаìентаëüных иссëеäований (проект № 16-01-00425).
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функöия управëения. При этоì преäпоëаãается, ÷то
потенöиаë q(x) — непрерывная функöия на [0, l]
(заìетиì, ÷то усëовия закрепëения струны на кон-
öах (1.3) ìожно заìенитü на боëее общие усëовия
α0u + β0ux|x = 0 = α1u + β1ux|x = l = 0 при некоторых
оãрани÷ениях на коэффиöиенты αi, βi, i = 0,1). Ре-
øение заäа÷и (1.1)—(1.3) рассìатривается обобщен-
ное (т. е. выпоëняется äëя интеãраëüноãо тожäества),
и äëя неãо опреäеëен интеãраë энерãии

E(t) = [ (t, x) + a2 (t, x)]dx,

который при g(t, x) ≡ 0 тожäественно равен

E(0) = ||h0(x)||  + ||h1(x)|| ,

ãäе L2(0, l) — пространство изìериìых на (0, l)
функöий, кваäраты которых интеãрируеìы по Ле-

беãу на проìежутке (0, l), а  — собоëевское

пространство функöий v(x) из L2(0, l), иìеþщих
обобщенные произвоäные v'(x) ∈ L2(0, l), и таких,
÷то v(0) = v(l) = 0.

Постановка задачи

Заäа÷а управëения закëþ÷ается в возìожности
перевести систеìу (1.1)—(1.3) из на÷аëüноãо со-
стояния (1.2) в произвоëüное состояние

u|t = T = (x), ut|t = T = (x).

Сëеäуя Ж. Лионсу [2], äанное свойство систеìы
буäеì называтü строгой управляемостью.
Заäа÷а ãаøения коëебаний закëþ÷ается в нахож-

äении ìиниìаëüноãо вреìени T > 0 такоãо, ÷то äëя

ëþбых на÷аëüных возìущений h0(x) ∈ ,

h1(x) ∈ L2(0, l) найäется оптиìаëüная управëяþщая
функöия g(t, x) ∈ L2((0, T ) × (0, l)), такая ÷то

E(T ) = 0, (1.4)

иëи, ÷то то же саìое, в ìоìент вреìени t = T ре-
øение заäа÷и (1.1)—(1.3) приниìает сëеäуþщие
зна÷ения:

u|t = T = 0, ut|t = T = 0, 0 m x m l. (1.5)

Отìетиì, ÷то äëя заäа÷и Штурìа—Лиувиëëя

–vxx + q(x)v = λv, 0 m x m l, (1.6)

v(0) = v(l) = 0, (1.7)

хороøо известны собственные зна÷ения, образуþщие
ìонотоннуþ посëеäоватеëüностü 0 < λ1 < λ2 < λ3 < ...
... < λn < ..., а отве÷аþщие иì собственные функöии
v1(x), v2(x), v3(x), ..., vn(x), ... образуþт ортонорìиро-
ванный базис в L2(0, l). При этоì

ωn = a  = n + cn + O  при n → ∞, (1.8)

÷то позвоëяет разëожитü функöии u(t, x), g(t, x),
h0(x), h1(x) в ряäы Фурüе по систеìе {vn(x)}.

Тригонометрическая проблема моментов

Выпоëнение усëовий (1.5) привоäит нас к систе-
ìе интеãраëüных уравнений Фреäãоëüìа 1-ãо роäа

 n = 1, 2, ..., (1.9)

которуþ принято называтü триãоноìетри÷еской про-
бëеìой ìоìентов. Зäесü an, bn, gn(t) — коэффиöи-
енты Фурüе разëожения функöий h0(x), h1(x), g(t, x)
в ряäы по ортонорìированноìу базису {vn(x)}.
Отìетиì, ÷то фунäаìентаëüные резуëüтаты по

иссëеäованиþ разреøиìости пробëеìы ìоìентов
äëя боëее сëожных систеì, ÷еì триãоноìетри÷е-
ские, но коне÷ноìерных в Lp(0, T ), 1 m p < ∞, быëи
поëу÷ены М. Крейноì, Н. Ахиезероì, И. Гëазìа-
ноì, М. Красносеëüскиì [3—6] и äр.
Что касается сëу÷аев, рассìатриваеìых в äан-

ной работе, они отëи÷аþтся теì, ÷то триãоноìетри-
÷еская систеìа бесконе÷ноìерная в L2(0, T ), и при
этоì вреìя Т явëяется неизвестной веëи÷иной. Ос-
нову иссëеäований составëяет установëение асиìп-
тотики соответствуþщих зна÷ений ωn, позвоëяþ-
щей испоëüзоватü известные теореìы Н. Левинсо-
на [7] и Р. Беëëìана [8].
Проäоëжиì иссëеäование заäа÷и Д. Лаãнесса. Из

асиìптотики (1.8) вытекает существование поëожи-

теëüноãо преäеëа  = . Поëаãая  = ,

в сиëу теореìы Н. Левинсона [7] закëþ÷аеì, ÷то при

T = (1.10)

триãоноìетри÷еская систеìа {sinωnt, cosωnt} обра-
зует базис Рисса в L2(0, T ), сëеäоватеëüно, äëя нее
существует биортоãонаëüная в L2(0, T ) систеìа
функöий {ϕn(t), ψn(t)}. Поэтоìу существует реøе-
ние пробëеìы ìоìентов (1.9) — оптиìаëüное уп-
равëение w(t) ∈ L2(0, T ), такое ÷то

w(t) = gn(t) = (anωnϕn(t) – bnψn(t)), (1.11)

при÷еì äëя неãо справеäëива оöенка

||w(t)|| mconst(||h0(x)|| +||h1(x)|| . (1.12)

Управление в подобласти

Д. Лаãнессоì также быëа реøена заäа÷а ãаøения
коëебаний струны, есëи управëение g(t, x) сосреäо-
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то÷ено в произвоëüной обëасти [α, β], т. е. g(t, x) ∈
∈ L2(0, T ) × [α, β]). Эта заäа÷а эквиваëентна про-
бëеìе ìоìентов

 n = 1, 2, ... . (1.13)

В этоì сëу÷ае искоìая функöия

g(t, x) = (ωnanϕn(t) – bnψn(t))vn(x)χ[α, β](x),(1.14)

ãäе χ[α, β](x) — характеристи÷еская функöия отрезка

[α, β], а = , при÷еì (x)dx > 0,

так как (x)dx = β – α (÷то ëеãко проверитü

интеãрированиеì уìноженноãо на vn уравнения
(1.6) äëя λ = λn и v = vn). Сëеäоватеëüно, справеä-
ëива анаëоãи÷ная (1.12) оöенка

(g(t, x))2dxdt m

m (||h0(x)||  + ||h1(x)|| ). (1.15)

Заìетиì, ÷то из соотноøения (1.15) не вытекает
возìожностü испоëüзоватü так называеìый то÷е÷-
ный äеìпфер, так как при β – α → 0 эта оöенка → ∞.
Резуëüтаты Д. Лаãнесса иìеþт важное практи-

÷еское зна÷ение äëя опреäеëения вреìени Т ãаøе-
ния коëебаний, оäнако весüìа затруäнитеëüно по-
строитü прибëиженное оптиìаëüное управëение,
так как прихоäится реøатü бесконе÷нуþ систеìу
интеãраëüных уравнений äëя нахожäения сопря-
женных функöий и суììироватü бесконе÷ный ряä
(1.14). Сëеäоватеëüно, äëя нахожäения прибëи-
женных реøений необхоäиìо существенно сузитü
кëасс управëяþщих функöий.

О классах управлений

Д. Рассеë [9] преäëожиë испоëüзоватü тоëüко
оäну управëяþщуþ функöиþ, т. е. взятü

g(t, x) = w(t)f(x), 0 m x m l, 0 < t, (1.16)

ãäе f(x) — некоторая заäанная функöия. Оäнако,
äаже в сëу÷ае управëения коëебанияìи струн (q ≡ 0),

коãäа λn и vn(x) иìеþт явный виä λn = , ωn = ,

vn(x) = sin , äëя нахожäения оптиìаëüноãо

управëения w(t) ìы снова иìееì бесконе÷нуþ
пробëеìу ìоìентов:

w(t)dt = , n = 1, 2, ..., (1.17)

ãäе

fn = f(x)sin dx ≠ 0. (1.18)

Заìетиì, ÷то  = , поэтоìу из пре-

äеëüноãо соотноøения Н. Левинсона (1.10) поëу-

÷аеì сразу T = , систеìа  = 

образует ортоãонаëüный базис в коìпëексноì про-
странстве L2(0, T ), и оптиìаëüная функöия управ-
ëения w(t) преäставëяется в виäе ряäа

w(t) = . (1.19)

Есëи f(x) ∈ L2(0, l), то || f ||2 = , откуäа

| fn| → 0, n → ∞. Зна÷ит, ряä (1.19), вообще ãоворя,
не схоäится в L2(0, T ). Есëи поëожитü все fn = 1, то
поëу÷иì, ÷то

f(x) = sin  = δ(x), (1.20)

ãäе δ(x) — äеëüта-функöия Дирака.

Точечный демпфер

Иссëеäованиþ пробëеìы ìоìентов äëя управ-
ëения виäа

g(t, x) = w(t)δ(x – x0), x0 ∈ (0, l) (1.21)

(так называеìый то÷е÷ный äеìпфер) посвящен ряä
работ А. Бутковскоãо [10, 11]. Из них вытекает,

в ÷астности, ÷то äëя fn = sin  то÷ки x0 = l,

k, n = 1, 2, ..., k < n, образуþт ìножество то÷ек не-
управëения систеìы (1.1)—(1.3), в этоì сëу÷ае воз-
никаþт реøения, соответствуþщие оäнороäной
систеìе в виäе стоя÷их воëн (энерãия которых по-

стоянна), и это ìножество  всþäу пëотно на

проìежутке (0, l). Это затруäняет äëя остаëüных то÷ек
проìежутка (0, l), называеìых то÷каìи управëяе-
ìости, построение устой÷ивых аëãоритìов ÷исëен-
ноãо (прибëиженноãо) реøения заäа÷и ãаøения

g(t, x)cosωntdxdt = –βn,

g(t, x)sinωntdxdt = αnωn,
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коëебаний. При этоì принаäëежностü оптиìаëü-
ноãо управëения w(t) пространству L2(0, T ) требует
зна÷итеëüной ãëаäкости на÷аëüных возìущений.

Точечный движущийся демпфер

Заìетиì оäнако, ÷то ìножество то÷ек неуправ-
ëяеìости иìеет ëебеãову ìеру нуëü на проìежутке
(0, l). Поэтоìу естественно рассìатриватü (Л. Му-
равей, [12—13]) управëение в виäе

g(t, x) = w(t)δ(x – x0 – s(t)) (1.22)

(так называеìый то÷е÷ный äвижущийся äеìпфер)
в преäпоëожении оãрани÷енной вариаöии произ-
воäной функöии s(t) на отрезке [0, T]. Ввеäение
второй управëяþщей функöии позвоëяет по÷ти äëя
всех t ∈ [0, T] нахоäитüся в то÷ках управëяеìости
и, теì саìыì, избежатü появëения стоя÷их воëн.
Пробëеìа ìоìентов äëя простейøеãо äеìпфера типа

(1.22), x0 = 0 и s(t) = , быëа ис-

сëеäована в работах Б. Биëаëова и Л. Муравüя
[14—15], ãäе быëо äоказано, ÷то систеìа

(1.23)

при b > a образует базис Рисса в L2(0, T ) на отрезке

[0, T], ãäе T = . Чтобы пояснитü этот резуëüтат,

заìетиì, ÷то

sin  = , t∈ [0, T],

поэтоìу систеìу (1.23) ìожно заìенитü систеìой

{(ϖ(t))n}, t ∈ ,

ãäе

ϖ(t) = 

σ(t) = i (a + b)t, δ(t) = i (b – a)t, b > a. (1.24)

Сëеäоватеëüно, функöия ϖ(t) непрерывно воз-

растает на отрезке , и преäеëüное усëовие

Н. Левинсона приниìает виä

(a + b)  + (b – a)  = 2π, откуäа T = .(1.25)

Зна÷ит, вреìя ãаøения коëебаний то÷е÷ныì
äвижущиìся äеìпфероì, вообще ãоворя, ìенüøе
вреìени ãаøения коëебаний ìетоäоì Д. Лаãнесса.

О численном решении задач гашения колебаний

Отìетиì, ÷то испоëüзование то÷е÷ноãо äвижу-
щеãося äеìпфера (1.22) при оãрани÷ениях α m x0 +
+ s(t) m β, ãäе (α, β) ∈ [0, l], а также ìетоäа харак-
теристик реøения заäа÷и (1.1)—(1.3) позвоëиëо
разработатü эффективные ÷исëенные ìетоäы ãа-
øения коëебаний струны и пряìоуãоëüной ìеìб-
раны (А. Махìуäов, Л. Муравей [16]; С. Асëанов,
И. Михайëов, Л. Муравей [17]; А. Атаìуратов [18]).
Пример 1. Рассìотриì заäа÷у ãаøения коëебаний

струны при a = 2, закëþ÷аþщуþся в нахожäении
оптиìаëüных управëяþщих функöий w(t), s(t) и
вреìени ãаøения коëебаний T. На÷аëüные возìу-
щения h0(x), h1(x) преäставëены на рис. 1 и рис. 2.
На рис. 3 и рис. 4 изображены оптиìаëüные уп-

равëяþщие функöии w(t) и s(t) соответственно.
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Рис. 1. Начальное возмущение
h0(x)

Рис. 2. Начальное возмущение
h1(x)

Рис. 4. Оптимальная управляющая функция s(t)

Рис. 3. Оптимальная управляющая функция w(t) 
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На рис. 5 изображен виä функöии u(t, x) (осü t
направëена справа наëево). За вреìя T = 3 проис-
хоäит практи÷ески поëное ãаøение коëебаний.
Резуëüтаты работ [16—18] показаëи, ÷то есëи β – α

äостато÷но ìаëо, то управëение w(t)δ(x – x0 – s(t))
ìожно с боëüøой то÷ностüþ заìенитü управëениеì
w(t)χ[α, β](x) (так называеìый узкий äеìпфер). По-
этоìу анаëоãи÷ные äеìпферы буäут испоëüзоватü-
ся в äаëüнейøеì при иссëеäовании заäа÷и ãаøе-
ния коëебаний баëки и пряìоуãоëüной пëастины.
Целью данной работы является исследование уп-

равляемости упругих систем, описываемых гиперболи-
ческими по Петровскому уравнениями четвертого по-
рядка. Типичными объектами являются балки (тру-
бопроводы, космические антенны) и пластины,
являющиеся элементами многочисленных конструк-
ций (космические платформы).

Гашение колебаний балки

Коëебания баëки описываþтся ãипербоëи÷е-
скиì по Петровскоìу уравнениеì

utt = –a2uxxxx + g(t, x), (t, x) ∈
∈ Π ={0 m x m l, 0 m t m T }. (2.1)

На÷аëüные откëонение и скоростü переìеще-
ния баëки

u|t = 0 = h0(x), ut|t = 0 = h1(x), 0 m x m l (2.2)

ìы снова буäеì рассìатриватü как на÷аëüные воз-
ìущения. На конöах баëки наëожиì усëовия
нежесткоãо закрепëения

u|x = 0 = uxx|x = 0 = 0, u|x = l = uxx|x = l = 0,
0 m t m T. (2.3)

Буäеì искатü управëяþщуþ функöиþ g(t, x) ∈
∈ L2(Π), перевоäящуþ баëку из состояния (2.2) в
состояние

u|t = T = 0, ut|t = T = 0, 0 m x m l, (2.4)

за ìиниìаëüное вреìя T, преäпоëаãая ÷то h0(x) ∈

∈ (Π), h1(x) ∈ L2(Π).

Соответствуþщая систеìе (2.1)—(2.4) заäа÷а
Штурìа—Лиувиëя

(2.5)

иìеет посëеäоватеëüностü собственных ÷исеë

λn =  и отве÷аþщуþ ей ортонорìированнуþ

посëеäоватеëüностü собственных функöий vn(x) =

= sin , n = 1, 2, ... Анаëоãи÷но изëоженно-

ìу выøе поëу÷аеì сëеäуþщуþ пробëеìу ìоìентов:

gn(t) dt = bn – ia an, n = 1, 2, ..., (2.6)

ãäе an, bn, gn(t) — коэффиöиенты Фурüе функöий
h0(x), h1(x), g(t, x) по ортонорìированноìу в L2(0, l)

базису {vn(x)}, ãäе ωn =  = n2, n = 1, 2, ...

Систеìа экспонент

 = (2.7)

явëяется ортоãонаëüной на отрезке [0, T], есëи

 = , т. е. T = . (2.8)

Такиì образоì найäено, вообще ãоворя, не ìи-
ниìаëüное вреìя ãаøения коëебаний. Отве÷аþщее
еìу управëение

w(t) = gn(t) = (bn – i an) (2.9)

в сиëу усëовий на на÷аëüные возìущения прина-
äëежит L2(0, T ).

Даëее иссëеäуеì систеìу  на

отрезке [0, τ], τ < T. Ясно, ÷то эта систеìа не поëна,

Рис. 5. Вид функции u(t, x) 
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оäнако явëяется по÷ти биортоãонаëüной по Р. Беëë-
ìану [8], поскоëüку уäовëетворяет сëеäуþщиì
äвуì усëовияì:

1) |ϕn(t)|
2dt = 1; (2.10)

2) есëи поëожитü amn= (2.11)

то äоëжно выпоëнятüся неравенство

|amn|
2 < +∞. (2.12)

Первое усëовие (2.10) о÷евиäно. Провериì второе
усëовие (2.11). Иìееì

ϕm(t) (t) =

= cos (n2–m2)t – isin (n2 – m2)t , (2.13)

откуäа

ϕm(t) (t)dt =

= .

Зна÷ит, n ≠ m и

|amn| m  m

m (2.14)

и

|amn|
2 m  =

=  m . (2.15)

Заìетиì, ÷то усëовия 1), 2) выпоëняþтся и при
τ > T. При выпоëнении усëовий 1) и 2) из работы
Р. Беëëìана [8] вытекаþт сëеäуþщие неравенства:

1) есëи вещественнозна÷ная функöия w(t) ∈

∈ (0, τ), ãäе (0, τ) — заìыкание систеìы {ϕn(t)}

в норìе L2(0, τ), и есëи dn = w(t) (t)dt, m ≠ n, то

|dn|
2 m |w(t)|2dt ; (2.16)

2) сëеäоватеëüно, справеäëива оöенка

dn – w(t) (t)dt  m |dn|
2. (2.17)

В ÷астности, из оöенки (2.17) вытекает, ÷то

dn – w(t) (t)dt  = 0, (2.18)

т. е. пробëеìу ìоìентов (2.6) ìожно реøитü в

(0, τ) тоëüко асиìптоти÷ески.

Заìетиì, ÷то коэффиöиент  = 

в неравенстве (2.17) показывает, ÷то при уìенüøе-
нии τ нахожäение прибëиженноãо оптиìаëüноãо
управëения усëожняется. Наоборот, при τ . T
пробëеìу ìоìентов ìожно с требуеìой то÷ностüþ
реøитü äостато÷но просто.

Численное решение задачи гашения колебаний балки

Дëя поëу÷ения управëяþщей функöии буäеì
испоëüзоватü ÷исëенные ìетоäы. В ка÷естве управ-
ëяþщей функöии буäеì рассìатриватü äвижущий-
ся то÷е÷ный äеìпфер

g(t, x) = w(t)δ(x – x0 – s(t)), (2.19)

ãäе w(t) и s(t) — äве искоìые управëяþщие функ-
öии, δ — äеëüта-функöия Дирака. Мы буäеì преä-
поëаãатü, ÷то w(t) ∈ L2(0, T ), а s(t) — функöия с оã-
рани÷енной вариаöией.
Уравнение (2.1) ìожно свести к систеìе äвух

уравнений второãо поряäка [20]

(2.20)
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На÷аëüные и ãрани÷ные усëовия перепиøутся
сëеäуþщиì образоì:

u(0, x) = h0(x),

v(0, x) = h1(η)dη dξ – h1(η)dη dξ,(2.21)

u(t, 0) = 0, u(t, l) = 0, v(t, 0) = 0,

v(t, l)= f(t, l)dt+ h1(y)dydx – h1(η)dηdξ.(2.22)

Построиì коне÷но-разностнуþ схеìу äëя при-
бëиженноãо реøения систеìы (2.20). Разобüеì
рассìатриваеìуþ обëастü на пряìоуãоëüные я÷ейки
параëëеëüныìи пряìыìи xm = mhx, m = 0, ..., NX,
tn = nht, n = 0, ..., NT, ãäе hx = l/NX и ht = T/NT.
В резуëüтате этих операöий ìы ìожеì записатü
сëеäуþщие соотноøения:

(2.23)

Есëи сäеëатü заìену

 = , α = , β = , B = 

и V = , (2.24)

то систеìу (2.24) ìожно записатü в векторной форìе

 – [2E + αB]  +  =

= –(  – [2E + αB]  +  + βV), (2.25)

ãäе E — еäини÷ная ìатриöа. Поëожиì C = 2E + αB,

= 2E – αB и  =  –  +  + βV.

Тоãäа наøа систеìа запиøется сëеäуþщиì образоì:

 – C  +  = – . (2.26)

Заìетиì, ÷то схеìа (2.26) явëяется безусëовно
устой÷ивой.
Буäеì реøатü ее ìетоäоì реäукöии. Дëя реøе-

ния заäа÷и ãаøения коëебаний буäеì испоëüзоватü
ìетоä коорäинатноãо спуска. Аппроксиìируеì

функöии w(t) и s(t) кусо÷но-постоянныìи функ-
öияìи: ∀t ∈ [ti, ti + 1] поëожиì w(t) = wi, s(t) = si,

ãäе wi, si — const, i = . Тоãäа интеãраë энер-

ãии баëки буäет явëятüся функöией переìенных
w0, w1, ..., , s0, s1, ..., 

E(T ) = L(w0, w1, ..., , s0, s1, ..., ). (27)

Оптиìаëüные зна÷ения w0,w1,..., , s0, s1, ..., ,
ìиниìизируþщие (2.27) с заäанной то÷ностüþ ε, и
буäут искоìыì реøениеì заäа÷и.
Пример 2. На÷аëüные усëовия h0(x) = 0,25sin(πx),

h1(x) = 0, x0 = 0,5. Вхоäные параìетры l = 1, a = 1,
ht = hx/2, в ìетоäе реäукöии заäаäиì ÷исëо M = 5,
тоãäа hx = 0,0312, ht = 0,0156. Буäеì с÷итатü, ÷то за-
äа÷а ãаøения коëебаний реøена, есëи E(T ) m ε, ãäе
ε = 0,001. Миниìаëüное вреìя, требуеìое äëя ãаøе-
ния, равно T = 0,141. На рис. 6, 7 изображен про-
öесс ãаøения первона÷аëüноãо возìущения баëки:
ãрафик зна÷ений функöии u(t, x) (рис. 6), и виä уп-
равëяþщей функöии w(t) (рис. 7). При этоì ìожно
поëожитü s(t) ≡ 0.
Мноãо÷исëенные рас÷еты показаëи, ÷то ãаøе-

ние коëебаний происхоäит за наиìенüøее вреìя,
есëи непоäвижный то÷е÷ный äеìпфер нахоäится в
то÷ке ìаксиìуìа аìпëитуäы на÷аëüноãо возìуще-
ния (2.2), по сравнениþ со сëу÷аеì, коãäа äеìпфер
поìещается в äруãуþ то÷ку баëки.

1
a
--  

0

x

∫
0

ξ

∫
x
al
---  

0

l

∫
0

ξ

∫

 
0

t

∫
1
a
--  

0

l

∫  
0

x

∫
1
a
--  

0

l

∫  
0

ξ

∫

 =   +

+ ;

 = –  +

+  + .

um
n 1+ um

n
–

hτ
-------------------- a

2
--

vm 1–
n 2vm

n
– vm 1+

n
+

hx
2

--------------------------------------

vm 1–
n 1+ 2vm

n 1+
– vm 1+

n 1+
+

hx
2

-------------------------------------------

vm
n 1+ vm

n
–

hτ
------------------- a

2
--

um 1–
n 2um

n
– um 1+

n
+

hx
2

---------------------------------------

um 1–
n 1+ 2um

n 1+
– um 1+

n 1+
+

hx
2

--------------------------------------------
fm

n fm
n 1+

+

2
------------------

ym
n um

n

vm
n

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞ 2hx

2

ahτ
-------

hx
2

a
---- 0 1–

1 0⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

fm
n

– fm
n 1+

–

0⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

ym 1–
n 1+ ym

n 1+ ym 1+
n 1+

ym 1–
n ym

n ym 1+
n

C~ Fm
n ym 1–

n C~ ym
n ym 1+

n

ym 1–
n 1+ ym

n 1+ ym 1+
n 1+ Fm

n

0 NT 1–,

wNT
sNT

wNT
sNT

wNT
sNT

Рис. 6. Процесс гашения колебания

Рис. 7. Управляющая функция w(t)
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Пример 3. Рассìотриì усëовия приìера 2, но
поëожиì x0 = 0,687. Усëовиеì ãаøения коëебаний,
как и прежäе, буäеì поëаãатü E(T) m ε, ãäе ε = 0,001.
В этоì сëу÷ае ìиниìаëüное вреìя, требуеìое äëя
ãаøения, увеëи÷иëосü äо T = 0,219. На рис. 8, 9
изображен проöесс ãаøения первона÷аëüноãо воз-
ìущения баëки: ãрафик зна÷ений функöии u(t, x)
(рис. 8), и виä управëяþщей функöии w(t) (рис. 9).
При этоì ìожно поëожитü s(t) ≡ 0.
Выøе уже ãовориëосü, ÷то есëи то÷е÷ный ста-

öионарный äеìпфер (1.21) поìещен на струне в
то÷ку x0, которая явëяется узëоì стоя÷их воëн ре-
øений оäнороäноãо уравнения коëебаний струны,
то заäа÷а ëибо неразреøиìа, ëибо неустой÷ива.
Этот факт также ìожет иìетü ìесто и при ãаøении
коëебаний баëки.

Пример 4. Пустü h0(x) = 0,1sin(2πx), h1(x) = 0,
x0 = 0,5, s(t) ≡ 0. Деìпфер, установëенный в то÷ку
x0 = 0,5, не ìожет поãаситü коëебания баëки, по-
скоëüку в саìой то÷ке x0 = 0,5 коëебаний не про-
исхоäит, и функöия управëения приниìает виä
w(t) ≡ 0. Это наãëяäно виäно на рис. 10.
Испоëüзование же äвижущеãося то÷е÷ноãо äеìп-

фера позвоëяет реøитü заäа÷у.
Пример 5. Пустü h0(x) = 0,1sin(2πx), h1(x) = 0,

x0 = 0,5. Функöия s(t) заäаваëасü по закону, изо-
браженноìу на рис. 11. Вреìя ãаøения äëя äанных
усëовий равняëосü T = 0,781. Управëяþщая функ-
öия w(t) преäставëена на рис. 12, а проöесс ãаøе-
ния — на рис. 13.
Такиì образоì, заäа÷а ãаøения коëебаний баë-

ки реøается за коне÷ное вреìя.

Рис. 8. Процесс гашения колебания

Рис. 9. Управляющая функция w(t)

Рис. 10. Функция расположения точечного демпфера s(t) Рис. 13. Процесс гашения колебания

Рис. 12. Управляющая функция w(t)

Рис. 11. Функция перемещения точечного демпфера s(t)
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Гашение колебаний прямоугольной пластины

Маëые попере÷ные коëебания упруãой изо-
тропной пëастины постоянной тоëщины h описы-
ваþтся уравнениеì Софи-Жарìен

ρutt = –DΔΔu + (t, x, y), 0 m t, (x, y) ∈ Π =
= {0 m x m l1, 0 m y m l2},

ãäе D =  — изãибная жесткостü пëастин-

ки; ν — коэффиöиент Пуассона; E — ìоäуëü Юнãа;
ρ — уäеëüная пëотностü на еäиниöу пëощаäи пëас-

тинки; t — вреìя, Δ =  +  — äвуìерный опе-

ратор Лапëаса. С÷итая ρ и D постоянныìи, исхоäное
уравнение ìожно привести к виäу (ãипербоëи÷еско-
ìу уравнениþ по Петровскоìу ÷етвертоãо поряäка)

utt = –a2ΔΔu + g(t, x, y), t l 0, (x, y) ∈ Π. (3.1)

На÷аëüные откëонение и скоростü пëастины от
поëожения равновесия буäеì заäаватü как на÷аëü-
ные усëовия и с÷итатü их нежеëатеëüныìи возìу-
щенияìи

u(0, x, y) = h0(x, y), ut(0, x, y) = h1(x, y), (x, y) ∈ Π.(3.2)

На ãраниöе Γ пëастины наëожиì усëовие øар-
нирноãо закрепëения

u|Γ = 0, Δu|Γ = 0, t l 0. (3.3)

Правуþ ÷астü уравнения (3.1) g(t, x, y) буäеì на-
зыватü функöией управëения. Как и ранее, наì
уäобно рассìатриватü обобщенное реøение заäа÷и
(3.1)—(3.3) (в сìысëе интеãраëüноãо тожäества),
которое существует и еäинственно в собоëевскоì

пространстве ([0, T] × Π), есëи преäпоëожитü,

÷то h0(x, y) ∈ (Π), h1(x, y) ∈ L2(Π) и g(t, x, y) ∈

∈ L2([0, T] × Π).
Заìетиì, ÷то äëя обобщенноãо реøения интеãраë

энерãии E(t) иìеет виä

E(t) = (  + a2(  + 2  + ))dxdy, (3.4)

при÷еì äëя g(t, x, y) ≡ 0

E(t) = E(0) = ( (x, y) + a2( (x, y) +

+ 2 (x, y) + (x, y)))dxdy =

=  + a2 .

Заäа÷а ãаøения коëебаний пряìоуãоëüной пëас-
тины закëþ÷ается в нахожäении ìиниìаëüноãо
зна÷ения t = T такоãо, ÷то при ëþбых на÷аëüных
возìущениях h0(x, y), h1(x, y) (из привеäенных

кëассов) найäется управëяþщая функöия g(t, x, y)
(из описанноãо кëасса), ÷то

E(T ) = 0. (3.5)

Отìетиì, ÷то усëовие (3.5) эквиваëентно усëовияì

u(T, x, y) = 0, ut(T, x, y) = 0, (x, y) ∈ Π. (3.6)

Чтобы поëу÷итü пробëеìу ìоìентов, рассìот-
риì соответствуþщуþ заäа÷у Штурìа—Лиувиëëя

–Δ2v = λv, (x, y) ∈ Π, (3.7)

v|Γ = 0, Δv|Γ = 0. (3.8)

Нетруäно показатü, ÷то собственные зна÷ения
этой заäа÷и иìеþт виä

λk, p = , k, p = 1, 2, ..., (3.9)

а отве÷аþщая иì систеìа собственных функöий

vk, p(x, y) = sin sin ,

k, p = 1, 2, ..., (3.10)

образует ортонорìированный базис в L2(0, π). Сëе-
äоватеëüно, разëаãая функöии h0(x, y), h1(x, y),
g(t, x, y) в ряäы Фурüе по этоìу базису {vk, p(x, y)},
ìы поëу÷иì реøение заäа÷и (3.1)—(3.3) в виäе ряäа

u(t, x, y) =

= ak, pcos(a t) + sin(a t) +

+ gk, p(τ)sin[a (t – τ)]dτ vk, p(x, y),(3.11)

ãäе ak, p, bk, p, gk, p(t) — коэффиöиенты Фурüе функ-
öий h0(x, y), h1(x, y), g(t, x, y) соответственно.
Из соотноøения (3.11) станäартныìи преобра-

зованияìи с у÷етоì усëовий (3.6) поëу÷иì беско-
не÷нуþ систеìу интеãраëüных уравнений первоãо
роäа относитеëüно неизвестных функöий gk, p(t) —
пробëеìу ìоìентов

(3.12)

Заìетиì, ÷то ее ìожно переписатü в виäе

gk, p(t) dt = dk, p = bk, p – iaπ2ωk, pak, p,(3.13)

ãäе ωk, p =  + , k, p = 1, 2, ... .
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Иссëеäование разреøиìости пробëеìы ìоìен-
тов тесно связано с асиìптоти÷ескиìи свойстваìи
при äостато÷но боëüøих зна÷ениях k, p соответст-
вуþщей систеìы экспонент

(3.14)

в пространстве L2(0, T). Перенуìеруеì ωk, p в поряäке
их неубывания с у÷етоì возìожной кратности. Тоãäа
поëу÷иì неубываþщуþ посëеäоватеëüностü ÷исеë
ωn, n = 1, 2, ..., ãäе ноìер n оäнозна÷но опреäеëяется
некоторыì ноìероì (k(n), p(n)), т. е. ωn = ωk(n), p(n).
Найäеì асиìптотику ÷исеë ωn при боëüøих зна÷е-
ниях n. Дëя этоãо обозна÷иì ÷ерез N(ρ), ρ > 0 ÷исëо
таких ωk, p с у÷етоì кратности, äëя которых

 +  m ρ. (3.15)

Ясно, ÷то N(ρ) равно ÷исëу то÷ек (k, p), уäов-
ëетворяþщих неравенству (3.15), иëи пëощаäи фи-
ãуры , составëенной из пряìоуãоëüников

Πk, p = {(x, y): (k – 1)l1 m x m kl1, (p – 1)l2 m y m pl2},
иëи, ÷то то же саìое, уìноженной на 1/l1l2 пëоща-
äи фиãуры, составëенной из еäини÷ных кваäратов
Kk, p = {(x, y): k – 1 m x m k, p – 1 m y m p}, уäов-
ëетворяþщих неравенству

k2 + p2 m ρ. (3.16)

Откуäа, о÷евиäно, вытекает оöенка

N(ρ) m . (3.17)

Пустü qn — кратностü ÷исëа ωn, тоãäа

n + qn – 1 = N(ωn). (3.18)

При этоì кратностü qn ìожно оöенитü сëеäуþ-
щиì образоì:

qn m ωn –  m

m . (3.19)

Из выражений (3.13), (3.17)—(3.19) вытекает со-
отноøение

 = . (3.20)

Сëеäоватеëüно, äëя систеìы экспонент 

на отрезке [0, T] справеäëива теореìа Н. Левинсона,
есëи

 = , т. е. T = . (3.21)

Такиì образоì, на отрезке [0, T] эти систеìы
экспонент образуþт базис Рисса в L2(0, T ). Зна÷ит,
реøение пробëеìы ìоìентов (3.13) в новой форìе

gn(t) dt = bn – iaπ2ωnan, (3.22)

ãäе gn = gk(n), p(n)(t), ωn = ωk(n), p(n), an = ak(n), p(n),
bn = bk(n), p(n), преäставëяется в виäе

w(t) = gn(t) = Ψn(t)(bn – iaπ2ωnan), (3.23)

ãäе {Ψn(t)} — систеìа биортоãонаëüная систеìе

 в L2(0, T ).

Так же, как и в сëу÷ае ãаøения коëебаний стру-
ны, ìожет бытü реøена заäа÷а ãаøения коëебаний
пëастины, есëи управëение сосреäото÷ено в про-
извоëüноì пряìоуãоëüнике (α, β) × (γ, δ) ⊂ Π.

Численное решение задачи гашения колебаний 
прямоугольной пластины

Дëя поëу÷ения управëяþщей функöии буäеì
испоëüзоватü ÷исëенные ìетоäы. Уравнение (3.1)
ìожно привести к систеìе äвух уравнений

(3.24)

На÷аëüные и ãрани÷ные усëовия äëя функöии v
заäаþтся соотноøенияìи

v(0, x, y) = –a((h0)xx + (h0)yy, v|Г = 0. (3.25)

Дëя тоãо ÷тобы ÷исëенно реøитü систеìу (2.14),
построиì коне÷но-разностнуþ схеìу äëя прибëи-
женноãо реøения. Дëя этоãо разобüеì рассìатри-
ваеìуþ обëастü на пряìоуãоëüные я÷ейки параë-
ëеëüныìи пряìыìи xm = mhx, m = 0, ..., NX, yk = khy,
k = 0, ..., NY, tn = nht, n = 0, ..., NT, ãäе hx = l/NX,
hy = l/NY и ht = T/NT.
В резуëüтате этих операöий ìы ìожеì записатü

сëеäуþщуþ систеìу:

(3.26)

e
iaπ2ωk p, t

⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

k2

l1
2

---- p2

l2
2

----

M
ρ

πρ
4l1l2
---------

π
4l1l2
--------- π

4l1l2
--------- ωn l1

2 l2
2

+–⎝ ⎠
⎛ ⎞

2

π l1
2 l2

2
+

2l1l2
----------------- ωn

lim
n → ∞

n

aπ2ωn

------------
πl1l2

aπ3
---------

e
iaπ2ωnt

⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

T
2π
-----

πl1l2

4aπ3
---------

8l1l2

aπ2
---------

 
0

T

∫ e
iaπ2ωnt

 
n 1=

∞

∑  
n 1=

∞

∑

e
iaπ2ωnt

⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

utt = aΔv + g(t, x, y);
v = –aΔu.

=a +

+  + ;

 = –a  +

+ .

um k,
n 1+ 2um k,

n
– um k,

n 1–
+

ht
2

-----------------------------------------
vm 1+ k,
n 2vm k,

n
– vm 1– k,

n
+

h2
-------------------------------------------------

⎝
⎜
⎛

vm k 1+,
n 2vm k,

n
– vm m 1–,

n
+

h2
--------------------------------------------------

⎠
⎟
⎞

gk m,
n

vm k,
n um k+ j,

n 2um k,
n

– um 1– k,
n

+

h2
------------------------------------------------- 

⎝
⎜
⎛

um k 1+,
n 2um k,

n
– um k 1–,

n
+

hx
2

--------------------------------------------------
⎠
⎟
⎞



Мехатроника, автоматизация, управление, Том 17, № 9, 2016 597

Схеìа устой÷ива по Нейìану при усëовии

ht m /(2a(  + )). (3.27)

Дëя реøения заäа÷и ãаøения коëебаний буäеì
искатü управëяþщуþ функöиþ в виäе

g(t, x, y) =

=w(t) (3.28)

ãäе (x0, y0) — öентр распоëожения äеìпфера на

пëастине, w(t) ∈ L2(0, T ), (α, β) × (α, β) ⊂ Π, и буäеì

испоëüзоватü ìетоä коорäинатноãо спуска. Аппрок-
сиìируеì функöиþ w(t) кусо÷но-постоянной функ-
öией: ∀t ∈ [ti, ti + 1] поëожиì w(t) = wi, ãäе wi — const,

i = . Тоãäа интеãраë энерãии (2.4) буäет яв-

ëятüся функöией переìенных w0, w1, ..., :

E(t) = L(w0, w1, ..., ). (3.29)

Оптиìаëüные зна÷ения w0, w1, ..., , ìиниìи-

зируþщие интеãраë энерãии E(t) с заäанной то÷но-
стüþ ε, и буäут явëятüся искоìыì реøениеì заäа÷и.
Пример 6. Рассìотриì на÷аëüные усëовия

h0(x, y) = 0,01sin(πx/l1)sin(πy/l2), h1(x, y) = 0. Вхоäные
параìетры hx = 0,1, hy = 0,1, ht = 3,5355•10–7, a = 1,

l1 = l2 = 1, x0 = 0,5, y0 = 0,5, α = β = 0. Усëовиеì ãа-
øения буäеì поëаãатü выпоëнение неравенства
E(t) m ε, ãäе ε = 0,001. Заäа÷а реøается за вреìя
T =  0,0668. На рис. 14 изображен проöесс ãаøения
в се÷ении y = 0,5. При этоì управëяþщая функöия
w(t), с поìощüþ которой уäаëосü поãаситü коëеба-
ния, иìеет виä, изображенный на рис. 15.
Такиì образоì, заäа÷а ãаøения коëебаний пря-

ìоуãоëüной пëастины реøается за коне÷ное вреìя.
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Methods for damping for oscillations of elements of complex mechanical systems such as strings and membranes began to
develop rapidly in the 70s of the last century. The most significant results were obtained by J.-L. Lions, D. Lagnesse, D. Russel,
A. Butkovskiy, which dealt with cases of string oscillations (with various types of restraints at the borders) and circular mem-
brane. In this paper we consider the control problem of elastic dynamic systems modeled by partial differential equations of
the fourth order, hyperbolic by Petrovsky, which describe, in particular, oscillations in antennas and other elements of space
platforms, pipelines, bridge openings. The control problem is to find the minimum time to damp oscillations arisen due to initial
perturbation of the system. To solve this problem we derive trigonometric moment problem (infinite system of integral equations
of first order for the time component of the control function). We prove the existence of the minimum time and optimal control
in case of beams and plates. Wherein time for damping of oscillations and optimal control are given in explicit form. To obtain
these results we study the asymptotic behavior of eigenvalues of the corresponding spectral problem by using the classic theorem
of N. Levinson (on the basis of the Riesz exponential systems) and Bellman (of almost orthogonal trigonometric systems). Note
that the classical solutions of the moment problem presented in the form of infinite series of functions and to obtain the elements
of these series is a separate difficult problem. Therefore in order to find the approximate solution we consider the class of control
functions such as point moving and slim dampers and build effective numerical methods. Given examples confirm that proposed
numerical methods allow us to find solution of problem with sufficient accuracy.

Keywords: damping of oscillations, trigonometric moment problem, orthogonal systems and Riesz basis, asymptotic moment
problem, stationary and moving dampers, reduction method, coordinate descent method
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Нейроадаптивные биоморфные интерфейсы
в эргатических системах: проблемы и решения*

Введение

Пробëеìа созäания интерфейса вхоäит в круã
основных заäа÷ при построении эффективных ÷еëо-
веко-ìаøинных систеì [1] и опреäеëении степени
вкëþ÷ения ÷еëовека в интерактивные взаиìоäей-
ствия с управëяеìой систеìой и среäой в проöессе
äостижения субъективно понятоãо резуëüтата äо-
стижения öеëи.
Особенно важнуþ роëü иãраþт то÷ки и ãраниöы

контакта ÷еëовека с искусственныì ìироì, обес-
пе÷иваþщие вкëþ÷ение и поãружение в еãо соäер-
жание, äаþщие возìожностü эффективноãо и без-
опасноãо взаиìоäействия с ниì.
Интерфейс в øирокоì сìысëе — это опреäеëен-

ная станäартаìи, правиëаìи взаиìоäействия ãраниöа
ìежäу взаиìоäействуþщиìи функöионаëüно-не-
зависиìыìи систеìныìи объектаìи. Интерфейс
заäает параìетры, проöеäуры и характеристики
взаиìоäействия. В систеìноì поäхоäе это понятие
отражает форìы, среäства и возìожности обеспе-
÷ения взаиìоäействия äвух иëи боëее систеì (их
коìпонентов) ìежäу собой независиìо от их фи-
зи÷еской иëи ìентаëüной прироäы в проöессе äо-
стижения общих öеëей [2].
Интерфейс явëяется в настоящее вреìя ÷резвы-

÷айно попуëярныì и øироко распространенныì в
нау÷но-практи÷ескоì äискурсе ìежäисöипëинар-
ныì понятиеì, сëужащиì äëя объяснения ìеж-
систеìных объеäинений и проектирования систеì
и ìеханизìов, обеспе÷иваþщих сеëективные не-
разруøаþщие связи в объектах живой и неживой
прироäы. Набëþäается еãо экспансия в обëастü
инфорìаöионных техноëоãий, инженерной психо-
ëоãии и эрãоноìики, ãäе наибоëüøее распростра-
нение поëу÷иëи терìины "поëüзоватеëüский ин-

терфейс" и "÷еëовеко-ìаøинный интерфейс" [3].
Оäнако пробëеìа интерфейса в эрãати÷еских сис-
теìах, несìотря на известные успехи и äостижения
в обëасти инженерноãо проектирования, еще äаëе-
ка от окон÷атеëüноãо реøения в сиëу появëения и
развития техноëоãий, позвоëяþщих повыситü сте-
пенü управëяеìости параìетраìи эрãати÷еской сис-
теìы. Кроìе тоãо, внеäрение техноëоãий искусст-
венноãо интеëëекта и поääержки оператора веäет к
новыì форìаì сетевой и технобиоти÷еской интеã-
раöии ÷еëовека с искусственныì ìироì.

Современное состояние проблемы транссистемной 
интерфейсной интеграции в эргатических системах

Основной заäа÷ей при проектировании интер-
фейса явëяется äостижение транспарентности
проöеäуры управëения, ìеханизìы осуществëения
которой äëя субъекта äоëжны бытü невиäиìыìи.
Это позвоëяет созäатü иëëþзиþ непосреäственности,
естественности, открытости, понятности, прозра÷-
ности интерфейсной связи. Эвоëþöия в сфере
ìежсистеìной интеãраöии ÷еëовека с техни÷ески-
ìи систеìаìи и среäаìи порожäает новые форìы
интерфейсов, которые позвоëяþт осуществитü эф-
фективнуþ интеãраöиþ ÷еëовека с эрãати÷еской
систеìой (сì. табëиöу).
Траäиöионное пониìание пробëеìы интерфей-

са связано с обеспе÷ениеì физи÷ескоãо контакта
оператора с орãанаìи управëения, которые опре-
äеëяþт характер и форìу возìожноãо возäействия
на объект управëения и орãанизаöиþ обратной
связи по резуëüтатаì. Данная параäиãìа реаëизо-
вана в инженерных реøениях орãанов управëения
(ìехани÷еских интерфейсах). Граниöа взаиìоäей-
ствия в äанноì сëу÷ае возникает тоëüко в ìоìент
существования ìехани÷еской связи с теëоì опера-
тора (переìещения орãанов управëения, касания
кнопок и активных зон). В такой схеìе испоëüзу-
þтся в основноì неинвазивные ìетоäы связи ÷е-

Рассматриваются проблемы создания гибридных биоморфных нейроадаптивных интерфейсов, включающих искусственные
сенсорные модальности, обеспечивающие эффективное взаимодействие оператора с управляемыми мехатронными системами.
Ключевые слова: адаптация, биоморфный интерфейс, информационно-коммуникационные технологии, межсистемная ин-

теграция, симбиоз
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ëовека с интерфейсоì, и основная пробëеìа про-
ектирования закëþ÷ается в обеспе÷ении соãëасо-
вания интерфейса теëа ÷еëовека с интерфейсной
÷астüþ ìаøины. Реøение пробëеìы проектирова-
ния äанных интерфейсов нахоäится в обëасти ант-
ропоìетрии и физи÷еской ìакроэрãоноìики [4].
Сëеäуþщиì øаãоì в разработке интерфейсов

явиëосü появëение "уìной рабо÷ей среäы" обрат-
ной связи, обеспе÷иваþщей оптиìаëüное пониìа-
ние рабо÷ей ситуаöии оператороì и форìирова-
ние зоны соответствуþщих ситуаöии управëяþ-
щих äействий. Реøение пробëеì проектирования в
этоì кëассе интерфейсов связано с созäаниеì
аäекватноãо оперативноãо образа рабо÷ей ситу-
аöии [5—7], с испоëüзованиеì ìетоäов þзабиëити
[8, 9] и техноëоãий виртуаëüной и ãибриäной ре-
аëüности [10, 11].
Даëüнейøая эвоëþöия ìежсистеìных отноøений

÷еëовека с управëяеìой среäой связана с появëе-
ниеì поëüзоватеëüских коìпüþтерных интерфей-
сов, развитие которых в настоящее вреìя стиìуëи-
руется ìассовыì испоëüзованиеì коìпüþтерных и
сетевых техноëоãий управëения. Проектировщи-
ков все боëее интересует ÷еëове÷еский коìпонент
интерфейсной связи. Набëþäается перехоä от тех-
ноëоãий инженерноãо проектирования, развитых в
раìках пробëеìы ÷еëовеко-ìаøинноãо взаиìо-
äействия, к ìетоäаì þзабиëити и "User experience"
(UX — у÷ет поëüзоватеëüскоãо опыта) [8, 9]. Вìесте

с теì, ряä авторов (наприìер, И. В. Бурìистров,
2016) отìе÷аþт кризисные явëения в обëасти про-
ектирования поëüзоватеëüскоãо интерфейса, связан-
ные с неäостато÷ныì у÷етоì ÷еëове÷ескоãо факто-
ра, поäìеняеìоãо ãрафи÷ескиì äизайноì.
Стреìëение проектировщиков интерфейсов из-

бавитüся от разëи÷ных форì непосреäственной ìе-
хани÷еской связи привеëо к созäаниþ виртуаëüных
интерфейсов, оперируþщих с разëи÷ныìи форìа-
ìи искусственной ìаøинно-ãенерированной ре-
аëüности, возäействие на которуþ привоäит к из-
ìененияì в управëяеìоì объекте [10]. В ка÷естве
среäств управëения испоëüзуþтся разëи÷ные ìа-
нипуëяторы, преобразуþщие жесты и äвижения
теëа ÷еëовека в управëяþщие коìанäы. Широко
приìеняþтся разëи÷ные техноëоãии сìеøанной и
инäуöированной реаëüности.
В настоящей статüе нас интересуþт поäхоäы к

реаëизаöии биоìорфных интерфейсов, поä кото-
рыìи пониìаþтся интерфейсы, вкëþ÷енные в фи-
зи÷ескуþ связü с ìозãоì, образуþщие совìестно с
ниì искусственные орãаны ÷увств, форìируþщие
äопоëнитеëüные ìоäаëüности иëи их сиìбиоз с су-
ществуþщиìи в субъективноì ìире субъекта, по-
звоëяþщие расøиритü возìожности субъекта при
управëении эрãати÷еской систеìой. Нужно отìе-
титü, ÷то это ìаëоизу÷енная теìа, реäко обсужäае-
ìая в нау÷ноì сообществе, хотя принöипиаëüных
запретов на созäание в буäущеì поäобных уст-

Классификация эргатических и акторных интерфейсных сред по степени межсистемной интеграции

Тип интерфейса
(интерфейсной среäы) Объект управëения Базовые техноëоãии

проектирования
Степенü интеãраöии поëüзо-
ватеëя c рабо÷ей среäой

Форìа управëения.
Тип контакта со среäой

Механи÷еский со зри-
теëüной обратной свя-
зüþ (ОС)

Управëяеìый физи-
÷еский объект в среäе 
äеятеëüности

Механи÷еские, эëектро-
ìехани÷еские и пневìо-
ãиäравëи÷еские систеìы

На уровне физи÷еских взаи-
ìоäействий с орãанаìи уп-
равëения

Сенсоìоторные и ìотор-
ные äействия. Физи÷е-
ский контакт

Механи÷еский с ОС 
÷ерез инфорìаöион-
нуþ ìоäеëü

Инфорìаöионная 
ìоäеëü управëяеìоãо 
объекта

Эëектроìехани÷еские и 
пневìоãиäравëи÷еские 
систеìы

На уровне выпоëнения аëãо-
ритìа работы на рабо÷еì 
ìесте

Физи÷еский, с инфорìа-
öионной ìоäеëüþ

Коìпüþтерный поëü-
зоватеëüский

Реаëüные и виртуаëü-
ные объекты

Коìпüþтерные техноëо-
ãии, ìехатроника

На коãнитивноì уровне с 
виртуаëüныìи объектаìи

Ввоä äанных с поìощüþ 
ìанипуëяторов

Виртуаëüный Виртуаëüная среäа и 
ее эëеìенты

Систеìы виртуаëüной и 
сìеøанной реаëüности

На уровне сиìбиоза орãанов 
÷увств с иììерсивной среäой

Через виртуаëüные преä-
ставëения орãанов уп-
равëения

Нейрокоìпüþтерный, 
"ìозã—коìпüþтер"

Управëяеìый объект 
в среäе äеятеëüности

Анаëиз состояния актив-
ности ìозãа при форìи-
ровании коìанä

На биофизи÷ескоì и нейро-
психоëоãи÷ескоì уровнях

Мысëенныìи коìанäа-
ìи. Дат÷ики и контакты

Сиìбиоти÷еский Среäы с искусствен-
ныì интеëëектоì

Коìпüþтерные техноëо-
ãии, искусственный ин-
теëëект среäы

Совìестная работа с искус-
ственныì интеëëектоì среäы

Коììуникаöия, вербаëü-
ная, невербаëüная

Биоìорфный Мозã, субъективная 
сфера

Интеãраöия с ìозãоì ис-
кусственных орãанов 
÷увств

Вкëþ÷ение искусственных 
структур в систеìнуþ орãа-
низаöиþ теëа

Сенсоìоторные äейст-
вия с искусственныìи 
ìоäаëüностяìи

Технобиоти÷еский Мозã в искусствен-
ноì теëе

Мехатроника, искусст-
венный интеëëект и äр.

Поëная, рабо÷ая среäа, ÷астü 
киберорãанизìа

Естественные äействия в 
среäах

Вопëощенный в среäу 
искусственный разуì

Искусственный разуì 
на небиоëоãи÷еских 
носитеëях

Кибернетика, коìпüþ-
терные техноëоãии и 
äруãие неизвестные наì

Поëная. Актор явëяется ор-
ãанизуþщей ÷астüþ рабо÷ей 
среäы

Непосреäственное пара-
ìетраìи управëяеìой 
среäы
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ройств нет. Преäте÷аìи äанноãо кëасса интерфей-
сов явëяþтся нейрокоìпüþтерные интерфейсы
иëи интерфейсы ìозã—коìпüþтер [12, 13].
Интерфейс ìозã—коìпüþтер (BCI от анãë.

brain—computer interface) — нейротехноëоãия,
обеспе÷иваþщая ÷еëовеку коììуникаöиþ с внеø-
ниìи эëектронныìи и эëектронно-ìехани÷ескиìи
устройстваìи без испоëüзования ìыøö и перифе-
ри÷еских нервов, наприìер, тоëüко на основе ре-
ãистраöии эëектри÷еской активности ãоëовноãо
ìозãа [14, 15]. Успехи äанной техноëоãии, несìотря
на окружаþщий ее пиар в среäствах ìассовой ин-
форìаöии, äовоëüно скроìны. Техноëоãия испоëü-
зуется в о÷енü оãрани÷енноì варианте в реабиëита-
öионной ìеäиöине и в сфере управëения протезаìи
коне÷ностей. Ее развитие сäерживается высокой
сëожностüþ и сëабой изу÷енностüþ ìозãа, отсут-
ствиеì вхоäов-выхоäов, инвазивныì характероì
то÷ек контакта с ìозãоì и нервной систеìой. Не-
сìотря на это интерес к äанной техноëоãии о÷енü
высок [16]. Иäет поиск нейрофизиоëоãи÷еских
корреëятов субъективныì состоянияì и вербаëüныì
стиìуëаì. Наприìер, испоëüзуþтся ìетоäы выäе-
ëения вызванных потенöиаëов Р300 на заäуìан-
ный поëüзоватеëеì стиìуë-сиãнаë [13], созäаþтся
систеìы кëассификаöии эëектроэнöефаëоãрафи-
÷еских сиãнаëов воображаеìых äвижений [17].
Оäна из основных пробëеì при построении ин-

терфейсов ìозã—коìпüþтер связана с особенно-
стяìи принöипов систеìной и функöионаëüной
орãанизаöии ìозãа, форìируþщеãо субъективнуþ
ìоäеëü окружаþщеãо ìира, и инфорìаöионно-ки-
бернети÷еских ìоäеëей, поëоженных в основание
разрабатываеìых проãраììно-аппаратных ìоäуëей.
Повыøение ка÷ества ÷еëовеко-ìаøинноãо взаи-
ìоäействия и реøение связанных с этиì пробëеì
требуþт от иссëеäоватеëей приìенения новых
поäхоäов к проектированиþ и реаëизаöии ÷еëове-
ко-ìаøинных интерфейсов, у÷итываþщих особый
характер систеìной орãанизаöии живоãо и, прежäе
всеãо, еãо саìоорãанизуþщийся характер.

Особенности адаптации
в интерфейсах живых систем

В посëеäнее вреìя в среäе проектировщиков
интерфейсных систеì заìетен интерес к техноëо-
ãияì äинаìи÷еской аäаптаöии и, в первуþ о÷ереäü,
к ÷еëовеко-ìаøинныì обу÷аþщиì систеìаì, тре-
нажераì и интерфейсаì [17—23].
При этоì в раìках кëасси÷еских инженерно-пси-

хоëоãи÷еских преäставëений реøаþтся сëеäуþщие
заäа÷и аäаптивноãо инфорìаöионноãо взаиìоäей-
ствия:
иссëеäование законоìерностей стохасти÷еской
äетерìинаöии повеäения ÷еëовека;
реãистраöия, ка÷ественный и коëи÷ественный
анаëизы факторов и критериев сëожности ре-
øения ìысëитеëüных и перöептивных заäа÷, вы-
бор оптиìаëüных ìоäеëей, ìетоäов и среäств

аäаптаöии структуры и среäств взаиìоäействия
в норìаëüных и экстреìаëüных усëовиях;
разработка физи÷еских, ìатеìати÷еских, биоëо-
ãи÷еских и äруãих ìоäеëей аäаптивноãо взаиìо-
äействия;
иссëеäование психоëоãи÷еских законоìернос-
тей протекания ìысëитеëüных, ìнеìи÷еских и
перöептивных проöессов в усëовиях интенсив-
ноãо инфорìаöионноãо взаиìоäействия [24].
Поä аäаптаöией в øирокоì сìысëе пониìается

приспособëение систеìы к особыì усëовияì среäы.
Оäнако схеìы аäаптаöии, распространенные в жи-
воì ìире, отëи÷аþтся от таковых в техни÷еских
систеìах особыì активныì, öеëенаправëенныì
характероì форìирования связей на разных уров-
нях реãуëяöии повеäения, äеятеëüности, состоя-
ния [25]. В них реаëизуþтся сëеäуþщие функöии:

1) рецепторная — орãанизì оöенивает состояние
внеøней среäы и собственной ãраниöы. Реöептор —
систеìа, состоящая из сенсоров, преобразуþщих
опреäеëенный виä энерãии (разäражитеëü) в уни-
фиöированный сиãнаë, и ìеханизìа изìенения
пороãа ÷увствитеëüности к äанноìу виäу энерãии;

2) эффекторная — изìенение ãраниö взаиìо-
äействия и возäействие на внеøнþþ среäу. Эффек-
тор — испоëнитеëüный эëеìент (орãан) орãанизìа,
состояние котороãо изìеняется поä возäействиеì
управëяþщеãо унифиöированноãо сиãнаëа;

3) коммутационная — äинаìи÷еское распреäе-
ëение унифиöированных сиãнаëов, форìирование
аäекватных реакöий на изìенения среäы.
Несìотря на äостато÷но понятные принöипы

функöионирования аäаптивных интерфейсов пер-
öептивных систеì их непосреäственная техни÷е-
ская реаëизаöия стаëкивается с нереøенной по на-
стоящее вреìя пробëеìой интеãраöии биоëоãи÷е-
ских систеì с техни÷ескиìи систеìаìи. Развитие
техноëоãий в раìках NBICS-конверãенöии всеëяет
некоторый оптиìизì, ÷то техни÷еские коìпонен-
ты искусственных орãанов ÷увств буäут созäаны в
бëижайøее äесятиëетие.

Системно-технологические проблемы и решения 
в области биоморфной нейроадаптивной интеграции

Боëее серüезная пробëеìа в созäании систеì ÷е-
ëовеко-ìаøинной интеãраöии связана с иìпëан-
тированиеì интерфейса в систеìные контуры ìозãа
и форìированиеì в субъективной реаëüности ÷е-
ëовека опыта новой ìоäаëüности. Эта заäа÷а явëя-
ется основной при÷иной неуäа÷ в обëасти систеìной
интеãраöии. Живой орãанизì не терпит вìеøатеëü-
ства в еãо функöионирование, особенно на уровне
нервной систеìы и психи÷еской реãуëяöии.
По совреìенныì нейробиоëоãи÷ескиì преäстав-

ëенияì живые орãанизìы на всех уровнях их функ-
öионирования преäставëяþт собой аутопоэти÷еские
систеìы, существуþщие в виäе сетевых паттернов
саìоорãанизаöии [26, 27]. В них реаëизуþтся ре-
курсивные, öикëи÷ески повторяþщиеся проöессы
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разной ка÷ественной прироäы. Непосреäственное
вìеøатеëüство в работу äанных систеì привоäит к
их разруøениþ, так как наруøается их операöио-
наëüная заìкнутостü, обеспе÷иваþщая их струк-
турно-функöионаëüное воспроизвеäение. Сëеäова-
теëüно, вкëþ÷ение новых сенсорных ìоäаëüностей,
÷увствитеëüных к спектраì изìенений физи÷е-
ской реаëüности, не äоëжно наруøатü работу сис-
теìных ìеханизìов ìозãа. Мы не пониìаеì, как
интеãрируþтся в акте восприятия коìпоненты
субъективноãо образа и порожäаþщие их физио-
ëоãи÷еские структуры.
В ка÷естве перспективной иäеи äëя созäания

ìоäеëи работы ìозãа, позвоëяþщей созäатü инст-
руìенты вëияния на субъективнуþ реаëüностü, яв-
ëяется иäея повторноãо вхоäа (Re-Entry), иäущая
от работ Хайнöа фон Ферстера и еãо у÷еника Уì-
берто Матураны, развитая в труäах Джераëüäа
Эäеëüìана [28]. По ìнениþ Эäеëüìана, в основе
возникновения субъективных феноìенов ëежит
оäин и тот же ìеханизì повторноãо вхоäа возбужäе-
ния в те же нейронные ãруппы посëе äопоëнитеëü-
ной обработки инфорìаöии в äруãих ãруппах иëи
поступëения сиãнаëов из внеøней среäы. Иìеþтся
поäтвержäения работоспособности äанной иäеи в
нейрофизиоëоãии в иссëеäованиях А. М. Иваниö-
коãо [29]. Виäиìо, фунäаìентаëüныì принöипоì
саìоорãанизаöии в живых орãанизìах, порожäаþ-
щиì психи÷еские явëения, явëяется возврат воз-
бужäения к ìестаì первона÷аëüных проекöий, ÷еì
обеспе÷ивается инфорìаöионный синтез опыта
субъекта со вновü поступаþщей инфорìаöией. Эта
операöия опреäеëяет соäержание сознания как по-
стоянно корректируеìый ëи÷ный опыт и развора-
÷иваþщийся во вреìени проöесс порожäения
внутреннеãо "Я".
В сëу÷ае отсутствия возìожности вкëþ÷ения

искусственноãо орãана ÷увств в öикë повторноãо
вхоäа в субъективной реаëüности ÷еëовека не воз-
никает усëовий äëя форìирования новой ìоäаëü-
ности ÷увственноãо опыта.
Такиì образоì, в основе сознания ëежит иäея

непрерывноãо обновëения в проöессе öикëи÷еско-
ãо саìовоспроизвеäения. Физиоëоãи÷еские ìеха-
низìы ìозãа созäаþт усëовия äëя возникновения
öикëи÷еских проöессов äвижения инфорìаöион-
ных потоков, а их взаиìоäействия веäут к появëе-
ниþ субъективной реаëüности [21].
Основные техноëоãи÷еские пробëеìы созäания

инвазивных то÷ек контакта интерфейсных эëеìен-
тов с ìозãоì связаны с биоëоãи÷еской совìести-
ìостüþ. Показано, ÷то при испоëüзовании ìноãо-
эëектроäных ìатриö эëектроäы посëеäних посте-
пенно зарастаþт соеäинитеëüныìи тканяìи, ÷то
привоäит к ухуäøениþ эëектри÷ескоãо контакта с
ìозãоì, с поëныì наруøениеì впосëеäствии [30].
Вторая пробëеìа — возìожностü инфиöирования
в то÷ке контакта. И третüя пробëеìа связана с эти-
÷ескиìи пробëеìаìи, возникаþщиìи при опера-
öиях на открытоì ìозãе.

Несìотря на успехи инженерии сëеäует признатü
ее äостато÷но серüезнуþ оãрани÷енностü при созäа-
нии сëожных систеì. Вìесте с теì, существуþт ва-
рианты созäания äопоëнитеëüных орãанов ÷увств
ìетоäаìи ãенной инженерии и биоëоãии. Напри-
ìер, показана роëü ãена Pax-6 (окуëороìбин) в
развитии орãанов зрения. Манипуëяöия этиì ãе-
ноì позвоëяет в экспериìенте выраститü äопоëни-
теëüные ãëаза у ëяãуøки и ìухи äрозофиëы [31].
Известны иссëеäования äизайна живых орãаниз-
ìов в прироäе [32], ÷то ìожет, по наøеìу ìнениþ,
статü основой äëя развития новых направëений в
эрãоноìике, объеäиняþщих äостижения нейро-
науки, ãенетики и высоких техноëоãий. Вìесте с
теì, ìноãое из рассìатриваеìой пробëеìы требует
äопоëнитеëüноãо нау÷ноãо иссëеäования. Прежäе
всеãо, неясно, ìожет ëи форìироватüся в ìозãе äо-
поëнитеëüное сенсорное поëе при созäании äопоë-
нитеëüных орãанов ÷увств у взросëоãо ÷еëовека,
иëи это возìожно тоëüко в растущеì орãанизìе?
Неясно, какие форìы субъективной реаëüности
при этоì возникнут. В живой прироäе известны
необы÷ные форìы субъективной реаëüности. На-
приìер, äеëüфин виäит оäновреìенно в световоì
и уëüтразвуковоì äиапазонах, а поëуøария еãо ìозãа,
работая попереìенно, позвоëяþт еìу бытü в посто-
янноì состоянии боäрствования [33]. Кроìе тоãо,
äеëüфины способны ÷увствоватü ìаãнитное поëе
Зеìëи и испоëüзуþт еãо äëя ориентаöии в простран-
стве. Мы ìожеì тоëüко äоãаäыватüся о форìе и
свойствах субъективной реаëüности äеëüфина, объ-
еäиняþщей стоëü разнуþ инфорìаöиþ, поëу÷аеìуþ
со стоëü необы÷ных орãанов ÷увств, но она обеспе-
÷ивает еãо эффективное существование и выживание.
Появëение биоìорфных интерфейсов ставит

пробëеìу сиìбиоти÷еской интеãраöии искусствен-
ных ìиров и среä [34—38] с новыìи форìаìи ÷еëо-
ве÷еской ÷увственности. Данная пробëеìа в настоя-
щее вреìя не реøена. Иìеþтся ëиøü отäеëüные
факты, свиäетеëüствуþщие о возìожных серüез-
ных изìенениях во всех сферах психики ÷еëовека,
вкëþ÷ая ëи÷ностный уровенü, при попытках еãо
интеãраöии в искусственные ìиры виртуаëüной и
сетевой реаëüности.
В заверøение наøеãо иссëеäования отìетиì,

÷то эвоëþöия в обëасти интеãраöии ÷еëовека с ис-
кусственной среäой ìожет привести к появëениþ
вопëощенноãо в среäу искусственноãо разуìа, вы-
хоäящеãо за преäеëы ÷еëове÷ескоãо теëа, орãани-
зованноãо на небиоëоãи÷еских носитеëях. Оäнако
заìетиì, ÷то эта пробëеìа нахоäится на ãраниöе
нау÷ноãо знания и интересна ëиøü äëя анаëиза
фиëософских пробëеì, возникаþщих в крайних
ãраниöах интеãраöии ÷еëовека и техники.

Заключение

Разработка биоìорфных нейроаäаптивных ин-
терфейсов явëяется актуаëüныì и перспективныì
нау÷но-техни÷ескиì направëениеì в созäании ин-
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терфейсных форì, расøиряþщих перöептивные
возìожности ÷еëовека при работе в сëожных тех-
ноãенных среäах. Появëяþтся новые возìожности
по созäаниþ искусственных орãанов ÷увств и пер-
öептивных систеì ÷еëовека, äаþщие возìожностü
сфорìироватü у ÷еëовека новые боëее эффектив-
ные иëи äопоëняþщие существуþщие форìы
субъективной реаëüности, обоãащаþщие ìир ÷е-
ëове÷ескоãо опыта. Интеãраöия новых биоìорф-
ных форì интерфейса у ÷еëовека с эрãати÷ескиìи
систеìаìи и среäаìи позвоëит поëу÷итü новые
свойства возникаþщих ãибриäных ÷еëовеко-ìа-
øинных систеì и среä.
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The article shows evolution of the human-machine interface ergonomic systems in the direction of improvement of inte-
gration with human, who connects the controlled technical environments. The author presents a classification of the interfaces
and the interface environments depending on the degree of the user’s integration with the operating environment. The author
describes the following types of the integrative interfaces based on the level of the physical interaction of the mechanical controls
intended to complete integration of an actor (actors) in the organized working environment: mechanical, with an immediate
visual feedback, the mechanical feedback through an information model, a computer user virtual, neurocomputing, symbiotic,
biomorphic, technobiotics hypothetical interfaces embodied in the artificial intelligence environment. The author considers the
brain-computer interface, ensuring a direct link with the brain of an operator as one of the promising areas of the inter-system
integration, which can be used in the form of a "brain-computer" technology. The author shows fundamental limitations in
the technology and methodology for creation of this class of interfaces. The next section of the paper deals with the problems
of creation of the hybrid biomorphic neuroadaptive interfaces, including creation of the artificial sensory modalities, which en-
sure an effective interaction with the operator control system. The author notes the potential of creation of the biomorphic and
hybrid interfaces as a result of the joint use of the genetic engineering and technical design as a part of the system of non-clas-
sical representations. The key problem in creation of the biomorphic interfaces is the problem of inter-system integration be-
tween the classic technical systems and biological systems, which implement the cyclic self-reproduction (autopoiesis), because
of the interference in the operational structure of the autopoietic systems, which leads to their destruction. In conclusion, the
author points out that the evolution of the human integration with the artificial environment can lead to appearance of an em-
bodied mind in an artificial environment, which goes beyond the human nature, organized like a non-biological media. This
issue is currently on the cutting edge of the scientific knowledge and can be interesting as a philosophical problem arising in
the extreme boundaries of the inter-system integration of man and technology.
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Принципы построения и программно-алгоритмическое обеспечение 
человеко-машинного интерфейса для автономных роботов 

и мультиагентных робототехнических систем1

Введение

Резуëüтаты нау÷но-иссëеäоватеëüских и опыт-
но-конструкторских работ, активно веäущихся во
всеì ìире в обëасти ìуëüтиаãентных робототехни-
÷еских систеì (МАРС), убеäитеëüно свиäетеëüст-
вуþт о возìожности их созäания и перспективности
приìенения äëя øирокоãо круãа приëожений в во-
енноì äеëе, сеëüскоì хозяйстве, строитеëüстве и
ìножестве äруãих сфер. При этоì основные усиëия
разработ÷иков конöентрируþтся вокруã пробëеì
распреäеëения заäаний и пëанирования взаиìо-
äействий в ãруппе роботов, орãанизаöии инфорìа-
öионноãо обìена, обобщения сенсорной инфор-
ìаöии и т.ä. В то же вреìя, соверøенно о÷евиäно,
÷то эффективностü приìенения МАРС буäет во
ìноãоì опреäеëятüся возìожностяìи среäств ÷е-
ëовеко-ìаøинноãо интерфейса по оперативной
постановке реøаеìых прикëаäных заäа÷ и контро-
ëþ их выпоëнения оператороì.
Настоящая статüя проäоëжает öикë авторских

пубëикаöий, посвященных пробëеìатике ãрупповоãо
управëения роботаìи, которые äоëжны обеспе÷и-
ватü совìестное реøение поставëенных прикëаäных
заäа÷, взаиìоäействуя äруã с äруãоì [1—5, 33, 34].
В ней преäëаãаþтся принöипы построения ÷еëове-
ко-ìаøинноãо интерфейса äëя ìуëüтиаãентных
робототехни÷еских систеì, äается обоснование
структуры и состава проãраììно-аëãоритìи÷еских
среäств äëя оперативноãо описания и постановки
прикëаäных заäа÷ ãруппе автоноìных роботов,
привоäятся резуëüтаты ìоäеëирования.

Развитие средств и методов человеко-машинного 
интерфейса для робототехнических систем 

специального назначения

Орãанизаöия ÷еëовеко-ìаøинноãо интерфейса
всеãäа относиëасü к ÷исëу основопоëаãаþщих воп-
росов созäания робототехни÷еских систеì и коìп-

ëексов. Эта пробëеìатика, названная в зарубежной
ëитературе "Human-Robot Interaction" [6—9], рас-
сìатривается в ка÷естве саìостоятеëüноãо разäеëа
совреìенной робототехники как сëожноãо ìеж-
äисöипëинарноãо нау÷ноãо направëения.
Сëеäует отìетитü, ÷то по ìере развития робото-

техники от жестко проãраììируеìых проìыøëен-
ных ìанипуëяторов äо автоноìных устройств, спо-
собных реøатü øирокий спектр требуеìых при-
кëаäных заäа÷ в усëовиях неопреäеëенности,
способы реаëизаöии функöий ÷еëовеко-ìаøинноãо
интерфейса также претерпеваëи существенные из-
ìенения. Резуëüтаты поäобной эвоëþöии привеëи
к появëениþ устоявøейся кëассификаöии среäств
и ìетоäов обеспе÷ения ÷еëовеко-ìаøинноãо взаи-
ìоäействия в робототехнике [6—17] с выäеëениеì
таких основных соcтавëяþщих, как обу÷ение по-
казоì (пряìое обу÷ение), уäаëенное (äистанöион-
ное), теëеоператорное, супервизорное и интерак-
тивное управëение, проãраììирование на спеöи-
аëизированных языках высокоãо уровня (робото-
иëи заäа÷но-ориентированных), визуаëüное про-
ãраììирование и виртуаëüное ìоäеëирование, есте-
ственно-языковой интерфейс (рис. 1). Так, среäст-
ва и ìетоäы обу÷ения показоì (пряìоãо обу÷ения)
преäпоëаãаþт, ÷то совокупностü необхоäиìых äейст-

Представлен обзор средств и методов человеко-машинного интерфейса для робототехнических систем специального на-
значения. Предложены принципы построения человеко-машинного интерфейса для мультиагентных робототехнических сис-
тем. Обоснованы структура и состав программно-алгоритмических средств для оперативного описания и постановки при-
кладных задач группе автономных роботов, приводятся результаты моделирования.
Ключевые слова: автономный робот, мультиагентная робототехническая система, человеко-машинный интерфейс

 1 Работа выпоëнена в раìках проекта РФФИ № 16-29-04379.
Рис. 1. Классификация средств и методов человеко-машинного
интерфейса в составе робототехнических систем
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вий и äвижений робота заäается непосреäственно
в проöессе их äеìонстраöии иëи путеì принуäи-
теëüноãо провеäения систеìы вäоëü ìножества
требуеìых состояний с запоìинаниеì соответст-
вуþщих параìетров и их посëеäуþщей отработкой.
Среäства и ìетоäы уäаëенноãо и теëеоператор-

ноãо управëения с испоëüзованиеì заäаþщих уст-
ройств преäпоëаãаþт форìирование зна÷ений пара-
ìетров испоëняеìых äействий и äвижений робота
äëя обеспе÷ения активноãо контроëя проöессов
еãо функöионирования в реаëüноì ìасøтабе вре-
ìени (при наëи÷ии и отсутствии усëовий пряìой
виäиìости, соответственно).
В своþ о÷ереäü, среäства и ìетоäы супервизор-

ноãо управëения преäпоëаãаþт äиспет÷еризаöиþ
äействий робота в соãëасии с коìанäаìи оператора,
указываþщиìи тип выпоëняеìой операöии и/иëи
зна÷ения ее параìетров.
Интерактивное управëение преäпоëаãает поääер-

жание äвусторонней äиаëоãовой связи ìежäу робо-
тоì и оператороì, коãäа посëе поëу÷ения о÷ереäной
коìанäы систеìа запраøивает неäостаþщие пара-
ìетры иëи выäает сообщения о резуëüтатах ее вы-
поëнения иëи äруãуþ сëужебнуþ инфорìаöиþ.
Среäства и ìетоäы проãраììирования на спеöи-

аëизированных языках высокоãо уровня преäпоëа-
ãаþт необхоäиìостü описания проöесса выпоëнения
реøаеìой прикëаäной заäа÷и в терìинах äействий
робота ëибо техноëоãи÷еских операöий с указаниеì
зна÷ений требуеìых параìетров, которое переäа-
ется в систеìу управëения äëя посëеäуþщеãо испоë-
нения. Сфорìированная такиì образоì робото-
иëи заäа÷но-ориентированная проãраììа переäа-
ется в систеìу управëения äëя посëеäуþщеãо ис-
поëнения.
Визуаëüное проãраììирование и виртуаëüное

ìоäеëирование ориентировано на активное испоëü-
зование среäств ìаøинной ãрафики при описании
и постановке прикëаäных заäа÷ äëя систеìы управ-
ëения роботоì. В этоì сëу÷ае собственно вирту-
аëüное ìоäеëирование выступает в ка÷естве ìощ-
ноãо и эффективноãо инструìента, который ìожет
испоëüзоватüся не тоëüко äëя отëаäки созäаваеìой
проãраììы иëи проверки правиëüности постанов-
ки реøаеìой заäа÷и, но и äëя контроëя äействий
робота, воспроизвоäиìых по теëеìетри÷ескиì
äанныì в хоäе их выпоëнения.
Естественно-языковой интерфейс обеспе÷ивает

поääержание вербаëüноãо äиаëоãа ìежäу операто-
роì и роботоì äëя постановки реøаеìых заäа÷,
äëя ввоäа заäаний и коìанäных öеëеуказаний, äëя
обу÷ения систеìы управëения, контроëя ее состоя-
ния и резуëüтатов функöионирования. В общеì
сëу÷ае эффективностü практи÷ескоãо приìенения
интеëëектуаëüных систеì такоãо роäа опреäеëяется
не тоëüко ìоäеëяìи естественноãо (иëи бëизкоãо к
неìу) языка с реаëизаöией тех иëи иных поäхоäов
к фразеоëоãи÷ескоìу анаëизу и синтезу, но и ìе-
тоäаìи у÷ета контекста, способаìи ãоëосовоãо иëи

текстовоãо ввоäа/вывоäа инфорìаöии, объеìаìи
сëоварноãо запаса и т.ä. [15, 16].
В посëеäнее вреìя активное вниìание нау÷ноãо

сообщества привëе÷ено к нейрокоìпüþтерныì
интерфейсаì, иссëеäование и разработка которых
происхоäят на стыке нейробиоëоãии и техноëоãий
управëения и обработки инфорìаöии в техни÷еских
систеìах. Перспективы приìенения поäобных ин-
терфейсов охватываþт не тоëüко заäа÷и протези-
рования и реабиëитаöии паöиентов, но и заäа÷и
повыøения уäобства и эффективности взаиìоäей-
ствия оператора с робототехни÷ескиìи систеìаìи
разëи÷ных типов и назна÷ения [17, 18].
Привеäенная кëассификаöия явëяется äоста-

то÷но усëовной, поскоëüку среäства ÷еëовеко-ìа-
øинноãо интерфейса в составе робототехни÷еских
систеì на практике ÷асто строятся с испоëüзова-
ниеì коìбинированных поäхоäов, позвоëяþщих
оператору заäаватü требуеìый тип äействий иëи
äвижений, указыватü посëеäоватеëüностü выпоë-
нения необхоäиìых операöий иëи описыватü ре-
øаеìуþ прикëаäнуþ заäа÷у. Особуþ актуаëüностü
вопросы ÷еëовеко-ìаøинноãо интерфейса стаëи
приобретатü в связи с появëениеì поëуавтоìати-
÷еских и автоноìных роботов спеöиаëüноãо назна-
÷ения (рис. 2) [19, 20], а также ìуëüтиаãентных ро-
бототехни÷еских систеì, созäаваеìых на их основе
и ориентированных на выпоëнение сëожных ìис-
сий в автоìати÷ескоì режиìе в априорно неопре-
äеëенных и экстреìаëüных среäах [19—24].
Испоëüзование таких устройств и систеì в ре-

аëüных приëожениях преäпоëаãает необхоäиìостü
постановки реøаеìых заäа÷ в усëовиях, которые
явëяþтся крайне некоìфортныìи äëя оператора
ввиäу остроãо äефиöита вреìени, наëи÷ия стресса,
неãативности внеøних возäействий разëи÷ноãо ха-
рактера, общей небëаãоприятности обстановки.
Сëеäует отìетитü, ÷то соверøенствование среäств

÷еëовеко-ìаøинноãо интерфейса, ставящее своей
öеëüþ снижение наãрузки на оператора, уëу÷øе-
ние усëовий и повыøение безопасности еãо рабо-
ты, неразрывно связано с расøирениеì функöи-
онаëüных возìожностей бортовых систеì управëе-
ния роботаìи (рис. 3).

Рис. 2. Развитие роботов специального назначения, их систем
управления и средств человеко-машинного интерфейса
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Поиск перспективных путей обеспе÷ения эф-
фективноãо взаиìоäействия оператора с поëуавто-
ìати÷ескиìи и автоноìныìи роботаìи обусëови-
ëи созäание öеëоãо ряäа систеì ÷еëовеко-ìаøин-
ноãо интерфейса, наøеäøих свое практи÷еское
приìенение. Как показано на рис. 4 (сì. вторуþ
сторону обëожки), в своеì поäавëяþщеì боëü-
øинстве аппаратно-проãраììные среäства ÷еëове-
ко-ìаøинноãо интерфейса äëя робототехни÷еских
систеì спеöиаëüноãо назна÷ения, принятых на во-
оружение арìейских и сиëовых структур разëи÷-
ных стран ìира, позвоëяþт совìещатü возìожнос-
ти режиìов уäаëенноãо, теëеоператорноãо и супер-
визорноãо (а в некоторых сëу÷аях и автоноìноãо)
управëения с äвусторонней переäа÷ей äанных по
беспровоäныì канаëаì связи.
При этоì на экране пуëüта оператора отобража-

ется виäеоинфорìаöия с бортовых теëекаìер ро-
бота, карта ìестности с указаниеì текущеãо ìес-
топоëожения, а также параìетры еãо äвижения и
текущеãо состояния отäеëüных поäсистеì (рис. 4, е,
сì. вторуþ сторону обëожки) [25].
Управëение äвижениеì робота осуществëяется

с поìощüþ заäаþщих орãанов (рис. 4, б, в, г, сì.
вторуþ сторону обëожки) иëи при активизаöии эк-
ранных опöий (рис. 4, д, е), позвоëяþщих указатü
требуеìуþ коìанäу и параìетры ее выпоëнения.
Собëþäение требований принятоãо в США, Из-

раиëе и ряäе äруãих стран станäарта JAUS [26, 27]
позвоëяет обеспе÷итü приìенение унифиöирован-
ных пуëüтов оператора äëя работы с разëи÷ныìи
типаìи робототехни÷еских систеì. Приìероì по-
äобноãо роäа сëужат аппаратно-проãраììные
среäства ÷еëовеко-ìаøинноãо интерфейса ROCU-7
(Roboteam Ltd, Israel) (рис. 4, б, сì. вторуþ сторону
обëожки), преäназна÷енные äëя управëения разве-
äыватеëüныì роботоì MTGR (Roboteam Ltd, Israel)
и БПЛА [28].
Перспективные образöы систеì ÷еëовеко-ìа-

øинноãо интерфейса äëя роботов спеöиаëüноãо
назна÷ения обëаäаþт развитыì набороì äопоëни-
теëüных функöий, связанных с испоëüзованиеì

ортофотосниìков [20] и виртуаëüных ìоäеëей äëя
пëанирования автоноìных ìиссий и контроëя их
провеäения [29—31].
Так, в ÷астности, систеìа ÷еëовеко-ìаøинноãо

интерфейса Mobiusтì™ Command & Control Software
(Аutonomous Solutions, USA) преäусìатривает øиро-
кие возìожности äëя управëения ìобиëüныìи ро-
ботаìи с приìенениеì среäств и ìетоäов трехìер-
ноãо ìоäеëирования и виртуаëüной реаëüности.
При этоì испоëüзование унифиöированноãо про-
токоëа SAE AS-4 обеспе÷ивает поääержку теëеопе-
раторноãо, поëуавтоìати÷ескоãо и автоноìноãо
режиìов работы с роботаìи разëи÷ных типов, со-
ответствуþщих станäарту JAUS [29].
Принятая на вооружение арìии США систеìа

ìоäеëирования виртуаëüной реаëüности MetaVR
(MetaVR, Inc., USA) ориентирована на реøение ря-
äа заäа÷, непосреäственно связанных с пробëеìой
орãанизаöии ÷еëовеко-ìаøинноãо взаиìоäейст-
вия, вкëþ÷ая поäãотовку каäровоãо состава äëя уп-
равëения роботаìи военноãо назна÷ения, а также
отработку тактики и приеìов их боевоãо приìене-
ния (рис. 5, а, сì. третüþ сторону обëожки). Состав
систеìы вкëþ÷ает спеöиаëизированные бибëиоте-
ки äинаìи÷еских ìоäеëей роботов, боевой и ãраж-
äанской техники, военноãо и ãражäанскоãо персо-
наëа, зäаний и сооружений, картоãрафи÷еские и
сöенарные базы äанных, среäства виртуаëüноãо
ìоäеëирования, среäства оперативной обработки
ортофотосниìков с посëеäуþщиì построениеì
ìоäеëей трехìерных сöен и т.ä. Иìеþщийся набор
проãраììно-инструìентаëüных среäств позвоëяет
обеспе÷итü ìоäеëирование разëи÷ных типов робо-
тов и робототехни÷еских ãруппировок военноãо
назна÷ения в среäе виртуаëüной реаëüности с иìи-
таöией конкретных боевых ситуаöий, особеннос-
тей внеøней обстановки, поãоäных и кëиìати÷е-
ских усëовий, а также преäпоëаãаеìых способов
противоäействия противника [32].
Бëизкой по своеìу назна÷ениþ явëяется систеìа

Дин-Софт РобСим 5 (МИРЭА, Дин-Софт, Россия),
функöионаëüные возìожности которой в тоì ÷исëе
охватываþт заäа÷и отработки тактики и способов
приìенения разëи÷ных типов роботов и робото-
техни÷еских ãруппировок по резуëüтатаì их ìоäеëи-
рования в среäе виртуаëüной реаëüности (рис. 5, б,
сì. третüþ сторону обëожки) [34].
Обобщение резуëüтатов провеäенноãо обзора

наãëяäно свиäетеëüствует о существовании разно-
образных вариантов орãанизаöии интерфейса опера-
тора с роботаìи разëи÷ных типов. Спеöифика
кажäоãо из поäхоäов опреäеëяется особенностяìи
и назна÷ениеì робота, сëожностüþ реøаеìых иì
заäа÷, способаìи еãо приìенения, ìетоäаìи уп-
равëения и ìножествоì äруãих факторов. Появëе-
ние ìуëüтиаãентных робототехни÷еских систеì
обусëовëивает необхоäиìостü разработки конöепту-
аëüно новых среäств и ìетоäов ÷еëовеко-ìаøин-
ноãо взаиìоäействия, созäаваеìых на основе
иìеþщихся заäеëов с у÷етоì особенностей заäа÷

Рис. 3. Функциональные возможности систем управления робо-
тами с различными типами человеко-машинного интерфейса
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ãрупповоãо управëения и возìожностей совреìен-
ных интеëëектуаëüных техноëоãий äëя их реøения.

Принципы построения человеко-машинного 
интерфейса для мультиагентных
робототехнических систем

Экстреìаëüностü усëовий и среäы функöиони-
рования МАРС явëяется оäной из характерных
особенностей поäавëяþщеãо боëüøинства обëастей
их прикëаäноãо приìенения [1], вкëþ÷ая обороннуþ
сферу, сеëüское хозяйство, строитеëüство, ãорное
äеëо и т.ä. При этоì работа оператора сопряжена
с äефиöитоì вреìени на постановку заäа÷и, с на-
ëи÷иеì стресса и быстрой уставаеìостüþ, с неãа-
тивныì вëияниеì кëиìати÷еских и поãоäных
факторов.
Друãие факторы, опреäеëяþщие спеöифику прак-

ти÷ескоãо приìенения МАРС, связаны с выбороì
их состава и структуры поä реøение конкретной
прикëаäной заäа÷и. Так, наприìер, в зависиìости от
особенностей рассìатриваеìых приëожений опе-
ративное форìирование ìуëüтиаãентной систеìы
ìожет осуществëятüся в соответствии с öентраëи-
зованной, äеöентраëизованной иëи сìеøанной
структурой с объеäинениеì в составе ãруппировки
автоноìных роботов разëи÷ных типов и назна÷е-
ния назеìноãо, возäуøноãо, а в некоторых сëу÷аях
и наäвоäноãо иëи поäвоäноãо базирования.
В связи с этиì орãанизаöия ÷еëовеко-ìаøин-

ноãо интерфейса äоëжна преäусìатриватü не тоëüко
обеспе÷ение возìожностей поëноìасøтабной ин-
форìаöионной поäãотовки МАРС к выпоëнениþ
требуеìых заäа÷ и посëеäуþщеãо контроëя ее функ-
öионирования, но и интеëëектуаëüнуþ поääержку
äействий оператора.
Такиì образоì, в основу общей конöепöии по-

строения универсаëüноãо ÷еëовеко-ìаøинноãо
интерфейса äëя управëения МАРС ìоãут бытü по-
ëожены ÷етыре основных принöипа:
коìпëексная автоìатизаöия проöессов инфор-
ìаöионной поäãотовки МАРС к реøениþ тре-
буеìых прикëаäных заäа÷ и контроëя их выпоë-
нения;
унификаöия проãраììно-аппаратных среäств;
интеëëектуаëизаöия проöессов принятия реøе-
ний на всех этапах инфорìаöионной поäãотов-
ки МАРС к реøениþ требуеìых прикëаäных за-
äа÷ и контроëя их выпоëнения;
ìоäуëüностü проãраììно-аëãоритìи÷ескоãо
обеспе÷ения.
Реаëизаöия первого принципа, преäпоëаãаþщеãо

коìпëекснуþ автоìатизаöиþ проöессов инфорìа-
öионной поäãотовки МАРС к реøениþ требуеìых
прикëаäных заäа÷ и контроëя их выпоëнения,
преäусìатривает разработку сëеäуþщеãо набора
проãраììно-аëãоритìи÷еских среäств:
оперативной постановки и описания усëовий
выпоëнения прикëаäной заäа÷и, реøаеìой с
поìощüþ МАРС;

выбора структуры и состава, а также оöенки ÷ис-
ëенности МАРС, необхоäиìых äëя выпоëнения
поставëенной заäа÷и;
анаëиза выпоëниìости поставëенной заäа÷и по
резуëüтатаì оперативноãо ìоäеëирования МАРС
с у÷етоì выбранных параìетров коìпëектования;
оперативноãо приеìа и переäа÷и äанных по ка-
наëаì беспровоäной сетевой связи ìежäу пуëü-
тоì оператора и МАРС;
оперативноãо контроëя выпоëнения поставëен-
ной заäа÷и и текущеãо состояния отäеëüных ро-
ботов, äействуþщих в составе ìуëüтиаãентной
систеìы.
В своþ о÷ереäü, принцип унификации проãраì-

ìно-аппаратных среäств ÷еëовеко-ìаøинноãо ин-
терфейса преäпоëаãает, ÷то еãо функöионаëüные
возìожности äоëжны обеспе÷иватü поääержку раз-
ëи÷ных стратеãий ãрупповоãо управëения в МАРС
с öентраëизованной, äеöентраëизованной и сìе-
øанной архитектурой.
Третий принцип обусëовëивает приìенение сов-

реìенных ìетоäов и техноëоãий искусственноãо ин-
теëëекта äëя преäставëения и обработки эксперт-
ных знаний по обоснованноìу выбору состава и
структуры МАРС, а также стратеãий и аëãоритìов
ãрупповоãо управëения роботаìи в зависиìости от
особенностей заäа÷ их прикëаäноãо приìенения,
описываеìых оператороì с испоëüзованиеì среäств
÷еëовеко-ìаøинноãо интерфейса.
И, наконеö, последний принцип преäпоëаãает, ÷то

унификаöия среäств интеëëектуаëüноãо ÷еëове-
ко-ìаøинноãо интерфейса, испоëüзуеìоãо на всех
этапах инфорìаöионной поäãотовки МАРС к вы-
поëнениþ требуеìых заäа÷ (с у÷етоì ìноãообразия
äопустиìых постановок), ìожет и äоëжна обес-
пе÷иватüся за с÷ет ìоäуëüноãо построения про-
ãраììно-аëãоритìи÷ескоãо обеспе÷ения.
Сфорìированные принöипы, по существу, реã-

ëаìентируþт обобщеннуþ структуру интеëëекту-
аëüноãо ÷еëовеко-ìаøинноãо интерфейса äëя МАРС
разëи÷ных типов и назна÷ения. Как показано на
рис. 6 (сì. третüþ сторону обëожки), ее состав
вкëþ÷ает сëеäуþщие основные ìоäуëи:
описания и постановки прикëаäной заäа÷и (вы-
поëнение которой äоëжно осуществëятüся с по-
ìощüþ МАРС);
описания усëовий выпоëнения поставëенной
заäа÷и;
выбора структуры, состава и оöенки ÷исëеннос-
ти МАРС;
виртуаëüноãо ìоäеëирования МАРС и оöенки
реаëизуеìости поставëенной заäа÷и с переäа÷ей
исхоäных äанных на выпоëнение;
контроëя выпоëнения поставëенной заäа÷и в
режиìе ìоäеëирования МАРС на основе испоëü-
зования теëеìетри÷еских äанных о ее функöиони-
ровании;
контроëя выпоëнения поставëенной заäа÷и с
отображениеì на öифровой карте текущеãо по-
ëожения роботов;
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контроëя поэтапноãо выпоëнения поставëенной
заäа÷и с отображениеì заверøения отäеëüных
операöий в раìках установëенноãо сöенария;
контроëя состояния отäеëüных роботов, функ-
öионируþщих в составе МАРС.
Наëи÷ие фунäаìентаëüных и прикëаäных заäеëов

по кëþ÷евыì аспектаì рассìотренной конöепöии
обусëовëивает реаëизуеìостü интеëëектуаëüноãо
÷еëовеко-ìаøинноãо интерфейса äëя автоноì-
ных роботов и ìуëüтиаãентных робототехни÷е-
ских систеì.

Программно-алгоритмические средства 
человеко-машинного интерфейса

для оперативного описания и постановки 
прикладных задач группе автономных роботов

Важнейøая особенностü разработки ÷еëове-
ко-ìаøинноãо интерфейса äëя управëения МАРС
связана с обеспе÷ениеì аäекватности инструìен-
таëüных среäств оперативноãо описания и поста-
новки прикëаäных заäа÷ ìоäеëяì и аëãоритìаì
пëанирования äействий и распреäеëения заäаний.
Пëанирование öеëесообразных äействий МАРС

äëя öеëоãо ряäа приëожений осуществëяется на
основе анаëиза сöенария поэтапной реаëизаöии ре-
øаеìой прикëаäной заäа÷и. Соответствуþщая сöе-
нарная ìоäеëü строится в виäе сети типовых коне÷-
ных автоìатов, структура взаиìосвязей и состоя-
ние которых отражаþт ëоãику сëеäования и стаäиþ
выпоëнения необхоäиìых техноëоãи÷еских опера-
öий. При этоì выявëение äоступных äëя испоëне-
ния операöий осуществëяется по ìере о÷ереäности
заверøения преäыäущих (рис. 7), обеспе÷ивая воз-
ìожностü форìирования заäаний äëя интеëëекту-
аëüных автоноìных роботов, äействуþщих в со-
ставе ìуëüтиаãентной систеìы [3, 4, 34].
Уäобной форìой преäставëения такоãо роäа

сöенарных ìоäеëей явëяþтся ãрафы, узëы которых
ставятся в соответствие отäеëüныì операöияì иëи

этапаì, а äуãи опреäеëяþт требуеìый поряäок их
сëеäования.
В связи с этиì функöионаëüные возìожности ÷е-

ëовеко-ìаøинноãо интерфейса по обеспе÷ениþ
ввоäа всей совокупности исхоäных äанных äëя
постановки прикëаäной заäа÷и ãруппе автоноìных
роботов (а также посëеäуþщеãо контроëя за хоäоì
и резуëüтатаìи ее реøения) äоëжны преäусìатри-
ватü созäание сöенарных ãрафов с указаниеì пара-
ìетров выпоëнения необхоäиìых "техноëоãи÷е-
ских" операöий:

G = 〈(V, D), U〉, (1)

ãäе V = {vi/i = 1, 2, ..., n} — ìножество верøин, со-
ответствуþщих теì "техноëоãи÷ескиì" операöияì
иëи этапаì, выпоëнение которых обеспе÷ивает ре-
øение требуеìой прикëаäной заäа÷и;
D = {ti, pi, si/i = 1, 2, ..., n} — ìножество коìпëектов
äанных, ассоöиируеìых с верøинаìи ãрафа и ха-
рактеризуþщих иìена, наборы параìетров и статус
выпоëнения соответствуþщих "техноëоãи÷еских"
операöий иëи поäзаäа÷;
U = {uj/j = 1, 2, ..., m} — ìножество äуã связей ìежäу
верøинаìи, реãëаìентируþщих поряäок выпоëне-
ния соответствуþщих "техноëоãи÷еских" операöий.
В состав коìпëекта äанных, ассоöиируеìых с

кажäой из верøин сöенарноãо ãрафа (1), вкëþ÷а-
ется показатеëü статуса, выступаþщеãо в роëи ин-
äикатора текущеãо состояния техноëоãи÷еской
операöии:

si =

= (2)

В общеì сëу÷ае изìенение статуса техноëоãи-
÷еских операöий (2) осуществëяется на основе ин-
терпретаöии äанных, сообщаеìых автоноìныìи
аãентаìи по ìере их провеäения. Поëу÷енные зна-
÷ения показатеëя статуса позвоëяþт обеспе÷итü
обновëение текущеãо состояния сöенарной ìоäеëи,
испоëüзуеìой äëя пëанирования заäаний по вы-
поëнениþ поставëенной прикëаäной заäа÷и. В то же
вреìя ìаркировка соответствуþщих узëов сöенар-
ноãо ãрафа с у÷етоì показатеëей статуса обусëов-
ëивает возìожностü ãрафи÷ескоãо отображения
хоäа и резуëüтатов реаëизаöии форìируеìых пëа-
нов на ìониторе оператора.
В своþ о÷ереäü, такой эëеìент коìпëекта äан-

ных, как иìя (иëи иäентификатор типа) операöии,
не тоëüко опреäеëяет коìанäу на ее выпоëнение,
но и ìожет бытü испоëüзован как усëовие по вы-
бору соответствуþщеãо робота на этапе форìиро-
вания состава МАРС:

ti ∈ T R = { /k = 1, 2, ..., l},

Рис. 7. Выявление доступных для исполнения операций по мере
очередности завершения предыдущих на основе контроля за
выполнением поставленной прикладной задачи по установлен-
ному сценарию

0, есëи операöия не выпоëнена;
0,5, есëи операöия переäана на выпоëнение;
1, есëи операöия выпоëнена.

tk
R
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ãäе TR = , p = 1, 2, ..., q,  = { /y = 1, 2,

..., v} — ìножество иìен техноëоãи÷еских опера-
öий, потенöиаëüно выпоëняеìых роботоì p-ãо типа
и опреäеëяþщих еãо функöионаëüные возìожности.
Автоìатизаöия проöесса построения сöенарно-

ãо ãрафа с возìожностüþ указания параìетров вы-
поëнения отäеëüных операöий осуществëяется с
поìощüþ среäств ãрафи÷ескоãо и текстовоãо ре-
äактирования, вкëþ÷аеìых в состав ÷еëовеко-ìа-
øинноãо интерфейса äëя реаëизаöии режиìа опе-
ративной постановки прикëаäной заäа÷и ãруппе
роботов. При этоì интерактивный ввоä исхоäной
инфорìаöии сопровожäается запоëнениеì апри-
орно зарезервированноãо ìассива паìяти в соот-
ветствии с опреäеëенной структурой преäставëе-
ния äанных.
Такая структура, вариант которой привеäен на

рис. 8, äоëжна оäнозна÷но отражатü особенности
поставëенной прикëаäной заäа÷и, выступая в ка-
÷естве конструктивной основы äëя форìирования
ее сöенарной ìоäеëи.
Такиì образоì, сöенарная ìоäеëü прикëаäной

заäа÷и, созäаваеìая автоìати÷ески по исхоäныì
описанияì оператора, преäставëяет собой сетü ти-
повых коне÷ных автоìатов, ëоãика построения и
функöионирования которой позвоëяет обеспе÷итü
не тоëüко оперативный контроëü и пëанирование
хоäа и поряäка провеäения необхоäиìых техноëо-
ãи÷еских операöий, но и реøение вспоìоãатеëü-
ных вопросов по обоснованиþ ÷исëенности тре-
буеìых испоëнитеëей [3—5, 34].
Апробаöия преäëоженноãо поäхоäа к постро-

ениþ интеëëектуаëüноãо ÷еëовеко-ìаøинноãо ин-
терфейса в составе МАРС потребоваëа разработки
соответствуþщеãо коìпëекса проãраììно-инстру-
ìентаëüных среäств, функöионаëüная структура
котороãо вкëþ÷ает сëеäуþщие основные ìоäуëи
(рис. 9):
ввоäа/вывоäа ãрафи÷еской, текстовой и äруãих
виäов инфорìаöии с/на консоëи оператора;
форìирования сöенарной ìоäеëи прикëаäной
заäа÷и;
форìирования базы äанных по ìоäеëяì авто-
ноìных роботов;
выбора и оöенки ÷исëенности автоноìных аãен-
тов (вкëþ÷аеìых в состав МАРС äëя совìестноãо
выпоëнения поставëенной прикëаäной заäа÷и);
пëанирования äействий и распреäеëения заäа-
ний (в составе МАРС);
ìоäеëирования МАРС;
форìирования картоãрафи÷еской базы äанных;
интерпретаöии äанных о состоянии автоноìных
аãентов;
поäãотовки и обработки сообщений, переäавае-
ìых иëи поступаþщих по канаëаì беспровоä-
ной сетевой связи с автоноìныìи роботаìи при
выпоëнении поставëенной прикëаäной заäа÷и в
составе МАРС;

супервизора, обеспе÷иваþщеãо ëоãи÷еский конт-
роëü и äиспет÷еризаöиþ работы ìоäуëей в со-
ставе систеìы ÷еëовеко-ìаøинноãо интерфейса.
Сëеäует отìетитü, ÷то выбор и оöенка ÷исëен-

ности автоноìных роботов в составе ìуëüтиаãент-
ной ãруппировки, пëанирование öеëесообразных
äействий и распреäеëение заäаний по их выпоëне-
ниþ осуществëяþтся на основе соответствуþщих
аëãоритìов анаëиза сöенарной ìоäеëи поставëен-
ной прикëаäной заäа÷и [3—5, 34].
Поäсистеìа ìоäеëирования МАРС ìожет фор-

ìироватüся на основе испоëüзования разëи÷ных

U
p

T
Rp T

Rp ty
Rp

Рис. 9. Функциональная структура программно-алгоритмического
обеспечения человеко-машинного интерфейса в составе МАРС

Рис. 8. Структура представления данных, регламентирующих
постановку прикладной задачи в виде сценарного графа
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среäств разработки приëожений в обëасти трехìер-
ной ãрафики и виртуаëüной реаëüности, вкëþ÷ая
такие систеìы, как РобСим 5 [35, 36] иëи открытые
проãраììные бибëиотеки (и их расøирения) типа
OpenGL [38], OGRE [39] и т.ä. При этоì возìож-
ности поäсистеìы ìоäеëирования МАРС испоëü-
зуþтся в äвух öеëях:

äëя оперативной оöенки реаëизуеìости постав-
ëенной прикëаäной заäа÷и с у÷етоì выбранных
в ка÷естве испоëнитеëей автоноìных аãентов,
а также особенностей среäы и реëüефа ìестнос-
ти, отображаеìых в среäе виртуаëüной реаëü-
ности в соответствии с указанныì фраãìентоì
öифровой карты;
äëя контроëя äействий автоноìных аãентов в
хоäе их совìестноãо функöионирования при
выпоëнении поставëенной заäа÷и.
В посëеäнеì сëу÷ае ìоäеëирование МАРС осу-

ществëяется на основе теëеìетри÷еских äанных, пос-
тупаþщих по канаëаì беспровоäной сетевой связи и
характеризуþщих текущее состояние аãентов.
Поäсистеìа поäãотовки и обработки сообще-

ний обеспе÷ивает преобразование форìатов äан-
ных, переäаваеìых и приниìаеìых по канаëаì
беспровоäной сетевой связи с МАРС.
Поäсистеìа интерпретаöии äанных о состоянии

аãентов обеспе÷ивает обобщение и анаëиз посту-

паþщей инфорìаöии в öеëях форìирования объ-
ективной картины о функöионировании МАРС,
текущих резуëüтатах выпоëнения поставëенной
прикëаäной заäа÷и с у÷етоì изìенения статуса
техноëоãи÷еских операöий в хоäе их провеäения.
Опытная версия ÷еëовеко-ìаøинноãо интер-

фейса äëя постановки прикëаäных заäа÷ и контро-
ëя их выпоëнения ãруппой автоноìных роботов
проøëа тестовые испытания (рис. 10), поäтверäив
своþ работоспособностü и эффективностü на при-
ìерах виртуаëüноãо и натурноãо ìоäеëирования
МАРС разëи÷ных типов и назна÷ения [36, 37].

Заключение

Активизаöия поисковых иссëеäований, прово-
äиìых в России на протяжении ряäа посëеäних ëет
по теìатике ìуëüтиаãентных робототехни÷еских
систеì по иниöиативе отäеëüных нау÷ных коëëек-
тивов и орãанизаöий, позвоëиëа накопитü опреäе-
ëенный фунäаìентаëüный и прикëаäной заäеë, не-
обхоäиìый äëя äаëüнейøеãо развития äанной преä-
ìетной обëасти. Соответствуþщие резуëüтаты,
накопëенные в МИРЭА и äруãих нау÷ных öентрах
страны, связаны с разработкой ìетоäов и аëãорит-
ìов ãрупповоãо управëения роботаìи, пëанирова-
ния их öеëесообразноãо повеäения, оперативноãо
форìирования и распреäеëения заäаний, коопера-
тивноãо картоãрафирования, а также орãанизаöии
÷еëовеко-ìаøинноãо интерфейса. Поëу÷енные ре-
øения и приобретенный опыт преäставëяþт собой
объективные преäпосыëки äëя созäания ìакетных
и опытных образöов ìуëüтиаãентных робототехни-
÷еских систеì разëи÷ных типов и назна÷ения.
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The article provides an overview of tools and methods of man-machine interface for special types of robotic systems. It con-
tinues the series of previous publications on multi-robot systems that can provide a cooperative solution to the specified task.
Although most multi-robot systems research is centered around the problems of group control, it is obvious that the effectiveness
of such systems will be determined by the capabilities of man-machine interface designed to interact with them. In this article
we show the evolution of man-machine interfaces starting from manually controlled robots and finishing with autonomous ro-
bots. We also discuss a variety of approaches to implementation of such interfaces. From the analysis of modern interfaces func-
tional capabilities we offer the construction principles of man-machine interface for multi-agent robotic systems. These principles
are based on complex automatization of information preprocessing for a multi-robot systems at every stage of their operation;
intellectualization of decision-making process; software modularity and unification. The structure and composition of software
and algorithmic tools for multi-robot group's task description are justified including the systems responsible for information in-
put/output; task scenario model formation; agents number estimation; task planning; multi-robot system modelling; information
gathering and interpretation. Supervising software is presented that controls the coordinated functioning of man-machine in-
terface subsystems. The results of the simulation are given including the task scenario formation and its execution monitoring.
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Метаматериалы в бортовых беспроводных системах приема 
и преобразования СВЧ энергии мобильных автономных устройств

Введение

В настоящее вреìя зна÷итеëüный проãресс äо-
стиãнут в обëасти разработки ìноãо÷исëенных ав-
тоноìных ìобиëüных назеìных, воäных, возäуø-
ных и косìи÷еских устройств — роботов, ìикро-
роботов, беспиëотных ëетатеëüных и пëаваþщих
аппаратов, пико- и наноспутников, выпоëняþщих
разнообразные заäа÷и без присутствия ÷еëовека и
управëяеìых иì äистанöионно [1, 2]. Оäной из
труäнореøаеìых пробëеì остается энерãовоору-
женностü таких ìобиëüных автоноìных устройств,
опреäеëяþщая проäоëжитеëüностü функöиониро-
вания сëужебных и функöионаëüных бортовых ин-
форìаöионных и испоëнитеëüных систеì. Повы-
øение энерãовооруженности осуществëяþт äвуìя
путяìи: с оäной стороны, разрабатываþт новые
энерãоеìкие исто÷ники энерãии, с äруãой — совер-
øенствуþт бортовые систеìы приеìа и преобразо-
вания энерãии. Реаëизаöия посëеäних возìожна как
в провоäноì, так и в беспровоäноì испоëнении.
Беспровоäнуþ переäа÷у энерãии реаëизуþт на не-
скоëüких принöипах — ëазерныì изëу÷ениеì,
эëектроìаãнитной инäукöией, СВЧ изëу÷ениеì.
В настоящей работе рассìотрены пути соверøен-
ствования бортовых беспровоäных систеì приеìа
и преобразования СВЧ энерãии ìобиëüных авто-

ноìных устройств за с÷ет приìенения ìетаìате-
риаëов. Как известно, ìетаìатериаë — коìпозитный
äиэëектри÷еский ìатериаë, вкëþ÷аþщий реãуëяр-
нуþ периоäи÷ескуþ структуру 2D иëи 3D, напри-
ìер коëüöевых разрезных резонаторов (КРР), про-
явëяþщий эëектроìаãнитные свойства, отëи÷ные
от изотропноãо ìатериаëа той же прироäы (отри-
öатеëüные относитеëüная äиэëектри÷еская и/иëи
ìаãнитная прониöаеìости) [17]. При этоì ãеоìет-
ри÷еские разìеры, а зна÷ит, и ìассоãабаритные ха-
рактеристики функöионаëüных эëеìентов, выпоë-
ненных на основе ìетаìатериаëа, ìенüøе по сравне-
ниþ с функöионаëüныìи анаëоãаìи, выпоëненныìи
по траäиöионныì техноëоãияì. В связи с этиì
приìенение новых техноëоãий с испоëüзованиеì
ìетаìатериаëов в бортовых беспровоäных систеìах
приеìа и преобразования СВЧ энерãии ìобиëüных
автоноìных устройств позвоëяет наäеятüся на сни-
жение ìассоãабаритных характеристик без ухуäøе-
ния их функöионаëüных характеристик.
Цеëüþ работы явëяется оöенка возìожностей

соверøенствования бортовых беспровоäных систеì
приеìа и преобразования СВЧ энерãии ìобиëüных
автоноìных устройств за с÷ет приìенения ìетаìа-
териаëов.

Проведен анализ структурной схемы бортовой аппаратуры приема и преобразования СВЧ энергии мобильных автономных
устройств. Показано, что элементами, в составе которых могут применяться метаматериалы в бортовой аппаратуре, яв-
ляются антенна (ректенна) и фильтр высоких гармоник. Показана целесообразность применения метаматериалов в составе
ректенн: число каналов передачи энергии сокращается до двух раз, что приводит к пропорциональному уменьшению массы при-
емной части. Проанализирована возможность применения в качестве фильтра высоких гармоник фильтров на основе интег-
рированных в подложку волноводов с метаматериалами, основным преимуществом которых являются небольшие размеры,
стоимость, простота в изготовлении и возможность интеграции с другими элементами цепи, выполненными по планарной
технологии. Уменьшение массогабаритных характеристик бортовой аппаратуры приема и преобразования СВЧ энергии свя-
зано с применением микроэлектронных, микромашинных технологий и технологией печатных плат, а также с реализацией из-
лучателей ректенн, согласующих цепей и фильтров высоких гармоник в едином конструктивно-технологическом варианте.
Ключевые слова: метаматериал, ректенна, интегрированный в подложку волновод (SIW), мобильные автономные уст-

ройства, микроробот, беспилотный летательный аппарат, пико- и наноспутник
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Анализ структурной схемы
бортовой аппаратуры приема и преобразования
СВЧ энергии мобильных автономных устройств

Оäин из возìожных вариантов структурной схе-
ìы бортовой аппаратуры приеìа и преобразования
энерãии преäставëен на рис. 1 [3, 6]. Бортовая ап-
паратура приеìа и преобразования энерãии вкëþ-
÷ает в себя приеìные изëу÷атеëи (И), соãëасуþ-
щие öепи (СЦ), вентиëüные бëоки (ВБ), фиëüтры
ãарìоник (ФГ), сãëаживаþщие фиëüтры (СФ) и
суììатор (Σ). Приеìные изëу÷атеëи обы÷но преä-
ставëяþт собой сëабонаправëенные антенны в по-
ëосковоì испоëнении и обеспе÷иваþт приеì паäаþ-
щеãо СВЧ изëу÷ения. Дëя соãëасования выхоäных
сопротивëений изëу÷атеëей и вхоäных сопротив-
ëений посëеäуþщих узëов испоëüзуþтся соãëасуþ-
щие öепи. СВЧ коëебания с выхоäов соãëасуþщих
öепей ÷ерез фиëüтры ãарìоник поäаþтся на вен-
тиëüные бëоки. Кажäый вентиëüный бëок, буäу÷и
неëинейныì устройствоì, при попаäании на еãо
вхоä ãарìони÷еских коëебаний порожäает высøие
ãарìоники с ÷астотаìи, кратныìи ÷астоте посту-
паþщих коëебаний. Дëя преäотвращения переиз-
ëу÷ения ÷ерез изëу÷атеëи отраженных от вентиëü-
ных бëоков воëн, порожäаеìых высøиìи ãарìо-
никаìи, в свобоäное пространство испоëüзуþтся
фиëüтры ãарìоник, преäставëяþщие собой поëо-
совые СВЧ фиëüтры с поëосой пропускания, обес-
пе÷иваþщей свобоäное прохожäение СВЧ коëеба-
ний, поäаваеìых на вхоä вентиëüноãо бëока, и
препятствуþщей прохожäениþ в сторону изëу÷а-
теëей паразитных воëн с кратныìи ÷астотаìи.
СВЧ коëебания на вхоäе вентиëüных бëоков пре-
образуþтся в пуëüсируþщее знакопостоянное напря-
жение. Посëе сãëаживания пуëüсаöий в сãëажи-
ваþщих фиëüтрах токи на выхоäе кажäоãо приеì-
ноãо канаëа суììируþтся в суììаторе и поäаþтся
в бортовуþ öепü питания.
Как виäно из структурной схеìы аппаратуры

приеìа и преобразования энерãии, ëинейныìи ре-
зонансныìи эëеìентаìи, работаþщиìи на высо-
кой ÷астоте, в составе которых ìоãут приìенятüся
ìетаìатериаëы, явëяþтся изëу÷атеëи и фиëüтры
ãарìоник. Как уже быëо упоìянуто выøе, ìетаìа-
териаë — коìпозиöионный ìатериаë, свойства
котороãо обусëовëены не стоëüко свойстваìи со-

ставëяþщих еãо эëеìентов, скоëüко искусственно
созäанной периоäи÷еской структурой из ìакро-
скопи÷еских эëеìентов, обëаäаþщих произвоëü-
ныìи разìераìи и форìой [17].
Ниже преäставëен анаëиз возìожностей и эф-

фективностü приìенения ìетаìатериаëов äëя этих
конструктивных эëеìентов.

Антенна аппаратуры
приема и преобразования СВЧ энергии

При äистанöионной переäа÷е энерãии ìощностü
сиãнаëа, принятая приеìной антенной, в отсутст-
вие потерü опреäеëяется соотноøениеì

Рпр = , (1)

ãäе Рпер — ìощностü переäат÷ика; Gпер — коэффи-
öиент усиëения переäаþщей антенны; Sпр — эффек-
тивная пëощаäü приеìной антенны; r — расстоя-
ние ìежäу антеннаìи [4]. При этоì äëина воëны,
коэффиöиент усиëения и эффективная пëощаäü
антенны связаны сëеäуþщиì соотноøениеì:

G = , (2)

ãäе λ — äëина воëны; S — эффективная пëощаäü
антенны [4].
Такиì образоì, äëя увеëи÷ения ìощности, пе-

реäаваеìой äистанöионно, необхоäиìо повыøатü
ìощностü переäат÷ика, эффективнуþ пëощаäü
приеìной антенны (за с÷ет увеëи÷ения ãабаритных
разìеров) и коэффиöиент усиëения переäаþщей
антенны (за с÷ет увеëи÷ения рабо÷ей ÷астоты и ãа-
баритных разìеров). Рост ÷астоты и ìощности пе-
реäат÷ика поìиìо увеëи÷ения переäаваеìой ìощ-
ности веäет к увеëи÷ениþ еãо разìеров и усëожне-
ниþ конструкöии. С увеëи÷ениеì ÷астоты растут
поãëощение раäиовоëн в атìосфере и äопоëнитеëü-
ное рассеивание в атìосферных осаäках. В сиëü-
ный äожäü потери на ÷астоте 30 ГГö на расстоянии
100 ì оставëяþт окоëо 0,5 äБ (11 %) [5]. Такиì об-
разоì, раöионаëüно испоëüзоватü äëя переäа÷и
энерãии коротковоëновуþ ÷астü сантиìетровоãо
äиапазона, т.е. ÷астоту прибëизитеëüно 20 ГГö. На
рис. 2 показана зависиìостü приниìаеìой ìощности
от отноøения эффективной пëощаäи приеìной
антенны к äëине воëны, расс÷итанной с поìощüþ
соотноøения (1) на ÷астоте 20 ГГö при расстоянии
ìежäу приеìной и переäаþщей антеннаìи 100 ì,
коэффиöиенте усиëения переäаþщей антенны 50 äБ
и ìощности переäат÷ика 1000 Вт. Как виäно из
рис. 2, äëя тоãо ÷тобы переäатü при таких усëовиях
приеìнику ìощностü 20...200 Вт, эффективная
пëощаäü приеìной антенны äоëжна составëятü
113...1117 кваäратных äëин воëн. Эта пëощаäü со-
ответствует антенноìу поëотну с попере÷ныìи
разìераìи в äесятки äëин воëн. В СВЧ энерãетике
äëя поëу÷ения поëотен таких разìеров обы÷но ис-

Рис. 1. Структурная схема аппаратуры приема и преобразова-
теля энергии [3, 6]

PперGперSпр
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поëüзуþтся реøетки ректенн (рис. 3) — ìассивы
сëабонаправëенных изëу÷атеëей, наãруженных на
выпряìитеëи, т.е. ректенна преäставëяет собой ан-
тенну, конструктивно совìещеннуþ с выпряìи-
теëüныì бëокоì [6].
Кажäая ректенна приниìает энерãиþ независиìо,

при этоì суììирование энерãии посëе приеìа осу-
ществëяется по постоянноìу току посëе выпряì-
ëения. Поìиìо увеëи÷ения приниìаеìой ìощ-
ности такая схеìа также обеспе÷ивает сëабуþ за-
висиìостü эффективности приеìника от уãëа
паäаþщеãо изëу÷ения.
Дëя снижения ìассы бортовой аппаратуры

приеìа и преобразования энерãии возìожно при-
ìенение ìетаìатериаëов в приеìной антенне. Как
показано в работах [7, 8], разìещение ìетаìате-
риаëов наä антенной позвоëяет увеëи÷итü ее на-
правëенностü. На рис. 4 показаны изëу÷атеëи в ви-
äе поëосковой антенны и поëосковой антенны с
распоëоженныì наä ней ìетаìатериаëоì [8].
Поëе антенны, преäставëенной на рис. 3, äоëжно

уäовëетворятü систеìе уравнений Максвеëëа (3)—(6):

rotE = – ; (3)

rotH = ; (4)

divD = 0; (5)

divB = 0, (6)

ãäе E — вектор напряженности эëектри÷ескоãо поëя;
H — вектор напряженности ìаãнитноãо поëя; B —
вектор ìаãнитной инäукöии; D — вектор эëектри-
÷еской инäукöии.
Исто÷никоì возбужäения явëяется коаксиаëü-

ная ëиния с воëновыì сопротивëениеì 50 Оì.
Кроìе тоãо, искоìые поëя äоëжны уäовëетворятü
ãрани÷ныì усëовияì: на поверхности äиэëектри-
ков танãенöиаëüные составëяþщие векторов E и Н
äоëжны бытü непрерывны, на поверхности ìетаë-
ëов äоëжно выпоëнятüся усëовие равенства тан-
ãенöиаëüных составëяþщих вектора E нуëþ, усëо-
вие коне÷ности энерãии в обëасти острых кроìок,
а также усëовие изëу÷ения

R  = 0, (7)

ãäе u = E иëи u = H; i — ìниìая еäиниöа; k — воë-
новое ÷исëо; R — расстояние от антенны äо то÷ки
набëþäения.
Реøение поставëенной заäа÷и выпоëняëи ìето-

äоì коне÷ных разностей в ÷астотной обëасти в среäе
CST MWS [18]. Поëу÷ены äиаãраììы направëен-
ности, отображаþщие норìированнуþ ìощностü:

Fп(θ) = ,

ãäе F(θ) — зависиìостü ìощности изëу÷ения от уã-
ëовоãо направëения (θ, °); Fmax — ìаксиìуì изëу-
÷аеìой ìощности.
Диаãраììы направëенности оäино÷ной поëоско-

вой антенны и поëосковой антенны поä ìетаìате-
риаëоì преäставëены на рис. 5 и 6 соответственно.
При этоì происхоäит сужение ãëавноãо ìакси-

ìуìа äиаãраììы направëенности в 2,2 раза и уве-
ëи÷ение коэффиöиента усиëения на 3 äБ (при этоì
пëощаäü эквиваëентной апертуры антенны увеëи-
÷ивается в äва раза). Асиììетрия äиаãраììы на-
правëенности на рис. 6 объясняется вëияниеì
асиììетрии запитки поëосковой антенны. При
разìещении таких антенн в составе поëотна воз-
ìожно увеëи÷ение øаãа реøетки по анаëоãии с ан-
тенныìи реøеткаìи направëенных изëу÷атеëей,
приìеняеìых в раäиосвязи. Приìенение поëотна
ректенн с ìетаìатериаëаìи не позвоëяет äобитüся
сокращения ëинейных разìеров поëотна при со-

Рис. 2. Зависимость принимаемой мощности от отношения эф-
фективной площади приемной антенны к квадрату длины волны

Рис. 3. Приемная антенна в виде полотна рек-
тенн [6]

Рис. 4. Полосковая антенна (а), полосковая антенна с метаматериалом (б), мета-
материал на основе КРР (в)
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хранении приниìаеìой ìощности, оäнако общее
÷исëо ректенн и, соответственно, приеìных кана-
ëов уìенüøится прибëизитеëüно äо äвух раз. Такиì
образоì, при приìенении ìетаìатериаëов в соста-
ве ректенн возìожно уìенüøение ÷исëа канаëов
äо äвух раз, ÷то привоäит к пропорöионаëüноìу
уìенüøениþ ìассы приеìной ÷асти.

Фильтр высоких гармоник

В посëеäние ãоäы активно развивается техноëоãия
интеãрированных в поäëожку воëновоäов Substrate
Integrated Waveguide (SIW), основанная на приеìах
пëанарной и ìикроìаøинной техноëоãий, техно-
ëоãий ìноãосëойных пе÷атных пëат и функöионаëü-
ных СВЧ устройств. Иссëеäованияìи и разработ-
каìи фиëüтров заниìаþтся в университетах Китая
(Sichuan University), Ирана (Iran University of
Science and Technology), Канаäы (University of
Victoria), Инäии (Arni University), Аëжира (Uni-
versite´ de Tlemcen), США (Texas A & M University),
аãрессивнуþ патентнуþ поëитику провоäит Sony
Corp. В России систеìати÷ескиìи разработкаìи и
иссëеäованияìи в обëасти фиëüтров заниìается
ãруппа В. В. Зеìëякова (ЮФУ) [9]. К настоящеìу
вреìени SIW-коìпоненты приìеняþт в разëи÷-
ных СВЧ öепях [10]. Успеøно реаëизованы ìно-
жество пассивных СВЧ коìпонентов и устройств,
таких как антенны [11], направëенные ответвитеëи
[12], äипëексеры [13], фазовращатеëи [14].

Конструктивно интеãрированный в поäëожку
воëновоä преäставëяет собой ìетаëëизированнуþ
с обеих сторон äиэëектри÷ескуþ поäëожку, со
сфорìированныìи в ней распоëоженныìи в заäан-
ноì поряäке ìетаëëи÷ескиìи öиëинäраìи заäан-
ноãо äиаìетра с низкиì эëектри÷ескиì сопротивëе-
ниеì, при этоì на оäной из поверхностей поäëожки
выпоëнен топоëоãи÷еский рисунок, обеспе÷иваþ-
щий вхоä и выхоä СВЧ сиãнаëа. От заäанных ÷ас-
тотных характеристик и äобротности зависят как
конфиãураöия топоëоãи÷ескоãо рисунка, взаиìное
распоëожение ìетаëëизированных сквозных от-
верстий, их попере÷ные разìеры, øаã, откëонение
от öиëинäри÷еской форìы, так и выбор ìатериаëа
поäëожки (рис. 7).
Рассìатриваеìые интеãрированные в поäëожку

воëновоäы ìожно с некоторыì äопущениеì от-
нести к ìетаìатериаëаì, поскоëüку это безусëовно
пространственно-неоäнороäные коìпозиöионные
3D-структуры, проявëяþщие резонансные свойства
за с÷ет инкорпированных в теëо äиэëектрика ìе-
таëëизированных сквозных отверстий, распоëожен-
ных с опреäеëенныì øаãоì. Вряä ëи сëеäует жäатü
проявëения свойств отриöатеëüных относитеëüных
äиэëектри÷еской и ìаãнитной прониöаеìостей от
такой структуры. В боëüøинстве сëу÷аев ìоäеëи-
рование базируется на хороøо известных ìоäеëях
прохожäения эëектроìаãнитноãо изëу÷ения ÷ерез
пëоский воëновоä, оãрани÷енный резонансной
обëастüþ.
В работе [15] преäставëены резуëüтаты ÷исëен-

ноãо ìоäеëирования фиëüтров, функöионируþщих
на ÷астоте 8...13 ГГö и соäержащих сфорìирован-
ные КРР на поäëожках РТ/Duroid 5880. Показано,
÷то поëоса пропускания фиëüтра, соäержащеãо па-
ру КРР, составëяет прибëизитеëüно 456 МГö на
резонансной ÷астоте 9,17 ГГö. Показано вëияние
÷исëа и конфиãураöии КРР в топоëоãии фиëüтра
на S-параìетры фиëüтра (рис. 8).
Приìероì ìожет также сëужитü фиëüтр, преä-

ëоженный в работе [16] äëя Ku-äиапазона, кото-
рый ìожет бытü реаëизован äëя разëи÷ных СВЧ
÷астот на поäëожках с низкиìи потеряìи. Разìеры
фиëüтра составëяþт 50 × 10 ìì, потери — ìенее 2 äБ
в поëосе. Фиëüтр расс÷итан äëя ëаìината
RT/Duroid 5880 и äеìонстрирует äобротностü при-
бëизитеëüно 150 на ÷астоте 18,3 ГГö.

Рис. 6. Расчетная диаграмма направленности полосковой ан-
тенны под метаматериалом [7]

Рис. 5. Расчетная диаграмма направленности одиночной полос-
ковой антенны [6]

Рис. 7. Типичная конструкция фильтра на основе интегриро-
ванного в подложку волновода:
а — виä сверху на топоëоãи÷еский рисунок; б — попере÷ное
се÷ение
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Такиì образоì, основныì преиìу-
ществоì конструкöии фиëüтров на
основе интеãрированных в поäëожку
воëновоäов явëяþтся низкие разìеры
и стоиìостü, простота в изãотовëении и
возìожностü интеãраöии с äруãиìи
эëеìентаìи öепи. Реаëисти÷ной преä-
ставëяется реаëизаöия изëу÷атеëей
ректенн, соãëасуþщих öепей и фиëüт-
ров высоких ãарìоник в еäиноì кон-
структивно-техноëоãи÷ескоì вариан-
те, выпоëненноì по совìещенныì
пëанарныì техноëоãияì ìикроэëект-
роники, ìикроìаøинныì техноëо-
ãияì и техноëоãияì пе÷атных пëат.

Заключение

Провеäен анаëиз структурной схе-
ìы бортовой аппаратуры приеìа и пре-
образования СВЧ энерãии. Показано,
÷то эëеìентаìи, в ка÷естве которых
ìоãут приìенятüся ìетаìатериаëы в
бортовой аппаратуре, явëяþтся изëу÷а-
теëи ректенн и фиëüтры высоких ãар-
ìоник. При приìенении ìетаìате-
риаëов в составе ректенн возìожно
сокращение ÷исëа канаëов переäа÷и
энерãии äо äвух раз, ÷то привоäит к
пропорöионаëüноìу уìенüøениþ ìас-
сы приеìной ÷асти. Проанаëизирована возìож-
ностü приìенения в ка÷естве фиëüтра высоких
ãарìоник фиëüтра на основе интеãрированноãо в
поäëожку воëновоäа, основныì преиìуществоì
котороãо явëяþтся низкие разìеры и стоиìостü,
простота в изãотовëении и возìожностü интеãра-
öии с äруãиìи эëеìентаìи öепи, выпоëненныìи по
пëанарной техноëоãии. Показано, ÷то уìенüøение
ìассоãабаритных характеристик бортовой аппара-
туры приеìа и преобразования СВЧ энерãии на-
пряìуþ связано с реаëизаöией изëу÷атеëей ректенн,
соãëасуþщих öепей и фиëüтров высоких ãарìоник
в еäиноì конструктивно-техноëоãи÷ескоì вариан-
те, выпоëненноì по совìещенныì пëанарныì
техноëоãияì ìикроэëектроники, ìикроìаøин-
ныì техноëоãияì и техноëоãияì пе÷атных пëат.
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Significant progress has been recently achieved in the field of development of numerous autonomous mobile ground, water,
air and space device-robots, micro robots, unmanned aerial and floating vehicles, pico- and nanosatellites, which perform di-
verse tasks without human presence and are remote controlled by people. The power loading of such mobile autonomous devices
determining the duration of functioning of the service and functional onboard informational and control systems remains one
of the intractable problems. The work analyzes the structure scheme of the onboard equipment for reception and conversion
of the microwave energy of the mobile autonomous devices. It demonstrates that the elements, which as metamaterials can be
used in the onboard equipment, are emitters of rectenna and high harmonic filters. The use of the microelectronic and mi-
cromachinery technologies, metamaterials as a part of rectenna and filters based on the substrate waveguides integrated, allows
us to halve the amount of the energy transfer canals and dramatically decrease the mass characteristic of the reception equip-
ment and conversion of the microwave energy mobile autonomous devices in comparison with the analogues.
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Анализ системы фазовой автоподстройки
с квадратурными каналами при наличии аддитивных 

гармонических помех и широкополосного шума методом кумулянтов

Введение

Вопросы анаëиза статисти÷еских характеристик
систеì раäиоавтоìатики, в ÷астности фазовой ав-
топоäстройки (ФАП), относятся к кëасси÷ескиì
заäа÷аì статисти÷еской раäиотехники.
Оäной из øироко приìеняеìых прибëиженных

анаëити÷еских проöеäур иссëеäования статисти÷е-
ских характеристик ФАП наряäу с ìетоäоì усреä-
нения и статисти÷еской ëинеаризаöией явëяется
ìетоä куìуëянтов [1—4]. Наприìер, в работе [4]
быëа реøена заäа÷а анаëиза ìетоäоì куìуëянтов в
норìаëüноì прибëижении кëасси÷еской ФАП
произвоëüноãо поряäка.
ФАП с фазокваäратурныì коëüöоì сëежения

быëа преäëожена Джоноì Костасоì еще в 50-х ãоäах
проøëоãо века [5, 6], оäнако несìотря на это она
изу÷ена неäостато÷но поëно. В äаëüнейøеì äан-
нуþ систеìу буäеì называтü просто систеìой Кос-
таса. В настоящее вреìя äанная систеìа раäио-
автоìатики нахоäит øирокое практи÷еское приìе-
нение в теëекоììуникаöионных устройствах,
систеìах ãëобаëüноãо позиöионирования (GPS,
ГЛОНАСС), ìеäиöинских иìпëантах, систеìах
ìобиëüной связи. В отëи÷ие от кëасси÷еской ФАП
систеìа Костаса оäновреìенно реøает заäа÷и вос-
становëения поäавëенной несущей и äеìоäуëяöии
вхоäноãо сиãнаëа [7—11].
Сëеäует упоìянутü ряä неäавних работ, посвя-

щенных ìатеìати÷ескиì ìоäеëяì äетерìинирован-
ной схеìы Костаса [12], возäействиþ ãарìони÷еских
поìех на äетерìинированные систеìы синхрони-
заöии [13], вопросаì иìитаöионноãо ìоäеëирова-
ния систеìы Костаса при наëи÷ии øирокопоëос-
ных сëу÷айных поìех (беëоãо øуìа) [14, 15]. При
этоì как в указанных работах, так и в боëüøинстве
äруãих иссëеäуется сëу÷ай, коãäа фиëüтры нижних
÷астот контура реãуëирования иìеþт äостато÷но
øирокуþ поëосу пропускания, при этоì эффектоì

искажения форìы иìпуëüсов поëезноãо сиãнаëа
ìожно пренебре÷ü.
Построиì ìарковскуþ ìоäеëü указанной ФАП,

у÷итываþщуþ эффект искажения форì иìпуëüсов
поëезноãо сиãнаëа, äействуþщеãо на фоне аääитив-
ной сìести беëоãо øуìа и ãарìони÷еской поìехи.
Провеäеì анаëиз систеìы ìетоäоì куìуëянтов в
норìаëüноì прибëижении. Сравниì поëу÷енные
резуëüтаты с äанныìи иìитаöионноãо ìоäеëиро-
вания с испоëüзованиеì исхоäной ìоäеëи и äан-
ныìи анаëиза ëинеаризованной ìоäеëи, поëу÷ен-
ныìи, сëеäуя поäхоäаì, изëоженныì в работе [17].

Особенности системы

Кëасси÷еская функöионаëüная схеìа ФАП с
фазокваäратурныì коëüöоì сëежения привеäена
на рис. 1. Контур реãуëирования äанной схеìы со-
стоит из äвух канаëов — синфазноãо и кваäратур-
ноãо. Коëебание с ìестноãо управëяеìоãо ãенера-
тора (УГ) прикëаäывается к вхоäаì фазовых äетек-
торов (ФД), которые на схеìе преäставëены как
уìножитеëи. Переä поступëениеì на ФД в синфаз-
ноì канаëе фаза коëебания с выхоäа УГ повора÷и-

Представлена марковская математическая модель системы фазовой автоподстройки частоты с квадратурными кана-
лами (система Костаса) при одновременном воздействии аддитивных гармонических помех и белого гауссовского шума в форме
стохастических дифференциальных уравнений, учитывающая влияние низкочастотных фильтров в контуре регулирования на
форму импульсов полезного сигнала. Представлен анализ системы методом кумулянтов в нормальном приближении. Проведено
сравнение статистических характеристик сигнала ошибки, полученных методом кумулянтов и в линейном приближении.
Ключевые слова: фазовая автоподстройка частоты, система Костаса, фазоквадратурное кольцо, восстановление несу-
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Рис. 1. Функциональная схема петли Костас
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вается на 90°. На äруãие вхоäы ФД поступает сиãнаë
с äвухпозиöионной фазовой ìанипуëяöией (ФМ2),
с ÷астотой котороãо необхоäиìо синхронизиро-
ватü ÷астоту УГ. Важной особенностüþ äанной
ФАП явëяется возìожностü сëежения за öентраëü-
ной ÷астотой вхоäноãо сиãнаëа, которая быëа по-
äавëена всëеäствие приìенения ìоäуëяöии.
Коëебания с выхоäов ФД фиëüтруþтся с по-

ìощüþ низко÷астотных фиëüтров ФНЧ1 и ФНЧ2
и переìножаþтся в третüеì ФД. Сиãнаë с выхоäа
äанноãо äетектора пропускаþт ÷ерез третий низко-
÷астотный фиëüтр ФНЧ3 äëя поäавëения øуìов и
высоко÷астотных составëяþщих. Напряжение с
выхоäа ФНЧ3 приìеняется äëя реãуëирования
÷астоты УГ такиì образоì, ÷тобы она совпаäаëа с
÷астотой вхоäноãо сиãнаëа.
Проöесс управëения привоäит к тоìу, ÷то сиã-

наë в синфазноì канаëе ìаксиìаëüно усиëивается,
а в кваäратурноì — поäавëяется. Заìетиì также,
÷то коëебание на выхоäе ФНЧ1 в синфазноì ка-
наëе соответствует инфорìаöионноìу сообщениþ,
переäаваеìоìу с поìощüþ ФМ2 сиãнаëа. Такиì
образоì, äанная систеìа не тоëüко синхронизиру-
ет ÷астоту УГ с ÷астотой вхоäноãо сиãнаëа, но и
выступает в роëи äеìоäуëятора.

Математическая модель системы

Построиì ìатеìати÷ескуþ ìоäеëü рассìатри-
ваеìой систеìы в усëовиях возäействия наряäу с
поëезныì сиãнаëоì äетерìинированной поìехи и
аääитивноãо øуìа.
Вхоäной сиãнаë систеìы Костаса преäставëяет

собой сìесü сиãнаëа с äвухпозиöионной фазовой
ìанипуëяöией (ФМ2) sc(t), äетерìинированной по-
ìехи sп(t) и беëоãо ãауссовскоãо øуìа υ(t):

sвх(t) = sc(t) + sп(t) + υ(t).

Буäеì с÷итатü, ÷то поëезный ФМ2 сиãнаë и по-
ìеха иìеþт виä

sc(t) = AcM(t)sin(ω0t + θc(t));

sп(t) = Aпi(t)sin[ω0t + θпi(t)],

ãäе Ac(t) и Aпi(t) — законы изìенения оãи-
баþщей сиãнаëа и поìехи, обы÷но ìеäëенно из-
ìеняþщейся по сравнениþ с коëебаниеì ÷астоты
ω0; θc(t) и θпi(t) — законы изìенения фазы сиãнаëа
и поìехи; M(t) — инфорìаöионная посëеäоватеëü-
ностü (теëеãрафный сиãнаë, приниìаþщий зна÷е-
ния ±1).
Аääитивный øуì υ(t) преäставиì в виäе

υ(t) = υc(t)cos(ω0t) – υs(t)sin(ω0t),

ãäе υc(t) и υs(t) — некоторые сëу÷айные проöессы,
которые буäеì с÷итатü независиìыìи и ãауссов-
скиìи.

Поскоëüку посëе переìножитеëей нахоäятся
ФНЧ, которые поäавëяþт ãарìоники ÷астоты 2ω0,
то коëебание на выхоäе переìножитеëя в кваäра-
турноì канаëе (верхнеãо на рис. 1) при rc(t) =
= Aãcos(ω0t + θã(t)) прибëиженно ìожно запи-
сатü в виäе

α(t) = Aã AcM(t)sin(θc – θã) +

+ Aпisin(θпi – θã) + υccosθã + υssinθã ,

а на выхоäе переìножитеëя в синфазноì канаëе

при rs(t) = Aãsin(ω0t + θã(t)) — в виäе

β(t) = Aã AcM(t)cos(θc – θã) +

+ Aпicos(θпi – θã) + υcsinθã – υscosθã .

Ввеäеì сëеäуþщие обозна÷ения:

ϕ(t) = θc(t) – θã(t);

εi(t) = ; Δi(t) = θпi(t) = θпi(t) – θc(t);

h1(ϕ, t) = M(t)sinϕ + εi(t)sin(Δi + ϕ);

h2(ϕ, t) = M(t)cosϕ + εi(t)cos(Δi + ϕ);

υ1(t) = [υccos(θc – ϕ) + υssin(θc – ϕ);

υ2(t) = [υcsin(θc – ϕ) – υscos(θc – ϕ)].

Тоãäа поëу÷иì, ÷то

α(t) = AãAc (t); β(t) = AãAc (t),

ãäе (t) = [h1(ϕ, t) + υ1(t)]; (t) = [h2(ϕ, t) + υ2(t)].
Буäеì с÷итатü, ÷то переäато÷ные функöии

фиëüтров ФНЧ1 и ФНЧ2 совпаäаþт и равны H(s).
Переäато÷ная функöия фиëüтра ФНЧ3 равна F(s).
Пустü рассìатриваеìые переäато÷ные функöии
фиëüтров явëяþтся äробно-раöионаëüныìи:

H(s) = ;

F(s) = ,

ãäе n1 m n2; m1 m m2.
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Буäеì рассìатриватü сëу÷ай n1 = n2 = n и
m1 = m2 = m. Перейти к сëу÷аþ n1 < n2 ìожно
просто, приняв An = An – 1 = ... =  = 0 (ана-
ëоãи÷но и äëя сëу÷ая m1 < m2). Тоãäа коëебания на
выхоäе фиëüтров ФНЧ1 и ФНЧ2 ìожно записатü
в форìе

ξ(t) = H(p)α(t); η(t) = H(p)β(t),

а коëебание на выхоäе фиëüтра ФНЧ3 преäставитü
в виäе

γ(t) = F(p)[ξ(t)η(t)].

Буäеì с÷итатü, ÷то фаза θã(t) коëебания пере-
страиваеìоãо ãенератора связана с управëяþщиì
напряжениеì γ(t) зависиìостüþ

 = kãγ(t),

ãäе kã — некоторый постоянный коэффиöиент.

В этоì сëу÷ае поëу÷аеì

 =  –  =  – kãγ(t).

В итоãе поëу÷аеì систеìу äифференöиаëüных
уравнений, описываþщуþ работу систеìы:

(1)

ãäе  = ξ/(AãAc);  = η/(AãAc);  = γ/(AãAc)
2;

K = kã(AãAc)
2.

В äаëüнейøеì буäеì с÷итатü, ÷то An = 0. Рас-
сìотриì сëу÷ай, коãäа кваäратурные составëяþ-
щие υc(t) и υs(t) преäставëяþт собой ãауссовские
независиìые беëые øуìы с äвусторонней спект-
раëüной пëотностüþ ìощности N0/2. Тоãäа систе-
ìу уравнений (1) ìожно записатü в норìаëüной
форìе в виäе

dXi = mi(X, t)dt + σi1(X, t)dω1 + σi2(X, t)dω2, (2)

ãäе

N = 2n + m + 1; X = [X1, X2, ..., XN]т;

mi(X, t) = Xi + 1 + qih1(XN, t) при i = ;

mi(X, t) = Bl – 1Xl + qnh1(XN, t) при i = n;

mi(X, t) = Xi + 1 + qi – nh2(XN, t) при i = ;

mi(X, t) = Bl – n – 1Xl + qnh2(XN, t) при i = 2n;

mi(X, t) = Xi + 1 + gi – 2nX1Xn + 1

при i = ;

mi(X, t) = Dl – 2n – 1Xl + gmX1Xn + 1

при i = 2n + m;

mi(X, t) =  – K[X2n + 1 + g0X1Xn + 1] при i = N;

σi1(X, t) = qi  при i = ;

σi1(X, t) = 0 при i = ;

σi2(X, t) = 0 при i = ;

σi2(X, t) = qi – n  при i = ;

σi2(X, t) = 0 при i = ;

X1 =  – q0 ; Xn + 1 =  – q0 ;

X2n + 1 =  – g0[ ]; XN = ϕ;

q0 = An; g0 = Cm;

qk = An – k – Bn – k + hqh ;

gk = Cm – k – Dm – k + hqh .

Наприìер, рассìотриì сëу÷ай, коãäа в ка÷естве
фиëüтров нижних ÷астот испоëüзуþтся интеãри-
руþщие фиëüтры с постоянныìи вреìени T1 и T2,
и äетерìинированная поìеха явëяется ãарìони÷е-
скиì сиãнаëоì:

sп( ) = Aпsin[ω0  + θп( )];

H(s) = ; F(s) = .

Зäесü и в äаëüнейøеì буäеì с÷итатü, ÷то Ac = const,
Aп = const, и фаза сиãнаëа и äетерìинированной
поìехи иìеþт виä

θc( ) = Ωc  + ϕc; θп( ) = Ωп  + ϕп;

ΔΩ = Ωп – Ωc; ϕ1 = ϕп – ϕс,

ãäе Ωc и Ωп — на÷аëüные расстройки по ÷астоте
сиãнаëа и поìехи относитеëüно ÷астоты управëяе-
ìоãо ãенератора; ϕс и ϕп — на÷аëüные фазы сиã-
наëа и поìехи.
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В этоì сëу÷ае n = 1, m = 1 и N = 4. Расс÷итывая
коэффиöиенты систеìы (2), поëу÷аеì

q0 = 0; q1 = A0 = ; g0 = 0; g1 = C0 = .

Ввеäеì норìированное вреìя t = K , тоãäа в
итоãе поëу÷иì систеìу стохасти÷еских äифферен-
öиаëüных уравнений виäа

dx1 = – [x1 – Msinx4 –

– εsin(β1t + ϕ1 + x4)]dt + dω1;

dx2 = – [x2 – Mcosx4 –

– εcos(β1t + ϕ1 + x4)]dt + dω2;

dx3 = – [x3 – x1x2]dt;

dx4 = [β – x3]dt, (3)

ãäе

α1 = ; α2 = ; β = ; β1 = ; r = .

Линеаризованная модель

Буäеì сëеäоватü рассужäенияì работы [17]. С÷и-
тая, ÷то Ωпi = Ωc и сëу÷айная веëи÷ина M иìеет
фиксированное зна÷ение, ìожеì найти то÷ки ус-
той÷ивоãо поëожения Xy = [Xy1, Xy2, ..., XyN]т, при-
равняв ëевые ÷асти систеìы (2) и реøив поëу÷ив-
øуþся систеìу аëãебраи÷еских уравнений.
Даëее перейäеì к новыì переìенныì  = X – Xy,

характеризуþщиì откëонение систеìы от то÷ек
устой÷ивоãо поëожения. Буäеì с÷итатü, ÷то откëо-
нения от устой÷ивоãо поëожения ìаëы, поэтоìу,
отбрасывая ÷ëены второãо поряäка , аппрок-
сиìируя sin  =  и cos  ≈ 1, перейäеì к сис-
теìе ëинейных äифференöиаëüных уравнений

d  = Fi( , t)dt + σi1( , t)dω1 + σi2( , t)dω2; (4)

Fi( , t) =  + qi f1(XyN, t)  при i = ;

Fi( , t) = Bl – 1 +qn f1(XyN, t)  при i = n;

Fi( , t) =  + qi – n f2(XyN, t)

при i = ;

Fi( , t) = Bl – n – 1  + qnf2(XyN, t)  

при i = 2n;

Fi( , t) =  + gi – 2nXyn + 1  + gi – 2n Xy1 

при i = ;

Fi( , t) = Dl – 2n – 1  + gm Xyn + 1 +

+ gm Xy1 при i = 2n + m;

Fi( , t) = –K[  + g0 Xyn + 1 + g0 Xy1] 

при i = N,

ãäе

f1(XyN, t) = Mcos(XyN) + εicos(ϕ1i + XyN);

f2(XyN, t) = –Msin(XyN) – εisin(ϕ1i + XyN).

Систеìу (4) ìожно преäставитü в ìатри÷ноì
виäе:

d  = F(t) dt + Gdw. (5)

Вы÷исëив ìатеìати÷еское ожиäание от правой
и ëевой ÷астей (5), перейäеì к систеìе обыкновен-
ных äифференöиаëüных уравнений относитеëüно
ìатеìати÷еских ожиäаний:

 = F(t) . (6)

Теперü найäеì ìатриöу äисперсий сëу÷айноãо
проöесса  в стаöионарноì режиìе. Есëи сëу÷ай-
ный проöесс заäан систеìой ëинейных уравнений
(5), то ìатриöа äисперсий уäовëетворяет уравне-
ниþ Ляпунова

 = F  + Fт + GGт. (7)

Мы поëу÷иëи вектор ìатеìати÷еских ожиäаний
и ìатриöу äисперсий в стаöионарноì режиìе при
усëовии, ÷то сëу÷айная веëи÷ина M приняëа фик-
сированное зна÷ение. Усреäняя реøения уравне-
ний (6) и (7) по M, поëу÷иì вектор безусëовных
ìатеìати÷еских ожиäаний и ìатриöу безусëовных
äисперсий.
Найäеì то÷ки устой÷ивоãо равновесия систе-

ìы (3) при усëовии, ÷то β1 = 0. Дëя этоãо реøиì
сëеäуþщуþ систеìу уравнений:

xy1 – Msin(xy4) – εsin(ϕ1 + xy4) = 0;

xy2 – Mcos(xy4) – εcos(ϕ1 + xy4) = 0;

xy3 – xy1xy2 = 0; β – xy3 = 0.
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От систеìы (6) перехоäиì к ëинейной систеìе
äифференöиаëüных уравнений

d  = – [  – xy2 ]dt + dω1;

d  = – [  + xy1 ]dt + dω2;

d  = – [  – xy2  – xy1 ]dt;

d  = – dt. (8)

Преäставиì систеìу (8) в ìатри÷ноì виäе:

d  = F(t) dt + Gdw,

ãäе

F = ; G = .

Вектор ìатеìати÷еских ожиäаний  сëу÷ай-
ноãо проöесса  нахоäиì, реøая систеìу уравне-
ний (6). У÷итывая соотноøение X =  + Xy, поëу-
÷аеì, ÷то вектор ìатеìати÷еских ожиäаний сëу÷ай-
ноãо проöесса X равен M =  + Xy. Усреäняя вектор
M по M, поëу÷иì вектор безусëовных ìатеìати÷е-
ских ожиäаний. Так как Xy при фиксированноì M
явëяется постоянныì вектороì, то äисперсия D
сëу÷айноãо проöесса X равна äисперсии  сëу÷ай-
ноãо проöесса . Опятü же, усреäняя äисперсиþ D
по M, поëу÷иì безусëовнуþ ìатриöу äисперсий.

Метод кумулянтов

Заìетиì, ÷то систеìу уравнений (2) ìожно
преäставитü в виäе

dX = [W + AX + Bx1xn + 1 +
+ C1sinxN + C2cosxN]dt + GdWt, (9)

ãäе W, B, C1, C2 — вектор-стоëбöы разìерности N × 1;
A — ìатриöа разìерности N × N; G — ìатриöа раз-
ìерности N × 2; Wt = [ω1, ω2]

т — äвуìерный вине-
ровский сëу÷айный проöесс.
Наприìер, äëя систеìы уравнений (3) буäеì

иìетü

A = ; B = ; W = ;

G = ; C1 = ; 

C2 = .

Пустü сëу÷айный ìарковский проöесс Y =
= [y1, y2, ..., yN]т уäовëетворяет стохасти÷ескоìу
äифференöиаëüноìу уравнениþ в форìе Ито [5]:

dY = A(Y, t)dt + B(Y, t)dWt,

ãäе A(Y, t) — вектор-стоëбöы разìерности N × 1;
B(Y, t) — ìатриöа разìерности N × r; Wt = [ω1, ω2,

..., ωr]
т — вектор независиìых станäартных вине-

ровских проöессов разìерности r × 1.
Буäеì также с÷итатü, ÷то проöесс Y иìеет нор-

ìаëüнуþ совìестнуþ пëотностü распреäеëения

WY(Y, t) = exp (Y – M)тD–1(Y – M) ,

ãäе M — вектор ìатеìати÷еских ожиäаний разìер-
ности N × 1; D — ìатриöа äисперсий разìерности
N × N; |D| — опреäеëитеëü ìатриöы äисперсий.
В этоì сëу÷ае уравнения относитеëüно вектора

ìатеìати÷еских ожиäаний и ìатриöы äисперсий
буäут иìетü виä

 = A(Z, t)WY(Z, t)dZ; (10)

 = B(Z, t)Bт(Z, t)WY(Z, t)dZ +

+ A(Z, t)[Z – M(t)]тWY(Z, t)dZ +

+ [Z – M(t)]A(Z, t)тWY(Z, t)dZ. (11)

Поäставëяя соотноøение (9) в уравнения äëя
ìатеìати÷ескоãо ожиäания (10), поëу÷иì

 = [W + AZ + Bz1zn + 1 +

+ C1sinzN + C2coszN]WX(Z, t)dZ. (12)

Рассìотриì отäеëüно интеãраëы от сëаãаеìых,
вхоäящих в (12):

WWX(Z, t)dZ = W;
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AZWX(Z, t)dZ = AM;

Bz1zn + 1WX(Z, t)dZ = B(D1, n + 1 + m1mn + 1) =

= B (D + MMт)Q2,

ãäе Q1 — вектор-стоëбеö разìерности N × 1, в первой
строке котороãо стоит еäиниöа, а в остаëüных стро-
ках — нуëи; Q2 — вектор-стоëбеö разìерности
N × 1, в (n + 1)-й строке котороãо стоит еäиниöа,
а в остаëüных строках — нуëи.
Дëя ÷етвертоãо сëаãаеìоãо в кваäратных скоб-

ках (12) поëу÷иì

C1sinzNWX(Z, t)dZ =

= C1 [  – ]WX(Z, t)dZ. (13)

Заìетиì, ÷то

WX(Z, t)dZ = , (14)

ãäе ΨX(S, t) = iMт(t)S – SтD(t)S — куìуëянтная

функöия норìаëüноãо распреäеëения.
Тоãäа с у÷етоì (14) нахоäиì, ÷то

WX(Z, t)dZ =

= [cosMт(t)V + isinMт(t)V],

ãäе V — вектор-стоëбеö разìерности N × 1, в N-й
строке котороãо стоит еäиниöа, а в остаëüных стро-
ках — нуëи. Провоäя анаëоãи÷ные рассужäения,
поëу÷иì

WX(Z, t)dZ =

= [cosMт(t)V – isinMт(t)V].

В итоãе поëу÷аеì окон÷атеëüное выражение äëя
интеãраëа (13):

C1sinzNWX(Z, t)dZ = C1 sinMт(t)V.

Такиì же образоì нахоäиì выражения äëя по-
сëеäнеãо сëаãаеìоãо в кваäратных скобках (12)

C2coszNWX(Z, t)dZ = C2 cosMт(t)V.

Окон÷атеëüное уравнение относитеëüно ìате-
ìати÷ескоãо ожиäания буäет иìетü виä

 = W + AM + B (D + MMт)Q2 +

+ [C1sinMтV + C2cosMтV]. (15)

Теперü поëу÷иì äифференöиаëüное уравнение
относитеëüно ìатриöы äисперсий. Уравнение (11)
состоит из трех сëаãаеìых. Рассìотриì их в от-
äеëüности.
Дëя первоãо сëаãаеìоãо (11) нахоäиì

GGтWX(Z, t)dZ = GGт.

Рассìотриì второе сëаãаеìое уравнения (11).
С у÷етоì (9) оно буäет иìетü виä

[W + AZ + Bz1zn + 1 + C1sinzN + C2coszN] Ѕ

Ѕ [Z – M(t)]тWX(Z, t)dZ. (16)

Посëеäоватеëüно найäеì все интеãраëы от сëа-
ãаеìых в кваäратных скобках уравнения (16):

W[Z – M(t)]тWX(Z, t)dZ = 0;

AZ[Z – M(t)]тWX(Z, t)dZ =

= AZZт – AMMт = AD;

Bz1zn + 1[Z – M(t)]тWX(Z, t)dZ =

= BE{z1zn + 1Z
т} – BE{z1zn + 1}M

т. (17)

Заìетиì, ÷то z1zn + 1Z
т явëяется вектор-строкой

разìерности 1 × N, эëеìенты которой иìеþт виä
z1zn + 1zk, ãäе k = . Дëя совìестно распреäеëен-
ных ãауссовских сëу÷айных веëи÷ин иìееì

E{z1zn + 1zk} = m1Dn + 1, k + mn + 1D1, k +

+ mkD1, n + 1 + m1mn + 1mk.

Также E{z1zn + 1}M
т явëяется вектор-строкой

разìерности 1 × N, эëеìенты которой иìеþт виä
E{z1zn + 1}mk = D1, n + 1mk + m1mn + 1mk, ãäе k = .
Такиì образоì, поëу÷иëи, ÷то Hт = E{z1zn + 1Z

т} –
– E{z1zn + 1}M

т естü вектор-строка разìерности 1 × N,
эëеìенты которой иìеþт виä m1Dn + 1, k + mn + 1D1, k,
ãäе k = . Вектор H ìожно выразитü ÷ерез вектор
ìатеìати÷еских ожиäаний и ìатриöу äисперсий:

H = MDQ2 + MDQ1. (18)
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В итоãе поëу÷аеì окон÷атеëüное выражение
äëя (17):

Bz1zn + 1[Z – M(t)]тWX(Z, t)dZ = BHт.

Теперü вы÷исëиì интеãраë от ÷етвертоãо сëа-
ãаеìоãо в кваäратных скобках (16). Рассìотриì
интеãраë

C1 sinzNZтWX(Z, t)dZ =

= C1 [  – ]ZтWX(Z, t)dZ. (19)

Заìетиì, ÷то

Zт = –i .

Тоãäа, провоäя вы÷исëения, нахоäиì

C1 ZтWX(Z, t)dZ =

= – C1 WX(Z, t)dZ|S = V =

= – C1 |S = V =

= – C1[iM
т(t) – VтD(t)] .

Анаëоãи÷ныì образоì поëу÷аеì, ÷то

C1 ZтWX(Z, t)dZ =

= – C1[iM
т(t) – VтD(t)] .

Теперü ìожеì записатü окон÷атеëüное выраже-
ние äëя (19):

C1 sinzNZтWX(Z, t)dZ =

= – C1[iM
т(t) – VтD(t)]  +

+ C1[iM
т(t) + VтD(t)] .

Даëее найäеì, ÷то

C1 sinzNMтWX(Z, t)dZ =

= – C1[  – ]iMт.

С у÷етоì провеäенных вы÷исëений поëу÷аеì

C1 sinzN[Z – M(t)]тWX(Z, t)dZ =

= C1V
тD cosMтV.

Такиì же образоì нахоäиì выражение äëя по-
сëеäнеãо сëаãаеìоãо в кваäратных скобках (16):

C2 coszN[Z – M(t)]тWX(Z, t)dZ =

= –C2V
тD sinMтV.

Теперü ìожеì записатü окон÷атеëüное выраже-
ние äëя интеãраëа (16):

[W + AZ + Bz1zn + 1 + C1sinzN + C2coszN] Ѕ

Ѕ [Z – M(t)]тWX(Z, t)dZ = AD + BHт +

+ C1V
тD cosMтV – C2V

тD sinMтV.

Провоäя анаëоãи÷ные вы÷исëения äëя третüеãо
сëаãаеìоãо (11), поëу÷иì

[Z – M(t)][W + AZ + Bz1zn + 1 +

+ C1sinzN + C2coszN]тWX(Z, t)dZ =

= DAт + HBт + DV cosMтV –

– DV sinMтV.

Тоãäа äифференöиаëüное уравнение относи-
теëüно ìатриöы äисперсий буäет иìетü виä

 = AD + DAт + BHт + HBт +

+ [C1V
тD + DV ] cosMтV –

– [C2V
тD + DV ] sinMтV + GGт. (20)

Результаты расчетов

Рассìотриì уравнения (3), описываþщие работу
систеìы с äвуìя интеãрируþщиìи фиëüтраìи.
В первуþ о÷ереäü, буäеì рассìатриватü характе-
ристики переìенной состояния x4 и ее произвоä-
ной , так как они соответствуþт фазовой и ÷астот-
ной оøибкаì реãуëирования. Нахоäя ìатеìати÷е-
ское ожиäание от правой и ëевой ÷астей ÷етвертоãо
уравнения систеìы (3), поëу÷иì

E  = β – m3,
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ãäе m3 — ìатеìати÷еское ожиäание переìенной со-
стояния x3. Также нахоäиì из посëеäнеãо уравне-
ния систеìы (3), ÷то äисперсия оøибки по ÷астоте
равна äисперсии x3.

В äаëüнейøеì на рисунках спëоøной ëинией
буäеì обозна÷атü äанные, поëу÷енные с поìощüþ
иìитаöионноãо ìоäеëирования, основанноãо на
÷исëенноì реøении систеìы стохасти÷еских äиф-
ференöиаëüных уравнений (3). Пунктироì буäеì
обозна÷атü äанные рас÷ета ìетоäоì ëинеаризаöии
по форìуëаì (6) и (7), øтриховой ëинией — ре-
зуëüтаты, поëу÷енные с поìощüþ ìетоäа куìуëян-
тов по форìуëаì (15) и (20).
На рис. 2—5 привеäены ìатеìати÷еские ожиäа-

ния и äисперсии фазовой и ÷астотной оøибок при
 =  = 1, r = 40, β = 0,2, ε = 0,2, ϕ1 = π/2. Дëя

рис. 2, 3 β1 = 0, а äëя рис. 4, 5 β1 = 0,2.

Рас÷еты показываþт хороøее совпаäение при-
бëиженных форìуë с äанныìи иìитаöионноãо ìо-
äеëирования, при÷еì, как виäно из рис. 2, 3, ре-
зуëüтаты ìетоäа куìуëянтов ëу÷øе резуëüтатов,
поëу÷енных с поìощüþ ëинеаризаöии. При β1 ≠ 0
систеìа (3) не иìеет то÷ек устой÷ивоãо равнове-
сия, поэтоìу резуëüтаты äëя ìетоäа ëинеаризаöии
на рис. 4, 5 не преäставëены.
Даëее на рис. 6—9 привеäены зависиìости äис-

персии фазовой и ÷астотной оøибок от параìетра
r при разëи÷ных зна÷ениях  и , β = 0 и отсут-
ствии ãарìони÷еской поìехи (ε = 0). Дëя рис. 6, 7

 = 1, а äëя рис. 8, 9  = 1.
Также на рис. 10—13 преäставëены зависиìости

äисперсии фазовой и ÷астотной оøибок от параìетра
r при разëи÷ных зна÷ениях ϕ1,  =  = 1, β1 = 0 и
ε = 0,2. Дëя рис. 10, 11 β = 0, а äëя рис. 12, 13 β = 0,2.

Рис. 3. Зависимость математического ожидания и дисперсии

частотной ошибки от времени при  =  = 1, r = 40, b = 0,2,
e = 0,2, b1 = 0, j1 = p/2

a2
2 a1

2

Рис. 2. Зависимость математического ожидания и дисперсии

фазовой ошибки от времени при  =  = 1, r = 40, b = 0,2,
e = 0,2, b1 = 0, j1 = p/2

a1
2 a2

2

α1
2 α2

2

Рис. 4. Зависимость математического ожидания и дисперсии

фазовой ошибки от времени при  =  = 1, r = 40, b = 0,2,
e = 0,2, b1 = 0, j1 = p/2

a2
2 a1

2

Рис. 5. Зависимость математического ожидания и дисперсии

частотной ошибки от времени при  =  = 1, r = 40, b = 0,2,
e = 0,2, b1 = 0, j1 = p/2
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2 α2
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Рис. 8. Зависимость дисперсии фазовой ошибки от r при раз-

личных значениях  и  = 1, b = 0, e = 0a2
2 a1

2

Рис. 7. Зависимость дисперсии частотной ошибки от r при раз-

личных значениях  и  = 1, b = 0, e = 0a1
2 a2

2

Рис. 6. Зависимость дисперсии фазовой ошибки от r при раз-

личных значениях  и  = 1, b = 0, e = 0a1
2 a2

2

Рис. 10. Зависимость дисперсии фазовой ошибки от r при раз-

личных значениях j1 и  =  = 1, b = 0, e = 0,2, b1 = 0a1
2 a2

2

Рис. 9. Зависимость дисперсии частотной ошибки от r при раз-

личных значениях  и  = 1, b = 0, e = 0a2
2 a1

2

Рис. 11. Зависимость дисперсии частотной ошибки от r при

различных значениях j1 и  =  = 1, b = 0, e = 0,2, b1 = 0a1
2 a2

2
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Рис. 14. Плотность распределения вероятностей фазовой ошиб-

ки при различных значениях r и  =  = 1, b = 0, e = 0a1
2 a2

2

Рис. 13. Зависимость дисперсии частотной ошибки от r при

различных значениях j1 и  =  = 1, b = 0,2, e = 0,2, b1 = 0a1
2 a2

2

Рис. 12. Зависимость дисперсии фазовой ошибки от r при раз-

личных значениях j1 и  =  = 1, b = 0,2, e = 0,2, b1 = 0a1
2 a2

2

Рис. 16. Плотность распределения вероятностей фазовой ошиб-

ки при различных значениях r и  =  = 1, b = 0,2, e = 0,2,
b1 = 0, j1 = 0
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Рис. 15. Плотность распределения вероятностей частотной

ошибки при различных значениях r и  =  = 1, b = 0, e = 0a1
2 a2

2

Рис. 17. Плотность распределения вероятностей частотной

ошибки при различных значениях r и  =  = 1, b = 0,2,
e = 0,2, b1 = 0, j1 = 0
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Из привеäенных рисунков виäно, ÷то резуëüтаты,
поëу÷енные с поìощüþ ìетоäа куìуëянтов, в öе-
ëоì ëу÷øе совпаäаþт с äанныìи иìитаöионноãо
ìоäеëирования, ÷еì резуëüтаты, найäенные ìетоäоì
ëинеаризаöии. Интересно отìетитü, ÷то в ìетоäе
ëинеаризаöии äисперсия ÷астотной оøибки вооб-
ще не зависит от зна÷ений  и . Также на ри-
сунках ìожно увиäетü, ÷то при уìенüøении зна-
÷ения r совпаäение резуëüтатов нескоëüко ухуäøа-
ется, ÷то ìожно объяснитü появëениеì срывов
сëежения. Метоä ëинеаризаöии возìожностü воз-
никновения срывов сëежения не у÷итывает, так
как ëинейная ìоäеëü (8) иìеет всеãо оäно поëоже-
ние устой÷ивоãо равновесия.
В сëу÷ае рас÷ета ìетоäоì куìуëянтов приìеня-

ется норìаëüное прибëижение, оäнако появëение
срывов сëежения привоäит к тоìу, ÷то пëотностü
распреäеëения вероятностей при уìенüøении зна-
÷ения r на÷инает существенно отëи÷атüся от нор-
ìаëüной.
В этоì ìожно убеäитüся, взãëянув на рис. 14—17,

на которых привеäены пëотности распреäеëения
вероятностей фазовой и ÷астотной оøибок при
разëи÷ных зна÷ениях r,  =  = 1, β1 = 0. Дëя
рис. 14, 15 β = 0 и ε = 0, а äëя рис. 16, 17 β = 0,2,
ε = 0,2 и ϕ1 = 0. Спëоøныìи ëинияìи преäстав-
ëены пëотности, поëу÷енные с поìощüþ иìитаöи-
онноãо ìоäеëирования, а øтриховыìи — норìаëü-
ные пëотности распреäеëения вероятностей с теìи
же ìатеìати÷ескиìи ожиäанияìи и äисперсияìи.
Из привеäенных рисунков виäно, ÷то резуëüта-

ты, поëу÷енные с поìощüþ ìетоäа куìуëянтов,
аäекватны äанныì иìитаöионноãо ìоäеëирования
и, о÷евиäно, ëу÷øе совпаäаþт с ниìи, ÷еì резуëü-
таты приìенения ìетоäа ëинеаризаöии.

Заключение

Построена ìарковская ìоäеëü систеìы фазовой
автопоäстройки с кваäратурныìи канаëаìи при
возäействии ãарìони÷еской поìехи и беëоãо ãаус-
совскоãо øуìа, у÷итываþщая искажение форìы
иìпуëüсов инфорìаöионноãо сиãнаëа в контуре
реãуëирования. На основе ëинеаризаöии ìоäеëи и
ìетоäа куìуëянтов в норìаëüноì прибëижении
преäëожены прибëиженные форìуëы äëя ìатеìати-
÷ескоãо ожиäания и äисперсии фазовой и ÷астот-
ной оøибки. Данные резуëüтаты ìожно испоëüзо-
ватü в äаëüнейøеì при инженерноì анаëизе поìе-
хозащищенности äанной систеìы при наëи÷ии
ãарìони÷еских поìех на фоне øирокопоëосноãо
øуìа, ÷то характерно äëя работы систеì связи и
навиãаöии в сëожной поìеховой обстановке, вы-

званной ëибо инäустриаëüныìи øирокопоëосны-
ìи и узкопоëосныìи поìехаìи указанных виäов,
ëибо наëи÷иеì преäнаìеренных поìех систеì ра-
äиоэëектронной борüбы. Поëу÷енная ìоäеëü и из-
ëоженные поäхоäы к ее анаëизу ìоãут бытü также
испоëüзованы при спектраëüноì анаëизе фазовых
øуìов систеìы.
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Questions of analysis of the statistical characteristics of the radioautomatic systems, in particular, the phase-locked loops
(PLL), refer to the classical problems of the statistical communication theory. The Costas loop was proposed by John Costas
in the middle of the previous century, but despite this it has been studied insufficiently. Currently, this radioautomatic system
finds wide application in the telecommunication devices, global positioning systems (GPS, GLONASS), medical implants, and
mobile communication systems. In contrast to the classic approaches PLL Costas loop simultaneously solves the problem of
recovery of the suppressed carrier and demodulation of the input signal. This article presents Markov mathematical model of
the Costas loop in the form of the stochastic differential equations with the additive effects of harmonic interference and white
Gaussian noise, which takes into account the impact of the loop arm low-pass filters on the data modulation. The statistical
properties of the loop phase error in the linear approximation are considered. The cumulant analysis of the Costas loop in the
Gaussian approximation is offered. These results can be used for the engineering analysis of the noise immunity of the system
in the presence of harmonic interference and Gaussian noise, which is typical for communication and navigation systems in
difficult noise conditions caused by the industrial broadband and narrowband interferences. The resulting model and the con-
sidered linear and Gaussian approximation can also be used for the spectral analysis of the phase noise of the system.
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Исследование задачи оптимальной переориентации орбиты 
космического аппарата посредством ограниченной или импульсной 

реактивной тяги, ортогональной плоскости орбиты. Часть 2*

Введение

В работе с испоëüзованиеì кватернионноãо
äифференöиаëüноãо уравнения ориентаöии орбиты
косìи÷ескоãо аппарата (КА) [1—8] и принöипа ìак-
сиìуìа Понтряãина изу÷ается заäа÷а оптиìаëüной
переориентаöии орбиты КА с поìощüþ реактивной
тяãи, ортоãонаëüной пëоскости оскуëируþщей ор-
биты. Частныì сëу÷аеì этой заäа÷и явëяется хороøо
известная и иìеþщая боëüøое практи÷еское зна-
÷ение заäа÷а коррекöии уãëовых эëеìентов орбиты
КА, коãäа изìенения уãëовых эëеìентов орбиты в
проöессе управëения иìеþт ìаëые зна÷ения. Ис-
поëüзование управëения, ортоãонаëüноãо пëоскости
оскуëируþщей орбиты КА, позвоëяет корректиро-
ватü эëеìенты орбиты КА, сохраняя ее форìу и
разìеры неизìенныìи. Это öенное свойство изу-
÷аеìоãо проöесса переориентаöии орбиты КА явëя-
ется поëезныì при реøении как заäа÷и коррекöии
уãëовых эëеìентов орбиты КА, так и äруãих заäа÷
ìеханики косìи÷ескоãо поëета, наприìер, при уп-
равëении конфиãураöией ãруппировки спутников.
Коìбинированный функöионаë, опреäеëяþщий

ка÷ество проöесса переориентаöии орбиты КА, преä-
ставëяет собой свертку с весовыìи ìножитеëяìи
äвух критериев: вреìени и суììарноãо иìпуëüса
реактивной тяãи, затра÷енных на проöесс управëе-
ния (÷астные сëу÷аи этоãо функöионаëа — сëу÷ай
быстроäействия и сëу÷ай ìиниìизаöии характе-

ристи÷еской скорости). Рассìотрены сëу÷аи опти-
ìаëüной переориентаöии орбиты КА с поìощüþ
оãрани÷енной иëи иìпуëüсной реактивной тяãи.
В первой ÷асти наøей работы [9] быë привеäен

обзор работ по äифференöиаëüныì уравненияì
ориентаöии орбиты КА и изу÷аеìой пробëеìе опти-
ìаëüной переориентаöии орбиты КА посреäствоì
реактивной тяãи, ортоãонаëüной пëоскости оскуëи-
руþщей орбиты. В ней также быëа изëожена извест-
ная кватернионная постановка заäа÷и оптиìаëüной
переориентаöии орбиты КА посреäствоì оãрани-
÷енной тяãи, ортоãонаëüной пëоскости орбиты КА,
принаäëежащая автораì работы, привеäены ос-
новные уравнения и соотноøения, поëу÷енные при
реøении этой заäа÷и с поìощüþ äифференöиаëü-
ных уравнений, соäержащих кватернионное äиф-
ференöиаëüное уравнение ориентаöии орбиты КА,
и принöипа ìаксиìуìа Понтряãина.
На практике [10] также рассìатривается управ-

ëение пëоскостüþ орбиты КА (äоëãотой восхоäящеãо
узëа Wu иëи (и) накëоноì орбиты I) иìпуëüсноãо
типа с поìощüþ вектора реактивной тяãи, ортоãо-
наëüноãо пëоскости оскуëируþщей орбиты КА.
При этоì вреìя работы реактивноãо äвиãатеëя
с÷итается ìаëыì, так ÷то изìенениеì раäиуса-век-
тора r öентра ìасс КА за вреìя ìаневра пренебре-
ãаþт. Схеìы ìаневров такоãо типа описаны в ра-
боте [10], ãäе привоäятся векторные äиаãраììы
ìаневров äëя ìаëых уãëов поворота пëоскости ор-
биты КА. Дëя нахожäения зависиìостей в работе [10]
испоëüзуþт теореìы сфери÷еской триãоноìетрии.
При этоì вопросы оптиìизаöии ìаневров (в стро-

С использованием кватернионного дифференциального уравнения ориентации орбиты космического аппарата (КА) и прин-
ципа максимума Понтрягина изучается задача оптимальной переориентации орбиты КА с помощью ограниченной или импульс-
ной реактивной тяги, ортогональной плоскости оскулирующей орбиты. Во второй части статьи излагается новая теория ре-
шения задачи оптимальной переориентации орбиты КА в импульсной постановке (с использованием импульсной (большой)
реактивной тяги). Приводятся алгоритмы решения краевых задач оптимальной двухимпульсной и многоимпульсной переори-
ентации орбиты КА (для нефиксированного числа импульсов реактивной тяги) и примеры численного решения краевых задач
оптимальной переориентации орбиты КА с использованием ограниченной (малой) или импульсной (большой) тяги, в которых
для описания ориентации орбиты КА используется кватернионный оскулирующий элемент ориентации орбиты.
Ключевые слова: космический аппарат, ориентация орбиты, ограниченная (малая) и импульсная (большая) реактивная тяга,

оптимальное управление, кватернион

УПРАВЛЕНИЕ В АВИАКОСМИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ

 * Частü 1 опубëикована в журнаëе "Мехатроника, автоìа-
тизаöия, управëение" № 8, 2016.
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ãой ëинейной иëи неëинейной постановке) не за-
траãиваþтся.
Основная öеëü настоящей работы — реøение

заäа÷и оптиìаëüной переориентаöии орбиты КА
с испоëüзованиеì äвиãатеëя боëüøой тяãи (в иì-
пуëüсной постановке) и с испоëüзованиеì кватер-
нионноãо äифференöиаëüноãо уравнения ориента-
öии орбиты КА. При реøении этой заäа÷и наìи в
соответствии с известной ìетоäоëоãией реøения
заäа÷ оптиìаëüных иìпуëüсных переëетов КА [11]
испоëüзуþтся соответствуþщие преäеëüные пере-
хоäы в кватернионных уравнениях и соотноøени-
ях, поëу÷енных с поìощüþ принöипа ìаксиìуìа
Понтряãина в заäа÷е оптиìаëüной переориентаöии
орбиты КА с испоëüзованиеì оãрани÷енной (ìа-
ëой) тяãи и привеäенных в первой ÷асти статüи [9].
Отìетиì, ÷то иссëеäованиþ заäа÷и оптиìаëüной

переориентаöии орбиты КА в разëи÷ных непре-
рывных постановках (с испоëüзованиеì äвиãатеëя
ìаëой тяãи) и с испоëüзованиеì кватернионноãо
äифференöиаëüноãо уравнения ориентаöии орбиты
КА быëи посвящены также работы [12—15].
В настоящей (второй) ÷асти статüи изëаãаþтся в

строãой неëинейной постановке новая теория и
новые аëãоритìы реøения заäа÷и оптиìаëüной пе-
реориентаöии орбиты КА посреäствоì иìпуëüсной
реактивной тяãи, ортоãонаëüной пëоскости оскуëи-
руþщей орбиты, с испоëüзованиеì кватернионноãо
äифференöиаëüноãо уравнения ориентаöии орбиты
КА äëя нефиксированноãо ÷исëа иìпуëüсов тяãи.
Построенная теория соäержит форìуëы, ëежа-

щие в основе оптиìаëüной иìпуëüсной переори-
ентаöии орбиты КА: форìуëу, связываþщуþ аë-
ãебраи÷ескуþ веëи÷ину иìпуëüса реактивной тяãи
с уãëоì поворота орбиты КА вокруã раäиуса-век-
тора öентра ìасс КА; форìуëы äëя приращений на
активноì у÷астке траектории кватерниона коне÷-
ноãо поворота орбиты КА, кватернионной сопря-
женной переìенной и скаëярной сопряженной (по
отноøениþ к истинной аноìаëии) переìенной,
а также форìуëы äëя приращений переìенных, опи-
сываþщих проöесс (ëиниþ) перекëþ÷ения управëе-
ния, и форìуëу, описываþщуþ äопоëнитеëüное ус-
ëовие äëя внутреннеãо иìпуëüса реактивной тяãи.
Преäëоженные аëãоритìы ÷исëенноãо реøения

заäа÷и оптиìаëüной äвухиìпуëüсной и ìноãоиì-
пуëüсной переориентаöии орбиты КА äëя нефикси-
рованноãо ÷исëа иìпуëüсов реактивной тяãи позво-
ëяþт опреäеëятü оптиìаëüные ìоìенты вкëþ÷ения
реактивноãо äвиãатеëя, оптиìаëüные аëãебраи÷е-
ские веëи÷ины иìпуëüсов реактивной тяãи и их
оптиìаëüное ÷исëо.

Импульсная задача оптимальной переориентации 
орбиты КА

Реøение заäа÷и об оптиìаëüной переориентаöии
орбиты КА с боëüøой (иìпуëüсной) тяãой, орто-
ãонаëüной пëоскости орбиты КА, ìожно поëу÷итü
в резуëüтате преäеëüноãо перехоäа в анаëоãи÷ной

заäа÷е с оãрани÷енной тяãой [9], коãäа ìаксиìаëü-
ное зна÷ение безразìерной тяãи um реактивноãо
äвиãатеëя неоãрани÷енно увеëи÷ивается, т.е. um → ∞,
а безразìерная äëитеëüностü активных этапов уп-
равëения Δτi уìенüøается, т.е. Δτi → 0.
В те ìоìенты вреìени, коãäа выпоëняется

равенство

 = α2, (1)

в резуëüтате работы äвиãатеëя боëüøой тяãи (сооб-
щения иìпуëüса тяãи) орбита КА буäет повора÷и-
ватüся на некоторый коне÷ный уãоë вокруã оси,
совпаäаþщей с раäиус-вектороì КА в этот ìоìент
вреìени. Во все остаëüные ìоìенты вреìени äви-
ãатеëü боëüøой тяãи выкëþ÷ен, КА соверøает пас-
сивное äвижение, орбита остается непоäвижной и
выпоëняется неравенство

 < α2. (2)

Зäесü ϕ — истинная аноìаëия (уãëовая пере-
ìенная, отс÷итываеìая в пëоскости орбиты от ее
периöентра и характеризуþщая поëожение КА на
орбите); e — эксöентриситет орбиты; N1, N2 — пе-
реìенные [9], описываþщие ëиниþ перекëþ÷ения
оптиìаëüноãо управëения; α2 > 0 — постоянный
безразìерный весовой ìножитеëü в функöионаëе
ìиниìизаöии [9], характеризуþщий äоëþ затрат
характеристи÷еской скорости на переориентаöиþ
орбиты КА.
Преäеë произвеäения безразìерной веëи÷ины

тяãи u с у÷етоì ее знака в ìоìент безразìерноãо
вреìени τi на äëитеëüностü активноãо этапа Δτi при
усëовии, ÷то um → ∞, Δτi → 0, буäеì называтü без-
разìерныì иìпуëüсоì тяãи и обозна÷атü Ui. Знак
иìпуëüса Ui соãëасно закону оптиìаëüноãо управ-
ëения (23) (сì. работу [9]) äоëжен совпаäатü со
знакоì суììы

N1,i–1cosϕi + N2,i–1sinϕi,

ãäе N1,i–1, N2,i–1 — зна÷ения переìенных N1, N2
на этапе пассивноãо äвижения переä сообщениеì
иìпуëüса в ìоìент τi.
Функöионаë, опреäеëяþщий ка÷ество проöесса

управëения и приниìаþщий ìиниìаëüное зна÷е-
ние äëя оптиìаëüноãо проöесса в иìпуëüсной за-
äа÷е, в безразìерных переìенных иìеет виä

J = α1τk + α2 |Ui|, (3)

ãäе α1 l 0 — постоянный безразìерный весовой
ìножитеëü, характеризуþщий äоëþ затрат вреìени
на переориентаöиþ орбиты КА; k — ÷исëо ìоìен-
тов вкëþ÷ения äвиãатеëя боëüøой тяãи.
Уãоë поворота орбиты Δψi поä äействиеì иì-

пуëüса Ui соãëасно второìу äифференöиаëüноìу
кватернионноìу уравнениþ систеìы (12) (сì. ра-

N1cosϕi N2sinϕi+

2 1 ecosϕi+( )
---------------------------------------

N1cosϕ N2sinϕ+

2 1 ecosϕ+( )
------------------------------------

i 1=

k

∑
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боту [9]), описываþщеìу ìãновеннуþ ориентаöиþ
орбиты КА, буäет опреäеëятüся по форìуëе

Δψi = . (4)

Есëи обозна÷итü Li – 1 зна÷ение кватерниона,
опреäеëяþщеãо ориентаöиþ орбиты на этапе пе-
реä сообщениеì иìпуëüса Ui в ìоìент τi, а Li —
зна÷ение кватерниона ориентаöии орбиты посëе
сообщения иìпуëüса, то они буäут связаны соот-
ноøениеì

Li = Li – 1 é Bi,

Bi = cos  + sin (i1cosϕi + i2sinϕi). (5)

Зäесü и äаëее i1, i2, i3 — векторные ìниìые еäи-
ниöы Гаìиëüтона, é — сиìвоë кватернионноãо уì-
ножения.
Анаëоãи÷ное соотноøение (соãëасно кватернион-

ноìу сопряженноìу уравнениþ (19) (сì. работу [9]))
буäет ìежäу кватернионаìи Mi – 1 и Mi в резуëü-
тате сообщения иìпуëüса Ui:

Mi = Mi – 1 é Bi. (6)

Зäесü M — кватернионная сопряженная пере-
ìенная, соответствуþщая кватернионной фазовой
переìенной L, характеризуþщей ориентаöиþ ос-
куëируþщей орбиты КА в инерöиаëüной систеìе
коорäинат.
Соãëасно (20) (сì. работу [9]), (5) и (6) зна÷ения

кватернионной переìенной N, коìпоненты N1, N2,
N3 векторной ÷асти которой описываþт собой ëи-
ниþ перекëþ÷ения оптиìаëüноãо управëения, äо
ìоìента сообщения иìпуëüса и посëе неãо буäут
связаны соотноøениеì

Ni =  é Ni – 1 é Bi. (7)

Изìенение Δχi скаëярной переìенной χ, сопря-
женной по отноøениþ к скаëярной фазовой пере-
ìенной ϕ (истинной аноìаëии), за проìежуток без-
разìерноãо вреìени Δτi поä äействиеì äвиãатеëя
боëüøой тяãи соãëасно уравнениþ (22) (сì. работу
[9]), котороìу уäовëетворяет сопряженная пере-
ìенная χ, опреäеëяется по форìуëе

Δχi = 2e χ(1 + ecosϕ)sinϕdτ +

+ (N1sinϕ – N2(e + cosϕ))dτ. (8)

При преäеëüноì перехоäе, в котороì um → ∞,
Δτi → 0, зна÷ение первоãо сëаãаеìоãо в правой ÷асти
форìуëы (8) буäет стреìитüся к нуëþ, так как по-
äынтеãраëüная функöия остается оãрани÷енной.
При вы÷исëении преäеëа второãо сëаãаеìоãо в
правой ÷асти (8) ìожно поëаãатü, ÷то ϕ ≈ ϕi, и со-
ãëасно кватернионноìу äифференöиаëüноìу урав-

нениþ ориентаöии орбиты КА (второìу уравне-
ниþ фазовой систеìы (12) (сì. работу [9])) орбита
равноìерно вращается вокруã непоäвижной оси,
так как проìежуток активноãо этапа ìаë, а управ-
ëяþщий параìетр u на этоì этапе соãëасно закону
оптиìаëüноãо управëения (23) (сì. работу [9]) со-
храняет постоянное зна÷ение.
Ввеäеì на проìежутке Δτi кватернион Bi(Δτ) по

форìуëе

Bi(Δτ) = cos  + sin (i1cosϕi + i2sinϕi), 

0 m Δτ m Δτi. (9)

Тоãäа внутри проìежутка Δτi во вреìя работы
äвиãатеëя боëüøой тяãи кватернионы L, M по ана-
ëоãии с (5) и (6) буäут опреäеëятüся по форìуëаì

L = Li – 1 é Bi(Δτ), M = Mi – 1 é Bi(Δτ). (10)

Соãëасно форìуëаì (7) и (9) кватернионная пе-
реìенная N внутри проìежутка Δτi буäет опреäе-
ëятüся ÷ерез свое зна÷ение Ni – 1 переä сообщени-
еì иìпуëüса по форìуëе

N = (Δτ) é Ni – 1 é Bi(Δτ). (11)

Коìпоненты N1, N2, N3 кватерниона N внутри
проìежутка Δτi соãëасно (9), (11) опреäеëяþтся по
форìуëаì

(12)

Есëи соотноøения (12) поäставитü в форìуëу (8)
и выпоëнитü преäеëüный перехоä, в котороì um → ∞,
Δτi →  0, то изìенение Δχi сопряженной переìен-
ной χ поä äействиеì иìпуëüса Ui буäет опреäеëятü-
ся по форìуëе

Δχi = N1,i–1sinϕi –

– N2,i–1(e + cosϕi) – (1 + ecosϕi) Ѕ

Ѕ (N1,i–1sinϕi – N2,i–1cosϕi)  +

+ N3,i–1 . (13)
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Из соотноøения (7) сëеäует, ÷то выражение
N1cosϕ + N2sinϕ в ìоìент сообщения иìпуëüса ос-
тается непрерывныì, хотя при этоì переìенные
N1, N2 испытываþт разрыв, т.е.

N1, i –1cosϕi + N2, i – 1sinϕi =
= N1, icosϕi + N2, i sinϕi. (14)

В кажäый ìоìент вреìени, коãäа аппарату со-
общается иìпуëüс тяãи в резуëüтате работы äвиãа-
теëя боëüøой тяãи, выпоëняется соотноøение (1).
Кватернионные переìенные L, M в этот ìоìент
испытываþт разрыв, их зна÷ения по обе стороны
от разрыва связаны соотноøенияìи (5), (6).
Сопряженная переìенная χ на пассивных этапах

управëения опреäеëяется форìуëой (28) (сì. рабо-
ту [9]). Поэтоìу эта переìенная äоëжна оставатüся
непрерывной в те ìоìенты сообщения иìпуëüсов
тяãи, которые не совпаäаþт с на÷аëüныì иëи ко-
не÷ныì ìоìентаìи вреìени äвижения КА, т.е. в те
ìоìенты вреìени, которые явëяþтся внутренниìи
ìоìентаìи сообщения иìпуëüсов тяãи. В эти ìо-
ìенты вреìени соãëасно форìуëе (13) äоëжно вы-
поëнятüся соотноøение Δχi = 0 иëи соотноøение

N1,i–1sinϕi – N2,i–1(e + cosϕi) –

– (1 + ecosϕi) (N1,i–1sinϕi – N2,i–1cosϕi) Ѕ

Ѕ  + N3,i–1  = 0. (15)

Иìпуëüс тяãи Ui и уãоë поворота орбиты Δψi,
фиãурируþщий в форìуëе (15), связаны соотноøе-
ниеì (4). Поэтоìу есëи иìпуëüс тяãи Ui сообщает-
ся во внутренний ìоìент вреìени, то он äоëжен
уäовëетворятü усëовиþ (15).
Такиì образоì, с испоëüзованиеì äифферен-

öиаëüноãо кватернионноãо уравнения ориентаöии
оскуëируþщей орбиты КА поëу÷ены соотноøе-
ния, ëежащие в основе иìпуëüсной оптиìаëüной
переориентаöии орбиты КА: форìуëа (4), связы-
ваþщая иìпуëüс реактивной тяãи Ui на i-ì актив-
ноì у÷астке траектории с уãëоì Δψi поворота ор-
биты КА вокруã еãо раäиуса-вектора; форìуëа (5),
связываþщая зна÷ение кватерниона Li – 1, опреäе-
ëяþщеãо ориентаöиþ орбиты переä сообщениеì
иìпуëüса Ui в ìоìент τi, со зна÷ениеì кватерниона
ориентаöии орбиты Li посëе сообщения иìпуëüса;
анаëоãи÷ная форìуëа (6) äëя кватернионной сопря-
женной переìенной M, форìуëа (13) äëя прира-
щения Δχi скаëярной сопряженной переìенной χ,
а также форìуëа (14), связываþщая зна÷ения пере-
ìенных N1, N2, описываþщих функöиþ перекëþ-
÷ения управëения, в на÷аëüный и коне÷ный ìо-
ìенты вреìени i-ãо активноãо у÷астка. Поëу÷ено,
кроìе тоãо, äопоëнитеëüное усëовие (15) äëя внут-
реннеãо иìпуëüса реактивной тяãи.

Структура и алгоритмы оптимального импульсного 
управления ориентацией орбиты КА

I. Как быëо отìе÷ено в первой ÷асти статüи [9],
в заäа÷е с оãрани÷енной тяãой посëеäний этап оп-
тиìаëüноãо управëения äоëжен бытü активныì. По
этой при÷ине в заäа÷е с иìпуëüсныì äвиãатеëеì
ìоìент окон÷ания оптиìаëüноãо управëения äоë-
жен совпаäатü с ìоìентоì сообщения иìпуëüса.
Сëеäоватеëüно, в коне÷ный ìоìент вреìени τ = τk
в скаëярноì ис÷исëении äоëжны выпоëнятüся
øестü усëовий: усëовие (1), а также усëовия (15),
(24), (25), привеäенные в работе [9]:

 = α2,

vect( (τk) é Lk) = 0, (M, L)  = 0,

α1 + N1,k–1sinϕk – N2,k–1(e + cosϕk) –

– (1 + ecosϕk) (N1,k–1sinϕk – N2,k–1cosϕk) Ѕ

Ѕ  + N3,k–1  = 0. (16)

В соотноøениях (16) ÷ерез k обозна÷ен ноìер
ìоìента сообщения посëеäнеãо иìпуëüса, усëовие
(26) (сì. работу [9]) у÷тено выбороì форìуëы (28)
(сì. работу [9]) äëя опреäеëения сопряженной пе-
реìенной χ переä ìоìентоì сообщения посëеäне-
ãо иìпуëüса.
Есëи на÷аëüный ìоìент вреìени τ = 0 совпаäа-

ет с ìоìентоì сообщения иìпуëüса, то при ϕ = ϕ0
äоëжно выпоëнятüся усëовие (1):

 = α2. (17)

Пустü оптиìаëüное управëение соäержит äва иì-
пуëüса, которые сообщаþтся в на÷аëüный и коне÷-
ный ìоìенты вреìени. Тоãäа соотноøения (16), (17)
äаþт сеìü уравнений (в скаëярноì ис÷исëении)
äëя опреäеëения сеìи неизвестных, а иìенно: U1 —
на÷аëüноãо (первоãо) иìпуëüса, Uk — коне÷ноãо (по-
сëеäнеãо) иìпуëüса, ϕk — зна÷ения истинной ано-
ìаëии в коне÷ный ìоìент вреìени, M0 — зна÷ения
кватернионной сопряженной переìенной в на÷аëü-
ный ìоìент вреìени. Есëи оптиìаëüное управëе-
ние состоит тоëüко из оäноãо иìпуëüса, который
сообщается в коне÷ный ìоìент вреìени, то соот-
ноøения (16) äаþт øестü уравнений äëя опреäеëе-
ния øести (в скаëярноì ис÷исëении) неизвестных:
Uk, ϕk, M0.
Есëи оптиìаëüное управëение вкëþ÷ает иìпуëü-

сы, которые сообщаþтся во внутренние ìоìенты
вреìени (т.е. ÷исëо иìпуëüсов реактивной тяãи
боëüøе äвух), то кажäый такой ìоìент порожäает
äве новые неизвестные Ui, ϕi и äва новых уравне-
ния (1) и (15). Кватернионный интеãраë (29) (сì. ра-
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боту [9]) иìеет ìесто и äëя иìпуëüсной заäа÷и опти-
ìаëüноãо управëения и позвоëяет усëовие трансвер-
саëüности (25) (сì. работу [9]) (третüе из усëовий
(16)) выпоëнитü в на÷аëüный ìоìент вреìени.
Так же, как и äëя сëу÷ая реøения заäа÷и с оãра-

ни÷енныì управëениеì, при реøении заäа÷и опти-
ìаëüноãо управëения с иìпуëüсныì управëениеì
кватернионнуþ переìеннуþ M ìожно искëþ÷итü,
есëи испоëüзоватü кватернионнуþ переìеннуþ N
с нуëевой скаëярной составëяþщей.
Есëи оптиìаëüное управëение состоит тоëüко из

äвух иìпуëüсов, которые сообщаþтся в на÷аëüный
и коне÷ный ìоìенты вреìени, то испоëüзование
кватернионной переìенной N с нуëевой скаëярной
÷астüþ существенно упрощает реøение заäа÷и. Обо-
зна÷иì U1 — на÷аëüный (первый) иìпуëüс, U2 — вто-
рой (посëеäний) иìпуëüс, ϕk — истинная аноìаëия в
коне÷ный ìоìент вреìени. Тоãäа уãëы поворотов
Δψ1, Δψ2 орбиты вокруã раäиус-вектора КА в на-
÷аëüный и коне÷ный ìоìенты вреìени буäут опре-
äеëятüся соãëасно соотноøениþ (4) по форìуëаì

Δψ1 = , Δψ2 = . (18)

Соãëасно соотноøенияì (5) ввоäятся кватерни-
оны B1, B2: 

(19)

Кватернионы L1 и L2, опреäеëяþщие ориента-
öии орбиты посëе сообщения первоãо и второãо
иìпуëüсов, соãëасно соотноøенияì (5) опреäеëя-
þтся по форìуëаì

L1 = L0 é B1, L2 = L1 é B2 = L0 é B1 é B2. (20)

Векторное усëовие (15) (сì. работу [9]) (второе
из усëовий (16)), которое ìожно записатü в виäе 

vect(  é Lk) = vect(  é  é  é Lk) = 0, (21)

äает три скаëярных уравнения äëя опреäеëения не-
известных U1, U2, ϕk, из которых виäно, ÷то эти
искоìые веëи÷ины не зависят от весовых ìножите-
ëей α1, α2 функöионаëа ìиниìизаöии. Заìетиì, ÷то
äëя неëинейной систеìы трансöенäентных уравне-
ний (21) ìожно поëу÷итü анаëити÷еское реøение.
Есëи коìпоненты кватерниона N = N1 с нуëевой

скаëярной ÷астüþ на пассивноì этапе äвижения
КА посëе сообщения первоãо (на÷аëüноãо) иì-
пуëüса обозна÷итü N1,1, N2,1, N3,1, то äëя их опре-
äеëения соãëасно соотноøенияì (16), (17) ìожно
записатü систеìу трех ëинейных аëãебраи÷еских
уравнений:

N1,1cosϕ0 + N2,1sinϕ0 = 2α2(1 + cosϕ0)signU1; (22)

N1,1cosϕk + N2,1sinϕk = 2α2(1 + cosϕk)signU2; (23)

α1 + N1,1sinϕk – N2,1(e + cosϕk) –

– (1 + ecosϕk) (N1,1sinϕk – N2,1cosϕk) Ѕ

Ѕ  + N3,1  = 0. (24)

Уравнения (22) и (23) опреäеëяþт N1,1, N2,1,
а уравнение (24) опреäеëяет N3,1.
Зна÷ения кватернионов N = N0 и M = M0 в на-

÷аëüный ìоìент вреìени переä сообщениеì пер-
воãо иìпуëüса соãëасно соотноøенияì (7) и (20)
(сì. работу [9]) опреäеëяþтся по форìуëаì

N0 = B1 é N1 é , M0 = Λ0 é N0. (25)

Из соотноøений (22)—(24) виäно, ÷то зна÷ения
сопряженных переìенных N0, M0 в на÷аëüный ìо-
ìент вреìени зависят от весовых ìножитеëей α1, α2.
Дëитеëüностü пассивноãо этапа управëения

ìежäу äвуìя посëеäоватеëüныìи ìоìентаìи сооб-
щения иìпуëüса в безразìерных переìенных оп-
реäеëяется по форìуëе

τi – τi – 1 =  Ѕ

Ѕ . (26)

Посëе реøения иìпуëüсной заäа÷и оптиìаëü-
ноãо управëения необхоäиìо проверитü выпоëне-
ние усëовия (2) на проìежутках ìежäу ìоìентаìи
вкëþ÷ения иìпуëüсноãо äвиãатеëя äëя тоãо, ÷тобы
быëи выпоëнены все усëовия принöипа ìаксиìуìа
Понтряãина.
Отìетиì основные особенности реøения заäа÷и

оптиìаëüной переориентаöии орбиты КА с ис-
поëüзованиеì кватернионноãо äифференöиаëüноãо
уравнения ориентаöии орбиты КА (с испоëüзова-
ниеì кватернионноãо оскуëируþщеãо эëеìента
орбиты КА):

1. На пассивноì этапе управëения кватернион L
ориентаöии орбиты КА сохраняет свое зна÷ение
постоянныì, а на активных этапах орбита КА по-
вора÷ивается как неизìеняеìая фиãура вокруã оси,
направëенной вäоëü раäиус-вектора КА.

2. Краевые усëовия заäа÷и оптиìаëüной пере-
ориентаöии орбиты КА и усëовия трансверсаëüности
на правоì поäвижноì конöе траектории при испоëü-
зовании кватерниона L записываþтся проще (естест-
веннее), ÷еì при испоëüзовании кватерниона l ори-
ентаöии орбитаëüной систеìы коорäинат [5].

3. Дифференöиаëüное кватернионное уравнение
äëя переìенной M, сопряженной к кватернионной
фазовой переìенной L, совпаäает по своей форìе
с äифференöиаëüныì кватернионныì уравнениеì
äëя переìенной L. Этот эффект явëяется сëеäст-
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виеì свойства саìосопряженности кватернионноãо
кинеìати÷ескоãо уравнения вращатеëüноãо äвиже-
ния тверäоãо теëа, установëенноãо В. Н. Бранöеì
и И. П. Шìыãëевскиì [16]. Указанный эффект по-
звоëяет поëу÷итü кватернионный первый интеãраë
(29) (сì. работу [9]) äифференöиаëüных фазовых и
сопряженных уравнений изу÷аеìой заäа÷и.

4. В иìпуëüсной заäа÷е оптиìаëüной переори-
ентаöии орбиты КА кватернион L ориентаöии ор-
биты КА и сопряженный еìу кватернион M во вреìя
работы иìпуëüсноãо äвиãатеëя (äвиãатеëя боëüøой
тяãи) изìеняþтся ска÷кообразно. Изìенениþ фазо-
воãо кватерниона L соответствует поворот орбиты
КА на коне÷ный уãоë вокруã раäиуса-вектора КА.

5. Реøение иìпуëüсной заäа÷и оптиìаëüной пе-
реориентаöии орбиты КА в сëу÷ае, коãäа оптиìаëü-
ное управëение состоит из äвух иìпуëüсов реактив-
ной тяãи, сообщаеìых КА в на÷аëüный и коне÷ный
ìоìенты вреìени äвижения, своäится к реøениþ
систеìы аëãебраи÷еских уравнений, которая рас-
щепëяется на äве систеìы аëãебраи÷еских уравне-
ний, реøаеìых посëеäоватеëüно. Первая систеìа
(21), состоящая из трех неëинейных уравнений,
сëужит äëя опреäеëения аëãебраи÷еских веëи÷ин
на÷аëüноãо U1 и коне÷ноãо U2 иìпуëüсов тяãи ре-
активноãо äвиãатеëя и истинной аноìаëии ϕk, харак-
теризуþщей поëожение КА на орбите в коне÷ный
ìоìент вреìени. Вторая ëинейная систеìа аëãеб-
раи÷еских уравнений (22)—(24) сëужит äëя опре-
äеëения зна÷ений коìпонент кватернионной пе-
реìенной N (иìеþщей нуëевуþ скаëярнуþ ÷астü)
посëе сообщения первоãо иìпуëüса тяãи. По этиì
зна÷енияì вы÷исëяþтся с поìощüþ форìуë (25)
зна÷ения кватернионной переìенной N и кватер-
нионной сопряженной переìенной M в на÷аëüный
ìоìент вреìени. По форìуëе (26) вы÷исëяется
äëитеëüностü пассивноãо этапа управëения ìежäу
äвуìя ìоìентаìи сообщения иìпуëüса, а сëеäова-
теëüно, и äëитеëüностü всеãо проöесса управëения.
Посëе этоãо необхоäиìо проверитü выпоëнение
усëовия (2) на проìежутках ìежäу ìоìентаìи
вкëþ÷ения иìпуëüсноãо äвиãатеëя. Такиì образоì,
иìееì простой аëãоритì реøения заäа÷и äвухиì-
пуëüсной переориентаöии орбиты КА в сëу÷ае,
коãäа оптиìаëüные иìпуëüсы реактивной тяãи со-
общаþтся КА в на÷аëüный и коне÷ный ìоìенты
вреìени.
Отìетиì, ÷то в сëу÷ае оптиìаëüной переориен-

таöии орбиты КА, реаëизованной с поìощüþ äвух
иìпуëüсов, сообщаеìых КА в на÷аëüный и коне÷-
ный ìоìенты вреìени äвижения, оптиìаëüное уп-
равëение не зависит от зна÷ений весовых ìножи-
теëей в функöионаëе ка÷ества, а зависит тоëüко от
истинной аноìаëии КА в на÷аëüный ìоìент вре-
ìени, на÷аëüной и коне÷ной ориентаöий орбиты КА.

Свойства, анаëоãи÷ные свойстваì 1 и 3—5, иìе-
þтся и при реøении иìпуëüсной заäа÷и оптиìаëü-
ной переориентаöии орбиты КА с испоëüзованиеì
в ка÷естве кватернионной фазовой переìенной
кватерниона l ориентаöии орбитаëüной систеìы
коорäинат [5].

II. Привеäеì аëãоритì реøения краевой заäа÷и
оптиìаëüноãо управëения äëя переориентаöии ор-
биты КА с иìпуëüсной тяãой, ортоãонаëüной к
пëоскости оскуëируþщей орбиты, в общеì сëу÷ае,
коãäа заранее не заäается ÷исëо иìпуëüсов.
Как быëо показано выøе, в сëу÷ае, коãäа иì-

пуëüсный äвиãатеëü вкëþ÷ается в ìоìент вреìени,
который явëяется внутренней то÷кой проìежутка
управëения, в этот ìоìент вреìени äоëжны вы-
поëнятüся сëеäуþщие соотноøения:

|N1,i–1cosϕi + N2,i–1sinϕi| = 2α2(1 + ecosϕi); (27)

N1,i–1sinϕi – N2,i–1(e + cosϕi) –

– (1 + ecosϕi) (N1,i–1sinϕi – N2,i–1cosϕi) Ѕ

Ѕ  + N3,i–1  = 0, (28)

ãäе Δψi = , ϕi — истинная аноìаëия КА в

ìоìент сообщения иìпуëüса; Ui — аëãебраи÷еская
веëи÷ина иìпуëüса; N1,i–1, N2,i–1, N3,i–1 — коор-
äинаты вектора N (т.е. кватерниона N с нуëевой
скаëярной ÷астüþ) на проìежутке пассивноãо äви-
жения переä ìоìентоì сообщения иìпуëüса.
Кроìе тоãо, в этот ìоìент происхоäит ска÷ко-

образное изìенение кватерниона ориентаöии ор-
биты L и вектора N по форìуëаì

Li = Li – 1 é Bi, Ni =  é Ni – 1 é Bi; (29)

Bi = cos  + sin (i1cosϕi + i2sinϕi). (30)

Есëи ìоìент сообщения иìпуëüса совпаäает с
на÷аëüныì ìоìентоì проöесса управëения, то в этот
ìоìент выпоëняется соотноøение

|N1,0cosϕ1 + N2,0sinϕ1| = 2α2(1 + ecosϕ1), (31)

ãäе ϕ1 = ϕ0 — истинная аноìаëия КА в на÷аëüный
ìоìент вреìени; N1,0, N2,0 — коорäинаты вектора
N в на÷аëüный ìоìент вреìени.
В коне÷ный ìоìент вреìени, который обяза-

теëüно совпаäает с ìоìентоì сообщения посëеä-
неãо иìпуëüса, äоëжны выпоëнятüся сëеäуþщие
соотноøения:

|N1,k–1cosϕk + N2,k–1sinϕk| = 2α2(1 + ecosϕk); (32)

vect( (τk) é Lk) = 0; (33)
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α1 + N1,k–1sinϕk – N2,k–1(e + cosϕk) –

– (1 + ecosϕk) (N1,k–1sinϕk – N2,k–1cosϕk) Ѕ

Ѕ  + N3,k–1  = 0, (34)

ãäе Δψk = , а N1,k–1, N2,k–1, N3,k–1 —

коìпоненты вектора N = Nk – 1 на пассивноì у÷а-
стке переä коне÷ныì ìоìентоì вреìени.
Посëе сообщения иìпуëüса (за искëþ÷ениеì по-

сëеäнеãо) необхоäиìо проверитü, ÷то за ìоìентоì
сообщения иìпуëüса сëеäует пассивный этап. Дëя
этоãо необхоäиìо потребоватü, ÷тобы знак äроби

, (35)

ãäе N1, k, N2, k — коìпоненты вектора N = Nk на эта-
пе посëе сообщения иìпуëüса, и знак ее произвоä-
ной по истинной аноìаëии ϕ в ìоìент сообщения
иìпуëüса быëи противопоëожные. Сëеäоватеëüно,
в этоì сëу÷ае äоëжно выпоëнятüся усëовие

(N1,icosϕ + N2,isinϕ) Ѕ
Ѕ (–N1,isinϕ + N2,i(e + cosϕ)) < 0. (36)

Возìожны äва варианта в структуре оптиìаëü-
ноãо управëения: первый вариант, коãäа на÷аëü-
ный ìоìент не совпаäает с ìоìентоì сообщения
иìпуëüса, и второй вариант, коãäа эти ìоìенты
совпаäаþт.
В первоì варианте заäаþтся (выбираþтся) зна÷е-

ния N1,0, N2,0, N3,0 трех коорäинат вектора N0 в на-
÷аëüный ìоìент вреìени и зна÷ение истинной ано-
ìаëии ϕk в конöе проöесса управëения. Зна÷ения
коорäинат вектора N0 äоëжны уäовëетворятü усëо-
виþ отсутствия иìпуëüса в этот ìоìент вреìени:

|N1,0cosϕ0 + N2,0sinϕ01| < 2α2(1 + ecosϕ0). (37)

Затеì зна÷ение истинной аноìаëии ϕ постепен-
но изìеняется в боëüøуþ сторону (в сторону äви-
жения КА) и проверяется усëовие отсутствия иì-
пуëüса

|N1,0cosϕ + N2,0sinϕ| < 2α2(1 + ecosϕ). (38)

Как тоëüко усëовие (38) наруøается, из соотно-
øения (27) опреäеëяется зна÷ение истинной ано-
ìаëии ϕ1 в ìоìент сообщения первоãо иìпуëüса.
Из соотноøения (28) опреäеëяется аëãебраи÷еское
зна÷ение первоãо иìпуëüса U1. По форìуëаì (29)
и (30) по известныì зна÷енияì L0 и N0 вы÷исëя-
þтся зна÷ения кватерниона ориентаöии орбиты L1
и вектора N1 на сëеäуþщеì пассивноì проìежутке.
Проверяется усëовие (36) äëя поäтвержäения, ÷то

посëе сообщения иìпуëüса сëеäует пассивный этап.
Есëи усëовие (36) не выпоëняется, то необхоäиìо
вернутüся к на÷аëüноìу состояниþ и выбратü но-
вые зна÷ения äëя коìпонентов вектора N0. Даëее
проöесс повторяется.
Как тоëüко истинная аноìаëия äостиãнет ко-

не÷ноãо зна÷ения, из соотноøения (34) опреäеëя-
ется зна÷ение посëеäнеãо иìпуëüса Uk. По форìу-
ëе (29) вы÷исëяется зна÷ение кватерниона ориента-
öии L(τk) посëе сообщения посëеäнеãо иìпуëüса.
Затеì вы÷исëяþтся поãреøности выпоëнения ÷е-
тырех усëовий (32) и (33) в скаëярноì ис÷исëении.
Есëи поãреøности превыøаþт заäаннуþ то÷ностü
реøения заäа÷и, то с поìощüþ коìбинаöии ìоäи-
фиöированноãо ìетоäа Нüþтона и ìетоäа ãраäи-
ентноãо спуска уто÷няþтся зна÷ения N1,0, N2,0, N3,0
трех коорäинат вектора N0 в на÷аëüный ìоìент
вреìени и зна÷ение ϕk истинной аноìаëии в ко-
не÷ный ìоìент вреìени.
Моìенты вреìени сообщения иìпуëüсов опре-

äеëяþтся по найäенныì зна÷енияì ϕi с поìощüþ
интеãрирования уравнения

 = (39)

и на÷аëüноãо усëовия τ(ϕ0) = 0.

Во второì варианте выбираþтся äве коìпоненты
N1,0, N3,0 иëи N2,0, N3,0 вектора N0, зна÷ение на÷аëü-
ноãо иìпуëüса U0 и зна÷ение ϕk истинной аноìа-
ëии в конöе проöесса управëения. Зна÷ение третü-
ей коìпоненты N2,0 иëи N1,0 вектора N0 опреäеëя-
ется по äвуì äруãиì коìпонентаì из уравнения

N1,0cosϕ0 + N2,0sinϕ0 – 2(1 + ecosϕ0)signU0 = 0.(40)

Даëее по форìуëаì (29), (30) по известныì зна-
÷енияì L0 и N0 вы÷исëяþтся кватернион ориента-
öии орбиты L1 и вектор N1 на сëеäуþщеì пассивноì
проìежутке. Проверяется усëовие (36) äëя поäтверж-
äения тоãо факта, ÷то посëе сообщения иìпуëüса
сëеäует пассивный этап. Есëи усëовие (36) не вы-
поëняется, то необхоäиìо вернутüся к на÷аëüноìу
состояниþ и выбратü новые зна÷ения äëя коìпо-
нент вектора N0 и на÷аëüноãо иìпуëüса U0. Есëи
усëовие (36) выпоëняется, то, как и в первоì вари-
анте, провоäится постепенное увеëи÷ение истин-
ной аноìаëии ϕ и проверяется усëовие отсутствия
иìпуëüса (38). Даëее повторяþтся все äействия из
первоãо варианта. В конöе проöесса вы÷исëяþтся
поãреøности выпоëнения ÷етырех усëовий (32) и
(33) в скаëярноì ис÷исëении. Есëи поãреøности
превыøаþт заäаннуþ то÷ностü реøения заäа÷и, то
с поìощüþ коìбинаöии ìоäифиöированноãо ìе-
тоäа Нüþтона и ìетоäа ãраäиентноãо спуска уто÷-
няþтся зна÷ения äвух коорäинат N1,0, N3,0 иëи
N2,0, N3,0 вектора N0 в на÷аëüный ìоìент вреìени,
зна÷ение на÷аëüноãо иìпуëüса U0 и зна÷ение ϕk
истинной аноìаëии в коне÷ный ìоìент вреìени.

Uk
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Примеры решения задач оптимальной 
переориентации орбиты КА с использованием 

ограниченной или импульсной тяги

Дëя ÷исëенноãо реøения заäа÷ об оптиìаëüной
переориентаöии орбиты КА с оãрани÷енной иëи
иìпуëüсной тяãой на ЭВМ разработаны проãраììы,
реаëизуþщие описанные выøе аëãоритìы. В сëу-
÷ае оãрани÷енной тяãи краевая заäа÷а äëя систеìы
äифференöиаëüных уравнений (12), (22), (23), (31)
(сì. работу [9]) äевятоãо поряäка по опреäеëениþ
фазовых и сопряженных переìенных, сфорìуëиро-
ванная в первой ÷асти статüи, реøаëасü (äëя нефик-
сированноãо ÷исëа активных у÷астков) с испоëüзова-
ниеì ìетоäа Рунãе—Кутты 4-ãо поряäка то÷ности
и коìбинаöии ìоäифиöированноãо ìетоäа Нüþто-
на и ìетоäа ãраäиентноãо спуска. Так как оптиìаëü-
ное управëение соãëасно (23) (сì. работу [9]) со-
äержит разрывы, то äëя уëу÷øения схоäиìости
итераöионноãо проöесса провоäиëосü уто÷нение
ìоìента разрыва управëения. Дëя заäа÷и с äвух-
иìпуëüсныì управëениеì систеìа аëãебраи÷еских
уравнений (21) реøаëасü с испоëüзованиеì коìби-
наöии ìоäифиöированноãо ìетоäа Нüþтона и ìе-
тоäа ãраäиентноãо спуска. Резуëüтаты рас÷етов
преäставëены ниже в безразìерных переìенных.
Вариант 1. В этоì приìере привеäено реøение

äвухиìпуëüсной заäа÷и переориентаöии орбиты,
коãäа первый иìпуëüс реактивной тяãи сообщает-
ся КА в на÷аëüный ìоìент вреìени проöесса уп-
равëения. Реøение заäа÷и поëу÷ено в резуëüтате
реøения систеìы аëãебраи÷еских уравнений (21).
Эксöентриситет орбиты е = 0,1, ìиниìизируе-

ìый функöионаë и еãо весовые ìножитеëи опре-
äеëяþтся соотноøенияìи

J = α1τk + α2(|U1| + |U2|), α1 = 1,0, α2 = 0,5. (41)

На÷аëüная ориентаöия орбиты опреäеëяется
кватернионоì с коìпонентаìи 

Λ0 = 0,299626, Λ1 = –0,249688,
Λ2 = 0,599251, Λ3 = –0,699127.

В кëасси÷еских эëеìентах на÷аëüная ориентаöия
орбиты опреäеëяется уãëоì накëона орбиты I =
= 80,9609°, äоëãотой восхоäящеãо узëа Ωu = 45,8185°,
уãëовыì расстояниеì äо периöентра ωπ = 180,5787°.
Поëожение КА на орбите в на÷аëüный ìо-

ìент вреìени опреäеëяется истинной аноìаëией
ϕ0 = 0,5 раä иëи 28,6479°.
Заäанная ориентаöия орбиты КА в конöе управ-

ëения опреäеëяется кватернионоì с коìпонентаìи 

Λ0 = 0,369880, Λ1 = –0,342063,
Λ2 = 0,480209, Λ3 = –0,718040.

В кëасси÷еских эëеìентах коне÷ная ориентаöия
орбиты опреäеëяется уãëоì накëона орбиты I =
= 72,2548°, äоëãотой восхоäящеãо узëа Ωu = 62,7172°,
уãëовыì расстояниеì äо периöентра ωπ = 171,7910°.
В резуëüтате реøения äвухиìпуëüсной заäа÷и

переориентаöии орбиты КА поëу÷ено, ÷то на÷аëü-

ный иìпуëüс U1 = 0,549631, уãоë поворота орбиты
за с÷ет на÷аëüноãо иìпуëüса Δψ = 0,505287 раä иëи
28,9510°. Ориентаöия орбиты посëе сообщения на-
÷аëüноãо иìпуëüса опреäеëяется кватернионоì с
коìпонентаìи

Λ0 = 0,273073, Λ1 = –0,092251,
Λ2 = 0,462771, Λ3 = –0,838310.

В кëасси÷еских эëеìентах орбиты ее ориента-
öия посëе сообщения первоãо иìпуëüса и на пас-
сивноì этапе äвижения КА опреäеëяется уãëоì на-
кëона орбиты I = 56,3122°, äоëãотой восхоäящеãо
узëа Ωu = 29,3164°, уãëовыì расстояниеì äо пери-
öентра ωπ = 186,7689°.
Вреìя äвижения КА ìежäу на÷аëüныì и коне÷-

ныì иìпуëüсаìи равно 0,534173 безразìерных еäи-
ниö, зна÷ение истинной аноìаëии в коне÷ный ìо-
ìент вреìени ϕk = 1,109343 раä иëи 63,5605°.
Коне÷ный иìпуëüс U2 = –0,616812, уãоë по-

ворота орбиты за с÷ет коне÷ноãо иìпуëüса Δψ =
= –0,590521 раä иëи –33,8343°. Зна÷ение функöи-
онаëа (41), опреäеëяþщеãо ка÷ество проöесса уп-
равëения, равно 1,117397.
Отìетиì, ÷то все резуëüтаты рас÷етов кроìе

кëасси÷еских уãëовых эëеìентов орбит преäстав-
ëены в безразìерных переìенных. Дëя возвраще-
ния к разìерныì переìенныì необхоäиìо вос-
поëüзоватüся соотноøенияìи (11) (сì. работу [9]).
Вариант 2. При увеëи÷ении разности ìежäу со-

ответствуþщиìи уãëовыìи эëеìентаìи, опреäеëяþ-
щиìи ориентаöиþ на÷аëüной и коне÷ной орбит КА,
÷исëо ìоìентов перекëþ÷ения управëения ìожет
возрастатü. Привеäеì приìер такоãо реøения за-
äа÷и оптиìаëüной переориентаöии орбиты КА с
испоëüзованиеì äвиãатеëя ìаëой тяãи. В этоì при-
ìере рассìотрен сëу÷ай, коãäа критериеì опти-
ìаëüности явëяется аëãебраи÷еская веëи÷ина ха-
рактеристи÷еской скорости, т.е. в функöионаëе
(16) (сì. работу [9]) весовые ìножитеëи a1 = 0,0,
a2 = 1,0. Максиìаëüное зна÷ение безразìерной тяãи,
ортоãонаëüной к пëоскости орбиты КА, um = 0,2,
эксöентриситет орбиты е = 0,1. На÷аëüная ориен-
таöия орбиты в ìоìент вреìени t = 0,0 опреäеëя-
ется кватернионоì с коìпонентаìи

Λ0 = 0,299626, Λ1 = –0,249688,
Λ2 = 0,599251, Λ3 = –0,699127.

В кëасси÷еских эëеìентах на÷аëüная ориентаöия
орбиты опреäеëяется уãëоì накëона орбиты I =
= 80,9609°, äоëãотой восхоäящеãо узëа Ωu = 45,8185°,
уãëовыì расстояниеì äо периöентра ωπ = 180,5787°.
На÷аëüноìу поëожениþ КА на орбите соответст-
вует зна÷ение истинной аноìаëии ϕ = 0,5 раä.
Ориентаöия орбиты, на которуþ требуется пе-

ревести КА, опреäеëяется кватернионоì с коìпо-
нентаìи

Λ0 = 0,376260, Λ1 = –0,390577,
Λ2 = 0,570273, Λ3 = –0,616982.
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В кëасси÷еских эëеìентах коне÷ная ориентаöия
орбиты опреäеëяется уãëоì накëона орбиты I =
= 87,4508°, äоëãотой восхоäящеãо узëа Ωu = 65,7835°,
уãëовыì расстояниеì äо периöентра ωπ = 176,9694°.
Оптиìаëüное управëение состоит из пяти этапов,

при этоì первый, третий и пятый этапы явëяþтся
активныìи, а второй и ÷етвертый — пассивныìи,
на которых управëение u = 0 и ориентаöия орбиты
не изìеняþтся. На первоì этапе 0,0 m t m 0,244511
управëение u = 0,2. Ориентаöия орбиты в конöе
первоãо этапа опреäеëяется кватернионоì с коì-
понентаìи

Λ0 = 0,295958, Λ1 = –0,234733,
Λ2 = 0,590542, Λ3 = –0,713141.

В кëасси÷еских эëеìентах эта орбита опреäеëя-
ется уãëоì накëона орбиты I = 78,9117°, äоëãотой
восхоäящеãо узëа Ωu = 44,2160°, уãëовыì расстоя-
ниеì äо периöентра ωπ = 180,8116°. Истинная ано-
ìаëия КА в этот ìоìент вреìени ϕ = 0,780333 раä.
На второì этапе 0,244511 m t m 0,759668 управ-

ëение u = 0,0, орбита не изìеняет своþ ориента-
öиþ, а истинная аноìаëия КА изìеняется в пре-
äеëах 0,780333 m ϕ m 1,345307.
На третüеì этапе 0,759668 m t m 2,131597 управëе-

ние u = –0,2. Ориентаöия орбиты в конöе третüеãо
этапа опреäеëяется кватернионоì с коìпонентаìи

Λ0 = 0,380611, Λ1 = –0,298721,
Λ2 = 0,509331, Λ3 = –0,711676.

В кëасси÷еских эëеìентах эта орбита опреäеëя-
ется уãëоì накëона орбиты I = 72,3804°, äоëãотой
восхоäящеãо узëа Ωu = 58,5297°, уãëовыì расстоя-
ниеì äо периöентра ωπ = 177,7468°. Истинная ано-
ìаëия КА в этот ìоìент вреìени ϕ = 2,615769 раä.
На ÷етвертоì этапе 2,131597 m t m 2,665847 уп-

равëение u = 0,0, орбита не изìеняет своþ ориен-
таöиþ, а истинная аноìаëия КА изìеняется в пре-
äеëах 2,615769 m ϕ m 3,050927.
На пятоì этапе 2,665847 m t m 4,081069 управ-

ëение u = 0,2, истинная аноìаëия КА изìеняется
в преäеëах 3,050927 m ϕ m 4,241363. Ориентаöия ор-
биты в конöе пятоãо этапа совпаäает с заäанной
ориентаöией коне÷ной орбиты.
Дëитеëüности активных этапов Δt1 = 0,244511,

Δt3 = 1,371929, Δt5 = 1,415222. Дëитеëüности пассив-
ных этапов Δt2 = 0,515157, Δt4 = 0,534250. Суììар-
ная äëитеëüностü активных этапов равна 3,031662,
а зна÷ение функöионаëа (16) (сì. работу [9]) равно
0,606332. Общая проäоëжитеëüностü проöесса рав-
на 4,081069 безразìерноãо вреìени.
Ниже привоäятся приìеры реøения иìпуëüс-

ной заäа÷и переориентаöии орбиты КА по аëãо-
ритìу, изëоженноìу в äанной ÷асти статüи, в ко-
тороì заранее не заäается ÷исëо иìпуëüсов. В ва-
риантах 3 и 4 на÷аëüная и коне÷ная ориентаöии
орбиты, эксöентриситет орбиты и на÷аëüное поëо-
жение КА на орбите совпаäаþт с соответствуþщи-
ìи веëи÷инаìи варианта 2.

Вариант 3. Весовые ìножитеëи в функöиона-
ëе (3) равны сëеäуþщиì зна÷енияì: α1 = 0,0, α2 = 1,0.
На проìежутке 0 m t < 1,438531 КА соверøает пас-
сивный поëет, при этоì истинная аноìаëия КА
изìеняется в преäеëах 0,5 m ϕ m 2,007904. В ìо-
ìент t = t1 = 1,438531 поä äействиеì иìпуëüса U1 =
= –0,213018 соверøается поворот орбиты вокруã
раäиуса-вектора КА на уãоë Δψ1 = –0,222435 раä иëи
–12,7446°. Посëе первоãо иìпуëüса ориентаöия ор-
биты опреäеëяется кватернионоì с коìпонентаìи

Λ0 = 0,369763, Λ1 = –0,304367,
Λ2 = 0,532573, Λ3 = –0,697856.

В кëасси÷еских эëеìентах ориентаöия проìе-
жуто÷ной орбиты опреäеëяется уãëоì накëона ор-
биты I = 75,6731°, äоëãотой восхоäящеãо узëа
Ωu = 57,6652°, уãëовыì расстояниеì äо периöент-
ра ωπ = 178,1690°.
По этой орбите на проìежутке 1,438531 < t <

< 3,562805 КА соверøает пассивный поëет, при этоì
истинная аноìаëия КА изìеняется в преäеëах
2,007904 < ϕ < 3,784046. В ìоìент t = tk = 3,562805
поä äействиеì иìпуëüса Uk = 0,228738 соверøается
поворот орбиты вокруã раäиуса-вектора КА на уãоë
Δψk = 0,248645 раä иëи 14,2463°. Посëе второãо иì-
пуëüса ориентаöия орбиты КА совпаëа с заäанной
коне÷ной орбитой.
Зна÷ение функöионаëа, опреäеëяþщеãо ка÷ест-

во проöесса переориентаöии орбиты, J = 0,441756.
Дëитеëüностü проöесса управëения равна 3,562805
безразìерноãо вреìени.
Из сравнения резуëüтатов вариантов 2 и 3, в ко-

торых оäни и те же исхоäные äанные по на÷аëüной
и коне÷ной ориентаöияì орбит, эксöентриситету
орбиты, на÷аëüной истинной аноìаëии и весовыì
ìножитеëяì в функöионаëе ìиниìизаöии, виäно,
÷то зна÷ение функöионаëа äëя иìпуëüсной заäа÷и
ìенüøе, ÷еì äëя заäа÷и с оãрани÷енной тяãой, ÷то
и äоëжно быëо иìетü ìесто.
Отìетиì, ÷то реøение äвухиìпуëüсной заäа÷и

äëя исхоäных äанных варианта 2 по ìетоäу, изëожен-
ноìу в п. 1, коãäа первый иìпуëüс сообщается КА
в на÷аëüный ìоìент, а второй иìпуëüс — в конöе
äвижения, äает боëüøее зна÷ение функöионаëа
J = 0,793668 и, сëеäоватеëüно, оказывается неоп-
тиìаëüныì.
Вариант 4. Весовые ìножитеëи в функöионаëе

(3) равны сëеäуþщиì зна÷енияì: α1 = 0,75, α2 = 1,0.
В этоì сëу÷ае оптиìаëüныì режиìоì иìпуëüсноãо
управëения явëяется режиì, коãäа первый иìпуëüс
сообщается в на÷аëüный ìоìент вреìени, а второй —
в конöе проöесса управëения. На÷аëüный иìпуëüс
U1 = 0,229210 повора÷ивает орбиту на уãоë
Δψ = 12,0732°. Даëее, в те÷ение проìежутка 0,0 < t <
< 0,439623 КА соверøает пассивный поëет по ор-
бите, ориентаöия которой опреäеëяется кватер-
нионоì с коìпонентаìи

Λ0 = 0,290795, Λ1 = –0,185402,
Λ2 = 0,546512, Λ3 = –0,763144.
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В кëасси÷еских эëеìентах орбиты ее ориентаöия
опреäеëяется уãëоì накëона орбиты I = 70,4943°,
äоëãотой восхоäящеãо узëа Ωu = 39,5986°, уãëовыì
расстояниеì äо периöентра ωπ = 182,1200°.
В ìоìент t = 0,439623 сообщается второй иì-

пуëüс U2 = –0,564458, который повора÷ивает ор-
биту на уãоë Δψ = –30,6962° вокруã раäиуса-вектора
КА с истинной аноìаëией ϕk = 1,005280 раä иëи
57,5983°. В резуëüтате сообщения второãо иìпуëüса
ориентаöия орбиты КА совпаäает с заäанной коне÷-
ной орбитой. Зна÷ение функöионаëа J = 1,123386.
В то же вреìя зна÷ение функöионаëа äëя режиìа
управëения, рассìотренноãо в варианте 3, коãäа
первый этап явëяется пассивныì и ìиниìизиру-
ется характеристи÷еская скоростü, J = 2,462584
(иìеет боëüøее зна÷ение).
Рассìотренные приìеры показываþт, ÷то с по-

ìощüþ принöипа ìаксиìуìа Понтряãина, опреäе-
ëяþщеãо необхоäиìые усëовия оптиìаëüности,
ìожно поëу÷итü нескоëüко режиìов управëения,
претенäуþщих на оптиìаëüностü. Из их сравнения
ìежäу собой ìожно выбратü оптиìаëüный режиì
управëения.
Отìетиì, ÷то ÷исëенное реøение заäа÷и опти-

ìаëüной переориентаöии орбиты КА с оãрани÷ен-
ной тяãой (äëя разëи÷ных ìаксиìаëüных зна÷ений
äопустиìоãо управëения), а также с иìпуëüсной
тяãой показаëо, ÷то при увеëи÷ении ìаксиìаëüной
веëи÷ины äопустиìоãо управëения реøение заäа-
÷и об оптиìаëüной переориентаöии орбиты КА с
оãрани÷енной тяãой прибëижается к реøениþ за-
äа÷и с иìпуëüсной тяãой, ÷то свиäетеëüствует о
корректности испоëüзуеìой ìетоäоëоãии постро-
ения иìпуëüсноãо реøения заäа÷и оптиìаëüной
переориентаöии орбиты КА.

Заключение

В настоящей, второй, ÷асти статüи в строãой не-
ëинейной постановке построена новая теория ре-
øения заäа÷и оптиìаëüной иìпуëüсной переори-
ентаöии орбиты КА посреäствоì реактивной тяãи,
ортоãонаëüной пëоскости орбиты, с испоëüзованиеì
кватернионноãо äифференöиаëüноãо уравнения
ориентаöии орбиты КА äëя нефиксированноãо
÷исëа иìпуëüсов реактивной тяãи: форìуëа (4),
связываþщая иìпуëüс реактивной тяãи Ui на i-ì
активноì у÷астке траектории с уãëоì Δψi поворота
орбиты КА вокруã еãо раäиуса-вектора; форìуëа (5),
связываþщая зна÷ение кватерниона Li – 1, опреäе-
ëяþщеãо ориентаöиþ орбиты переä сообщениеì
иìпуëüса Ui в ìоìент τi, со зна÷ениеì кватерниона
ориентаöии орбиты Li посëе сообщения иìпуëüса;
анаëоãи÷ная форìуëа (6) äëя кватернионной со-
пряженной переìенной M; форìуëа (13) äëя прира-
щения Δχi скаëярной сопряженной переìенной χ;
форìуëа (14), связываþщая зна÷ения переìенных
N1, N2, описываþщих функöиþ перекëþ÷ения уп-
равëения, в на÷аëüный и коне÷ный ìоìенты вре-
ìени i-ãо активноãо у÷астка, а также äопоëнитеëü-

ное усëовие (15) äëя внутреннеãо иìпуëüса реак-
тивной тяãи.
На основе построенной теории преäëожены но-

вые аëãоритìы оптиìаëüной äвухиìпуëüсной и ìно-
ãоиìпуëüсной переориентаöии орбиты КА посреä-
ствоì реактивной тяãи, ортоãонаëüной пëоскости
оскуëируþщей орбиты. Привеäены приìеры ÷исëен-
ноãо реøения краевых заäа÷ оптиìаëüной пере-
ориентаöии орбиты КА с оãрани÷енной иëи иì-
пуëüсной реактивной тяãой, позвоëивøие установитü
свойства и законоìерности проöесса оптиìаëüной
переориентаöии орбиты КА посреäствоì реактив-
ной тяãи, ортоãонаëüной пëоскости орбиты.
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This paper considers the problem of optimal reorientation of the spacecraft's orbit by a limited or pulse jet thrust which
is orthogonal to the plane of the osculating orbit, with the help of quaternion differential equation of the spacecraft (SC) orbit
orientation and the Pontryagin maximum principle. This kind of jet thrust changes the orientation of the spacecraft orbits while
its shape and size during control process kept unchanged. Functional that defines quality of control process is a weighted con-
volution of two criteria: time and the total momentum of jet thrust spent on control process (special cases of this functional are
fast response problem and the problem of minimizing the characteristic velocity). In the second part of the article we present
a new theory of problem of optimal reorientation of the spacecraft orbit in pulse setting (using pulse (large) jet thrust). We pro-
vide algorithms for solving boundary value problems of optimal two-pulse and multi-pulse reorientation of the spacecraft orbit
(non-fixed number of jet thrust pulses) and examples of numerical solution of boundary value problems of optimal reorientation
of the spacecraft orbit with a limited (small) or pulse (large) thrust in which quaternion osculating element is used to describe
the orientation of the spacecraft orbit.
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Автоматизация процесса защиты газотурбинных двигателей 
от помпажа

Газотурбинные äвиãатеëи (ГТД) øироко ис-
поëüзуþтся в авиаöионных, суäовых сиëовых уста-
новках, на ìощных тяãа÷ах и совреìенных танках,
на насосных станöиях при перека÷ке ãаза. Обëаäая
несоìненныìи преиìуществаìи по развиваеìой
иìи ìощности при äостато÷но высокоì коэффи-
öиенте поëезноãо äействия, они, к сожаëениþ,
иìеþт и оäин серüезный неäостаток — высокуþ
÷увствитеëüностü к наруøениþ соответствия ìежäу
расхоäоì возäуха в ãазовозäуøноì тракте и ÷асто-
той вращения коìпрессора. Вìесте с теì такое на-
руøение привоäит, как правиëо, к неустой÷ивой
работе коìпрессора и возникновениþ поìпажа,
сопровожäаþщеãося уìенüøениеì ÷астоты враще-
ния роторов äвиãатеëя, сиëüной вибраöией конст-
рукöии (тряской) и возрастаниеì теìпературы ãа-
зов переä турбиной [1].
Дëя расøирения äиапазона устой÷ивой работы

коìпрессора приìеняþт ряä äействий: испоëüзуþт
поворотные ëопатки направëяþщих аппаратов коì-
прессора, выпоëняþт перепуск возäуха в атìосферу
посëе нескоëüких ступеней, реаëизуþт äвухкон-
турные схеìы äвиãатеëей. Оäнако все эти ìероприя-
тия не ãарантируþт возìожности возникновения
поìпажа äвиãатеëя как на перехоäных режиìах еãо
работы, так и при äействии зна÷итеëüных внеøних
возìущений иëи появëении тех иëи иных неисп-
равностей. Необхоäиìо отìетитü, ÷то проöесс раз-
вития поìпажноãо срыва оказывается настоëüко
скороте÷ныì, ÷то оператор не в состоянии свое-
вреìенно еãо обнаружитü и принятü ìеры äëя
преäотвращения аварийной ситуаöии, наприìер,
обãорания ëопаток турбины и вибраöионных раз-
руøений отäеëüных эëеìентов конструкöии [2].
Быстроте÷ностü протекания поìпажа заставëяет
искатü способы автоìати÷еской защиты äвиãатеëя
при возникновении поìпажноãо срыва. На ряäе
ГТД устанавëиваþт оãрани÷итеëи теìпературы,
которые непрерывно изìеряþт теìпературу ãазов за
турбиной и при неäопустиìо высокоì ее зна÷ении
выäаþт сиãнаë на уìенüøение поäа÷и топëива.
Дëя прекращения поìпажа äвиãатеëя в некото-

рых сëу÷аях неäостато÷но уìенüøения поäа÷и

топëива, а требуется поëное выкëþ÷ение äвиãатеëя,
÷еãо оãрани÷итеëü ìаксиìаëüной теìпературы обес-
пе÷итü не ìожет. Кроìе тоãо, оãрани÷итеëü теìпе-
ратуры реаãирует на возникновение поìпажа не
в на÷аëüной стаäии, а в ìоìент, коãäа теìпература
ãазов за турбиной превысит ìаксиìаëüно äопусти-
ìое зна÷ение.
Пневìати÷еские äат÷ики возникновения поì-

пажа øирокоãо приìенения не наøëи из-за труä-
ностей, связанных с преäупрежäениеì их ëожноãо
срабатывания при äроссеëировании äвиãатеëя.
Указанные неäостатки пере÷исëенных способов

обнаружения и прерывания поìпажа ГТД в зна÷и-
теëüной степени ìоãут бытü устранены при непре-
рывноì сëежении за изìенениеì теìпературы ãазов
за турбиной и ÷астоты вращения турбины и при
посëеäуþщеì возäействии сиãнаëаìи от äат÷иков
теìпературы и ÷астоты вращения на систеìу реãу-
ëировки поäа÷и топëива. Отìетиì, ÷то äëя повыøе-
ния эффективности контроëя состояния ãазоäина-
ìи÷ескоãо тракта ГТД öеëесообразно осуществëятü
непрерывное сëежение не за саìой теìпературой
ãазов за турбиной, а за скоростüþ изìенения теì-
пературы. В этоì сëу÷ае проöеäура контроëя ìожет
бытü свеäена к сравнениþ поëожитеëüноãо по зна-
ку текущеãо зна÷ения скорости изìенения теìпе-
ратуры ãазов за турбиной с преäеëüно äопустиìыì
ее зна÷ениеì и к опреäеëениþ (при их совпаäении
иëи при превыøении преäеëüноãо зна÷ения) знака
приращения ÷астоты вращения турбины. Есëи знак
приращения ÷астоты вращения турбины окажется
отриöатеëüныì, то форìируется сиãнаë на уìенü-
øение поäа÷и топëива и вкëþ÷аþтся звуковая и све-
товая сиãнаëизаöии появëения поìпажноãо режиìа.
В öеëоì контроëü состояния ãазоäинаìи÷еско-

ãо тракта ГТД своäится, такиì образоì, к сëеäуþ-
щеìу аëãоритìу:

1) проверка усëовия dТ4/dt > 0;
2) есëи усëовие 1 выпоëнено, то проверка усëовия
dТ4/dt l (dТ4/dt)max_äоп;
3) есëи усëовие 2 выпоëнено, то проверка усëо-

вия dn/dt < 0;

Анализируется один из возможных путей автоматизации процесса защиты газотурбинных двигателей от помпажа по те-
кущим и пороговым значениям скорости изменения частоты вращения роторов и температуры газов за турбиной с учетом зна-
ков изменения этих параметров.

Приводится алгоритм, позволяющий своевременно обнаружить признаки возможного появления помпажа, уменьшить по-
дачу топлива и в случае выключения двигателя осуществить его автоматический запуск.
Ключевые слова: автоматизация, алгоритм, помпаж, газотурбинный двигатель
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4) есëи усëовие 3 выпоëнено, то форìирование
сиãнаëа на уìенüøение поäа÷и топëива и вкëþ÷е-
ние звуковой и световой сиãнаëизаöий появëения
поìпажноãо режиìа.
Зäесü Т4 — теìпература ãазов за турбиной (в °С);

n — ÷астота вращения турбины (äëя оäноваëüных
ГТД) иëи ротора низкоãо äавëения (äëя äвухкон-

турных ГТД);  — преäеëüно äопусти-

ìое зна÷ение первой произвоäной теìпературы ãа-
зов за турбиной.
Указанные особенности проöеäуры контроëя

ãазоäинаìи÷ескоãо тракта ГТД позвоëяþт уско-
ритü проöесс обнаружения ìоìента появëения
поìпажноãо режиìа, уìенüøитü вреìя срабатыва-
ния систеìы реãуëировки поäа÷и топëива и в öе-
ëоì снизитü вероятностü появëения аварийных си-
туаöий в ГТД.
В рассìотренноì выøе аëãоритìе все конт-

роëüные операöии ãазоäинаìи÷ескоãо тракта ГТД
своäятся к параëëеëüно-посëеäоватеëüноìу ис-
поëüзованиþ пяти типов äискретных операторов,
преäставëяþщих собой функöии äвои÷ных пере-
ìенных, основные характеристики которых приве-
äены в табëиöе.
Оператор P(Iz, Is) форìирования звуковых и

световых сиãнаëов оповещения о появëении при-
знаков поìпажа и оператор Y(ΔGт) форìирования
коìанäы на уìенüøение поäа÷и топëива реаëизу-
þтся практи÷ески оäновреìенно. Их реаëизаöия
осуществëяется в сëеäуþщей посëеäоватеëüности.
Сравнивается поëожитеëüное по знаку текущее зна-
÷ение скорости изìенения теìпературы ãазов за

турбиной  с преäеëüно äопустиìыì ее зна-

÷ениеì  и при  l 

опреäеëяется знак приращения ÷астоты вращения

турбины sign . При sign  = –1 операторы

P(Iz, Is) и Y(ΔGт) приниìаþт зна÷ения "1", в соот-
ветствии с ÷еì уìенüøается поäа÷а топëива и фор-
ìируþтся коìанäы Iz и Is вкëþ÷ения звуковой и
световой сиãнаëизаöии появëения признаков поì-
пажноãо режиìа.
Есëи поìпажный режиì прекращается ëиøü

посëе поëной отсе÷ки топëива (Gт = 0) и äвиãатеëü
выкëþ÷ается, то реаëизуется оператор F(n), который
при уìенüøении ÷астоты вращения n ниже nìã
приниìает зна÷ение "1". В соответствии с этиì фор-
ìируется коìанäа на запуск ГТД. Операторы π(Gт)
и π(n) явëяþтся вспоìоãатеëüныìи, обеспе÷иваþ-
щиìи запуск схеìы реаëизаöии оператора F(n).
Контроëü ãазоäинаìи÷ескоãо тракта ГТД по

описанноìу аëãоритìу техни÷ески наибоëее просто
ìожет бытü реаëизован посреäствоì автоноìноãо
устройства, бëок-схеìа котороãо приìенитеëüно к
авиаöионноìу äвиãатеëþ привеäена на рисунке.
В проöессе работы авиаäвиãатеëя бëок 3 осуще-

ствëяет äифференöирование сиãнаëа, сниìаеìоãо
с выхоäа äат÷ика 1, и форìирование сиãнаëа, про-
порöионаëüноãо первой произвоäной от вхоäноãо.
Он реаãирует на увеëи÷ение вхоäноãо сиãнаëа, ÷то,
наприìер, при выпоëнении äанноãо бëока на базе
äифференöируþщеãо усиëитеëя постоянноãо тока

dT4

dt
-------⎝ ⎠

⎛ ⎞
max_äоп

Операторы и реализуемые ими функции

№ Усëовное обозна-
÷ение оператора

Реаëизуеìые оператороì 
функöии

Зна÷ения, прини-
ìаеìые оператороì

Усëовия, при которых оператор
приниìает зна÷ения "0" иëи "1"

1 P(Iz, Is) Форìирование звуковых 
и световых сиãнаëов опо-
вещения о появëении 
признаков поìпажа

1
 l  и sign  = –1

0
 < 

2 Y(ΔGт) Форìирование коìанäы 
на уìенüøение поäа÷и 
топëива

1
sign  = –1 и  –  m 0

0
sign  = sign  = –1 и ΔGт ≠ 0

3 π(Gт) Сëежение за изìенениеì 
расхоäа топëива

1 Gт = 0
0 Gт ≠ 0

4 π(n) Сëежение за изìенения-
ìи зна÷ений ÷астоты вра-
щения турбины

1 π(Gт) = 1 и n m nmin_äоп

0 π(Gт) = 0 и n > nmin_äоп

5 F(n) Форìирование коìанäы 
на запуск äвиãатеëя посëе 
еãо саìопроизвоëüноãо 
выкëþ÷ения из-за поë-
ной отсе÷ки топëива

1 n m nìã – (Δn)äоп; Gт = 0
0 n > nìã – (Δn)äоп, nìã — ÷астота вращения на режиìе 

"ìаëый ãаз"; (Δn)äоп — äопустиìое уìенüøение ÷астоты 
вращения, при котороì еще возìожен запуск äвиãатеëя
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äостиãается за с÷ет соответствуþщеãо выбора ра-
бо÷ей то÷ки вхоäноãо каскаäа.
При поступëении сиãнаëа от бëока 3 устройство 4

обеспе÷ивает проверку усëовия

 l .

При выпоëнении указанноãо усëовия на выхоäе
пороãовоãо устройства 4 появëяется иìпуëüсный
сиãнаë. При этоì есëи иìеет ìесто тенäенöия
уìенüøения зна÷ений n (о ÷еì свиäетеëüствует от-
риöатеëüный знак приращения ÷астоты вращения,
т. е. выпоëнение усëовия signΔn = –1), то бëок 5 по
äанноìу сиãнаëу устройства 4 на основе анаëиза
приращений ÷астоты вращения Δn за ìаëые äиск-
ретные проìежутки вреìени, опреäеëяеìые выра-

жениеì Δt = , ãäе f — ìаксиìаëüное зна÷ение из-

ìенения ÷астоты вращения, форìирует сиãнаë, по
котороìу провоäится вкëþ÷ение сиãнаëизатора 9,
обеспе÷иваþщеãо срабатывание эëеìентов звуко-
вой и световой сиãнаëизаöий появëения поìпажа.
Оäновреìенно с этиì появивøийся на выхоäе

бëока 5 сиãнаë поступает на вхоä бëока 6, по кото-
роìу в посëеäнеì форìируется сиãнаë управëения
эëектроìаãнитныì испоëнитеëüныì ìеханизìоì
реãуëятора 7 поäа÷и топëива. Поä возäействиеì
äанноãо сиãнаëа выпоëняется переìещение рабо-
÷еãо орãана испоëнитеëüноãо ìеханизìа в сторону
уìенüøения поäа÷и топëива, ÷то вызывает, в своþ
о÷ереäü, срабатывание äат÷ика 8 и появëение на
еãо выхоäе сиãнаëов, по которыì осуществëяется
выкëþ÷ение звуковой и световой сиãнаëизаöий и
прекращается анаëиз приращений Δn в бëоке 5.

В сëу÷ае есëи теìпература ãазов за турбиной

проäоëжает возрастатü, то при  < 0 и  l

l  описанный öикë операöий повто-

рится, при÷еì повторные öикëы прекратятся ëиøü
посëе устранения признаков поìпажа.
Есëи в проöессе повторения указанных öикëов

реãуëятор поäа÷и топëива 7 окажется в поëожении,
соответствуþщеì поëной отсе÷ке топëива, т.е. в по-
ëожении, при котороì происхоäит выкëþ÷ение
äвиãатеëя, äат÷ик 8 сфорìирует сиãнаë на откры-
тие кëапана 10. Через посëеäний выхоä äат÷ика 2
буäет поäкëþ÷ен к пороãовоìу эëеìенту 11, пороã
срабатывания котороãо установëен на зна÷ение
n = nìã – (Δn)äоп. Пороãовый эëеìент 11 при
n m nìã – (Δn)äоп сфорìирует иìпуëüсный сиãнаë,
по котороìу буäет вкëþ÷ена систеìа 12 авиаäви-
ãатеëя "Запуск в возäухе", обеспе÷иваþщая поäа÷у
пусковоãо топëива, кисëороäа и эëектрозажиãа-
ние. При n = nìã систеìа 12 выкëþ÷ается.
Описанный ìетоä автоìати÷еской защиты ГТД

от поìпажных срывов раöионаëüно испоëüзоватü
как при их стенäовых испытаниях, так и непосреä-
ственно при экспëуатаöии ГТД на ëетатеëüных ап-
паратах, суäах и äруãих транспортных среäствах.
В первоì сëу÷ае аëãоритì выявëения признаков
поìпажа ìожет бытü реаëизован посреäствоì ЦВМ,
вхоäящей в состав систеìы стенäовых испытаний,
а во второì — посреäствоì бортовоãо ìаëоãаба-
ритноãо эëектронноãо противопоìпажноãо уст-
ройства, анаëоãи÷ноãо тоìу, бëок-схеìа котороãо
быëа описана выøе.
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Analysis one for possible ways of automation protection of gas-turbine engine from surge that derives all or most of its thrust
by reaction to its ejection of combustion products (or heated air) in a jet and that obtains oxygen from the atmosphere for the
combustion of its fuel. Parameters of control and operate — quantitative and qualitative change of frequency rotors turn and
of gas temperature over the turbine. Analysis of the parameters examination with calculation signs of changes this parameters.
Examine algorithm of indications signs surge of gas-turbine engine, reduce the speed feeding of oil fuel, automation start the
gas-turbine engine. Algorithm of protect from surge suitable used for two type jet engine: 1) in the jet engine a part of the air
bypassed and exhausted to atmosphere afte the first (two) stages of LP compressor. About half of the thrust is produced by the
fan exhaust; 2) a jet engine incorporating a turbine-driven air compressor to take in and compress the air for the combustion
of fuel, the gases of combustion being used both to rotate the turbine and to create a thrust-producing jet.
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24—25 ноября 2016 г. в Санкт-Петербурге состоится 27-я конферен-

ция "Экстремальная робототехника (ЭР-2016)", и в этом году ее прове-

дение приурочено к 90-летнему юбилею основателя ЦНИИ РТК и бес-

сменного председателя программного комитета конференции —

Е. И. Юревича.

Каждый год более двадцати пяти лет конференция "Экстремальная робо-

тотехника" собирает на своей площадке ведущих российских специалистов,

молодых ученых в области робототехники, аспирантов, студентов крупней-

ших технических университетов. Вот уже несколько лет подряд конференция

проходит в формате международного мероприятия, что позволяет в "откры-

том поединке" максимально оценить национальные составляющие мирового научно-исследовательского

потенциала в области создания средств технической кибернетики и робототехники космического, воздуш-

ного, наземного и морского базирования.

В рамках конференции, как всегда, планируется рассмотреть широкий круг вопросов: от концептуаль-

ных проблем создания до практического применения уже существующих робототехнических комплексов.

Тематика конференции посвящена актуальным вопросам, связанным с созданием робототехнических сис-

тем нового поколения для работы в экстремальных условиях и чрезвычайных ситуациях, включая борьбу с

терроризмом, пожаротушение, решение оборонных задач, а также с задачами освоения космоса и глубин

Мирового океана, медицины, атомной энергетики и опасных производств.

Работа конференции традиционно запланирована в формате пленарных и секционных заседаний, дис-

куссий, круглых столов, посвященных актуальным проблемам и задачам в сфере робототехнических сис-

тем и средств безопасности.

Международная конференция "ЭР-2016" открыта для всех желающих, а их организатор — ЦНИИ робо-

тотехники и технической кибернетики — всегда рад новым участникам и гостям.

Подробная информация о конференции на сайте: http://er.rtc.ru.


