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Подход к диагностированию линейных систем
непараметрическим методом1

Введение

Функöионаëüное äиаãностирование (ФД) явëя-
ется оäниì из ìощных среäств повыøения эффек-
тивности экспëуатаöии сëожных техни÷еских сис-
теì, поскоëüку оно позвоëяет проверятü правиëü-
ностü функöионирования систеìы в проöессе
выпоëнения еþ своих основных функöий и опера-
тивно поставëятü инфорìаöиþ о возникаþщих
сбоях и äефектах. За нескоëüко äесятиëетий быëи
разработаны разнообразные ìетоäы ФД на основе
äиаãности÷еских набëþäатеëей, соотноøений па-
ритета и ìетоäов иäентификаöии, изу÷ены связи
ìежäу ниìи; в зна÷итеëüной ìере реøены заäа÷и
обеспе÷ения робастности на основе активных и
пассивных ìетоäов, испоëüзования аäаптивноãо
пороãа и не÷еткой ëоãики, поäхоäа H∞; рассìотре-
ны кëассы техни÷еских систеì, описываеìых раз-
ëи÷ныìи ìоäеëяìи — ëинейныìи, неëинейныìи,
синãуëярныìи, ãибриäныìи [1, 2, 4, 7, 8].
В посëеäнее äесятиëетие перспективныì и ак-

тивно испоëüзуеìыì ìетоäоì реøения заäа÷ ФД
стаë так называеìый непараìетри÷еский ìетоä
[5, 6, 9], особенностü котороãо состоит в тоì, ÷то
все иëи некоторые параìетры объекта äиаãности-
рования ìоãут бытü неизвестныìи. Как правиëо,
этот ìетоä изëаãается äëя систеì с непрерывныì
вреìенеì, в äанной работе он рассìатривается
приìенитеëüно к äискретныì систеìаì на основе
новоãо ìетоäа поиска äефектов.

1. Непараметрический метод

Основные конструкции. Рассìотриì кëасс тех-
ни÷еских систеì, описываеìых ëинейной ìоäеëüþ

x(t + 1) = Fx(t) + Gu(t) + Didi(t), y(t) = Hx(t).(1.1)

Зäесü x ∈ Rn, u ∈ Rm, y ∈ Rl — векторы состоя-
ния, управëения и выхоäа соответственно; F, G, H
и D1, D2, ..., Ds — известные постоянные ìатриöы;
d1(t), d2(t), ..., ds(t) — скаëярные функöии, описы-
ваþщие äефекты: при их отсутствии di(t) = 0, при
появëении i-ãо äефекта di(t) становится неизвест-
ной функöией вреìени, i = 1, 2, ..., s. Преäпоëаãа-
ется, ÷то в систеìе возìожны тоëüко оäнократные
äефекты, возìущения äëя простоты не у÷итываþтся.
Буäеì поëаãатü, ÷то в состав некоторых эëеìен-

тов ìатриö F и G вхоäят параìетры, характеризуе-
ìые вектороì γ = (γ1, γ2, ..., γs)

т; i-й äефект в сис-
теìе проявëяется в виäе откëонения i-ãо параìетра
от еãо ноìинаëüноãо зна÷ения, ÷то в ìоäеëи (1.1)
у÷итывается соответствуþщиì эëеìентоì суììы

Didi(t).

Преäпоëаãается, ÷то пара (F, H) набëþäаеìа.
Известно [3], ÷то в этоì сëу÷ае систеìа ìожет бытü
преäставëена в иäентификаöионной канони÷еской
форìе, коãäа все обратные связи выпоëнены с по-
ìощüþ вектора выхоäа. Рассìотриì оäну из поä-
систеì этой форìы, реаëизуеìуþ с поìощüþ ëи-
нейных преобразований

x* = Φx, y* = Ry (1.2)

Рассматривается задача диагностирования непараметрическим методом технических систем, описываемых линейными
динамическими моделями. На основе декомпозиции модели исходной системы предлагается подход, позволяющий проводить поиск
дефектов. Теоретические результаты демонстрируются на иллюстративном и практическом примерах.
Ключевые слова: функциональное диагностирование, наблюдатели, непараметрический метод, декомпозиция, поиск де-

фектов, матрица синдромов
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 1 Работа выпоëнена при финансовой поääержке Россий-
скоãо нау÷ноãо фонäа (проект № 16-09-00046).
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äëя некоторой ìатриöы Φ и ìатриöы-строки R, ÷то
äает сëеäуþщуþ ìоäеëü этой поäсистеìы:

(1.3)

äëя ìатриö J(1), ..., J(N), , ..., , некоторые
эëеìенты которых зависят от параìетров, харак-
теризуеìых вектороì γ = (γ1, γ2, ..., γs)

т; x*i — i-я коì-
понента вектора состояния x*, x*i = Φix, Φi — i-я
строка ìатриöы Φi, i = 1, 2, ..., N.
Выпоëниì в поëу÷енноì преäставëении ряä

вреìенных сäвиãов и поäстановок оäних уравне-
ний в äруãие:

x*1(t + 2) = J(1)y(t + 1) + u(t + 1) +

+ x*3(t) + J(2)y(t) + u(t),

x*1(t + 3) = J(1)y(t + 2) + u(t + 2) + J(2)y(t + 1) +

+ u(t + 1) + x*4(t) + J(3)y(t) + u(t),

...

y*(t + N) = x*1(t + N) =

= (J(1) ...J(N) ) .

Запиøеì выражение äëя зна÷ения веëи÷ины y*
äëя T ìоìентов вреìени:

YT (t) = (y*(t + N + T – 1)y*(t + N + T – 2) ...

... y*(t + N)) = (J(1)  ... J(N) )VT (t), (1.4)

ãäе

VT (t) =

= .

Характерной особенностüþ поëу÷енноãо выра-
жения явëяется то, ÷то параìетры, зна÷ения кото-
рых ìоãут бытü неизвестны, нахоäятся в строке
(J (1) ...J (N) ); строка YT (t) и ìатриöа VT (t)
зависят тоëüко от изìеряеìых зна÷ений векторов
управëения и выхоäа. Посëеäнее позвоëяет осуще-
ствëятü ФД с испоëüзованиеì строки YT (t) и ìат-
риöы VT (t), т.е. без знания зна÷ений параìетров
äиаãностируеìой систеìы.
Генерация невязки. Дëя принятия реøения о воз-

никøих äефектах зна÷ение T выбирается ìини-

ìаëüныì, при котороì rank(VT (t)) = rank(VT – 1(t))
[5, 6]. Отсþäа сëеäует, ÷то посëеäний стоëбеö ìат-
риöы VT (t) ëинейно выражается ÷ерез преäыäущие
стоëбöы, т.е. существует ненуëевой вектор υT (t),
äëя котороãо VT (t)υ(T ) = 0; это озна÷ает, ÷то ìат-
риöа VT (t) иìеет непустое яäро. Из (1.4) тоãäа сëе-
äует равенство YT (t)υ(T ) = 0, которое явëяется со-
отноøениеì паритета. Из сказанноãо сëеäует, ÷то
правиëо ãенераöии невязки

rT (t) = YT (t)υ(T ), υ(T ) ∈ ker(VT (t)), (1.5)

преäëоженное äëя непрерывных систеì в работах
[5, 6], явëяется робастныì в тоì сìысëе, ÷то оно
строится без знания зна÷ений эëеìентов ìатриö
систеìы. Дëя ãенераöии невязки äостато÷но знатü
разìерности векторов систеìы, но вы÷исëение
эëеìентов соотноøения (1.5) äоëжно провоäитüся
непосреäственно в проöессе ФД в реаëüноì ìасø-
табе вреìени. Этиì правиëо (1.5) отëи÷ается от из-
вестных ìетоäов ãенераöии невязки, опираþщихся
на äетаëüное описание систеìы, ÷то äает возìож-
ностü выпоëнитü ряä вы÷исëений преäваритеëüно —
переä провеäениеì проöесса ФД. Отìетиì, ÷то не-
вязка rT (t) ãенерируется äëя кажäоãо ìоìента t, т.е.
вреìенное окно T явëяется скоëüзящиì.
Ясно, ÷то операöии опреäеëения зна÷ения T, при

котороì rank(VT(t)) = rank(VT – 1(t)), требуþт опре-
äеëенных ресурсов вреìени и не всеãäа ìоãут бытü
реаëизованы в реаëüноì ìасøтабе вреìени. Дëя
устранения этоãо неäостатка преäëаãается выби-
ратü T заранее так, ÷тобы ÷исëо стоëбöов ìатриöы
VT (t) быëо боëüøе ÷исëа ее строк. При известных
ìатриöах J и G* такое зна÷ение T ìожно опреäе-
ëитü сëеäуþщиì образоì. Пустü N(J, G*) — ÷исëо
ненуëевых эëеìентов ìатриö J и G*, тоãäа усëовие
rank(VT (t)) = rank(VT – 1(t)) выпоëняется при
T l N(J, G*) + 1.

2. Поиск дефектов

Гëавная иäея поиска äефектов, преäëаãаеìая в
äанной работе, основана на äекоìпозиöии исхоäной
систеìы, преäставëенной на рисунке. Зäесü Σ1, Σ2,
..., Σp — некоторые поäсистеìы, y(1), y(2), ..., y(p) —
ëинейные функöии коìпонент вектора выхоäа y:

y(1) = R(1)y, y(2) = R(2)y, ..., y(p) = R(p)y,

x*i(t + 1) = x*i(t) + J(i)y(t) + u(t),

i = 1, 2, ..., N – 1,

x*N(t + 1) = J(N)y(t) + u(t),

y*(t) = Ry(t) = x*1(t)

G*
i( )

G*
N( )

G*
1( ) G*

N( )

G*
1( )

G*
2( )

G*
1( )

G*
2( ) G*

3( )

G*
1( ) G*

N( )

y t N 1–+( )
u t N 1–+( )

…
y t( )
u t( )⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

G*
1( ) G*

N( )

y t N T 2–+ +( ) y t N T 3–+ +( ) … y t N 1–+( )
u t N T 2–+ +( ) u t N T 3–+ +( ) … u t N 1–+( )

…    
y t T 1–+( ) y t T 2–+( ) … y t( )
u t T 1–+( ) u t T 2–+( ) … u t( )⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

G*
1( ) G*

N( )

Декомпозиция исходной системы
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ãäе R(1), ..., R(p) — ìатриöы-строки, p m min(l, s). От-
ìетиì, ÷то кажäая поäсистеìа работает независиìо
от остаëüных.
В резуëüтате такой äекоìпозиöии коìпоненты

вектора параìетров γ = (γ1, γ2, ..., γs)
т раскëаäыва-

þтся в сеìейство p ìножеств Γ = {Γ1, Γ2, ..., Γp}, ãäе
ìножество Γi соäержит опреäеëенные параìетры
из вектора (γ1, γ2, ..., γs)

т в соответствии с теì, какие
параìетры вхоäят в описание поäсистеìы Σi.
Дëя поиска äефектов проöеäура обнаружения

äефектов, рассìотренная выøе, приìеняется к поä-
систеìаì Σ1, Σ2, ..., Σp путеì форìирования ìатриö

(t), (t), ..., (t), образованных изìере-

нияìи {u(τ), y(1)(τ)}, {u(τ), y(2)(τ)}, ..., {u(τ), y(p)(τ)}
соответственно в преäеëах вреìенноãо окна разìера

TΣ = max(T1, T2, ..., Tp). Невязки (t), (t), ...,

(t), ãенерируеìые с поìощüþ ìатриö (t),

(t), ..., (t) соответственно, строятся соãëасно

соотноøениþ (1.5). Ясно, ÷то проöеäура поиска
äефекта ìожет бытü реаëизована с то÷ностüþ äо
ìножества Γi, i = 1, 2, ..., p.

Построение подсистем. Опиøеì проöесс по-
строения поäсистеìы, не соäержащей параìетр γ1.
Преäпоëаãается, ÷то она описывается в общеì виäе
ëинейной ìоäеëüþ

(2.1)

Преäпоëаãается также, ÷то при отсутствии äефек-
тов векторы x* и x связаны равенствоì (1.2). Тоãäа
по анаëоãии с работаìи [2, 7] ìожно поëу÷итü сëе-
äуþщие ìатри÷ные уравнения, которыì поä÷иня-
þтся ìатриöы, описываþщие систеìы (1.1) и (2.1):

RH = H*Φ, ΦF = F*Φ + JH*Φ, G* = ΦG, ΦD1 = 0.(2.2)

Реøение этих уравнений äает ìиниìаëüнуþ
разìерностü k поäсистеìы и ìатриöы R и J.
Дëя возìожности приìенения непараìетри÷е-

скоãо ìетоäа кажäая поäсистеìа äоëжна бытü ре-
аëизована в канони÷еской форìе с ìатриöаìи F* и
H* виäа

F* = , H* = (1 0 0 ... 0). (2.3)

Посëеäнее связано с теì, ÷то в этоì сëу÷ае äëя
кажäой поäсистеìы ìоãут бытü составëены соот-
ноøения паритета в виäе выражений, поëу÷аеìых
на основе ее вхоä-выхоäноãо описания, а иìенно
это требуется äëя реøения заäа÷и ФД непараìет-
ри÷ескиì ìетоäоì. Из (2.3) сëеäует, ÷то äва первых

уравнения в (2.2) ìожно преäставитü в виäе сово-
купности k уравнений:

RH = Φ1, ΦiF = Φi + 1 + JiRH, i = 1, ..., k – 1,
ΦkF = JkRH. (2.4)

Известно [2], ÷то сеìейство посëеäних уравне-
ний ìожно свернутü в оäно:

RHFk = J1RHFk – 1 + J1RHFk – 2 + ... + JkRH. (2.5)

Запиøеì это уравнение в виäе

(R – J1R – J2R + ... – JkR)U(k) = 0,

ãäе

U(k) = .

Необхоäиìыì усëовиеì существования нетри-
виаëüноãо реøения этоãо уравнения явëяется не-
равенство

rank(U(k)) < l(k + 1). (2.6)

Из неãо опреäеëяется ìиниìаëüное зна÷ение
разìерности поäсистеì.
Из (2.4) ìожно поëу÷итü выражения äëя первых

строк ìатри÷ноãо произвеäения ΦD1:

Φ1D1 = RHD1,

Φ2D1 = (Φ1F – J1RH)D1 = RHFD1 – J1RHD1,

Φ3D1 = (Φ2F – J2RH)D1 = ((RHF – RJ1H)F –

– J2RH)D1 = RHF2D1 – J1RHFD1 – J2RHD1. (2.7)

Поскоëüку по усëовиþ рассìатриваеìая поäсис-
теìа не соäержит параìетр γ1, äоëжно выпоëнятüся
усëовие ΦD1 = 0, иëи ΦiD1 = 0, i = 1, 2, ..., k. Тоãäа из
(2.7) сëеäует RHD1 = 0, RHFD1 = 0, ..., RHFk – 1D1 = 0,
÷то ìожно записатü в виäе

R(HD1, HFD1, ..., HF k – 1D1) = 0. (2.8)

Из виäа этоãо уравнения ясно, ÷то оно высту-
пает тоëüко в роëи оãрани÷ения на выбор ìатриöы R,
саìо реøение нахоäится из уравнения (2.5).
Обозна÷иì k0 — ìиниìаëüное зна÷ение k, при

котороì выпоëняется усëовие (2.6). Поскоëüку
рассìатривается первый äефект, то äëя конкрет-
ности ìатриöы R, Φ и J, вхоäящие в (2.7), отìетиì
верхниì инäексоì (1).
Рассìотриì уравнение

R(1) (HD1, HFD1, ..., H D1) = 0 (2.9)

и обозна÷иì все еãо ëинейно независиìые реøе-

ния , ..., ; отсутствие реøений озна÷ает,

÷то поäсистеìы, не соäержащей параìетр γ1, не су-

ществует. Дëя кажäой поëу÷енной строки ,

j = 1, 2, ..., l1, и k = k0 реøается уравнение (2.5) и

VT1

1( ) VT2

2( ) VTp

p( )

rT1

1( ) rT2

2( )

rTp

p( ) VT1

1( )

VT2

2( ) VTp

p( )

x*(t + 1) = F*x*(t) + G*u(t) + Jy*(t),
y*(t) = H*x*(t).

0 1 0 … 0
0 0 1 … 0
… … … … …
0 0 0 … 0⎝ ⎠
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⎜ ⎟
⎛ ⎞
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опреäеëяется ìатриöа ,  j = 1, 2, ..., l1. Есëи äëя

строки  реøение уравнения (2.5) существует

тоëüко при некотороì k > k0, проверяþтся ра-

венства H D1 = 0, ..., HF k – 1D1 = 0. При

их выпоëнении строка  сохраняется äëя äаëü-

нейøеãо анаëиза, в противноì сëу÷ае — отбрасы-

вается. Есëи äëя строки  реøение уравнения (2.5)

отсутствует, она отбрасывается.
Анаëоãи÷ныì образоì рассìатриваþтся параìет-

ры γ2, ..., γs, на основе ÷еãо опреäеëяется ìножество

пар ( , ), ..., ( , ), ..., ( , ), ...,

( , ), ãäе  — ìиниìаëüное зна÷ение k, при

котороì уравнение (2.5) иìеет реøение äëя строки

; иì соответствуþт реøения уравнения (2.5) в

виäе ìатриö , ..., , ..., , ..., .

Сфорìируеì ìножество всех пар P = {( , ),

..., ( , )}, äëя которых уравнение (2.5) иìеет

реøение. Есëи иìеþтся äве пары ( , ),

( , ), такие ÷то  = , а  m , то

оставëяеì во ìножестве P первуþ пару, поскоëüку
вторая äает поäсистеìу разìерности не ìенüøе
первой. Поëу÷енное в резуëüтате ìножество P явëя-
ется основой äëя построения сеìейства, состоящеãо
из p = |P | поäсистеì, описываеìых ìоäеëüþ (2.1) с

вектороì состояния , разìерностü кажäой из

них опреäеëяется ÷исëоì . Матриöы  и 

иìеþт канони÷еский виä (2.3);  = G, ãäе

строки ìатриöы  нахоäятся из соотноøений (2.4)

на основе ìатриö  и ; вектор выхоäа 

форìируется ìатриöей (y):  = (y).

На основе поäсистеì по изëоженныì выøе пра-

виëаì ãенерируется совокупностü невязок (t),

(t), ..., (t); äëя принятия реøения о возник-

øеì äефекте испоëüзуется ìатриöа синäроìов S,
которая опреäеëяется сëеäуþщиì образоì. Дëя па-
раìетра γi строится вектор-синäроì Si по сëеäуþ-
щеìу правиëу: есëи этот параìетр вхоäит в описа-
ние υ-й поäсистеìы, поëаãаеì Siυ = 1, в противноì
сëу÷ае Siυ = 0, i = 1, 2, ..., s.

Совпаäение синäроìов Si и Sj äëя некоторых
параìетров γi и γj озна÷ает, ÷то i-й и j-й äефекты
в раìках рассìатриваеìоãо поäхоäа неразëи÷иìы.
В этоì сëу÷ае параìетры γi и γj поìещаþтся в оäно
ìножество Γc äëя некотороãо c. Параìетры, иìеþ-
щие инäивиäуаëüные синäроìы, образуþт ìно-
жества, вкëþ÷аþщие в себя тоëüко оäин параìетр.
В резуëüтате коìпоненты вектора параìетров
γ = (γ1, γ2, ..., γs)

т раскëаäываþтся в сеìейство не-
пересекаþщихся ìножеств Γ = {Γ1, Γ2, ..., Γs}. Мат-
риöа синäроìов S строится из ìножества векто-
ров-синäроìов, соответствуþщих разëи÷иìыì äе-
фектаì, как из стоëбöов.
Преäставиì сказанное выøе в виäе укрупнен-

ноãо аëãоритìа.

Алгоритм

1. Найти ìиниìаëüное зна÷ение разìерности k0,
при котороì выпоëняется усëовие (2.6).

2. Дëя параìетра γi найти все реøения уравне-

ния (2.9) в виäе набора векторов-строк , ..., 

и набор пар строка — ÷исëо ( , ), уäовëет-

воряþщих уравнениþ (2.5).

3. Дëя кажäой пары ( , ) реøитü уравне-

ние (2.5) и опреäеëитü ìатриöу .

4. Сфорìироватü ìножество пар виäа ( , )
с ëинейно независиìыìи первыìи коìпонентаìи.

5. Построитü набор поäсистеì, описываеìых ìо-
äеëüþ (2.1) с вектороì состояния , i = 1, ..., ,
j = 1, ..., p.

6. Построитü сеìейство векторов-синäроìов
{Sj} и ìатриöу синäроìов S.
Модифицированный подход. Независиìостü поä-

систеì äекоìпозиöии äруã от äруãа явëяется оãра-
ни÷ениеì, из-за ÷еãо в ряäе сëу÷аев заäа÷а ФД ìожет
не иìетü реøения. Дëя устранения этоãо неäостат-
ка преäëаãается при построении кажäой поäсисте-
ìы испоëüзоватü все выхоäы исхоäной систеìы,
а не тоëüко выхоä рассìатриваеìой поäсистеìы.
Сëеäствиеì такой ìоäификаöии явëяется то, ÷то
первое уравнение в (2.1) приниìает виä

x*(t + 1) = F*x*(t) + G*u(t) + Jy(t).

Как резуëüтат, упрощаþтся форìуëы (2.4), (2.5)
и (2.7):

RH = Φ1, ΦiF = Φi + 1 + JiH,
i = 1, ..., k – 1, ΦkF = JkH, (2.10)

RHF k = J1HF k – 1 + J2HF k – 2 + ... + JkH, (2.11)

Φ1D1 = RHD1,

Φ2D1 = (Φ1F – J1H)D1 = RHFD1 – J1HD1,

Φ3D1 = (Φ2F – J2H)D1 = RHF2D1 – J1HFD1 – J2HD1.
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Перепиøеì äве посëеäние форìуëы в бëо÷ноì
виäе:

Φ2D1 = RHFD1 – J1HD1 = (R –J1) ,

Φ3D1 = RHF2D1 – J1HFD1 – J2HD1 =

= (R –J1 –J2) .

Отсþäа и из равенства Φ1D1 = RHD1 нетруäно
закëþ÷итü, ÷то

ΦD1 = (R –J1 –J2 ... –Jk)B
(k),

ãäе

B(k) = .

Усëовие ΦD1 = 0 поëной развязки от первоãо äе-
фекта теперü приниìает виä (R –J1 –J2 ... –Jk)B

(k) = 0;
поскоëüку строка (R –J1 –J2 ... –Jk) также äоëжна
уäовëетворятü усëовиþ (2.11), в резуëüтате поëу÷а-
еì уравнение

(R –J1 –J2 ... –Jk)(U
(k)B(k)) = 0. (2.12)

Миниìаëüное зна÷ение разìерности k, при ко-
тороì это уравнение иìеет нетривиаëüные реøе-
ния, опреäеëяется усëовиеì, анаëоãи÷ныì (2.6):

rank(U(k)B(k)) < l(k + 1). (2.13)

При еãо выпоëнении найäется вектор-строка
(R –J1 –J2 ... –Jk), уäовëетворяþщая уравнениþ
(2.12). Даëее по форìуëаì (2.10) опреäеëяþтся
строки ìатриöы Φ, расс÷итывается ìатриöа G* = ΦG
и строится поäсистеìа в форìе (1.3) при N = k.

3. Примеры

1. Рассìотриì систеìу, описываеìуþ сëеäуþ-
щей ìоäеëüþ:

 = γ1x1 + γ1x5 + γ4x2 – x6 + u1 – γ3u2;

 = γ2x1 + γ2x5;

 = γ3x4 – γ2x1 – γ2x5 + γ4u2;

 = x2 + x3 + γ3u1;

 = x6 + γ3u2;

 = γ4x5 + u1;

y1 = x1 + x5; y2 = x2 + x3; y3 = x5,

ãäе äëя простоты испоëüзуþтся обозна÷ения x+ =
= x(t + 1), x = x(t), u = u(t). Нетруäно виäетü, ÷то
систеìа иìеет сëеäуþщее ìатри÷ное описание:

F = ; G = ;

H = .

D1 = (1 0 0 0 0 0)т; D2 = (0 1 –1 0 0 0)т;

D3 = (–1 0 1 1 1 0)т; D4 = (1 0 1 0 0 1)т.

Дëя уäобства äаëüнейøих вы÷исëений найäеì
ìатриöы

HF = ,

HF 2 = .

Нетруäно проверитü, ÷то k0 = 2.
Выпоëниì необхоäиìые операöии äëя параìет-

ра γ1. Поскоëüку HD1 = (1 0 0)т, HFD1 = (γ1 0 0)т,
то ясно, ÷то уравнение (2.9) иìеет реøения äëя

строк  = (0 1 0) и  = (0 0 1). Так как

HF 2 = (0 γ3 γ3 0 0 0)т = γ3 H, то  = ;

по анаëоãии  = .

Рассìотриì параìетр γ2. Так как HD2 = (0 0 0)т

и HFD2 = (γ4 0 0)т, ясно, ÷то реøение совпаäает с
поëу÷енныì выøе äëя параìетра γ1.
Так как HD3 = (0 1 1)т и HFD3 = (0 γ3 0)т, ясно,

÷то уравнение (2.8) иìеет тоëüко оäно реøение
R(3) = (1 0 0). Из выражения

R(3)HF 2 = (  + γ2γ4 γ1γ4 0 0  + γ2γ4 0)т =

= R(3)HF + γ2γ4R
(3)H

ясно, ÷то J(3) = .

HFD1

HD1⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

HF 2D1

HFD1

HD1
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

HD1 HFD1 HF 2D1 … HF k 1– D1

0 HD1 HFD1 … HF k 2– D1

0 0 HD1 … HF k 3– D1

… … … … …
0 0 0 … 0⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

x1
+

x2
+

x3
+

x4
+

x5
+

x6
+

γ1 γ4 0 0 γ1 1–

γ2 0 0 0 γ2 0

γ2– 0 0 γ3 γ2– 0

0 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 γ4 0⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞ 1 γ3–

0 0
0 γ4

γ3 0

0 γ3

1 0⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

1 0 0 0 1 0
0 1 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

γ1 γ4 0 0 γ1 0

0 0 0 γ3 0 0

0 0 0 0 0 1⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

γ1
2 γ2γ4 + γ1γ4 0 0 γ1

2 γ2γ4 + 0

0 γ3 γ3 0 0 0

0 0 0 0 γ4 0⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

R1
1( ) R2

1( )

R1
1( ) R1

1( ) J1
1( ) 0

γ3⎝ ⎠
⎛ ⎞

J2
1( ) 0

γ4⎝ ⎠
⎛ ⎞

γ1
2 γ1

2

γ1
2

γ1
γ2γ4⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎛ ⎞
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Дëя ÷етвертоãо äефекта HD4 = (1 1 0)т и HFD4 =
= (γ1 0 1)т; ìатриöа R, уäовëетворяþщая усëовияì
RHD4 = 0 и RHFD4 = 0, иìеет виä R = (1 –1 –γ1).
Нетруäно проверитü, ÷то она не явëяется реøени-
еì уравнения (2.5) при k = 2. Приняв k = 3, поëу-
÷аеì HF2D4 = (  + γ2γ4 γ3 0)т, откуäа ясно, ÷то ìат-
риöы R, уäовëетворяþщей усëовияì RHFjD4 = 0
при j = 0, 1, 2, не существует, и поäсистеìу, инва-
риантнуþ к γ4, построитü невозìожно.
Такиì образоì, существуþт три ëинейно неза-

висиìые строки

R(1) = R(3) = (1 0 0)т, R(2) =  = (0 1 0)т,

R(3) =  = (0 0 1)т.

На основе соотноøений (2.2) и (2.4) найäеì
ìатриöы Φ(i) и , i = 1, 2, 3:

Φ(1) = ,  = ,

Φ(2) = ,  = ,

Φ(3) = ,  = .

Привеäеì описания всех поäсистеì:
первая с  = x1 + x5,  = γ4x2:

 =  + γ1y1 + u1,

 = γ2γ4y1,

y*1 =  = y1.

вторая с  = x2 + x3,  = γ3x4:

 =  + γ4u2,

 = γ3y2 + u1,

y*2 =  = y2.

третüя с  = x5,  = x6:

 =  + γ3u2,

 = γ4y3 + u1,

y*2 =  = y3.

Из тоãо, какие параìетры вхоäят в построенные
ìоäеëи поäсистеì, нетруäно поëу÷итü ìатриöу
синäроìов

S = ,

откуäа сëеäует, ÷то äефекты, соответствуþщие па-
раìетраì γ1 и γ2, неразëи÷иìы в раìках рассìат-
риваеìоãо поäхоäа.
Привеäеì описание первой поäсистеìы к

вхоä-выхоäноìу виäу:

y1(t + 1) = (t + 1) = (t) + γ1y1(t) + u1(t),

y1(t + 2) = (t + 1) + γ1y1(t + 1) + u1(t + 1) =

= γ2γ4y1(t) + γ1y1(t) + u1(t + 1).

Так как N(J, G*) = 3, то T = 4. Запиøеì посëеä-
нее выражение äëя ÷етырех ìоìентов вреìени и
скоìпонуеì поëу÷енные резуëüтаты:

(y1(t + 5) y1(t + 4) y1(t + 3) y1(t + 2)) =

= (γ2γ4  γ1  1) (t),

ãäе

(t) = .

Матриöы (t) и (t) строятся анаëоãи÷-
ныì образоì.
Практический пример. Рассìотриì ëинеаризо-

ваннуþ ìоäеëü эëектропривоäа при отсутствии
внеøнеãо наãрузо÷ноãо ìоìента:

 = x2;

 = x3;

 = – x2 – x3 + u,

ãäе x1 — уãоë поворота ваëа наãрузки; x2 — уãëовая
скоростü вращения ваëа äвиãатеëя; x3 — ток якоря;
ip — переäато÷ное отноøение реäуктора; JH — при-
веäенный ìоìент инерöии; KM — коэффиöиент
крутящеãо ìоìента; Kω — коэффиöиент проти-
воЭДС; R — активное сопротивëение öепи якоря;
L — инäуктивностü öепи якоря; KU — коэффиöиент
усиëения усиëитеëя ìощности.
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⎛ ⎞
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1( )+
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x*1
2( ) x*2
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x*1
2( )+ x*2
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x*2
2( )+ γ3

2

x*1
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x*1
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x*1
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1( ) x*2
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V4
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y1 t 3+( ) y1 t 2+( ) y1 t 1+( ) y1 t( )

y1 t 4+( ) y1 t 3+( ) y1 t 2+( ) y1 t 1+( )

u1 t 4+( ) u1 t 3+( ) u1 t 2+( ) u1 t 1+( )⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

V4
2( ) V4

3( )

x·1
1
ip
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x·2
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JH
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L
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Дискретизированнуþ ìоäеëü преäставиì в виäе

 = k1x2 + x1;

 = k2x3 + x2;

 = k3x2 + k4x3 + k5u,

ãäе коэффиöиенты k1, ..., k5 преäставëяþт описан-
ные выøе параìетры и интерваë äискретизаöии.
Поëаãая, ÷то изìеряеìыìи явëяþтся переìен-

ные x1 и x3, а äефекты ìоäеëируþтся изìененияìи
коэффиöиентов k1, ..., k5, рассìатриваеìуþ ìоäеëü
опиøеì сëеäуþщиìи ìатриöаìи:

F = , G = , H = ,

D1 = , D2 = , D3 = .

Дëя реøения заäа÷и буäеì испоëüзоватü ìоäи-
фиöированный поäхоä. Нетруäно проверитü, ÷то
усëовие (2.13) выпоëняется при k = 2.
Провеäеì необхоäиìые операöии äëя первоãо

äефекта. Непосреäственные вы÷исëения äаþт сëе-
äуþщий резуëüтат:

HD1 = HFD1 = ,

(V (2), B(2)) = .

Можно проверитü, ÷то уравнение (2.12) иìеет
реøение в виäе

(R –J1 –J2) = (0 1 0 –(1 + k4) 0 –(k2k3 – k4)).

Тоãäа Φ1 = (0 0 1), Φ2 = (0 k3 –1), G* = .

Поäсистеìа описывается уравненияìи

 = x*2 + (1 + k4)y2 + k5u,

 = (k2k4 – k4)y2 – k5u,

y*1 = x*1 = y2,

ãäе x*1 = x3, x*2 = k2x2 – x3. Вреìенные сäвиãи äаþт:

y2(t + 1) = x*2(t) + (1 + k4)y2(t) + k5u(t);

y2(t + 1) = (k2k3 – k4)y2(t) – k5u(t) +
+ (1 + k4)y2(t + 1) + k5u(t + 1).

Так как N(J, G*) = 4, то T = 5. Запиøеì поëу÷ен-
ные выражения в виäе (1.4), приняв y* = Ry = y2:

(y2(t + 6) y2(t + 5) y2(t + 4) y2(t + 3) y2(t + 2)) =
= (1 + k4 k5 k2k3 – k4 k5) Ѕ

Ѕ .

Такиì образоì,

(t)=(y2(t + 6) y2(t + 5) y2(t + 4) y2(t + 3) y2(t + 2));

(t) =

= ,

и (t) = (t)υ(4), υ(4) ∈ ker( (t)).

Опуская анаëиз äефектов во второì уравнении,
äëя третüеãо äефекта поëу÷аеì:

HD3 = , HFD3 = ,

(V (2), B(2)) = .

Уравнение (2.12) иìеет реøение в виäе

(R  –J1  –J2) = (0  1  –2  0  1  –k1k2),

откуäа Φ1 = (1  0  0), Φ2 = (–1  k1  0), G* = 0. Поä-
систеìа описывается уравненияìи

 = x*2 + 2y1;

 = –y1 + k1k2y2;

y*1 = x*1 = y1,
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ãäе x*1 = x1, x*2 = k1x2 – x1; вреìенные сäвиãи äаþт:

y2(t + 1) = x*2(t) + 2y1(t),

y2(t + 1) = –y1(t) + k1k2y2(t) + 2y1(t + 1).

Поскоëüку N(J, G*) = 3, то T = 4. Привеäеì вы-
ражение (1.4), приняв y* = y1:

(y1(t + 5) y1(t + 4) y1(t + 3) y1(t + 2)) =

= (2 –1 k1k2) .

Такиì образоì,

T = 3, (t) = (y1(t + 5) y1(t + 4) y1(t + 3) y1(t + 2)),

(t) = 

и (t) = (t)υ(3), υ(3) ∈ ker( (t)).

Нетруäно виäетü, ÷то ìатриöа синäроìов
иìеет виä

S = ,

ãäе строки соответствуþт невязкаì (t) и (t),

стоëбöы — äефектаì.

Заключение

В работе преäëожен новый ìетоä реøения заäа÷и
поиска äефектов äëя техни÷еских систеì, описывае-
ìых ëинейныìи ìоäеëяìи, на основе непараìетри-
÷ескоãо ìетоäа. Особенностü этоãо ìетоäа состоит в
тоì, ÷то все иëи некоторые параìетры объекта äи-
аãностирования ìоãут бытü неизвестныìи. Преäëа-
ãаеìый в работе поäхоä к поиску äефектов базиру-
ется на äекоìпозиöии исхоäной систеìы на поäсис-
теìы и реøении заäа÷и ФД äëя кажäой из них.
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The topic of the article is the problem of fault diagnosis in the technical systems described by the linear dynamic models
based on the non-parametric method. A feature of this method for the linear system models is that for the purpose of diagnosis
the knowledge of the system’s constant parameters is not required; it is sufficient to know only the dimensions of the input, state,
and output vectors of the system. Thus, this method ensures an active robustness, which is concentrated at the stage of the re-
sidual generation and makes the residual insensitive to the uncertainties and, simultaneously, sensitive to the faults. The ob-
jective of the present paper is to extend the known non-parametric method to the linear discrete-time systems taking into ac-
count the specific features of the linear models. In order to isolate the faults, special decomposition and canonical form of each
subsystem are used and then the redundancy relations based on these subsystems are obtained. A feature of the proposed so-
lution is that in order to check the redundancy relations it is necessary to find a kernel of some matrix of the functional, which
is constructed by on-line processing the system’s inputs and outputs measured over a finite time window, i.e. without knowledge
of the system’s parameters. In order to decrease the computational complexity, it is suggested to calculate the time window on
the basis of the structure of the matrices describing each subsystem. For decision making, the matrix of the syndromes is used.
The theoretical results are illustrated by practical examples.

Keywords: linear models, fault diagnosis, fault isolation, observer, non-parametric method, decomposition, matrix of syndromes
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Алгоритмы управления неоднородными группами 
подвижных объектов в двумерных средах с препятствиями1

Введение

Дëя эффективноãо реøения ìноãих практи÷е-
ских заäа÷ с успехоì ìоãут приìенятüся поäвиж-
ные безэкипажные (автоноìные) объекты. К ниì
относятся заäа÷и, эффективностü реøения которых
автоноìныìи объектаìи, по сравнениþ с ÷еëове-
коì, существенно выøе, а также заäа÷и, реøение
которых ÷еëовекоì невозìожно в связи с опасно-
стüþ äëя еãо жизни [1]. Приìероì заäа÷ первоãо
типа явëяþтся сборо÷ные произвоäства автоìоби-
ëей, эëектронных приборов и т.п. К заäа÷аì вто-
роãо типа относятся операöии разìинирования,

обезвреживания взрывоопасных преäìетов, иссëе-
äование зараженных объектов и т.ä. К заäа÷аì, ко-
торые наибоëее эффективно реøаþтся поäвижныìи
объектаìи, относятся заäа÷и ìониторинãа и охраны
крупных энерãети÷еских, хиìи÷еских, транспорт-
ных и оборонных объектов. При реøении заäа÷
второãо типа поäвижные объекты, как правиëо,
äоëжны функöионироватü в неäетерìинирован-
ной, непреäсказуеìой среäе, ÷асто в усëовиях про-
тивоäействия.
Во ìноãих сëу÷аях требуется испоëüзоватü ãруппы

поäвижных объектов, ÷то позвоëяет существенно
расøиритü обëастü их приìенения. Оäниì из ос-
новных факторов, обусëовëиваþщих ãрупповое при-
ìенение поäвижных объектов, явëяется öена их про-
извоäства. Несìотря на то, ÷то произвоäство еäи-

Рассматривается проблема распределенного управления группой неоднородных объектов в среде с препятствиями. Дается
краткий обзор задач и методов группового управления. Ставится задача синтеза локальных алгоритмов управления, обеспе-
чивающих движение неоднородной группы автономных объектов в двумерной среде с нестационарными препятствиями. В ос-
нову предлагаемых алгоритмов положен принцип, в соответствии с которым каждый объект группы воспринимает все со-
седние с ним объекты как репеллеры. При этом в отличие от известных методов формирования репеллеров, отталкивающие
силы формируются специальными динамическими звеньями, что позволяет проводить синтез в пространстве состояний, а не
в геометрическом пространстве. В работе выполнен анализ установившихся режимов движения и устойчивости планируемых
траекторий движения. Получены выражения, позволяющие найти установившийся режим движения. Также проанализиро-
ваны движения группы в среде с препятствиями, движущимися с постоянными скоростями. Определены смещения положения
объектов, вызванные движущимися препятствиями, и проведен анализ устойчивости. Приведенные результаты моделирования
подтверждают результаты анализа. Предлагаемый подход, в случае использования уравнений кинематики и уравнений дина-
мики, позволяет совместить уровень планирования и управления движением.
Ключевые слова: неоднородные группы, групповое управление, подвижный объект, децентрализованное управление, репеллер
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ни÷ных опытных образöов ìини- и ìикрообъектов
явëяется весüìа затратныì, при ìассовоì произ-
воäстве их öена существенно снижается. Напри-
ìер, стоиìостü оäноãо поëноразìерноãо истреби-
теëя составëяет окоëо 10 ìëн äоëëаров США, в то
вреìя как стоиìостü ëетаþщеãо ìини-робота ëе-
жит в преäеëах 20...30 тыся÷ äоëëаров, а рас÷етная
стоиìостü ëетаþщеãо ìикроробота при их ìассо-
воì произвоäстве оöенивается в 10 äоëëаров за
еäиниöу [2]. Особенности и преиìущества приìе-
нения ãрупп автоноìных ëетатеëüных аппаратов
поäробно рассìатриваþтся в работе [3].
Группой объектов называется совокупностü не-

котороãо ÷исëа оäнотипных иëи разнотипных без-
экипажных объектов, объеäиненных общей öеëевой
заäа÷ей. Поä оäнотипныìи пониìаþтся объекты,
иìеþщие оäинаковые конструкöиþ, функöионаëü-
ное назна÷ение и возìожности, поä разнотипны-
ìи — объекты, иìеþщие разные конструкöиþ,
функöионаëüное назна÷ение и функöионаëüные
возìожности [4, 5]. В ãруппы обы÷но объеäиняþтся
объекты, äопоëняþщие функöионаëüные возìож-
ности äруã äруãа, так ÷то возìожности ãруппы øире
возìожностей оäино÷ноãо объекта ëþбоãо типа.
Дëя реøения поставëенной переä ãруппой заäа÷и

кажäый из поäвижных объектов ãруппы иëи ее ÷асти
äоëжен выпоëнитü ряä äействий, направëенных на
реøение общей заäа÷и. Эти äействия, о÷евиäно,
äоëжны бытü скоорäинированы, соãëасованы по вре-
ìени, а ÷асто, и в пространстве. Такиì образоì,
возникает заäа÷а управëения ãруппой поäвижных
объектов, которая закëþ÷ается ëибо в реаëизаöии
заранее найäенной посëеäоватеëüности äействий,
ëибо в оперативноì форìировании саìиìи объек-
таìи раöионаëüной посëеäоватеëüности äействий
по реøениþ заäа÷и и реаëизаöии этой посëеäова-
теëüности. Заäа÷а ãрупповоãо управëения поäвиж-
ныìи объектаìи вкëþ÷ает вопросы инфорìаöион-
ноãо обеспе÷ения, вопросы ìониторинãа и восста-
новëения состояния объектов ãруппы [1, 4, 5].
В раìках äанной форìуëировки заäа÷и ãруппо-

воãо управëения преäпоëаãается, ÷то ãруппа состоит
из интеëëектуаëüных поäвижных объектов. К ин-
теëëектуаëüныì принято относитü ëибо систеìы,
снабженные ìощныì вы÷исëитеëüныì коìпëек-
соì [6], ëибо систеìы, построенные на основе ин-
теëëектуаëüных ìетоäов, таких как аппарат не÷ет-
кой ëоãики Л. Заäе, искусственные нейронные сети и
экспертные систеìы [7, 8]. Интеëëектуаëüные ìе-
тоäы управëения требуþт выпоëнения как ìатеìа-
ти÷еских, так и ëоãи÷еских операöий. Поэтоìу ре-
аëизаöия интеëëектуаëüных ìетоäов управëения
обусëовëивает необхоäиìостü øироких возìожнос-
тей вы÷исëитеëüноãо коìпëекса. В сëу÷ае интеëëек-
туаëüных поäвижных объектов коìпëекс äоëжен
бытü способен, во-первых, осуществëятü ìонито-
ринã состояния объекта, реøение ëокаëüных заäа÷
управëения переìещениеì объекта и еãо äействияìи.
Во-вторых, коìпëекс äоëжен бытü способен пëа-
нироватü äействия поäвижноãо объекта и реøатü

вопросы взаиìоäействия объектов äруã с äруãоì
äëя совìестноãо реøения заäа÷и, поставëенной
переä ãруппой иëи ее ÷астüþ [5, 6, 9].
В ряäе сëу÷аев äëя реøения конкретной заäа÷и

не требуþтся все объекты ãруппы. В этих сëу÷аях в
ãруппе форìируется поäãруппа объектов — кëас-
тер, в состав котороãо вхоäят поäвижные объекты,
ориентированные на реøение äанной заäа÷и. Фор-
ìирование кëастеров происхоäит и в тех сëу÷аях,
коãäа переä ãруппой ставится нескоëüко заäа÷
[5, 9, 10]. В общеì сëу÷ае форìирование кëастеров
также явëяется составной ÷астüþ заäа÷и ãруппово-
ãо управëения поäвижныìи объектаìи [5, 9].
Управëение объектаìи ãруппы осуществëяется

систеìой ãрупповоãо управëения (СГУ) [5, 11].
В СГУ ìоãут реаëизовыватüся ìетоäы öентра-
ëизованной, äеöентраëизованной иëи ãибриäной
стратеãии управëения, особенности которых рас-
сìотрены в ìоноãрафиях [1, 5] и ìноãо÷исëенных
статüях. При реаëизаöии ìетоäов öентраëизован-
ноãо управëения ãруппа объектов иìеет "объект-ëи-
äер", вы÷исëитеëüный коìпëекс котороãо явëяется
техни÷еской базой систеìы управëения. На основе
инфорìаöии, поступаþщей от объектов ãруппы, и
инфорìаöии о заäа÷ах, поставëенных переä ãруппой
систеìой управëения боëее высокоãо уровня, СГУ
реøает заäа÷и форìирования кëастеров и распре-
äеëения заäа÷ ìежäу ниìи. Она же пëанирует äей-
ствия поäвижных объектов ãруппы иëи кажäоãо
кëастера по реøениþ поставëенных заäа÷ [9, 10].
Друãиìи сëоваìи, при öентраëизованной стра-

теãии систеìа управëения кажäоãо поäвижноãо
объекта поëу÷ает аëãоритì äействий по инфорìа-
öионныì канаëаì и реаëизует еãо. В этоì сëу÷ае
систеìы управëения объектов-испоëнитеëей, факти-
÷ески, реøаþт ëиøü ëокаëüные заäа÷и управëения
испоëнитеëüныìи ìеханизìаìи, поэтоìу основная
÷астü объектов ãруппы ìоãут иìетü несëожные вы-
÷исëитеëüные коìпëексы. Такоãо типа систеìы
управëения, в ÷астности, приìеняþтся в сëу÷ае
ìини- и ìикророботов, коãäа ãабаритные разìеры
робота не позвоëяþт разìеститü на неì ìощный
вы÷исëитеëüный коìпëекс. Оäнако такая систеìа
управëения иìеет äовоëüно низкуþ наäежностü и
требует äубëирования ëиäера ãруппы.
Боëее перспективной преäставëяется äеöентраëи-

зованная стратеãия управëения, которая привоäит
к распреäеëенныì систеìаì ãрупповоãо управëе-
ния. В этоì сëу÷ае СГУ реаëизуется путеì инфор-
ìаöионноãо объеäинения вы÷исëитеëüных коìп-
ëексов нескоëüких поäвижных объектов иëи всех
объектов ãруппы. Реøения по распреäеëениþ за-
äа÷, форìированиþ соответствуþщих кëастеров и
по управëениþ äействияìи объектов приниìаþтся
саìиìи объектаìи, то÷нее, ëокаëüныìи систеìа-
ìи управëения кажäоãо из них [4, 5, 8, 11].
При построении СГУ приìеняþтся разëи÷ные

поäхоäы к разработке ìетоäов ãрупповоãо управ-
ëения: техноëоãия потенöиаëüных поëей; ìетоäы
коëëективноãо поиска оптиìаëüноãо реøения; ìе-
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тоäы ìноãоаãентноãо иëи повеäен÷ескоãо управëе-
ния; ìетоäы рыно÷ной эконоìики иëи не÷еткой
ëоãики; принöипы саìоорãанизаöии иëи стайноãо
управëения [9, 12—14].
Иäея испоëüзования оттаëкиваþщих и притяãи-

ваþщих ìножеств в систеìах управëения поäвиж-
ныìи объектаìи впервые реаëизована в 1970 ã.
А. К. Пëатоновыì в работах [15, 16], ãäе быë преä-
ставëен ìетоä потенöиаëов (потенöиаëüных по-
ëей) äëя реøения заäа÷и выбора пути äëя ìобиëü-
ноãо робота. За рубежоì основные ссыëки äеëаþт-
ся на работы Брукса и Хатиба, выøеäøие в свет в
1985 и 1986 ãã. [17—19]. В настоящее вреìя ìетоä
потенöиаëüных поëей поëу÷иë øирокое распрост-
ранение. Обзор и анаëиз ìетоäов, испоëüзуþщих
этот поäхоä, ìожно найти в работе [20]. В работах
[21—23] изëожена иäея преобразования то÷е÷ных
препятствий в репеëëеры с испоëüзованиеì тео-
реìы Ляпунова о неустой÷ивости. Такой поäхоä
позвоëяет реаëизоватü äвижение в среäах с препят-
ствияìи без картоãрафирования. В статüе [24] этот
поäхоä распространен на трехìерное пространство,
а в работе [21] рассìатривается заäа÷а äвижения в
среäе с препятствияìи, которые ìоãут образовы-
ватü разëи÷ные конфиãураöии. В äанной статüе
рассìатривается заäа÷а управëения неоäнороäной
ãруппой поäвижных объектов в äвуìерной среäе с
препятствияìи с испоëüзованиеì иäеоëоãии ре-
пеëëеров.

Постановка задачи

Рассìотриì ãруппу поäвижных объектов (ПО),
уравнения кинеìатики кажäоãо из которых иìе-
þт виä

 = Vicosϕi,  = Vi sinϕi, (1)

ãäе y1i, y2i и Vi — коорäинаты и скоростü, а ϕi — уãоë
курса i-ãо ПО; i = ; n — ÷исëо ПО в ãруппе. Та-
киì образоì, поëожение i-ãо ПО в систеìе Oy1y2
характеризуется коорäинатаìи y1i, y2i (рис. 1), а из-
ìенения скорости Vi и курсовоãо уãëа ϕi явëяþтся

управëенияìи еãо äвижениеì. Преäпоëаãается, ÷то
ëокаëüная систеìа управëения (ЛСУi) кажäыì объ-
ектоì ПОi распоëаãает инфорìаöией о коорäинатах
и скоростях изìенения коорäинат сосеäних ПО,
а также о коорäинатах yL, yR обëасти L, в которой
функöионирует ãруппа. Инфорìаöия о ÷исëе n
поäвижных объектов в ãруппе ëокаëüныì систеìаì
не äоступна.
Ставится заäа÷а построения äеöентраëизован-

ноãо (распреäеëенноãо) аëãоритìа управëения ãруп-
пой при реøении еþ сëеäуþщей заäа÷и: совìест-
ное переìещение всей ãруппы в направëении оси
Oy2 с заäанной скоростüþ Vk и с равноìерныì рас-
преäеëениеì ПО вäоëü оси Oy1.

Алгоритм управления

Пустü при t = 0 y2i = 0, а y1i ≠ y1j, ∀ j ≠ i, j = .
Пронуìеруеì ПО такиì образоì, ÷тобы инäекс
i =  возрастаë с увеëи÷ениеì коорäинаты y1i.
Преäпоëожиì, ãруппа состоит из разнороäных
объектов, требуþщих поääержания разëи÷ных рас-
стояний äруã от äруãа. С этой öеëüþ ввеäеì в рас-
сìотрение ëинейные функöии fIi(y1i) и fIIi(y1i),
преäставëенные на рис. 2, на основе которых фор-
ìируþтся репеëëеры. На рис. 2 обозна÷ено: y1i —
поëожение i-ãо ПО; y1i – 1 — поëожение бëижай-
øеãо сëева ПО иëи препятствия; y1i + 1 — поëоже-
ние бëижайøеãо справа ПО иëи препятствия.
Уравнение пряìой Ii, преäставëенной на рис. 2 и

прохоäящей ÷ерез то÷ки (y1i + 1 – L, 0), (y1i + 1, k1i),
ìожно записатü сëеäуþщиì образоì:

 = .

Отсþäа сëеäует уравнение пряìой Ii:

fIi = (y1i – y1i + 1 + L). (2)

Рис. 1. Координаты ПО и система координат

y·1i y·2i

1 n,

1 n,

1 n,

Рис. 2. Формирование линейных сил отталкивания

y1i y1i 1+– L+

y1i 1+ y1i 1+– L+
----------------------------------

fIi 0–

k1i 0–
------------

k1i

L
-----
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Анаëоãи÷ныì образоì äëя пряìой IIi, прохо-
äящей ÷ерез то÷ки (y1i – 1, k2i), (y1i – 1 + L, 0), по-
ëу÷аеì

 = 

иëи

fIIi = (–y1i + y1i – 1 + L). (3)

Вы÷итая из правой ÷асти выражения (2) правуþ
÷астü (3), поëу÷аеì уравнения äинаìи÷еских
звенüев, форìируþщих репеëëеры в пространстве
состояний ãруппы поäвижных объектов:

 = (k1i – k2i) + 

+ [ciy1i – k1iy1i + 1 – k2iy1i – 1]/L = wi, (4)

ãäе y10 = yL, y1n + 1 = yR, ci = k1i + k2i, i = ; zi,
wi — вспоìоãатеëüные переìенные.
Отìетиì, ÷то коэффиöиенты k1i, k2i опреäеëяþт

интенсивностü функöий оттаëкивания i-ãо ПО от
сосеäних ПО иëи от препятствий и, как сëеäствие,
зна÷ения расстояний ìежäу ПО в установивøеìся
режиìе. Поэтоìу äëя обеспе÷ения разëи÷ных рас-
стояний ìежäу сосеäниìи ПО ÷исëенные зна÷ения
этих коэффиöиентов äоëжны бытü разëи÷ныìи.
Заäа÷а построения искоìоãо аëãоритìа закëþ-

÷ается в опреäеëении законов форìирования СУ
кажäоãо ПО таких управëений Vi и ϕi, при которых
обеспе÷ивается стабиëизаöия вспоìоãатеëüных пе-
реìенных zi и äвижение ãруппы ПО параëëеëüно
оси Oy2 с заäанной скоростüþ Vk. Дëя реøения
этой заäа÷и ввеäеì в рассìотрение кваäрати÷ные
функöии виäа

Wi = 0,5 . (5)

Произвоäные по вреìени от функöий (5) в сиëу
уравнений (4) равны

 = zi  = ziwi. (6)

Чтобы обеспе÷итü отриöатеëüнуþ опреäеëен-
ностü произвоäной (6) и поääержание строя в ãруппе,
т.е. äвижение всех объектов ãруппы на оäной ëинии,
параëëеëüной оси Oy1, потребуеì выпоëнения сëе-
äуþщих функöионаëüных соотноøений:

ψ1i = wi + αizi = 0; (7)

ψ2i = (8)

При выпоëнении усëовия (7) произвоäная (6)
приниìает виä

 = –αi , (9)

а произвоäная по вреìени функöии ψ1i (7) в сиëу
уравнений (1), (4) равна

 =  + αi  =

=  + αiwi, (10)

ãäе vi = k1i  + k2i .

Соответственно, произвоäная по вреìени функ-
öии ψ2i (8) (при i > 1) описывается выраженияìи

 =  –  = uiy – , i = . (11)

В выражения (10) и (11) äëя краткости ввеäены
обозна÷ения: uix = Vicosϕi, uiy = Vi sinϕi.
Потребуеì, ÷тобы ëокаëüные заìкнутые систе-

ìы управëения кажäоãо i-ãо ПО уäовëетворяëи
этаëонныì уравненияì [22—24] сëеäуþщеãо виäа:

 + T1iψ1i = 0, i = ;

ψ21 = 0,  + T2iψ2i = 0, i = . (12)

Поäставив в систеìу уравнений (12) выражения
(7), (8), (10), (11) и реøив поëу÷еннуþ систеìу от-
носитеëüно функöий uix и uiy, найäеì

 = . (13)

При этоì связü функöий uix, uiy со скоростüþ и
уãëоì направëения äвижения i-ãо ПО опреäеëяет-
ся, в соответствии с обозна÷енияìи uix = Vicosϕi,
uiy = Visinϕi и уравненияìи (1), выраженияìи

 = . (14)

Выражения (4) и (13), (14) преäставëяþт иско-
ìый распреäеëенный аëãоритì управëения äвиже-
нияìи объектов ãруппы. Этот аëãоритì реаëизуется
систеìой управëения кажäоãо i-ãо объекта, при÷еì
äëя еãо реаëизаöии, о÷евиäно, äостато÷но äанных
о собственноì поëожении y1i, y2i кажäоãо i-ãо ПО,
а также о коорäинатах y1i – 1, y1i + 1 и скоростях

, ,  еãо сосеäних ПО. При этоì

скорости , ,  и поëожения y1i – 1,

y1i + 1 сосеäних поäвижных объектов изìеряþтся
сенсорныìи систеìаìи кажäоãо i-ãо ПО [21—24].
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В соответствии с выраженияìи (4), (13), (14)
уравнения äвижения i-ãо ПО, i = , иìеþт виä

 =  – (wi + αizi), (15)

 = wi, i = , (16)

 = (17)

Провеäеì анаëиз устой÷ивости систеì (15)—(17).
Дëя i-й поäсистеìы переìенные y1i + 1, y1i – 1, фак-
ти÷ески, явëяþтся внеøниìи возäействияìи.
Кроìе тоãо, в сиëу ëинейности этой поäсистеìы
ìожно оãрани÷итüся анаëизоì устой÷ивости ее ну-
ëевоãо поëожения равновесия. Эта заäа÷а своäится
к иссëеäованиþ устой÷ивости систеìы уравнений

 = –(αi + T1i)y1i – αizi, (18)

 = y1i; (19)

 = (20)

Систеìа уравнений (18)—(20), как и систеìа
(15)—(17), преäставëяет собой äве независиìые
поäсистеìы, оäна из которых вкëþ÷ает уравнения
(18), (19), а вторая — уравнение (20).
Во второй поäсистеìе (20) первое уравнение,

соответствуþщее i = 1, устой÷иво по Ляпунову,
а усëовия асиìптоти÷еской устой÷ивости остаëü-
ных, о÷евиäно, иìеþт виä

T2i > 0, i = . (21)

Характеристи÷еские уравнения поäсистеì урав-
нений (18), (19) иìеþт виä

p2 + (αi + T1i)p + αiT1i = 0, i = . (22)

Такиì образоì, усëовия устой÷ивости äвиже-
ний рассìатриваеìой ãруппы ПО поä управëениеì
(4), (13), (14) иìеþт виä

αi > 0, T1i > 0, T2i > 0, i = . (23)

Рассìотриì теперü установивøееся äвижение
ãруппы ПО. Так как систеìа уравнений (15)—(17)
устой÷ива, то в ней существует установивøийся
режиì, характеризуеìый нуëевыìи скоростяìи

, ; тоãäа из соотноøений (15), (16) сëеäует

0 = –αiwi – T1i(wi + αizi), 0 = wi, i = .

Отсþäа с у÷етоì выражения äëя функöии wi (4)
нахоäиì

y1i = ,

zi = 0, i = . (24)

Выражение (24) при i = 1 ìожно записатü в виäе

f11y11 = k11y12 + k21y1L – f21L, (25)

ãäе f11 = k11 + k21, f21 = k11 – k21. Анаëоãи÷но за-
пиøеì выражение (24) при i = 2:

f12y12 = k12y13 + k22y11 – f22L, (26)

ãäе f12 = k12 + k22, f22 = k12 – k22. Поäставив урав-
нение (25) в соотноøение (26), найäеì

y12 = f11k12y13 + k22k11y1L – L. (27)

Зäесü  = f11 f12 – k22k21,   = k22 f21 + f11 f22.

Проäоëжая анаëоãи÷ные вы÷исëения при i = 3
и i = 4, поëу÷аеì

y13 = k13y14 + k23k22k21y1L – L, (28)

y14 = k14y15 + k24k23k22k21y1L – L, (29)

ãäе  = f13 – k23k12 f11,  = k23  + f23,

 = f14 – k24k13 ,  = k24  + f24,

f14 = k14 + k24, f24 = k14 – k24.
Провоäя анаëиз поëу÷енноãо ряäа (25), (27)—(29),

поëу÷аеì, ÷то при i = 1,2 справеäëивы выражения
(25), (27), а äëя i =  ìожно записатü

y1i = k1iy1i + 1 + k2jy1L – L, (30)

ãäе  = f1i – k2ik1i – 1,  = k2i  –

– f2i, f1i = k1i + k2i, f2i = k1i – k2i,  = f11,

= 1. Ввеäеì обозна÷ение  = k1i и запи-

øеì выражение (30) сëеäуþщиì образоì:

y1i = y1i + 1 + k2jy1L – L. (31)

Запиøеì выражение (31) при i = n с у÷етоì ра-
венства y1i + 1 = y1R:

y1n = y1R + k2jy1L – L. (32)

Анаëоãи÷но при i = n – 1 поëу÷аеì:

y1n – 1 = y1n + k2jy1L – L. (33)
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Поäстановка выражения (31) в форìуëу (32) äает

y1n – 1 = y1R + k2jy1L +

+ k2jy1L – L – L. (34)

Провоäя анаëоãи÷ные вы÷исëения äëя i = n – 2
и i = n – 3, поëу÷аеì

y1n – 2 = y1R +

+ k2jy1L + k2jy1L +

+ k2jy1L – L –

– L – L, (35)

и

y1n – 3 =

= y1R +

+ k2jy1L +

+ k2jy1L +

+ k2jy1L +

+ k2jy1L –

– L – L –

– L– L. (36)

На основе соотноøений (35), (36) ìожно запи-
сатü äëя i =  сëеäуþщее выражение:

y1i  = y1R  + y1L  × k2j +

+  × k2j +  ×  × k2j  –

– L  +  +

+  ×  × , (37)

ãäе k = , l = , m = , i = .
Поëу÷енные выражения (32)—(37) опреäеëяþт

установивøийся режиì äвижения неоäнороäной
ãруппы объектов с разëи÷ныìи коэффиöиентаìи
оттаëкивания.
На рис. 3 преäставëены резуëüтаты ìоäеëирова-

ния заìкнутой систеìы управëения (15)—(17) при

αi = 2, T1i = 3, T2i = 3, i = , Vk = 1,5 ì/с. Чисëо
объектов в ãруппе равно 5. Коãäа в зоне функöи-
онирования ãруппы объектов препятствия отсутст-
вуþт, коэффиöиенты kji поëаãаþтся оäинаковыìи:

kji = L, j = 1,2; i = . Поэтоìу в на÷аëе äвижения
роботы распреäеëяþтся равноìерно вäоëü оси Oy1.
При появëении препятствия бëижайøие к неìу
сëева и справа роботы изìеняþт свои коэффиöи-
енты оттаëкивания. В äанноì приìере препятст-
вие появëяется ìежäу вторыì и третüиì объектоì,
поэтоìу при еãо обхоäе систеìы управëения этих
объектов изìеняþт зна÷ения коэффиöиентов k13 и
k23, поëаãая k12 = 1,3L, k23 = 1,3L. Зна÷ения ос-
таëüных коэффиöиентов kji остаþтся прежниìи.

В сиëу тоãо, ÷то препятствие раз-
äеëяет ãруппу на äве поäãруппы,
при еãо обхоäе ìожно выбиратü ко-
эффиöиенты kji не по разìераì всей
обëасти функöионирования, а по
разìераì поäобëастей, на которые
обëастü разäеëяется препятствияìи.
На рис. 3 виäно, ÷то посëе старта

объекты приниìаþт заäанный строй
и äвижутся параëëеëüно äруã äруãу
и оси Oy2 с заäанной скоростüþ.
При появëении препятствия объекты
обхоäят еãо, посëе ÷еãо снова äви-
жутся заäанныì строеì. Такиì об-
разоì, преäëоженный распреäеëен-
ный аëãоритì управëения (4), (13),
(14) обеспе÷ивает äвижение ãруппы
поäвижных объектов (1) заäанныì
образоì, в тоì ÷исëе и в среäе с
препятствияìи.
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Рис. 3. Результаты моделирования системы (15)—(17):
а — траектории поäвижных объектов; б — переìенная z2
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Анализ алгоритма управления
в среде с подвижными препятствиями

В öеëях наãëяäности и простоты изëожения äа-
ëее рассìатривается сëу÷ай равных коэффиöиен-
тов kji = k, оäнако все рассужäения ìоãут бытü при-
ìенены и äëя сëу÷ая неоäнороäной ãруппы объек-
тов, т.е. объектов, которые äоëжны äвиãатüся на
разëи÷ных расстояниях äруã от äруãа. Это обеспе-
÷ивается рассìатриваеìыì аëãоритìоì, как пока-
зано выøе, при заäании разëи÷ных зна÷ений ко-
эффиöиентов оттаëкивания.
Преäпоëожиì, в некоторый ìоìент вреìени t1

препятствие попаäает в зону äействия i-ãо объекта,
а в ìоìент вреìени t2 > t1 препятствие выхоäит из
этой зоны. Поëаãая kji = L, αi = k/L, переìенные
y1i + 1, y1i – 1 внеøниìи äëя i-ãо объекта, а скорости
препятствий и объектов постоянныìи, из соотно-
øения (13) поëу÷аеì сëеäуþщуþ систеìу:

 =  + , (38)

ãäе 

A1 = (Vi – 1 + Vi + 1),

A2 = (Vi – 1 + Vi + 1) + (  + ),

A3 = – (Vi – 1 + Vi + 1), A4 = – (  + ),

 = Vi – 1, y1i – 1 = Vi – 1t + ,

 = Vi + 1, y1i + 1 = Vi + 1t + ,

а Vi – 1, , Vi + 1,  — изìеряеìые константы,

соответствуþщие ìоìенту t1.
Систеìа (38) явëяется ëинейной систеìой äиф-

ференöиаëüных уравнений с постоянныìи пара-
ìетраìи и внеøниì возäействиеì [25, 26]. Реøив
äаннуþ систеìу, поëу÷иì

(39)

ãäе C1, C2 — постоянные интеãрирования, опреäе-
ëяþщие интенсивностü свобоäных составëяþщих,
обусëовëенных зна÷енияìи переìенных при t = t1.

Свобоäные составëяþщие выражений (39) при
поëожитеëüных зна÷ениях k/L и T1i стреìятся с те-
÷ениеì вреìени к нуëþ. Вынужäенная составëяþ-
щая привоäит к изìенениþ поëожения i-ãо объекта
на веëи÷ину

Δy1i = (t2 – t1). (40)

Как буäет показано ниже, выражение (40) позво-
ëяет оöенитü сìещение вäоëü оси Oy1 кажäоãо объ-
екта ãруппы при появëении препятствия, äвиãаþ-
щеãося в те÷ение вреìени (t2 – t1) со скоростüþ Vp.
Привеäенные выøе соотноøения ìожно испоëü-

зоватü в систеìах управëения ãруппой объектов,
äвижущихся в обëасти с переìенныìи ãраниöаìи.
Рассìотриì, наприìер, ситуаöиþ, преäставëен-
нуþ на рис. 4. Преäпоëожиì, ÷то ãруппа объектов
(на рис. 4 показан оäин из них) äвижется с посто-
янной скоростüþ Vk, направëенной вäоëü оси Oy2.
Попере÷ные скорости объектов к ìоìенту поä-

хоäа к ëинии изëоìа ëевой ãраниöы равны нуëþ.
Тоãäа сìещение ãраниöы обëасти функöионирова-
ния в раìках преäëаãаеìоãо поäхоäа интерпрети-
руется ëокаëüной систеìой управëения i-ãо объек-
та как поäвижное препятствие, äвиãаþщееся с по-
стоянной скоростüþ.
Рассìотриì треуãоëüник ABC, преäставëенный

на рис. 4. Пустü роботы, äвиãаясü со скоростüþ Vk,
прохоäят отрезок BC за вреìя (t2 – t1). Тоãäа из
треуãоëüника ABC поëу÷аеì:

BC = Vk(t2 – t1), AC = BCctgγ = Vk(t2 – t1)ctgγ.(41)

Вìесте с теì, ìожно записатü

AC = VL(t2 – t1), (42)

ãäе VL — скоростü сìещения ëевой ãраниöы обëасти.
Приравнивая ëевуþ и правуþ ÷асти (41) и (42),

поëу÷аеì

VL = Vkctgγ. (43)

Рассìотриì теперü ситуаöиþ, коãäа ìежäу i*-ì
и (i* – 1)-ì объектаìи на интерваëе вреìени (t2 – t1)
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Рис. 4. Движение группы роботов в области с переменными
границами
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возникëо поäвижное препятствие, äвижущееся
вправо со скоростüþ Vp. В этоì сëу÷ае ãруппа ро-
ботов распаäается на äве поäãруппы, кажäая из ко-
торых сëева иëи справа иìеет препятствие. При этоì
препятствиþ присваивается i*-й ноìер, а i*-ìу
объекту — (i* + 1)-й ноìер и т.ä.
Рассìотриì оäну из поëу÷ивøихся поäãрупп,

наприìер, состоящуþ из объектов с 1-ãо по i* – 1-й.
Дëя j = 1 по форìуëе (40), у÷итывая, ÷то V10 = VL,
иìееì:

Δ  = Δt → V11 = , (44)

ãäе V11 — скоростü собственноãо сìещения первоãо
объекта вäоëü оси Oy1.
Дëя j = 2 анаëоãи÷но поëу÷аеì

Δ  = Δt → V12 =  =

=  → V12 = . (45)

Проäоëжая ряä, ìожно найти

Δ  = Δt; j = . (46)

Теперü, у÷итывая, ÷то V1i* = Vp и поäставëяя
в форìуëу (46) j = i* – 1, j = i* – 2, j = i* – 3, ...,
поëу÷аеì выражение

V1i* – j = , j = 0, 1, ..., i* – 1. (47)

Дëя оöенки корректности форìуëы (47), у÷иты-
вая, ÷то i*-й объект — это, на саìоì äеëе, поäвиж-

ное препятствие, äвижущееся со скоростüþ Vp, по-
ëожиì в (47) j = 0, тоãäа V1i* = Vp, ÷то соответствует
усëовияì синтеза и свиäетеëüствует о корректнос-
ти форìуëы (47).
На рис. 5 преäставëены резуëüтаты ìоäеëирова-

ния ãруппы, состоящей из пяти роботов. Усëовия
ìоäеëирования совпаäаþт с усëовияìи преäыäу-
щеãо приìера. Левая ãраниöа обëасти функöиони-
рования описывается выражениеì

yL = 

На основе резуëüтатов ìоäеëирования закëþ÷а-
еì, ÷то реакöия систеì управëения объектов на из-
ìенение форìы обëасти функöионирования про-
явëяется в сìещении ÷асти объектов вäоëü оси Oy1
в соответствии с выражениеì (47).
Отìетиì, ÷то ситуаöиþ на рис. 5 ìожно также

рассìатриватü как ìоäеëирование сëу÷ая появëе-
ния при t = t1 сëева от первоãо объекта ãруппы поä-
вижноãо препятствия, которое äвижется вäоëü ëе-
вой ãраниöы обëасти функöионирования роботов.

Заключение

В статüе преäëожен и иссëеäован аëãоритì рас-
преäеëенноãо управëения ãруппой неоäнороäных
ПО, функöионируþщих в среäе с препятствияìи.
Аëãоритì строится на основе принöипа управëе-
ния, интерпретируþщеãо все сосеäние объекты
как репеëëеры. Преäëожен ìетоä ввеäения репеë-
ëеров, отëи÷аþщийся теì, ÷то сиëы оттаëкивания
форìируþтся äинаìи÷ескиì звеноì на основе ин-
форìаöии о расстояниях äо сосеäних объектов иëи
препятствий.
Провеäенный анаëиз и резуëüтаты ìоäеëирова-

ния позвоëяþт ãоворитü об эффективности преäëо-
женноãо аëãоритìа управëения объектаìи, äвижу-
щиìися в среäах с препятствияìи. Преäëоженный
поäхоä ìожет приìенятüся и в сëу÷ае нестаöионар-
ных среä, так как äвижущиеся препятствия фор-
ìаëüно преäставëяþтся как поäвижные объекты.
Преäëаãаеìый аëãоритì ìожет испоëüзоватüся

в систеìах пëанирования äвижений. При этоì пëа-
нируеìые траектории обëаäаþт устой÷ивостüþ на
уровне кинеìатики объекта. Реаëизаöия спëани-
рованных траекторий требует отäеëüноãо реãуëято-
ра и у÷ета äинаìики поäвижных объектов и их ис-
поëнитеëüных ìеханизìов [25—27].
При испоëüзовании уравнений кинеìатики и äи-

наìики поäвижных объектов преäëаãаеìый ìетоä
позвоëяет объеäинитü уровенü пëанирования и уп-
равëения äвижениеì. При этоì возìожно форìи-
рование репеëëеров как функöий поëожений, ско-
ростей и ускорений поäвижных объектов.
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The article is devoted to the problem of the distributed control of a heterogeneous group of vehicles in the environment with
obstacles. A brief overview is presented of the objectives and methods of the group control. A task is set of synthesis of the local
control algorithms, ensuring movement of the heterogeneous groups in a two-dimensional environment with non-stationary ob-
stacles. The model of the movements’ planning is based on the equations of kinematics in a two-dimensional environment. The
results of the algorithm are the desired speed and direction of movement of each object in the group. The proposed algorithms
are based on the assumption that all the neighboring objects are repellers. At that, in contrast to the known methods for for-
mation of the repellers, the repulsive forces are generated at the output of the dynamic system, which allows synthesis in the
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state space, and not in the geometrical space. The proposed method allows us to introduce for consideration the repellers, which
depend not only on the position of an object, but also on its speed and acceleration. The paper presents an analysis of the steady
state motion and stability of the planned trajectories. Expressions were received allowing to determine a steady state of motion.
Also an analysis was done of the movement of the robots’ groups in the environments with the obstacles moving with constant
velocities. Displacements of the robots’ positions were defined, caused by the moving obstacles, and an analysis of sustainability
was done. Similarly, it is possible to analyze the situation with the obstacles moving with constant accelerations. Simulation
confirmed the results of the analysis. The proposed approach, in case the kinematics and dynamics equations are used, allows
us to combine the level of planning and movement control.
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Задача позиционирования манипулятора 
параллельно-последовательной структуры
с управляемым захватным устройством1

Введение

Манипуëяторы с ìеханизìаìи параëëеëüной
структуры нахоäят все боëüøее приìенение в раз-
ëи÷ных отрасëях проìыøëенности: в ìаøино-
строении при ìехани÷еской обработке äетаëей
сëожной ãеоìетрии [1—3], приборостроении, при
упаковке проäукöии [4], а также в техноëоãи÷еских
проöессах при произвоäстве и переработке сеëüско-
хозяйственной проäукöии [5]. Наибоëее важныìи
äостоинстваìи таких ìеханизìов по сравнениþ с
траäиöионныìи, которые преäставëяþт собой со-
вокупностü посëеäоватеëüно соеäиненных звенüев,
явëяþтся повыøенная жесткостü, ÷то обеспе÷ивает
высокуþ то÷ностü реаëизаöии проãраììных äви-
жений. Повыøенные параìетры ìобиëüности и
приеìистости [6], опреäеëяеìые преäеëüно äопус-
тиìыìи скоростяìи переìещения захвата в рабо-
÷ей зоне и ускоренияìи в ìоìент троãания, обес-
пе÷иваþт высокуþ произвоäитеëüностü техноëо-
ãи÷еских проöессов. Кроìе тоãо, ìеханизì таких
ìанипуëяторов совìещает функöии ìетаëëокон-
струкöии и привоäных ìеханизìов, ÷то сущест-
венно снижает ìетаëëоеìкостü ìанипуëятора [7].
Заäа÷а ìеханизаöии и автоìатизаöии поãрузо÷-

но-разãрузо÷ные работ хороøо реøается приìене-
ниеì ìанипуëятора-трипоäа [8, 9].
Оäнако äо настоящеãо вреìени в сиëу оãрани-

÷енности рабо÷ей зоны и относитеëüно небоëüøой
ìанипуëятивности захвата ìанипуëятора-трипоäа,
изìеряеìой "свобоäой äвижения", какуþ иìеет ра-

бо÷ий орãан [6], в наиìенüøей степени поääаþтся
ìеханизаöии и автоìатизаöии техноëоãи÷еские
проöессы при переработке сеëüскохозяйственной
проäукöии: сортировка пëоäов и овощей, пакети-
рование и затаривание [10].

Схема манипулятора

Дëя увеëи÷ения ìанипуëятивности в узëе 6
(рис. 1) ìанипуëятора-трипоäа (рука) устанавëива-
ется управëяеìый ìеханизì. Механизì состоит из
трех звенüев, посëеäоватеëüно соеäиненных äруã с
äруãоì кинеìати÷ескиìи параìи пятоãо кëасса
(захватное устройство) с рабо÷иì орãаноì (кистüþ).
На рис. 2 преäставëена кинеìати÷еская схеìа ìа-
нипуëятора, оснащенноãо захватныì устройствоì
с треìя степеняìи поäвижности. Как и в сëу÷ае

Представлено решение задачи позиционирования управляемого трехстепенного захватного устройства манипулятора па-
раллельно-последовательной структуры. Решение приведено для двух вариантов конструкций захватного устройства.
Ключевые слова: манипулятор, параллельно-последовательная структура, захват с тремя степенями подвижности, по-
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РОБОТОТЕХНИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ

 1 Иссëеäование выпоëнено при финансовой поääержке РФФИ
в раìках нау÷ных проектов № 15-01-04577-а, № 16-38-00485 ìоë_а. Рис. 1. Манипулятор-трипод на поворотном основании
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ìанипуëятора-трипоäа, оси привоäных звенüев
ëинейноãо переìещения ãеоìетри÷ески схоäятся в
оäной то÷ке посреäствоì сфери÷ескоãо пятипоä-
вижноãо øарнирноãо узëа.
Маневренностü такоãо ìанипуëятора, опреäе-

ëяеìая степенüþ поäвижности еãо ìеханизìа при
непоäвижноì захвате, равна еäиниöе, а конкретные
зна÷ения ìанипуëятивности опреäеëяþтся посëе
конструкторской проработки. Манипуëятор (рис. 2)
при реãионаëüных переìещениях [11] то÷ки крепëе-
ния äопоëнитеëüноãо антропоìорфноãо ìеханизìа
обëаäает преиìуществаìи ìеханизìов параëëеëü-
ной структуры, а ëокаëüные переìещения обеспе-
÷иваþт необхоäиìуþ ìанипуëятивностü в объеìе
обсëуживаеìой зоны. Так как ëинейные разìеры
äопоëнитеëüноãо ìеханизìа сравнитеëüно небоëü-
øие, то жесткостü всей ìанипуëяöионной систеìы
остается äостато÷но боëüøой.
Иìеет право на существование и схеìа ìанипу-

ëятора, в которой расстояние (О2О3 = а) от то÷ки
поäвеса äо оси øарнира О3z3 равно нуëþ. В этоì
сëу÷ае оси трех вращатеëüных пар пересекаþтся в
то÷ке, и ëокаëüные äвижения коне÷ной то÷ки öе-
пи происхоäят по поверхности. Оäнако за с÷ет ре-
ãионаëüных äвижений то÷ки поäвеса захвата обес-
пе÷ивается ее объеìное äвижение.
Обобщенныìи коорäинатаìи ìанипуëятора яв-

ëяþтся äëины звенüев lk(t), k = , руки, уãоë ϕ(t)
накëона поворотноãо основания, уãëы относитеëü-
ных поворотов α(t), ψ(t) звенüев захватноãо уст-
ройства, а также уãоë поворота кисти β(t), преäеëы
которых ìоãут изìенятüся. Зна÷ения этих уãëов,
опреäеëяþт параìетры ìанипуëятивности ìанипу-
ëятора и еãо ориентируþщие возìожности, при÷еì

в разных то÷ках зоны обсëуживания в сиëу
особенностей кинеìати÷еской структуры
ìанипуëятора и конструктивных параìет-
ров кинеìати÷еских пар параìетры ìани-
пуëятивности разные. Уãоë ϕ(t) изìеняет-
ся в преäеëах (–0,323 m ϕ(t) m 0,532) раä,

уãëы α(t) и ψ(t) — от –  äо .

Постановка задачи

Поскоëüку оäниì из основных требова-
ний, опреäеëяþщих работоспособностü
ìанипуëяторов, явëяется обеспе÷ение
поäхоäа рабо÷еãо орãана ìанипуëятора к
то÷каì объекта обсëуживания с заäанной
ориентаöией рабо÷еãо орãана, то ставятся
заäа÷и позиöионирования рабо÷еãо орãана
ìанипуëятора и оöенки еãо функöионаëü-
ных возìожностей в зоне обсëуживания.
Дëя опреäеëения пространственноãо

поëожения захвата ìанипуëятора ввоäятся
пятü систеì коорäинат — абсоëþтная Oxyz,
связанная с непоäвижныì основаниеì,
и соответствуþщие кажäоìу звену ìани-

пуëятора поäвижные систеìы коорäинат Oixiyizi
(i = ). Осü Oizi кажäоãо звена направëена по
оси относитеëüноãо вращения этоãо звена (рис. 3).
Заäа÷а позиöионирования ìанипуëятора состоит

в опреäеëении обобщенных коорäинат ìанипуëя-
тора lk(t), k = , ϕ, α, ψ, β при заäанноì проãраì-
ìноì поëожении рабо÷еãо орãана, опреäеëяеìоãо
коорäинатаìи (xE, yE, zE) еãо öентра в непоäвиж-
ной систеìе Oxyz и направëяþщиìи косинусаìи
apq посëеäней систеìы коорäинат O4x4y4z4 также
относитеëüно непоäвижной систеìы коорäинат [12].
Дëя реøения этой заäа÷и необхоäиìо реøитü пря-
ìуþ заäа÷у äëя руки ìанипуëятора, т. е. опреäе-
ëитü äекартовые коорäинаты xM(t), yM(t), zM(t)
то÷ки поäвеса M в абсоëþтной систеìе отс÷ета Oxyz
(сì. рис. 2) и обратнуþ заäа÷у äëя захватноãо уст-
ройства — опреäеëение уãëов ϕ, α, ψ.

1 3,

π
2
-- π

2
--

1 4,

Рис. 3. Кинематическая схема антропоморфной руки с тремя
степенями подвижности

1 3,

Рис. 2. Кинематическая схема манипулятора-трипода с антропоморфным
манипулятором с тремя степенями подвижности
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Метод решения

Поëожение рабо÷еãо звена опреäеëяется произ-
веäениеì ìатриö перехоäа Mi – 1,i, описываþщих
поëожение i-ãо звена относитеëüно (i – 1)-ãо [13]. 

M04 = M01M12M23M34. (1)

Связü ìежäу коорäинатаìи то÷ек в i-й и в
(i – 1)-й систеìах коорäинат осуществëяется по-
сëеäоватеëüныì выпоëнениеì операöий с поìо-
щüþ ìатриö перехоäа Mi – 1, i [13]:

 =

= , (2)

ãäе xi = [xi, yi, zi]
т — вектор-стоëбеö коорäинат то÷-

ки в i-й поäвижной систеìе коорäинат; xi – 1,i =

= [xi – 1,i, yi – 1,i, zi – 1,i]
т — вектор-стоëбеö коор-

äинат на÷аëа i-й систеìы в (i – 1)-й систеìе коор-
äинат; верхняя ëевая поäìатриöа разìероì [3×3],
образованная направëяþщиìи косинусаìи, опре-
äеëяет поворот i-й систеìы относитеëüно (i – 1)-й.
В коìпактной форìе это ìатри÷ное преобразо-

вание иìеет виä

xi – 1 = Mi – 1,ixi. (3)

Поворот систеìы осей O1x1y1z1 вокруã оси O1z1
на уãоë γ, обеспе÷иваþщий параëëеëüностü осей
Oz и O1z1, характеризуется ìатриöей

M01 = . (4)

Уãоë γ опреäеëяется ÷ерез обобщенные коорäи-
наты руки ìанипуëятора (сì. рис. 2)

γ = arctg . (5)

Матриöа поворота систеìы осей O2x2y2z2 вокруã
оси O2z2 на уãоë α, обеспе÷иваþщая совпаäение
осей O1х1 и O2z2, иìеет виä

M12 = . (6)

Поворот систеìы осей O3x3y3z3 вокруã оси O3z3
на уãоë ψ, обеспе÷иваþщий параëëеëüностü осей
O2y2 и O3z3, характеризуется ìатриöей

M23 = . (7)

Матриöа поворота систеìы осей O4x4y4z4 вокруã
оси O4z4 на уãоë β, обеспе÷иваþщая совпаäение
осей O3y3 и O4z4, иìеет виä

M34 = . (8)

При посëеäоватеëüноì перехоäе по öепо÷ке
øарнирно-соеäиненных звенüев от систеìы коор-
äинат O4x4y4z4 к нуëевой систеìе коорäинат Oxyz
испоëüзуеì форìуëу (1) и выражения (4), (6)—(8),
поëу÷аеì

M04 =

= , (9)

ãäе a11 = sinβ(cosγcosψ – sinγcosαsinψ) + sinγcosβsinα;
a12 = cosβ(cosγcosψ – sinγcosαsinψ) – sinγsinβsinα;
a13 = –cosγsinψ – sinγcosψcosα;
a21 = sinβ(sinγcosψ + cosγcosαsinψ) – cosγcosβsinα;
a22 = cosβ(sinγcosψ + cosγcosαsinψ) + cosγsinβsinα;
a23 = cosγcosψcosα – sinγsinψ;
a31 = cosβcosα + sinψsinβsinα;
a32 = cosβsinψsinα – cosαsinβ;
a33 = cosψsinα — направëяþщие косинусы, опре-
äеëяþщие ориентаöиþ в пространстве рабо÷еãо ор-
ãана захватноãо устройства (рис. 4).
Из уравнения ìатриöы (9) виäно, ÷то коорäи-

наты то÷ки Е öентра кисти и ее ориентаöия не за-
висят от зна÷ения уãëа β. Закон изìенения уãëа β
собственноãо вращения явëяется функöией техно-
ëоãи÷ескоãо проöесса.
Такиì образоì, äëя опреäеëения конфиãураöии

ìанипуëятора с управëяеìыì захватныì устройст-
воì необхоäиìо из систеìы пяти уравнений

(10)

xi 1–

yi 1–

zi 1–

1

cos xi 1– xi,( ) cos xi 1– yi,( ) cos xi 1– zi,( ) xi 1– i,

cos yi 1– xi,( ) cos yi 1– yi,( ) cos yi 1– zi,( ) yi 1– i,

cos zi 1– xi,( ) cos zi 1– yi,( ) cos zi 1– zi,( ) zi 1– i,

0 0 0 1

xi

yi

zi

1

cosγ sinγ – 0 xM

sinγ cosγ 0 yM

0 0 1 zM

0 0 0 1

xM–

yM OAsinϕ+
-------------------------

0 0 1 0
cosα sinα– 0 0
sinα cosα 0 0

0 0 0 1

sinψ cosψ 0 a
0 0 1 0

cosψ sinψ– 0 0
0 0 0 1

sinβ cosβ 0 0
0 0 1 b

cosβ sinβ– 0 0
0 0 0 1

a11 a12 a13  xM bsinψcosγ– a bcosψ+( )cosαsinγ–

a21 a22 a23  yM bsinψsinγ– a bcosψ+( )cosαcosγ+

a31 a32 a33 zM a bcosψ+( )sinα+

0 0 0 1

xE = xM + ba13 – acosαsinγ;
yE = yM + ba23 + acosαcosγ;
zE = zM + ba33 + asinα;
a33 = cosψsinα;
a23 = cosγcosψcosα – sinγsinψ,
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при известных заäаваеìых зна÷ениях коорäинат
(xE, yE, zE) то÷ки E кисти захвата и направëяþщих
косинусов опреäеëитü øестü неизвестных xM, yM,
zM, γ, α, ψ.
Дëя захватноãо устройства, в котороì оси трех

вращатеëüных пар пересекаþтся в оäной то÷ке (а = 0,
сì. рис. 3), из систеìы уравнений (10) опреäеëяþтся
коорäинаты (xM, yM, zM) то÷ки M поäвеса. При

этоì в сиëу тоãо, ÷то  +  +  = 1, äоëжно

выпоëнятüся равенство

(xE – xM)2 + (yE – yM)2 + (zE – zM)2 = b2. (11)

Из реøения оптиìизаöионной обратной заäа÷и
[14, 15] äëя ìеханизìа руки ìанипуëятора нахоäиì
еãо обобщенные коорäинаты lk, k = , ϕ и
уãоë γ (5). Совìестное реøение 4-ãо и 5-ãо уравне-
ний систеìы (10) позвоëяет опреäеëитü уãëы ψ и α

ψ1,2 = arcsin(–a23sinγ ± a13cosγ) и α = arc-

sin . (12)

Выбор корня äëя ψ осуществëяется сравнениеì
коорäинат xE и xM. Есëи xE > xM, то зна÷ение уãëа
ψ отриöатеëüное, есëи xE < xM, то зна÷ение уãëа ψ
поëожитеëüное, при xE = xM ψ = 0. Зна÷ение äëя
уãëа α опреäеëяется сравнениеì коорäинат zE и zM.
При zE > zM α > 0, а äëя zE < zM α < 0, при zE = zM
α = 0. Такиì образоì, конфиãураöия lk, k = ,
ϕ, α, ψ ìанипуëятора (сì. рис. 2) поëностüþ опре-
äеëена.
Дëя схеìы захватноãо устройства с непересе-

каþщиìися осяìи (сì. рис. 3) ìожно преäëожитü
сëеäуþщий аëãоритì опреäеëения конфиãураöии
ìанипуëятора.

1. Заäаеìся уãëоì γ с у÷етоì усëовий: γ > 0, есëи
xE < 0; γ < 0, есëи xE > 0; γ = 0, есëи xE = 0. В первоì

прибëижении ìожно принятü γ = arctg . Затеì

из 4-ãо и 5-ãо уравнений систеìы (10) по форìуëаì

(12) опреäеëяеì уãëы ψ и α, а из первых трех уравне-
ний (10) нахоäиì коорäинаты (xM, yM, zM) то÷ки M.
Эти коорäинаты äоëжны уäовëетворятü уравнениþ

(xE – xM)2 + (yE – yM)2 + (zE – zM)2 = (a + bcosψ)2.

Испоëüзуя найäенные зна÷ения (xM, yM, zM) и
приìеняя ìетоäику реøения оптиìизаöионной
обратной заäа÷и [16] äëя ìеханизìа руки ìанипу-
ëятора, нахоäиì еãо обобщенные коорäинаты ,

k = , ϕ* и уãоë γ* (5).
2. Найäенное зна÷ение уãëа γ* приниìается за но-

вое на÷аëüное зна÷ение, и рас÷ет повторяется в по-
сëеäоватеëüности, изëоженной в п. 1, äо тех пор,
пока не буäет выпоëнено усëовие |  – | m ε.

Зäесü ε > 0 — выбранная то÷ностü вы÷исëения. Ре-
зуëüтаты посëеäних вы÷исëений и опреäеëяþт ис-

коìуþ конфиãураöиþ lk, k = , ϕ, α, ψ ìанипу-
ëятора (сì. рис. 2).

Результаты решения

Дëя ìанипуëятора (сì. рис. 2, 3) с ãеоìетри÷е-
скиìи параìетраìи l10 = 1400 ìì, l20 = 1500 ìì,
l30 = 1352 ìì, ϕ0 = 0,323 раä и äëя заäаваеìых зна-
÷ений хЕ = 300 ìì, уЕ = 1500 ìì, zE = –600 ìì,

a23 = cos , a33 = cos , a = 100 ìì, b = 100 ìì на-

хоäиì конфиãураöии ìанипуëятора äëя äвух типов
захватноãо устройства.
Дëя схеìы с пересекаþщиìися осяìи трех вра-

щатеëüных пар: хМ = 250 ìì, yМ = 1450 ìì,
zМ = –670,7 ìì, α = 0,906 раä, ψ = –0,455 раä, l1 =
= 1735,7 ìì, l2 = 1601,1 ìì, l3 = 1708,3 ìì,
l4 = 1315,9 ìì, ϕ = –0,438 раä, γ = –0,221 раä.
Дëя схеìы захватноãо устройства (сì. рис. 3) за-

äаеìся уãëоì γ0 = arctg  = –0,197 и ε = 0,01. Из

4-ãо и 5-ãо уравнений систеìы (10) по форìуëаì
(12) опреäеëяеì уãëы ψ = -0,403 раä и α = 0,877 раä.
Затеì из первых трех уравнений (10) нахоäиì ко-
орäинаты то÷ки М (хМ = 237,5 ìì, yМ = 1387,3 ìì,
zМ = –747,6 ìì). Реøая оптиìизаöионнуþ заäа÷у
позиöионирования ìанипуëятора [14, 15], нахоäиì

еãо обобщенные коорäинаты , k = , ϕ* и
уãоë γ* = –0,226 раä (5). Сравниваеì вы÷исëенное
зна÷ение γ* с первона÷аëüно принятыì |–0,226 –
– (–0,197)| = 0,029 раä. Расхожäение превыøает
выбраннуþ то÷ностü вы÷исëений ε. Тоãäа найäенное
зна÷ение уãëа γ* = –0,226 раä приниìается за новое
на÷аëüное, и рас÷ет повторяется. При повторноì
рас÷ете поëу÷аеì |–0,224 – (–0,226)| = 0,002 раä,
÷то зна÷итеëüно ìенüøе выбранной то÷ности вы-
÷исëений. Резуëüтаты посëеäних вы÷исëений и оп-
реäеëяþт искоìуþ конфиãураöиþ ìанипуëятора
хМ = 235,5 ìì, yМ = 1387 ìì, zМ = –747 ìì,

Рис. 4. Ориентация кисти манипулятора в пространстве
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α = 0,868 раä, ψ = –0,384 раä, l1 = 1740,6 ìì, l2 =
= 1579,9 ìì, l3 = 1682,4 ìì, l4 = 1323,8 ìì, ϕ =
= –0,464 раä, γ = –0,224 раä.

Заключение

Преäëоженная схеìа ìанипуëятора-трипоäа с
äопоëнитеëüныì ìеханизìоì захватноãо устрой-
ства с треìя степеняìи поäвижности позвоëяет
обеспе÷итü необхоäиìые параìетры ìанипуëятив-
ности и оптиìаëüнуþ конфиãураöиþ ìанипуëято-
ра при перевоäе еãо из на÷аëüноãо поëожения в за-
äанное коне÷ное. Разработана ìетоäика реøения
пряìой и обратной заäа÷ кинеìатики ìанипуëятора.
Схеìа захватноãо устройства с треìя пересекаþ-
щиìися осяìи боëее жесткая и, хотя ëокаëüные
переìещения захватноãо устройства привоäят к
äвижениþ кисти по поверхности, за с÷ет реãионаëü-
ных äвижений руки коне÷ное äвижение кисти объ-
еìное. Дëя реøения траекторной заäа÷и с требуеìы-
ìи параìетраìи ìобиëüности и приеìистости
необхоäиìо реøитü заäа÷у äинаìики пространст-
венноãо äвижения ìанипуëятора.
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Manipulators with the mechanisms of a parallel structure are increasingly used in various industries: in mechanical en-
gineering as parts of complex geometry mechanical processing, tool engineering, products packaging, as well as in the tech-
nological processes and in the production and processing of the agricultural products. Loading and unloading operations are
well-suited for mechanization and automation with the use of a tripod manipulator. Till nowadays due to a limited working
area, a relatively small degree of manipulation of a tripod manipulator, and, even less, the technological processes can be
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subjected to mechanization and automation in processing of the agricultural products: sorting, packaging and canning of fruits
and vegetables. In order to increase manipulation of the tripod manipulator (hand) in the joint, where the linear displacement
drive units axis geometrically converge at a single point by a spherical five moveable hinge unit, a driven mechanism was de-
signed consisting of three series-connected pairs of the fifth class of links (gripper) with a working body (brush). Since one of
the basic requirements, which determine performance of the manipulators, is to ensure an approach of the manipulator’s working
body to the points of a service object with a given orientation of the working body, we define the tasks of positioning of the ma-
nipulator’s working body and evaluation of its functional abilities in the service area. The task of a manipulator’s positioning
is to determine the manipulator’s generalized coordinates at a given program position of the working body. In order to handle
this problem it is necessary to solve the direct task for the hand of the manipulator, i.e. to determine the Cartesian coordinates
of the suspension point in the absolute coordinate system of Oxyz and the inverse task for the gripper. Thus, the proposed
scheme of a tripod manipulator with an additional mechanism for the gripper with three degrees of mobility allows us to ensure
the necessary manipulation parameters and the optimal configuration of the manipulator in the transition from its initial po-
sition to the final one. A method for handling of the direct and inverse problems of the manipulator kinematics was developed.
The solution is provided for two design options of the gripper.

Keywords: manipulator, parallel-serial structure, gripping, positioning
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Нечеткая иерархическая система
угловой ориентации мобильного робота. Часть II1, 2

Введение

Совреìенная робототехника успеøно развива-
ется, и разработ÷ики автоìатизированных и авто-
ноìных ìеханизированных устройств стаëкиваþтся
с пробëеìой их коорäинаöии при äвижении, так как
при саìостоятеëüноì äвижении возникает необхоäи-
ìостü опреäеëения уãëов поворотов äëя объезäа пре-
пятствий. Некоторые зарубежные авторы в своих
аëãоритìах управëения поäобныìи систеìаìи ис-
поëüзуþт сëожные триãоноìетри÷еские вы÷исëения
и ìатриöы [1—3] äëя опреäеëения уãëов. Это, в своþ
о÷ереäü, зна÷итеëüно увеëи÷ивает сëожностü про-
ãраììирования управëяþщих систеì, и, как сëеä-
ствие, объеì проãраììноãо коäа резко возрастает.
При навиãаöии роботов по коорäинатаì извест-

ной карты у÷еные испоëüзуþт äекартовуþ систеìу
коорäинат и ìатриöы с äанныìи о кажäой то÷ке
ìестности äëя то÷ноãо опреäеëения поëожения
робота. Оäнако испоëüзование боëüøоãо ÷исëа пе-
реìенных äанных в вы÷исëениях веäет к увеëи÷е-
ниþ среäнекваäрати÷ескоãо откëонения при оöенке
то÷ности рас÷етов, при этоì сëожностü проãраì-
ìноãо коäа также увеëи÷ивается.
Мобиëüные систеìы, разработанные на ìикро-

пëатах, таких как Arduino, в сиëу небоëüøоãо объеìа
внутренней паìяти (поряäка 32 кбайт) не позвоëяþт
хранитü такой объеì äанных, поэтоìу поäобные
вы÷исëения не ìоãут бытü реаëизованы на таких
ìикропëатах. Дëя сокращения объеìов коäов про-
ãраììы разработ÷ики прибеãаþт к испоëüзованиþ
не÷еткой ëоãики [4—5]. Но испоëüзование траäиöи-
онных ìетоäов при уãëовой ориентаöии äëя объ-
езäа препятствий на основе жестких форìуë при-
воäит к отсутствиþ свойства аääитивности систеìы в

öеëоì и, как сëеäствие, к отсутствиþ реакöии систе-
ìы в некоторых äиапазонах вхоäных зна÷ений [6, 7].
Исхоäя из выøесказанноãо автораìи преäëаãа-

ется иерархи÷еская не÷еткая систеìа управëения
ìобиëüныìи роботаìи с испоëüзованиеì ìяãких
арифìети÷еских операöий в структуре не÷еткоãо
вывоäа. Она у÷итывает указанные выøе неäостат-
ки и äает высокуþ то÷ностü рас÷етов и приеìëе-
ìый разìер проãраììноãо коäа äëя испоëüзования
в автоноìных ìобиëüных систеìах.

Обработка информации, получаемой с датчиков

Дëя работы иерархи÷еской систеìы уãëовой ори-
ентаöии ìобиëüноãо робота приìеняþт äат÷ики
расстояний, переäаþщие инфорìаöиþ о расстоянии
äо окружаþщих объектов [8]. Основныìи äаëüно-
ìераìи, приìеняþщиìися в систеìе, явëяþтся
инфракрасные äат÷ики ìаëой äаëüности Sharp
2D120X F 05 и уëüтразвуковой äат÷ик НС-SR04
среäней äаëüности.
В ìобиëüноì роботе, рассìатриваеìоì в äан-

ной работе (сì. Частü I) испоëüзуþтся три инфрак-
расных äат÷ика. 
Поäкëþ÷ение инфракрасных äат÷иков к управ-

ëяþщей пëате Arduino с поìощüþ установëенной
на ней пëаты Troyka Shield преäставëено на рис. 1
(сì. вторуþ сторону обëожки).
Правый и ëевый äат÷ики закрепëяþтся по бо-

каì ìобиëüноãо робота и отве÷аþт за контроëü
стен уãëов ëабиринта, третий — öентраëüный äат-
÷ик расстояния, закрепëенный в переäней ÷асти
робота, — отсëеживает появëение объектов-пре-
пятствий впереäи.
Уëüтразвуковой äаëüноìер непоäвижно закреп-

ëяется на сервопривоäе, испоëüзуеìоì äëя еãо по-
ворота на 180°. Схеìа поäкëþ÷ения сервопривоäа
и äат÷ика НС-SR04 к пëате Arduino преäставëена
на рис. 2 (сì. вторуþ сторону обëожки).

Описан второй уровень иерархической нечеткой системы управления угловой ориентацией мобильного робота при прохож-
дении лабиринта. Доказана применимость нечетко-логического вывода в системе управления и возможность использования в
робототехнических миниплатформах. Представлен механизм обработки информации, получаемой от датчиков, установлен-
ных на нем. Предложено использование метода разности площадей для дефаззификации результата при расчете времени за-
держки, а также проведение адаптации термов выходной функции принадлежности для увеличения точности угловой ори-
ентации. Рассмотрены экспериментальные результаты прохождения лабиринта мобильным роботом.
Ключевые слова: мобильный робот, лабиринт, Arduino, инфракрасный дальномер Sharp 2D120X, ультразвуковой дальномер

НС-SR04, нечеткая логика, иерархическая нечеткая система управления, метод разности площадей, адаптация функции при-
надлежности, RMSE

 1 Работа выпоëнена при поääержке ãранта Презиäента РФ
МД-2983.2015.8.

 2 Частü I опубëикована в журнаëе "Механика, автоìатиза-
öия, управëение", 2016, т. 17, № 7, с. 458—464.
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Посëе запуска коäа, управëяþщеãо äвижениеì,
робот кажäые 20 ìс проверяет показания с инфра-
красных äат÷иков.
Есëи äат÷ики сообщаþт о тоì, ÷то впереäи сво-

боäно боëüøе 8 сì, а справа и сëева — боëüøе 10 сì,
то робот проäоëжает выпоëнятü пряìоëинейное
äвижение впереä. В сëу÷ае, коãäа расстояние на оä-
ноì из äат÷иков оказывается ìенüøе äопустиìоãо,
робот останавëивается. Даëее необхоäиìо уста-
новитü, какой из äат÷иков увиäеë препятствие, и
соãëасно этиì äанныì принятü реøение о сëеäуþ-
щеì äействии.
В ситуаöии, коãäа ëевый и öентраëüный äат÷ик

сообщаþт о тоì, ÷то расстояние äëя äвижения äо-
стато÷но, а правый сиãнаëизирует о наëи÷ии пре-
пятствия, систеìа управëения äвижениеì поäает
питание на äвиãатеëи и повора÷ивает робот на 30°
вëево. В ситуаöии, коãäа уже ëевый äат÷ик сообща-
ет о наëи÷ии препятствия, а äва äруãих ãоворят о
возìожности проäоëжения äвижения, робот повора-
÷ивается на 30°, но уже вправо. Поäобная систеìа
контроëя объектов, распоëоженных по бокаì, по-
звоëяет роботу äвиãатüся в узких кориäорах, а также
эконоìитü вреìя на поиске обхоäных путей и прохо-
äитü ëабиринт зна÷итеëüно быстрее. На рис. 3 преä-
ставëен аëãоритì выпоëнения описанных äействий.
В сëу÷ае, коãäа невозìожно äвиãатüся впереä,

ситуаöия контроëируется с поìощüþ öентраëüноãо
ëазерноãо äат÷ика. Робот перехоäит в стаäиþ поис-
ка направëения äаëüнейøеãо äвижения, и на этоì
этапе происхоäит опреäеëение вхоäной ëинãвисти-
÷еской переìенной второãо уровня иерархии — уãëа
поворота. Зäесü в работу вступает уëüтразвуковой
сенсор. Принöип поиска пути преäставëен в виäе
бëок-схеìы на рис. 4.
Посëе выпоëнения всех äействий по поиску пути

объезäа препятствия робот повора÷ивается на не-
обхоäиìый уãоë и проäоëжает äвижение [9—10].
Схеìа управëения поворотоì робота преäставëена
на рис. 5.

Рис. 3. Блок-схема алгоритма контроля препятствий при дви-
жении вперед: Rotate(30,0) — функция поворота (первый пара-
метр (30) — угол, на который необходимо повернуться; второй
параметр (0) — указание стороны (0 — влево, 1 — вправо));
goForward() — функция движения вперед Рис. 5. Блок-схема управления поворотами мобильного робота

Рис. 4. Блок-схема алгоритма определения максимального рас-
стояния и связанного с ним угла
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В бëок-схеìе показано, ÷то кажäый уãоë, на ко-
торый необхоäиìо соверøитü поворот, связан с кон-
кретныì вреìенеì заäержки [11]. Данная взаиìо-
связü явëяется сëеäствиеì экспериìентов, поäроб-
но описанных в первой ÷асти статüи.

Второй уровень иерархической системы управления 
мобильным роботом

Матеìати÷еская ìоäеëü не÷еткой иерархи÷е-
ской систеìы уãëовой ориентаöии ìобиëüноãо ро-
бота ìожет бытü преäставëена в виäе

t = f (α; v) = f (α; f (m; u)), (1)

ãäе f (α, v) — функöия не÷еткоãо вывоäа от вхоäных
параìетров; t — вреìя заäержки; m — ìасса робота;
u — напряжение; α — уãоë поворота; v — скоростü
äвижения [12]. 
Вхоäныìи переìенныìи второãо уровня явëя-

þтся скоростü v (ì/с) äвижения и уãоë α (°), на ко-
торый необхоäиìо повернутü робот в сëу÷ае обна-
ружения препятствия переä ниì. Параìетр скорости,
как виäно из форìуëы (1), форìируется на выхоäе
первоãо уровня иерархи÷еской систеìы.
Инфорìаöия о скорости и уãëе поворота позво-

ëяþт найти кëþ÷евой параìетр äëя поворота ро-
бота в ëабиринте при объезäе препятствий — вреìя
заäержки t (ìс). Оно показывает, на какой вреìен-
ной проìежуток требуется поäа÷а постоянноãо пи-
тания на ìоторы ìобиëüноãо робота, ÷тобы он
сìоã развернутüся на необхоäиìый уãоë äëя объ-
езäа препятствия.

Алгоритм адаптации функций принадлежности

Первыì øаãоì не÷еткоãо вывоäа явëяется по-
строение функöии принаäëежности (сì. ÷астü I,
рис. 5). Провеäенные иссëеäования показаëи [13],
÷то посëе обу÷ения не÷еткой систеìы увеëи÷ива-
ется ее то÷ностü. Оöенку осуществëяëи на основе
рас÷ета среäнекваäрати÷ескоãо откëонения
(RMSE — root mean square error).
Метоä закëþ÷ается в переìещении верøин тер-

ìов ФП вправо и вëево äо тех пор, пока не буäет
поëу÷ено ìиниìаëüное зна÷ение RMSE.
Дефаззификаöия резуëüтата провоäится на ос-

нове ìетоäа разности пëощаäей [14], бëаãоäаря ÷еìу
зна÷итеëüно сãëаживается поверхностü откëика ре-
зуëüтируþщей переìенной. Также в систеìе рас-
÷етов испоëüзуется аëãоритì аäаптаöии выхоäной
функöии принаäëежности, уìенüøаþщий показа-
теëü RMSE резуëüтируþщих зна÷ений от этаëон-
ной выборки. В резуëüтате быëо поëу÷ено зна÷е-
ние RMSE, равное 2,6 äëя жестких вы÷исëений,
а испоëüзование ìяãких арифìети÷еских опера-
öий позвоëиëо äобитüся RMSE = 0,11.

Эксперимент

С испоëüзованиеì построенной иерархи÷еской
систеìы управëения быëо провеäено ÷исëенное

ìоäеëирование работоспособности систеìы. При
рас÷ете быëи испоëüзованы жесткие и ìяãкие ариф-
ìети÷еские операöии, выпоëнен поëный перебор
всех возìожных вхоäных зна÷ений и поëу÷ены
ãрафики, преäставëенные на рис. 6 (сì. вторуþ
сторону обëожки).
Провеäенное ìоäеëирование показаëо, ÷то ìяã-

кие не÷еткие вы÷исëения äаþт боëее ãëаäкуþ по-
верхностü откëика и работаþт со всеìи äиапазонаìи
зна÷ений, т.е. обëаäаþт свойствоì аääитивности в
отëи÷ие от жесткой ìоäеëи не÷еткоãо вывоäа.
Разработанная не÷еткая иерархи÷еская систеìа

уãëовой ориентаöии быëа реаëизована в ìобиëüноì
роботе на пëатфорìе Arduino. Резуëüтаты прохож-
äения роботоì ëабиринта [15] преäставëены на
сëайäах рис. 7 (сì. вторуþ сторону обëожки).
Дëя наãëяäноãо преäставëения всеãо ëабиринта

и äвижения робота на рис. 8 преäставëена схеìа
äвижения с указаниеì остановок и поворотов ìо-
биëüноãо робота.
В хоäе прохожäения ëабиринта быëи сäеëаны

три кëþ÷евые остановки. На поëное прохожäение
роботу потребоваëосü 35 с.

Заключение

В резуëüтате иссëеäования иерархи÷еской не-
÷еткой систеìы управëения ìобиëüныì роботоì
на практике сëеäует отìетитü, ÷то в öеëях ìини-
ìизаöии RMSE öеëесообразно испоëüзоватü ìяã-
кие арифìети÷еские операöии в систеìе не÷еткоãо
вывоäа. Наëи÷ие ìяãких форìуë [16—17] увеëи÷и-
вает то÷ностü систеìы боëее, ÷еì в 25 раз. На прак-
тике это быëо äоказано с поìощüþ рас÷ета коэф-
фиöиента среäнекваäрати÷ескоãо откëонения RMSE.
Дëя систеìы с испоëüзованиеì ìяãких форìуë
RMSE составиë 0,11, в то вреìя как при испоëüзо-
вании жестких вы÷исëений он составëяë поряäка 2,6.
На основании разработанной не÷еткой иерархи-

÷еской систеìы созäано аëãоритìи÷еское обеспе-
÷ение äëя управëения ìобиëüныì роботоì, позво-
ëяþщее еìу ориентироватüся в ëабиринте и нахо-
äитü выхоä из неãо. Систеìа уãëовой ориентаöии,
приìениìая äëя роботов с разëи÷ной ìассой и ис-
то÷никаìи питания, позвоëяет то÷но опреäеëятü
ìарøрут объезäа препятствий [18].
Важно сказатü о тоì, ÷то испоëüзование аëãо-

ритìа не÷еткоãо вывоäа позвоëиëо сократитü объ-

Рис. 8. Общий вид экспериментального лабиринта
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еì проãраììноãо коäа на 25 %, ÷то свиäетеëüст-
вует в поëüзу приìенения поäобных систеì в сис-
теìах управëения ìобиëüныìи роботаìи.
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The paper presents the method of the angular orientation for a mobile robot passing obstacles in a labyrinth. A small RAM
of the microcontroller is one of the drawbacks in the mobile robots’ control system. In order to compensate for it the authors
suggest using fuzzy hierarchical system of the angular orientation of the mobile robots. An advantage of this system is a smaller
number of computations. This is possible because the output information is supplied to the next level of the fuzzy hierarchical
system without the use of defuzzification. The input information for the fuzzy hierarchical system of control of a mobile robot
is the data, which comes from the laser and ultrasonic sensors. Proceeding from this information, the paper presents the al-
gorithms, which allow a mobile robot to detect obstacles and bypass them. Besides, the circuits connecting the sensors to a mo-
bile robot are shown. The second part of the paper presents the top level of the fuzzy hierarchical control system of the angular
orientation of a mobile robot. A distinctive feature of the fuzzy hierarchical system is that the model difference areas are used
in the defuzzification. Simulation of the fuzzy hierarchical system was realized, when hard and soft arithmetic operations were
used in the fuzzy inference. The presented graphs of the results of the work of the fuzzy hierarchical system show the effec-
tiveness of the proposed solutions. The experimental results of bypassing of the labyrinth by a mobile robot also confirmed the
adequacy of the developed fuzzy hierarchical control system of the angular orientation for a mobile robot.

Keywords: mobile robot, maze, Arduino, infrared (Sharp 2D120X) range finder, ultrasonic range finder HC-SR04, fuzzy
logic, hierarchical fuzzy control system, squares difference method, adaptation of the membership function, RMSE
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О динамике ветроэнергетической установки с рабочим элементом 
на основе механизма антипараллелограмма1

Введение

Среäи актуаëüных заäа÷ совреìенной ветроэнер-
ãетики и ãиäроэнерãетики ìожно выäеëитü созäа-
ние энерãоустановок, преäназна÷енных äëя работы
в усëовиях аãрессивной среäы. Неизоëированные
эëеìенты конструкöии быстро изнаøиваþтся поä
äействиеì воäы, возäуха с приìесяìи тверäых ÷ас-
тиö и т.п. Особенно важно изоëироватü от вреäно-
ãо возäействия среäы эëектроãенератор. Преäпо÷-
титеëüна такая конструкöия энерãоустановки, при
которой эëектроãенератор разìещается вне потока
среäы.
Относитеëüно неäавно появиëисü иссëеäования

[1—3] новоãо типа ветроэнерãети÷еских систеì,
в которых ветроприеìный эëеìент соверøает поä
äействиеì потока коëебатеëüные äвижения, ана-
ëоãи÷ный принöип приìеняется и äëя ãиäроуста-
новок. Вращаþщиеся эëеìенты конструкöии таких
установок, а также эëектроãенератор ìоãут разìе-
щатüся вне потока. Оäнако испоëüзование ìеха-
низìов, звенüя которых соверøаþт коëебатеëüные
äвижения, привоäит и к некоторыì нежеëатеëüныì
эффектаì. Траектории всех то÷ек звена, соверøаþ-
щеãо коëебатеëüное äвижение, соäержат возвратные
то÷ки, в которых абсоëþтная скоростü обращается
в ноëü, соответственно на кажäоì öикëе äвижения
естü фазы торìожения коëебатеëüноãо звена, ÷то

не тоëüко снижает энерãети÷ескуþ эффективностü
установки, но и сопровожäается нежеëатеëüныìи
уäарныìи эффектаìи.
В äанной статüе ìы преäëаãаеì принöипиаëüно

новуþ конструкöиþ ветро/ãиäроприеìноãо ìеха-
низìа. Движение ветроприеìноãо эëеìента ìеха-
низìа не явëяется ни вращатеëüныì, ни коëебатеëü-
ныì. Рабо÷ий эëеìент (ветроприеìная пëастина)
закрепëен на сереäине øатуна антипараëëеëоãраììа.
Такиì образоì, траектория öентра пëастины преä-
ставëяет собой ëеìнискатоиäу. Принöипиаëüное
отëи÷ие ìеханизìа от преäøествуþщих коëебатеëü-
ных установок закëþ÷ается в тоì, ÷то траектории
всех то÷ек пëастины не соäержат возвратных то-
÷ек. Такиì образоì, на рабо÷еì режиìе отсутству-
ет фаза нуëевой абсоëþтной скорости какой-ëибо
то÷ки ветроприеìной пëастины.

1. Постановка задачи

1.1. Описание механической системы

Схеìа ìеханизìа и фотоãрафия первоãо прото-
типа преäставëены на рис. 1. Кривоøипы OA и
O1B äëины r кажäый вращаþтся вокруã вертикаëü-
ных осей O и O1 соответственно. Шатун АВ äëины l
øарнирно соеäинен с кривоøипаìи в то÷ках A и B.
Шатун распоëожен такиì образоì, ÷то OABO1 —
антипараëëеëоãраìì.
На øатуне AB в еãо öентре C жестко закрепëена

ветроприеìная пëастина (характерная пëощаäü пëас-
тины S) так, ÷то пëоскостü пëастины вертикаëüна

Предложен новый тип конструкции ветроэнергетической установки. Установка представляет собой механизм антипа-
раллелограмма, на шатуне которого закреплена пластина, взаимодействующая с потоком среды. На оси одного из кривошипов
закреплен ротор электрогенератора. Построена математическая модель системы. С помощью асимптотического метода Пу-
анкаре—Понтрягина получены достаточные условия существования и устойчивости периодических режимов, оценена меха-
ническая мощность на этих режимах. Проведены эксперименты с лабораторным макетом установки.
Ключевые слова: ветроэнергетическая установка, механизм антипараллелограмма, электрогенератор, математическая

модель, периодические режимы, орбитальная устойчивость, механическая мощность

МОДЕЛИРОВАНИЕ И УПРАВЛЕНИЕ
В ТЕХНИЧЕСКИХ ОБЪЕКТАХ
И ТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ ПРОЦЕССАХ

 1 Работа выпоëнена в раìках работ по приоритетноìу на-
правëениþ нау÷ных иссëеäований НИИ ìеханики МГУ № 10.1
"Динаìика управëяеìых коìпëексных ìехатронных систеì".
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и параëëеëüна AB. Пëастина взаиìо-
äействует с потокоì среäы пëотно-
сти ρ, иìеþщиì на бесконе÷ности
скоростü V, направëеннуþ вäоëü оси
Ох, перпенäикуëярной отрезку OO1.
Осü O кривоøипа OA соеäинена

с ротороì эëектроãенератора уста-
новки. Звено ОА и ротор ãенератора
образуþт тверäое теëо T. Буäеì с÷и-
татü, ÷то öентр ìасс теëа T нахоäит-
ся в то÷ке О.
Обозна÷иì J — öентраëüный ìо-

ìент инерöии теëа T. Моìент инер-
öии кривоøипа O1B относитеëüно
еãо öентра ìасс O1 буäеì с÷итатü
также равныì J. Обозна÷иì J2, m —
öентраëüный ìоìент инерöии и
ìасса теëа "øатун AB + пëастина",
öентр ìасс этоãо теëа нахоäится в
сереäине C отрезка AB.
Генератор поäкëþ÷ен к ëокаëüной внеøней öепи.
Систеìа иìеет оäну степенü свобоäы. В ка÷естве

обобщенной коорäинаты выбереì уãоë ϕ ìежäу
осüþ Ох и кривоøипоì ОА.

1.2. Модель активных сил

Буäеì с÷итатü, ÷то систеìа нахоäится поä äейст-
виеì аэроäинаìи÷еских сиë, приëоженных к пëас-
тине, и эëектроìехани÷ескоãо ìоìента. Эëектро-
ìехани÷еский ìоìент буäеì с÷итатü ëинейныì по
уãëовой скорости  ротора ãенератора [3].
С÷итаеì, ÷то то÷ка приëожения аэроäинаìи÷е-

ских сиë — öентр äавëения пëастины — постоянно
совпаäает с то÷кой C. Зна÷ения аэроäинаìи÷еских
сиë опреäеëяþтся на основе квазистати÷ескоãо
поäхоäа (анаëоãи÷но работе [3]). При ÷исëенных
рас÷етах быëи испоëüзованы зависиìости коэффи-
öиентов Cd (α), Cl (α) сиëы сопротивëения и поäъ-
еìной сиëы от ìãновенноãо уãëа атаки α, поëу÷ен-
ные на основе стаöионарных экспериìентов с пëо-
ской пëастиной уäëинения 8 [5].

1.3. Динамические уравнения и постановка задачи

Уравнения äвижения в безразìерных переìен-
ных иìеþт сëеäуþщий виä:

(1)

k(ϕ) = 2 + a–2ψ′2 + 2a–1ψ′cos(ϕ + ψ) + J2J
–1ψ′2 +

+ mr2J–1(1 + 0,25a–2ψ′2 + a–1ψ′cos(ϕ + ψ)),

Q(ϕ, z) = z–1  Ѕ

Ѕ (Cl(α)uy – Cd(α)(ux
2 + uy

2 + ux)).

Зäесü τ = Vt/r; α = arctan(uy/ux) + ψ; ux = –zsinϕ +

+ 0,5a–1zψ′sinψ – 1; uy = zcosϕ + 0,5a–1zψ′cosψ;

c = C 2/(ReVρSr2) — коэффиöиент эëектри÷еской
наãрузки; С — коэффиöиент эëектроìехани÷еско-
ãо взаиìоäействия; Re — внеøнее сопротивëение в

öепи ãенератора; a = r/l < 1; ε = ρSr3J–1; ψ = ψ(ϕ) =

=π/2–2arcsin(cosϕ/ ), ψ′=dψ/dϕ.
Правая ÷астü систеìы (1) — 2π-периоäи÷еская

по ϕ. Такиì образоì, фазовое пространство систе-
ìы (1) — öиëинäри÷еское. Притяãиваþщая пери-
оäи÷еская траектория систеìы (1), охватываþщая
фазовый öиëинäр, соответствует рабо÷еìу режиìу
установки.
Поëу÷иì äостато÷ные усëовия существования

притяãиваþщих периоäи÷еских траекторий систе-
ìы (1) и оöениì ìехани÷ескуþ ìощностü, отбирае-
ìуþ у потока на соответствуþщих режиìах ветро-
энерãети÷еской установки (ВЭУ). При этоì буäеì
рассìатриватü периоäи÷еские траектории систеìы
(1), öеëикоì распоëоженные в верней поëовине
фазовоãо öиëинäра, (äëя траекторий, öеëикоì ëежа-
щих в нижней поëовине фазовоãо öиëинäра, спра-
веäëивы анаëоãи÷ные рассужäения). Иссëеäуеì,
как вëияþт на веëи÷ину ìехани÷еской ìощности
сëеäуþщие параìетры ìоäеëи: отноøение a äëины
кривоøипа к äëине øатуна, коэффиöиент c эëект-
ри÷еской наãрузки (÷еì боëüøе наãрузка на ВЭУ
со стороны потребитеëей эëектри÷еской энерãии,
теì боëüøе коэффиöиент с).

2. Достаточные условия существования 
и орбитальной устойчивости 
периодической траектории

Дëя поëу÷ения äостато÷ных усëовий существо-
вания периоäи÷еских траекторий систеìы (1) вос-
поëüзуеìся ìетоäоì Пуанкаре—Понтряãина [6],
описываþщиì возникновение периоäи÷еских тра-
екторий поëной систеìы из траекторий "порожäаþ-
щей" консервативной систеìы. В ка÷естве "порож-

ϕ·

dϕ/dτ = p/k(ϕ) = z;
dp/dτ = 0,5k′(ϕ)k–2(ϕ)p2 + ε(Q(ϕ, z) – cz).

ux
2 uy

2
+

a 1– sinϕ–( )
2

cos2ϕ+

Рис. 1. Схема механизма и фотография лабораторного макета
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äаþщей" консервативной систеìы рассìотриì
систеìу (1) при ε = 0. Ее траектории иìеþт виä
ph(ϕ) = k(ϕ)zh(ϕ) = , ãäе h — параìетр, ха-
рактеризуþщий уровенü энерãии.
Дëя систеìы (1) выпоëнены усëовия теореìы

Пуанкаре—Понтряãина, сëеäоватеëüно, есëи äëя не-
котороãо h0 > 0 иìееì

I(h0) = (Q(ϕ, ) – c )dϕ = 0 

и dI(h)/dh  ≠ 0, (2)

то äëя äостато÷но ìаëых ε у систеìы (1) существует

периоäи÷еская траектория (ϕ), охватываþщая фа-

зовый öиëинäр, которая стреìится к кривой ph(ϕ)

при ε → 0. Боëее тоãо, есëи dI(h)/dh  < 0, то

периоäи÷еская траектория (ϕ) — притяãиваþ-

щая, есëи же dI(h)/dh  > 0, то (ϕ) — оттаë-

киваþщая.
На практике äостато÷но ìаëые зна÷ения пара-

ìетра ε ìожно реаëизоватü за с÷ет уìенüøения
пëощаäи S пëастины.

3. Бифуркационные диаграммы
для механической мощности

Обозна÷иì  = 〈VC(ϕ, (ϕ))〉/V — среäняя (за
öикë äвижения ветроприеìной пëастины) безраз-
ìерная скоростü то÷ки С ìеханизìа на режиìе
äвижения, отве÷аþщеì периоäи÷еской траектории

(ϕ). Эта веëи÷ина ввоäится как анаëоã быстро-
хоäности, характеризуþщей äëя траäиöионных
ветротурбин пропеëëерноãо типа отноøение ско-
рости конöа ëопасти к скорости ветра.
Поскоëüку при ε → 0 (ϕ) → ph(ϕ), то при ε → 0

 → λ = 〈VC(ϕ, ph(ϕ))〉/V.
Обозна÷иì  = /Pf — коэффиöиент ìощнос-

ти, отбираеìой у потока на режиìе, отве÷аþщеì
траектории (ϕ). Зäесü  — среäняя (за öикë äви-
жения ветроприеìной пëастины) ìехани÷еская
ìощностü ВЭУ на рабо÷еì режиìе, Pf = 0,5ρV3Sf —
ìощностü потока, прохоäящеãо ÷ерез характерное
се÷ение ВЭУ, Sf — пëощаäü характерноãо се÷ения
(т.е. се÷ения, оìетаеìоãо пëастиной за öикë äви-
жения). Даëее буäеì с÷итатü S/Sf = 0,1.
При ε → 0 иìееì

 → P = 0,5ρSV 3 zh(ϕ)Q(ϕ, zh(ϕ))dϕ,

 → cp = P/Pf.

Испоëüзуя усëовие (2), которое опреäеëяет соот-
ноøение ìежäу параìетраìи ìоäеëи и характерис-
тикаìи λ и cp, построиì асиìптоти÷еские бифур-
каöионные äиаãраììы äëя периоäи÷еских траек-

торий (ϕ), возникаþщих при ε → 0 из
траекторий ph(ϕ) "порожäаþщей" консервативной
систеìы. Резуëüтат преäставëен на рис. 2 (сì. третüþ
сторону обëожки), при÷еì спëоøные ëинии отве-
÷аþт притяãиваþщиì периоäи÷ескиì траектори-
яì, пунктирные — оттаëкиваþщиì. При рас÷етах
испоëüзованы сëеäуþщие инерöионно-ìассовые
соотноøения mr2J –1 = 0,3; J2J

–1 = 0,2.

4. Зависимость обобщенного аэродинамического 
момента от быстроходности

На основе соотноøения (2) опреäеëиì зависи-
ìостü обобщенноãо аэроäинаìи÷ескоãо ìоìента,
осреäненноãо по ϕ, 〈Q〉 от "быстрохоäности" λ: ре-
зуëüтат äëя разëи÷ных зна÷ений параìетра а преä-
ставëен на рис. 3 (сì. третüþ сторону обëожки).

5. Обсуждение результатов

Итак, испоëüзуя соотноøение (2), ìы поëу÷иëи
сеìейство бифуркаöионных äиаãраìì, характери-
зуþщих периоäи÷еские äвижения систеìы (1) при
разëи÷ных зна÷ениях конфиãураöионноãо пара-
ìетра а.
Отìетиì, ÷то при а < 0,2 поëу÷енные зависи-

ìости ка÷ественно бëизки к анаëоãи÷ныì зависи-
ìостяì äëя ВЭУ пропеëëерноãо типа и типа Дарüе
(сì. наприìер, работы [4, 7—9]). Это выражается в
сëеäуþщеì: ìаксиìаëüная ìощностü и ìаксиìаëü-
ные зна÷ения среäнеãо обобщенноãо аэроäинаìи-
÷ескоãо ìоìента äостиãаþтся при λ, существенно
превосхоäящеì еäиниöу (т.е. коãäа ëинейная ско-
ростü öентра äавëения превосхоäит скоростü ветра).
При этоì иìеет ìесто ãистерезис коэффиöиента
ìощности в зависиìости от направëения изìене-
ния коэффиöиента внеøней наãрузки.
В то же вреìя, при а > 0,3 поëу÷енные зависи-

ìости ка÷ественно бëизки к анаëоãи÷ныì зависи-
ìостяì äëя ВЭУ типа Савониуса (сì. наприìер,
работы [7, 10]). Это выражается в тоì, ÷то ìакси-
ìаëüная ìощностü и ìаксиìаëüные зна÷ения среä-
неãо обобщенноãо аэроäинаìи÷ескоãо ìоìента
äостиãаþтся при λ m 1 (т.е. коãäа ëинейная ско-
ростü öентра äавëения не превосхоäит скоростü
ветра). При этоì отсутствует ãистерезис ìощности.
Такиì образоì, ка÷ественный характер повеäе-

ния иссëеäуеìой ВЭУ при относитеëüно ìаëых
зна÷ениях параìетра а бëизок к характеру повеäе-
ния ВЭУ, испоëüзуþщих преиìущественно поäъ-
еìнуþ сиëу, а при относитеëüно боëüøих а — к по-
веäениþ ВЭУ, испоëüзуþщих в основноì сиëу со-
противëения.
Первый ëабораторный ìакет иссëеäуеìой ВЭУ

быë созäан и протестирован в НИИ ìеханики МГУ
(сì. рис. 1). При этоì быëо выбрано зна÷ение
а = 0,2. Разìеры ветроприеìной пëастины соста-
виëи 5 × 25 сì. Экспериìенты провоäиëи в аэро-
äинаìи÷еской трубе НИИ ìеханики при скорости
потока 4...8 ì/c. Быëи зареãистрированы тоëüко ре-

hk ϕ( )

1
2π
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0

2π
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жиìы äвижения с низкой быстрохоäностüþ:
λ ≈ 0,2. Стабиëüно набëþäаëся саìостоятеëüный
старт в потоке при опреäеëенноì äиапазоне зна-
÷ений на÷аëüноãо уãëа ориентаöии ветроприеìной
пëастины.

Заключение

Преäëожена конструктивная схеìа ветроуста-
новки, основанная на øарнирноì ìеханизìе анти-
параëëеëоãраììа. Ветроприеìная пëастина установ-
ëена на øатуне ìеханизìа. Построена äинаìи÷еская
ìоäеëü систеìы. С поìощüþ ìетоäа Пуанкаре—
Понтряãина поëу÷ены äостато÷ные усëовия суще-
ствования притяãиваþщих периоäи÷еских режиìов.
Поëу÷ены асиìптоти÷еские оöенки коэффиöиента
ìощности на рабо÷их режиìах ветроустановки.
Экспериìентаëüно поäтвержäена работоспособ-
ностü разработанноãо устройства.
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A wind turbine with the working element based on an antiparallel link mechanism is proposed. A blade of the turbine is attached
to the connecting rod. The flow acting on the blade is supposed to have a constant speed. A quasi-static model of an aerodynamic
action is used. A rotor of the electric generator is attached to the axis of the crank. Electromechanical torque is supposed to be a
linear function of the angular speed of the rotor of the generator. The mechanical system has one degree of freedom. The angle of
rotation of the crank is chosen as a generalized coordinate. A mathematical model of the system was constructed. The attracting 2π—
periodic trajectory of the dynamical system corresponds to the working periodic regime of the wind turbine. The Poincare—Pon-
tryagin asymptotic approach is used to obtain the sufficient conditions for the existence and stability of the 2π—periodic trajectories
and to estimate the mechanical power in the corresponding modes. Two types of asymptotic bifurcation diagrams of the trapped power
were constructed: depending on the average speed of the center of pressure in the working modes, and depending on the coefficient
of the external mechanical load. An asymptotic dependence of the average aerodynamic torque on the average speed of the center
of pressure was constructed. A laboratory prototype of the turbine was constructed and tested. The prototype proved to be self-starting
at the wind speed higher than 4m/s and with a sufficient initial position of a wind-receiving plate.

Keywords: wind turbine, antiparallel link mechanism, electric generator, mathematical model, periodic modes, orbital sta-
bility, trapped power
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Нейросетевая альтернатива амплитудному анализу спектра
в задаче определения уровня загрузки шаровой мельницы

Введение

Вращаþщаяся барабанная ìеëüниöa преäстав-
ëяет собой пустотеëый öиëинäри÷еский барабан,
закрытый торöевыìи крыøкаìи, запоëненный
опреäеëенныì коëи÷ествоì изìеëü÷аþщих теë и
вращаþщийся вокруã ãоризонтаëüной оси. При вра-
щении барабана изìеëü÷аþщие теëа бëаãоäаря
трениþ увëекаþтся внутренней поверхностüþ ба-
рабана и поäниìаþтся на некоторуþ высоту, затеì
свобоäно паäаþт иëи скатываþтся вниз.
В непрерывно работаþщей ìеëüниöе изìеëü-

÷аеìый ìатериаë поäается ÷ерез öентраëüное отверс-
тие в оäной из крыøек внутрü барабана и, проäви-
ãаясü вäоëü неãо, за с÷ет поäаваеìой в то же отверс-
тие воäы поäверãается возäействиþ изìеëü÷аþщих
теë. При этоì изìеëü÷ение ÷астиö ìатериаëа про-
исхоäит в резуëüтате уäаров паäаþщих изìеëü÷аþ-
щих теë, истирания и разäавëивания ìежäу теëаìи.

У øаровых ìеëüниö изìеëü÷аþщая среäа состоит
из стаëüных иëи ÷уãунных øаров оäноãо иëи не-
скоëüких разìеров.
Корпус барабана и торöевые стенки внутри фу-

теруþтся бронепëитаìи, изãотовëенныìи из изно-
состойкоãо ìетаëëа.
Меëþщиìи теëаìи явëяþтся ëитые стаëüные

øары äиаìетроì от 30 äо 125 ìì, øаровая заãрузка
в среäнеì составëяет 42 % внутреннеãо объеìа
барабана. Расхоä стаëüных øаров составëяет при-
ìерно 0,09 кã на 1 кВт•÷ энерãии, затра÷енной на
изìеëü÷ение.
Разãрузка изìеëü÷енноãо ìатериаëа происхоäит

свобоäныì сëивоì ÷ерез пустотеëуþ разãрузо÷нуþ
öапфу, поэтоìу уровенü пуëüпы в ìеëüниöе не-
скоëüко выøе нижней образуþщей поверхности
отверстия разãрузо÷ной öапфы, так как ее äиаìетр
зна÷итеëüно ìенüøе äиаìетра барабана.

Рассматривается возможность применения современных интеллектуальных способов обработки информации для оценки
степени заполнения шаровой мельницы.

Обсуждается разработка и исследование метода обработки информации, позволяющего выделять в спектре снимаемого
сигнала виброускорения цапфы шаровой мельницы скрытые зависимости и закономерности, позволяющие эффективно оцени-
вать уровень загрузки ее барабана, которые сложно выявить и проанализировать классическими методами, например ампли-
тудным анализом спектра.
Ключевые слова: степень заполнения мельницы, акселерометр, спектральный анализ, шаровая мельница, виброускорение,

нейронная сеть, обучение НС
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Произвоäитеëüностü ìеëüниöы пропорöионаëüна
расхоäу энерãии на изìеëü÷ение. Расхоä энерãии
связан со степенüþ запоëнения объеìа ìеëüниöы
äробящей среäой. С ростоì степени запоëнения
ìеëüниöы среäой растет расхоä энерãии на изìеëü-
÷ение и äостиãает ìаксиìуìа при степени запоë-
нения 45...50 %. Соответственно растет и произво-
äитеëüностü ìеëüниöы и äостиãает ìаксиìуìа на
45...50 %. Даëüнейøее увеëи÷ение степени запоëне-
ния ìеëüниöы äробящей среäой привоäит к уìенü-
øениþ расхоäа энерãии и произвоäитеëüности
ìеëüниöы (рис. 1). Степенü запоëнения ϕ связана
с веëи÷иной внутриìеëüни÷ноãо запоëнения G.

G = πR2Lρϕ,

ãäе L — äëина барабана, R — раäиус барабана, ρ —
объеìная ìасса øаров.
Внутриìеëüни÷ное запоëнение G, в своþ о÷е-

реäü, связанно с ìощностüþ, потребëяеìой при-
воäныì эëектроäвиãатеëеì P.
Экстреìаëüный характер характеристики ìожно

объяснитü теì, ÷то с äаëüнейøиì увеëи÷ениеì G
происхоäит öентрифуãирование (ìеëüниöа упоäоб-
ëяется ìаховоìу коëесу). При этоì уìенüøается
ìощностü и расхоä энерãии [1].
Проöесс изìеëü÷ения сырüя, который øироко

испоëüзуется в разëи÷ных отрасëях проìыøëен-
ности, характеризуется высокой ресурсоеìкостüþ
и во ìноãоì опреäеëяет ка÷ество äаëüнейøей пе-
реработки сырüя. Оäнако существуþщий уровенü
автоìатизаöии проöессов изìеëü÷ения не обеспе÷и-
вает веäения стабиëüноãо и оптиìаëüноãо по пара-
ìетраì проöесса.
На сеãоäняøний äенü на ãорно-обоãатитеëüных

преäприятиях при переработке руäноãо ìатериаëа
в øаровых ìеëüниöах операторы испытываþт
опреäеëенные труäности при управëении äанныìи
аãреãатаìи. Сутü пробëеìы закëþ÷ается в тоì, ÷то
оптиìаëüный по уäеëüноìу расхоäу энерãоресур-
сов режиì работы объекта состоит в ìаксиìаëüно
возìожной заãрузке барабана ìеëüниöы руäныì
ìатериаëоì. В своþ о÷ереäü, äанный режиì харак-
теризуется теì, ÷то объект при поäа÷е в ìеëüниöу
изëиøнеãо объеìа руäы ìожет перейти в состоя-

ние переãруза, которое сопровожäается выносоì из
ìеëüниöы крупной фракöии и øаров и привоäит к
необхоäиìости аварийной остановки объекта [2].
Как сëеäствие, простой ìеëüниöы äо устранения
посëеäствий переãруза веäет к существенныì эконо-
ìи÷ескиì потеряì преäприятия. Чтобы избежатü
поäобноãо неãативноãо явëения оператор ìеëüни-
öы вынужäен работатü в режиìе неäоãруза, объеì
котороãо ìожет составëятü äо 15 %. При боëüøой
энерãоеìкости привоäа ìеëüниöы (3...4 МВт) по-
выøение произвоäитеëüности äаже на 1 % ìожет
принести существеннуþ эконоìи÷ескуþ прибыëü
преäприятиþ.

Постановка задачи исследования

На сеãоäняøний äенü на ìноãих ãорно-обоãати-
теëüных коìбинатах работаþт øаровые ìеëüниöы,
в которых изìеëü÷ается руäная ìасса. На ìеëüни-
öу в заãрузо÷нуþ ãорëовину поступаþт руäа, воäа и
неäоизìеëü÷енный конöентрат (öиркуëяöионная
наãрузка) с кëассификаторов иëи ãиäроöикëонов.
Также ориентирово÷но оäин раз за сìену выпоë-
няется заãрузка 6...7 т øаров. Разãрузка ìеëüниöы
осуществëяется непрерывно ÷ерез бутару разãру-
зо÷ной ãорëовины, в которуþ также поäается воäа.
Как уже отìе÷аëосü, произвоäитеëüностü ìеëü-

ниöы связана с уровнеì запоëнения ее барабана.
К сожаëениþ, на сеãоäняøний äенü ввиäу сиëü-
ных возìущений, таких как изìеняþщиеся свой-
ства руäы, истирание øаров и бронепëит и т. п.,
отсутствует способ изìерения äанноãо уровня,
способный в реаëüных усëовиях ãарантироватü
требуеìуþ то÷ностü изìерений и работу объекта
без перехоäа в состояние переãруза.
Давно известны ìетоäы опреäеëения степени за-

поëнения барабана ìеëüниöы на базе анаëиза сиã-
наëов звука, возникаþщеãо в резуëüтате вращения
барабана и вибраöии ее öапф. Существует проìыø-
ëенный прибор, такой как ВАЗМ-1 [3], в основе
работы котороãо ëежит анаëиз спектра поëу÷аеìых
сиãнаëов. Оäнако äëя управëения заãрузкой äанное
устройство не испоëüзуется, так как еãо показания
не обеспе÷иваþт требуеìуþ то÷ностü, необхоäиìуþ
äëя öеëей управëения, а показываþт ëиøü направ-
ëение изìенения объеìа руäной ìассы в барабане
ìеëüниöы. Это происхоäит всëеäствие тоãо, ÷то про-
öесс поìоëа руäы äостато÷но сëожен и ìноãофакто-
рен. На состояние спектра оказываþт вëияние
тверäостü руäы, объеì и степенü износа øаровой
заãрузки, ìехани÷еские составëяþщие зуб÷атых
соеäинений узëов вращения барабана, состояние
брони ìеëüниöы и т.ä. Всëеäствие указанных при-
÷ин спектр звука и вибраöии проöесса изìеëü÷е-
ния изìеняþтся, ÷то требует перенастройки пара-
ìетров ВАЗМ. В реаëиях произвоäства поäбороì
оптиìаëüных параìетров устройства не заниìаþт-
ся и работаþт на исхоäных настройках.
Анаëоãи÷ный способ обработки инфорìаöии

преäëаãается в работе [4] с той ëиøü разниöей, ÷то

Рис. 1. Зависимость мощности привода от внутримельничного
заполнения
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анаëизируется тоëüко сиãнаë виброускорения бара-
бана ìеëüниöы. Также в работе преäëаãается аëãо-
ритì оптиìизаöии äëя поäбора весовых коэффиöи-
ентов äëя соответствуþщих спектраëüных обëас-
тей. Оäнако, как отìе÷аþт саìи авторы, äанный
поäхоä не способен установитü неëинейнуþ связü
ìежäу ãарìоникаìи спектра сиãнаëа виброускоре-
ния и характеристикаìи ìеëüниöы.
В работах [5, 6] также рассìатривается спектр

сиãнаëа виброускорения, äëя анаëиза котороãо преä-
ëаãается испоëüзоватü нейронные сети пряìоãо
распространения. Оäнако конкретизаöия параìет-
ров сети и аëãоритìов обработки инфорìаöии
(форìирование обу÷аþщей выборки, аëãоритì
обу÷ения) в работе не привоäится. Объектоì ис-
сëеäований в äанных работах явëяется øаровая
ìеëüниöа по изìеëü÷ениþ öеìента.
Цеëüþ äанной работы явëяется поиск новоãо,

боëее эффективноãо ìетоäа обработки äанноãо
сиãнаëа за с÷ет приìенения совреìенных интеë-
ëектуаëüных аëãоритìов [7, 8] с возìожныì выяв-
ëениеì зависиìостей, характеризуþщих проöесс
заãрузки барабана ìеëüниöы.

Сбор экспериментальных данных
и их обработка методом, аналогичным 
реализованному в комплексе ВАЗМ

Дëя сбора экспериìентаëüных äанных äëя по-
сëеäуþщей разработки указанноãо ìетоäа быë про-
веäен ряä опытов в ëабораторных усëовиях. В ка-
÷естве объекта иссëеäования быëа испоëüзована
поëупроìыøëенная øаровая ìеëüниöа (рис. 2).
В ка÷естве äат÷ика поëу÷ения сиãнаëа виброуско-

рения испоëüзоваëся вибропреобразоватеëü обще-
ãо назна÷ения AP 2037 с осевой ÷увствитеëüностüþ
10,1 ìВ/g и ÷астотныì äиапазоноì 0,5...15 000 Гö.
Данный äат÷ик быë установëен на öапфе ìеëüни-
öы. Сиãнаë с äат÷ика AP 2037 поступаë на ÷еты-
рехканаëüный, 24-разряäный ìоäуëü анаëоãовоãо
ввоäа NationalInstruments NI 9234, иìеþщий ÷етыре
BNC коннектора äëя поäкëþ÷ения ÷етырех кана-
ëов анаëоãовоãо ввоäа с оäновре-
ìенной оöифровкой сиãнаëов. Дан-
ный ìоäуëü устанавëивается в спе-
öиаëüное øасси NI cDAQ-9191,
поäкëþ÷аеìое к ПК ÷ерез USB-ин-
терфейс.
В проöессе экспериìента в бара-

бан ìеëüниöы быëо заãружено 8 кã
øаров (опыт 1), ÷то составëяет 40 %
от поëной заãрузки ìеëüниöы (G),
посëе ÷еãо с øаãоì 400 ã заãружаëся
руäный ìатериаë (опыт 2—4) äо за-
ãрузки в барабан ìеëüниöы 9,2 кã и
с øаãоì 200 ã (опыт 5—12) äо заãруз-
ки 2,8 кã руäной ìассы, ÷то ориен-
тирово÷но составëяет 50 % заãрузки
барабана.
В öеëях посëеäуþщей проверки

аäекватности разрабатываеìоãо ìе-

тоäа в усëовиях äействия поìех быëи провеäены
опыты с øуìоì. Дëя этоãо из ìеëüниöы выãружаëи
300 ã øаров и провоäиëи заìеры на заãрузке руäной
ìассой от 2 кã äо 2 кã 800 ã с øаãоì 200 ã. При этоì
äëя кажäоãо из указанных режиìов сниìаëи сиã-
наëы виброускорения с ÷астотой 30 кГö.
Дëя обработки резуëüтатов изìерений и выяв-

ëения законоìерностей быë провеäен спектраëü-
ный анаëиз поëу÷енных сиãнаëов [9, 10]

X(k) = x(n) ,

ãäе X(k) — äискретное Фурüе-изображение сиãнаëа
виброускорения (аìпëитуäа ãарìоник спектра);
x(n) — зна÷ения изìеренноãо сиãнаëа; n — ноìер то÷-
ки от на÷аëа проöесса; k — ноìер зна÷ения ÷астоты.
В ка÷естве приìера на рис. 3, а привеäен спектр

сиãнаëа виброускорения öапфы поëупроìыøëен-
ной ìеëüниöы при заãрузке 2 кã руäной ìассы.
Виäно, ÷то приìерно поëовина спектра неинфор-
ìативна, поэтоìу äëя äаëüнейøих иссëеäований
выäеëяëасü составëяþщая спектра в äиапазоне от 0
äо 6,5 кГö (рис. 3, б).
Дëя äаëüнейøей обработки спектра быëа приìе-

нена ìетоäика, анаëоãи÷ная вы÷исëенияì в вибро-

Рис. 2. Установка для проведения исследований

n 1=

N

∑ e j2π k 1–( ) n 1–( )N 1–
–

Рис 3. Усредненные тренды сигналов виброускорения:
a, б — спектр сиãнаëа виброускорения ìеëüниöы; в — усреäненный спектр сиãнаëа
виброускорения ìеëüниöы
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акусти÷ескоì анаëизаторе (ВАЗМ). Дëя этоãо быë
сфорìирован критерий:

J = Х(f )df,

ãäе f = kδ — ÷астота ãарìони÷еской составëяþщей
сиãнаëа виброускорения öапфы ìеëüниöы; δ — øаã
äискретизаöии спектра по ÷астоте; Х(f ) — аìпëи-
туäа ãарìоники на ÷астоте f ; Fmin — нижняя ãра-
ниöа иссëеäуеìоãо ÷астотноãо äиапазона (0 Гö);
Fmax — верхняя ãраниöа иссëеäуеìоãо ÷астотноãо
äиапазона (6,5 кГö).
Дëя заäанноãо äиапазона ÷астот äëя кажäоãо

уровня заãрузки ìеëüниöы äëя опытов с øуìоì и
без øуìа быëи построены ãрафики изìенения
критерия J в зависиìости от заãрузки барабана
ìеëüниöы, преäставëенные на рис. 4, а. На основа-
нии äанных опыта без øуìа быëа построена ëиней-
ная зависиìостü критерия от заãрузки относитеëü-
но то÷ек ìиниìаëüной и ìаксиìаëüной заãрузки,
а затеì по ней расс÷итаны зна÷ения воспроизво-
äиìой заãрузки относитеëüно критерия в опытах с
øуìоì (рис. 4, б). Теì саìыì ìоäеëироваëи ситу-
аöиþ настройки систеìы по текущиì параìетраì
с äаëüнейøиì изìенениеì усëовий работы объекта.
При тестировании систеìы в усëовиях øуìа

зна÷ение критерия J носит неëинейный характер.

При этоì существенно снизиëасü ÷увствитеëüностü
ìетоäа, т. е. при разноì уровне заãрузки руäой зна-
÷ение критерия изìеняется незна÷итеëüно, ëибо
остается постоянныì, ÷то в усëовиях произвоäства
ìожет привести к переãрузу ìеëüниöы.
По резуëüтатаì опытов показано, ÷то ìетоäика

обработки инфорìаöии, базируþщаяся суãубо на
аìпëитуäноì анаëизе спектра сиãнаëа виброускоре-
ния, сиëüно поäвержена разëи÷ныì возìущенияì.
Данные возìущения вносят äопоëнитеëüные неëи-
нейности в и без тоãо сëожный проöесс и искажаþт
ту инфорìативнуþ составëяþщуþ, которая отве-
÷ает за соотноøение ìежäу критериеì J и уровнеì
запоëнения барабана ìеëüниöы. В спектре сиãнаëа
виброускорения öапфы ìеëüниöы присутствует
инфорìаöия об уровне заãрузки барабана, но в усëо-
виях возìущений она соäержится в боëее сëожных
зависиìостях ìежäу отäеëüныìи ãарìони÷ескиìи
составëяþщиìи спектра, ÷еì это ìожет выявитü
аìпëитуäный анаëиз. Известно, ÷то выявëятü
скрытые зависиìости в äанных ìоãут нейронные
сети [11, 12].
Такиì образоì, äостато÷но öеëесообразныì вы-

ãëяäит приìенение аппарата нейронных сетей äëя
обработки спектра сиãнаëа виброускорения öапфы
ìеëüниöы в öеëях установëения зависиìости
ìежäу уровнеì вибраöии и степенüþ запоëнения
ее барабана.

 
Fmin

Fmax

∫

Рис. 4. Оценка корреляции значений вычисленного критерия J и загрузки, а также соответствующие рассогласования e
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Метод решения задачи
с применением нейронной сети

В äанной работе äëя реøения указанных проб-
ëеì преäëаãается испоëüзоватü раäиаëüно-базиснуþ
(РБФ) нейроннуþ сетü (НС) (рис. 5). Данная сетü
состоит из трех сëоев. Чисëо вхоäов связано со спе-
öификой обработки спектра сиãнаëа виброускоре-
ния, а иìенно с ÷исëоì то÷ек усреäнения. Данные
то÷ки поëу÷аþтся в резуëüтате усреäнения исхоä-
ноãо спектра с опреäеëенной øириной окна (то÷-
ностüþ) по форìуëе

a(z) = , z = ,

ãäе Δ — ÷исëо ãарìоник с øаãоì äискретизаöии
спектра Х, по которыì провоäится усреäнение; z —
ноìер усреäненноãо зна÷ения спектра изìеренноãо
сиãнаëа; zmax — общее ÷исëо усреäненных зна÷е-
ний спектра изìеренноãо сиãнаëа.

zmax = ,

ãäе l — ÷исëо экспериìентаëüных то÷ек сиãнаëа,
испоëüзуеìых äëя рас÷ета спектра.
Исхоäный спектр при поëу÷ении инфорìаöии

на указанноì выøе оборуäовании с øириной окна
äëя поëу÷ения спектра l = 900 то÷ек съеìа с ÷ас-
тотой 30 кГö иìеет 13,5•106 зна÷ений ãарìони÷е-
ских составëяþщих с äискретностüþ δ = 0,07 ìкГö.
Дëя сокращения объеìа инфорìаöии, поäаваеìой
на нейроннуþ сетü, без потери в ка÷естве ее работы
быëо провеäено усреäнение спектра по Δ = 20 ãар-
ìоникаì (сì. рис. 3, в). Такиì образоì, во вхоäноì
сëое испоëüзоваëи zmax = 650 000 нейронов с рас-
преäеëитеëüныìи функöияìи. В скрытоì сëое сети
испоëüзоваëисü M = 12 нейронов с раäиаëüно-ба-
зисной функöией. Чисëо нейронов в äанноì сëое
связано с ìетоäоì обу÷ения, при котороì äëя каж-
äоãо обу÷аþщеãо приìера (12 опытов) созäается
нейрон в скрытоì сëое, который отве÷ает за расстоя-
ние ìежäу ìноãоìерныìи вхоäныìи вектораìи,
характеризуþщиìи текущий уровенü заãрузки ба-
рабана ìеëüниöы, и конкретныì обу÷аþщиì при-
ìероì. В выхоäноì сëое испоëüзоваëся оäин ней-

рон äëя форìирования сиãнаëа уровня запоëнения
барабана поëупроìыøëенной ìеëüниöы.
Моäеëü äанной сети иìеет сëеäуþщий виä:

Y = Këин  + b2,

b1 = ,

ãäе Y — выхоä нейронной сети, характеризуþщий
уровенü запоëнения барабана; Këин — коэффи-
öиент усиëения ëинейной функöии активаöии,
принятый равныì 1 (Këин = 1); a — вектор усреä-
ненных зна÷ений спектра изìеренноãо сиãнаëа:

a(a(1), ..., a(zmax)); = ( , , , ..., ) —

вектор весовых коэффиöиентов i-ãо нейрона раäи-

аëüноãо сëоя;  — весовой коэффиöиент связи

выхоäноãо нейрона с i-ì нейроноì скрытоãо сëоя;
b1 — сìещение нейронов раäиаëüноãо сëоя; b2 —
сìещение нейрона выхоäноãо сëоя; α — интерваë
зна÷иìости вхоäа раäиаëüной функöии активаöии.
Обу÷ение сети провоäиëи станäартныìи ìетоäаìи

языка MATLAB, а иìенно функöией <newrbe> [6],
с интерваëоì зна÷иìости α = 1,2. На вхоäы поäа-
ваëи усреäненные спектры сиãнаëов виброускоре-
ния öапфы поëупроìыøëенной ìеëüниöы äëя раз-
ëи÷ных режиìов заãрузки: от 0 äо 2,8 кã с указанныì
выøе øаãоì, а в ка÷естве öеëевых зна÷ений ис-
поëüзоваëи соответствуþщие зна÷ения заãрузки
барабана. Работа сети на äанных обу÷аþщей вы-
борки преäставëена на рис. 6, а. Виäно, ÷то äанная
выборка иäеаëüно воспроизвоäится с поряäкоì
оøибки 10–6 (рис. 6, б).
Посëе обу÷ения на НС äëя тестирования быëи

поäаны вхоäные äанные, которые быëи поëу÷ены
в опытах с øуìоì. Поëу÷енный ãрафик преäставëен
на рис. 6, в, а откëонение от öеëевых зна÷ений —
на рис. 6, г.
Так как экспериìент провоäиëи с фиксирован-

ныìи øаãаìи, то быëо известно, какой объеì руäы
нахоäится в ìеëüниöе. На проìыøëенноì объекте
провести поäобный опыт практи÷ески невозìожно,
поэтоìу быëа преäпринята попытка испоëüзоватü
ìиниìаëüнуþ обу÷аþщуþ выборку. Преäëожено
испоëüзоватü äанные при ÷исто øаровой заãрузке
(их ìожно снятü при пуске ìеëüниöы посëе ре-
ìонта); при ìаксиìаëüно возìожной заãрузке (их
ìожно снятü при непосреäственноì контроëе объ-
екта ìаøинистоì ìеëüниöы в öеëях неäопущения
ее переãруза); при среäней заãрузке барабана ìеëü-
ниöы (усëовно äанное зна÷ение ìожно снятü при
среäнеì зна÷ении расхоäа руäы в ìеëüниöу).
Резуëüтат работы нейронной сети, обу÷енной по

выборке, состоящей из набора äанных äëя трех
уровней заãрузки: 0, 1,8 кã, 2,8 кã, преäставëен на
рис. 6, д. По уровнþ оøибки (рис. 6, е) виäно, ÷то

1
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при ее увеëи÷ении относитеëüно оøибки сети, обу-
÷енной на поëной выборке (рис. 6, г), аппрокси-
ìируþщие свойства сохраниëисü, и äинаìика за-
ãрузки переäается без потери ÷увствитеëüности,
характерной äëя вибро-акусти÷ескоãо анаëиза.
При схоäных по абсоëþтноìу зна÷ениþ оøибках
ìежäу реаëüной заãрузкой и расс÷итанныìи зна÷е-
нияìи по обоиì ìетоäаì характер изìенения бо-
ëее то÷но выäерживается äëя НС поäхоäа. Такиì
образоì, по резуëüтатаì опытов ìожно утвержäатü,
÷то НС поäхоä способен обеспе÷итü не÷увстви-
теëüностü к 3,75 % изìенениþ øаровой заãрузки.
Дëя проìыøëенной ìеëüниöы этоãо äостато÷но,
так как поäãружаþт øары в режиìе реаëüноãо вре-
ìени по оäноìу кþбеëþ, ìасса øаров в котороì
составëяет 6...7 т, т. е. 2,6 % от øаровой заãрузки
ìеëüниöы, составëяþщей ориентирово÷но 270 т.

Заключение

По резуëüтатаì опытов ìожно сäеëатü вывоä о
тоì, ÷то раäиаëüно-базисная нейронная сетü явëя-
ется боëее эффективныì среäствоì äëя обработки
сиãнаëа виброускорения в öеëях выявëения зави-
сиìости ìежäу изìенениеì еãо спектра и уровнеì
заãрузки øаровой ìеëüниöы, ÷еì аìпëитуäный
анаëиз, приìеняеìый в коìпëексе ВАЗМ. Также
впоëне опреäеëенныì явëяется äаëüнейøее направ-
ëение иссëеäований, которое буäет закëþ÷атüся в
оптиìизаöии как структуры НС, так и, ÷то боëее
важно, в поиске наибоëее инфорìативных обëас-
тей в спектре сиãнаëа виброускорения, характери-
зуþщих уровенü заãрузки, äëя снижения поãреø-
ности форìируеìоãо НС выхоäноãо сиãнаëа.

Список литературы

1. Инструкция по экспëуатаöии ìеëüниö МШЦУ 5500Ѕ6500
№ 2615.

2. Андреев С. Е. Дробëение, изìеëü÷ение и ãрохо÷ение по-
ëезных ископаеìых. М.: Неäра, 1980. 320 с.

3. Улитенко К. Я., Маркин Р. П., Соколов И. В. Виброакус-
ти÷еский анаëиз проöессов äробëения и изìеëü÷ения на ãор-
но-обоãатитеëüных преäприятиях // Горный журнаë. 2009.
№ 10. С. 72—76.

4. Jian Tang, Tianyou Chaia, Lijie Zhaoa, etc. Soft sensor for
parameters of mill load based on multi-spectral segments PLS sub-
models and on-line adaptive weighted fusion algorithm // Neurocom-
puting. 2012. N. 78. P. 38—47.

5. Gugel K., Moon R. M. Automated mill control using vibration
signal processing // IEEE Cement Industry Technical Conference,
2007. P. 17—25.

6. Gugel K., Palcios G., Ramirez J., Parra M. Improving ball
mill control with modern tools based on digital signal processing
technology // IEEE Cement Industry Technical Conference. Dallas,
United States. 2003. P. 311—318.

7. Хайкин С. Нейронные сети. М.: ООО И. Д. Виëüяìс,
2006. 1104 с.

8. Еременко Ю. И., Полещенко Д. А., Глущенко А. И. Син-
тез систеìы управëения ÷аøевыì окоìковатеëеì с нейросете-
вой наäстройкой и оöенка ее эффективности относитеëüно øа-
ãовой систеìы экстреìаëüноãо управëения // Мехатроника. Ав-
тоìатизаöия. Управëение. 2011. № 10. С. 56—61.

9. Юкио Сато. Без паники! Цифровая обработка сиãнаëов:
Пер. с яп. Т. Г. Сеëиной. М.: Доäэка-ХХI, 2010. 176 с.

10.Пожарский Ю. М., Полещенко Д. А., Подковыров И. Ю.
Опреäеëение степени запоëнения ìеëüниöы ìокроãо саìоиз-
ìеëü÷ения с приìенениеì беспровоäных техноëоãий // Горный
журнаë. 2013. № 2. C. 115—118.

11. Hornick K., Stinchcombe M., White H. Multilayer feedfor-
ward networks are universal approximators // Neural Networks.
1989. Vol. 2, № 5. P. 359—366.

12. Cybenko G. Approximation by superposition of a sigmoidal
function // Math. Control Systems and Siganls. 1989. № 2. P. 303—314.

Рис. 6. Результаты использования нейронной сети для оценки загрузки



546 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 17, № 8, 2016

Neural Network as an Alternative to the Amplitude Spectrum 
Analysis for Measurement of the Ball Mill Fill Level

Y. I. Eremenko, erem49@mail.ru, D. A. Poleshchenko, po-dima@yandex.ru ,
A. I. Glushchenko, strondutt@mail.ru, Y. M. Pozharsky, pem31@mail.ru,

Stary Oskol Technological Institute named after A. A. Ugarov, Branch of the National University
of Science and Technology "MIS & S", 309516, Belgorod Region, Russian Federation,

S. V. Solodov, saup.misis@gmail.com,
National University of Science and Technology "MIS & S", Moscow, 119049, Russian Federation

Corresponding author: Poleshchenko Dmitry A., Ph. D., Associate Professor
of the Department of Automated and Information Control Systems,

Stary Oskol Technological Institute named after A. A. Ugarov,
Branch of the National University of Science and Technology "MIS & S",
309516, Belgorod Region, Russian Federation, e-mail: po-dima@yandex.ru

Received on November 05, 2015

Accepted on January 27, 2016

Modern intelligent methods for information processing are used to estimate the filling level of the ball mills. This problem
has been topical for a long time. Moreover, the increasing number of the used ball mills makes it even more important. The
main objective is that the ball mill’s functioning mode, which is optimal from the point of view of the energy efficiency, can
be reached, if the mill is loaded with the ore as much as possible. In its turn, such a mode may cause an overloading in case
of any additional ore supply. This leads to the balls’ and ore grain’s coarse blowout and, as a result, the mill emergency stop-
ping. As a consequence, the mill downtime results in economic losses. The main aim of this research is to develop a method
for processing of the vibration acceleration signal from the ball mill’s pin in order to discover the hidden dependencies in it.
Such dependencies will allow us to estimate the mills’ filling level more effectively, but they cannot be discovered by the classical
methods, like spectrum analysis of the signal amplitude. A pilot ball mill is used in the laboratory conditions in order to reach
such results. A vibration acceleration sensor is set at its pin. A ball load is changed during experiments. A training set for a
neural network is formed as a result of the spectrum analysis of the signal obtained from the sensor. The neural network helped
to find a relation between the vibration acceleration spectrum and the ball mill filling level. After the conducted experiments
a conclusion can be made that such a network is insensitive to the noise caused by a change of the ball load. This insensitivity
is higher in comparison with the methods, which are used as a basis for the conventional vibration-acoustic analyzers.

Keywords: mill fill level, accelerometer, spectrum analysis, ball mill, vibration acceleration, neural network, neural net-
work training process

For citation:

Eremenko Y. I., Poleshchenko D. A., Glushchenko A. I., Pozhar-
sky Y. M., Solodov S. V. Neural Network as an Alternative to the
Amplitude Spectrum Analysis for Measurement of the Ball Mill Fill
Level, Mekhatronika, Avtomatizatsiya, Upravlenie, 2016, vol. 17,
no. 8, pp. 540—546.

DOI: 10.17587/mau.17.540-546

References

1. Instruktsiya po ekspluatatsii mel'nits MShTsU 5500Ѕ6500
№ 2615 (Central discharge ball mill 5500Ѕ6500 service manual
№ 2615) (in Russian).

2. Andreev S. E. Droblenie, izmel'chenie i grohochenie poleznyh
iskopaemyh (Crushing, grinding and screening of minerals), Moscow,
Nedra, 1980, 320 p. (in Russian).

3. Ulitenko K. Ja., Markin R. P., Sokolov I. V. Vibroakus-
ticheskij analiz processov droblenija i izmel'chenija na gorno-obogati-
tel'nyh predprijatijah (Vibroacoustic analysis of crushing and grinding
processes at mineral processing plants), Gornyj Zhurnal, 2009, no.10,
pp. 72—76 (in Russian).

4. Jian Tang, Tianyou Chaia, Lijie Zhaoa, etc. Soft sensor for pa-
rameters of mill load based on multi-spectral segments PLS sub-
models and on-line adaptive weighted fusion algorithm, Neurocom-
puting, 2012, no. 78, pp. 38—47.

5. Gugel K., Moon R. M. Automated mill control using vibration
signal processing, IEEE Cement Industry Technical Conference, 2007,
pp. 17—25.

6. Gugel K., Palcios G., Ramirez J., Parra M. Improving ball
mill control with modern tools based on digital signal processing
technology, IEEE Cement Industry Technical Conference, Dallas,
United States, 2003, pp. 311—318.

7. Hajkin S. Nejronnye seti (Neural networks), Moscow, OOO
I. D. Vil'jams, 2006, 1104 p. (in Russian).

8. Eremenko Y. I., Poleshchenko D. A., Glushchenko A. I. Sintez
sistemy upravlenija chashevym okomkovatelem s nejrosetevoj nadstrojkoj
i ocenka ee jeffektivnosti otnositel'no shagovoj sistemy jekstremal'nogo
upravlenija (On bowl pelletizer control system with neural tuner syn-
thesis and its efficiency estimation according to step extremal control
system), Mehatronika. Avtomatizacija. Upravlenie, 2011, no. 10,
pp. 56—61 (in Russian).

9. Jukio Sato. Bez paniki! Cifrovaja obrabotka signalov (Don't
panic! Digital signal processing), Moscow, Dodjeka-HHI, 2010, 176 p.
(in Russian).

10. Pozharskij Y. M., Poleshchenko D. A., Podkovyrov I. Y.
Opredelenie stepeni zapolnenija mel'nicy mokrogo samoizmel'chenija s
primeneniem besprovodnyh tehnologij (Definition of the filling degree
of wet autogenous mill, using the wireless technologies), Gornyj Zhur-
nal, 2013, no. 2, pp. 115—118 (in Russian).

11. Hornick K., Stinchcombe M., White H. Multilayer feedfor-
ward networks are universal approximators, Neural Networks, 1989,
vol. 2, no. 5, pp. 359—366.

12. Cybenko G. Approximation by superposition of a sigmoidal
function, Math. Control Systems and Siganls, 1989, no. 2, pp. 303—314.



Мехатроника, автоматизация, управление, Том 17, № 8, 2016 547

УДК 621.357 DOI: 10.17587/mau.17.547-553

Д. С. Соловьев, канд. техн. наук, solovjevdenis@mail.ru, В. З. Као, аспирант, hanam17389@gmail.com,
Ю. В. Литовка, д-р техн. наук, проф., polychem@list.ru,

Тамбовский государственный технический университет, Тамбов

Оптимальное управление технологическим процессом
нанесения гальванического покрытия в ванне

с дополнительными катодами и биполярными электродами

Введение

Оäниì из эффективных ìетоäов защиты äетаëей
от коррозии явëяþтся ãаëüвани÷еские покрытия,
испоëüзуеìые также äëя приäания поверхности
äетаëей спеöиаëüных свойств: тверäости, износо-
стойкости, бëеска, про÷ности сöепëения покры-
тий с основой, пористости, äекоративности [1]. За
вреìя нанесения ãаëüвани÷ескоãо покрытия состав
эëектроëита поäверãается изìенениþ в резуëüтате
сëеäуþщих внеøних и внутренних возäействий [2]:
унос коìпонентов эëектроëита вìесте с обработан-
ныìи äетаëяìи; расхоäование коìпонентов при
эëектрохиìи÷еских и хиìи÷еских реакöиях; испа-
рение растворитеëя в составе воäы; разбавëение
эëектроëита воäой, поступаþщей с äетаëяìи, поëу-
÷енныìи äëя обработки. Испоëüзование раствори-
ìоãо иëи нераствориìоãо аноäа также оказывает
вëияние на изìенение состава эëектроëита. Выхоä
аноäноãо и катоäноãо тока с у÷етоì текущей кон-
öентраöии коìпонентов тоже оказывает вëияние на
скоростü ее изìенения при испоëüзовании как рас-
твориìоãо аноäа (наприìер, в проöессах öинкования
в щеëо÷ноì эëектроëите иëи ìеäнения в аììиа÷ных
эëектроëитах), так и нераствориìоãо аноäа (на-
приìер, в проöессах хроìирования в станäартноì
эëектроëите). В связи с этиì требуется периоäи÷е-
ское попоëнение убыëи коìпонентов путеì их непо-
среäственноãо ввеäения в эëектроëит в необхоäи-
ìых коëи÷ествах. Данная операöия испоëüзуется
во всех техноëоãи÷еских проöессах на преäприятиях.
Дëя осуществëения äинаìи÷ескоãо анаëиза соäер-

жания коìпонентов эëектроëита в öеëях их автоìа-
ти÷ескоãо äозирования существуþт спеöиаëüные
устройства [3]. Оäнако стоиìостü таких устройств
зна÷итеëüна, а приìениìостü возìожна тоëüко äëя
некоторых виäов коìпонентов. При этоì про-
веäение проöессов при постоянноì напряжении в
те÷ение всеãо периоäа äо корректировки эëектро-

ëита привоäит к существенныì неãативныì резуëü-
татаì, такиì как ухуäøение ка÷ественных показа-
теëей ãаëüвани÷еских покрытий и невыпоëнение
оãрани÷ения на ìиниìаëüнуþ тоëщину покрытия
и, сëеäоватеëüно, к произвоäственноìу браку. Аëü-
тернативой испоëüзованиþ поäобных устройств
ìожет сëужитü поäхоä, описанный в работе [4] и
закëþ÷аþщийся в управëении теìпературой эëект-
роëита äëя повыøения пëотности тока, а сëеäова-
теëüно, и тоëщины ãаëüвани÷ескоãо покрытия.
Незна÷итеëüный äиапазон реãëаìентированноãо
изìенения теìпературы эëектроëита äеëает äан-
ный способ ìаëоэффективныì. Друãой поäхоä за-
кëþ÷ается в управëении параìетраìи иìпуëüсноãо
тока [5] (÷астотой и аìпëитуäой), поäаваеìоãо на
ванну, с öеëüþ коìпенсироватü потери в ка÷естве
ãаëüвани÷ескоãо покрытия с то÷ки зрения äости-
жения заäанной тоëщины покрытия в резуëüтате
изìенения конöентраöии коìпонентов эëектроëи-
та. При этоì испоëüзование исто÷ников питания,
поääерживаþщих возìожностü заäания иìпуëüс-
ных режиìов нанесения покрытия, явëяется äо-
стато÷но äороãостоящиì, ÷то заìетно снижает
распространенностü äанноãо поäхоäа.
В своþ о÷ереäü, äëя ãаëüвани÷ескоãо проöесса в

ванне с äопоëнитеëüныìи катоäаìи, испоëüзуе-
ìыìи äëя уìенüøения тоëщины покрытия у краев
изäеëия, и бипоëярныìи эëектроäаìи, разìещае-
ìыìи в сторону требуþщеãо усиëения тоëщины по-
крытия уãëубëения äетаëи, описанноãо в работе [6],
расхоäование коìпонентов эëектроëита в проöессе
эëектрохиìи÷еских и хиìи÷еских реакöий выпоë-
няется не тоëüко на поверхностях основных äета-
ëей, но и на поверхностях äопоëнитеëüных катоäов
и бипоëярных эëектроäах, сìена которых осуще-
ствëяется при поступëении на покрытие äетаëи
новой ãеоìетри÷еской форìы.
В äанной статüе рассìатриваþтся постановка и

реøение заäа÷и оптиìаëüноãо управëения техно-

Поставлена задача оптимального управления гальваническим процессом в ванне с дополнительными катодами и биполярными
электродами по критерию неравномерности распределения толщины покрытия. Для поставленной задачи разработана матема-
тическая модель, учитывающая изменение концентрации компонентов электролита. Описан алгоритм решения поставленной за-
дачи, который базируется на модификации прямого метода Ритца. Рассмотрен пример гальванического процесса хромирования
детали V-образной формы, для которой найдены функции изменения анодного напряжения в виде полиномов различных степеней.
Ключевые слова: оптимальное управление, объект управления, математическая модель, дополнительные катоды, бипо-

лярные электроды, модифицированный метод Ритца, гальванический процесс, неравномерность толщины покрытия, концент-
рация компонентов электролита
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ëоãи÷ескиì проöессоì нанесения ãаëüвани÷ескоãо
покрытия в ванне с äопоëнитеëüныìи катоäаìи и
бипоëярныìи эëектроäаìи с у÷етоì изìенения
конöентраöии коìпонентов в составе эëектроëита
за вреìя нанесения.

Гальванический процесс с дополнительными 
катодами и биполярными электродами

как объект управления

При у÷ете изìенения конöентраöии коìпонен-
тов в составе эëектроëита за вреìя нанесения по-
крытия ãаëüвани÷еский проöесс öеëесообразно рас-
сìатриватü как äвупериоäи÷еский. Маëыì пери-
оäоì (Т1) явëяется вреìя, требуеìое äëя нанесения
покрытия на äетаëü, зна÷ение котороãо нахоäится
в äиапазоне 0,5...6 ÷, боëüøиì периоäоì (Т2) —
äиапазон работы ванны на оäноì эëектроëите с по-
сëеäуþщей корректировкой еãо состава иëи поëнй
заìеной. Боëüøой периоä зависит от типа покры-
тия и пëощаäи покрываеìоãо изäеëия, проäоëжи-
теëüностü боëüøоãо периоäа составëяет от äвух не-
äеëü äо äвух ìесяöев.
Отëи÷ныì от рассìотренных во ввеäении вари-

антоì возäействия на распреäеëение тоëщины по-
крытия в усëовиях изìенения коìпонентов эëект-
роëита явëяется аноäное напряжение [7]. По÷ти
все совреìенные исто÷ники питания (наприìер,
"Пуëüсар Про", "Flex Kraft") снабжены возìожно-
стüþ проãраììноãо заäания äанноãо управëяþщеãо
возäействия, ÷то äеëает еãо наибоëее перспективныì
способоì вëияния на ка÷ество ãаëüвани÷ескоãо
покрытия. Такиì образоì, преäставëяется öеëесо-
образныì коìпенсирование изìенения конöентра-
öии эëектроëита с испоëüзованиеì напряжения,
поäаваеìоãо на ванну.
Дëя выбора оптиìаëüноãо, с то÷ки зрения не-

равноìерности тоëщины поëу÷аеìоãо покрытия,
режиìа эëектроëиза в такой ãаëüвани÷еской ванне
необхоäиìо поставитü заäа÷у оптиìаëüноãо управ-
ëения преäëаãаеìыì проöессоì. В связи с этиì
преäставиì äанный техноëоãи÷еский проöесс как
объект управëения, на который оказываþт вëия-
ние сëеäуþщие возäействия:

1) вхоäные возäействия — ãеоìетри÷еские ха-
рактеристики äетаëей (разìеры, форìа и пëощаäи
поверхностей), их ÷исëо и разìещение в простран-
стве-ванне (Sа, Sk, Sk_add_ii, Sbe_jj); уровенü эëект-
роëита (L); äëитеëüностü ãаëüвани÷ескоãо проöес-
са (Т1);

2) выхоäные управëяеìые возäействия — зна÷е-
ние пëотности тока на поверхности катоäа (ik);

3) внеøние возìущения — состояние покры-
ваеìой поверхности (K); вынос эëектроëита в про-
öессе проìывки (У); конöентраöия посторонних
ионов в эëектроëите (I);

4) управëяþщие возäействия — зна÷ение на-
пряжения ìежäу аноäоì и катоäоì (Ua);

5) внутренние переìенные состояния — кон-
öентраöия основных коìпонентов эëектроëита (Cj),

катоäный выхоä по току (η), теìпература эëект-
роëита (t).
Несìотря на то, ÷то пере÷исëенные возìущаþ-

щие возäействия иìеþт стохасти÷ескуþ прироäу, их
вëияние нужно у÷итыватü при управëении рассìат-
риваеìыì ãаëüвани÷ескиì проöессоì. Дëя реãуëи-
рования конöентраöии посторонних ионов (I) при-
ìеняþтся öифровые ареоìетры, уноса эëектроëита
(У) — устройства светозвуковой сиãнаëизаöии верх-
неãо и нижнеãо из заäанных уровней эëектроëита.
Ввиäу тоãо, ÷то покрываеìая äетаëü ìожет

иìетü сëожнуþ ãеоìетри÷ескуþ форìу, а в про-
öессе эëектроëиза ìоãут приìенятüся эëектроëиты
с низкой рассеиваþщей способностüþ, пëотностü
катоäноãо тока ik зависит от пространственных ко-
орäинат, и поэтоìу рассìатриваеìый ãаëüвани÷е-
ский проöесс преäставëяет собой объект с распре-
äеëенныìи коорäинатаìи. В своþ о÷ереäü, за вре-
ìя нанесения покрытия происхоäит изìенение
внутренних переìенных состояний, сëеäоватеëü-
но, изìеняется пëотностü катоäноãо тока, поэтоìу
иìееì нестаöионарный режиì эëектроëиза.

Постановка задачи оптимального управления 
гальваническим процессом с дополнительными 

катодами и биполярными электродами

Дëя оöенки неравноìерности распреäеëения
покрытия на поверхности изäеëия, поëу÷енной за
вреìя T1, испоëüзуеì отноøение среäнеãо зна÷е-
ния тоëщины к ìиниìаëüноìу, преäëоженное
Л. И. Каäанероì:

R(T1) = , (1)

ãäе δmin,  — ìиниìаëüная и среäняя тоëщина по-
крытия:

δmin = (δ(x, y, z, T1)), (2)

 = δ(x, y, z, T1)dS k, (3)

ãäе ||Sk|| — пëощаäü поверхности катоäа.
Тоãäа ìатеìати÷еская постановка заäа÷и опти-

ìаëüноãо управëения рассìатриваеìыì проöессоì
ìожет бытü сфорìуëирована сëеäуþщиì образоì. 
Для каждого малого периода T1 найти функцию

изменения анодного напряжения Uа(τ) при заданной
форме детали-анода Sа для детали-катода Sk с допол-
нительными катодами Sk_add_ii и биполярными элект-
родами Sbe_jj, завешенными в гальванической ванне, и
значениях текущей концентрации компонентов
электролита Сj(τ), доставляющего минимум крите-
рию неравномерности распределения слоя покрытия:

R(T1) = , (4)

δ
δmin
--------

δ

min
δ ∈ Sk

δ 1

Sk
--------  

Sk
∫

1

Sk
--------

δ x y z T1, , ,( ) Skd

Sk
∫

min δ x y z T1, , ,( )( )
-----------------------------------

δ ∈ Sk
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с у÷етоì оãрани÷ения на ìиниìаëüнуþ тоëщину
покрытия, которая äоëжна бытü обеспе÷ена в ëþ-
бой то÷ке поверхности äетаëи:

δmin l δзаä, (5)

ãäе δзаä — заäанная по реãëаìенту техноëоãи÷еско-
ãо проöесса и усëовияì экспëуатаöии изäеëия тоë-
щина покрытия.
Дëя связи критерия неравноìерности покрытия

(4) с управëяþщиìи возäействияìи требуется со-
ставитü ìатеìати÷ескуþ ìоäеëü äинаìики с расп-
реäеëенныìи коорäинатаìи äëя рассìатриваеìоãо
техноëоãи÷ескоãо проöесса.

Математическая модель гальванического процесса 
с дополнительными катодами 
и биполярными электродами

Переä составëениеì уравнений ìатеìати÷еской
ìоäеëи техноëоãи÷ескоãо проöесса ввеäеì некото-
рые äопущения и обозна÷ения:

1) приìеняется äекартова систеìа коорäинат с
öентроì в нижнеì уãëу внутренней обëасти ãаëü-
вани÷еской ванны, преäставëяþщей собой параë-
ëеëепипеä с äëиной, øириной и высотой X, Y и Z
соответственно;

2) существование устройств äëя крепëения аноäа,
катоäов и бипоëярных эëектроäов не у÷итывается;

3) на поверхности изäеëия-катоäа отсутствует
øероховатостü (K = 0).
Тоëщина покрытия в то÷ке катоäа с коорäина-

таìи x, y, z опреäеëяется соãëасно закону Фараäея:

δ(x, y, z, T1) = η(x, y, z, τ)ik(x, y, z, τ)T1, (6)

ãäе Э — эëектрохиìи÷еский эквиваëент ìетаëëа
покрытия; ρ — пëотностü ìетаëëа покрытия; η —
катоäный выхоä ìетаëëа по току; ik — катоäная
пëотностü тока.
Катоäный выхоä ìетаëëа по току зависит от

теìпературы, катоäной пëотности тока и конöент-
раöии коìпонентов эëектроëита:

η(x, y, z, τ) =
= η(t, ik(x, y, z, τ), C1(τ), ..., Cj(τ), ..., Cn(τ)), (7)

ãäе t — теìпература эëектроëита; n — ÷исëо коì-
понентов эëектроëита; τ — произвоëüный ìоìент
вреìени.
Дëя опреäеëения пëотности тока испоëüзуется

закон Оìа в äифференöиаëüной форìе:

ia(x, y, z, τ) = χgradϕ(x, y, z, τ), (8)

ik(x, y, z, τ) = –χgradϕ(x, y, z, τ), (9)

ãäе χ — эëектропровоäностü эëектроëита; ϕ(x, y, z, τ) —
потенöиаë эëектри÷ескоãо поëя в пространстве
ãаëüвани÷еской ванны в то÷ке с пространственны-
ìи коорäинатаìи (x, y, z) в ìоìент вреìени τ.

Отыскание распреäеëения потенöиаëа ϕ в объеìе
эëектроëита возìожно с испоëüзованиеì уравнения в
÷астных произвоäных парабоëи÷ескоãо типа:

 +  +

+  = , (10)

ãäе с — скоростü света в вакууìе; μ — ìаãнитная
прониöаеìостü эëектроëита.
Краевое усëовие на ãраниöе эëектроëит—изоëя-

торы (стенка ãаëüвани÷еской ванны) описывается
уравнениеì

|Sи = 0, (11)

ãäе p — норìаëü к поверхности изоëятора; Sи — по-
верхностü изоëятора.
Краевое усëовие на аноäе описывается уравнениеì

ϕ(x, y, z, τ) + Fa(ia(x, y, z, τ))|Sa = Ua(τ), (12)

при этоì на зна÷ение напряжения накëаäывается
сëеäуþщее усëовие:

Umin m Ua(τ) m Umax, (13)

ãäе Fa — функöии поëяризаöии на аноäе; ia — пëот-
ностü аноäноãо тока; Umin — зна÷ение напряжения,
требуеìое äëя обеспе÷ения ìиниìаëüно äопусти-
ìой пëотности тока на катоäе; Umax — ìаксиìаëü-
ное зна÷ение напряжения, поääерживаеìое исто÷-
никоì питания.
Краевое усëовие на основноì катоäе, äопоëни-

теëüных катоäах и бипоëярных эëектроäах описы-
ваþтся сëеäуþщиìи уравненияìи:

ϕ(x, y, z, τ) – Fk(ik(x, y, z, τ))|Sk = 0, (14)

ϕ(x, y, z, τ) – Fk(ik(x, y, z, τ))|Sk_add_ii = 0, (15)

ϕ(x, y, z, τ) + Fbe(i(x, y, z, τ))|Sbe_jj = Ube_jj, (16)

ãäе Fk, Fbe — функöии поëяризаöии на катоäах и
бипоëярных эëектроäах; ii, jj, II, JJ — ноìер и ÷исëо
äопоëнитеëüных катоäов и бипоëярных эëектроäов
соответственно; Ube_jj — напряжение на бипоëяр-
ных эëектроäах.
Изìенение конöентраöии j-ãо коìпонента эëек-

троëита за äëитеëüностü τ ∈ [0, T2] нанесения по-
крытия описывается уравнениеì

 = fj(t, ik ср(τ), C1(τ), C2(τ), ..., Cn(τ)) (17)

с на÷аëüныì усëовиеì

Сj(τ) = С0j (18)

и оãрани÷ениеì

Сjmin m Сj(τ) m Сjmax, (19)

ãäе С0j — конöентраöия j-ãо коìпонента в свеже-
приãотовëенноì эëектроëите; Сjmin, Сjmax — äопус-

Э
ρ
---

c2

4πχμ
---------- ∂2ϕ x y z τ, , ,( )

x2∂
-------------------------- 

⎝
⎜
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y2∂
--------------------------
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z2∂
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⎠
⎟
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тиìые преäеëы конöентраöии j-ãо коìпонента со-
ãëасно требованияì к эëектроëиту; ik ср — среäняя
катоäная пëотностü.
Конкретный виä правой ÷асти уравнения (17)

зависит, в тоì ÷исëе, от испоëüзования раствори-
ìоãо иëи нераствориìоãо аноäа. При испоëüзовании
раствориìоãо аноäа скоростü уìенüøения конöен-
траöии коìпонентов эëектроëита буäет коìпенси-
роватüся поступëениеì ионов с аноäа. Испоëüзо-
вание нераствориìоãо аноäа увеëи÷ивает скоростü
уìенüøения коìпонентов эëектроëита, у÷аствуþ-
щих в эëектрохиìи÷еских реакöиях, из-за отсутст-
вия их коìпенсаöии за с÷ет растворения аноäа.
Сëеäует заìетитü, ÷то äопоëнитеëüный унос ÷ас-

тиö эëектроëита с обработанныìи äетаëяìи также
вëияет на изìенение конöентраöии и опреäеëяется
соãëасно выражениþ

Сjи = Сjä , (20)

ãäе Сjи — конöентраöия j-ãо коìпонента посëе из-
вëе÷ения обработанных äетаëей из ванны; Сjä — кон-
öентраöия j-ãо коìпонента переä извëе÷ениеì об-
работанных äетаëей из ванны; yy — уäеëüный унос
эëектроëита на поверхности äетаëей, зависящий от
типа заãрузки äетаëей; ρэ — пëотностü эëектроëита;
М — ìасса эëектроëита.
Ввиäу тоãо, ÷то основная äетаëü-катоä и äопоë-

нитеëüные катоäы соеäиняþтся посëеäоватеëüно,
среäняя катоäная пëотностü ikср, соäержащаяся в
правой ÷асти уравнения (17), опреäеëяется в зави-
сиìости от распреäеëения тока по поверхности äе-
таëи-катоäа и äопоëнитеëüных катоäов:

ikср(τ) = ik(x, y, z, τ)Sk +

+ ik_add_ii(x, y, z, τ)Sk_add_ii.(21)

Поëу÷енные уравнения (6)—(21) позвоëяþт свя-
затü управëяþщее возäействие, заäаваеìое посреä-
ствоì краевоãо усëовия (12), с критериеì (4) в öеëях
реаëизаöии оптиìаëüноãо управëения преäëаãае-
ìыì техноëоãи÷ескиì проöессоì с äопоëнитеëüны-
ìи катоäаìи и бипоëярныìи эëектроäаìи с у÷етоì
изìенения конöентраöии коìпонентов в составе
эëектроëита. Дëя поиска оптиìаëüных управëяþ-
щих возäействий с то÷ки зрения неравноìерности
распреäеëения тоëщины покрытия необхоäиìо раз-
работатü аëãоритì реøения поставëенной заäа÷и.

Алгоритм решения задачи оптимального управления 
гальваническим процессом с дополнительными 

катодами и биполярными электродами

Поставëенная заäа÷а оптиìаëüноãо управëения
ãаëüвани÷ескиì проöессоì с äопоëнитеëüныìи ка-
тоäаìи и бипоëярныìи эëектроäаìи относится к
вариаöионной. Дëя ее реøения öеëесообразно ис-

поëüзование пряìоãо ìетоä Ритöа, который позво-
ëяет поëу÷итü прибëиженное реøение с заäанной
то÷ностüþ [8]. Траäиöионное приìенение пряìоãо
ìетоäа Ритöа преäпоëаãает отсутствие оãрани÷е-
ний виäа (13) на поиск функöии, заäаþщей управ-
ëяþщее возäействие, поэтоìу необхоäиìо испоëü-
зоватü ìоäификаöиþ äанноãо ìетоäа.
Соãëасно иäее кëасси÷ескоãо ìетоäа Ритöа зна-

÷ение функöионаëа рассìатривается не на произ-
воëüных äопустиìых кривых äанной вариаöион-
ной заäа÷и, а ëиøü на всевозìожных ëинейных
коìбинаöиях:

Ua(τ) = bqWq(τ), (22)

ãäе Q — степенü управëяþщеãо поëиноìа; bq — по-
стоянные коэффиöиенты; Wq(τ) — известные
функöии.
В ка÷естве функöий Wq(τ) преäëаãается испоëü-

зоватü степенные функöии, т.е. виä управëяþщеãо
возäействия ищется в кëассе поëиноìов виäа

Ua(τ) = b0 + b1τ + b1τ2 + ... + bqτq + ... + bQτQ.(23)

Дëя опреäеëения степени Q управëяþщеãо по-
ëиноìа (23) преäëаãается сравниватü относитеëü-
ные уто÷нения зна÷ений критериев неравноìер-
ности виäа (4), поëу÷енных при перехоäе к поëи-
ноìу боëее высокой степени:

ΔRq + 1 = 100 %, (24)

пока выпоëняется усëовие

ΔRq + 1 m ε, (25)

ãäе ε — заранее заäанная то÷ностü, при которой
äаëüнейøее увеëи÷ение степени поëиноìа неöеëе-
сообразно, и заäа÷а с÷итается реøенной.
В связи с этиì преобразуеì составëеннуþ ìате-

ìати÷ескуþ ìоäеëü к квазистати÷ескоìу виäу, äëя
этоãо разобüеì äëитеëüностü [0, T1] на отрезки

[τ0 = 0, τ1], [τ1, τ2], ..., [τr, τr + 1], [ ,  = T1],

на кажäоì из которых напряжение на аноäе при-
ниìается постоянныì и равныì зна÷ениþ на ëе-
воì конöе отрезка, т.е. иìееì:

Ua(τ) = Ua(τr) = const,

τ ∈ [τr, τr + 1], r = 0, 1, ..., r zad, (26)

ãäе r zad — заäанное ÷исëо отрезков.
Тоãäа посëеäоватеëüностü вы÷исëитеëüных опе-

раöий äëя реøения систеìы уравнений (6)—(21)
ìатеìати÷еской ìоäеëи буäет сëеäуþщей.
На отрезке [τ0, τ1] äëя аноäа с заäанныìи коэф-

фиöиентаìи b0, .., bq, .., bQ и степенüþ управëяþ-
щеãо поëиноìа Q форìируеì Ua(τ), äаëее при τ = τ0
нахоäиì зна÷ение Ua(τ0), а затеì с этиì краевыì
усëовиеì (12) реøаеì уравнение (10). По уравне-
ниþ (9) нахоäиì распреäеëение пëотности тока по
поверхности катоäа, а по уравнениþ (21) — среä-
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M
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1
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∑  
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нее зна÷ение катоäной пëотности
тока. При этоì интеãрируеì систеìу
äифференöиаëüных уравнений (17) с
найäенныì зна÷ениеì среäней пëот-
ности тока. Даëее äëя τ = τ1 нахоäиì
зна÷ение Ua(τ1) и повторяеì описан-
нуþ выøе проöеäуру äо выпоëнения
оãрани÷ения (5). В своþ о÷ереäü, äëя
рассìотренной систеìы уравнений
провоäится заìена произвоäных ко-
не÷но-разностныì øабëоноì и при-
ìеняется итераöионная проöеäура
опреäеëения потенöиаëа в простран-
стве ãаëüвани÷еской ванны [9]. Аëãо-
ритì опреäеëения функöии поëяри-
заöии на бипоëярных эëектроäах
рассìотрен в работе [10] и основыва-
ется на испоëüзовании зна÷ения ëинейноãо паäе-
ния потенöиаëа, установивøеãося на ìесте то÷ки с
наибоëее уäаëенныìи от основноãо катоäа коор-
äинатаìи по äëине бипоëярноãо эëектроäа.
В поисковоì аëãоритìе реøения заäа÷и опти-

ìаëüноãо управëения посëе кажäоãо øаãа по коэф-
фиöиенту bq проверяется усëовие (13). Есëи оно не
выпоëняется, осуществëяется возврат к преäыäущей
то÷ке с присваиваниеì øтрафа управëяþщеìу по-
ëиноìу. Как тоëüко в ìоìент вреìени τ перестает
выпоëнятüся усëовие (13), äаëüнейøее управëение
приниìается равныì Umax иëи Umin, в зависиìости
от тоãо, какое оãрани÷ение наруøено.

Пример решения задачи оптимального управления 
гальваническим процессом с дополнительными 

катодами и биполярными электродами

Рассìотриì приìер реøения поставëенной заäа-
÷и äëя нанесения хроìовоãо покрытия на изäеëие-
катоä V-образной форìы. Разìеры ãаëüвани÷еской
ванны составëяþт 150 Ѕ 200 Ѕ 120 ìì (X Ѕ Y Ѕ Z),
уровенü эëектроëита L = 90 ìì. В ванне распоëо-
жены пряìоуãоëüный аноä разìероì 50 Ѕ 50 ìì;
основная äетаëü-катоä разìероì 40 Ѕ 40 ìì; äо-
поëнитеëüные катоäы разìераìи 20 Ѕ 70 ìì; бипо-
ëярный эëектроä разìераìи 20 Ѕ 20 ìì. Распоëоже-
ние аноäа, изäеëия-катоäа, äопоëнитеëüных като-
äов и бипоëярноãо эëектроäа преäставëено на рис. 1.
Состав станäартноãо эëектроëита хроìирования,
ã/ë: хроìовый анãиäриä — 200, серная кисëота — 2.
Теìпература эëектроëита t = 50 °С.
В работе [11] функöия катоäноãо выхоäа по току

(7) иìеет сëеäуþщее анаëити÷еское выражение:

η(τ) =  →

→ ,

ãäе С1, С2 — конöентраöия хроìовоãо анãиäриäа и
серной кисëоты.

Уравнение (17) äëя описания изìенения кон-
öентраöии хроìовоãо анãиäриäа приìет сëеäуþ-
щий виä:

 = – ,

ãäе Э — эëектрохиìи÷еский эквиваëент хроìа; μ —
ìоëекуëярная ìасса хроìовоãо анãиäриäа.
Зна÷ение аноäной поëяризаöии не у÷итывает-

ся, так как в ãаëüвани÷ескоì проöессе хроìирова-
ния испоëüзуется нераствориìый свинöовый аноä.
Функöия катоäной поëяризаöии на основноì из-
äеëии-катоäе и на äопоëнитеëüных катоäах опре-
äеëяется сëеäуþщиì образоì:

Fk(ik(x, y, z, τ)) =

=

В резуëüтате реøения поставëенной заäа÷и оп-
тиìаëüноãо управëения ãаëüвани÷ескиì проöес-
соì хроìирования äетаëи V-образной форìы при
заäанных усëовиях и оãрани÷ениях на заäаннуþ
тоëщину ãаëüвани÷ескоãо покрытия δзаä = 10 ìкì
и на ìиниìаëüное и ìаксиìаëüное зна÷ения на-
пряжения Umin = 1 В и Umax = 12 В быëи поëу÷ены
функöии изìенения напряжения на аноäе при раз-
ëи÷ных степенях поëиноìов и зна÷ения критерия
неравноìерности при заäанной то÷ности реøения
заäа÷и ε = 0,1 % и ÷исëе отрезков r zad = 6, приве-
äенные в табëиöе.

5,43 0,036t– 0,0005t2– 0,002657C1 τ( )– +

100 4,59C2 τ( )–  +
--------------------------------------------------------------------------------------

2,054ln 0,001ikср τ( )( ) 0,0575C2 τ( )+ +

 0,074C2
2 τ( )+

------------------------------------------------------------------------------

dC1 τ( )
dτ

-------------
Эη τ( )ρэikср τ( )

Mμ
------------------------------

Результат решения задачи оптимального управления

Сте-
пенü 
поëи-
ноìа, Q

Виä управëяþщих
напряжений, Ua, В, τ, ÷

Зна÷е-
ние кри-
терия 

неравно-
ìернос-
ти, R

Относи-
теëüное 
уто÷не-
ние кри-
терия, 
ΔR, %

0 Ua0(τ) = 4,33 1,55679
1 Ua1(τ) = 4,33 + 0,092τ 1,55567 0,2021
2 Ua2(τ) = 4,33 + 0,051τ + 0,028τ2 1,55561 0,0072

–0,357ik(x, y, z, τ) – 0,958 при Fk ∈ (–∞, –1);
0,866ik(x, y, z, τ) – 1,0347 при Fk ∈ (–1, –0,67);
–0,325ik(x, y, z, τ) – 0,5337 при Fk ∈ (–0,67, ∞).

Рис. 1. Схема гальванической ванны с используемыми электродами:
а — виä спереäи ванны на пëоскости XOZ; б — виä сверху ванны на пëоскости XOZ;
1 — аноä; 2 — основный катоä; 3 — бипоëярный эëектроä; 4, 5 — äопоëнитеëüные
катоäы
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На рис. 2, а äеìонстрируется изìенение катоä-
ноãо выхоäа по току за с÷ет убыëи конöентраöии
хроìовоãо анãиäриäа и коìпенсируþщеãо возäей-
ствия в виäе аноäноãо напряжения в форìе поëи-
ноìов разëи÷ных степеней (рис. 2, б).
Из табëиöы виäно, ÷то при заäанной то÷ности

реøения заäа÷и оптиìаëüноãо управëения ε = 0,1 %
перехоä от поëиноìа нуëевой степени к поëиноìу
первой степени öеëесообразен, так как äаëüнейøее
увеëи÷ение степени поëиноìа äает прирост то÷-
ности 0,0072 %, ÷то ìенüøе ε. В связи с этиì при
реøении заäа÷и оптиìаëüноãо управëения проöес-
соì ãаëüвани÷ескоãо покрытия в ãаëüвани÷еской
ванне с äопоëнитеëüныìи катоäаìи и бипоëярны-
ìи эëектроäаìи с у÷етоì изìенения конöентраöии
коìпонентов эëектроëита, в äанноì сëу÷ае, за-
висиìостü изìенения аноäноãо напряжения от
вреìени öеëесообразно отыскиватü среäи поëино-
ìов первой степени, так как повыøение степени
(Q > 1) не äает существенноãо прироста критерия
неравноìерности покрытия, оäнако вëе÷ет за со-
бой зна÷итеëüное увеëи÷ение äëитеëüности опти-
ìизаöионноãо поиска.

Заключение

При нанесении ãаëüвани÷еских покрытий в
ванне с äопоëнитеëüныìи катоäаìи и бипоëярны-
ìи эëектроäаìи необхоäиìо у÷итыватü изìенение
коìпонентов состава эëектроëита. Дëя этой öеëи
поставëена заäа÷а поиска функöии аноäноãо напря-
жения в öеëях у÷ета изìенения состава эëектроëита
äëя оптиìаëüноãо управëения ãаëüвани÷ескиì
проöессоì по критериþ неравноìерности тоëщины
покрытия. Доказано, ÷то изìенение аноäноãо на-
пряжения описывается поëиноìаìи первой степе-
ни, при этоì поëу÷енные функöии изìенения на-
пряжения на аноäе äëя рассìатриваеìоãо приìера
не сиëüно зависят от вреìени, так как конöентра-
öия хроìовоãо анãиäриäа уìенüøается незна÷и-

теëüно за вреìя ìаëоãо периоäа Т1 протекания ãаëü-
вани÷ескоãо проöесса. В рассìатриваеìоì приìере
критерий неравноìерности посëе реøения постав-
ëенной заäа÷и оптиìаëüноãо управëения уëу÷øиë-
ся на 0,202 % по сравнениþ со стаöионарной за-
äа÷ей. Оäнако при анаëизе боëüøоãо периоäа Т2
веäение проöесса при постоянноì напряжении
ìожет привести к существенныì потеряì в ожиäае-
ìоì распреäеëении тоëщины покрытия.
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The article describes the main approaches (including technical parameters and equipment) to taking into account the
changes and correction of the electrolyte components of the bath with the supplementary cathodes and bipolar electrodes in
the electroplating processing of products. A voltage change on the anode is proposed as a manipulated variable for the galvanic
process as a control object for the electroplating bath. The task of optimal control of the electroplating process by the criterion
of distribution of uniformity on the surface of the coating thickness of the product is set. A mathematical model is formulated
of the dynamics of the distributed coordinates for the contact criterion of the uniformity coverage with the control action in the
form of changes of the anode voltage, taking into account the structural and technological assumptions. This is based on the
Faraday's law, Ohm's law of the differential form and a partial differential equation of a parabolic type describing the dis-
tribution built in the amount of the electroplating bath. An algorithm was invented for solving the equations of the mathematical
model of the electroplating process, which considers the task as a quasi-static one and based on the modifications of the direct
Ritz method for the search function of the anode voltage in the class of the polynomials of various degrees. A comparison is
proposed of the relative values of the refinement criteria of the unevenness produced during the transition to a higher polynomial
degree in order to obtain the required accuracy solutions for determination of the degree of the polynomial control. An example
is described of solving the problem of chrome electroplating of V-shape parts in the electroplating bath with two side cathodes
and one bipolar electrode. This example describes the function of the anode voltage in the form of the polynomials of the zero,
first and second degrees. A rational solution describing the anode voltage changes as the polynomials of the first degree is shown.
The further increase in the degree doesn’t give a significant gain in the unevenness of the coverage criterion, however, it ensures
a significant increase of the duration of the search optimization. Thus, the obtained feature of the voltage change on the anode
does not depends strongly on time, so, the change of the concentration of the electrolyte components is reduced slightly during
a short period of coating. However, when analyzing a longer period, the process under a constant stress might lead to significant
losses in the expected distribution of the coating thickness.

Keywords: optimal control, control object, mathematical model, supplementary cathodes, bipolar electrodes, modified Ritz
method, electroplating process, anode voltage, unevenness of the coating thickness, concentration of the electrolyte components
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О возможности создания
квазиневозмущаемого маятникового построителя вертикали

Постановка задачи

Маятник явëяется естественныì инструìентоì
äëя ìоäеëирования вертикаëи ìеста и нахоäит оã-
рани÷енное приìенение на борту ëетатеëüных ап-
паратов (ЛА) в режиìе равноìерноãо пряìоëиней-
ноãо äвижения без ускорений в ка÷естве эëеìента
коррекöии äëя устранения оøибок ãироскопи÷е-
ских устройств [1]. В совреìенных пиëотажных и
инерöиаëüных навиãаöионных систеìах (ИНС) по-
строитеëи вертикаëи (ПВ) реаëизуþтся путеì фи-
зи÷ескоãо иëи ìатеìати÷ескоãо ìоäеëирования, и
актуаëüной явëяется заäа÷а соверøенствования ãи-
ровертикаëей и авиаãоризонтов (АГ), в тоì ÷исëе,

резервных. В этоì пëане попытка созäания ПВ с
испоëüзованиеì äопоëнитеëüных возìожностей
физи÷еских и ìатеìати÷еских ìаятников с повы-
øенной устой÷ивостüþ к возìущаþщиì ãоризон-
таëüныì ускоренияì основания явëяется об-
основанной и перспективной.
В работе анаëизируþтся возìожные исто÷ники

корректируþщих сиãнаëов на ìаятник от исто÷ни-
ков инфорìаöии той же физи÷еской прироäы с
испоëüзованиеì принöипа äвухканаëüноãо управëе-
ния ìаятникоì [2—4], наприìер, с поìощüþ аксе-
ëероìетра и иных устройств с боëее высоко÷астот-
ныìи характеристикаìи по отноøениþ к ìаят-
нику. На рис. 1 преäставëена бëок-схеìа ìаятника
с исто÷никаìи корректируþщей ìаятник инфор-
ìаöии, основныì из которых явëяется аксеëеро-
ìетр. На рис. 1 показаны собственно физи÷еский
ìаятник иëи эквиваëентный еìу ìатеìати÷еский
ìаятник М, аксеëероìетр А, äопоëнитеëüные ис-
то÷ники инфорìаöии (ДИИ) и возìожные обрат-
ные связи (ОС), необхоäиìостü которых выявëя-
ется в проöессе анаëиза. При реаëизаöии такоãо
корректируеìоãо ìаятника ìоãут бытü разëи÷ные
возìожности в зависиìости от взаиìноãо распоëо-
жения ìаятника и аксеëероìетра. Аксеëероìетр
ìожет бытü распоëожен ëибо на саìоì ìаятнике,
ëибо на общеì с ìаятникоì основании. От этоãо
зависят конкретные аëãоритìы форìирования
корректируþщих возäействий с возìожныì привëе-
÷ениеì äопоëнитеëüной инфорìаöии. В статüе
рассìотрена схеìа корректируеìоãо ìаятника с
аксеëероìетроì, распоëоженныì на оси поäвеса
ìаятника.

Рассмотрены возможности построения квазиневозмущаемого маятникового построителя вертикали места на подвижном
объекте. Результат достигается за счет компенсации возмущающего влияния горизонтальных ускорений объекта путем со-
здания корректирующих воздействий на маятник, сформированных по сигналам инерциальных датчиков (акселерометров,
датчиков угловых скоростей и угловых ускорений). Проведены теоретические исследования выходных характеристик маят-
никового построителя вертикали. Представлены результаты моделирования, подтверждающие возможности создания ма-
ятника, устойчивого к горизонтальным ускорениям основания. Рассмотрен один из каналов построителя вертикали при раз-
ных вариантах сочетаний корректирующих устройств, каждый из которых имеет свою область возможных применений, в
том числе на летательных аппаратах различного класса и назначения.
Ключевые слова: квазиневозмущаемый маятник, акселерометр, коррекция, двухканальное управление, структура, постро-

итель вертикали места

УПРАВЛЕНИЕ В АВИАКОСМИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ

Рис. 1. Блок-схема корректируемого маятника:
аx — ãоризонтаëüное ускорение основания; αкì — текущее от-
кëонение ìаятника от ìестной вертикаëи; αк — уãоë откëонения
корпуса (основания) ìаятника относитеëüно оси поäвеса ìа-
ятника; αвых = αкì ± αк — выхоäной сиãнаë — относитеëüный
уãоë ìежäу пëе÷оì ìаятника и базовой осüþ корпуса ìаятника,
совпаäаþщей с пëе÷оì ìаятника в невозìущенноì состоянии
(αк = 0, аx = 0)
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Маятник с корректирующим акселерометром

На рис. 2 преäставëена структурная схеìа коррек-
тируеìоãо ìаятника с аксеëероìетроì, распоëо-
женныì на оси поäвеса ìаятника. При такоì рас-
поëожении осü ÷увствитеëüности аксеëероìетра
"ухоäит" из пëоскости ãоризонта в соответствии с
уãëовыìи äвиженияìи ìаятника. Принято äопуще-
ние, ÷то уãоë откëонения ìаятника не превосхоäит
5...10° и тоãäа sinα ≈ α, cosα ≈ 1. Дëя наãëяäности
ожиäаеìоãо эффекта звено суììирования 1 перене-
сено в то÷ку структуры с разìерностüþ ускорения.
На рис. 2 приняты сëеäуþщие обозна÷ения:

Wì(s) =  — переäато÷ная

функöия нескорректированноãо ìатеìати÷е-
скоãо ìаятника, ãäе Cì = mìlöìg — кинеìати÷е-
ская жесткостü ìаятника; ξì, Tì — соответствен-
но относитеëüный коэффиöиент äеìпфирова-
ния и постоянная вреìени;

Wa(s) =  — переäато÷ная

функöия ìаятниковоãо аксеëероìетра с этаëон-
ной иëи эëектри÷еской жесткостüþ Ca, относи-
теëüныì коэффиöиентоì äеìпфирования ξa и по-
стоянной вреìени Ta; mìlöì и mаlöа — ìасса и сìе-
щение öентра ìасс ìаятника и ÷увствитеëüноãо
эëеìента аксеëероìетра относитеëüно осей поäве-
са соответственно;
δ — безразìерный коэффиöиент, характеризуþ-
щий уровенü корректируþщеãо сиãнаëа: 0 < δ < 1;
αкì, αк, αвых — соответственно уãоë откëонения
ìаятника от вертикаëи, уãоë поворота ЛА отно-
ситеëüно оси поäвеса ìаятника (крен — таãаж),
ëинейная коìбинаöия этих уãëов αвых = αкì ±
αк; ax — ãоризонтаëüное ускорение;
звено с переäато÷ной функöией Ca/malöа необ-
хоäиìо äëя тоãо, ÷тобы äëя наãëяäности то÷ку
суììирования основноãо и корректируþщих
сиãнаëов перенести в зону разìерности вхоäно-
ãо сиãнаëа.

В соответствии с рис. 2 уãоë откëонения скоррек-
тированноãо ìаятника опреäеëяется выражениеì

αкì(s) =

= . (1)

Дëя выявëения физи÷еской картины повеäения
в первоì прибëижении приìеì аксеëероìетр как
безынерöионное звено. Это обосновано, есëи при-
нятü, ÷то Tì . Ta. Тоãäа из выражения (1) поëу÷иì

αкì(s) = , (2)

ãäе Tэкв = Tì/  — эквиваëентная постоянная
вреìени ìаятника с коррекöией.
Виäно, ÷то скорректированный ìаятник суще-

ственно изìениë свои характеристики. Еãо экви-
ваëентная äëина lэкв = löì/(1 – δ) и постоянная
вреìени Tэкв увеëи÷иëисü, т. е. ìаятник стаë боëее
инерöионныì. Но в установивøеìся режиìе он,
как и исхоäный ìаятник, зайìет поëожение кажу-
щейся вертикаëи: tgαкì = ax/g.
Такиì образоì, есëи коэффиöиент обратной

связи варüироватü в преäеëах δ = 0,9...0,999, то реаëü-
ный ìаятник превращается в эквиваëентный с коор-
äинатой öентра тяжести, увеëи÷енной äо 1000 раз
с соответствуþщиì увеëи÷ениеì постоянной вре-
ìени приìерно в 31 раз. Возникает необхоäиìостü
рассìотретü возìожности такоãо ìаятника и об-
ëастü практи÷ескоãо приìенения.
На рис. 3 преäставëены резуëüтаты ìоäеëиро-

вания такоãо ìаятника, привеäена относитеëüная
уãëовая поãреøностü e откëонения ìаятника от
вертикаëи.
Данный вариант не уìенüøает стати÷еское откëо-

нение от вертикаëи, но зна÷итеëüно увеëи÷ивает
постояннуþ вреìени в зависиìости от ãëубины
коìпенсаöии и зна÷итеëüно снижает скоростü на-
растания откëонения, ÷то ìожет бытü испоëüзова-
но äëя ряäа техни÷еских приëожений. Виäно, ÷то
при äопустиìой относитеëüной поãреøности вер-
тикаëи Δ < 0,1 от установивøеãося зна÷ения, рав-
ноãо 1, вреìя, в те÷ение котороãо откëонение ìа-
ятника не превысит äопустиìоãо уровня, в зависи-
ìости от зна÷ений δ = 0,9...0,999 составëяет от 0,11
äо 6 с. Абсоëþтная поãреøностü в зависиìости от
ãоризонтаëüноãо ускорения, наприìер 10 ì/c2, со-
ставит 5,7° при δ = 0,999.
Дëя такоãо инерöионноãо ìаятника, вероятно,

ìожно найти обëастü приìенения в ряäе прикëаä-
ных заäа÷, в ÷астности, в заäа÷ах управëения и
стабиëизаöии рабо÷их орãанов роботов и ìанипуëя-
торов, заäействованных в разëи÷ных техноëоãи÷е-
ских проöессах и операöиях, оãрани÷енных во вре-
ìени, работаþщих в äинаìи÷ноì режиìе. В пре-
äеëах нескоëüких секунä ìаятник буäет äержатü
заäаннуþ ориентаöиþ относитеëüно пëоскости ãо-

Рис. 2. Одноосный маятник с корректирующим акселерометром
на маятнике
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ризонта (вертикаëи) с äопустиìыì откëонениеì Δ.
Дëя расøирения обëасти возìожноãо приìенения
рассìотриì структуру с äопоëнитеëüныì канаëоì
коррекöии по выхоäноìу сиãнаëу αвых = αкì2 ± αк.

Маятник с корректирующим акселерометром 
и дополнительной обратной связью

по выходному углу

Структурная схеìа такоãо ìаятника преäставëе-
на на рис. 4.
Зäесü αкì2 — уãоë откëонения ìаятника от вер-

тикаëи ìеста:

αкì2(s)  =

=  ∓

∓ . (3)

При тех же äопущениях, ÷то быëи сäеëаны выøе
относитеëüно соотноøения ìежäу Тì и Та, уãоë от-
кëонения αкì2(s) ìаятника от вертикаëи составит

αкì2(s) =

=  ∓ . (4)

Из выражения (4) ìожно сäеëатü сëеäуþщие
преäваритеëüные вывоäы.
Есëи принятü, ÷то корректируþщий аксеëеро-

ìетр явëяется безынерöионныì звеноì, то при
äвижении объекта с постоянныì ускорениеì в ãо-

ризонтаëüной пëоскости при отсутствии уãëов крена
иëи танãажа (αк = 0) ìаятник становится квазине-
возìущаеìыì. В установивøеìся состоянии уãоë
откëонения αкì2 ìаятника от вертикаëи составит
αкì2 = ах(1 – δ)/g.
Но при наëи÷ии откëонений (αк ≠ 0) основания

относитеëüно оси поäвеса ìаятника он буäет увëе-
катüся всëеä за основаниеì (корпусоì ìаятника),
т. е. такой ìаятник ìожет иìетü ëиøü оãрани÷енное
приìенение, которое поëезно проанаëизироватü.
Рис. 5 позвоëяет проиëëþстрироватü возìожности
такоãо варианта ìаятника.
Виäно, ÷то такой ìаятник при понятных оãра-

ни÷ениях, накëаäываеìых на äинаìику и режиì
уãëовоãо äвижения ЛА, становится квазиневозìу-
щаеìыì ускоренияìи основания. При наëи÷ии ãо-
ризонтаëüноãо ускорения и при отсутствии уãëов
откëонения корпуса ìаятника уãоë откëонения ìа-
ятника в относитеëüных еäиниöах при ступен÷а-
тоì ускорении опреäеëяется как αкì2 = ах (1 – δ)/g,
ãäе δ — ãëубина обратной связи, 0 < δ < 1. Абсоëþт-
ная поãреøностü в зависиìости от ãоризонтаëüноãо

Рис. 3. Поведение одноосного маятника с корректирующим акселерометром на маятнике в зависимости от интенсивности d компен-
сирующего воздействия:
а — äинаìи÷еские характеристики исхоäноãо ìаятника и скорректированных ìаятников при вариаöии уровня корректируþщих
возäействий в äиапазоне δ = 0,9...0,999; б — на÷аëüная обëастü характеристик по рис. 3, а, ãäе отìе÷ено вреìя "паìяти" äëя кажäоãо
варианта, в те÷ение котороãо откëонение ìаятника от вертикаëи äостиãнет преäеëüно äопустиìоãо по ТЗ зна÷ения (äëя приìера,
усëовно обозна÷енноãо как äесятая ÷астü от установивøеãося откëонения от вертикаëи)
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Рис. 4. Одноосный маятник с корректирующим акселерометром на
маятнике и дополнительной обратной связью по выходному углу
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ускорения 10 ì/c2 при δ = 0,9 составит 5,7°, при
δ = 0,99 составит 0,57°. Но при наëи÷ии уãëа от-
кëонения корпуса αк он становится практи÷ески
не работоспособныì из-за "утяãивания" ìаятника
корпусоì.
Такой ìаятник ìожет найти приìенение в ка-

÷естве корректируþщеãо эëеìента в систеìах ãо-
ризонтаëüной коррекöии, наприìер, в ãироскопи-
÷еских устройствах, при "пëоскоì" режиìе поëета
ëетатеëüноãо аппарата, а также в составе ãироста-
биëизированной пëатфорìы инерöиаëüной нави-
ãаöионной систеìы.
Дëя коìпенсаöии поãреøности, вызванной уãëо-

выì äвижениеì корпуса, необхоäиìо äопоëнитеëüно
ввести коррекöиþ по уãëу поворота корпуса.
Инфорìаöиþ об уãëовоì äвижении корпуса, в ÷а-
стности, ìожно поëу÷итü от äат÷ика уãëовой ско-
рости (ДУС).

Маятник с корректирующими акселерометром, 
обратной связью по выходному углу и ДУС

На рис. 6 привеäена кинеìати÷еская схеìа коì-
пенсаöионноãо сëабовозìущаеìоãо физи÷ескоãо
ìаятника с коìпенсаöией поãреøности, вызван-
ной уãëовыì äвижениеì корпуса, с поìощüþ ДУС.
Исхоäное выражение äëя опреäеëения уãëа откëо-

нения ìаятника от вертикаëи преäставиì в виäе

αкì3(s)  =

=  ∓

∓  ±

± WДУС(s). (5)

Рис. 6. Одноосный маятник с корректирующим акселерометром
на маятнике и дополнительной обратной связи по выходному
углу и дополнительной коррекцией от ДУС:
αкì3 — уãоë откëонения ìаятника от вертикаëи ìеста, WДУС(s) —
переäато÷ная функöия äат÷ика уãëовых скоростей, g/s —
интеãрируþщее звено
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Рис. 5. Маятник с корректирующим акселерометром и допол-
нительной обратной связью по выходному углу:
а — реакöия ìаятника на еäини÷ное ступен÷атое возäействие
при отсутствии откëонения корпуса αк = 0; б — обëастü ãрафи-
ка по рис. 5, а в äиапазоне откëонений Δ = 0,1 при ãëубине
обратной связи δ = 0,9 и 0,99 соответственно; в — проöесс
"ухоäа" ìаятника всëеä за корпусоì (αк ≠ 0) ìаятника при от-
сутствии ускорения aх = 0)
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При тех же äопущениях, ÷то быëи сäеëаны вы-
øе относитеëüно соотноøения ìежäу Тì и Та, уãоë
откëонения αкì3(s) ìаятника от вертикаëи составит:

αкì3(s) =  ∓

∓  ±

± WДУС(s). (6)

В этоì сëу÷ае уäается скоìпенсироватü состав-
ëяþщуþ поãреøности от поворота корпуса, и уãоë
откëонения ìаятника относитеëüно ìестной вер-
тикаëи при принятых äопущениях уже не зависит
от уãëа поворота корпуса. На рис. 7 преäставëена
перехоäная характеристика такоãо ìаятника.
Виäно, ÷то при такоì наборе корректируþщих

эëеìентов ìаятник становится квазиневозìущае-
ìыì ускоренияìи основания. Еãо установивøееся
зна÷ение, выраженное в относитеëüных еäиниöах,
опреäеëяется веëи÷иной (1 – δ).
Такиì образоì, при ãоризонтаëüноì ускоре-

нии, равноì 1g, уãоë откëонения составит 5,71° при
δ = 0,9 и 0,57° — при δ = 0,99.
Такие вывоäы обнаäеживаþт, но требуþт äаëü-

нейøих иссëеäований, прежäе всеãо, у÷ета реаëü-
ных äинаìи÷еских характеристик корректируþ-
щих эëеìентов, äинаìи÷еских параìетров ЛА, еãо
реаëüных пространственных уãëовых откëонений
от пëоскости ãоризонта. Дëя таких ЛА, иìеþщих
неоãрани÷енные уãëы поворота относитеëüно оси
поäвеса ìаятника, потребуется äвухкоìпонентный
вариант построитеëя вертикаëи и äвухкоорäинат-
ный сëеäящий корпус.
Провоäиìые иссëеäования в ÷асти у÷ета реаëü-

ных äинаìи÷еских характеристик корректируþ-

щих эëеìентов показываþт, ÷то при правиëüноì
выборе äинаìи÷еских и ÷астотных характеристик
корректируþщих устройств резуëüтаты практи÷е-
ски не отëи÷аþтся от преäставëенных выøе.
Провоäятся работы по физи÷ескоìу ìоäеëирова-

ниþ квазиневозìущаеìых ìаятниковых построите-
ëей вертикаëи äëя разëи÷ных усëовий приìенения, в
÷астности äëя äинаìи÷ных ìаëоãабаритных объек-
тов, как в ка÷естве основноãо, так и резервноãо по-
строитеëя вертикаëи иëи авиаãоризонта.

Заключение

Показано, ÷то физи÷еский иëи эквиваëентный
еìу ìатеìати÷еский ìаятник ìожет статü квазине-
возìущаеìыì с требуеìой то÷ностüþ при испоëüзо-
вании корректируþщих возäействий на ìаятник,
сфорìированных по сиãнаëаì аксеëероìетров,
äат÷иков уãëовой скорости (ДУС) иëи уãëовых ус-
корений корпуса ЛА относитеëüно оси поäвеса ìа-
ятника, а также относитеëüноãо уãëа откëонения
ìаятника и корпуса ìаятника.
Такая возìожностü появëяется, есëи исто÷ники

корректируþщих сиãнаëов иìеþт боëее äинаìи÷-
ные устройства. Рассìотрены варианты разëи÷ных
коìбинаöий корректируþщих устройств, в ÷астности:

1) базовый вариант — ìаятник и корректируþ-
щий аксеëероìетр;

2) базовый вариант с äопоëнитеëüной обратной
связüþ по выхоäноìу сиãнаëу;

3) вариант 2 с äопоëнитеëüный корректируþ-
щиì äат÷икоì — ДУС.
Показано, ÷то базовый вариант 1 не уìенüøает

стати÷еское откëонение от вертикаëи, но зна÷итеëü-
но увеëи÷ивает постояннуþ вреìени в зависиìости
от ãëубины коìпенсаöии и зна÷итеëüно снижает
скоростü нарастания откëонения, ÷то ìожет бытü
испоëüзовано äëя ряäа техни÷еских приëожений.
Вариант 2 — проìежуто÷ный — убежäает, ÷то

"невозìущаеìостü" ìаятника ìожет бытü реаëизо-
вана в ряäе оãрани÷енных заäа÷ при отсутствии уã-
ëов откëонения корпуса ìаятника. Маятник ста-
новится квазиневозìущаеìыì, и еãо уãоë откëоне-
ния в относитеëüных еäиниöах при еäини÷ноì
ска÷ке ускорения опреäеëяется как ах(1 – δ)/g, ãäе
δ — ãëубина обратной связи 0 < δ < 1.
В варианте 3 ìаятник становится квазиневозìу-

щаеìыì, и при ëþбоì ускорении основания уста-
новивøееся зна÷ение буäет ах(1 – δ)/g.
В äаëüнейøих иссëеäованиях öеëесообразно про-

вести оöенку вëияния äинаìи÷еских характерис-
тик корректируþщих äат÷иков, которые äоëжны
бытü боëее высоко÷астотныìи по отноøениþ к
исхоäноìу ìаятнику, расøиритü обëастü возìож-
ноãо приìенения скорректированноãо ìаятника
на объектах с неоãрани÷енныìи уãëаìи поворота
относитеëüно оси поäвеса ìаятника, а также рас-
сìотретü вариант äвухкоорäинатноãо построитеëя
вертикаëи.
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Рис. 7. Маятник с корректирующим акселерометром, дополни-
тельной обратной связью по выходному углу и дополнительной
коррекцией от ДУС
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The authors consider feasibility of development of a quasi-imperturbable pendulum vertical sensor. The result is achieved due
to compensation for the error caused by the acceleration of an object by means of the corrective actions on the pendulum formed
by the signals of the inertial sensors. They also consider a possibility of reduction of the displacement of the pendulum from the
vertical position under the influence of the horizontal acceleration of an object by formation of a reaction, which compensates
for the inertial forces by the sensors of the same physical nature — an accelerometer and additional sources of information —
rate gyro and additional feedback from the output signal. The article discusses versions of various combinations of the corrective
devices, namely: 1) basic option — pendulum corrected by an accelerometer 2) basic option and additional feedback from the
output signal 3) version of paragraph 2, with additional correction sensor — rate gyro. It was demonstrated that the basic option
does not reduce the pendulum static displacement from the vertical, but significantly increases the time constant depending on
the feedback factor, and significantly reduces the rate of the displacement increase from the vertical. It may be used in a number
of technical applications. Version of paragraph 2 has the following features: in the presence of a horizontal acceleration and in
the absence of the deviation angles of the housing of the pendulum it becomes quasi-imperturbable, and the steady-state value
of the displacement angle in relative units at a single step unit of acceleration is defined as ax(1 – δ)/g, where δ — feedback
factor 0 < δ m 1, but, if the deviation angle of the housing of the pendulum is present, it becomes practically unworkable because
the pendulum follows its housing. Therefore, there is a need to compensate for this effect using the information from the rate gyro.
In this case the pendulum becomes quasi-imperturbable and any acceleration of an object will result in the steady-state value
of displacement angle ax(1 – δ)/g. The carried out physical experiments of modeling and simulation confirm the findings and
possibility of development of a number of technical applications on this basis.
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Построение и экспериментальные исследования
системы измерения параметров вектора ветра 

на стартовых и взлетно-посадочных режимах вертолета*

Введение

В разëи÷ных отрасëях нароäноãо хозяйства и äëя
военных öеëей øироко испоëüзуþтся вертоëеты
разëи÷ных кëассов и назна÷ения. Вертоëеты состав-
ëяþт зна÷итеëüнуþ äоëþ экспорта авиаöионной
техники России. Повыøение безопасности экс-
пëуатаöии и эффективности приìенения вертоëе-
тов явëяется важной äëя авиаöии заäа÷ей, иìеþ-
щей существенное зна÷ение äëя развития страны.
Экспëуатаöия вертоëетов происхоäит в призеì-

ноì возìущенноì сëое атìосферы в усëовиях воз-
äействия опасных внеøних возìущений, вëияþщих
на безопасностü и эффективностü выпоëнения по-
ëетных заäа÷. При этоì на стоянке äо запуска си-
ëовой установки и при раскрутке несущеãо винта,
при руëении и ìаневрировании по зеìной поверх-
ности (стартовый режиì), на этапах взëета, сниже-
ния, висения и посаäки (взëетно-посаäо÷ные ре-
жиìы) äëя обеспе÷ения требований, реãëаìенти-
руеìых Руковоäствоì по ëетной экспëуатаöии (РЛЭ)
вертоëета [1], и преäотвращения авиаöионных
происøествий, связанных с опрокиäываниеì вер-
тоëета на бок иëи на хвостовуþ баëку, а также с со-
уäарениеì ëопастей несущеãо винта с зеìëей, руëе-
выì винтоì и ìежäу собой [2], экипажу необхоäиìа
äостоверная инфорìаöия о текущих зна÷ениях ско-
рости и уãëа направëения вектора ветра относитеëü-
но проäоëüной оси вертоëета при изìенении еãо
поëожения в азиìуте в äиапазоне ±180°. Это опре-
äеëяет необхоäиìостü установки на вертоëете бор-
товых среäств изìерения параìетров вектора ветра
на стоянке, стартовых и взëетно-посаäо÷ных ре-
жиìах вертоëета.
Известны среäства изìерения скорости и направ-

ëения вектора ветра, реаëизуþщие фëþãерно-тахо-
ìетри÷еский и аэроìетри÷еский ìетоäы, в которых в

контроëируеìый возäуøный поток вносят уста-
новëенный на фþзеëяже винтокрыëый ветропри-
еìник [3], непоäвижный иëи ориентируеìый по
потоку аэроìетри÷еский приеìник [4]. По ÷астоте
вращения винтокрыëоãо ветроприеìника и уãëо-
воìу поëожениþ фëþãера иëи по äавëенияì, восп-
риниìаеìыì аэроìетри÷ескиì приеìникоì, опре-
äеëяþт скоростü и направëение вектора ветра в
ìесте распоëожения приеìников.
Известна автоìати÷еская ìетеостанöия с непо-

äвижныì ветроприеìныì устройствоì, реаëизуþ-
щая кинеìати÷еский ìетоä изìерения [5]. Метео-
станöия преäставëяет собой сферу в виäе äвух орто-
ãонаëüных труб÷атых коëеö, на которых закрепëены
восеìü уëüтразвуковых пüезокераìи÷еских преоб-
разоватеëей, образуþщих ÷етыре пары изëу÷атеëей
и приеìников уëüтразвуковых коëебаний, которые
распоëаãаþтся в противопоëожных верøинах куба
на оäинаковоì расстоянии äруã от äруãа. По раз-
ности прохожäения уëüтразвуковых акусти÷еских
сиãнаëов от изëу÷атеëей äо приеìников в вы÷ис-
ëитеëüноì устройстве опреäеëяется скоростü и
уãоë направëения ãоризонтаëüноãо вектора ветра,
äруãие ìетеороëоãи÷еские параìетры.
Оäнако при установке рассìотренных среäств

изìерения параìетров вектора ветра на фþзеëяже
вертоëета на их работу оказываþт существенное
вëияние инäуктивные потоки вихревой коëонны
несущеãо винта, оãрани÷иваþщие возìожностü
изìерения скорости и уãëа направëения ветра на
стоянке при вращении несущеãо винта, на старто-
вых и взëетно-посаäо÷ных режиìах вертоëета.
Оäниì из направëений созäания бортовой сис-

теìы изìерения параìетров вектора ветра на сто-
янке, стартовых и взëетно-посаäо÷ных режиìах
вертоëета явëяется испоëüзование äëя öеëей изìе-
рения инфорìаöии аэроäинаìи÷ескоãо поëя вих-
ревой коëонны несущеãо винта и ее восприятие с
поìощüþ непоäвижноãо ìноãофункöионаëüноãо
аэроìетри÷ескоãо приеìника [6—8].

Рассматривается задача измерения скорости и угла направления ветра при обеспечении безопасности эксплуатации верто-
лета на стартовых и взлетно-посадочных режимах. Раскрываются особенности построения, алгоритмы обработки информации,
результаты трубных испытаний экспериментального образца бортовой системы измерения параметров вектора ветра.
Ключевые слова: вертолет, ветер, параметры, измерение, система, построение, экспериментальный образец, трубные ис-

пытания
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ноãо заäания в сфере нау÷ной äеятеëüности Минобрнауки РФ
№ 2014/55 (НИР № 990).
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Особенности формирования 
и восприятия информации аэродинамического поля 

вихревой колонны несущего винта

В работе [6] в ка÷естве инфорìативноãо пара-
ìетра аэроäинаìи÷ескоãо поëя вихревой коëонны
несущеãо винта преäëожено испоëüзоватü вектор
скорости VΣ резуëüтируþщеãо возäуøноãо потока
вихревой коëонны, который преäëожено преäста-
витü в виäе трех составëяþщих: стаöионарной со-
ставëяþщей V, обусëовëенной вектороì ветра W и
вектороì истинной возäуøной скорости Vв посту-
патеëüноãо äвижения вертоëета относитеëüно ок-
ружаþщей возäуøной среäы, стаöионарной со-
ставëяþщей Vi инäуктивноãо потока и возäуøноãо
потока за с÷ет сиëы тяãи несущеãо винта и фëук-
туаöионной составëяþщей Vф, обусëовëенной ìа-
ховыìи äвиженияìи ëопастей и работой автоìата
перекоса и привоäящей к пуëüсаöияì скорости и
уãëов скоса вихревой коëонны.
Так как круãовые ÷астоты ωф фëуктуаöионных

составëяþщих Vфn вектора Vф кратны уãëовой ско-
рости ωн вращения несущеãо винта, то äëя повы-
øения поìехоустой÷ивости канаëов изìерения
параìетров вектора ветра по инфорìаöии аэроäи-
наìи÷ескоãо поëя вихревой коëонны несущеãо
винта вектор фëуктуаöионной скорости Vф резуëü-
тируþщеãо возäуøноãо потока вихревой коëонны
ìожет бытü выäеëен и в зна÷итеëüной степени от-
фиëüтрован от составëяþщих V и Vi в канаëах бор-
товой систеìы изìерения параìетров вектора ветра
с поìощüþ соответствуþщих фиëüтров.
Тоãäа вектор скорости VΣ резуëüтируþщеãо воз-

äуøноãо потока вихревой коëонны несущеãо винта
буäет явëятüся ãеоìетри÷еской суììой вектора ско-
рости V, форìируеìоãо вектороì ветра W и векто-
роì истинной возäуøной скорости Vв äвижения
вертоëета относитеëüно окружаþщей среäы, и век-
тора Vi инäуктивноãо возäуøноãо потока, со-
зäаваеìоãо несущиì винтоì вертоëета:

VΣ = W – Vв + Vi, (1)

так как вектор истинной возäуøной скорости Vв
направëен в сторону, противопоëожнуþ вектору
скорости V набеãаþщеãо возäуøноãо потока.
Дëя восприятия инфорìаöии о векторе скорости

резуëüтируþщеãо возäуøноãо потока вихревой ко-
ëонны несущеãо винта преäëаãается испоëüзоватü
непоäвижный пространственно распреäеëенный
ìноãофункöионаëüный аэроìетри÷еский приеì-
ник, конструктивная схеìа котороãо привеäена на
рис. 1 [9, 10].
Мноãофункöионаëüный аэроìетри÷еский при-

еìник соäержит непоäвижный ìноãоканаëüный
прото÷ный аэроìетри÷еский приеìник 1, выпоë-
ненный в виäе äвух разнесенных по высоте экрани-
руþщих äисков 2 и 3, ìежäу внутренниìи профиëи-
рованныìи поверхностяìи которых в азиìутаëüной
пëоскости поä оäинаковыìи уãëаìи распоëожены
трубки поëноãо äавëения 4 äëя забора äавëений Pi,

опреäеëяþщих ìоäуëü W и уãоë направëения ψ
вектора ветра W в азиìутаëüной пëоскости на сто-
янке äо запуска сиëовой установки несущеãо винта.
На внутренних поверхностях экранируþщих äи-

сков 2 и 3 распоëожены коëüöевые канаëы 6 äëя за-
бора äроссеëированноãо стати÷ескоãо äавëения Рст.ä
при наëи÷ии ветра. На внутренних профиëирован-
ных поверхностях экранируþщих äисков 2 и 3
распоëожены отверстия 5 äëя забора äавëений Pαi
и Pαi – 1, опреäеëяþщих уãоë ветра в вертикаëüной
пëоскости.
Дëя восприятия аэроìетри÷еской инфорìаöии

при запуске сиëовой установки и вращении несу-
щеãо винта, на режиìе руëения и ìаневрирования
вертоëета по зеìëе и на взëетно-посаäо÷ных режи-
ìах, коãäа непоäвижный ìноãофункöионаëüный
аэроìетри÷еский приеìник нахоäится в створе вих-
ревой коëонны несущеãо винта, на наружной по-
верхности экранируþщеãо äиска 3 установëен äопоë-
нитеëüный аэроìетри÷еский приеìник 7 в виäе
поëусферы с äиаìетроì, равныì äиаìетру верхнеãо
экранируþщеãо äиска. На поверхности поëусферы
на оси сиììетрии распоëожено отверстие, явëяþ-
щееся приеìникоì поëноãо äавëения РпΣ резуëü-
тируþщеãо возäуøноãо потока вихревой коëонны.
В пëоскости, параëëеëüной пëоскости сиììетрии
вертоëета, поä уãëоì ϕ01 к оси сиììетрии сиììет-
ри÷но распоëожены отверстия, явëяþщиеся при-
еìникаìи äавëений Р1 и Р2. В пëоскости, перпен-
äикуëярной пëоскости сиììетрии вертоëета, поä
уãëоì ϕ02 к оси сиììетрии распоëожены отверс-
тия, явëяþщиеся приеìникаìи äавëений Р3 и Р4.
Перпенäикуëярно оси сиììетрии сфери÷ескоãо

Рис. 1. Конструктивная схема неподвижного многофункци-
онального аэрометрического приемника
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приеìника на еãо поверхности, наприìер по окруж-
ности, распоëожены отверстия, явëяþщиеся приеì-
никаìи стати÷ескоãо äавëения РстΣ резуëüтируþ-
щеãо возäуøноãо потока вихревой коëонны.

Функциональная схема и алгоритмы 
обработки информации бортовой системы 
измерения параметров вектора ветра

Давëения Р1 и Р2, Р3 и Р4, РпΣ и РстΣ, восприни-
ìаеìые äопоëнитеëüныì аэроìетри÷ескиì приеì-
никоì, поäкëþ÷ены ко вхоäаì пневìоэëектри÷е-
ских преобразоватеëей 4 (рис. 2), выхоäы которых
÷ерез посëеäоватеëüно соеäиненные ìуëüтипëек-
сор 5 и анаëоãо-öифровой преобразоватеëü 6 поä-
кëþ÷ены к ìикропроöессору 7. На вхоä ìуëüти-
пëексора 5 ÷ерез эëектроизìеритеëüнуþ схеìу 8
также поäкëþ÷ены выхоäы приеìника теìпературы
торìожения TтΣ резуëüтируþщеãо возäуøноãо по-
тока вихревой коëонны несущеãо винта и выхоäы
пневìоэëектри÷еских преобразоватеëей 9, на вхоäы
которых поäаþтся äавëения Pi, Pαi, Pαi – 1, Рст.ä,
восприниìаеìые непоäвижныì ìноãоканаëüныì
прото÷ныì аэроìетри÷ескиì приеìникоì 1. На
вхоä ìуëüтипëексора 5 также поступаþт выхоäные
сиãнаëы äопëеровскоãо изìеритеëя скорости и
уãëа сноса (ДИСС) и спутниковой навиãаöионной
систеìы (СНС).
Выхоä ìикропроöессора явëяется выхоäоì бор-

товой систеìы по ìоäуëþ W и направëениþ ψ (иëи
проäоëüной Wx и боковой Wz составëяþщиì) век-
тора скорости ветра W, а также по ìоäуëþ истин-
ной возäуøной скорости Vв, уãëаì атаки α и скоëü-
жения β, составëяþщиì Vx, Vy, Vz вектора Vв ис-
тинной возäуøной скорости в связанной систеìе
коорäинат.
На стоянке до запуска силовой установки ìо-

äуëü W и уãоë направëения ψ, а сëеäоватеëüно,

проäоëüная Wx и боковая Wz составëяþщие векто-
ра ветра W, а также стати÷еское äавëение  на
высоте Н0 стоянки опреäеëяþтся по äавëенияì Pi
и Рст.ä, восприниìаеìыì посреäствоì трубок поë-
ноãо äавëения 4 и коëüöевоãо приеìника 6 äроссе-
ëированноãо стати÷ескоãо äавëения непоäвижноãо
ìноãоканаëüноãо прото÷ноãо аэроìетри÷ескоãо
приеìника 1 (сì. рис. 1).
Как показано в работе [4], уãëовые характерис-

тики трубок поëноãо äавëения сиììетри÷ны отно-
ситеëüно оси трубок. При этоì уãëовые характе-
ристики трубок поëноãо äавëения с ноìераìи i – 1 и
i + 1 иìеþт то÷ку пересе÷ения, уãëовая коорäината
которой совпаäает с коорäинатой ìаксиìуìа уãëо-
вой характеристики i-й трубки поëноãо äавëения
при Pi = Pi max. Пересекаþщиеся ветви уãëовых ха-
рактеристик (i – 1)-й и (i + 1)-й трубок поëноãо
äавëения иìеþт у÷астки с äостато÷но боëüøой уãëо-
вой протяженностüþ, в преäеëах которой воспри-
ниìаеìые äавëения Рi – 1, Рi и Рi + 1 зависят от уãëа
направëения ψ ветра, набеãаþщеãо на непоäвиж-
ный ìноãоканаëüный прото÷ный аэроìетри÷е-
ский приеìник.
На первоì этапе обработки ìассива äавëений Pi

опреäеëяется ноìер i-й трубки поëноãо äавëения,
в преäеëах которой ëокаëизовано направëение
вектора ветра W. За такуþ i-þ трубку поëноãо äав-
ëения приниìается трубка, в которой зна÷ение из-
ìеренноãо äавëения Pi явëяется наибоëüøей из
всех трубок поëноãо äавëения (ноìера трубок поë-
ноãо äавëения обозна÷аþтся i = 0, 1, 2, 3, ..., n).
При этоì приниìается, ÷то осü трубки поëноãо
äавëения поä ноìероì i = 0 совпаäает с на÷аëоì
исхоäной систеìы коорäинат отс÷ета уãëа направ-
ëения ψ вектора ветра W.
По ноìеру i-й трубки поëноãо äавëения, в кото-

рой äавëение Pi наибоëüøее, опреäеëяется первое

PH0

Рис. 2. Функциональная схема бортовой системы измерения параметров вектора
ветра

прибëижение ψmi уãëовой коорäина-
ты направëения вектора скорости
ветра W в соответствии с соотноøе-

ниеì ψmi = i, ãäе n — ÷исëо рас-

поëоженных поä оäинаковыì уãëоì
трубок поëноãо äавëения (как прави-
ëо n = 6 иëи n = 8).
Дëя опреäеëения то÷ноãо зна÷ения

уãëовой коорäинаты ψ вектора скоро-
сти ветра осуществëяется преобра-
зование реаëüной уãëовой характе-
ристики трубок поëноãо äавëения
в äруãуþ систеìу коорäинат путеì
ввеäения безразìерной уãëовой
коорäинаты θ, на÷аëо которой сов-
паäает с то÷кой пересе÷ения сìеж-
ных ветвей уãëовых характеристик
(i – 1)-й и (i + 1)-й трубок поëноãо
äавëения.
Тоãäа второе прибëижение уãëо-

вой коорäинаты ψ вектора скорости

360
n

-------
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ветра W в исхоäной систеìе коорäинат буäет оп-
реäеëятüся выражениеì

ψ = ψmi ± (θmax – θx)t0, (2)

ãäе t0 — коорäинатный øаã спëайн-функöии, ре-
аëизуþщей аппроксиìируþщий поëиноì Pi = f (θ)
в безразìерной систеìе коорäинат (наприìер, при
n = 6 t0 = 60°); θx и θmax — безразìерные коорäинаты
уãëовоãо поëожения i-й трубки поëноãо зна÷ения и
поëожения трубки, соответствуþщей äавëениþ Pi max.
Дëя опреäеëения ìоäуëя W вектора ветра по по-

ëу÷енноìу зна÷ениþ θmax безразìерноãо уãëовоãо
поëожения i-й трубки поëноãо äавëения вы÷исëя-
ется зна÷ение äавëения Pi max, соответствуþщее сов-
паäениþ направëения вектора скорости ветра с
осüþ i-й трубки поëноãо äавëения [4].
По поëу÷енноìу зна÷ениþ Pi max опреäеëяется

÷исëенное зна÷ение ìоäуëя W скорости ветра с ис-
поëüзованиеì выражения виäа [11]

W =  =

= , (3)

ãäе  = ρ0  — пëотностü возäуха на высоте

стоянки Н0;  и  — стати÷еское äавëение и

абсоëþтная теìпература на высоте стоянки Н0;
Р0 = 760 ìì рт. ст. = 101 325 Па, Т0 = 288,15 К и

ρ0 = 1,225 кã/ì3 — стати÷еское äавëение, абсоëþтная
теìпература и пëотностü возäуха на высоте Н = 0
станäартной атìосферы.
Стати÷еское äавëение  и абсоëþтная теìпера-

тура  на высоте стоянки Н0 вертоëета опреäе-
ëяþтся по стати÷ескоìу äавëениþ Рст.ä, восприни-
ìаеìоìу непоäвижныì прото÷ныì аэроìетри÷е-
скиì приеìникоì 1 (сì. рис. 1), и по показанияì
приеìника теìпературы торìожения Тт.
При рулении и маневрировании по земной поверхно-

сти, на взлетно-посадочных режимах, в том числе
на режиме висения, äëя опреäеëения параìетров век-
тора ветра W и вектора истинной возäуøной ско-
рости Vв вертоëета испоëüзуется инфорìаöия
аэроäинаìи÷ескоãо поëя вихревой коëонны несуще-
ãо винта. За ìеру составëяþщих вектора ветра W и
вектора истинной возäуøной скорости Vв вертоëета
приниìаþтся уãëы ϕ1 и ϕ2, опреäеëяþщие уãëовое
поëожение вектора скорости VΣ резуëüтируþщеãо
возäуøноãо потока вихревой коëонны несущеãо
винта относитеëüно осей непоäвижноãо ìноãо-
функöионаëüноãо аэроìетри÷ескоãо приеìника,

которое реãистрируется ортоãонаëüно распоëо-
женныì приеìникоì äавëений P1 и P2, P3 и P4 на
поверхности поëусфери÷ескоãо приеìника.
Дëя конкретноãо ìеста установки непоäвижно-

ãо ìноãофункöионаëüноãо аэроìетри÷ескоãо при-
еìника на фþзеëяже вертоëета составëяþщие Vix,
Viy, Viz вектора инäуктивноãо потока Vi в связанной
систеìе коорäинат ìожно опреäеëитü как [6]

(4)

ãäе kix, kiy, kiz — безразìерные коэффиöиенты, зави-
сящие от ìоäуëя вектора скорости Vв, уãëа атаки α,
уãëа скоëüжения β и äруãих параìетров поëета вер-
тоëета, опреäеëяеìые по резуëüтатаì ëетных испы-

таний систеìы на вертоëете; |Vi0| =  — ìо-

äуëü вектора скорости Vi инäуктивноãо потока на ре-
жиìе висения (Vв = 0); G — текущий вес вертоëета;

ny — норìаëüная переãрузка; ρH = ρ0 — пëот-

ностü возäуха на высоте поëета Н; РН и ТН —
стати÷еское äавëение и теìпература на высоте Н; F —
пëощаäü, оìетаеìая несущиì винтоì вертоëета; χ —
коэффиöиент запоëнения несущеãо винта.
Поскоëüку непоäвижный ìноãофункöионаëü-

ный аэроìетри÷еский приеìник распоëожен на
фþзеëяже на опреäеëенноì раäиус-векторе R от
öентра ìасс вертоëета, то при вращении вертоëета
относитеëüно öентра ìасс иìеет ìесто кинеìати-
÷еское искажение вектора скорости V невозìу-
щенноãо возäуøноãо потока, набеãаþщеãо на при-
еìник, и проекöии кинеìати÷ески искаженноãо
вектора Vк, на оси связанной систеìы коорäинат
опреäеëяþтся как

(5)

ãäе x, y, z — коорäинаты ìеста установки приеì-
ника; ωx, ωy, ωz — уãëовые скорости вращения вер-
тоëета относитеëüно связанной систеìы коорäинат.
Тоãäа по äавëенияì Р1 и Р2, Р3 и Р4, РпΣ и РстΣ

и по теìпературе торìожения ТтΣ посëе их преобра-
зования в эëектри÷еские сиãнаëы с поìощüþ
пневìоэëектри÷еских преобразоватеëей 4 и 8 и
ввоäа ÷ерез ìуëüтипëексор 5 и анаëоãо-öифровой
преобразоватеëü 6 в ìикропроöессор 7 (сì. рис. 2)
параìетры вектора истинной возäуøной скорости Vв
вертоëета при руëении и ìаневрировании по зеìной

2
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Vix = kix|Vi0|;
Viy = kiy|Vi0|;
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Vкx = Vx + (ωyz – ωxy);
Vкy = Vy + (ωzx – ωxz);
Vкz = Vz + (ωxy – ωyx),
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поверхности и на взëетно-посаäо÷ных режиìах вы-
÷исëяþтся в соответствии с уравненияìи виäа [8]

(6)

При наëи÷ии на вертоëете приеìника СНС
ìожно опреäеëитü скоростü Vр äвижения вертоëета
по зеìной поверхности, в соответствии с которой
вы÷исëяется скоростü ветра

W = Vв ± Vр (7)

при руëении и ìаневрировании вертоëета по зеìëе.
Направëение ψ вектора ветра W буäет опреäе-

ëятüся зна÷ениеì уãëа скоëüжения β = ψ.
Испоëüзуя инфорìаöиþ о ìоäуëе путевой ско-

рости Vп и уãëу сноса ψс вертоëета от ДИСС и ин-
форìаöиþ о составëяþщих вектора истинной воз-
äуøной скорости, ìожно опреäеëитü ìоäуëü W и
направëение ψ вектора ветра W иëи проäоëüнуþ
Wx и боковуþ Wz составëяþщие вектора ветра на
взëетно-посаäо÷ных режиìах:

Ψ = β + ψс; Wx = Vx – Vпcosψ;

Wz = Vz – Vпsinψ; W = . (8)

Разработка и трубные испытания 
экспериментального образца системы 
измерения параметров вектора ветра

В соответствии с выработанныìи рекоìенäа-
öияìи по выпоëнениþ непоäвижноãо ìноãофунк-
öионаëüноãо аэроìетри÷ескоãо приеìника и рас-
сìотренныìи аëãоритìаìи обработки перви÷ной
аэроìетри÷еской инфорìаöии разработан и изãо-

товëен экспериìентаëüный образеö систеìы изìе-
рения параìетров вектора ветра на стоянке, стар-
товых и взëетно-посаäо÷ных режиìах вертоëета,
общий виä котороãо привеäен на рис. 3.
В öеëях опреäеëения основных характеристик

провеäены испытания экспериìентаëüноãо образöа
систеìы в аэроäинаìи÷еской трубе Т3-К кафеäры
аэроäинаìики Казанскоãо наöионаëüноãо иссëеäо-
ватеëüскоãо техни÷ескоãо университета иì. А. Н. Ту-
поëева-КАИ, зареãистрированной в Госуäарствен-
ноì реестре среäств изìерений (№ 22835-02).
Проãраììа испытаний преäусìатриваëа äва режи-
ìа: режиì, соответствуþщий режиìу стоянки äо
запуска сиëовой установки вертоëета, и режиì, со-
ответствуþщий стартовыì и взëетно-посаäо÷ныì
режиìаì. При варüировании скорости возäуøноãо
потока в рабо÷еì поëе аэроäинаìи÷еской трубы от
Vmin = 10 кì/÷ (2,8 ì/с) äо Vmax = 90 кì/÷ (25 ì/с)
с интерваëоì 10 кì/÷, изìеняя поëожение непо-
äвижноãо ìноãофункöионаëüноãо аэроìетри÷ескоãо
приеìника в äиапазоне изìенения азиìутаëüноãо
уãëа направëения ветра, равноãо ±180°, опреäеëяëи
скоростные и уãëовые характеристики экспери-
ìентаëüноãо образöа систеìы.
На рис. 4 (сì. третüþ сторону обëожки) иëëþ-

стрируется установка äат÷ика возäуøных сиãнаëов
экспериìентаëüноãо образöа бортовой систеìы из-
ìерения параìетров вектора ветра в рабо÷еì поëе
аэроäинаìи÷еской трубы на режиìе, соответствуþ-
щеì режиìу стоянки äо запуска сиëовой установки.
На рис. 5 привеäены экспериìентаëüная уãëо-

вая характеристика канаëа уãëа направëения век-
тора ветра (уãëа скоëüжения β) и ее откëонение
Δβ = Δψ от рас÷етной (заäаваеìой уãëоì поворота
приеìника) при скорости V = 50 кì/÷ (13,9 ì/с).
Как показаëи резуëüтаты испытаний экспери-

ìентаëüноãо образöа систеìы в аэроäинаìи÷еской
трубе, инструìентаëüная поãреøностü канаëа изìе-
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Рис. 3. Общий вид и состав экспериментального образца систе-
мы измерения параметров вектора ветра:
1 — äат÷ик возäуøных сиãнаëов; 2 — эëектронный бëок; 3 —
устройство анаëоãо-öифровоãо преобразования и переäа÷и
öифровых сиãнаëов; 4 — проìыøëенный ноутбук
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рения скорости ветра на стоянке äо запуска сиëо-
вой установки с вероятностüþ 0,95 не превыøает
ΔW = ±0,55...0,83 ì/с, уãëа направëения вектора
ветра — Δψ = ±1,5...2°.
На рис. 6 (сì. третüþ сторону обëожки) показано

поëожение äат÷ика возäуøных сиãнаëов экспери-
ìентаëüноãо образöа бортовой систеìы изìерения
параìетров вектора ветра в рабо÷еì поëе аэроäи-
наìи÷еской трубы на режиìе, соответствуþщеì
взëетно-посаäо÷ныì режиìаì вертоëета, коãäа в
ка÷естве исто÷ника инфорìаöии испоëüзуется ре-
зуëüтируþщий возäуøный поток вихревой коëон-
ны несущеãо винта.
При провеäении испытаний в аэроäинаìи÷е-

ской трубе на режиìе, иìитируþщеì взëетно-по-
саäо÷ные режиìы вертоëета, опреäеëяþтся уãëо-
вые характеристики äат÷ика возäуøных сиãнаëов,
опреäеëяþщих поëожение непоäвижноãо поëу-
сфери÷ескоãо приеìника относитеëüно направëе-
ния набеãаþщеãо возäуøноãо потока аэроäинаìи-
÷еской трубы, в вертикаëüной пëоскости изìене-
ния уãëа ϕ1 и в азиìутаëüной пëоскости изìенения
уãëа ϕ2, при разäеëüноì их изìенении и при оäно-
вреìенноì изìенении обоих уãëов (иìитируþщеì
изìенение уãëов крена и танãажа вертоëета).
Как показаëи трубные испытания, на взëетно-по-

саäо÷ных режиìах и при поëете на ìаëых скорос-
тях, коãäа äат÷ик возäуøных сиãнаëов нахоäится в
створе вихревой коëонны несущеãо винта, инстру-
ìентаëüные поãреøности изìерения проäоëüной
Vx и боковой Vz составëяþщих вектора истинной
возäуøной скорости не превыøаþт ΔVx = ΔVz =
= ±2...4 кì/÷ и в зна÷итеëüной степени опреäеëяþт
поãреøности опреäеëения параìетров вектора вет-
ра с у÷етоì высокой то÷ности изìерения скорости
руëения Vр и путевой скорости ДИСС и СНС.

Заключение

Испоëüзование инфорìаöии аэроäинаìи÷ескоãо
поëя вихревой коëонны несущеãо винта, ее восприя-

тие с поìощüþ непоäвижноãо ìноãофункöионаëü-
ноãо аэроìетри÷ескоãо приеìника и разработанные
аëãоритìы позвоëяþт обеспе÷итü поìехоустой÷и-
вое изìерение скорости и уãëа направëения ветра
относитеëüно проäоëüной оси вертоëета на стоянке,
при руëении и ìаневрировании по зеìной поверх-
ности, при взëете, на режиìах снижения, висения
и посаäки.
Как показаëи трубные испытания экспериìен-

таëüноãо образöа систеìы изìерения параìетров
ветра, инструìентаëüные поãреøности по канаëу
скорости ветра с вероятностüþ Р = 0,95 не превы-
øает ΔW = ± 0,83 ì/с, по канаëу уãëа скоëüжения
в äиапазоне ± 180° — Δψ = ± 2°, ÷то уäовëетворяет
требованияì РЛЭ и позвоëяет экипажу обеспе÷итü
безопасностü экспëуатаöии вертоëета на стоянке,
стартовых и взëетно-посаäо÷ных режиìах.
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In order to ensure safe operation of a helicopter in a parking lot before the start of its power plant and promotion of the
main rotor when taxiing and maneuvering on the earth's surface (the starting mode), at the stages of take-off, lowering, hovering
and landing (take-off and landing modes), the crew needs reliable information about the current velocity and direction angle
of the wind vector in relation to the longitudinal axis of the helicopter. However, if we set the known measurement of the wind
vector on board of a helicopter, the inductive flows have a significant impact on the work of the vortex column of the main
rotor, which limits the ability to measure. The authors consider the potential of the use for the purposes of measurement of the
information aerodynamic field of the vortex column of the main rotor and its perception using the stationary multifunctional
receiver. They also consider the theoretical basis for the formation and perception of the velocity of the resulting air flow of
the vortex column of the main rotor by using a multifunctional aerometric receiver, functional diagram of the system and the
algorithms for determination of the parameters of the wind vector in the take-off and landing modes of a helicopter. The methodology
and the results of development and testing of the experimental model of the system for measurement of the wind vector in a
wind tunnel are presented.

Keywords: helicopter, wind, parameters, measurement, system, construction, experimental model, pipe test

Acknowledgements: The work was implemented as a part of the ba-
sic tasks in the field of the scientific activities of the Ministry of Ed-
ucation of the Russian Federation № 2014/55 (NCI number 990).

For citation:
Nikitin A. V., Soldatkin V. V., Soldatkin V. M. Construction and

Experimental Research of the System for Measurement of the Wind
Vector Parameters in the Starting, Take-off and Landing Modes of
a Helicopter, Mekhatronika, Avtomatizatsiya, Upravlenie, 2016, vol. 17,
no. 8, pp. 560—565.

DOI: 10.17587/mau.17.560-565

References

1. Rukovodstvo po letnoi ekspluatatsii vertoleta Mi-8 (The aircraft
flight manual of the Mi-8 (edition 4th)), Moscow, The Authority,
1996, 554 p. (in Russian).

2. Erusalimsky A. M., Egorov V. N. Ekipazham vertoletov infor-
matsionnuyu podderzhku (To the crews of helicopter information sup-
port), Aviasoyuz, 2011, no. 2, pp. 24—26.

3. Afinogenov L. P., Romanov E. V. ed. Pribory i ustanovki dlya
meteorologicheskikh izmerenii na aerodromakh (Instruments and sys-
tems for meteorological measurements at aerodromes), Leningrad,
Gidrometeoizdat, 1981, 448 p. (in Russian).

4. Soldatkin V. M. Metody i sredstva izmereniya aerodinamicheskikh
uglov letatel'nykh apparatov (Methods and means for measurement of
aerodynamic angles of the aircraft), Kazan, Publishing house of Ka-
zan state technical university press, 2001, 448 p. (in Russian).

5. Azbukin A. A., Matusevich A. Y., Kobzov A. A., Korol'kov V. A.,
Tikhomirov A. A., Shelevoi V. D. Avtomaticheskie meteostantsii AMK-03
i ikh modifikatsii (Automatic weather station AMK-03 and their mo-
difications), Sensors and Systems, 2012, no. 3, pp. 42—52 (in Russian).

6. Soldatkin V. V. Sistema vozdushnykh signalov vertoleta na osnove
nepodvizhnogo aerometricheskogo priemnika i informatsii aerodi-
namicheskogo polya vikhrevoi kolonny nesushchego vinta (System air
signals helicopter's on the basis stationary aerometric receiver and in-
formation aerodynamic field of vortex column of main rotor), Kazan,
Publishing house of Kazan State Technical University, 2012, 284 p.
(in Russian).

7. Nikitin A. V., Soldatkin V. V., Soldatkin V. M. Sistema izme-
reniya parametrov vektora vetra na startovykh i vzletno-posadochnykh
rezhimakh vertoleta (System for measuring of parameters of the vector
wind on the take-off and landing modes of helicopter), Mekhatronika,
Avtomatizatsiya, Upravlenie, 2013, no. 6, pp. 64—70 (in Russian).

8. Nikitin A. V., Soldatkin V. M. Sistema izmereniya parametrov
vektora vetra na startovykh i vzletno-posadochnykh rezhimakh vertoleta
(System for measuring wind vector and true air speed of helicopter),
Sensors and Systems, 2015, no. 4, pp. 48—54 (in Russian).

9. RF patent for invention № 2426995, IPC G 01 P 5/00. Mea-
surement of low airspeeds of helicopter, V. V. Soldatkin, V. M. Soldat-
kin, N. A. Porunov, N. N. Makarov, V. P. Belov, D. A. Istomin.
Statement 23.11.2009. Publ. 20.08.2011. Bull. No. 23 (in Russian).

10. RF patent for invention № 2427844, IPC G 01 P 5/14. System
air signals of helicopter, V. V. Soldatkin, V. M. Soldatkin, Porunov A. A.,
Nikitin A. V., Makarov N. N., Kozhevnikov V. I., Belov V. P., Is-
tomin D. A. Statement 09.06.2010. No. 20102427844. Publ.
27.08.2011. Bull. No. 24 (in Russian).

11. Porunov A. A., Soldatkin V. V., Soldatkin V. M. Metodologiya
postroeniya i modeli informativnykh signalov nepodvizhnogo mnogoka-
nal'nogo protochnogo aerometricheskogo priemnika sistemy vozdush-
nykh signalov vertoleta (Methodology of construction and models of
informative signals of stationary multichannel flowing aerometric re-
ceiver of system air signals helicopter), Izvestiya Vuzov. Aviation
equipment, 2010, no. 4, pp. 58—63 (in Russian).



Мехатроника, автоматизация, управление, Том 17, № 8, 2016 567

УДК 521.1, 629 DOI: 10.17587/mau.17.567-575

Я. Г. Сапунков, канд. физ.-мат. наук, доц., ChelnokovYuN@gmail.com,
Ю. Н. Челноков, д-р физ.-мат. наук, проф., зав. лаб., ChelnokovYuN@gmail.com,

Институт проблем точной механики и управления РАН, г. Саратов,
Саратовский национальный исследовательский государственный университет им. Н. Г. Чернышевского

Исследование задачи оптимальной переориентации
орбиты космического аппарата посредством ограниченной 

или импульсной реактивной тяги, ортогональной плоскости орбиты. 
Часть 1

Введение

В работе с испоëüзованиеì кватернионноãо äиф-
ференöиаëüноãо уравнения ориентаöии орбиты кос-
ìи÷ескоãо аппарата (КА) и принöипа ìаксиìуìа
Понтряãина изу÷ается заäа÷а оптиìаëüной переори-
ентаöии орбиты КА с поìощüþ реактивной тяãи,
ортоãонаëüной пëоскости оскуëируþщей орбиты.
Частныì сëу÷аеì этой заäа÷и явëяется хороøо из-
вестная и иìеþщая боëüøое практи÷еское зна÷ение
заäа÷а коррекöии уãëовых эëеìентов орбиты КА,
коãäа изìенения уãëовых эëеìентов орбиты в про-
öессе управëения иìеþт ìаëые зна÷ения. Испоëüзо-
вание управëения, ортоãонаëüноãо пëоскости оску-
ëируþщей орбиты КА, позвоëяет корректироватü
эëеìенты орбиты КА, сохраняя форìу и разìеры
орбиты КА неизìенныìи. Это öенное свойство изу-
÷аеìоãо проöесса переориентаöии орбиты КА явëя-
ется поëезныì как при реøении заäа÷и коррекöии
уãëовых эëеìентов орбиты КА, так и äруãих заäа÷
ìеханики косìи÷ескоãо поëета, наприìер, при уп-
равëении конфиãураöией ãруппировки спутников.
Коìбинированный функöионаë, опреäеëяþщий

ка÷ество проöесса управëения, преäставëяет собой
свертку с весовыìи ìножитеëяìи äвух критериев:
вреìени и суììарноãо иìпуëüса реактивной тяãи,
затра÷енных на проöесс управëения (÷астные сëу÷аи
этоãо функöионаëа — сëу÷ай быстроäействия и
сëу÷ай ìиниìизаöии характеристи÷еской скорости).
Рассìотрены сëу÷аи оптиìаëüной переориентаöии
орбиты КА с поìощüþ оãрани÷енной иëи иì-
пуëüсной реактивной тяãи.
Изëаãается неëинейная теория реøения заäа÷и

оптиìаëüной переориентаöии орбиты КА в непре-
рывной и иìпуëüсной постановках (с испоëüзова-
ниеì оãрани÷енной (ìаëой) иëи иìпуëüсной (боëü-

øой) тяãи). Привоäятся аëãоритìы ÷исëенноãо ре-
øения краевых заäа÷ оптиìаëüной иìпуëüсной
переориентаöии орбиты КА, испоëüзуþщие äëя
описания ориентаöии орбиты КА кватернионный
оскуëируþщий эëеìент ориентаöии орбиты, äëя не-
фиксированноãо ÷исëа иìпуëüсов реактивной тяãи.
Привоäятся и анаëизируþтся приìеры ÷исëен-

ноãо реøения краевых заäа÷ оптиìаëüной пере-
ориентаöии орбиты КА с оãрани÷енной иëи иì-
пуëüсной реактивной тяãой äëя разëи÷ных зна÷е-
ний весовых ìножитеëей в функöионаëе ка÷ества
проöесса управëения. В ÷астности, привоäятся
приìеры ÷исëенноãо реøения заäа÷ в сëу÷ае ìи-
ниìизаöии характеристи÷еской скорости КА.
Отìетиì, ÷то при реøении заäа÷и оптиìаëüной

переориентаöии орбиты КА в иìпуëüсной поста-
новке в соответствии с известной ìетоäоëоãией ре-
øения заäа÷ оптиìаëüных иìпуëüсных переëетов
КА наìи испоëüзуþтся кватернионные уравнения
и соотноøения, поëу÷енные в этой заäа÷е с поìо-
щüþ принöипа ìаксиìуìа Понтряãина в непрерыв-
ной постановке (äëя оãрани÷енной (ìаëой) тяãи),
и соответствуþщие преäеëüные перехоäы в этих
уравнениях. Поэтоìу в первой ÷асти наøей работы
преäваритеëüно изëаãается известная кватернион-
ная постановка заäа÷и оптиìаëüной переориента-
öии орбиты КА посреäствоì оãрани÷енной тяãи,
ортоãонаëüной пëоскости орбиты КА, принаäëежа-
щая автораì работы, привоäятся основные уравне-
ния и соотноøения, поëу÷енные при реøении этой
заäа÷и с поìощüþ äифференöиаëüных уравнений,
соäержащих кватернионное äифференöиаëüное
уравнение ориентаöии орбиты КА, и принöипа
ìаксиìуìа Понтряãина.
В первой ÷асти наøей работы привоäится также

обзор работ по äифференöиаëüныì уравненияì

С использованием кватернионного дифференциального уравнения ориентации орбиты космического аппарата (КА) и принципа
максимума Понтрягина изучается задача оптимальной переориентации орбиты КА с помощью ограниченной или импульсной ре-
активной тяги, ортогональной плоскости оскулирующей орбиты. В первой части статьи приводится обзор работ по дифферен-
циальным уравнениям ориентации орбиты космического аппарата и изучаемой проблеме оптимальной переориентации орбиты КА
в инерциальной системе координат посредством реактивной тяги, ортогональной плоскости оскулирующей орбиты КА. Излага-
ется теория решения задачи оптимальной переориентации орбиты КА с использованием кватернионного дифференциального урав-
нения ориентации орбиты КА в нелинейной непрерывной постановке (с использованием ограниченной (малой) тяги).
Ключевые слова: космический аппарат, ориентация орбиты, ограниченная (малая) и импульсная (большая) реактивные тяги, оп-

тимальное управление, кватернион
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ориентаöии орбиты косìи÷ескоãо аппарата и изу-
÷аеìой пробëеìе оптиìаëüной переориентаöии
орбиты КА посреäствоì реактивной тяãи, ортоãо-
наëüной пëоскости оскуëируþщей орбиты.
Во второй ÷асти работы изëаãается новая теория

реøения заäа÷и оптиìаëüной переориентаöии ор-
биты КА с поìощüþ иìпуëüсной (боëüøой) реак-
тивной тяãи, ортоãонаëüной пëоскости орбиты.
Привоäятся структура и аëãоритìы реøения заäа-
÷и оптиìаëüной переориентаöии орбиты КА в иì-
пуëüсной постановке, а также привоäятся и анаëи-
зируþтся приìеры ÷исëенноãо реøения краевых
заäа÷ оптиìаëüной переориентаöии орбиты КА с
испоëüзованиеì оãрани÷енной (ìаëой) иëи иì-
пуëüсной (боëüøой) реактивной тяãи.

Дифференциальные уравнения
ориентации орбиты КА и задача 

оптимальной переориентации орбиты КА

Буäеì с÷итатü, ÷то вектор ускорения u* от тяãи
реактивноãо äвиãатеëя во все вреìя управëяеìоãо
äвижения КА направëен ортоãонаëüно пëоскости
оскуëируþщей орбиты, т.е. ортоãонаëüно раäиус-
вектору r и вектору v скорости öентра ìасс КА
(коëëинеарно вектору с = r Ѕ v ìоìента скорости
öентра ìасс КА). Тоãäа äифференöиаëüные урав-
нения äвижения öентра ìасс КА в нüþтоновскоì
ãравитаöионноì поëе, описываþщие изìенение раз-
ìеров и форìы ìãновенной орбиты КА, интеãри-
руþтся, äавая уравнение кони÷ескоãо се÷ения. По-
этоìу управëяеìое äвижение öентра ìасс КА в
этоì сëу÷ае описывается äифференöиаëüныìи
уравненияìи, описываþщиìи изìенение ìãно-
венной ориентаöии орбиты КА иëи испоëüзуеìой
(наприìер, орбитаëüной) вращаþщейся систеìы
коорäинат, в которой записываþтся исхоäные урав-
нения äвижения öентра ìасс КА, и äифференöиаëü-
ныì уравнениеì äëя истинной аноìаëии, характе-
ризуþщей поëожение öентра ìасс КА на орбите.
Орбита КА в проöессе такоãо управëения äви-

жениеì öентра ìасс КА не ìеняет своей форìы и
своих разìеров, а повора÷ивается в пространстве
поä äействиеì управëения u* как неизìеняеìая
(неäефорìируеìая) фиãура.
Движение öентра ìасс КА буäеì рассìатриватü

в инерöиаëüной систеìе коорäинат X — ãеоöент-
ри÷еской экваториаëüной систеìе коорäинат
OX1X2X3 (X) c на÷аëоì в öентре O притяжения Зеìëи.
Осü OX3 этой систеìы коорäинат направëена вäоëü
оси суто÷ноãо вращения Зеìëи, оси OX1 и OX2 ëежат
в пëоскости экватора Зеìëи, осü OX1 направëена
в то÷ку весеннеãо равноäенствия äëя Зеìëи, осü OX2
äопоëняет систеìу äо правой тройки векторов.
Ввеäеì также в рассìотрение систеìу коорäи-

нат ξ, связаннуþ с пëоскостüþ и периöентроì ор-
биты КА. На÷аëо этой систеìы коорäинат нахо-
äится в öентре O (иëи в периöентре орбиты), осü ξ1
направëена вäоëü раäиуса-вектора периöентра ор-
биты, осü ξ3 перпенäикуëярна пëоскости орбиты

и иìеет направëение постоянноãо по ìоäуëþ век-
тора c ìоìента скорости öентра ìасс КА относитеëü-
но öентра O, а осü ξ2 образует правуþ тройку с осяìи
ξ1 и ξ3. Ориентаöия систеìы коорäинат ξ в инер-
öиаëüной систеìе коорäинат X характеризует со-
бой ориентаöиþ орбиты КА в инерöиаëüноì про-
странстве и траäиöионно заäается треìя уãëовыìи
оскуëируþщиìи эëеìентаìи орбиты [1, 2]: äоëãотой
восхоäящеãо узëа Ωu, накëоноì орбиты I и уãëо-
выì расстояниеì периöентра от узëа ωπ.
Дифференöиаëüные уравнения, описываþщие

ìãновеннуþ ориентаöиþ орбиты КА в инерöиаëü-
ной систеìе коорäинат в уãëовых эëеìентах орбиты
в рассìатриваеìоì сëу÷ае ортоãонаëüности векто-
ра реактивной тяãи пëоскости оскуëируþщей ор-
биты КА, иìеþт виä [1, 2]

(1)

ãäе ϕ — истинная аноìаëия (уãëовая переìенная,
отс÷итываеìая в пëоскости орбиты от ее периöент-
ра и характеризуþщая поëожение КА на орбите);
r = |r| — ìоäуëü раäиус-вектора öентра ìасс КА;
p* и e — параìетр и эксöентриситет орбиты; с = |с| =
= |r Ѕ v| — постоянная пëощаäей (ìоäуëü вектора
ìоìента скорости v öентра ìасс КА); u* — проек-
öия вектора ускорения u* на направëение вектора
ìоìента скорости öентра ìасс КА (аëãебраи÷еская
веëи÷ина реактивноãо ускорения, перпенäикуëяр-
ноãо пëоскости оскуëируþщей орбиты КА).
Заäа÷а переориентаöии орбиты КА в уãëовых

переìенных форìуëируется сëеäуþщиì образоì:
требуется построитü управëение u*, перевоäящее
орбиту, изìенение ориентаöии которой описыва-
ется уравненияìи (1), из заäанноãо на÷аëüноãо по-
ëожения

Ωu = Ωu(t0) = , I = I(t0) = I0,

ωπ = ωπ(t0) = , I 0 ≠ 0, π

в требуеìое коне÷ное поëожение

Ωu = Ωu(t1) = , I = I(t1) = I*,

ωπ = ωπ(t1) = , I * ≠ 0, π.

При этоì äоëжен ìиниìизироватüся выбран-
ный функöионаë ка÷ества проöесса переориента-
öии орбиты КА.
Частный сëу÷ай этой заäа÷и рассìатриваëся

в работах Ю. М. Копнина [3], В. Н. Лебеäева [4],
М. З. Борщевскоãо, М. В. Иосëови÷а [5], Г. Л. Гроä-
зовскоãо, Ю. Н. Иванова, В. В. Токарева [6], Д. Е. Охо-
öиìскоãо, Ю. Г. Сихаруëиäзе [7].
В работе В. Н. Лебеäева [4] изу÷аëся поворот

пëоскости окоëозеìной круãовой орбиты с по-
ìощüþ тяãи, норìаëüной к ìãновенной пëоскости

dΩu/dt = (r/c)u*sin(ωπ + ϕ)cosecI,
dI/dt = (r/c)u*cos(ωπ + ϕ),
dωπ/dt = –(r/c)u*sin(ωπ + ϕ)ctgI,

dϕ/dt = c/r2, r = p*/(1 + ecosϕ), c = const,

Ωu
0

ωπ
0

Ωu*

ωπ*
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орбиты, с испоëüзованиеì усреäненных уравнений
в уãëовых эëеìентах орбиты.
В работе Г. Л. Гроäзовскоãо, Ю. Н. Иванова,

В. В. Токарева [6] иссëеäоваëся поворот пëоскости
круãовой орбиты спутника попере÷ной тяãой (тяãой,
направëенной перпенäикуëярно к ìãновенной
пëоскости орбиты, называеìой также в работе [6]
"бинорìаëüной тяãой"). Дëя описания äвижения
испоëüзованы уравнения (1), записанные в безраз-
ìерных переìенных и иìеþщие в наøих обозна-
÷ениях виä (за безразìерныìи переìенныìи со-
хранены прежние обозна÷ения разìерных пере-
ìенных)

dΩu/dt = u*sin(ωπ + ϕ)cosecI,

dI/dt = u*cos(ωπ + ϕ),

d(ωπ + ϕ)/dt = 1 – u*sin(ωπ + ϕ)ctgI.

Заäа÷а рассìатриваëасü в преäпоëожении, ÷то
на÷аëüная орбита спутника ëежит в пëоскости эк-
ватора и ÷то требуеìый накëон орбиты явëяется
ìаëыì (поэтоìу в äаëüнейøеì поëаãаëосü sin I ≈ I,
cos I ≈ 1).
В работе Д. Е. Охоöиìскоãо, Ю. Г. Сихаруëиäзе

[7] рассìатриваëасü заäа÷а поворота пëоскости ос-
куëируþщей орбиты КА с поìощüþ "бинорìаëü-
ной сиëы", созäаþщей "бинорìаëüное ускорение",
с испоëüзованиеì уравнений äëя уãëовых оскуëи-
руþщих эëеìентов (1). Рассìотрение оãрани÷ива-
ется сëу÷аеì круãовой орбиты, который, по сëоваì
авторов этой работы, быë иссëеäован в работах
Ю. М. Копнина [3] и М. З. Борщевскоãо, М. В. Иос-
ëови÷а [5]. Анаëизируется оптиìаëüный в сìысëе
ìиниìизаöии характеристи÷еской скорости поворот
пëоскости круãовой орбиты на уãоë накëонения
орбиты ΔI за неоãрани÷енное вреìя. Показывается,
÷то äëя ìаëых уãëов поворота ΔI оäноиìпуëüсный
поворот пëоскости орбиты, выпоëняеìый на ëи-
нии узëов, энерãети÷ески эквиваëентен повороту
пëоскости орбиты с поìощüþ "бинорìаëüноãо иì-
пуëüса скорости". Отìетиì, оäнако, ÷то поворот ор-
биты на уãоë ΔI рассìатривается в работе [7] в при-
бëиженной постановке с испоëüзованиеì ëиøü вто-
роãо уравнения систеìы (1) äëя накëонения орбиты.
В статüе С. А. Иøкова и В. А. Роìаненко [8]

рассìатривается вековое изìенение уãëовых эëе-
ìентов орбиты Ωu, I, ωπ поä äействиеì реактивноãо
ускорения, ортоãонаëüноãо пëоскости оскуëируþ-
щей орбиты КА. Эта заäа÷а называется в статüе за-
äа÷ей коррекöии эëеìентов орбиты Ωu, I, ωπ "би-
норìаëüныì реактивныì ускорениеì". Преäпоëа-
ãается, ÷то КА оснащен эëектрореактивныì
äвиãатеëеì с нереãуëируеìой тяãой, работаþщиì
без выкëþ÷ения.
Испоëüзуеìые в статüе [8] исхоäные уравнения

äвижения КА иìеþт виä уравнений в уãëовых эëе-
ìентах (1). Дëя реøения заäа÷и авторы статüи пе-
рехоäят в этих уравнениях к новой независиìой
переìенной (истинной аноìаëии ϕ) по форìуëе

dt = (r2/c)dϕ. Поëу÷енные уравнения, äопоëненные
уравнениеì äëя характеристи÷еской скорости vch,
приниìаþт виä [8]

dΩu/dϕ = u*(p*2/μ)(1 + ecosϕ)–3sin(ωπ + ϕ)cosecI,

dI/dϕ = u*(p*2/μ)(1 + ecosϕ)–3cos(ωπ + ϕ),

dωπ/dϕ = –u*(p*2/μ)(1 + ecosϕ)–3sin(ωπ + ϕ)ctgI,

dvch/dϕ = |u*|(p*2/μ)1/2(1 + ecosϕ)–2,
ãäе μ — постоянная Гаусса.
Грани÷ные усëовия ìаневра коррекöии записы-

ваþтся в виäе

t = t0 = t(ϕ0) = 0, Ωu = Ωu0,

I = I0, ωπ = ωπ0, vch = 0;

t = t1 = t(ϕ1), Ωu = Ωu1,

I = I1, ωπ = ωπ1, vch = vch1 → min.

Заäа÷а реøается с поìощüþ принöипа ìакси-
ìуìа и усреäнения уравнений. Из усреäненных
уравнений поëу÷ен ряä анаëити÷еских соотноøе-
ний äëя опреäеëения затрат характеристи÷еской
скорости в ÷астных сëу÷аях коррекöии оäноãо иëи
äвух эëеìентов орбиты (накëона орбиты, äоëãоты
восхоäящеãо узëа) при усëовии ìаëости изìенения
накëона орбиты и äоëãоты восхоäящеãо узëа. По
сëоваì авторов статüи [8] уравнения заäа÷и опти-
ìизаöии в поëноì объеìе не привеäены и не про-
анаëизированы из-за боëüøой ãроìозäкости урав-
нений äëя сопряженных переìенных.
Такиì образоì, реøение заäа÷и оптиìаëüной

переориентаöии орбиты косìи÷ескоãо аппарата по-
среäствоì реактивной тяãи, ортоãонаëüной пëос-
кости оскуëируþщей орбиты, с поìощüþ уравне-
ний (1) в уãëовых эëеìентах орбиты в строãой не-
ëинейной постановке äостато÷но сëожно в сиëу
неëинейности этих уравнений, наëи÷ия в них осо-
бых то÷ек I = 0, π, а также в сиëу ãроìозäкости
уравнений äëя сопряженных переìенных. Поэтоìу
äëя реøения этой заäа÷и оптиìаëüной переориен-
таöии орбиты КА вìесто уãëовых эëеìентов орби-
ты öеëесообразно испоëüзоватü [9—16] параìетры
Эйëера (Роäриãа—Гаìиëüтона).
Дифференöиаëüные уравнения ориентаöии ор-

биты КА в параìетрах Эйëера иìеþт виä [9—16]

2dΛ0/dt = –Ω1Λ1 – Ω2Λ2; 2dΛ1/dt = Ω1Λ0 – Ω2Λ3;

2dΛ2/dt = Ω2Λ0 + Ω1Λ3; 2dΛ3/dt = Ω2Λ1 – Ω1Λ2;(2)

dϕ/dt = c/r2, r = p*/(1 + ecosϕ), c = const; (3)

Ω1 = (r/c)u*cosϕ, Ω2 = (r/c)u*sinϕ,

ãäе Λj (j = 0, 1, 2, 3) — параìетры Эйëера, харак-
теризуþщие ориентаöиþ орбиты КА (систеìы ко-
орäинат ξ) в инерöиаëüной систеìе коорäинат X;
Ω1, Ω2, Ω3 = 0 — проекöии вектора W ìãновенной
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абсоëþтной уãëовой скорости орбиты на связан-
ные с ней коорäинатные оси Oξi.
Параìетры Эйëера Λj связаны с уãëовыìи эëе-

ìентаìи орбиты соотноøенияìи

(4)

Уравнения (2) в кватернионной записи прини-
ìаþт виä [9—16]

2dL/dt = L é Wξ,
Wξ = Ω1i1 + Ω2i2 = (r/c)u*(cosϕi1 + sinϕi2), (5)

ãäе L = Λ0 + Λ1i1 + Λ2i2 + Λ3i3 — кватернион ориен-
таöии орбиты КА (кватернионный оскуëируþщий
(ìеäëенно изìеняþщийся) эëеìент орбиты КА);
Wξ — отображение вектора W на базис ξ (вектор W
ìãновенной абсоëþтной уãëовой скорости орбиты
направëен вäоëü раäиус-вектора r öентра ìасс КА
и опреäеëяется форìуëой: W = (u*/c) r); i1, i2, i3 —
векторные ìниìые еäиниöы Гаìиëüтона; é — сиì-
воë кватернионноãо уìножения.
Отìетиì, ÷то уравнения (2), (3) иëи (5), (3) —

систеìа пяти неëинейных стаöионарных äифферен-
öиаëüных уравнений первоãо поряäка относитеëü-
но параìетров Эйëера Λj и истинной аноìаëии ϕ.
Эти уравнения, в отëи÷ие от ÷етырех неëинейных
äифференöиаëüных уравнений (1) ориентаöии ор-
биты в уãëовых эëеìентах орбиты Ωu, I, ωπ, не иìеþт
особых то÷ек I = 0, π, к тоìу же при перехоäе в них
от вреìени t к новой независиìой переìенной ϕ в
соответствии с äифференöиаëüныì соотноøениеì
dϕ = (c/r2)dt ìы поëу÷аеì (при u* = u*(ϕ)) систеìу
÷етырех ëинейных нестаöионарных äифференöи-
аëüных уравнений относитеëüно параìетров Эйëе-
ра Λj (в то вреìя как äифференöиаëüные уравне-
ния в уãëовых эëеìентах орбиты остаþтся сущест-
венно неëинейныìи).
Отìетиì также, ÷то систеìа уравнений (2), (3)

ìожет рассìатриватüся как нестаöионарная систеìа
äифференöиаëüных уравнений ÷етвертоãо поряäка
относитеëüно переìенных Λj, так как посëеäнее
уравнение (3) в этой систеìе äëя истинной аноìа-
ëии ϕ интеãрируется в кваäратурах независиìо от
äруãих уравнений, в сиëу ÷еãо переìенная ϕ ìожет
рассìатриватüся как известная функöия вреìени t.
При такоì рассìотрении систеìа уравнения (2)
иëи (5) явëяется (при u* = u*(ϕ)) ëинейной äиф-
ференöиаëüной систеìой.
Указанные обстоятеëüства äеëаþт испоëüзова-

ние уравнений (2), (3) иëи (5), (3) äëя реøения за-
äа÷ переориентаöии орбиты и коррекöии уãëовых
эëеìентов орбиты боëее уäобныì и эффективныì
в сравнении с испоëüзованиеì уравнений в уãëо-
вых оскуëируþщих эëеìентах (1). Такое реøение
заäа÷и переориентаöии орбиты КА в непрерывной
постановке (с испоëüзованиеì оãрани÷енной (ìа-

ëой) тяãи) рассìотрено в работах [17—20]. В них
в ка÷естве функöионаëа ка÷ества проöесса пере-
ориентаöии орбиты КА рассìотрены коìбиниро-
ванный функöионаë, равный взвеøенной суììе
вреìени переориентаöии и интеãраëа от кваäрата
ìоäуëя управëения, а также коìбинированный
функöионаë, равный взвеøенной суììе вреìени
переориентаöии и иìпуëüса управëения (характе-
ристи÷еской скорости) за вреìя переориентаöии
орбиты КА. Поëу÷ены законы оптиìаëüноãо уп-
равëения, уäовëетворяþщие необхоäиìыì усëовияì
принöипа ìаксиìуìа Понтряãина. Построены ус-
ëовия трансверсаëüности, не соäержащие неопре-
äеëенных ìножитеëей Лаãранжа. Сфорìуëирова-
ны соответствуþщие кватернионные äифференöи-
аëüные краевые заäа÷и переориентаöии орбиты КА
с поäвижныì правыì конöоì траектории, описы-
ваеìые систеìаìи неëинейных (äëя первоãо функ-
öионаëа) иëи ëинейных (äëя второãо функöионаëа)
нестаöионарных äифференöиаëüных уравнений
восüìоãо поряäка, в которых роëü независиìой пе-
реìенной иãрает истинная аноìаëия (при испоëü-
зовании вìесто вреìени t в ка÷естве независиìой
переìенной истинной аноìаëии ϕ из рассìотре-
ния искëþ÷ается äифференöиаëüное сопряженное
уравнение, соответствуþщее истинной аноìаëии).
Установëены первые интеãраëы äифференöиаëü-
ных уравнений краевых заäа÷ оптиìизаöии, в тоì
÷исëе их кватернионный первый интеãраë, сущест-
вуþщий äëя ëþбоãо (не тоëüко оптиìаëüноãо) уп-
равëения. Отìетиì, ÷то кватернионное сопряжен-
ное уравнение иìеет форìу кватернионноãо фазо-
воãо уравнения (5), ÷то äеëает äифференöиаëüные
уравнения краевых заäа÷ коìпактныìи и уäобны-
ìи äëя ÷исëенноãо реøения заäа÷и оптиìаëüной
переориентаöии орбиты КА. В этих работах также
привеäены приìеры ÷исëенноãо реøения заäа÷и
оптиìаëüной переориентаöии орбиты КА в непре-
рывных постановках (с испоëüзованиеì оãрани÷ен-
ной (ìаëой) тяãи), выявëены особенности и законо-
ìерности оптиìаëüных траекторий и оптиìаëüных
управëений. Привеäенные в работе [20] приìеры
соäержат как варианты с ìиниìизаöией коìбини-
рованных функöионаëов ка÷ества, так и варианты
с ìиниìизаöией вреìени (сëу÷ай быстроäействия)
иëи характеристи÷еской скорости в отäеëüности.
Отìетиì, ÷то иссëеäованиþ заäа÷и оптиìаëü-

ной переориентаöии орбиты КА в непрерывной
постановке (с испоëüзованиеì äвиãатеëя ìаëой тяãи)
и с испоëüзованиеì кватернионноãо äифференöи-
аëüноãо уравнения ориентаöии орбитаëüной сис-
теìы коорäинат посвящены работы [13, 14, 21—23].
Испоëüзование кватернионноãо äифференöиаëü-
ноãо уравнения ориентаöии орбитаëüной систеìы
коорäинат боëее уäобно при анаëити÷ескоì иссëе-
äовании заäа÷и оптиìаëüной переориентаöии ор-
биты КА в непрерывной постановке, так как оно в
сëу÷ае круãовой орбиты и постоянноãо управëения
явëяется ëинейныì äифференöиаëüныì уравне-
ниеì с постоянныìи коэффиöиентаìи, в то вреìя

Λ0 = cos(I/2)cos((Ωu + ωπ)/2),
Λ1 = sin(I/2)cos((Ωu – ωπ)/2),
Λ2 = sin(I/2)sin((Ωu – ωπ)/2),
Λ3 = cos(I/2)sin((Ωu + ωπ)/2).
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как кватернионное äифференöиаëüное уравнение
ориентаöии орбиты КА в этоì сëу÷ае явëяется ëи-
нейныì äифференöиаëüныì уравнениеì с пере-
ìенныìи коэффиöиентаìи. Оäнако испоëüзова-
ние кватернионноãо äифференöиаëüноãо уравне-
ния ориентаöии орбиты КА иìеет преиìущество
при ÷исëенноì реøении заäа÷и оптиìаëüной пе-
реориентаöии орбиты КА, поскоëüку кватернион
ориентаöии орбиты КА явëяется оскуëируþщиì
(ìеäëенно изìеняþщиìся) эëеìентоì орбиты.
Кватернион ориентаöии орбитаëüной систеìы ко-
орäинат такиì свойствоì не обëаäает, так как яв-
ëяется быстро ìеняþщейся переìенной.

Кватернионная постановка непрерывной задачи 
оптимальной переориентации орбиты КА

Ориентаöия орбиты и äвижение КА поä äейст-
виеì тяãи, ортоãонаëüной к пëоскости орбиты, оп-
реäеëяется систеìой äифференöиаëüных уравне-
ний (3), (5):

 = ,  = u*L é (i1cosϕ + i2sinϕ), (6)

ãäе по-прежнеìу u* — отнесенная к еäиниöе ìассы
КА проекöия вектора реактивной тяãи на ортоãо-
наëüное к орбите направëение, которая явëяется
управëяþщиì параìетроì, уäовëетворяþщиì оã-
рани÷ениþ

|u*| m . (7)

В на÷аëüный ìоìент вреìени t = 0 ориентаöия
орбиты и поëожение КА на ней опреäеëяþтся со-
отноøенияìи

ϕ = ϕ0, L = Λ0. (8)

Ориентаöия орбиты в коне÷ный ìоìент вреìе-
ни, который заранее не заäается, опреäеëяется со-
отноøениеì

L = Λk. (9)

Ка÷ество проöесса управëения переориентаöи-
ей орбиты КА опреäеëяется функöионаëоì, преä-
ставëяþщиì собой свертку äвух критериев (вреìе-
ни и суììарноãо иìпуëüса тяãи) с весовыìи ìно-
житеëяìи α1, :

J * = (α1 + |u*|)dt, α1 l 0,  l 0. (10)

Требуется найти оптиìаëüное управëение тяãой
u* = u*(t), уäовëетворяþщее оãрани÷ениþ (7), ко-
торое перевоäит управëяеìуþ систеìу (6) из на-
÷аëüноãо состояния (8) на ìноãообразие (9) и со-
общает функöионаëу (10) ìиниìаëüное зна÷ение.
Отìетиì, ÷то при реøении заäа÷и оптиìаëüной

переориентаöии орбиты КА в иìпуëüсной поста-
новке в соответствии с известной ìетоäоëоãией ре-
øения заäа÷ оптиìаëüных иìпуëüсных переëетов

КА [24] наìи испоëüзуþтся кватернионные урав-
нения и соотноøения, поëу÷енные в этой заäа÷е с
поìощüþ принöипа ìаксиìуìа Понтряãина в не-
прерывной постановке (äëя оãрани÷енной (ìаëой)
тяãи), и соответствуþщие преäеëüные перехоäы в
этих уравнениях. Поэтоìу в наøей работе преäвари-
теëüно изëаãаþтся известная кватернионная поста-
новка заäа÷и оптиìаëüной переориентаöии орбиты
КА посреäствоì оãрани÷енной тяãи, ортоãонаëü-
ной пëоскости орбиты КА, и основные уравнения
и соотноøения, поëу÷енные при реøении этой за-
äа÷и с поìощüþ äифференöиаëüных уравнений (6),
соäержащих второе кватернионное äифференöи-
аëüное уравнение ориентаöии орбиты КА (сì. также
работы [17—20]).

Безразмерные переменные

Дëя перехоäа к безразìерныì переìенныì вво-
äятся ìасøтаб äëины R = p*, ìасøтаб сиëы тяãи,
отнесенной к ìассе КА, c2/R3; ìасøтаб вреìени и
функöионаëа R2/c. Безразìерные веëи÷ины ρ, τ, u,
α2, J связаны с соответствуþщиìи разìерныìи ве-

ëи÷инаìи r, t, u*, , J* соотноøенияìи

r = Rρ, t = τ, u* = u,  = α2, J* = J.(11)

В безразìерных переìенных äвижение управëяе-
ìой систеìы (6) описывается систеìой уравнений

 = (1 + ecosϕ)2,

 = L é (i1cosϕ + i2sinϕ). (12)

На управëяþщий параìетр u соãëасно (7) и (11)
наëаãается оãрани÷ение

|u| m um = . (13)

На÷аëüное состояние управëяеìой систеìы (12)
при τ = 0 опреäеëяется соотноøенияìи

ϕ = ϕ0, L = L0, (14)

а коне÷ное ìноãообразие в пространстве ϕ × L, на
котороì управëяеìая систеìа (12) äоëжна нахо-
äитüся в коне÷ный незаäанный ìоìент вреìени
τ = τk, описывается соотноøениеì

vect(  é Lk) = 0, (15)

в котороì верхняя воëна озна÷ает сопряженный
кватернион, а vect (...) — векторная ÷астü кватер-
ниона, закëþ÷енноãо в круãëые скобки.
Четыре коìпоненты Λj кватерниона L уäовëетво-

ряþт усëовиþ норìировки  +  +  +  = 1,
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поэтоìу краевое кватернионное усëовие (9), эквива-
ëентное ÷етыреì скаëярныì, заìенено на усëо-
вие (15), эквиваëентное треì скаëярныì. Такая
заìена повыøает эффективностü ÷исëенноãо ре-
øения заäа÷и.
Ка÷ество проöесса управëения, которое в раз-

ìерных переìенных опреäеëяëосü функöионаëоì
(10), приниìаþщиì ìиниìаëüное зна÷ение äëя
оптиìаëüноãо проöесса, в безразìерных переìен-
ных опреäеëяется зна÷ениеì функöионаëа

J = (α1 + α2|u|)dτ. (16)

В безразìерных переìенных поставëеннуþ выøе
заäа÷у оптиìаëüноãо управëения ìожно сфорìуëи-
роватü так: требуется найти оптиìаëüное управëение
u = u(τ), уäовëетворяþщее оãрани÷ениþ (13), ко-
торое за незаäанный проìежуток вреìени 0 m τ m τk
перевоäит управëяеìуþ систеìу (12) из на÷аëüноãо
состояния (14) на ìноãообразие (15) и сообщает
функöионаëу (16) ìиниìаëüное зна÷ение.

Решение непрерывной задачи 
оптимального управления с помощью 
принципа максимума Понтрягина

Функöия Гаìиëüтона—Понтряãина H äëя рас-
сìатриваеìой заäа÷и оптиìаëüноãо управëения
опреäеëяется по форìуëе

H = –(α1 + α2|u|) + χ(1 + ecosϕ)2 +

+ (M, L é (i1cosϕ + i2sinϕ)), (17)

ãäе сопряженная скаëярная переìенная χ, соответ-
ствуþщая скаëярной фазовой переìенной ϕ, и со-
пряженная кватернионная переìенная М, соответ-
ствуþщая кватернионной фазовой переìенной L,
уäовëетворяþт систеìе уравнений

 = 2eχ(1 + ecosϕ)sinϕ +

+ (M, L é (i1sinϕ – i2(e + cosϕ))),(18)

 = M é (i1cosϕ + i2sinϕ). (19)

Зäесü и äаëее (a, b) = scal((a0 – av) é b)) = a0b0 +
+ a1b1 + a2b2 + a3b3, ãäе aj и bj — коìпоненты ква-
тернионов a и b (a0 и av — скаëярная и векторная
÷асти кватерниона a).
Ввеäеì новуþ кватернионнуþ переìеннуþ

N =  é M, (20)

иìеþщуþ коìпоненты

N0 = Λ0M0 + Λ1M1 + Λ2M2 + Λ3M3;

N1 = Λ0M1 – Λ1M0 – Λ2M3 + Λ3M2;

N2 = Λ0M2 + Λ1M3 – Λ2M0 – Λ3M1;

N3 = Λ0M3 – Λ1M2 + Λ2M1 – Λ3M0.

Функöия H и уравнение (18), котороìу уäовëет-
воряет сопряженная переìенная χ, приìут сëе-
äуþщий виä:

H = –(α1 + α2|u|) + χ(1 + ecosϕ)2 +

+ (N1cosϕ + N2sinϕ), (21)

 = 2eχ(1 + ecosϕ)sinϕ +

+ (N1sinϕ – N2(e + cosϕ)). (22)

Из усëовия ìаксиìуìа äëя функöии H сëеäует,
÷то оптиìаëüное управëение опреäеëяется ÷ерез
фазовые и сопряженные переìенные по форìуëаì

u = umsign(N1cosϕ + N2sinϕ),

есëи  l α2,

u = 0, есëи  < α2. (23)

Особый режиì управëения в настоящей работе
не рассìатривается.
Так как правый конеö траектории в фазовоì

пространстве ϕ × L явëяется поäвижныì, то в кон-
öе äвижения, т.е. в ìоìент τ = τk, äоëжны выпоë-
нятüся усëовия трансверсаëüности [18—20]

χ = 0, (24)

(M, L) = scal(  é M) = N0 = 0. (25)

Кроìе тоãо, так как вреìя окон÷ания äвижения
не заäано, то функöия H в конöе äвижения äоëжна
уäовëетворятü усëовиþ

Hopt(τk) = 0. (26)

Такиì образоì, принöип ìаксиìуìа Понтряãи-
на своäит реøение заäа÷и о переориентаöии орби-
ты к реøениþ краевой заäа÷и äëя систеìы äиффе-
ренöиаëüных уравнений (12), (19), (22) äесятоãо
поряäка, в которых оптиìаëüное управëение опре-
äеëяется соотноøенияìи (23), с на÷аëüныìи усëо-
вияìи (14) при τ = 0 и усëовияìи (15), (24)—(26)
в конöе äвижения.
Из уравнений (12) и структуры оптиìаëüноãо

управëения (23) сëеäует, ÷то оптиìаëüное управëе-
ние состоит из активных этапов (u = ±um), на ко-
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торых орбита КА вращается с уãëовой скоростüþ,
направëенной вäоëü раäиус-вектора КА и равной

sign(N1cosϕ + N2sinϕ), (27)

и пассивных этапов (u = 0), на которых орбита ос-
тается непоäвижной. Посëеäний этап оптиìаëüно-
ãо управëения соãëасно функöионаëу (16) ìожет
бытü тоëüко активныì.
Так как систеìа уравнений (12) автоноìная, то

соãëасно усëовиþ (26) äëя оптиìаëüноãо проöесса
функöия Гаìиëüтона—Понтряãина равна нуëþ во
все вреìя äвижения. Отсþäа сëеäует, ÷то на пассив-
ных этапах сопряженная переìенная χ соãëасно
(21) опреäеëяется по форìуëе

χ = . (28)

Соотноøение (28) äëя переìенной χ на пассив-
ных этапах уäовëетворяет уравнениþ (22). Систеìа
уравнений (12), (19) иìеет кватернионный первый
интеãраë [18—20]

M é  = C = const, (29)

позвоëяþщий перенести усëовие трансверсаëüнос-
ти (25) с правоãо конöа траектории на ëевый конеö.
Испоëüзуя соотноøение (20) и уравнения (12),

(19), ìожно показатü, ÷то коìпоненты N1, N2, N3
кватерниона N уäовëетворяþт систеìе äифферен-
öиаëüных уравнений

 = – N3,  = N3,

 = (N1sinϕ – N2cosϕ). (30)

Сопряженнуþ кватернионнуþ переìеннуþ M
ìожно искëþ÷итü, есëи вìесто нее и кватернион-
ноãо уравнения (19) в постановке краевой заäа÷и
оптиìаëüноãо управëения испоëüзоватü новые пе-
реìенные Nk (k = 1, 2, 3), явëяþщиеся коìпонен-
таìи векторной переìенной Nv = N1i1 + N2i2 + N3i3
(т.е. коìпонентаìи векторной ÷асти кватерниона
N = N0 + Nv), и систеìу уравнений (30) äëя этих
переìенных. Действитеëüно, скаëярная составëяþ-
щая N0 кватерниона N явëяется соãëасно (29) пер-
выì интеãраëоì. В сиëу усëовия трансверсаëüности
(25) эта составëяþщая равна нуëþ. В выражении äëя
функöии Гаìиëüтона—Понтряãина (21), в законе
управëения (23) и в уравнении (22) äëя сопряжен-
ной переìенной χ присутствуþт ëиøü переìенные
N1, N2, которые вìесте с переìенной N3 уäовëет-
воряþт систеìе äифференöиаëüных уравнений
(30). Поэтоìу вìесто кватернионной сопряженной
переìенной M в постановке краевой заäа÷и ìожно
испоëüзоватü векторнуþ переìеннуþ Nv, уäовëетво-

ряþщуþ соãëасно (30) векторноìу äифференöи-
аëüноìу уравнениþ:

 = [Nv, i1cosϕ + i2sinϕ], (31)

в котороì [a, b] — векторное произвеäение векто-
ров a и b.
В резуëüтате реøение поставëенной заäа÷и оп-

тиìаëüноãо управëения своäится к реøениþ крае-
вой заäа÷и äëя систеìы äифференöиаëüных урав-
нений (12), (22), (31) иëи (30) äевятоãо поряäка,
в которых оптиìаëüное управëение опреäеëяется со-
отноøенияìи (23), с на÷аëüныìи усëовияìи (14)
при τ = 0 и усëовияìи (15), (24), (26) в конöе äви-
жения. Краевая заäа÷а оптиìаëüноãо управëения
реøается наìи с поìощüþ коìбинаöии ìетоäа
Нüþтона и ìетоäа ãраäиентноãо спуска.
Резуëüтаты ÷исëенноãо реøения заäа÷и опти-

ìаëüной переориентаöии орбиты КА с испоëüзо-
ваниеì оãрани÷енной тяãи, ортоãонаëüной к пëос-
кости орбиты, и их сравнение с ÷исëенныì реøе-
ниеì заäа÷и оптиìаëüной переориентаöии орбиты
КА с испоëüзованиеì иìпуëüсной тяãи преäстав-
ëены во второй ÷асти статüи.

Заключение

В первой ÷асти статüи привеäен обзор работ по
äифференöиаëüныì уравненияì ориентаöии ор-
биты косìи÷ескоãо аппарата и изу÷аеìой пробëеìе
оптиìаëüной переориентаöии орбиты КА в инерöи-
аëüной систеìе коорäинат посреäствоì реактив-
ной тяãи, ортоãонаëüной пëоскости оскуëируþщей
орбиты КА. Изëожена теория реøения заäа÷и
оптиìаëüной переориентаöии орбиты КА с ис-
поëüзованиеì принöипа ìаксиìуìа Понтряãина и
кватернионноãо äифференöиаëüноãо уравнения
ориентаöии орбиты КА в неëинейной непрерыв-
ной постановке (с испоëüзованиеì оãрани÷енной
(ìаëой) тяãи).
Частныì сëу÷аеì изу÷аеìой заäа÷и явëяется

хороøо известная и иìеþщая боëüøое практи÷е-
ское зна÷ение заäа÷а коррекöии уãëовых эëеìен-
тов орбиты КА. Испоëüзование указанноãо управ-
ëения позвоëяет изìенятü эëеìенты орбиты КА,
сохраняя форìу и разìеры орбиты КА в проöессе
управëения äвижениеì неизìенныìи. Это öенное
свойство изу÷енноãо проöесса переориентаöии ор-
биты КА явëяется поëезныì как при реøении за-
äа÷и коррекöии уãëовых эëеìентов орбиты КА, так
и äруãих заäа÷ ìеханики косìи÷ескоãо поëета.
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The paper presents the problem of the optimal reorientation of the spacecraft's orbit by a limited or pulse jet thrust, which
is orthogonal to the plane of the osculating orbit, with the help of a quaternion differential equation of the spacecraft (SC) orbit
orientation and the Pontryagin maximum principle. This kind of a jet thrust changes orientation of the spacecraft orbits while its
shape and size are kept unchanged during the control process. The functional, which defines the quality of the control process,
is a weighted convolution of two criteria: time and the total momentum of the jet thrust spent on the control process (special
cases of this functional are the quick response problem and the problem of minimizing the characteristic velocity). In the first
part of the article the authors present a review of the papers on the differential equations of the spacecraft orbit orientation
and the problem of the optimal spacecraft orbit reorientation in the inertial coordinate system by a jet thrust, which is or-
thogonal to the plane of the osculating orbit of the spacecraft. The authors present the theory of solving the problem of the op-
timal reorientation of a spacecraft orbit using a quaternion differential equation of the spacecraft orbit orientation in the non-
linear continuous formulation (using a limited (small) thrust).

Keywords: spacecraft, orbit orientation, limited (small) and impulse (large) jet thrust, optimal control, quaternion
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24—25 ноября 2016 г. в Санкт-Петербурге состоится 27-я конферен-

ция "Экстремальная робототехника (ЭР-2016)", и в этом году ее прове-

дение приурочено к юбилею основателя ЦНИИ РТК и бессменного пред-

седателя программного комитета конференции — Е. И. Юревича.

Каждый год более двадцати пяти лет конференция "Экстремальная робо-

тотехника" собирает на своей площадке ведущих российских специалистов,

молодых ученых в области робототехники, аспирантов, студентов крупней-

ших технических университетов. Вот уже несколько лет подряд конференция

проходит в формате международного мероприятия, что позволяет в "откры-

том поединке" максимально оценить национальные составляющие мирового

научно-исследовательского потенциала в области создания средств технической кибернетики и робото-

техники космического, воздушного, наземного и морского базирования.

В рамках конференции, как всегда, планируется рассмотреть широкий круг вопросов: от концептуаль-

ных проблем создания до практического применения уже существующих робототехнических комплексов.

Тематика конференции посвящена актуальным вопросам, связанным с созданием робототехнических сис-

тем нового поколения для работы в экстремальных условиях и чрезвычайных ситуациях, включая борьбу с

терроризмом, пожаротушение, решение оборонных задач, а также с задачами освоения космоса и глубин

Мирового океана, медицины, атомной энергетики и опасных производств.

Работа конференции традиционно запланирована в формате пленарных и секционных заседаний, дис-

куссий, круглых столов, посвященных актуальным проблемам и задачам в сфере робототехнических сис-

тем и средств безопасности.

Международная конференция "ЭР-2016" открыта для всех желающих, а их организатор — ЦНИИ робо-

тотехники и технической кибернетики — всегда рад новым участникам и гостям.

Подробная информация о конференции на сайте: http://er.rtc.ru.
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