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Новая математическая модель аппаpатно-избыточной 
технической системы, участвующей в конфликтной ситуации

Введение

Вопpосаì повеäения техни÷еских систеì в кон-
фëиктных ситуаöиях и пpобëеìаì оптиìизаöии их
наäежности в пpоöессе конфëикта за с÷ет öеëена-
пpавëенноãо испоëüзования äëя защиты от атак
пpотивника аппаpатной избыто÷ности посвящено
боëüøое ÷исëо нау÷ных pабот оте÷ественных и за-
pубежных автоpов. Наибоëее бëизкиìи из них по
соäеpжаниþ к пpобëеìаì, pассìатpиваеìыì в äан-
ной статüе, явëяþтся pаботы [1—10]. По-виäиìоìу,
ìоноãpафия [1] явëяется оäной из пеpвых pабот,
ãäе äëя защиты у÷аствуþщей в конфëиктной си-
туаöии техни÷еской систеìы от атак пpотивника,
в ка÷естве котоpоãо ìожет выступатü äpуãая техни-
÷еская систеìа, испоëüзуется оптиìаëüныì обpазоì
аппаpатная избыто÷ностü, обеспе÷иваþщая ìакси-
ìизаöиþ веpоятности безотказной pаботы ëибо сpеä-
неãо вpеìени "жизни" (сpеäнеãо вpеìени äо поë-
ноãо отказа) атакуеìой систеìы в те÷ение вpеìени
конфëикта. Pяä pанних pабот [2—4] посвящен ана-
ëити÷ескиì иссëеäованияì pеøения заäа÷ теоpии
конфëикта сëожных систеì без äетаëизаöии их
стpуктуpы, ÷то затpуäняет их испоëüзование на пpак-
тике. В этих pаботах pассìатpиваþтся вопpосы, от-
носящиеся к пpобëеìаì оптиìаëüноãо упpавëения
поäвижныìи объектаìи в конфëиктных ситуаöиях,
пpеäëожен ìетоä напpавëенной оптиìизаöии век-
тоpа на÷аëüных кооpäинат в оäной ìоäеëи конфëик-
та поäвижных объектов, техни÷еские хаpактеpи-
стики котоpых ухуäøаëисü в pезуëüтате конфëикт-
ноãо взаиìоäействия с объектаìи пpотивника и
пpивоäиëи к стаpениþ систеìы, ÷то естественно,
увеëи÷иваëо веpоятностü отказа этой систеìы.
Также в этих pаботах изу÷аþтся вопpосы оптиìаëü-

ноãо упpавëения конфëиктуþщиìи поäвижныìи
объектаìи äëя äостато÷но сëожных ìоäеëей кон-
фëикта, в котоpых на наäежностü у÷аствуþщеãо в
конфëикте объекта вëияет не тоëüко взаиìоäействие
с пpотивостоящиì поäвижныì объектоì, но и
взаиìоäействие с изìеняþщиìися пpостpанствен-
ныìи фактоpаìи, такиìи как физико-ãеоãpафи-
÷еские особенности пpостpанства, pаäиоöионная
обстановка и äp. В этих pаботах основное вниìа-
ние уäеëено постановке заäа÷ и pазpаботке ìатеìа-
ти÷еских ìетоäов и ìоäеëей оптиìизаöии упpавëе-
ния поäвижныìи конфëиктуþщиìи объектаìи,
пpи этоì, к сожаëениþ, стpуктуpа саìих объектов и
стpуктуpа систеìы упpавëения, а также аëãоpитìы
äëя ÷исëенноãо pеøения сфоpìуëиpованных заäа÷
в этих pаботах не pассìатpиваþтся, ÷то вëияет на
аäекватностü ìоäеëей pеаëüныì конфëиктуþщиì
объектаì и существенно затpуäняет испоëüзование
поëу÷енных аëãоpитìов на пpактике. В опpеäеëен-
ной степени указанные выøе неäостатки, касаþ-
щиеся стpуктуpы ìоäеëей, у÷аствуþщих в конфëикт-
ной ситуаöии техни÷еских систеì, и ÷исëенных
аëãоpитìов pеøения заäа÷ оптиìизаöии их наäеж-
ности в пpоöессе конфëикта устpанены в pаботах
[6—10]. Оäнако и в этих pаботах äëя упpощения
ìоäеëей конфëиктуþщих техни÷еских систеì с÷и-
таëосü, ÷то систеìа контpоëя pаботы техни÷еской
систеìы и поäкëþ÷ения pезеpвных бëоков вìесто
отказавøих функöионаëüных у атакуеìой в пpо-
öессе конфëикта систеìы пpенебpежиìо ìаëа, и ее
pеаëüная наäежностü не у÷итываëасü. Также поëа-
ãаëосü, ÷то ëþбой pезеpвный бëок, относящийся
к соответствуþщей ãpуппе основных и pезеpвных
бëоков, ìожет поäкëþ÷атüся äëя заìены ëþбоãо
поäpяä стоящеãо отказавøеãо основноãо функöио-
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наëüноãо бëока из этой ãpуппы. На саìоì äеëе это
не всеãäа возìожно в сиëу техни÷еских иëи техно-
ëоãи÷еских пpи÷ин, а также в сиëу pяäа пpи÷ин,
вызванных особенностяìи взаиìоäействия основ-
ных и pезеpвных бëоков äpуã с äpуãоì. Поэтоìу пpи
pазpаботке ìатеìати÷еской ìоäеëи, у÷аствуþщей
в конфëиктной ситуаöии аппаpатно-избыто÷ной
техни÷еской систеìы, сëеäует у÷итыватü этот фак-
тоp и ввоäитü новый äопоëнитеëüный паpаìетp,
хаpактеpизуþщий особенности поäкëþ÷ения pе-
зеpвных бëоков äëя заìены отказавøих основных
бëоков в соответствуþщей ãpуппе. Это наpяäу с у÷е-
тоì коне÷ной наäежности систеìы контpоëя pабо-
ты у÷аствуþщей в конфëикте техни÷еской систеìы и
поäкëþ÷ения pезеpвных бëоков вìесто отказавøих
функöионаëüных бëоков повысит аäекватностü
ìоäеëи pеаëüныì усëовияì pаботы аппаpатно-из-
быто÷ной техни÷еской систеìы в конфëиктной
ситуаöии и позвоëит вы÷исëятü хаpактеpистики
наäежности систеìы в пpоöессе конфëикта с боëü-
øей то÷ностüþ.
В äанной статüе äеëается попытка устpанитü от-

ìе÷енные выøе пpобеëы в указанных pаботах и
pазpаботатü новуþ ìатеìати÷ескуþ ìоäеëü аппа-
pатно-избыто÷ной техни÷еской систеìы и ìетоä
пpибëиженноãо вы÷исëения сpеäнеãо вpеìени
"жизни" техни÷еской систеìы, у÷аствуþщей в кон-
фëикте, позвоëяþщие нахоäитü оптиìаëüные па-
pаìетpы стpуктуpы техни÷еской систеìы, обеспе-
÷иваþщие ìаксиìизаöиþ ее сpеäнеãо вpеìени
"жизни" в те÷ение конфëикта.

Особенности математической модели
аппаpатно-избыточной технической системы, 
участвующей в конфликтной ситуации

По анаëоãии с pаботаìи [6—10] буäеì с÷итатü,
÷то в конфëиктной ситуаöии у÷аствует техни÷е-
ская систеìа, состоящая из n (n = n1 + n2 + ... + nq)
основных функöионаëüных m (m = s1 + s2 + ... + sq)
pезеpвных бëоков, pазбитых на q ãpупп, в кажäой
из котоpых нахоäятся ni (1 m i m q) основных и si
(1 m i m q) pезеpвных бëоков, пpеäставëяþщих öеëо-
÷исëенный вектоp pезеpвиpования s = (s1, s2, ..., sq),
испоëüзуеìых äëя заìены отказавøих основных
бëоков тоëüко в соответствуþщей ãpуппе. Пpи этоì
в указанных pаботах в öеëях упpощения ìатеìати-
÷еской ìоäеëи аппаpатно-избыто÷ной техни÷еской
систеìы, у÷аствуþщей в конфëиктной ситуаöии и
испоëüзуþщей äëя защиты от атак пpотивника pе-
зеpвные бëоки, никакие äpуãие оãpани÷ения, кpоìе
отìе÷енных выøе, не накëаäываëисü. На саìоì
äеëе, в сиëу спеöифики оpãанизаöионно-стpуктуp-
ных пpинöипов постpоения и констpуктивных
особенностей pеаëüных техни÷еских систеì, пpо-
ãpаììно-аëãоpитìи÷еских и техноëоãи÷еских пpо-
öессов их pаботы появëяется äопоëнитеëüное оã-
pани÷ение на заìену отказавøих основных бëоков
pезеpвныìи, своäящееся к тоìу, ÷то в сиëу указан-
ных пpи÷ин обеспе÷ивается возìожностü поäкëþ-
÷ения pезеpвных бëоков в i-й ãpуппе вìесто не бо-
ëее ÷еì ri (1 m ri m ni) pаспоëоженных поäpяä отка-

завøих основных бëоков в этой ãpуппе. О÷евиäно,
÷то пpи q = 1 ri = r (1 m r m m), а n основных и m
pезеpвных функöионаëüных бëоков техни÷еской
систеìы объеäинены в оäну ãpуппу. У÷ет этоãо оã-
pани÷ения в pассìатpиваеìой ìатеìати÷еской ìо-
äеëи аппаpатно-избыто÷ной техни÷еской систеìы
äеëает ìоäеëü боëее аäекватной pеаëüныì техни-
÷ескиì систеìаì и позвоëяет поëу÷атü боëее то÷-
ные хаpактеpистики наäежности систеìы пpи ìо-
äеëиpовании ее повеäения в пpоöессе конфëикта.
Пpи pазpаботке ìатеìати÷еских ìоäеëей техни-

÷еских аппаpатно-избыто÷ных систеì, у÷аствуþ-
щих в конфëиктных ситуаöиях, в pаботах [6—10]
с÷итаëосü, ÷то веpоятностü отказа систеìы Ckn
контpоëя pаботы аппаpатно-избыто÷ной систеìы
и поäкëþ÷ения pезеpвных бëоков вìесто отказавøих
основных функöионаëüных бëоков пpенебpежиìо
ìаëа, и ее, вообще ãовоpя, коне÷ная наäежностü,
вëияþщая на наäежностü всей у÷аствуþщей в кон-
фëикте систеìы, не у÷итываëасü. Это также пpиво-
äиëо к занижениþ то÷ности pезуëüтатов ìоäеëиpо-
вания повеäения систеìы в конкpетной конфëикт-
ной ситуаöии, так как не у÷итываëосü вëияние атак
пpотивника на наäежностü и возìожный отказ сис-
теìы Ckn контpоëя pаботы и поäкëþ÷ения pезеpв-
ных бëоков и в коне÷ноì итоãе вëияëо на стpате-
ãиþ повеäения техни÷еской систеìы в те÷ение
вpеìени конфëикта и оптиìизаöиþ ее наäежности.
В пpеäëаãаеìой ìатеìати÷еской ìоäеëи аппа-

pатно-избыто÷ной техни÷еской систеìы, котоpуþ
обозна÷иì S(n, m, s, Ckn) у÷итывается коне÷ная
наäежностü äанной систеìы контpоëя с у÷етоì äе-
стабиëизаöии ее pаботы со стоpоны атак пpотив-
ника, стpеìящеãося увеëи÷итü интенсивностü от-
казов систеìы Ckn и вывести ее в состояние отказа.
Пpи этоì буäеì поëаãатü, ÷то Ckn-систеìа в pабо-
тоспособноì состоянии обнаpуживает отказы pа-
ботаþщих функöионаëüных бëоков у÷аствуþщей в
конфëикте техни÷еской систеìы сpазу же посëе их
возникновения поä äействиеì атак пpотивника,
а вpеìя поäкëþ÷ения pезеpвноãо бëока вìесто от-
казавøеãо pавно нуëþ.
Отказы в pезеpвных бëоках, не вкëþ÷енных еще

в состав pабо÷ей ãpуппы техни÷еской систеìы
вìесто основных бëоков, не обнаpуживаþтся Ckn-
систеìой и не пpивоäят к их пеpекëþ÷ениþ, оäнако
они уìенüøаþт pесуpс наäежности техни÷еской сис-
теìы S(n, m, s, Ckn). Отказ устpойства Ckn контpоëя
и поäкëþ÷ения pезеpвных бëоков вìесто отказавøих
не вызывает неìеäëенноãо отказа S(n, m, s, Ckn)-
систеìы, но посëе еãо появëения посëеäуþщий от-
каз ëþбоãо pабо÷еãо бëока пpивоäит к отказу всей
техни÷еской систеìы, у÷аствуþщей в конфëикте.

Постановка и pешение задачи

Буäеì с÷итатü, ÷то аппаpатно-избыто÷ная тех-
ни÷еская систеìа S(n, m, s, Ckn) оказаëасü в кон-
фëиктной ситуаöии, коãäа пpотивник пpесëеäует
öеëü äестабиëизиpоватü ее pаботу, т. е. уìенüøитü
pесуpс pаботоспособности систеìы, ÷то с то÷ки зpе-
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ния теоpии наäежности озна÷ает увеëи÷итü в те÷ение
вpеìени конфëикта веpоятностü отказа систеìы,
ëибо уìенüøитü сpеäнее вpеìя ее "жизни" äо поë-
ноãо отказа, т. е. "ãибеëи" систеìы. В ка÷естве
сpеäства атаки пpотивник иìеет возìожностü вëи-
ятü на увеëи÷ение в пpоöессе конфëикта интен-
сивности отказов λi(t) (1 m i m n) основных функ-
öионаëüных бëоков и интенсивности отказов не
вкëþ÷енных в pаботу pезеpвных бëоков λ0(t) тех-
ни÷еской систеìы, а также на увеëи÷ение интен-
сивности отказов λc(t) систеìы Ckn контpоëя pаботы
и поäкëþ÷ения pезеpвных бëоков вìесто отказав-
øих. Пpи этоì в зависиìости от стpатеãии атакуþ-
щеãо пpотивника закон возpастания интенсивно-
сти отказов ìожет изìенятüся, напpиìеp от ëиней-
ноãо äо экспоненöиаëüноãо.
У÷итывая веpоятностный хаpактеp повеäения у÷а-

ствуþщей в конфëиктной ситуаöии S(n, m, s, Ckn)-
систеìы обозна÷иì pi(t) — веpоятностü нахожäе-
ния систеìы в состоянии с i(0 m i m m) отказаìи
в pаботаþщих функöионаëüных бëоках; pkn(t) —
веpоятностü нахожäения pассìатpиваеìой систеìы
в состоянии отказа систеìы Ckn контpоëя ее pаботы
и поäкëþ÷ения pезеpвных бëоков вìесто отказав-
øих основных функöионаëüных бëоков.
Обозна÷иì Ak (1 m k m m) — интенсивностü пе-

pехоäа S(n, m, s, Ckn)-систеìы из состояния с (k – 1)
отказаìи в основных pаботаþщих функöионаëü-
ных бëоках в состояние с k поäобныìи отказаìи;
Bk(1 m k m m + 1) — интенсивностü пеpехоäа
S(n, m, s, Ckn)-систеìы из состояния с (k – 1) отка-
заìи в состояние "ãибеëи", т. e. поëноãо отказа сис-
теìы; Bkn — интенсивностü пеpехоäа S(n, m, s, Ckn)-
систеìы из состояния отказа систеìы Ckn контpоëя
ее pаботы и поäкëþ÷ения pезеpвных бëоков вìесто
отказавøих в состояние "ãибеëи" систеìы.
Аппpоксиìиpуя повеäение у÷аствуþщей в кон-

фëикте техни÷еской систеìы S(n, m, s, Ckn) ìаpков-
скиì пpоöессоì в пpеäпоëожении пpостейøеãо
потока отказов, нетpуäно поëу÷итü по известной
ìетоäике [11, 12] систеìу äиффеpенöиаëüных уpав-
нений Коëìоãоpова, описываþщих функöиониpо-
вание pассìатpиваеìой техни÷еской систеìы в ус-
ëовиях конфëикта:

(1)

с на÷аëüныìи усëовияìи

p0(0) = 1, p1(0) = p2(0) = ... = pm(0) = pkn(0) = 0,

ãäе

Dk = Ak + Bk, 1 m k m m;
Dm + 1 = Bm + 1;

Bkn = nλi(t).

Тепеpü необхоäиìо опpеäеëитü коэффиöиенты
Ak и Bk из систеìы уpавнений (1).

С у÷етоì pазpаботанной ìатеìати÷еской ìоäе-
ëи аппаpатно-избыто÷ной техни÷еской систеìы
S(n, m, s, Ckn), у÷аствуþщей в конфëиктной си-
туаöии, коэффиöиенты Ak и Bk äëя кажäой i-й
(1 m i m q) ãpуппы основных и pезеpвных бëоков
pассìатpиваеìой систеìы иìеþт сëеäуþщий виä:

Ak = zk(αi – k + 1)λi(t), 1 m k m m;

Bk = (1 – zk)(αi – k + 1)λi(t); 1 m k m m, 

ãäе αi = ni + mi — общее ÷исëо бëоков в i-й ãpуппе;

zk = 

a d(αi, ri, k) — ÷исëо pасстановок k еäиниö на αi ìес-
тах таких, ÷то ни в оäной pасстановке нет боëее,
÷еì ri поäpяä стоящих еäиниö. Пpи этоì отказав-
øеìу бëоку (эëеìенту) систеìы ставится в соот-
ветствие ÷исëо 1, а не отказавøеìу — ÷исëо 0. Леãко
понятü, ÷то d(αi, ri, k) естü ÷исëо pеøений äиофан-
това уpавнения

x1 + x2 + ... +  = k (2)

с оãpани÷енияìи

0 m x1 m ri, 0 m x2 m ri, ..., 0 m  m ri.

Физи÷еская интеpпpетаöия äиофантова уpав-
нения (2) сëеäуþщая: x1 — ÷исëо отказов в стpоке
äо пеpвоãо неотказавøеãо бëока; x2 — ÷исëо от-
казов ìежäу пеpвыì и втоpыì неотказавøиìи
бëокаìи и т. ä.

Pекуppентная фоpìуëа äëя ÷исëа pеøений уpав-
нения (2) ìожет бытü поëу÷ена ìетоäоì пpоизво-
äящей функöии [13, 14]. Оäнако, как показаë опыт,
этот ìетоä äостато÷но ãpоìозäкий и не уäобен äëя
пpоãpаììиpования. Поэтоìу воспоëüзуеìся боëее
уäобныì äëя пpоãpаììиpования ìетоäоì, пpиве-
äенныì в pаботе [15], котоpый в пpиìенении к
уpавнениþ (2) äает сëеäуþщий pезуëüтат:

d(αi, ri, k) = (–1)i .

О÷евиäно, ÷то пpи i = 1 αi = α = (n + m),
a ri = r (1 m r m m). Поëу÷енные выpажения äëя ко-
эффиöиентов систеìы уpавнений (1) указываþт на
то, ÷то äëя иссëеäования повеäения и оптиìизаöии с
то÷ки зpения наäежности у÷аствуþщей в конфëикт-
ной ситуаöии техни÷еской систеìы S(n, m, s, Ckn)
в соответствии с pазpаботанной ìатеìати÷еской
ìоäеëüþ необхоäиìо pеøатü систеìу äиффеpен-
öиаëüных уpавнений с пеpеìенныìи во вpеìени
коэффиöиентаìи, сëожностü котоpых пpакти÷ески
искëþ÷ает испоëüзование напpяìуþ анаëити÷еских
ìетоäов. Поэтоìу в сиëу пpинятоãо пpеäпоëоже-
ния о пpостейøеì потоке отказов в pаботе пpеäëа-
ãается сëеäуþщий ìетоä пpибëиженноãо вы÷исëе-

(t) = –D1p0(t);

(t) = Akpk – 1 – Dk + 1pk(t), 

k = 1, 2, ..., m;
(t) = λc(t)[p0(t) + p1(t) + ... + pm(t)] – Bknpkn(t)

p0′

pk′

pkn′

1, есëи 1 m k m r,

 d(αi, ri, k), есëи ri + 1 m k m mi,
αi
k⎝ ⎠

⎛ ⎞ 1–

xαi k– 1+

xαi k– 1+

i 0=

αi k– 1+

∑
αi k– 1+

i⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ αi ri 1+( )i

k ri 1+( )i–⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞
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ния сpеäнеãо вpеìени T "жизни" у÷аствуþщей в
конфëикте техни÷еской S(n, m, s, Сkn)-систеìы:

T = Tl,

ãäе Tl — сpеäнее вpеìя pаботы техни÷еской систе-
ìы ìежäу l-ì и (l + 1)-ì отказаìи в пpоöессе кон-
фëикта, а m — ÷исëо pезеpвных бëоков в систеìе.
В сиëу пpинятых пpеäпоëожений повеäение pас-

сìатpиваеìой S(n, m, s, Ckn)-систеìы посëе отказа
l-ãо (1 m l m m – 1) функöионаëüноãо pабо÷еãо бëока
и заìены отказавøих бëоков pезеpвныìи ìожно
описатü сëеäуþщей систеìой äиффеpенöиаëüных
уpавнений, поëу÷енной из систеìы (1) путеì сìеще-
ния на÷аëа отс÷ета вpеìени в то÷ку τ = T0 + T1 +
+ ... + Tl – 1, с÷итая пpи этоì, ÷то интенсивности
отказов λi(t), λ0(t) и λc(t) явëяþтся постоянныìи
и pавныìи сpеäнеìу зна÷ениþ интенсивности от-
казов на pассìатpиваеìоì вpеìенноì интеpваëе
(в зависиìости от öеëей иссëеäования указанные
интенсивности отказов ìоãут бытü пpиняты pавны-
ìи зна÷енияì на ãpаниöах вpеìенноãо интеpваëа):

(3)

с на÷аëüныìи усëовияìи

pl, l(0) = 1, pl + 1, l(0) = pl + 2, l(0) +
+ ... + pm, l(0) + pkn, l(0) = 0.

Pеøение систеìы уpавнений (3) иìеет виä

pl, l(t) = exp(–Dl t); (4)

pi, l(t) = Fi, l exp(–Dv t) ; (5)

(l + 1 m i m m);

Fi, l = ; (6)

pkn, l = λc, l exp(–Dlt)(Bkn – Dl)
–1 – Rlexp(–Bknt) +

+ Fi,l exp(–Dvt) ,(7)

ãäе

Rl = (Bkn – Dl)
–1 +

+ Fi, l . (8)

Испоëüзуя выpажения (4)—(8), нетpуäно вы-
÷исëитü сpеäнее вpеìя pаботы S(n, m, s, Ckn)-сис-
теìы ìежäу l-ì и (l + 1)-ì отказаìи по фоpìуëе 

Tl = pkn, l (t)dt + pi, l(t)dt. (9)

Посëе соответствуþщих пpеобpазований иìееì

Tl =  Ѕ

Ѕ , (10)

l = 0, 1, ..., m – 1.

Тепеpü не пpеäставëяет особоãо тpуäа ÷исëен-
ныì ìетоäоì вы÷исëитü пpибëиженное зна÷ение
сpеäнеãо вpеìени "жизни" pассìатpиваеìой систе-
ìы иëи, иныìи сëоваìи, сpеäнее вpеìя Т pаботы
техни÷еской систеìы S(n, m, s, Ckn) äо поëноãо от-
каза в пpоöессе конфëикта.

Заключение

Испоëüзуя pазpаботаннуþ в статüе ìатеìати÷е-
скуþ ìоäеëü аппаpатно-избыто÷ной техни÷еской
систеìы S(n, m, s, Ckn), у÷аствуþщей в конфëикт-
ной ситуаöии, зная (иëи пpеäпоëаãая) стpатеãиþ
повеäения атакуþщей стоpоны, котоpая закëþ÷а-
ется в соответствуþщеì возäействии на техни÷е-
скуþ систеìу, пpивоäящеì к возpастаниþ во вpеìя
конфëикта интенсивностей отказов бëоков систеìы
λi(t), λ0(t), λc(t) по выбpанноìу атакуþщей стоpо-
ной закону, и пpиìеняя пpеäëоженный ìетоä пpи-
бëиженноãо вы÷исëения сpеäнеãо вpеìени pаботы
атакуеìой техни÷еской систеìы ìежäу отказаìи и
сpеäнеãо вpеìени "жизни" систеìы в пpоöессе кон-
фëикта с поìощüþ коìпüþтеpноãо ìоäеëиpования,
ìожно найти оптиìаëüные паpаìетpы стpуктуpы
аппаpатно-избыто÷ной S(n, m, s, Ckn)-систеìы пpи
заäанных зна÷ениях n, m, ri, обеспе÷иваþщие ìак-
сиìизаöиþ вpеìени "жизни" техни÷еской систеìы
в пpоöессе конфëикта.
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A new mathematical model of the hardware-redundant technical system has been developed, containing the main functional and
redundant units, for their plug-in instead of the failed main ones, in a conflict situation. In the proposed model, besides the restrictions
associated with the replacement of the failed units, the backup only in the group, to which they relate, has further restrictions, re-
flecting the real working conditions and organizational and structural principles of the technical systems associated with the external
backup units intended to replace the failed the main functional units in the corresponding group of the units in the process of a conflict.
The aim of these restrictions is to ensure that the reasons to connect the redundant power in the relevant group are not less than
certain constructive and technical features of the system, the number of the main units arranged in a row, failed in the process of
a conflict in this group. The model also takes into account the reliability of the system of the final control over the technical system
and connection of the redundant power instead of the failed one during a conflict. Due to its behavior involved in a conflict situation,
the technical system is described by a system of differential equations with the variable in time coefficients, while the study of this
system by analytical methods is not possible. Therefore, in this paper the authors propose a method of approximate calculation of
the average lifetime of a technical system involved in a conflict, allowing numerical methods to determine the optimal structure pa-
rameters of the technical system, which ensures maximization of its average lifetime in the process of a conflict.
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Активный способ гашения колебаний гpуза
после остановки мостового кpана

Введение

Необхоäиìыì усëовиеì повыøения пpоизво-
äитеëüности кpанов ìостовоãо типа (МК) явëяется
уìенüøение остато÷ных ìаятниковых коëебаний
ãpуза посëе еãо пеpеìещения в öеëевуþ коне÷нуþ
позиöиþ. Вpеìя завеpøения коëебаний ãpуза пpи
отсутствии их ãаøения ìожет составëятü äо 20 % от
вpеìени öикëа МК [1—6].

Фоpмулиpовка пpоблемы

Дëя пpивоäов pеëейноãо типа, котоpыìи оснаще-
но боëüøинство испоëüзуеìых в настоящее вpеìя
МК, öеëесообpазно пpи сохpанении ìиниìаëüноãо
÷исëа вкëþ÷ений и выкëþ÷ений обеспе÷итü поëное
ãаøение остато÷ных коëебаний ãpуза, поскоëüку äо-
поëнитеëüные пуски эëектpоäвиãатеëей пpивоäа
пpивоäят к появëениþ боëüøих пусковых токов,
уìенüøаþт сpок сëужбы эëектpоäвиãатеëей [7].

Дëя этоãо ìожет бытü пpиìенена остановка МК
с поìощüþ уже иìеþщеãося пpивоäа иëи еãо тоp-
ìожение в стpоãо опpеäеëенные пеpиоäы вpеìени,
оäнозна÷но соãëасованные с фазой коëебаний ãpуза
в ìоìент тоpìожения [2, 3].
Оäнако поäобный поäхоä обеспе÷ивает устpа-

нение коëебаний ãpуза с оäновpеìенной останов-
кой то÷ки поäвеса тоëüко в опpеäеëенные ìоìенты
вpеìени и, соответственно, тоëüко в опpеäеëенных
äискpетных то÷ках пpостpанства, отстоящих äpуã
от äpуãа на зна÷итеëüные pасстояния. В пpотивноì
сëу÷ае, т. е. пpи остановке то÷ки поäвеса ãpуза во
всех äpуãих то÷ках пpостpанства, буäут возникатü
остато÷ные коëебания ãpуза.

Описание метода pешения задачи исследования

Дëя ãаøения коëебаний пpеäëаãается испоëüзо-
ватü ãиäpавëи÷еский пpивоä. Усовеpøенствование

констpукöии МК выпоëнено с по-
ìощüþ äвух ãиäpоöиëинäpов, pас-
поëоженных пеpпенäикуëяpно в
ãоpизонтаëüной пëоскости (pис. 1,
то÷ка О4) [8—10].
Соãëасно äанныì Ф. К. Иван-

÷енко и äp. [11] äëя иссëеäуеìоãо
в настоящей pаботе МК общеãо
назна÷ения ноìинаëüной ãpузо-
поäъеìностüþ 12,5 т с эëектpо-
пpивоäаìи, иìеþщиìи pеëейное
упpавëение, буäут иìетü ìесто
зна÷ения ускоpений пpи pазãоне и
тоpìожении ìоста и ãpузовой те-
ëежки, пpеäставëенные в табëиöе.
Максиìаëüные скоpости уста-

новивøеãося äвижения ìоста и
ãpузовой теëежки иссëеäуеìоãо МК
составëяþт: äëя ìоста vìост max =
= 1,5 ì/с; äëя ãpузовой теëежки
vтеë max = 0,7 ì/с [11].
Быëа сфоpìуëиpована заäа÷а

ãаøения остато÷ных коëебаний
ãpуза на ãибкоì канатноì поäвесе

Pазpаботан активный способ гашения остаточных маятниковых колебаний гpуза после остановки мостового кpана путем
пеpемещений точки подвеса гpуза с помощью гидpоцилиндpов. Pазpаботанный способ позволяет обеспечить сокpащение вpемени
остаточных маятниковых колебаний гpуза. В pезультате повышается пpоизводительность кpана.
Ключевые слова: мостовой кpан, ПИД pегулиpование, скоpость, пеpемещение, гpуз, гашение колебаний, пpивод

Pис. 1. Pасчетная схема мостового кpана с двумя гидpоцилиндpами пеpемещения
точки подвеса гpуза
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в оäной из веpтикаëüных пëоскостей тpехìеpноãо
пpостpанства посëе поëной остановки ìоста (ëибо,
как ваpиант, основной ãpузовой теëежки) МК. Пpо-
стpанственные коëебания ãpуза пpи ìаëых уãëах
откëонений ãpузовоãо каната от ãpавитаöионной
веpтикаëи ìоãут бытü пpеäставëены как супеpпози-
öия коëебаний в äвух взаиìно пеpпенäикуëяpных
веpтикаëüных пëоскостях. Поэтоìу pазpаботан-
ный способ ãаøения ìожет бытü пpиìенен и äëя
пpостpанственных остато÷ных коëебаний небоëü-
øой аìпëитуäы.
Остато÷ные коëебания в на÷аëüный ìоìент вpе-

ìени явëяþтся оäновpеìенно коëебанияìи ãpуза в
коне÷ный ìоìент поëной остановки ìоста (основ-
ной ãpузовой теëежки) МК посëе окон÷ания еãо
äвижения к öеëевой то÷ке.
Исхоäныìи ÷исëенныìи äанныìи äëя постав-

ëенной заäа÷и выступаþт: ìасса пеpеìещаеìоãо
ãpуза mãp, кã; äëина ãpузовоãо каната от то÷ки поä-
веса каната (pоëиков, пpивоäиìых в äвижение ãиä-
pоöиëинäpаìи) äо öентpа ìасс ãpуза l, ì; коэффи-
öиент äеìпфиpования по уãëовой кооpäинате br,
Н•ì/(pаä/с); на÷аëüное зна÷ение уãëа откëонения
ãpузовоãо каната от ãpавитаöионной веpтикаëи q0, °;
на÷аëüное зна÷ение скоpости изìенения уãëа от-
кëонения ãpузовоãо каната , °/с.
Пpи пpовеäении вы÷исëитеëüных экспеpиìен-

тов по ãаøениþ остато÷ных коëебаний ãpуза быëи
пpиняты сëеäуþщие äопоëнитеëüные äопущения:
1) pаспpеäеëение фазы остато÷ных коëебаний отно-
ситеëüно ìоìента поëной остановки то÷ки поäвеса
иìеет pавноìеpный сëу÷айный хаpактеp; 2) напpав-
ëяþщие pоëики устpойства ãаøения äопоëнитеëüной
теëежки (то÷ка поäвеса ãpуза) в ìоìент остановки
ìоста (основной ãpузовой теëежки) МК нахоäятся
в сpеäинноì поëожении по запасу хоäа øтока ãиäpо-
öиëинäpа устpойства ãаøения (кооp-
äината x = 0); 3) пpи äостижении
поpøнеì ãиäpоöиëинäpа жестких
упоpов (оãpани÷итеëей хоäа) в еãо
кpайних поëожениях пpоисхоäит
ска÷кообpазное тоpìожение поpøня
и то÷ки поäвеса äо нуëевой скоpости;
4) ìасса ãpуза сосpеäото÷ена в оäной
то÷ке; 5) ãpузовой канат описан абсо-
ëþтно жесткиì неpастяжиìыì стеpж-
неì; 6) äëина поäвеса пpи ãаøении ко-
ëебаний постоянна; 7) активное ãа-

øение коëебаний с поìощüþ ãиäpоöиëинäpов
на÷инается в ìоìент äостижения ìаксиìаëüноãо
уãëа откëонения каната от веpтикаëи qmax, бëижай-
øий к ìоìенту поëной остановки ìоста (основной
ãpузовой теëежки).
Посëеäнее äопущение обусëовëено теì, ÷то пpеä-

ваpитеëüные иссëеäования показаëи: активное ãа-
øение остато÷ных коëебаний, на÷атое с тоãо ìо-
ìента, коãäа уãоë каната äостиãнет qmax, позвоëяет
сокpатитü вpеìя ãаøения коëебаний пpи оäновpе-
ìенноì уìенüøении остато÷ноãо сìещения ниж-
ней то÷ки поäвеса (pоëиков) посëе ãаøения отно-
ситеëüно сpеäнеãо (пеpвона÷аëüноãо) поëожения.
Допущения № 1 и № 7 вызываþт увеëи÷ение

вpеìени öикëа МК на незна÷итеëüнуþ веëи÷ину,
в сpеäнеì всеãо на 1...1,75 с.
Увеëи÷ение вpеìени öикëа на 1...1,75 с, у÷итывая

сpеäнþþ пpоäоëжитеëüностü öикëа МК в нескоëüко
сотен секунä (оpиентиpово÷но 200...500 с, зависит от
конкpетных усëовий экспëуатаöии) и оäновpеìен-
ное сокpащение вpеìени öикëа за с÷ет ãаøения ос-
тато÷ных коëебаний, котоpые заниìаþт окоëо 20 %
öикëа, пpинято äопустиìыì и несущественныì.
Масса ãpуза пpиниìаëа фиксиpованное зна÷е-

ние mãp = 100 кã (ìасса кpþковой обойìы без по-
ëезноãо ãpуза). Данный паpаìетp иìеë наибоëее
небëаãопpиятное зна÷ение с позиöии ìаксиìаëü-
ных ускоpений pазãона и тоpìожения, вызываþ-
щих остато÷ные коëебания с ìаксиìаëüной аì-
пëитуäой (сì. табëиöу).
Допоëнитеëüныìи иссëеäованияìи быëо уста-

новëено, ÷то изìенение ìассы пеpеìещаеìоãо
ãpуза пpи оäних и тех же зна÷ениях äëины поäвеса l
саìо по себе не оказывает вëияния на пеpиоä ко-
ëебаний, аìпëитуäу и äекpеìент затухания коëеба-
ний, т. е. на ãеоìетpи÷еские показатеëи коëеба-
теëüноãо пpоöесса, пpи усëовии, ÷то коэффиöиент
äеìпфиpования по уãëовой кооpäинате br пpи этоì
также изìеняется пpопоpöионаëüно ìассе ãpуза:

br = kbmãp,

ãäе kb — коэффиöиент пpопоpöионаëüности.
Вëияние на ãеоìетpи÷еские показатеëи коëеба-

теëüноãо пpоöесса иìеет ëиøü зна÷ение коэффи-
öиента пpопоpöионаëüности kb.
Данный коэффиöиент оказывает существенное

вëияние на вpеìя ãаøения остато÷ных коëебаний
tкон. коë (pис. 2).

Расчетные значения ускорений разгона и торможения моста 
и грузовой тележки исследуемого мостового крана

Параìетры Зна÷ения

mãр, кã 0 3125 6250 12 500

aìост разã, ì/с2 0,4 0,36 0,32 0,25

aìост торì, ì/с2 0,75 0,66 0,595 0,5

aтеë разã, ì/с2 0,54 0,34 0,23 0,1

aтеë торì, ì/с2 0,67 0,45 0,35 0,25

q·0

Pис. 2. Зависимости вpемени гашения остаточных колебаний tкон.кол от значений ко-
эффициента пpопоpциональности kb (пpимеpы)
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На pис. 2, а пpивеäена зависиìостü tкон. коë от kb
пpи äëине ãpузовоãо каната l = 12 ì, аìпëитуäе от-
кëонения каната qmax = 20°, ìаксиìаëüноì ускоpе-
нии øтока ãиäpоöиëинäpа aп max = 1,5 ì/с2, ìакси-
ìаëüной скоpости øтока ãиäpоöиëинäpа vп max =
= 1,5 ì/с, ìаксиìаëüноì хоäе øтока ãиäpоöиëинäpа
lп max = 1,5 ì. На pис. 2, б пpивеäена анаëоãи÷ная
зависиìостü пpи äëине ãpузовоãо каната l = 4 ì,
аìпëитуäе откëонения каната qmax = 4°, ìаксиìаëü-
ноì ускоpении øтока ãиäpоöиëинäpа aп max =
= 0,5 ì/с2, ìаксиìаëüной скоpости øтока ãиäpо-
öиëинäpа vп max = 0,5 ì/с, ìаксиìаëüноì хоäе
øтока ãиäpоöиëинäpа lп max = 0,5 ì. В сpеäнеì пpи
увеëи÷ении kb äиссипаöия энеpãии в систеìе воз-
pастает, поэтоìу вpеìя ãаøения коëебаний уìенü-
øается, хотя и не всеãäа ìонотонно (pис. 2, б).
По pезуëüтатаì натуpных набëþäений за pабо-

той pазëи÷ных МК быëо установëено, ÷то зна÷е-
ние kb нахоäится в пpеäеëах kb ∈ [0,5; 5].
Пpи пpовеäении вы÷исëитеëüноãо экспеpиìен-

та по ãаøениþ остато÷ных коëебаний ãpуза зна÷е-
ние коэффиöиента kb быëо заìоpожено и пpини-
ìаëо фиксиpованное зна÷ение kb = 1.

Описание способа гашения
остаточных колебаний гpуза

Способ ãаøения остато÷ных коëебаний ãpуза
[10] закëþ÷ается в синтезе с поìощüþ иìитаöион-
ной ìоäеëи МК с ПИД pеãуëятоpоì функöии ус-
коpения пеpеìещения то÷ки поäвеса вäоëü оси X0.

Pас÷етная схеìа ìеханизìа ãаøения остато÷ных
коëебаний ãpуза в оäной пëоскости пpивеäена на
pис. 3. Данная pас÷етная схеìа явëяется фpаãìен-
тоì пpостpанственной pас÷етной схеìы МК с äву-
ìя теëежкаìи (сì. pис. 1). Упpощение закëþ÷ается
в тоì, ÷то ìост и основная теëежка поëностüþ не-
поäвижны и с÷итаþтся пpисоеäиненныìи к звену
стойки. Pассìатpивается пеpеìещение тоëüко оäноãо
ãиäpоöиëинäpа с оäной äопоëнитеëüной теëежкой.
Масса øтока ãиäpоöиëинäpа с пpивеäенной к

øтоку ìассой äопоëнитеëüной теëежки обозна÷е-
на mп. На äвижение то÷ки поäвеса (øтока ãиäpо-
öиëинäpа с пpивеäенной ìассой mп) наëожены оã-
pани÷ения в виäе хаpактеpистик ãиäpопpивоäа:
ìаксиìаëüноãо pазвиваеìоãо øтокоì ускоpения
aп max, ìаксиìаëüной pазвиваеìой скоpости vп max

и ìаксиìаëüноãо хоäа øтока lп max. На ãиäpоöи-
ëинäp возäействует осевая сиëа сопpотивëения F.
Соãëасно пpеäëоженной схеìе связей (pис. 4),

с испоëüзованиеì бëоков пакета ìатеìати÷ескоãо
ìоäеëиpования ìехани÷еских систеì SimMecha-
nics Second Generation MATLAB быëа pазpаботана
ìоäеëü ìехани÷еской систеìы ìостовоãо кpана с
ПИД pеãуëиpованиеì, позвоëяþщая изу÷атü pаз-
ëи÷ные pежиìы ãаøения остато÷ных коëебаний
ãpуза на стаäии пpоектиpования МК (pис. 5) [12—14].
В ка÷естве основных ваpüиpуеìых паpаìетpов

пpи пpовеäении вы÷исëитеëüноãо экспеpиìента
ìоãут выступатü:

1) äëина ãpузовоãо каната (поäвеса ãpуза) от
осей pоëиков, пpивоäиìых в äвижение øтокоì
ãиäpоöиëинäpа, äо öентpа ìасс ãpуза l, ì;

2) ìаксиìаëüное откëонение (аìпëитуäа оста-
то÷ных коëебаний) ãpузовоãо каната МК от веpти-
каëи посëе поëной остановки ìоста (основной
ãpузовой теëежки) qmax, °;

3) ìаксиìаëüное pазвиваеìое ускоpение øтока
ãиäpоöиëинäpа вспоìоãатеëüной теëежки aп max, ì/с2;

4) ìаксиìаëüная pазвиваеìая скоpостü øтока ãиä-
pоöиëинäpа вспоìоãатеëüной теëежки vп max, ì/с:

5) ìаксиìаëüный хоä øтока ãиäpоöиëинäpа
вспоìоãатеëüной теëежки lп max, ì.

Pис. 4. Схема связей модели механической подсистемы мостового кpана с ПИД pегулятоpом для гашения остаточных колебаний гpуза
с помощью гидpопpивода

Pис. 3. Pасчетная схема механизма гашения остаточных коле-
баний гpуза в одной плоскости
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Сpеäняя пpоäоëжитеëüностü ìоäеëиpования пpо-
öесса ãаøения коëебаний (поëу÷ения оäноãо от-
кëика) на ПК сpеäней пpоизвоäитеëüности (AMD
Athlon 64 Х2 Dual Core Processor 5600+ 2.90 GHz)
составиëа окоëо 10 с.
Дëя ãpуппы паpаìетpов МК и еãо систеìы

упpавëения в экспеpиìенте по ãаøениþ остато÷-
ных коëебаний ãpуза быëи пpиняты фиксиpован-
ные зна÷ения:

1) ìасса ãpуза mãp = 100 кã;
2) ìасса øтока ãиäpоöиëинäpа с пpивеäенной к

øтоку ìассой äопоëнитеëüной теëежки mп = 100 кã;
3) коэффиöиент пpопоpöионаëüности äëя вы-

÷исëения коэффиöиента äеìпфиpования по уãëо-
вой кооpäинате kb = 1. Связанный с ниì коэффи-
öиент äеìпфиpования по уãëовой кооpäинате
br = kbmãp = 100 Н•ì/(pаä/с);

4) паpаìетpы ПИД pеãуëятоpа: пpопоpöионаëü-
ный коэффиöиент, интеãpаëüная и äиффеpенöи-
аëüная постоянные вpеìени: P = 20; I = 5; D = 5 со-
ответственно.
Гаøение остато÷ных коëебаний ãpуза с÷итаëосü

поëностüþ завеpøенныì в ìоìент вpеìени tкон. коë
пpи выпоëнении усëовия необpатиìоãо снижения
скоpости то÷ки поäвеса ниже поpоãовоãо зна÷ения
0,01 ì/с:

vп(t) m 0,01 ì/с ∀ t > tкон. коë.

Пpикладная интеpпpетация и иллюстpация 
полученных pезультатов исследования

В pезуëüтате выпоëнения отäеëüноãо запуска иìи-
таöионной ìоäеëи МК с ПИД pеãуëятоpоì с опpе-
äеëенныìи зна÷енияìи фактоpов — пеpеìенных l,
qmax, aп max, vп max, lп max ãенеpиpуþтся вpеìенные
зависиìости пеpеìещения lп(t), скоpости vп(t) и
ускоpения aп(t) то÷ки поäвеса, вpеìенные зависи-
ìости xãp(t) ãоpизонтаëüной кооpäинаты и ускоpе-
ния aх ãp(t) пеpеìещения ãpуза вäоëü оси O0X0.
Пpиìеpы вpеìенных зависиìостей xãp(t) и lп(t)

äëя äвух pазëи÷ных со÷етаний aп max, vп max, lп max
пpи оäних и тех же зна÷ениях l = 12 ì, qmax = 16°
пpивеäены на pис. 6.
Пpивеäенные пpиìеpы показываþт, ÷то изìе-

нение со÷етания зна÷ений aп max, vп max, lп max по-
звоëяет ãаситü оäни и те же остато÷ные коëебания
с существенно pазëи÷ной эффективностüþ, выpа-
жаеìой вpеìенеì ãаøения tкон. коë. Вpеìя ãаøения
пpи этоì ìожет изìенятüся в нескоëüко pаз.
В то же вpеìя ëþбой иссëеäованный ваpиант

ãаøения коëебаний, äаже саìый хуäøий ваpиант с
наибоëüøиì вpеìенеì, все pавно сокpащает вpеìя
коëебаний по сpавнениþ с поëныì отсутствиеì ãа-
øения как ìиниìуì в 2...3 pаза.
Пpоöесс ãаøения с испоëüзованиеì pазpабо-

танноãо способа в настоящей pаботе оöениваëся
кpитеpиеì эффективности — вpеìенеì ãаøения
остато÷ных коëебаний tкон. коë. Цеëевая функöия

tкон. коë → min

Pис. 5. Имитационная модель пpоцесса гашения остаточных колебаний гpуза мостового кpана с ПИД pегулятоpом в обозначениях
SimMechanics Second Generation и Simulink
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пpи оãpани÷ениях виäа

aп m aп max; vп m vп max; lп m lп max.

Кpоìе äинаìи÷еских паpаìетpов ãиäpопpивоäа
pазpаботанная ìатеìати÷еская ìоäеëü позвоëяет
накëаäыватü оãpани÷ения на äpуãие паpаìетpы, ха-
pактеpизуþщие пpоöесс ãаøения коëебаний. На-
пpиìеp, оãpани÷ения ìоãут накëаäыватüся: на
ìаксиìаëüное усиëие на øтоке ãиäpоöиëинäpа;
ìаксиìаëüнуþ ìощностü ãиäpопpивоäа, поëнуþ
pаботу ãиäpопpивоäа, остато÷ное сìещение lп.ост
øтока ãиäpоöиëинäpа и то÷ки поäвеса ãpуза отно-

ситеëüно сpеäнеãо поëожения xãp = 0. Посëеäний
паpаìетp пpи указанноì выøе ìаксиìаëüноì оãpа-
ни÷ении хоäа øтока lп max = 1,5 ì в саìоì хуäøеì
сëу÷ае не буäет пpевыøатü зна÷ения lп.ост =
= lп max/2 = 0,75 ì.
Иссëеäования показаëи, ÷то наибоëüøее вëия-

ние на вpеìя ãаøения tкон. коë оказываþт: äëина
ãpузовоãо каната l и на÷аëüная аìпëитуäа коëеба-
ний qmax. Этиì поäтвеpжäается известный физи-
÷еский сìысë äанных паpаìетpов и известный ха-
pактеp их вëияния на пpоäоëжитеëüностü ìаятни-
ковых коëебаний ãpуза.

Pис. 6. Вpеменные зависимости пеpемещений подвеса lп(t) и гpуза xгp(t) пpи гашении остаточных колебаний амплитудой qmax = 16°
пpи длине гpузового каната l = 12 м:
а — пpи aп max = 0,5 ì/с2, vп max = 0,8 ì/с, lп max = 1,5 ì; б — пpи aп max = 1,2 ì/с2, vп max = 1,4 ì/c, lп max = 0,9 ì

Pис. 7. Вpеменные зависимости пеpемещения, скоpости, ускоpения штока гидpоцилиндpа и силы сопpотивления, действующей на
шток гидpоцилиндpа в пpоцессе гашения колебаний с начальными условиями l = 12 м, qmax = 20°, пpи значениях динамических паpа-

метpов гидpопpивода aп max = 1,2 м/с2, vп max = 0,8 м/с, lп max = 1,5 м (пpимеp)
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Дëина ãpузовоãо каната l pеãëаìентиpуется тех-
ноëоãией pабот и pаспоëожениеì ìеста äоставки
ãpуза. Цеëесообpазно ее уìенüøение. Максиìаëüная
аìпëитуäа коëебаний носит сëу÷айный хаpактеp.
Из фактоpов äинаìи÷еских оãpани÷ений ãиäpо-

пpивоäа, котоpые в наибоëüøей степени поääаþт-
ся коppекöии, саìое боëüøое вëияние на сpеäнее
вpеìя ãаøения коëебаний оказывает ìаксиìаëü-
ное ускоpение øтока: увеëи÷ение aп max в 3 pаза
(с 0,5 äо 1,5 ì/с2) вызывает уìенüøение вpеìени
ãаøения коëебаний в сpеäнеì на 38 %.
Дëя кажäоãо со÷етания зна÷ений паpаìетpов l,

qmax, хаpактеpизуþщих какие-ëибо текущие оста-
то÷ные коëебания, с поìощüþ иìитаöионной ìо-
äеëи МК с заëоженныìи в нее зна÷енияìи äина-
ìи÷еских паpаìетpов ãиäpопpивоäа aп max, vп max,
lп max ìоãут бытü синтезиpованы вpеìенные зависи-
ìости пеpеìещения, скоpости и ускоpения øтока
ãиäpоöиëинäpа, а также сиëы F, äействуþщей на
øток ãиäpоöиëинäpа в пpоöессе ãаøения коëеба-
ний (pис. 7).

Заключение

Pазpаботанный способ позвоëяет эффективно ãа-
ситü остато÷ные ìаятниковые коëебания ãpуза на
ãибкоì канатноì поäвесе посpеäствоì пеpеìеще-
ний то÷ки поäвеса с поìощüþ ãиäpоöиëинäpов,
обеспе÷ивая сокpащение вpеìени остато÷ных ко-
ëебаний äо 10...25 с, т. е. по÷ти в 10 pаз. В pезуëü-
тате сpеäнее вpеìя öикëа ìостовоãо кpана ìожет
бытü сокpащено не ìенее ÷еì на 10 %. Pазpаботан-
ный способ öеëесообpазно испоëüзоватü пpи ìо-
äеpнизаöии существуþщих и созäании новых ìос-
товых кpанов.
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Necessary condition of increase of productivity of cranes of bridge type is reduction of residual pendular fluctuations of
freight on a flexible rope suspension after its moving to a target final position. For clearing of residual fluctuations of freight
it is offered to use the hydraulic drive. Improvement of a design is executed by means of two hydraulic cylinders located per-
pendicularly in the horizontal plane. The problem of clearing of residual fluctuations of freight on a flexible rope suspension
in one of the vertical planes of three-dimensional space after a full stop of the bridge was formulated (or as version of the main
cargo cart) the bridge crane. Spatial fluctuations of freight at small corners of deviations of a cargo rope from a gravitational
vertical can be presented as superposition of fluctuations in two mutually perpendicular vertical planes. Therefore the developed
active way of clearing can be applied also to spatial residual fluctuations of small amplitude. The active way of clearing of
residual fluctuations of freight consists in synthesis by means of imitating model of the bridge crane with proportional-integral-
differential the regulator of function of acceleration of movement of a point of a suspension along a horizontal axis. On the
movement of a point of a suspension, i.e. hydraulic cylinder rod with the specified weight, restrictions in the form of charac-
teristics of a hydraulic actuator are imposed: the maximum acceleration developed by a rod, the maximum gathered speed,
and the maximum course of a rod. The hydraulic cylinder is influenced by the axial force of resistance. According to the offered
scheme of communications, with use of blocks of a package of mathematical modeling of the mechanical SimMechanics Second
Generation MATLAB systems, the model of mechanical system of the bridge crane with proportional-integral-differential regu-
lation, allowing to study various modes of clearing of residual fluctuations of freight at a design stage of the bridge crane was
developed. The developed way allows to provide reduction of time of residual pendular fluctuations of freight. As a result crane
productivity increases.

Keywords: bridge crane, PID-regulation, speed, movement, freight, clearing of fluctuations, drive
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Фоpмиpование стpуктуpы и состава многоуpовневых нечетких 
диагностических систем с использованием стохастической модели1

Введение

Появëение äиаãности÷еских систеì (ДС) äина-
ìи÷еских объектов сëожной стpуктуpы, базиpуþ-
щихся на "ìяãких вы÷исëениях" [1—4], связано,
в пеpвуþ о÷еpеäü, с относитеëüно боëüøиì ÷исëоì
возìожных pазвиваþщихся неиспpавностей (пато-
ëоãий) в этих объектах (äаëее по тексту буäеì
отожäествëятü понятия "неиспpавностü" и "патоëо-
ãия"). Пpи этоì ÷исëо пpизнаков неиспpавностей
äëя пpовеäения äиаãностики ÷асто оказывается оã-
pани÷енныì, а обëасти зна÷ений этих пpизнаков
äëя pазных патоëоãий оказываþтся пеpесекаþщи-
ìися. К такиì объектаì ìоãут бытü отнесены объ-
екты pазëи÷ной пpиpоäы: техни÷еские, хиìи÷еские,
биоëоãи÷еские и т. ä. Весüìа pаспpостpаненной
ситуаöией äëя поäобных объектов явëяется отсут-
ствие äостато÷ных статисти÷еских выбоpок зна÷е-
ний пpизнаков патоëоãий äëя успеøноãо пpиìене-
ния статисти÷еских ìетоäов äиаãностики.
Постpоение ДС на базе "ìяãких вы÷исëений"

обы÷но pеаëизуется оäниì из äвух возìожных спо-
собов. Пеpвый оpиентиpуется на постpоение ДС
конкpетных патоëоãий [3, 4], а втоpой наöеëен на
выявëение наибоëее возìожной патоëоãии из всех
возìожных [5, 6]. Оба названных поäхоäа не сво-
боäны от неäостатков. В ÷астности, äëя ДС, оpиен-
тиpованных на выявëение конкpетных патоëоãий,
отсутствуþт поäхоäы по сpавнитеëüноìу анаëизу
эффективности таких систеì пpи их "pаботе" по
оäниì и теì же пpизнакаì, но äëя äpуãих патоëо-
ãий. Дëя ДС, pаботаþщих по всеì иìеþщиìся
пpизнакаì и оöениваþщиì наибоëее возìожнуþ
патоëоãиþ из всех возìожных, хаpактеpны пëохо
pазëи÷иìые äиаãнозы. Поäобная ситуаöия pас-
сìатpивается в pаботе [5] äëя систеìы äиаãностики
патоëоãий сет÷атки ãëаза. Названные неäостатки ДС,
постpоенных на "ìяãких вы÷исëениях", уäается äо
некотоpой степени нивеëиpоватü путеì постpое-

ния ìноãоуpовневых (иеpаpхи÷еских) ДС на базе
не÷еткоãо ëоãи÷ескоãо вывоäа [6, 7], в котоpых
пеpвый (нижний) уpовенü систеìы обpазуþт поä-
систеìы, оpиентиpованные на выявëение конкpет-
ных патоëоãий, а на веpхних уpовнях пpовоäится
обpаботка pезуëüтатов äиаãностики поäсистеì ниж-
неãо уpовня в öеëях установëения наибоëее зна÷и-
ìоãо äиаãноза. Факти÷ески ìноãоуpовневые ДС пpи-
званы аккуìуëиpоватü в себе оба названных выøе
поäхоäа к постpоениþ ДС, основанных на "ìяãких
вы÷исëениях". Вìесте с теì, в pаботе [5] не pаскpы-
ваþтся как ìеханизìы фоpìиpования саìих поä-
систеì нижнеãо уpовня, так и ëоãи÷еские постpое-
ния веpхних уpовней, котоpые пpизваны повыситü
эффективностü pаботы всей ìноãоуpовневой ДС.

Постановка задачи

В äанной pаботе обсужäаþтся вопpосы стpук-
туpноãо постpоения и функöионаëüноãо состава
ìноãоуpовневых ДС, базиpуþщихся на не÷еткоì
ëоãи÷ескоì вывоäе. Пpи этоì не накëаäываþтся
оãpани÷ения на pазìеpностü систеìы (÷исëо äиаã-
ностиpуеìых патоëоãий) и на возìожное ÷исëо ис-
поëüзуеìых пpизнаков äëя äиаãностики. В ка÷естве
инстpуìента, обеспе÷иваþщеãо поиск пpиеìëеìой
стpуктуpы ДС и функöионаëüноãо постpоения от-
äеëüных ее уpовней, испоëüзуется стохасти÷еская
ìоäеëü äиаãностиpуеìоãо объекта. Моäеëü осуще-
ствëяет ãенеpиpование сëу÷айныì обpазоì зна÷ений
пpизнаков с заäанныìи ìатеìати÷ескиìи ожиäа-
нияìи (МО) и сpеäнекваäpати÷ескиìи откëонения-
ìи (СКО) äëя соответствуþщих виäов патоëоãий
объекта äиаãностики. В pаботе пpеäëаãается ìето-
äика постpоения ìноãоуpовневых ДС в виäе по-
сëеäоватеëüности øаãов (äействий) по постpоениþ
соответствуþщих уpовней äиаãностики, на÷иная с
пеpвоãо. Пpи этоì в саìоì на÷аëе на пеpвоì øаãе
pеøается пpинöипиаëüный вопpос о öеëесообpаз-
ности постpоения ìноãоуpовневой (иеpаpхи÷е-
ской) ДС. Кëþ÷евуþ pоëü зäесü иãpает взаиìное
сопоставëение ìножеств зна÷ений пpизнаков äëя
соответствуþщих патоëоãий.

Пpоводится анализ эффективности pаботы многоуpовневых диагностических систем без огpаничений на pазмеpность (чис-
ло неиспpавностей или патологий) и число пpизнаков. Системы базиpуются на нечетком логическом выводе. Исследования пpо-
водятся с пpименением стохастической модели объекта. Показывается, что многоуpовневые диагностические системы во
многих пpактических случаях имеет более высокую эффективность по сpавнению с диагностическими системами полной pаз-
меpности. Пpедлагается методика фоpмиpования стpуктуpы и состава многоуpовневых диагностических систем.
Ключевые слова: нечеткая логика, многоуpовневая диагностическая система, методика постpоения, диагностическая под-

система нижнего уpовня, стохастическая модель диагностиpуемого объекта

 1 Статüя поäãотовëена пpи финансовой поääеpжке PФФИ
(пpоект 16-01-00054а).
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Стpуктуpа многоуpовневой ДС

Стpуктуpа ìноãоуpовневой ДС показана на pис. 1.
Зäесü нижний (пеpвый) уpовенü обpазуþт поä-

систеìы äиаãностики (Πi), постpоенные на основе
не÷еткоãо ëоãи÷ескоãо вывоäа с испоëüзованиеì
всех возìожных со÷етаний фоpìаëизованных пpи-
знаков патоëоãий из всех, иìеþщихся в наëи÷ии.
На втоpоì уpовне ДС поäсистеìы нижнеãо уpовня
ãpуппиpуþтся в бëоки (Cj), пpеäназна÷енные на
выявëение конкpетной патоëоãий. Чисëо таких бëо-
ков на втоpоì уpовне не пpевыøает ÷исëа äиаãно-
стиpуеìых патоëоãий. Пpи этоì ÷астü поäсистеì
нижнеãо уpовня ìоãут оказатüся ìаëоинфоpìатив-
ныìи и не испоëüзуþтся в бëоках втоpоãо уpовня.
На веpхнеì (тpетüеì) уpовне ДС пpовоäится сpав-
нитеëüный анаëиз pаботы бëоков втоpоãо уpовня
äиаãностики конкpетноãо объекта в öеëях выpа-
ботки окон÷атеëüноãо äиаãноза иëи выстpаивания
степеней соответствия возìожных патоëоãий äëя
пpинятия окон÷атеëüноãо pеøения.

Подсистемы нижнего уpовня ДС

Поäсистеìы базиpуþтся на не÷еткоì ëоãи÷ескоì
вывоäе. Текущее техни÷еское состояние объекта оöе-
нивается совокупностüþ опpеäеëенных зна÷ений
фоpìаëизованных пpизнаков, напpиìеp, теìпеpа-
туpы наãpева, аìпëитуäы вибpаöии пpи pаботе и т. ä.
Оäнако ÷исëовые зна÷ения этих пpизнаков äëя оä-
ной патоëоãии ìоãут иìетü pазëи÷ные зна÷ения, но
в опpеäеëенноì äиапазоне. Кажäый пpизнак пато-
ëоãии иìеет своþ обëастü зна÷ений, а взаиìное
pаспpеäеëение этих обëастей äëя оäноãо пpизнака
ìожет иìетü виäы, показанные на pис. 2.
Дуãи наä обëастяìи зна÷ений паpаìетpа на pис. 2

не несут никакой коëи÷ественной ìеpы, а пpеäна-
зна÷ены тоëüко äëя боëее наãëяäноãо пояснения
текстовоãо ìатеpиаëа. Ваpиант, показанный на
pис. 2, а, ãäе обëасти зна÷ений пpизнака äëя pаз-
ных патоëоãий не пеpесекаþтся, явëяется тpивиаëü-
ныì. Дëя äиаãностики такоãо сëу÷ая äостато÷но
опpеäеëитü, в какой ÷асти нахоäится зна÷ение
пpизнака. В ваpианте на pис. 2, б обëасти зна÷ений
пpизнака пеpесекаþтся незна÷итеëüно, и поэтоìу
ìожно пpовоäитü äиаãностику анаëоãи÷но ваpианту
на pис. 2, а, оäнако в äанноì сëу÷ае естü некотоpая
веpоятностü оøибо÷ноãо äиаãноза. Ваpиант на
pис. 2, в отëи÷ается от ваpианта на pис. 2, б боëü-
øой обëастüþ пеpесе÷ения, поэтоìу пpостейøая
äиаãностика тоëüко по оäноìу äанноìу пpизнаку
вызывает боëüøое ÷исëо оøибо÷ных äиаãнозов.
В ваpианте на pис. 2, г обëасти зна÷ений пpизнака
äëя pазных патоëоãий совпаäаþт, и такой пpизнак
явëяется неинфоpìативныì äëя ДС. В ваpианте на
pис. 2, д оäна обëастü пеpекpывает äpуãуþ, и зäесü
ìожно äиаãностиpоватü отсутствие патоëоãии N2,
есëи зна÷ение пpизнака нахоäится не в öентpаëü-

ной ÷асти. В пpотивноì сëу÷ае, ваpиант на pис. 2, д
анаëоãи÷ен ваpианту на pис. 2, г.
Диаãностика сëожных äинаìи÷еских объектов

во ìноãих сëу÷аях связана с обëастяìи зна÷ений
пpизнаков патоëоãий, поäобныìи, показанныì на
pис. 2, в и pис. 2, д. Поскоëüку патоëоãии в этих
сëу÷аях неöеëесообpазно äиаãностиpоватü пpостой
ëоãикой, то необхоäиìо пpивëекатü äопоëнитеëü-
ные пpизнаки и испоëüзоватü ìетоäы "ìяãких вы-
÷исëений" äëя постpоения ДС. В äанноì сëу÷ае
наибоëее поäхоäящиì пpеäставëяется ìетоä не÷ет-
кой ëоãики, ãäе оöенивается степенü пpинаäëеж-
ности кажäоãо пpизнака к опpеäеëенной патоëо-
ãии. Быëо показано [1], ÷то наиëу÷øие pезуëüтаты
äаþт ДС, испоëüзуþщие ìаксìинный базис и ëи-
нейнуþ фоpìу теpìов функöий пpинаäëежности,
показанные на pис. 3. Линейная фоpìа теpìов
как бы поä÷еpкивает pавноìеpное pаспpеäеëение
возìожных зна÷ений пpизнака патоëоãии внутpи
заäанноãо äиапазона.

Pис. 2. Ваpианты взаимного pаспpеделения областей значений
pегистpиpуемого пpизнака PA для двух патологий N1 и N2

Pис. 1. Стpуктуpа многоуpовневой ДС

Pис. 3. Вид функции пpинадлежности с линейными теpмами



Мехатроника, автоматизация, управление, Том 17, № 6, 2016 377

Линеиные теpìы:

(1)

Зäесü x1 и x2 — МО зна÷ений пpизнака A иëи B
соответственно äëя патоëоãий N1 и N2; x — зна÷е-
ния пpизнаков A иëи B.
Максìинный ìетоä (базис) закëþ÷ается в вы-

боpе ëу÷øеãо pезуëüтата сpеäи теpìов, пpивязан-
ных к патоëоãии. Пустü естü äве патоëоãии и äва
пpизнака, и зна÷ения этих пpизнаков pаспpеäеëя-
þтся оäинаково, как показано на pис. 4.
Дëя пеpвой патоëоãии испоëüзуþтся теpìы

P1(A) и P1(B), äëя втоpой — P2(A) и P2(B). Такиì
обpазоì, поëу÷аеì степенü пpинаäëежности пато-

ëоãии P(N1) и P(N2), и патоëоãия с боëüøей сте-
пенüþ пpинаäëежности с÷итается веpной.

Pанее äанный ìетоä быë испоëüзован [6] пpи
постpоении ДС патоëоãий сет÷атки ãëаза. Pазpабаты-
ваеìая ДС пpизвана äиаãностиpоватü пятü патоëо-
ãий по äевяти пpизнакаì. Обëасти зна÷ений пpи-
знаков патоëоãий сет÷атки ãëаза показаны на pис. 5,
ãäе по оси абсöисс äëя кажäоãо пpизнака откëаäы-

Pис. 5. Области значений пpизнаков патологий сетчатки глаза

P1(x) = 1, x m x1;

P1(x) = , x1 < x < x2;

P1(x) = 0, x l x2;

x2 x–

x2 x1–
-------------

P2(x) = 0, x m x1;

P2(x) = , x1 < x < x2;

P2(x) = 1, x l x2.

x x1–

x2 x1–
-------------

Pис. 4. Пpимеp оценки степени пpинадлежности с пpименением
максминного базиса
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ваþтся обëасти еãо зна÷ений. Оси оpäинат, как и в
pассìотpенноì выøе пpиìеpе, сëужат тоëüко äëя
обозна÷ения наëи÷ия иëи отсутствия äанноãо пpи-
знака у соответствуþщей патоëоãии. Дëя ëу÷øей
pазëи÷иìости обëасти наëи÷ия пpизнаков у соот-
ветствуþщих патоëоãий обозна÷аþтся äуãаìи, а не
пpяìоуãоëüникаìи. Пpи этоì никакоãо коëи÷ест-

венноãо сìысëа оpäинаты этих äуã не иìеþт (кpоìе
"äа" иëи "нет"). Даëее в pаботе эти пpизнаки буäут
испоëüзованы пpи отpаботке ìетоäики постpоения
ìноãоуpовневой ДС.
Не пpибеãая к pасøифpовке сìысëа кажäой па-

тоëоãии и не pаскpывая ìеханизìов поëу÷ения ÷и-
сëовых зна÷ений пpизнаков, отìетиì, ÷то за искëþ-
÷ениеì пpизнака А все остаëüные пpизнаки в ос-
новноì поäпаäаþт поä ваpианты, показанные на
pис. 2, в, д. Пpизнак А позвоëяет, испоëüзуя пpо-
стуþ ëоãику, äиаãностиpоватü патоëоãиþ XR. В pа-
боте [6] быëо показано, ÷то ДС с ìаëыì ÷исëоì
пpизнаков неpеäко оказывается боëее эффективной,
÷еì с боëüøиì набоpоì пpизнаков. В саìоì äеëе,
воспоëüзовавøисü поëныì набоpоì пpизнаков, по-
казанных на pис. 5, в äанной pаботе быëа сфоpìи-
pована ДС на основе не÷еткоãо ëоãи÷ескоãо вывоäа.
Pезуëüтаты pаботы такой систеìы показаны в табë. 1
(в табëиöах 1—5 и 7 закраøены светëо-серыì öве-
тоì оøибо÷ные äиаãнозы, а теìно-сеpыì — веp-
ные). ДС выäает ìассу оøибо÷ных и пëохо pазëи-
÷иìых äиаãнозов äëя конкpетных паöиентов (пеp-
вый стоëбеö табëиöы) с известныìи патоëоãияìи.
Дëя повыøения ка÷ества pаботы ДС в pаботе [6]

быëа ввеäена в pассìотpение тpехуpовневая систеìа
по схеìе, показанной на pис. 1, в котоpой во всех
поäсистеìах нижнеãо уpовня испоëüзоваëисü по тpи
пpизнака. Такиì обpазоì, ÷исëо поäсистеì ниж-
неãо уpовня составиëо 84. Pезуëüтаты pаботы такой
ДС показаны в табë. 2. Pезуëüтаты стаëи зна÷и-
теëüно ëу÷øе, но все еще появëяëисü оøибо÷ные
pезуëüтаты. Поэтоìу тpебуется боëее ãëубокая пpо-
pаботка вопpосов, связанных с ìетоäикой по-
стpоения ìноãоуpовневых ДС.

Метод отбоpа

Посëе изу÷ения pаспpеäеëения обëастей зна÷е-
ний пpизнаков äëя äиаãнозов pеаëüноãо объекта быë
составëен пpостой аëãоpитì выявëения патоëоãий,
бëок-схеìа котоpоãо показана на pис. 6. Этот аë-
ãоpитì, названный "Метоäоì отбоpа", по существу,
не ìожет явëятüся аëüтеpнативой ìноãоуpовневой
ДС, а пpиìеняется совìестно с посëеäней äëя
фоpìиpования окон÷атеëüноãо pезуëüтата на веpх-
неì уpовне тpехуpовневой ДС.

Pезуëüтаты äиаãностиpования тех же паöиентов
"Метоäоì отбоpа" свеäены в табë. 3, ãäе кажäая
я÷ейка указывает пpи÷ину отвеpãания иëи коне÷-
ноãо поäтвеpжäения (поìе÷ены "X") äиаãноза äан-
ной патоëоãии, ÷исëо посëе знака ":" озна÷ает коэф-
фиöиент пpинаäëежности указанноãо паpаìетpа,
а ÷исëо посëе знака "=" озна÷ает зна÷ение указан-
ноãо паpаìетpа. Пpиìенение äанноãо ìетоäа также
äает оøибо÷ные и пëохо pазëи÷иìые pезуëüтаты.

Фоpмиpование подсистем нижнего уpовня ДС

В связи с теì, ÷то поäбоpка паöиентов äëя обу-
÷ения ДС весüìа оãpани÷ена, äëя äаëüнейøих ис-Pис. 6. Блок-схема "Метода отбоpа"

Табëиöа 1

Паöиенты
с известныìи 
äиаãнозаìи

Не÷еткое ìножество возìожных патоëоãий

N M XR SD RD

N_009R 0,38 0,45 0,34 0,98 1
N_008L 0,13 0,30 0,18 1 0,67
RD_10R 0,03 0,30 1 0,5 0,81
RD_003R 0,29 0 0 0 0
SD_002L 0,56 0,45 0,79 1 0,79
SD_005L 1 0,23 0,36 0,67 0,91
XR_R003L 0 0,45 0,27 0,77 1
XR_R006L 0 0,30 0,18 1 0,67

Табëиöа 2

Паöиенты
с известныìи 
äиаãнозаìи

Не÷еткое ìножество возìожных патоëоãий

N M XR SD RD

N_009R 1 0,54 0,26 0,55 0,44
N_008L 1 0,55 0,27 0,56 0,44
RD_10R 0,25 0,46 0,25 0,53 1
RD_003R 0,38 1 0,097 0,70 0,72
SD_002L 0,64 0,74 0,23 1 0,91
SD_005L 0,65 0,60 0,33 1 0,76
XR_R003L 0,20 0,017 1 0,23 0,36
XR_R006L 0,57 0,32 1 0,70 0,72

Табëиöа 3

Паöиенты 
с извест-
ныìи äи-
аãнозаìи

Не÷еткое ìножество возìожных патоëоãий

N M XR SD RD

N_008L X (I = 0,6) I: 0,58 A: 0,11 E: 0,53 E: 0,53
N_009R E: 0,33 E: 0,33 A: 0,14 I ≠ 1,2 X (I: 0,58)
RD_003R X (I = 1,2) I: 0,20 A: 0,08 E: 0,59 E: 0,59
RD_10R E: 0,28 E: 0,28 A: 0,09 I ≠ 1,2 X (I: 0,80)
SD_002L E: 0,17 E: 0,17 A: 0,18 X (I = 1,2 

H = 10)
X (H: 0,57)

SD_005L E: 0,31 E: 0,31 A: 0,17 X (I = 1,2 
H = 10)

X (H: 0,57)

XR_003L A: 0,17 A: 0,17 X (A: 0,82) A: 0,17 A: 0,17
XR_006L A: 0,37 A: 0,37 X (A: 0,62) A: 0,37 A: 0,37
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сëеäований быëа созäана пpоãpаììа, ãенеpиpуþщая
сëу÷айных "паöиентов". Данная пpоãpаììа ãене-
pиpует "паöиента с заäанныì äиаãнозоì" с ìатеìа-
ти÷ескиì ожиäаниеì и СКО, вы÷исëенныì по су-
ществуþщиì äанныì относитеëüно небоëüøих
выбоpок pеаëüных паöиентов.
Дëя отбоpа поäсистеì нижнеãо уpовня необхо-

äиìо оöенитü эффективностü всех возìожных ÷а-
стных ДС на базе не÷еткоãо ëоãи÷ескоãо вывоäа с
испоëüзованиеì всех возìожных со÷етаний из äе-
вяти пpизнаков. Таких поäсистеì в äанноì сëу÷ае
ìожет бытü 511. Поэтоìу быëи иссëеäованы все
511 ваpиантов со÷етаний пpизнаков. Сpеäи таких
со÷етаний ìожно выäеëитü:
неинфоpìативные со÷етания, т. е. такие поä-
систеìы, котpые äаþт сëиøкоì боëüøое ÷исëо
оøибо÷ных äиаãнозов;
инфоpìативные со÷етания, т. е. поäсистеìы,
котоpые по оäной из патоëоãий äаþт боëüøое
÷исëо веpных äиаãнозов;

усëовно инфоpìативные со÷етания, т. е. поä-
систеìы, котоpые по нескоëüкиì патоëоãияì
äаþт боëüøое ÷исëо веpных äиаãнозов, но во
ìноãих сëу÷аях пëохо pазëи÷иìых.
В пpеäставëенных на pис. 7 пpиìеpах ÷исëа ука-

зываþт пpоöентное соотноøение веpно äиаãно-
стиpованных патоëоãий к общеìу ÷исëу паöиентов
с заäанныì äиаãнозоì и поäкpаøены беëыì öве-
тоì — с высокой степенüþ то÷ности pаспознавания
патоëоãии äанной поäсистеìой, светëо-сеpыì —
с сpеäней степенüþ то÷ности, теìно-сеpыì —
с низкой. В пеpвых стоëбöах указаны пpизнаки,
испоëüзуеìые в поäсистеìах.

Фоpмиpование блоков подсистем втоpого уpовня ДС

В pезуëüтате анаëиза эффективности поäсистеì
нижнеãо уpовня быëи отобpаны по 20 наибоëее
инфоpìативных поäсистеì (бëоки 2-ãо уpовня)
äëя кажäой äиаãностиpуеìой патоëоãии. Эти бëо-
ки показаны на pис. 8. Ввеäеì обозна÷ения: бëок

Pис. 7. Пpимеpы подсистем:
а — неинфоpìативная, б — инфоpìативная, в — усëовно инфоpìативная

Pис. 8. Гpуппы отобpанных инфоpмативных систем для патологии
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С1 — систеìа äëя выявëения N; бëок С2 — систеìа
äëя выявëения RD; бëок С3 — систеìа äëя выяв-
ëения SD; бëок С4 — систеìа äëя выявëения XR;
бëок С5 — систеìа äëя выявëения M. Я÷ейки поä-
кpаøены анаëоãи÷но табëиöаì на pис. 7.
Все названные бëоки обpазуþт втоpой уpовенü

ДС. В табë. 4 пpеäставëены pезуëüтаты äиаãности-
ки паöиента SD002L с патоëоãией "SD" бëокоì С3,
пpизванныì выявëятü указаннуþ патоëоãиþ.
Необхоäиìо отìетитü, ÷то пpовеpка äанноãо па-

öиента бëокоì С3 на возìожные äpуãие патоëоãии,
пpи котоpых автоìати÷ески ìеняþтся функöии
пpинаäëежности по соответствуþщиì пpизнакаì,
äает ìенüøее сpеäнее зна÷ение степени пpинаäëеж-
ности по сpавнениþ с известныì äиаãнозоì SD.
В äанноì сëу÷ае веpныì äиаãнозоì явëяется äиаã-
ноз, у котоpоãо сpеäнее зна÷ение по всеì поäсис-
теìаì явëяется наибоëüøиì. Оäнако поäобные
бëоки втоpоãо уpовня пpи äиаãностиpовании кон-
кpетной патоëоãии ÷асто äаþт пëохо pазëи÷иìые
(бëизкие) pезуëüтаты с äpуãиìи патоëоãияìи. Дëя
боëее ÷еткоãо отäеëения пëохо pазëи÷иìых äиаã-
нозов быë также pассìотpен ìетоä "5 %-ноãо ко-
pиäоpа". Существо ìетоäа состоит в тоì, ÷то есëи
все иìеþщиеся сpеäние степени соответствия äи-
аãностиpуеìых патоëоãий не пpевыøаþт 0.95 от
ìаксиìаëüноãо сpеäнеãо зна÷ения оäной из них, то
посëеäняя пpиниìается за истиннуþ. В пpотивноì
сëу÷ае иìееì пëохо pазëи÷иìые äиаãнозы. В табë. 5
показывается, как ìетоä "5 %-ноãо коpиäоpа" ис-
кëþ÷ает пëохо pазëи÷иìый äиаãноз "М" из pассìот-
pения. В äанноì сëу÷ае все 20 поäсистеì бëока СЗ
äаþт äиаãноз "RD" и 17 — äиаãноз "М".
На втоpоì уpовне ДС необхоäиìо äанные äиаã-

ностиpуеìоãо паöиента обpаботатü всеìи бëокаìи
этоãо уpовня и пеpеäатü на äаëüнейøуþ обpаботку
на тpетий уpовенü ДС.

Алгоpитмы pаботы ДС на тpетьем уpовне

Этот уpовенü äëя выpаботки окон÷атеëüноãо pе-
øения ìожет соäеpжатü нескоëüко аëãоpитìов

(вкëþ÷ая и "ìетоä отбоpа"), со÷етание котоpых по-
звоëяет наиëу÷øиì обpазоì пpовести äиаãностику.
Pассìотpиì такие аëãоpитìы.
Саìыì естественныì явëяется ìетоä сpавнения

pезуëüтатов äиаãностиpования паöиента всеìи бëо-
каìи втоpоãо уpовня ДС. Назовеì еãо "Метоäоì
систеì 2-ãо уpовня". Pезуëüтаты такой обpаботки
äëя pассìатpиваеìоãо выøе паöиента показаны в
табë. 6, ãäе теìно-сеpыì öветоì выäеëены не pас-
сìатpиваеìые pезуëüтаты, а светëо-сеpыì — ìакси-
ìаëüное зна÷ение в äиаãонаëи, котоpое указывает
на веpный äиаãноз. Метоä "5 %-ноãо коpиäоpа", по
пpивеäенныì äанныì в скобках и в посëеäнеì
стоëбöе, поäтвеpжäает еäинственный веpный äи-
аãноз. Вìесте с теì, обpаботка äpуãих паöиентов
с известныìи äиаãнозаìи äаëеко не всеãäа äает хо-
pоøие pезуëüтаты. Это иëëþстpиpуется табë. 7, ãäе
отìе÷ены невеpные и пëохо pазëи÷иìые pезуëüтаты.
Пpи÷иной такоãо pезуëüтата ìожет оказатüся не
совсеì уäа÷ный поäбоp поäсистеì нижнеãо уpовня
пpи фоpìиpовании некотоpых бëоков на втоpоì
уpовне ДС. Есëи пеpесìотpа стpуктуp бëоков вто-
pоãо уpовня не äеëатü, то ìожно пpеäëожитü еще
тpи возìожных аëãоpитìа пpи наëи÷ии pезуëüта-
тов обpаботки äанных паöиента бëокаìи втоpоãо
уpовня в виäе табë. 4. Назовеì эти аëãоpитìы "Аë-
ãоpитìаìи 3-ãо уpовня".
Эти ìетоäы иëëþстpиpуþтся табë. 8, в котоpой

в отëи÷ие от табë. 6 äобавëены тpи стоëбöа: "ìи-
ниìуì", "сpеäнее", "ìаксиìуì". В я÷ейках этих
стоëбöов заносятся соответственно ìиниìаëüное,
сpеäнее иëи ìаксиìаëüное зна÷ения из соответст-
вуþщих стpок табë. 6. За истинный äиаãноз беpется
äиаãноз той стpоки, ãäе на пеpесе÷ении со стоëбöоì
оказывается наибоëüøее из ÷исеë этоãо стоëбöа.

Табëиöа 4

ABCI ABGI BCDEGHI ... HI Среäнее

N 0,40 0,40 0,17 ... 0,40 0,39
RD 0 0 0 ... 0 0
SD 0,57 0,57 0,57 ... 0,57 0,57
XR 0,18 0,18 0,40 ... 0,40 0,38
M 0,57 0,57 0,17 ... 0,57 0,53

Табëиöа 5

ABCI ABGI BCDEGHI ... HI Суììа

N ... 0
RD ... 0
SD X X X ... X 20
XR ... 0
M X X ... X 17

Табëиöа 6

Пато-
ëоãия

Бëоки 2-ãо уровня ДС Метоä 
5 % ко-
риäораС1 С2 С3 С4 С5

N 0,18 (0) 0,17 (0) 0,39 (0) 0,61 (13) 0,55 (15) 0
RD 0,18 (2) 0,08 (0) 0 (0) 0,18 (2) 0,09 (0) 0
SD 0,71 (16) 0,70 (19) 0,57 (20) 0,72 (18) 0,64 (20) 20
XR 0,69 (16) 0,53 (14) 0,38 (0) 0,18 (0) 0,62 (18) 0
M 0,63 (17) 0,17 (0) 0,53 (17) 0,61 (16) 0,31 (0) 0

Табëиöа 7

Паöиенты
с известныìи 
äиаãнозаìи

Не÷еткое ìножество возìожных патоëоãий

N RD SD XR M

N_008L 0,12 0,09 0 0,10 0,40
N_009R 0,15 0,12 0 0,14 0,33
RD_003R 0,30 0,11 0,54 0,07 0,55
RD_10R 0,18 0,04 0 0,09 0,37
SD_002L 0,18 0,08 0,57 0,18 0,31
SD_005L 0,20 0,09 0,57 0,17 0,34
XR_003L 0,12 0,14 0 0,79 0,21
XR_006L 0,11 0,11 0 0,61 0,17
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Пpиìеp в табë. 8 иëëþстpиpует совпаäение всех
pезуëüтатов äиаãностиpования pассìатpиваеìоãо
паöиента всеìи аëãоpитìаìи, вкëþ÷ая ìетоä "5 %-
ноãо коpиäоpа", ãäе теìно-сеpыì öветоì выäеëены
не pассìатpиваеìые pезуëüтаты, а светëо-сеpыì —
ìаксиìаëüное зна÷ение, котоpое указывает на веp-
ный äиаãноз.

Pассìотpенный в пpиìеpах паöиент ìожет бытü
усëовно отнесен к хоpоøо äиаãностиpуеìоìу. Дëя
пpовеpки эффективности пpеäëаãаеìых аëãоpит-
ìов по кажäой патоëоãии быëо сãенеpиpовано по
1000 "паöиентов". Итоãи веpных, пëохо pазëи÷и-
ìых (споpных) и оøибо÷ных äиаãнозов в пpоöент-
ноì соотноøении свеäены в табë. 9.
Как сëеäует из pезуëüтатов обpаботки, äëя äи-

аãностиpования N ëу÷øе всеãо поäхоäит ìетоä
"5 %-ноãо коpиäоpа", äëя äиаãностиpования RD
ëу÷øе всеãо себя показаë "Метоä отбоpа". Пpи äи-
аãностиpования SD и XR все ìетоäы показаëи
100 %-ный pезуëüтат. Дëя выявëения M ëу÷øе всеãо

испоëüзоватü ìетоä "5 %-ноãо коpиäоpа" и "Метоä
отбоpа".

Pассìотpенная тpехуpовневая ДС оpиентиpована
на äиаãностику патоëоãий сет÷атки ãëаза, оäнако
ее состав и функöиониpование позвоëяþт сфоpìу-
ëиpоватü общуþ ìетоäику постpоения поäобных
систеì äиаãностики äëя саìых pазных объектов.
Поìиìо описанных ìетоäов pазpабатывается

коìбиниpованный ìетоä, котоpый испоëüзует pе-
зуëüтаты описанных выøе ìетоäов. В äанной сис-
теìе беëыì öветоì выäеëены систеìы с ÷исëоì
веpных äиаãнозов äо 80 %, светëо-сеpыì — от 80
äо 90 %, теìно-сеpыì — от 90 %.

Методика постpоения многоуpовневой 
диагностической системы

Эта ìетоäика состоит из сëеäуþщей посëеäова-
теëüности øаãов.
Шаг 1. Тщатеëüное изу÷ение и сопоставëение

обëастей зна÷ений всех иìеþщихся фоpìаëизо-
ванных ÷исëовых пpизнаков патоëоãий.
Шаг 2. С испоëüзованиеì пpизнаков с непеpесе-

каþщиìися обëастяìи зна÷ений äëя опpеäеëенных
патоëоãий (есëи таковые обнаpужены) уìенüøение
÷исëа äиаãностиpуеìых патоëоãий за с÷ет испоëüзо-
вания в ДС пpостых ëоãи÷еских постpоений.
Шаг 3. Созäание статисти÷еской ìоäеëи пато-

ëоãий объекта äиаãностиpования с испоëüзованиеì
обëастей зна÷ений всех иìеþщихся фоpìаëизован-
ных ÷исëовых пpизнаков патоëоãий.
Шаг 4. Фоpìиpование и иссëеäование эффек-

тивности поäсистеì äиаãностики нижнеãо уpовня-
ìи на основе не÷еткоãо ëоãи÷ескоãо вывоäа со всеìи
возìожныìи со÷етанияìи пpизнаков с испоëüзо-
ваниеì статисти÷еской ìоäеëи объекта äиаãности-
pования.
Шаг 4. Отбоp поäсистеì нижнеãо уpовня äëя

фоpìиpования бëоков втоpоãо уpовня äиаãности-
÷еской систеìы.
Шаг 5. С испоëüзованиеì на тpетüеì уpовне ДС

аëãоpитìа сопоставëения pезуëüтатов pаботы ниж-
неãо и втоpоãо уpовней с пpиìенениеì статисти-
÷еской ìоäеëи объекта, пpовеpка эффективности
всей äиаãности÷еской систеìы.
Шаг 6. В сëу÷ае необхоäиìости повыøение эф-

фективности pаботы ДС äаëüнейøие äействия ìо-
ãут иäти в äвух напpавëениях: 1) пpиìенение иных

Табëиöа 8

Патоëоãия

Систеìы 2-ãо уровня Метоäы äиаãностики

С1 С2 С3 С4 С5 Миниìуì Среäнее Максиìуì Метоä 5 % 
кориäора

N 0,18 (0) 0,17 (0) 0,39 (0) 0,61 (13) 0,55 (15) 0,17 0,37 0,61 0
RD 0,18 (2) 0,08 (0) 0 (0) 0,18 (2) 0,09 (0) 0 0,10 0,18 0
SD 0,71 (16) 0,70 (19) 0,57 (20) 0,72 (18) 0,64 (20) 0,56 0,66 0,72 20
XR 0,69 (16) 0,53 (14) 0,38 (0) 0,18 (0) 0,62 (18) 0,18 0,47 0,68 0
M 0,63 (17) 0,17 (0) 0,53 (17) 0,61 (16) 0,31 (0) 0,17 0,44 0,62 0

Табëиöа 9

Пато-
ëоãия

Метоäы äиаãностики

Метоä 
отбора

Метоä 
систеì 
2 ур.

Метоä 
систе-

ìы 3 ур. 
(ìин.)

Метоä 
систе-

ìы 3 ур. 
(среä.)

Метоä 
систе-

ìы 3 ур. 
(ìакс.)

Метоä 
5 % 
кори-
äора

N 88,8 %
0 %

11,2 %

61,7 %
1,3 %
37 %

80,5 %
0 %

19,5 %

91,1 %
1,7 %
7,2 %

90,6 %
3,9 %
5,5 %

90 %
5,7 %
4,3 %

RD 91,9 %
0 %

8,1 %

46,6 %
2 %

51,4 %

26,9 %
1,4 %
71,7 %

45,5 %
1,8 %
52,7 %

43,7 %
3,7 %
52,6 %

44,2 %
3,8 %
52 %

SD 100 %
0 %
0 %

100 %
0 %
0 %

100 %
0 %
0 %

100 %
0 %
0 %

98,6 %
1,4 %
0 %

100 %
0 %
0 %

XR 100 %
0 %
0 %

100 %
0 %
0 %

100 %
0 %
0 %

100 %
0 %
0 %

100 %
0 %
0 %

100 %
0 %
0 %

M 71,7 %
0 %

28,3 %

53,9 %
2,1 %
44 %

54,5 %
14,5 %
31 %

58,3 %
3,4 %
38,3 %

27,9 %
10,5 %
61,6 %

68,8 %
10,2 %
21 %

Итоãо 90,48 %
0 %

9,52 %

72,44 %
1,08 %
26,48 %

72,38 %
3,18 %
24,44 %

79,14 %
1,38 %
19,64 %

72,16 %
3,9 %

23,94 %

80,6 %
3,94 %
15,46 %
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аëãоpитìов иëи их коìбинаöий на тpетüеì уpовне
систеìы; 2) изìенение состава поäсистеì в бëоках
втоpоãо уpовня.

Заключение

Пpеäставëенные в pаботе pезуëüтаты показываþт
эффективностü ìноãоуpовневых äиаãности÷еских
систеì на базе не÷еткоãо ëоãи÷ескоãо вывоäа.
Испоëüзование статисти÷еской ìоäеëи объекта

äиаãностиpования позвоëяет äостато÷но быстpо пpо-
воäитü обу÷ение, настpойку и пpовеpку pаботоспо-
собности äиаãности÷еской систеìы.
Пpи постpоении ìноãоуpовневых äиаãности-

÷еских систеì жеëатеëüно иìетü как ìожно боëü-
øе фоpìаëизуеìых äиаãности÷еских пpизнаков.
Дëя этой öеëи хоpоøо испоëüзоватü коэффиöи-
енты ìоäеëи äëя äинаìи÷еских объектов, ÷астот-
ные и вpеìенные хаpактеpистики пеpехоäных
пpоöессов и т. ä.
Также äëя повыøения эффективности pезуëü-

татов äиаãностиpования необхоäиìо испоëüзоватü
ìноãотеpìовый виä функöии пpинаäëежности,
÷исëо теpìов котоpой зависит от pаспpеäеëения
обëастей зна÷ений соответствуþщеãо пpизнака.
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An appearance of diagnostic systems of complex structure dynamic objects, based on "soft computing" is connected, pri-
marily, with a relatively large number of possible developing faults (abnormalities) in these objects. The number of symptoms
for diagnosis is often limited, and the field of values of these characteristics for different pathologies are intersecting. The
claimed genus can include objects of different nature: technical, chemical, biological, etc. A very common situation for such
objects is the lack of sufficient statistical samples of values of signs of pathology for the successful application of statistical methods
for diagnosis. This work discusses the problems of structural construction and functional multi-level diagnosing systems based
on fuzzy logic reasoning. While not subject to the restrictions on the dimensionality of the system (the number of diagnostically
pathologies) and the possible number of signs used for diagnosis. As a tool, providing an acceptable and functional structure
of the diagnosing systems and its individual levels, is used stochastic model of the diagnosed object. The model implements the
generation of random values of features with preset mathematical expectation and standard deviation values for the respective
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pathologies of the diagnostic object. This article paper proposes a method of constructing a multi-level diagnosing system in
a sequence of steps (actions) to build appropriate levels of diagnostics. First of all it is solving the fundamental question of the
expediency of constructing a multi-level (hierarchical) diagnosing system.

Keywords: fuzzy logic, multi-level diagnostic system, method of construction, the diagnostic subsystem of the lower level,
a stochastic model of the diagnosed object 
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24—25 ноября 2016 г. в Санкт-Петербурге состоится 27-я конференция "Экстремальная робото-
техника (ЭР-2016)", и в этом году ее проведение приурочено к юбилею основателя ЦНИИ РТК и бес-
сменного председателя программного комитета конференции — Е. И. Юревича.

Кажäый ãоä боëее äваäöати пяти ëет конференöия "Экстреìаëüная робототехника" собирает на
своей пëощаäке веäущих российских спеöиаëистов, ìоëоäых у÷еных в обëасти робототехники, ас-
пирантов, стуäентов крупнейøих техни÷еских университетов. Вот уже нескоëüко ëет поäряä конфе-
ренöия прохоäит в форìате ìежäунароäноãо ìероприятия, ÷то позвоëяет в "открытоì поеäинке" ìак-
сиìаëüно оöенитü наöионаëüные составëяþщие ìировоãо нау÷но-иссëеäоватеëüскоãо потенöиаëа в
обëасти созäания среäств техни÷еской кибернетики и робототехники косìи÷ескоãо, возäуøноãо, на-
зеìноãо и ìорскоãо базирования.

В раìках конференöии, как всеãäа, пëанируется рассìотретü øирокий круã вопросов: от конöеп-
туаëüных пробëеì созäания äо практи÷ескоãо приìенения уже существуþщих робототехни÷еских

коìпëексов. Теìатика конференöии посвящена актуаëüныì вопросаì, связанныì с созäаниеì робототехни÷еских систеì новоãо
покоëения äëя работы в экстреìаëüных усëовиях и ÷резвы÷айных ситуаöиях, вкëþ÷ая борüбу с терроризìоì, пожаротуøение, ре-
øение оборонных заäа÷, а также с заäа÷аìи освоения косìоса и ãëубин Мировоãо океана, ìеäиöины, атоìной энерãетики и опасных
произвоäств.

Работа конференöии траäиöионно запëанирована в форìате пëенарных и секöионных засеäаний, äискуссий, круãëых стоëов,
посвященных актуаëüныì пробëеìаì и заäа÷аì в сфере робототехни÷еских систеì и среäств безопасности.

Межäунароäная конференöия "ЭР-2016" открыта äëя всех жеëаþщих, а их орãанизатор — ЦНИИ робототехники и техни÷еской
кибернетики — всеãäа раä новыì у÷астникаì и ãостяì.

Поäробная инфорìаöия о конференöии на сайте: http://er.rtc.ru.
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Технологии SLAM для подвижных pоботов: состояние и перспективы1

Введение

Оäной из основных заäа÷ систеì упpавëения
(СУ) автоноìных pоботов явëяется заäа÷а навиãа-
öии и ее поäзаäа÷а — ëокаëизаöия pобота в пpо-
стpанстве. 
В автоìатизиpованной навиãаöии поäвижных

аãентов (pоботов) техноëоãия оäновpеìенной ëока-
ëизаöии и каpтиpования (SLАМ, Simultaneous Loca-
lization And Mapping) — это вы÷исëитеëüная схеìа
постpоения иëи обновëения каpты неизвестной
окpужаþщей сpеäы с оäновpеìенныì отсëежива-
ниеì ìестопоëожения аãента в ее пpеäеëах. Эта
техноëоãия стаëа основной в навиãаöии ìобиëüных
аãентов (pоботов) [1—3]. К настоящеìу вpеìени уже
существует боëüøой pяä аëãоpитìов pеаëизаöии
техноëоãии SLAM с известныì, по кpайней ìеpе
пpибëиженныì, pеøениеì. Попуëяpные пpибëи-
женные ìетоäы pеøения вкëþ÷аþт спеöиаëüнуþ
фиëüтpаöиþ — pасøиpенный фиëüтp Каëìана иëи
фиëüтp ÷астиö — и статисти÷еское оöенивание
äанных. Эти аëãоpитìы SLAM существенно оpи-
ентиpованы на иìеþщиеся аппаpатные pесуpсы,
особенно в боpтовых ваpиантах, сëеäоватеëüно,
они наöеëены на экспëуатаöионное собëþäение
оãpани÷ений этих pесуpсов и соответствуþщуþ
вы÷исëитеëüнуþ эффективностü.
Существуþщие поäхоäы испоëüзуþтся в автоìа-

тизиpованных автоìобиëях, беспиëотных возäуø-
ных тpанспоpтных сpеäствах, автоноìных поäвоä-
ных тpанспоpтных сpеäствах, ìаpсохоäах, неäавно
появивøихся pоботах типа сеpвисных äëя pабот
внутpи поìещений. В обзоpе буäеì испоëüзоватü
pаботы [1—15].

Постановка пpоблемы

Pассìатpивается сëеäуþщая заäа÷а SLAM: на
основе pяäа набëþäений (изìеpений), поëу÷енных
от äат÷ика ot в äискpетные ìоìенты вpеìени t, тpе-
буется вы÷исëитü оöенку ìестопоëожения аãента
(pобота) xt и постpоитü каpту окpужаþщей еãо
сpеäы mt. Все äанные с÷итаþтся веpоятностныìи,
÷то явëяется кëþ÷евыì поëожениеì всех pассìат-
pиваеìых аëãоpитìов SLAM.
Такиì обpазоì, öеëü состоит в тоì, ÷тобы вы-

÷исëитü усëовнуþ веpоятностü каpты mt и поëоже-
ния аãента xt пpи усëовии иìеþщеãося изìеpения
от äат÷ика:

P(mt, xt |o1:t). (1)

Пpиìенение пpавиëа Байеса äает схеìу äëя тоãо,
÷тобы посëеäоватеëüно обновитü посëеäуþщее зна-
÷ение ìестопоëожения, у÷итывая каpту и функ-
öиþ пеpехоäа P(xt |xt – 1):

P(xt |o1:t, mt) =

= P(ot |xt, mt) P(xt |xt – 1)P(xt – 1|mt, o1:t – 1)/Z. (2)

Зäесü xt — поëожение pобота в текущий ìоìент
вpеìени t; xt – 1 — поëожение в пpеäыäущий ìоìент
вpеìени; mt — постоpоенная каpта; o1:t — ìассив
показаний äат÷иков в те÷ение всеãо äвижения от
на÷аëüноãо äо текущеãо ìоìента. В знаìенатеëе
стоит соответствуþщий ноpìиpуþщий ìножитеëü.
Такиì обpазоì, фоpìуëа описывает усëовное pас-
пpеäеëение äëя оöенки текущеãо поëожения pобота
на основании постpоенной каpты, показаний äат-
÷иков и оöенки в пpеäыäущий ìоìент. Сëеäуþщая
фоpìуëа анаëоãи÷но описывает пеpес÷ет усëовно-
ãо pаспpеäеëения äëя каpты:

P(mt |xt, o1:t) =

= P(mt |xt, mt – 1, ot)P(mt – l|o1:t – 1, xt). (3)

Обсуждается технология SLAM одновpеменных локализации pобота в сpеде пеpедвижения и каpтиpования окpужающего
пpостpанства, котоpая стала одной из основных пpи pешении задачи навигации мобильных pоботов. Дан кpаткий обзоp по-
пуляpных эффективных методов pеализации этой технологии, основанных на pазличных алгоpитмах и использующих pазную
аппаpатную базу.
Ключевые слова: навигация, локализация, каpтиpование, pобот, SLAM

РОБОТОТЕХНИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ

 1 Pабота выпоëнена пpи существенной поääеpжке ãpанта
PФФИ 15-07-07483-а.
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Отìетиì, ÷то как и ìноãие пpобëеìы статисти-
÷ескоãо оöенивания, совìестное опpеäеëение этих
äвух пеpеìенных ìожет бытü найäено на основе
некотоpоãо оптиìаëüноãо pеøения, основанноãо на
аëãоpитìах типа ìаксиìаëüноãо пpавäопоäобия.
Зäесü и äаëее буäеì поëожение аãента (аппаpата)

называтü еãо позой, это пpинятый в теоpии SLAM
теpìин.

Особенности алгоpитмов технологии SLAM

Соãëасно пpивеäенной выøе схеìе аëãоpитìы,
pеаëизуþщие техноëоãиþ SLAM, испоëüзуþт pаз-
ëи÷ные вы÷исëитеëüные схеìы äëя pеøения заäа÷и
ëокаëизаöии и каpтиpования на основе äанных,
поëу÷енных от pазëи÷ных äат÷иков.
Базовые (пеpвона÷аëüные) аëãоpитìы SLAM ос-

нованы на уpавнениях (1)—(3), вкëþ÷аþт фиëüтpы
Каëìана, фиëüтpы ÷астиö (ина÷е, ìетоäы Монте-
Каpëо) и оöенки, испоëüзуþщие pазëи÷ные интеp-
ваëüные вы÷исëения. Они обеспе÷иваþт оöенку
указанной выøе функöии веpоятности äëя позы
pобота и äëя паpаìетpов каpты.
Попуëяpныì ìетоäоì в техноëоãии SLAM яв-

ëяется уpавнивание, основанное на испоëüзовании
изобpажений от виäеосенсоpов. Уpавнивание пpо-
воäится äëя устpанения невязок, обусëовëенных
наëи÷иеì оøибок в избыто÷но изìеpенных веëи-
÷инах, и äëя опpеäеëения наибоëее веpоятных зна-
÷ений искоìых неизвестных иëи их зна÷ений,
бëизких к этиì веpоятнейøиì. В пpоöессе уpавни-
вания это äостиãается путеì опpеäеëения попpавок
к изìеpенныì веëи÷инаì (уãëаì, напpавëенияì,
äëинаì ëиний иëи пpевыøенияì). Неpеäко уpав-
нивание выпоëняется ìетоäоì наиìенüøих кваä-
pатов äëя ìиниìизаöии невязок.
Уpавнивание в техноëоãии SLАМ позвоëяет со-

вìестно оöениватü позы и хаpактеpные поëожения
оpиентиpов, увеëи÷ивая то÷ностü каpты, и испоëü-
зуется во ìноãих новых коììеpöиаëизиpованных
систеìах, вкëþ÷аþщих техноëоãиþ SLАМ, таких
как напpиìеp, пpоект Google Танãо [9] (пpоект
спеöиаëüноãо ãаäжета — пëанøета с 3D-инфоpìа-
öией об окpужаþщеì пpостpанстве). Зäесü испоëü-
зуется pяä изобpажений (виäеокаäpов) сеpии 3D-
пунктов с pазëи÷ных то÷ек набëþäения, а с поìо-
щüþ уpавнения pеøается заäа÷а оäновpеìенноãо
уто÷нения 3D-кооpäинат, описываþщих ãеоìет-
pиþ сöены, паpаìетpов относитеëüноãо äвижения
и опти÷еских особенностей каìеpы, испоëüзуеìой
äëя поëу÷ения изобpажения. Эти вы÷исëения вы-
поëняþтся соãëасно спеöиаëизиpованноìу кpите-
pиþ оптиìаëüности, вкëþ÷аþщеìу соответствуþ-
щие паpаìетpы пpоектиpования изобpажения всех
набëþäаеìых пунктов.
Заìетиì, ÷то уpавнивание по÷ти всеãäа испоëü-

зуется в ка÷естве посëеäнеãо øаãа кажäоãо осно-
ванноãо на 3D-особенностях сpеäы аëãоpитìа pе-
констpукöии сöены. Уpавнивание быëо пеpвона-
÷аëüно пpиìенено в обëасти фотоãpаììетpии в

1950-х ãã. и все боëее ÷асто испоëüзуется иссëеäо-
ватеëяìи коìпüþтеpноãо виäения в те÷ение по-
сëеäних ëет.
Новые аëãоpитìы äëя техноëоãии SLAM оста-

þтся äо сих поp активной обëастüþ иссëеäований,
котоpые веäутся соãëасно pазëи÷ныì тpебованияì
и пpеäпоëоженияì о типах каpт, äат÷иков и ìоäе-
ëей обpаботки. Мноãие из совpеìенных систеì,
pеаëизуþþщих техноëоãиþ SLАМ, основаны на
коìбинаöии pазëи÷ных поäхоäов.

Сенсоpы. Измеpения в технологии SLAM

В техноëоãии SLAM ÷асто испоëüзуþтся не-
скоëüко pазëи÷ных типов äат÷иков, так как тоëüко
в этоì сëу÷ае возìожно посëеäоватеëüное уто÷не-
ние äанных о позе pобота и о каpте. Возìожности
и пpеäеëы (физи÷еские оãpани÷ения) pазëи÷ных
типов äат÷иков быëи основной пpи÷иной pазpа-
ботки новых аëãоpитìов. Статисти÷еская незави-
сиìостü изìеpений — обязатеëüное тpебование,
÷тобы спpавитüся с ìетpи÷ескиìи откëоненияìи и
с øуìоì в изìеpениях.

Pазëи÷ныì типаì äат÷иков соответствуþт pаз-
ëи÷ные аëãоpитìы SLAM.
Лазеpные измеpители. Пpи испоëüзовании в ка-

÷естве основных сенсоpов ëазеpных изìеpитеëей
поëу÷аеìые визуаëüные äанные пpеäоставëяþт поä-
pобнуþ инфоpìаöиþ о ìноãих объектах (изìе-
pяеìых пунктах, то÷ках) в обëасти, окpужаþщей
pобот, созäавая своеобpазные обëака изìеpений.
В этоì сëу÷ае иноãäа ìожет бытü сäеëан вывоä о
тоì, ÷то не тpебуется пpиìенение техноëоãии
SLАМ, поскоëüку фоpìы в этих обëаках äанных
ìоãут бытü ëеãко и оäнозна÷но выpовнены (ìето-
äоì уpавнивания) в кажäоì øаãе ÷еpез соответст-
вуþщуþ pеãистpаöиþ изобpажений.
Сонаpы. Хоpоøиìи äат÷икаìи изìеpения äаëü-

ностей ìоãут сëужитü сонаpы. Они ìоãут pаботатü
в усëовиях пониженной виäиìости, напpиìеp,
в туìане, ÷то в таких сëу÷аях äеëает их пpеäпо÷ти-
теëüныìи.
Тактильные датчики. Тактиëüные (осязатеëüные)

äат÷ики испоëüзуþтся ÷pезвы÷айно pеäко, по-
скоëüку они позвоëяþт поëу÷итü тоëüко инфоpìа-
öиþ об объектах, pаспоëоженных о÷енü бëизко к
аãенту-pоботу. Поэтоìу необхоäиìа их интеãpаöия
с äpуãиìи сенсоpныìи систеìаìи. 
Осязательные датчики и pадиодатчики. Неко-

тоpые техноëоãии SLAM пpеäусìатpиваþт испоëü-
зование осязатеëüных äат÷иков (изìеpение выпоë-
няется тоëüко ëокаëüныì пpикосновениеì), pаäа-
pов и техноëоãии Wi-Fi. 
В совpеìенных техноëоãиях SLAM пpиìеняþтся

äëя оpиентиpования также квазиопти÷еские pаäио-
äат÷ики, pеаëизуеìые в тpиëатеpаëüноì (опpеäе-
ëение поëожения по тpеì базовыì станöияì (БС))
иëи в ìуëüтиëатеpаëüноì ваpиантах с ìножествен-
ныìи БС (в систеìах RTLS (Real-time Locating
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Systems), pаботаþщих, напpиìеp, по pаäиоìеткаì),
иëи как ìуëüтиуãëоìеpная констpукöия.
Оптические датчики ìоãут бытü оäноìеpныìи

(с еäинственныì ëу÷оì) иëи äвуìеpныìи (øиpо-
кий ëу÷, иëи äвойной ëу÷). В ка÷естве опти÷еских
äат÷иков ìоãут испоëüзоватüся ëазеpные äаëüно-
ìеpы, 3D-сенсоpы высокоãо pазpеøения (напpи-
ìеp LiDAR), 3D-опти÷еские ëокатоpы. Эти äат÷ики
ìоãут также вкëþ÷атü спеöиаëüные сенсоpы —
вспыøки, оäну иëи нескоëüко 2D-каìеp. В аëãо-
pитìах, спеöиаëизиpованных äëя pаботы поä во-
äой, в ка÷естве äат÷иков ìоãут испоëüзоватüся 2D-
иëи 3D-ãиäpоëокаöионные äат÷ики. 
С 2005 ã. быëо выпоëнено интенсивное иссëеäо-

вание техноëоãии vSLAM (визуаëüной техноëоãии
SLAM), испоëüзуþщей, пpежäе всеãо, визуаëüные
äат÷ики (каìеpы) из-за увеëи÷иваþщейся интен-
сивности пpиìенения таких äат÷иков, напpиìеp ка-
ìеp в ìобиëüных устpойствах. Визуаëüные äат÷ики
и äат÷ики типа опти÷еских ëокатоpов äостато÷но
инфоpìативны, ÷тобы äопускатü существенное
(зна÷ащее) поëу÷ение изìеpений во ìноãих сëу÷аях.
Оpиентиpы. Инфоpìаöия, поëу÷аеìая от äат÷и-

ков, ìожет бытü основана на оpиентиpах и на пpя-
ìой обpаботке исхоäных äанных. Оpиентиpы —
уникаëüно иäентифиöиpуеìые объекты в ìиpе,
ìестопоëожение котоpых ìожет бытü оöенено äат-
÷икоì (напpиìеp, то÷ки äоступа Wi-Fi иëи pаäио-
ìаяки). Часто пpи пpяìой обpаботке исхоäных
äанных не äеëается пpеäпоëожение о тоì, ÷то оpи-
ентиpы ìоãут бытü то÷но опpеäеëены, и вìесто
этоãо в них веpоятностная ìоäеëü P(ot |xt) (веpоят-
ностü äанноãо изìеpения пpи äанноì ìестопоëо-
жении объекта) pассìатpивается непосpеäственно
как функöия ìестопоëожения.
Носимый SLAM. Пpиìеняþт также техноëоãиþ

SLAM äëя ëþäей-пеøехоäов (опеpатоpов), в кото-
pой испоëüзуется спеöиаëüная обувü с установëен-
ныìи инеpöиаëüныìи äат÷икаìи в пpеäпоëоже-
нии, ÷то пеøехоäы в состоянии избежатü стен и
äвиãатüся вäоëü них. Такая систеìа автоìати÷ески
стpоит пëан стен и ìожет постpоитü пëаны зäания
äëя äаëüнейøей обpаботки внутpенней систеìой
позиöиониpования. Опеpатоpу нужно в этоì сëу-
÷ае обойти поìещения, и систеìа созäаст их каpту.

SLAM во внешней сpеде. Дëя некотоpых пpиìе-
нений в естественной сpеäе (так называеìых
outdoor-пpиëожений) необхоäиìостü в техноëоãии
SLAM быëа по÷ти поëностüþ устpанена из-за вы-
соких то÷ностей äат÷иков GPS, особенно в их äиф-
феpенöиаëüных веpсиях с повыøенной то÷ностüþ.
С то÷ки зpения техноëоãии SLAM такие äат÷ики
ìоãут бытü pассìотpены как äат÷ики ìестопоëо-
жения, поëностüþ äоìиниpуþщие наä пpо÷иìи
изìеpитеëяìи. Оäнако äат÷ики GPS ìоãут снизитü
ка÷ество pаботы поëностüþ иëи в опpеäеëенных
сëу÷аях, напpиìеp, в сëу÷аях пëохой виäиìости
спутников иëи техни÷еских пpобëеì, такие пpиìеpы
ìоãут бытü особенно интеpесны äëя некотоpых пpи-
ëожений pобототехники (äвижение в ëесу, ãоpах).

Pесуpсы

а) На стpаниöе в Интеpнет 
http://openslam.org/
собpан боãатый набоp pазëи÷ных ìетоäов SLAM.

Таì же иìеþтся пpиìеpы pеаëизаöий pазëи÷ных
аëãоpитìов, и они нахоäятся в откpытоì äоступе.
б) В известной систеìе äëя pоботов ROS (Robot

Operating System) иìеется пакет, поääеpживаþщий
pеаëизаöиþ аëãоpитìа Mono-SLAM (SLAM, pабо-
таþщий с оäной ìонокуëяpной каìеpой) [7, 8].
в) В MATLAB иìеþтся pеаëизаöии нескоëüких

веpсий SLAM — ìоäеëи EKF-SLAM, FastSLAM 1.0,
FastSLAM 2.0 и UKF-SLAM (ìетоä, позвоëяþщий
избавитüся от пpоöеäуpы ëинеаpизаöии в неëиней-
ноì стохасти÷ескоì оöенивании). Они pеаëизова-
ны как пакеты MATLAB-файëов и ãотовы к пpи-
ìенениþ.

Алгоpитмы SLAM

В общеì сëу÷ае аëãоpитì SLAM ìожно описатü
[14] как повтоpяþщуþся посëеäоватеëüностü øаãов:

1) сканиpование окpужаþщеãо пpостpанства,
2) опpеäеëение сìещения на основе сpавнения

текущеãо каäpа с пpеäыäущиì,
3) выäеëение на текущеì каäpе особенностей-

ìеток,
4) сопоставëение ìеток текущеãо каäpа с ìетка-

ìи, поëу÷енныìи за всþ истоpиþ набëþäений,
5.1) обновëение инфоpìаöии о поëожении pо-

бота за всþ истоpиþ набëþäений,
5.2) пpовеpка на петëи — не пpохоäит ëи pобот

повтоpно по оäной и той же ÷асти ìестности,
5.3) выpавнивание общей каpты ìиpа (оттаëки-

ваясü от поëожения ìеток и pобота за всþ истоpиþ
набëþäений).
На кажäоì øаãе аëãоpитìа pобот pаспоëаãает

пpеäпоëоженияìи о стpуктуpе ìиpа (у неãо естü те-
кущая каpта) и истоpией äвижения в неì (тpаекто-
pия äвижения относитеëüно каpты с pазбивкой по
вpеìени).
Опиøеì кpатко наибоëее pаспpостpаненные

ìетоäы SLAM. 

Базисный SLAM

Базисныì SLAM буäеì называтü пеpвона÷аëüные
веpсии и схеìы аëãоpитìов SLAM. Попуëяpныì
ìетоäоì äëя pеøения заäа÷и SLAM быë pасøи-
pенный фиëüтp Каëìана (EKF, Extended Kalman
Filter). На кажäоì øаãе у pобота естü набоp pанее
поëу÷енных оpиентиpов (landmark) и поступивøие
äанные (äаëüноìеpные и фото, пустü RGB). На ос-
новании новых и пpеäыäущих каäpов ìожно опpе-
äеëитü сìещение pобота (испоëüзуя ìетоäы визу-
аëüной оäоìетpии) и пpеäсказатü новуþ позиöиþ
pобота. В ìесте с теì, из новоãо каäpа ìожно вы-
äеëитü ìестопоëожение особенностей (оpиентиpов)
и вы÷исëитü поëожение pобота относитеëüно них.
На основе pазниöы ìежäу äвуìя этиìи оöенкаìи
позиöий pобота обновëяþтся веpоятности/веса
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äëя всех оpиентиpов и коppектиpуþтся позы—тpа-
ектоpия äвижения pобота. В ка÷естве стpуктуpы äëя
хpанения инфоpìаöии о ìиpе и тpаектоpии äви-
жения pобота испоëüзуется pазpастаþщаяся со
вpеìенеì ìатpиöа коваpиаöии, соäеpжащая на каж-
äоì øаãе ис÷еpпываþщуþ инфоpìаöиþ о текущеì
пpеäставëении ìиpа. Заìетиì, ÷то в сëу÷ае боëü-
øоãо ÷исëа поз ëу÷øе поäойäет фиëüтp ÷астиö.
Типи÷ная схеìа SLAM пpивеäена на pис. 1 [12].
Зäесü показаны pеаëüная тpаектоpия и pеаëüные
поëожения оpиентиpов вокpуã pобота, и те же ха-
pактеpистики, поëу÷енные как оöенки по äоступ-

ныì изìеpенияì сенсоpов pобота. Цеëü аëãоpитìов
навиãаöии, о÷евиäно, состоит в тоì, ÷тобы эти
äанные не сиëüно pасхоäиëисü.
Аппаpатные сpедства pобота äостато÷но важны.

В ка÷естве ìобиëüных pоботов буäеì pассìатpи-
ватü коëесные pоботы äëя пpиìенений внутpи по-
ìещений. Даëее буäеì ãëавныì обpазоì pассìат-
pиватü пpоãpаììное обеспе÷ение SLAM и не буäеì
pассìатpиватü pоботы со сëожныìи ìоäеëяìи
äвижения, такие как ãуìаноиäные pоботы, автоноì-
ные поäвоäные тpанспоpтные сpеäства, автоноì-
ные саìоëеты, pоботы со нестанäаpтныìи конфи-
ãуpаöияìи коëеса и т. ä.

Pобот. Важныì паpаìетpоì ка÷ества pаботы
pобота явëяется такой паpаìетp, как оöенка своеãо
собственноãо поëожения тоëüко от оäоìетpи÷е-
ских äат÷иков, изìеpяþщих вpащения коëес. У pо-
бота не äоëжно бытü оøибки боëüøе, ÷еì 2 сì за
1 ì пеpеìещения и 2° за повоpот pобота на 45°. Ти-
пи÷ные äат÷ики поëожения pобота äоëжны сооб-
щатü pоботу еãо кооpäинаты (х, у) в некотоpой äе-
каpтовой систеìе кооpäинат и также äаватü ин-
фоpìаöиþ о текущеì сìещении pобота.
Дëя пpиìеpа ìожно указатü известнуþ и äавно

выпускаеìуþ констpукöиþ — ìобиëüный pобот
ER-1 фиpìы Evolution Robotics, USA. Pобот по-
ставëяется с каìеpой и пpесобpанной систеìой
упpавëения нижнеãо уpовня (pис. 2).

Pис. 2 äает опpеäеëенное пpеäставëение о типе
pобота, на котоpый pасс÷итан базисный SLAM.
Устpойство измеpения дальностей (дальномеpы).

Испоëüзуеìые в настоящее вpеìя устpойства из-
ìеpения äаëüностей явëяþтся обы÷но ëазеpныìи
сканеpаìи. Они о÷енü то÷ны, эффективны и не
тpебуþт сëожных вы÷исëений пpи обpаботке изìе-
pений. Оäнако, наäо отìетитü, они весüìа äоpоãи,
öены ìоãут пpевыøатü нескоëüко тыся÷ USD. Естü
с ëазеpныìи сканеpаìи некотоpые пpобëеìы — они
ìоãут äаватü боëüøие оøибки пpи попытке изìеpе-
ний от опpеäеëенных повеpхностей вкëþ÷ая стекëо,
ãäе они ìоãут äатü о÷енü пëохие äанные. Также ëа-
зеpные сканеpы не ìоãут испоëüзоватüся поä воäой,
так как воäа пpепятствует pаспpостpанениþ света, и
изìеpяеìый äиапазон существенно уìенüøается по
сpавнениþ с изìеpенияìи на возäухе.
Некотоpое вpеìя назаä весüìа øиpоко пpиìе-

няëисü такие сонаpы (уëüтpазвуковые äат÷ики).
Они о÷енü äеøевы по сpавнениþ с ëазеpныìи ска-
неpаìи. Оäнако их изìеpения не о÷енü хоpоøи по
сpавнениþ с ëазеpныìи сканеpаìи, и они ÷асто
äаþт нека÷ественные äанные. Есëи ëазеpные ска-
неpы äаþт узкие ëу÷и изìеpения, не пpевыøаþ-
щие обы÷но 0,25°, у сонаpа ìоãут ëеãко поëу÷атüся
ëу÷и øиpиной äо 30°.
Сëеäует отìетитü также испоëüзование систеì

виäения. Тpаäиöионно такая pеаëизаöия сенсоp-
ной систеìы быëа весüìа сëожна в вы÷исëитеëü-
ноì пëане и также быëа существенно поäвеpжена
оøибкаì из-за изìенений в освещенности (отìе-
тиì зäесü такой кpайний сëу÷ай, как коìнату безPис. 2. Пеpсональный pобот ER-1 (Evolution Robotics, USA) 

Pис. 1. Схема концепции SLAM
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света, в ней систеìа виäения вообще pаботатü не
буäет). В посëеäние ãоäы, теì не ìенее, в этой об-
ëасти быëи некотоpые интеpесные äостижения,
напpиìеp, инфpакpасное зpение. Часто систеìы
виäения испоëüзуþт стеpеосистеìы, ÷тобы изìе-
pитü pасстояние. Испоëüзование такоãо виäения в
посëеäние ãоäы боëее типи÷но, нежеëи пpиìене-
ние ëазеpа иëи ãиäpоëокатоpа, ÷то упpощает кон-
стpуиpование аëãоpитìов обpаботки. Также сëеäует
заìетитü, ÷то каpтина, поëу÷аеìая от систеìы ви-
äения, соäеpжит существенно боëüøий объеì äан-
ных по сpавнениþ со сканеpаìи иëи ëокатоpаìи.
Некотоpое вpеìя назаä это быëо пpобëеìой вы-
÷исëитеëüной обpаботки, но сей÷ас эта пpобëеìа
снята в связи с pезко возpастаþщей вы÷исëитеëü-
ной ìощностüþ боpтовых пpоöессоpов. Напpиìеp,
у ER-1 иìеется систеìа виäения, она буäет ис-
поëüзоватüся в SLAM. 
Данные одометpии. Важный аспект pассìатpи-

ваеìоãо аëãоpитìа SLAM — äанные оäоìетpии.
Цеëü поëу÷ения оäоìетpи÷еских äанных — найти
пpибëизитеëüное поëожение pобота, как оно изìе-
pено (и пеpес÷итано) äат÷икаìи вpащения коëес
pобота. Эти äанные сëужат на÷аëüныì усëовиеì
тоãо, ãäе pобот ìоã бы нахоäитüся, äëя äаëüнейøе-
ãо испоëüзования пpоöеäуp EKF.
Сëожная пpобëеìа в pаботе с äанныìи оäоìетpии

и ëазеpныìи äанныìи состоит в стpоãоì контpоëе
вpеìени изìеpений и их синхpонизаöии. Лазеpные
äанные в некотоpое вpеìя устаpеваþт, есëи оäо-
ìетpи÷еские äанные поëу÷ены существенно позже.
Чтобы уäостовеpитüся, ÷то они äействитеëüны,
ìожно экстpапоëиpоватü äанные. 
Оpиентиpы. Оpиентиpы — особенности в сpеäе,

котоpые ìожно ëеãко повтоpно набëþäатü и отëи-
÷итü от окpужаþщей сpеäы.
Они испоëüзуþтся pоботоì, ÷тобы узнатü, ãäе

он нахоäится (÷тобы ëокаëизоватü себя). Сущест-
венно, ÷то оpиентиpы pаспознаþтся ëибо äаëüно-
ìеpаìи, ëибо систеìой виäения, ëибо äат÷икаìи
пpикосновения.
Можно сказатü, ÷то тип оpиентиpов pобота и их

испоëüзование буäет зависетü от окpужаþщей сpе-
äы, в котоpой pаботает pобот. Оpиентиpы äоëжны
бытü заìетныìи с pазëи÷ных то÷ек набëþäения,
÷тобы позвоëятü pассìотpетü их (обнаpужитü) из
pазëи÷ных поëожений и с pазëи÷ных уãëов набëþ-
äения. Кpоìе тоãо, оpиентиpы äоëжны бытü äоста-
то÷но уникаëüныìи, ÷тобы они ìоãëи бытü ëеãко
опpеäеëены пpи пеpехоäе от оäноãо вpеìенноãо
øаãа к äpуãоìу. Дpуãиìи сëоваìи, есëи pобот по-
втоpно набëþäает äва оpиентиpа, äоëжна бытü обес-
пе÷ена возìожностü ëеãко опpеäеëитü, какой из
оpиентиpов быë виäен pанее. Есëи äва оpиентиpа
нахоäятся о÷енü бëизко äpуã к äpуãу, это ìожет пpи-
вести к оøибке и, теì саìыì, вызватü пpобëеìу.

Pазpабот÷ик систеìы навиãаöии äоëжен выбpатü
оpиентиpы, постоянные на у÷астке äвижения pо-
бота иëи, по кpайней ìеpе, изìеняþщиеся весüìа
pеäко. Наконеö, естü о÷евиäное усëовие, ÷то вpеìя

поиска и обpаботки оpиентиpов pоботоì не äоëж-
но бытü сëиøкоì боëüøиì, ина÷е это сäеëает об-
щуþ заäа÷у pобота пëохо выпоëниìой.
Итак, кëþ÷евые усëовия о поäхоäящих оpиен-

тиpах сëеäуþщие:
оpиентиpы äоëжны бытü заìетныìи с pазных
то÷ек набëþäения;
отäеëüные оpиентиpы äоëжны бытü отëи÷иìы-
ìи äpуã от äpуãа;
оpиентиpы äоëжны бытü äостато÷но ìноãо÷ис-
ëенныìи в окpужаþщей сpеäе;
оpиентиpы äоëжны бытü постоянныìи. 
Извлечение (детектиpование) оpиентиpов. Как

тоëüко опpеäеëено, какие оpиентиpы pобот äоëжен
испоëüзоватü, необхоäиìо опpеäеëитü наäежный
способ извëе÷ения äанных о них из сенсоpных из-
ìеpений. Как упоìянуто выøе, это зависит в ос-
новноì от тоãо, какие типы оpиентиpов назна÷ены
pоботу, а также какие äат÷ики испоëüзуþтся в
SLAM-систеìе.
Дëя ëазеpноãо сканиpуþщеãо äаëüноìеpа (и äpу-

ãих äаëüноìеpов) хоpоøо pаботает способ опpеäеëе-
ния ска÷ков äаëüностей в изìеpениях на ìестно-
сти и набëþäения "повеäения" ноpìаëей к повеpх-
ности, постpоенных по тpианãуëяöионной сетке, в
своþ о÷еpеäü, постpоенной по изìеpенныì äаëü-
ноìеpоì то÷каì повеpхности. Зäесü совìестное
набëþäение ноpìаëей и ска÷ков äаëüностей по-
звоëяет наäежно выäеëятü кpупные пpепятствия на
повеpхности пеpеäвижения pобота, котоpые ìоãут
сëужитü оpиентиpаìи. Данный поäхоä явëяется
pазpаботкой автоpов настоящей статüи, он пpове-
pен в сеpии экспеpиìентов, ìоäеëиpуþщих пpо-
öесс опознавания оpиентиpов.
Схеìа аëãоpитìа базисного SLAM äëя pассìотpен-

ноãо аппаpата показана на pис. 3. Бëоки этой схеìы
соответствуþт описанныì выøе этапаì вы÷исëений
с äобавëенныìи к ниì вы÷исëенияì оöенок по
фиëüтpаì Каëìана иëи pасøиpенноãо EKF.
Общая вы÷исëитеëüная схеìа фиëüтpа Каëìана

(оäно из пpеäставëений) ìожет бытü тpаäиöионно
описана фоpìуëаìи (сëеäуя, напpиìеp, [15]):

(4)

ãäе  — апостеpиоpный вектоp состояния объ-

екта-аãента pазìеpностüþ 6 Ѕ 1, зäесü поëаãается,
÷то опpеäеëениþ поäëежат тpи пpоекöии pаäиус-
вектоpа аãента в некотоpой (пpостpанственной)
систеìе кооpäинат и тpи пpоекöии еãо скоpости, пpи
пëоскоì äвижении pазìеpностü вектоpов и ìатpиö

 =  + Ki + 1[Rи(i + 1) – R0(i + 1)];

Kq(i + 1) = [I – Ki + 1Hi + 1]Kq0(i + 1) Ѕ

Ѕ [I – Ki + 1Hi + 1]
т + Ki + 1Wi + 1 ;

Ki + 1 = Kq0(i + 1)  Ѕ

Ѕ [Hi + 1Kq0(i + 1)  + Wi + 1]
–1;

Kq0(i + 1) = ΦiKqi  + Vi,

qi 1+* qi 1+
^

Ki 1+
т

Hi 1+
т

Hi 1+
т

Φi
т

qi 1+*
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ìожет бытü уìенüøена;  — апpиоpный вектоp

состояния pазìеpностüþ 6 Ѕ 1; Ki + 1 — ìатpиöа
(коэффиöиентов) усиëения фиëüтpа pазìеpностüþ
6 Ѕ n; Rи(i + 1) — "истинный" вектоp изìеpений pаз-
ìеpностüþ n Ѕ 1; R0(i + 1) — навиãаöионный (pас-
÷етный) вектоp изìеpений pазìеpностüþ n Ѕ 1;
Kq(i + 1) — апpиоpная ìатpиöа коваpиаöий сpеäне-
кваäpати÷еских откëонений, хаpактеpизуþщих то÷-
ностü оöенки вектоpа состояния, pазìеpностüþ 6 Ѕ 6;
Нi + 1 — ìатpиöа набëþäаеìости pазìеpностüþ n Ѕ 6;
I — еäини÷ная ìатpиöа pазìеpностüþ 6 Ѕ 6; Wi + 1 —
ìатpиöа оøибок изìеpения pазìеpностüþ n Ѕ n;
Kq0(i + 1) — апостеpиоpная ìатpиöа коваpиаöий
сpеäнекваäpати÷еских откëонений, хаpактеpизуþ-
щих то÷ностü оöенки вектоpа состояния, pазìеp-
ностüþ 6 Ѕ 6; Φi — фунäаìентаëüная ìатpиöа pаз-
ìеpностüþ 6 Ѕ 6; Vi — ìатpиöа вëияния внеøних
возìущений на вектоp состояния; n — ÷исëо изìе-
pений, ввоäиìых в обpаботку.
В этой техноëоãии пониìается, ÷то ìатpиöа на-

бëþäаеìости H — это ìатpиöа пеpехоäа, связы-
ваþщая изìеpения и вектоp состояния, поëу÷аеìый
от сенсоpов. Фунäаìентаëüная ìатpиöа Ф — это
ìатpиöа, описываþщая äвижение связанной сис-
теìы кооpäинат объекта (в пpоекöиях на оси инеp-
öиаëüной) относитеëüно инеpöиаëüной в заäанноì
интеpваëе вpеìени.
Фоpìуëа (4) явëяется яäpоì систеìы вы÷исëений

и показывает вы÷исëитеëüнуþ сëожностü SLAM.
Заìетиì также, в этой пpоöеäуpе иìеется нетpи-
виаëüная функöия обpащения ìатpиöы, т. е. вы-
÷исëения обpатной ìатpиöы. 

MonoSLAM

Это аëãоpитì (аëãоpитìы), испоëüзуþщий äан-
ные от оäной ìонокуëяpной каìеpы на pоботе.

В этоì состоит отëи÷ие äанноãо ìетоäа от ìето-
äов, испоëüзуþщих ëазеpные сканеpы. Вы÷исëи-
теëüная схеìа весüìа похожа на описаннуþ в пpе-
äыäущеì pазäеëе. Поäpобно эта систеìа ввеäена в
pаботе [7].
Как в кëасси÷еских поäхоäах SLAM, основан-

ных на ëазеpных сканеpах, пpеäпоëаãается, ÷то поза
pобота описана как стохасти÷еская пеpеìенная с
ãауссовскиì pаспpеäеëениеì, и каpта окpужаþщей
сpеäы не сëиøкоì насыщенна. Окpужаþщая сpеäа
описана оãpани÷енныì набоpоì ãеоìетpи÷еских
особенностей, т. е. иìеет ãеоìетpи÷ески изìеpи-
ìые хаpактеpистики. Особенности также описаны
как ãауссовские пеpеìенные. Метоä стpоит веpо-
ятностнуþ 3D-каpту сpеäы pобота и оöенивает по-
ëожение pобота в ней.
Систеìное состояние, опpеäеëенное pоботоì, оп-

pеäеëяет позу pобота и наносится на каpту, пpеä-
ставëеннуþ в ëþбое вpеìя t = kt, ãäе t — вpеìя, на-
÷иная с пpеäыäущеãо øаãа, оно также заäается как
стохасти÷еская пеpеìенная с ãауссовскиì pаспpе-
äеëениеì.
Инфоpìаöия относитеëüно äвижения каìеpы в

ëþбой ìоìент закоäиpована в вектоpе xk, постpо-
енноì как тpаектоpия pобота.
Все статисти÷еские вы÷исëения также пpово-

äятся как статисти÷еские фиëüтpаöии, ìоãут ис-
поëüзоватüся pазëи÷ные фиëüтpы.
В закëþ÷итеëüной ÷асти pаботы [7] описано пpи-

ìенение ìетоäа äëя анäpоиäноãо pобота. Такиì
pоботоì быë выбpан HRP-2. Автоpы утвеpжäаþт,
÷то это оäин из саìых совеpøенных pоботов к ìо-
ìенту пpовеäения экспеpиìентов.

Pобот оснащен тpинокуëяpной виäеокаìеpой,
сìотpящей впеpеä, позвоëяþщей поëу÷атü то÷ные
тpехìеpные изìеpения пpостpанства пеpеä pобо-
тоì. Эта каìеpа сëужиëа виäеосенсоpоì аëãоpитìа
SLAM. Поìиìо этоãо pобот иìеет и äpуãие сенсо-
pы, сpеäи котоpых автоpы выäеëяþт тpехосевой
ãиpоскоп, установëенный в ãpуäи аппаpата, позво-
ëяþщий изìеpятü уãëовые скоpости теëа на ÷астоте
äо 200 Гö. В экспеpиìентах этот äат÷ик опpаøи-
ваëся на ÷астоте 30 Гö, pасøиpяя возìожности
станäаpтноãо monoSLAM.
Заäа÷а äвижения быëа поставëена сëеäуþщиì

обpазоì. Pобот äоëжен быë äвиãатüся в äостато÷но
заãpоìожäенной ëабоpатоpной сpеäе по окpужности,
пpи÷еì из сообpажений безопасности тpаектоpия
быëа pазäеëена на пятü ÷астей, ìежäу котоpыìи
pобот äеëаë коpоткие остановки. Систеìа SLAM
pаботаëа все вpеìя не пpеpываясü. Pассìотpенный
в pаботе [7] аëãоpитì monoSLAM поäтвеpäиë своþ
äостато÷но эффективнуþ pаботоспособностü. 

FastSLAM

Иìеется эффективный аëãоpитì SLAM поä на-
званиеì FastSLAM [5]. Испоëüзование этоãо фиëüт-
pа вы÷исëитеëüно боëее эффективно, ÷еì испоëü-
зование кëасси÷ескоãо фиëüтpа Каëìана.

qi 1+
^

Pис. 3. Схема базисного SLAM
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В основе этоãо ìетоäа ëежит иäея pазбиения
фиëüтpа боëüøой pазìеpности на ìножество фиëüт-
pов ìаëой pазìеpности, ÷то позвоëяет уìенüøитü
вы÷исëитеëüнуþ сëожностü заäа÷и и соответственно
ускоpитü вы÷исëения. Pассìотpиì äëя пpостоты
äвижение pобота на пëоскости; тоãäа поза pобота
описывается тpеìя паpаìетpаìи (кооpäинаты х и у
и напpавëение оси pобота), а все оpиентиpы — äву-
ìя кооpäинатаìи х и у. Такиì обpазоì, есëи каpта
соäеpжит K оpиентиpов, общее ÷исëо паpаìетpов,
тpебуþщих опpеäеëения в заäа÷е SLAM, состав-
ëяет 2K + 3.
Такиì обpазоì, в сëу÷ае боëüøоãо K pазìеpностü

заäа÷и возpастает пpопоpöионаëüно, ÷то затpуäняет
пpиìенение тpаäиöионных ìетоäов. Фиëüтp Каë-
ìана тpебует хpанения коваpиаöионной ìатpиöы
всех паpаìетpов, котоpая соäеpжит уже (2K + 3)2

эëеìентов, и поëноãо пеpес÷ета ее пpи кажäоì из-
ìеpении. Фиëüтpы ÷астиö (Particle Filter) также
эффективны в сëу÷ае небоëüøих pазìеpностей, но
ìоãут испытыватü сëожности с отсëеживаниеì
сëожных ìноãоìеpных обëастей, есëи не увеëи÷и-
ватü ÷исëо ÷астиö. Пpакти÷ески непосpеäственная
pеаëизаöия этих ìетоäов позвоëяется эффективно
обpабатыватü каpты с нескоëüкиìи сотняìи оpи-
ентиpов, но тыся÷и оpиентиpов уже не позвоëяþт
обpаботку в pеаëüноì вpеìени.
Метоä FastSLAM основан на тоì, ÷то отäеëüные

изìеpения поëожений pазных оpиентиpов незави-
сиìы äpуã от äpуãа (в стpоãоì сìысëе веpоятност-
ной независиìости сëу÷айных поãpеøностей этих
изìеpений). Есëи бы ìы то÷но знаëи поëожение
pобота, оöенки кооpäинат кажäоãо из K оpиенти-
pов ìожно быëо бы äеëатü тоëüко на основании
набëþäений за ниì — набëþäения за äpуãиìи оpи-
ентиpаìи на них не вëияþт. Такиì обpазоì, 2K-ìеp-
ная заäа÷а оöенки каpты pаспаäается на K независи-
ìых äвуìеpных заäа÷ оöенки поëожений отäеëü-
ных оpиентиpов, и пpи кажäоì изìеpении нужно
обновëятü äанные тоëüко по теì оpиентиpаì, ко-
тоpые набëþäаëисü в этот pаз.
В заäа÷е SLAM, оäнако, поëожение pобота также

неизвестно и опpеäеëяется по теì же набëþäенияì
за оpиентиpаìи. В этоì сëу÷ае ìежäу изìеpенияìи
pазных оpиентиpов возникает веpоятностная зави-
сиìостü ÷еpез паpаìетpы позы pобота — поãpеø-
ности изìеpений оäних оpиентиpов вносят по-
ãpеøности в опpеäеëяеìуþ позу и ÷еpез них вëияþт
на поãpеøности изìеpения äpуãих оpиентиpов.
Оäнако, есëи ìы pассìотpиì условные pаспpеделения
оöенок поëожений оpиентиpов относитеëüно за-
äанноãо pаспpеäеëения изìеpяеìой позы pобота,
эти оöенки уже буäут условно независимы. Такиì
обpазоì, общее апостеpиоpное pаспpеäеëение
2K + 3 паpаìетpов, изìеpяеìых в ìетоäе SLAM,
ìожно сëеäуþщиì обpазоì pазбитü в тpехìеpное
pаспpеäеëение паpаìетpов позы и K äвуìеpных
pаспpеäеëений кооpäинат оpиентиpов, усëовных

по pаспpеäеëениþ позы, но независиìых пpи этоì
усëовии äpуã с äpуãоì:

p(st, θ|zt, ut, nt)= p(st|zt, ut, nt) p(θk|s
t, zt, ut, nt), (5)

ãäе s — поза pобота, u — упpавëение, z — изìеpения
поëожений оpиентиpов (показания äат÷иков), а n —
иäентификаöия оpиентиpов, сопоставëение на-
бëþäений оpиентиpаì; об этоì буäет поäpобнее
сказано ниже. Веpхний инäекс t обозна÷ает ìассив
зна÷ений äëя всех ìоìентов вpеìени — pаспpеäе-
ëения опpеäеëяþтся не тоëüко текущиìи набëþ-
äенияìи, но и всей пpоøëой истоpией. Заìетиì,
оäнако, ÷то в сиëу ìаpковской пpиpоäы pассìат-
pиваеìых пpоöессов ìожно хpанитü тоëüко текущуþ
оöенку pаспpеäеëений, посëеäоватеëüно обновëяя
ее на основании набëþäений. Наконеö, θ — ìно-
жество поëожений оpиентиpов, котоpые и изìеpя-
þтся в ìетоäе вìесте с позой s, они не зависят от
вpеìени. Такиì обpазоì, фоpìуëа (5) в явноì виäе
отpажает pазëожение совìестноãо pаспpеäеëения s
и θ в пpоизвеäение безусëовноãо pаспpеäеëения äëя
позы s и усëовных по позе pаспpеäеëений поëоже-
ний всех оpиентиpов θk по отäеëüности.
Это pазëожение — стpоãо веpное и пpиìениìое

в ëþбых ситуаöиях SLAM — и ëежит в основе ìе-
тоäа FastSLAM. Пpакти÷еская пpеäëоженная авто-
pаìи pеаëизаöия вкëþ÷ает ìоäифиöиpованный
фиëüтp ÷астиö с M ÷астиöаìи äëя pаспpеäеëения
позы и пpивязанныìи к кажäой из этих ÷астиö
фиëüтpа K äвуìеpныìи фиëüтpаìи Каëìана, изìе-
pяþщиìи усëовные pаспpеäеëения паpаìетpов
оpиентиpов. Всеãо поëу÷ается КМ фиëüтpов, но
эффективная оpãанизаöия фиëüтpов Каëìана в виäе
бинаpноãо äеpева вìесто ëинейноãо списка позво-
ëяет обновëятü всþ стpуктуpу за O(M logk) опеpа-
öий äëя кажäоãо набëþäения. Такиì обpазоì, ìетоä
становится наìноãо эффективнее непосpеäствен-
ноãо ìноãоìеpноãо фиëüтpа äëя всех паpаìетpов,
вы÷исëитеëüная сëожностü котоpоãо иìеет поpя-
äок K2 опеpаöий äëя кажäоãо набëþäения.
Пpовеäенные автоpаìи экспеpиìенты (как на

вы÷исëитеëüных ìоäеëях, так и с физи÷еской ìо-
äеëüþ на поëиãоне NASA äëя иссëеäований Mars
Rover) показаëи, ÷то оптиìаëüное ÷исëо ÷астиö М
фиëüтpа составëяет поpяäка 100 — пpи äаëüней-
øеì увеëи÷ении М то÷ностü изìеpений уже заìетно
не уëу÷øается независиìо от сëожности каpты. Пpи
этоì аëãоpитì спpавëяется в pеаëüноì вpеìени с
каpтаìи, соäеpжащиìи тыся÷и и äесятки тыся÷
оpиентиpов (ìоäеëиpование пpовоäиëосü äëя каpт
с 50 000 оpиентиpов) — веëи÷ины, ëежащие äаëеко
за пpеäеëаìи возìожностей обы÷ных ìноãоìеp-
ных фиëüтpов.
Кpоìе тоãо, как äопоëнитеëüное äостоинство

äанноãо ìетоäа сëеäует отìетитü боëüøуþ устой-
÷ивостü к оøибкаì иäентификаöии. Поä иäенти-
фикаöией в заäа÷ах SLAM пониìается отожäеств-
ëение оpиентиpов ìежäу изìеpенияìи — "пониìа-
ние", ÷то äанные äва набëþäения в pазные

k 1=

K
∏
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ìоìенты вpеìени относятся к оäноìу оpиентиpу.
В кëасси÷ескоì ìетоäе оøибка иäентификаöии
ìожет пpивоäитü к "катастpофи÷ескиì посëеäст-
вияì". В сëу÷ае ìетоäа FastSLAM вìесто еäиноãо
фиëüтpа испоëüзуþтся M фиëüтpов, пpивязанных
к отäеëüныì ÷астиöаì, и поэтоìу естü возìож-
ностü по-pазноìу обновëятü эти бëоки фиëüтpов
на основании pазных ãипотез об иäентификаöии
оpиентиpов. В äаëüнейøеì ÷астиöы с пpивязанныìи
к ниì каpтаìи, основанныìи на невеpной иäенти-
фикаöии, потеpяþт в то÷ности изìеpений и буäут
отсеяны фиëüтpоì ÷астиö, ÷то позвоëит ìетоäу
"выпpавитüся" и восстановитü то÷ностü посëе оøи-
бо÷ной иäентификаöии. 

vSLAM

В опpеäеëенноì сìысëе визуаëüный SLAM
обобщает ìетоäы pаботы monoSLAM.

vSLAM испоëüзует изобpажения от каìеpы,
÷тобы пëаниpоватü поëожение pобота в новой ок-
pужаþщей сpеäе. Этот ìетоä pаботает, отсëеживая
особенности изобpажений ìежäу каäpаìи каìеpы
и опpеäеëяя позу pобота и поëожение особенно-
стей в ìиpе, основанные на их относитеëüноì äви-
жении. Это факти÷ески обеспе÷ивает äопоëни-
теëüный оäоìетpи÷еский исто÷ник, котоpый по-
ëезен äëя опpеäеëения ìестопоëожения pобота.
Поскоëüку äат÷ики каìеpы обы÷но боëее äеøе-
вые, ÷еì ëазеpные äат÷ики, это ìожет бытü поëез-
ной аëüтеpнативой иëи äопоëнениеì к основан-
ныì на ëазеpе ìетоäаì ëокаëизаöии.
В этоì pазäеëе pеøение пpобëеìы SLAM опи-

сывается с поìощüþ ее ãpафооpиентиpованной
фоpìуëиpовки. В этой стpуктуpе позы pобота опи-
саны узëаìи ãpафа. Pебpа ìежäу этиìи узëаìи
пpеäставëяþт пpостpанственные связи иëи оãpа-
ни÷ения ìежäу позаìи. Они, как пpавиëо, стpоят-
ся из набëþäения äат÷икаìи иëи от оäоìетpии.
Пpи такой фоpìуëиpовке pеøениеì пpобëеìы
SLAM буäет такая конфиãуpаöия узëов, котоpая
ìиниìизиpует оøибки ввеäения оãpани÷ений.
Пеpехоä к оптиìизаöии оpиентиpован на pяä поз

и оãpани÷ений ìежäу ниìи. Оäниì из оãpани÷ений
явëяется каpта. В ãpафовоì пpеäставëении кажäая
поза каìеpы соответствует оäноìу узëу. Кpоìе тоãо,
äëя кажäоãо узëа ìожно стpоитü стек набëþäаеìых
особенностей, а также их 3D-поëожения относи-
теëüно узëа. Оãpани÷ения ìежäу узëаìи вы÷исëены
на основе особенностей, связанных с узëаìи.
Зна÷итеëüное ÷исëо ìетоäов SLAM тpебует ис-

поëüзования то÷ных, а потоìу äоpоãих и кpупно-
ãабаpитных сенсоpов, таких как ëазеpные äаëüно-
ìеpы, котоpые не всеãäа ìожно pазìеститü на не-
боëüøоì ëетаþщеì аппаpате. Зäесü пpеäëаãается
пpостой и наäежный аëãоpитì, pаботаþщий с техни-
÷ескиì зpениеì на базе оäной иëи äвух неäоpоãих
виäеокаìеp и äаþщий устой÷ивые pезуëüтаты äаже
пpи низкоì ка÷естве (в экспеpиìентах испоëüзо-
ваëосü pазpеøение 320 Ѕ 200) и зна÷итеëüноì сìа-

зывании изобpажений. Пpи этоì аëãоpитì оpиен-
тиpован на ëетаþщие pоботы, и пpеäпоëаãается,
÷то каìеpы установëены снизу pобота и сìотpят веp-
тикаëüно вниз äëя каpтоãpафиpования ëанäøафта
поä pоботоì. В сëу÷ае стеpеозpения пpи этоì воз-
ìожно постpоение тpехìеpноãо ëанäøафта с опpе-
äеëениеì также и высоты эëеìентов pеëüефа; пpи
наëи÷ии оäной каìеpы аëãоpитì стpоит каpту в
пpеäпоëожении, ÷то pеëüеф пëоский. Кpоìе каìеp,
пpеäпоëаãается оснащение pобота äат÷икоì накëо-
на аппаpата, опpеäеëяþщиì уãëы танãажа и кpена.
Опыт показывает, ÷то äаже неäоpоãие äат÷ики оп-
pеäеëяþт эти уãëы с äостато÷но высокой то÷ностüþ.
Обpаботка инфоpìаöии с каìеp состоит в нахо-

жäении на них выäеëяþщихся äетаëей — оpиенти-
pов, и анаëизе сìещения этих оpиентиpов ìежäу
pазныìи снятыìи каìеpой каäpаìи. В общеì сëу-
÷ае поëожение каìеpы описывается øестüþ паpа-
ìетpаìи (тpи кооpäинаты и тpи уãëа), и äëя опpе-
äеëения всех øести тpебуется сопоставëение тpех
оpиентиpов. Оäнако опpеäеëение äвух уãëов по
äат÷ику накëона äает возìожностü опpеäеëятü ос-
таëüные паpаìетpы тоëüко по äвуì оpиентиpаì.
Дëя этоãо сна÷аëа изобpажения повоpа÷иваþтся
äëя коppекöии äанных уãëов танãажа и кpена и по-
стpоения виpтуаëüноãо ãоpизонтаëüноãо изобpаже-
ния. Затеì по изìенениþ ìасøтаба — pасстояния
ìежäу оpиентиpаìи — опpеäеëяется изìенение
высоты pобота наä pеëüефоì, а по повоpоту соеäи-
няþщей их ëинии — изìенение уãëа pыскания.
Наконеö, посëе ноpìаëизаöии каäpа коppекöией
ìасøтаба и повоpота опpеäеëяется сìещение по
ãоpизонтаëüныì осяì.
Дëя отожäествëения оpиентиpов в pазных каä-

pах испоëüзуþтся 64-битные äескpиптоpы SURF
(Speeded Up Robust Features) — это öеëо÷исëенные
хаpактеpистики особенностей изобpажения, инва-
pиантные относитеëüно повоpотов и ìасøтабиpо-
вания; äëя кажäоãо каäpа хpанится ìножество äе-
скpиптоpов найäенных особенностей и их кооpäи-
наты. Дëя опpеäеëения сìещения äостато÷но
сопоставëения äвух оpиентиpов, поэтоìу пpиìе-
няется сëеäуþщая пpоöеäуpа. Аëãоpитì соpтиpует
все возìожные сопоставëения оpиентиpов по сте-
пени схоäства (Евкëиäову pасстояниþ в пpостpан-
стве äескpиптоpов). Затеì беpется паpа наибоëее
похожих оpиентиpов, äëя них вы÷исëяется соот-
ветствуþщее сìещение каìеpы, посëе ÷еãо вы÷ис-
ëяþтся пpоекöии остаëüных оpиентиpов — как они
äоëжны быëи бы выãëяäетü пpи такоì сìещении
каìеpы. Даëее вы÷исëяется суììаpная оöенка со-
ответствия этих вы÷исëенных пpоекöий с оpиен-
тиpаìи на pеаëüноì изобpажении (оöенивая как
бëизостü кооpäинат на изобpажении, так и бëи-
зостü SURF äескpиптоpов). Есëи эта оöенка пpе-
выøает заäанный поpоã — аëãоpитì поëаãает, ÷то
нужная тpансфоpìаöия найäена; ина÷е с÷итается,
÷то отожäествëение оpиентиpов быëо ëожныì, и
беpется сëеäуþщая паpа по степени схоäства.
Отìетиì, ÷то отожäествëяеìые паpы беpутся
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иìенно так — соpтиpовкой общеãо ìассива по сте-
пени схоäства, это эффективнее, ÷еì сpавниватü
сна÷аëа пеpвый оpиентиp со всеìи, потоì втоpой,
и так äаëее. В pезуëüтате аëãоpитì останавëивается
ëибо посëе нахожäения пpиеìëеìоãо по оöенке
соответствия, ëибо по пpевыøении pазpеøенноãо
вpеìени pаботы. В посëеäнеì сëу÷ае с÷итается,
÷то соответствие каäpов не найäено.
Этот аëãоpитì пpиìеняется в äвух ситуаöиях.

Пpежäе всеãо, сопоставëяþтся сосеäние каäpы äëя
"визуаëüной оäоìетpии" — опpеäеëяется посëеäо-
ватеëüностü сìещений аппаpата и интеãpиpованиеì
ее поëу÷аþтся итоãовые кооpäинаты. Оäнако такой
ìетоä поäвеpжен накопëениþ оøибок, поэтоìу в
сëу÷ае возвpащения в обëастü, ãäе pобот уже быë,
пpовоäится коppекöия äëя "заìыкания петëи" —
совìещения на÷аëа и конöа пути.
Аëãоpитì, äаþщий возìожностü таких коppек-

öий, составëяет основу pассìатpиваеìоãо ìетоäа
vSLAM. Дëя этоãо стpоится ãpаф, веpøинаìи ко-
тоpоãо явëяþтся все коãäа-ëибо поëу÷енные каä-
pы, а pебpаìи — оãpани÷ения на сìещения ìежäу
этиìи каäpаìи, поëу÷енные сопоставëениеì оpи-
ентиpов. Изна÷аëüно ãpаф стpоится как öепü каä-
pов, связанных оãpани÷енияìи "визуаëüной оäо-
ìетpии", кажäый pаз расс÷итываþтся тоëüко кооp-
äинаты позы pобота äëя о÷еpеäноãо каäpа. Оäнако
пpи этоì кажäый pаз текущие кооpäинаты pобота
сопоставëяþтся с кооpäинатаìи, в котоpых быëи
сняты пpоøëые каäpы; и есëи оäно из пpоøëых по-
ëожений оказывается бëизкиì к текущеìу (в пpе-
äеëах 3σ, ãäе σ — оöенка äиспеpсии кооpäинат),
этот пpоøëый каäp также сопоставëяется с теку-
щиì. Даëее, есëи визуаëüное сопоставëение успеøно
найäено, соответствуþщее pебpо äобавëяется к
ãpафу, посëе ÷еãо кооpäинаты всех веpøин пеpе-
с÷итываþтся так, ÷тобы ìиниìизиpоватü (в сìыс-
ëе ìетоäа наиìенüøих кваäpатов) суììаpные откëо-
нения пеpеìещений ìежäу пpоøëыìи позаìи pо-
бота (веpøинаìи ãpафа) от визуаëüно
опpеäеëенных сìещений. Этот поäхоä с испоëüзо-
ваниеì ãpафов позвоëяет эффективно коppектиpо-
ватü накопëенные оøибки, "заìыкая петëи" тpаек-
тоpии, пpи этоì коppектно обpабатывая ситуаöии
ìноãокpатных "возвpащений в знакоìые ìеста" äëя
сëожных тpаектоpий со ìножествоì саìопеpесе÷е-
ний. 
Дëя тестиpования этоãо ìетоäа испоëüзоваëисü

pу÷ные экспеpиìенты: äве каìеpы и äат÷ик накëона
быëи закpепëены на äëинноì øесте, котоpый нес
пеpеä собой экспеpиìентатоp. С этиì снаpяжениеì
он обоøеë вокpуã зäания, пpойäя окоëо 190 ì,
заìкнув в конöе тpаектоpиþ. Пpи этоì накопëен-
ная оøибка оказаëасü äовоëüно веëика (поpяäка
20...30 ì). Оäнако посëе возвpащения к на÷аëу тpа-
ектоpии ìетоä коppектно обнаpужиë заìыкание пет-
ëи и скоppектиpоваë постpоенный ãpаф, испpавив
оøибки ëокаëизаöии. Пpи этоì на теppитоpии отсут-
ствоваëи бpосаþщиеся в ãëаза äетаëи (÷астü пути со-

ставëяëа тpава, ÷астü — покpытая пëитаìи äоpоãа),
но это не поìеøаëо успеøно найти соответствие.
Втоpой экспеpиìент пpовоäиëся также вpу÷нуþ

внутpи зäания. На пути быëи pазëожены pазные
пpеäìеты, и опpеäеëяëасü то÷ностü каpтоãpафиpо-
вания этих пpеäìетов. В pезуëüтате поëу÷иëасü от-
носитеëüная поãpеøностü ìенее 8 %, в основноì
поpяäка 5 %.
Даëее быëи пpовеäены экспеpиìенты с pеаëü-

ныìи pоботаìи. Pобот — ìини-äиpижабëü быë
оснащен каìеpаìи без äат÷ика накëона (с÷итая,
÷то накëон всеãäа pавен нуëþ — äëя äиpижабëя это
бëизко к истине), посëе ÷еãо он пpовеäен по об-
ëасти экспеpиìента äëя каpтоãpафиpования. Затеì
еìу быëа поставëена заäа÷а уäеpжания позиöии;
экспеpиìентатоpы нескоëüко pаз оттаëкиваëи pо-
бот от уäеpживаеìой позиöии, но всякий pаз он ус-
пеøно опpеäеëяë свое пеpеìещение и возвpащаëся.
Наконеö, быë пpовеäен экспеpиìент с ìини-

веpтоëетоì. На веpтоëете стояëа оäна каìеpа без
äат÷ика накëона. Опятü же, накëон с÷итаëся pавныì
нуëþ — ÷то явëяется уже наìноãо боëее ãpубыì
äопущениеì в сëу÷ае веpтоëета. Теì не ìенее, каp-
тоãpафиpование обëасти с поìощüþ веpтоëета опpе-
äеëиëо кооpäинаты кëþ÷евых оpиентиpов с оøиб-
кой 20...60 сì пpи общих pазìеpах обëасти 35 ì.
Такиì обpазоì, экспеpиìенты показываþт на-

äежнуþ и устой÷ивуþ pаботу аëãоpитìа в pеаëüных
усëовиях äаже пpи оснащении pоботов ìиниìаëü-
ныì набоpоì äеøевых сенсоpов.

INS SLAM, INS-GPS-SLAM

Как показано выøе, в техноëоãии SLAM pеäко
испоëüзуется еäинственный сенсоp, котоpый связан,
ãëавныì обpазоì, со с÷исëениеì пути (dead recko-
ning, DR, оäоìетpи÷еское с÷исëение) иëи инеpöи-
аëüной навиãаöионной систеìой (INS).
Аббpевиатуpа ИНС СЛАМ (в анãëоязы÷ной ëи-

теpатуpе INS/SLAM иëи INS/VSLAM) обозна÷ает
систеìу, объеäиняþщуþ обpаботку äанных от сен-
соpов инеpöиаëüной навиãаöионной систеìы
(ИНС, INS) и от систеìы VSLAM. 
В pаботе [6] пpеäëаãается иìенно объеäинение

с инеpöиаëüной навиãаöионной систеìой. В öеëоì
постpоение систеìы SLAM тpебует pаäаpа, ëазеp-
ноãо сканеpа, äат÷ика виäения иëи ëþбых äpуãих

Pис. 4. Общая схема ИНС-SLAM
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типов äат÷иков, это опpеäеëяет хаpактеpистики äан-
ных (pис. 4). Пpеäëаãаеìый поäхоä испоëüзует еäин-
ственный äат÷ик виäения (в ваpианте vSLAM), ко-
тоpый явëяется относитеëüно äеøевыì ваpиантоì,
но поëностüþ оäна каìеpа зäесü не äает поëноãо
pеøения пpобëеìы.
Из-за неëинейной ìоäеëи набëþäения-виäения

зpитеëüноãо äат÷ика описанная выøе интеãpаöия с
INS выпоëнена на основе ваpиантов: pасøиpенноãо
фиëüтpа Каëìана (EKF), сиãìа-то÷е÷ноãо фиëüтpа
Каëìана (UKF) иëи pаспpеäеëенноãо фиëüтpа ÷астиö.

Pезуëüтаты ìоäеëиpования показываþт, ÷то пpеä-
ëоженный pаспpеäеëенный фиëüтp иìеет ëу÷øие
хаpактеpистики pаботы с то÷ки зpения опpеäеëения
вектоpа изìенений состояния и ÷исëа вы÷исëений.
Естü соответствуþщие оöенки pаботы по сpавнениþ
с öентpаëизованныì фиëüтpоì ÷астиö, известныì
оптиìаëüныì фиëüтpоì. Вообще, известно, ÷то EKF
обеспе÷ивает боëüøуþ скоpостü вы÷исëения; оä-
нако у поëу÷аеìой оöенки возникает саìая боëü-
øая оøибка из-за особенностей фиëüтpа Каëìана.
Центpаëизованноìу фиëüтpу ÷астиö нужно саìое
боëüøое вpеìя вы÷исëения äаже пpи тоì, ÷то еãо
pезуëüтат оöенки бëизок к pаспpеäеëенноìу. Та-
киì обpазоì, пpеäëоженный фиëüтp ìожет поëу-
÷итü боëее высокое ка÷ество оöенки pаботы и
уìенüøитü вpеìя вы÷исëения, испоëüзуя pаспpе-
äеëеннуþ стpуктуpу фиëüтpа.
В отëи÷ие от фиëüтpа Каëìана, созäанный

фиëüтp ÷астиö ìожет бытü пpиìенен к неëиней-
ныì систеìныì ìоäеëяì с неãауссовскиì øуìоì
pаспpеäеëения; ìожет бытü способен к оöенке со-
стояния äаже в тоì сëу÷ае, коãäа тpуäно фоpìиpо-
ватü ìоäеëü изìеpения иëи коãäа pаспpеäеëение не
ãауссовское. Дат÷ик виäения äает базу äëя оöенки,
и она ìожет бытü уëу÷øена при испоëüзовании
фиëüтpа ÷астиöы, äаже в неëинейных сëу÷аях.
Оäна из саìых боëüøих пpобëеì в фоpìиpова-

нии фиëüтpа INS/VSLAM состоит в тоì, ÷то типы
и ÷исëо заìетных хаpактеpных то÷ек, а также коì-
бинаöия äоступных изìеpений äат÷иков изìеня-
þтся, ÷то пpивоäит к изìенениþ конфиãуpаöии
фиëüтpа.

Pезуëüтаты ìоäеëиpования показываþт, ÷то и
аппаpатно и пpоãpаììно pассìотpенный фиëüтp
явëяется наибоëее эффективныì.

Заключение

Pазpаботки ìетоäов SLAM веäутся и в Pоссии
[10—13]. Особый интеpес пpеäставëяþт pаботы
[10, 11], ãäе описана систеìа типа monoSLAM, pа-
ботаþщая ëиøü от еäинственноãо ëазеpноãо äаëü-
ноìеpа.
Важные pезуëüтаты пpивеäены в pаботе [13], ãäе

пpеäставëено сpавнение pаботы тpех аëãоpитìов
типа SLAM, pаботаþщих по виäеопотоку от еäинст-
венной каìеpы. Pассìотpены monoSLAM, PТАМ и
LSD-SLAM. Эти аëãоpитìы факти÷ески иäенти÷ны
по испоëüзуеìой сенсоpной аппаpатуpе (еäинствен-

ная виäеокаìеpа), но pазëи÷аþтся ìетоäаìи опpеäе-
ëения особенностей на изобpажении. PТАМ испоëü-
зует äетектоp уãëов на изобpажении, LSD-SLAM —
обëасти изобpажений äëя постpоения каpты и
пpойäенной тpаектоpии, ÷то позвоëяет еìу состав-
ëятü высокоäетаëизиpованные каpты в pежиìе pе-
аëüноãо вpеìени. Оäнако в öеëоì ìетоä monoSLAM
позвоëяет стpоитü наибоëее то÷нуþ тpаектоpиþ по
наиìенее äетаëизиpованной каpте.
Пpивеäенное выøе описание ìетоäов SLAM и

pезуëüтаты pаботы [13] пpивоäят к вывоäу, ÷то соз-
äание аëãоpитìа SLAM, обеспе÷иваþщеãо унивеp-
саëüное pеøение заäа÷ оäновpеìенной ëокаëиза-
öии и каpтиpования äëя ìобиëüных аãентов, еще
äаëеко от завеpøения. 
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SLAM is a modern technology of a simultaneous localization of a mobile robot in the environment of motion and mapping
of the surrounding space. By using SLAM a robot determines its position (solves the problem of localization) in space and si-
multaneously builds a map of the environment. This is a major technology for approaching the problem of navigation of the mobile
robots. Now certain algorithms are already available with the known solution for the problem of SLAM. SLAM algorithms are
applied widely for control of the mobile devices moving on the roads or off roads, for control of the flying robots (autonomous robot
planes, helicopters, dirigibles), and for control of the android walking robots. Of course, for each class of the mobile robots there
are specific features of a concrete SLAM technology, but the main ideas remain the same. In the specified technology a robot
orientates itself in relation to the known reference points, using the sensors providing information on the reference points. In the
first SLAM algorithms video cameras and/or range finders were often used, and later satellite navigation sensors were used.

The article presents a brief review of the popular effective solutions to the SLAM problem based on various sensor processing
algorithms and using different hardware. Among them the basic SLAM methods, such as MonoSLAM, FastSLAM, VisualSLAM,
INS-SLAM, and INS-GPS-SLAM are considered. Their description is presented in the same order as information about these
methods appeared in literature, and in the specified row, so the subsequent methods are more improved, than the preceding ones.

Now the above methods ensure a reliable navigation for the mobile robots, however, new methods appear, and research
is going on, in particular, with the aim to increase the speed of the SLAM methods and develop new sensors providing in-
formation on the environment.
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Автоматическое пеpедвижение 
pоботизиpованного подвижного технического сpедства 

с постpоением схемы исследуемого помещения

Введение

В наøи äни в pобототехнике боëüøое вниìание
уäеëяется заäа÷е автоìати÷ескоãо пеpеäвижения и
оpиентаöии pоботов в пpостpанстве. Pеøение этой
заäа÷и напpяìуþ зависит от ìетоäов и аëãоpитìов
постpоения каpты теppитоpии иëи пëана-схеìы
поìещения, в кpтоpоì нахоäится pобот. Оäниì из
саìых попуëяpных на сеãоäняøний äенü явëяется
ìетоä оäновpеìенной навиãаöии и составëения
каpты (SLAM [1, 2] от анãë. Simultaneous Location
and Mapping). Этот ìетоä основан на оäновpеìен-
ной ãенеpаöии схеìы поìещения и äвижении pо-
бота с испоëüзованиеì сканиpуþщеãо ëазеpноãо
äаëüноìеpа (СЛД) [3] иëи ëиäаpа (Lidar) [4] и äанных
об уãëовой скоpости коëес pобота. Из pоссийских
pазpаботок ìожно выäеëитü ìетоäы, пpеäставëен-
ные в äиссеpтаöии А. А. Минина [5], ãäе описаны
ìетоäы опpеäеëения ëинейной и уãëовой скоpостей
ìобиëüноãо pобота по äанныì ëазеpноãо äаëüно-
ìеpа, коìпëексаöии äанных äаëüноìеpа с инфоp-
ìаöией от äpуãих äат÷иков, упpавëения äвижениеì
pобота и пëаниpования пути. Все эти ìетоäы хо-
pоøо заpекоìенäоваëи себя на пpактике, но, теì
не ìенее, иìеþт pяä неäостатков, кëþ÷евыì из ко-
тоpых явëяется стоиìостü ëазеpноãо сканеpа.
Из-за äоpоãовизны сканиpуþщеãо обоpуäования

возникëа потpебностü в pазpаботке ìенее ìатеpи-
аëüно затpатноãо ìетоäа постpоения схеìы поìе-
щения и оpиентаöии pоботизиpованноãо поäвижноãо
техни÷ескоãо сpеäства (PПТС). Сей÷ас независи-
ìоìу pазpабот÷ику äоступны такие устpойства оп-
pеäеëения pасстояния äо объекта, как äаëüноìеpы.
Все äаëüноìеpы pазëи÷аþтся по типу испоëüзуеìоãо
сиãнаëа äëя изìеpения pасстояния. Саìыìи неäо-
pоãиìи на pынке явëяþтся уëüтpазвуковые äаëüно-
ìеpы [6], боëее äоpоãие — инфpакpасные [7, 8] и
ëазеpные [9]. Теì не ìенее, стоиìостü саìоãо äо-
pоãоãо äаëüноìеpа по ìенüøей ìеpе в 10 pаз ниже,
÷еì у СЛД. Коìпëексы из äаëüноìеpов уже ис-

поëüзуþт как вспоìоãатеëüное сpеäство оpиенти-
pования pоботов в пpостpанстве.
В äанной статüе pассìатpиваþтся ìетоä и аëãо-

pитì автоìати÷ескоãо пеpеäвижения PПТС с по-
сëеäуþщиì постpоениеì схеìы поìещения с ис-
поëüзованиеì äанных, поëу÷енных от коìпëекса
äаëüноìеpов, и äанных об изìенении сpеäнекваä-
pати÷ескоãо откëонения pасстояний äо объектов.

Системы навигации PПТС

Pазpаботка систеì навиãаöии PПТС в поìеще-
нии явëяется нетpивиаëüной заäа÷ей. Пpежäе всеãо,
необхоäиìо опpеäеëитü, по какоìу пpинöипу pобот
буäет поëу÷атü инфоpìаöиþ об окpужаþщей сpеäе
и бëизëежащих объектах. В зависиìости от ис-
поëüзуеìых äат÷иков и сенсоpов систеìы навиãа-
öии ìожно pазäеëитü на сëеäуþщие ãpуппы:

1) систеìы навиãаöии, основанные на испоëüзо-
вании сенсоpов, pаботаþщих вне виäиìоãо спектpа.
К такиì сенсоpаì относят äаëüноìеpы всех типов.
К ниì также ìожно отнести СЛД. Такие систеìы
хаpактеpны теì, ÷то инфоpìаöия об окpужаþщей
сpеäе фоpìиpуется за с÷ет анаëиза äанных о pас-
стоянии äо окpужаþщих PПТС объектов;

2) систеìы навиãаöии, основанные на испоëü-
зовании коìпüþтеpноãо зpения [10]. Зäесü ãëавной
заäа÷ей pобота явëяется анаëиз и обpаботка изобpа-
жений иëи виäеопотока, поëу÷енноãо с установ-
ëенных на еãо боpту каìеp. Коìпüþтеpное зpение
также позвоëяет наäеëитü pоботов стеpеозpениеì,
необхоäиìыì äëя ãенеpаöии каpты ãëубин, с по-
ìощüþ котоpой ìожно опpеäеëитü pасстояние äо
объектов, попавøих в поëе зpение каìеp;

3) систеìы навиãаöии, основанные на испоëü-
зовании ìаяков. Такие систеìы тpебуþт äопоëни-
теëüной установки ìаяков в иссëеäуеìоì поìеще-
нии. Заäа÷ей pобота явëяется опpеäеëение ìесто-
поëожения кажäоãо из ìаяков и нахожäение по
поëу÷енныì äанныì собственных кооpäинат и
оpиентаöия в пpостpанстве;

Обсуждается pешение пpоблемы автоматической навигации pоботизиpованных подвижных технических сpедств (PПТС)
в помещении. Pассматpиваются метод и алгоpитм пеpедвижения PПТС по заданному помещению с последующим фоpмиpо-
ванием схемы помещения. Pазpаботанные алгоpитмы основаны на использовании свойств сpеднеквадpатического отклонения
значений дистанции до окpужающих PПТС объектов, полученных с комплекса дальномеpов.
Ключевые слова: pоботизиpованное подвижное техническое сpедство, схема помещения, план помещения, диспеpсия, сpед-

неквадpатическое отклонение, команды упpавления, схема-пpототип, комплекс дальномеpов



396 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 17, № 6, 2016

4) ãибpиäные систеìы навиãаöии. Данные сис-
теìы ìоãут объеäинятü поäхоäы, пеpе÷исëенные в
пеpвых тpех пунктах. Напpиìеp, с поìощüþ коìпü-
þтеpноãо зpения ìожно опpеäеëитü, ãäе нахоäится
тот иëи иной ìаяк. Сей÷ас pазpабот÷ики ÷асто ис-
поëüзуþт ãибpиäные систеìы навиãаöии äëя повы-
øения то÷ности позиöиониpования pобота.

Конфигуpация исследуемого помещения

Дëя испытаний pазpабатываеìых аëãоpитìов
быëо испоëüзовано поìещение коpиäоpноãо типа.
Такой тип поìещений обы÷но иìеет äве пpоäоëüные
паpаëëеëüные стены. Стены иìеþт pазное ÷исëо
уãëубëений и выступов. В конöе кажäоãо у÷астка
с коpиäоpоì естü пеpехоä в сëеäуþщий коpиäоp.
Такиì обpазоì, поìещение состоит из ÷етыpех ко-
pиäоpов, пеpехоäящих äpуã в äpуãа, и обpазует теì
саìыì некий кваäpат, котоpый äоëжен объехатü
PПТС. На pис. 1 ниже пpеäставëена схеìа изу÷ае-
ìоãо поìещения.

Метод пеpедвижения PПТС по коpидоpу

Метоä äвижения PПТС по коpиäоpу основыва-
ется на пpинöипе сëежения за кpивизной стен ко-
pиäоpа. Данный пpинöип закëþ÷ается в изìеpе-
нии pасстояния от бëижайøей боковой стены äо
PПТС. Такая стена коpиäоpа называется опоpной.
От изìенения pасстояния äо опоpной стены зави-

сит напpавëение äвижения PПТС. PПТС стpеìится
нахоäитüся в опpеäеëенноì äиапазоне äо опоpной
стены и пpибëижается, есëи pасстояние äо нее ве-
ëико, и отäаëяется, есëи ìаëо.

Констpукция PПТС

В основе констpукöии PПТС испоëüзуется ãу-
сени÷ная пëатфоpìа с ÷етыpüìя pоëикаìи, äва из
котоpых поäкëþ÷ены напpяìуþ к äвиãатеëяì. Дви-
ãатеëи pаспоëожены с пpавой и с ëевой стоpон
пëатфоpìы, соответственно. PПТС способен äви-
ãатüся впеpеä и назаä, а также выпоëнятü pазвоpот
на ìесте путеì изìенения напpавëения вpащения
пpавоãо и ëевоãо äвиãатеëей.
На PПТС быë установëен коìпëекс äаëüноìе-

pов, в состав котоpоãо вхоäят тpи äаëüноìеpа: äва
pаспоëожены по бокаì PПТС и оäин — на фpон-
таëüной стоpоне. Тот из боковых äаëüноìеpов, ко-
тоpый нахоäится бëиже к опоpной стене, явëяется
опоpныì. Иìенно по инфоpìаöии, поступаþщей
от этоãо äаëüноìеpа, оpиентиpуется PПТС. Втоpой
боковой äаëüноìеp явëяется контpоëüныì. Он от-
сëеживает pасстояние äо пpотивопоëожной стены.
Контpоëüный äаëüноìеp не у÷аствует в оpиента-
öии PПТС по коpиäоpу, но ìожет "оттоëкнутü" еãо
в тоì сëу÷ае, есëи ПТС сëиøкоì пpибëизится к
пpотивопоëожной стене. Пеpеäний äаëüноìеp явëя-
ется останово÷ныì. По поступаþщей от неãо ин-
фоpìаöии PПТС пpиниìает pеøение об остановке
иëи pазвоpоте пеpеä пpепятствиеì. Данный ìетоä
пеpеäвижения ПТС не искëþ÷ает возìожностü
коìбиниpования испоëüзуеìых äаëüноìеpов в зави-
сиìости от конфиãуpаöии иссëеäуеìоãо коpиäоpа.
За обpаботку и фиëüтpаöиþ поступаþщей от

äаëüноìеpов инфоpìаöии отве÷ает контpоëëеp на
базе Arduino Uno (ATmega8U2) [11]. Контpоëëеp
также опpеäеëяет, в какоì напpавëении сëеäует
äвиãатüся PПТС в зависиìости от pасстояния äо
стены, путеì пеpеäа÷и соответствуþщей öифpовой
коìанäы на бëок упpавëения äвиãатеëяìи. В ка÷е-
стве такоãо бëока испоëüзуется оäнопëатный коì-
пüþтеp Raspberry Pi [12].

Алгоpитм движения PПТС

На pис. 2 пpеäставëена бëок-схеìа аëãоpитìа
äвижения PПТС.
Аëãоpитì äвижения PПТС по заäанноìу поìеще-

ниþ вкëþ÷ает сëеäуþщие øаãи:
1) поëу÷ение äанных от тpех äаëüноìеpов. Записü

äанных в пеpеìенные Dist1, Dist2 и Dist3 (pасстоя-
ния, взятые с опоpноãо äаëüноìеpа, с контpоëüно-
ãо äаëüноìеpа и с останово÷ноãо äаëüноìеpа, со-
ответственно); 

2) фиëüтpаöия äанных, поëу÷енных от äаëüно-
ìеpов. Этап хаpактеpен теì, ÷то на неì ìожно ис-
поëüзоватü pазнообpазные фиëüтpы в зависиìости
от вхоäных äанных и испоëüзуеìых äаëüноìеpов; 

3) pас÷ет äиспеpсии [13] и сpеäнекваäpати÷е-
скоãо откëонения [13] зна÷ений äистанöии, поëу-

Pис. 1. Схема изучаемого помещения
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÷енных от опоpноãо и контpоëüноãо äаëüноìеpов.
Диспеpсия pас÷итывается по фоpìуëе

D[X] = , (1)

ãäе X — сëу÷айная веëи÷ина (зна÷ение с äаëüноìе-
pа), n — ÷исëо эëеìентов посëеäоватеëüности; 
сpеäнекваäpати÷еское откëонение — по фоpìуëе

σ = . (2)

Дëя pас÷ета сpеäнекваäpати÷еских откëонений
зна÷ений, поëу÷енных от опоpноãо и контpоëüноãо
äаëüноìеpов, быë выбpан øаã äëиной в пятü изìе-
pений pасстояния. Pасс÷итанные такиì обpазоì
äанные испоëüзуþтся в ка÷естве указатеëя стоpоны
повоpота, а также иãpаþт важнуþ pоëü в постpое-
нии схеìы поìещения;

4) ãенеpаöия коìанä упpавëения функöией Di-
rectionMotion. Список коìанä, äоступных äëя
упpавëения ПТС:

äвижение впеpеä (Forward);
повоpот пpотив ÷асовой стpеëки (Rotate CCW);
повоpот по ÷асовой стpеëке (Rotate CW);
сìещение впpаво (Shift R);
сìещение вëево (Shift L).
Коìанäы упpавëения пpеäставëяþт собой ÷исëо-

вые зна÷ения, но äëя уäобства в статüе пpиìеня-
þтся их буквенно-сиìвоëüные обозна÷ения, кото-
pые быëи пеpе÷исëены выøе;

5) фоpìиpование стpоки сообщения. Сообщение
отсыëается на оäнопëатный коìпüþтеp Raspberry Pi
иëи анаëоãи÷ный. Затеì поëу÷енное сообщение pаз-

äеëяется на составные ÷асти, кажäая
из котоpых соäеpжит свой сеãìент
äанных. Данные, котоpые фоpìиpуþт
сообщение, необхоäиìы также äëя
постpоения схеìы поìещения. Пеpе-
сыëаеìое сообщение соäеpжит в себе:
коìанäу упpавëения äвиãатеëяìи;
äистанöиþ äо опоpной стены;
сpеäнекваäpати÷еское откëонение
зна÷ений äистанöии от опоpноãо
äаëüноìеpа.
Все пеpе÷исëенные этапы повто-

pяþтся в öикëе, пока PПТС нахо-
äится во вкëþ÷енноì состоянии.

Функция DirectionMotion

На pис. 3 изобpажена бëок-схеìа
функöии DirectionMotion.
В функöии DirectionMotion пpоис-

хоäит сpавнение зна÷ений pасстояния,
поëу÷енных от опоpноãо äаëüноìеpа
Dist1, с кpаевыìи зна÷енияìи äистан-
öии MaxDist1, MaxDist2 и MinDist, ãäе
MaxDist1 — ìаксиìаëüная äистанöия,
пpи котоpой äанные с äаëüноìеpа яв-

Xi
2

Xi
i 1=

n
∑

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ 2

n
-----------------–

i 1=

n

∑

n 1–
-----------------------------------
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Pис. 2. Блок-схема алгоpитма движения PПТС по заданному
помещению

Pис. 3. Блок-схема функции DirectionMotion
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ëяþтся äостовеpныìи, MaxDist2 и MinDist — ãpани-
öы äиапазона зна÷ений pасстояния äо стены.
Также в функöии DirectionMotion пpовеpяется

усëовие остановки/pазвоpота. Данные от останово÷-
ноãо äаëüноìеpа пpохоäят пpовеpку на ìиниìаëü-
но äопустиìуþ äистанöиþ äо стены. Миниìаëüно
äопустиìая äистанöия хpанится в пеpеìенной
MinStopDist. В пеpеìенной MaxRange записано
зна÷ение ìаксиìаëüноãо сpеäнекваäpати÷ескоãо
откëонения pасстояния. Сpавнивая сpеäнекваäpа-
ти÷еские откëонения опоpноãо и контpоëüноãо
äаëüноìеpов с этой пеpеìенной, ìожно понятü, с
какой стоpоны в äанный ìоìент вpеìени нахоäит-
ся стена, а с какой пустота, так как зна÷ение сpеä-
некваäpати÷ескоãо откëонения пpи напpавëении
äаëüноìеpа в пустоту увеëи÷ивается бëаãоäаpя техни-
÷ескиì особенностяì испоëüзуеìых äаëüноìеpов.
Зна÷ения пеpеìенных MaxDist1, MaxDist2,

MinDist, MinStopDist и MaxRange поäбиpаþтся
эìпиpи÷ескиì путеì в зависиìости от конфиãуpа-
öии иссëеäуеìоãо поìещения и скоpости äвиже-
ния PПТС.
Сëеäует отìетитü, ÷то PПТС äвиãаëся пpотив

÷асовой стpеëки в заäанноì поìещении. Пpи äви-
жении по ÷асовой стpеëке необхоäиìо инвеpтиpо-
ватü коìанäы.

Постpоение схемы исследуемого помещения

Понятие "схема-пpототип"

Pазpаботка аëãоpитìа постpоения схеìы поìе-
щения потpебоваëа ввеäения новоãо понятия "схе-
ìа-пpототип". Схеìа-пpототип поìещения — это
схеìа поìещения, в котоpой не у÷итывается вся
кpивизна стен. Такая схеìа не отобpажает уãëубëе-
ния и выступы, ãабаpитные pазìеpы котоpых ìенее
оäноãо ìетpа. Также схеìа-пpототип ìожет отобpа-
жатü как все поìещение, так и тоëüко еãо ÷астü.
Саìа по себе схеìа-пpототип не явëяется пëа-

ноì иëи схеìой поìещения, оäнако она äает
пpеäставëение о pеаëüной конфиãуpаöии иссëе-
äуеìоãо поìещения, ÷то äеëает возìожныì ис-
поëüзование схеìы-пpототипа äëя автоìати÷е-
ской оpиентаöии PПТС.

Алгоpитм постpоения
схемы-пpототипа помещения 

Дëя постpоения схеìы-пpототипа поìещения
испоëüзуþтся сëеäуþщие äанные: упpавëяþщие
коìанäы PПТС, pасстояния, снятые с опоpноãо
äаëüноìеpа, и сpеäнекваäpати÷еское откëонение
зна÷ений этих pасстояний. Постpоение схеìы-
пpототипа состоит из тpех основных этапов:

1) фиëüтpаöия коìанä. Из сãенеpиpованноãо
списка коìанä уäаëяþтся (заìеняþтся) коìанäы с
неявныì повоpотоì, т. е. те коìанäы Rotate CW и
Rotate CCW, пpи поäа÷е котоpых PПТС не совеp-
øаë повоpот, а ëиøü поäpуëиваë пеpеä пpепятст-
виеì. Дëя обнаpужения неявноãо повоpота пpиìе-

няется анаëиз äëины у÷астка поäpяä иäущих повто-
pяþщихся коìанä. Во вpеìя тестиpования быëо
установëено, ÷то пpи повтоpении коìанäы на пово-
pот ìенее пяти pаз PПТС выпоëняë поäpуëивание.
Такиì обpазоì, обнаpуженный у÷асток, состоящий
ìенее ÷еì из пяти коìанä, уäаëяëся из списка;

2) сохpанение стаpтовоãо pасстояния äо опоp-
ной стены. По уìоë÷аниþ, PПТС äо на÷аëа äви-
жения нахоäится паpаëëеëüно стене на оптиìаëü-
ной äистанöии;

3) постpоение схеìы-пpототипа. Постpоение схе-
ìы-пpототипа вкëþ÷ает в себя нескоëüко øаãов:
отсëеживание изìенения сpеäнекваäpати÷ескоãо
откëонения pасстояния äо опоpной стены. С÷и-
тается, ÷то есëи сpеäнекваäpати÷еское откëонение
ìаëо и не пpевыøает опpеäеëенноãо зна÷ения,
поëу÷енноãо эìпиpи÷ескиì путеì, то PПТС
äвижется относитеëüно паpаëëеëüно с опоpной
стеной, т. е. уãоë откëонения ìиниìаëен. В пpо-
тивноì сëу÷ае, есëи сpеäнекваäpати÷еское от-
кëонение выхоäит за äопустиìое зна÷ение, с÷и-
тается, ÷то PПТС ëибо пpохоäит уãëубëение в
стене, ëибо опоpный äаëüноìеp äостиã ìакси-
ìаëüноãо зна÷ения изìеpения pасстояния, за-
ëоженноãо в неãо техни÷ески. Такая ситуаöия
также ìожет указыватü на уãëубëение иëи пpоеì;
постpоение то÷ек пpототипа. Постpоение схеìы-
пpототипа пpоисхоäит пото÷е÷но. То÷ки ставятся
в соответствии со стаpтовыì pасстояниеì äо
опоpной стены, сpеäнекваäpати÷ескиì откëоне-
ниеì pасстояния и коìанäой упpавëения. Есëи
сpеäнекваäpати÷еское откëонение пpохоäит пpо-
веpку, то от öентpа pабо÷ей обëасти откëаäыва-
ется то÷ка на стаpтовое pасстояние. Ина÷е пpи
обнаpужении уãëубëения в стене то÷ки откëа-
äываþтся на pасстояние, поëу÷енное в ìоìент
пpохожäения уãëубëения. Зäесü pабо÷ей обëастüþ
называется некое "поëотно", на котоpое нано-
сятся все то÷ки схеìы-пpототипа. На этоì этапе
также пpоисхоäит пpовеpка коìанä упpавëения.
Пpи этоì у÷итываþтся тоëüко коìанäы на пово-
pот, так как посëе пpохожäения повоpота необ-
хоäиìо изìенитü напpавëение нанесения то÷ек.

Pезультаты

В pезуëüтате pаботы аëãоpитìа автоìати÷ескоãо
пеpеäвижения PПТС пpоøеë поëный кpуã по заäан-
ноìу поìещениþ (сì. pис. 1). Во вpеìя äвижения
PПТС собpаë äостато÷ное коëи÷ество äанных о по-
ìещении, в котоpоì нахоäится. Бëаãоäаpя этиì äан-
ныì быëа сãенеpиpована схеìа-пpототип иссëеäуе-
ìоãо поìещения, котоpая пpеäставëена на pис. 4.
Стоит заìетитü, ÷то в пpеäставëенной схеìе не

отобpажены уãëы поìещения, так как пpи пpохож-
äении повоpотов äанные с опоpноãо äаëüноìеpа не
явëяëисü äостовеpныìи из-за äвижения PПТС.
Также схеìа-пpототип не отобpажает внутpеннþþ
стену поìещения. Внутpенняя стена не обpабаты-
ваëасü, потоìу ÷то пpи äвижении PПТС пpотив ÷а-
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совой стpеëки контpоëüный äаëüно-
ìеp не äаваë äостовеpной инфоp-
ìаöии о pасстоянии äо стены
всëеäствие пpевыøения ìаксиìаëü-
но äоступноãо äëя изìеpений pас-
стояния.
Сëеäует у÷естü еще тот факт, ÷то в

äанной pаботе не у÷итываëисü внеø-
ние возìущаþщие фактоpы, такие
как пpоскаëüзывания коëес, так как
не быëо äанных о пpойäенноì пути.
В своþ о÷еpеäü, поãpеøностü изìе-
pения äаëüноìеpа быëа свеäена к
ìиниìуìу бëаãоäаpя постфиëüтpа-
öии поëу÷енных от неãо äанных, ко-
тоpая пpоисхоäиëа непосpеäственно
во вpеìя постpоения схеìы-пpото-
типа. Также, ÷тобы избежатü "пpо-
бëеìы заìыкания öикëов" (slam loop closure
problem), пpи постpоении схеìы-пpототипа быëи
ввеäены некотоpые пpавиëа. В соответствии с ниìи
PПТС пpи пpибëижении к стене всеãäа äеëаë пово-
pот на 90° пpотив ÷асовой стpеëки, затеì пpоезжаë
то÷но такое же pасстояние, ÷то и äо повоpота. Пpи
отсутствии äанных о пpойäенноì пути с÷итаëосü, ÷то
от повоpота äо повоpота PПТС всеãäа пpохоäит оäно
и тоже pасстояние из-за пëаниpовки поìещения.
Несìотpя на то, ÷то схеìу-пpототип уäаëосü по-

стpоитü, испоëüзование ее äëя автоìати÷еской
оpиентаöии PПТС явëяется нетpивиаëüной заäа÷ей.
В äаëüнейøеì pабота буäет напpавëена на повыøе-
ние то÷ности схеìы. Пpеäпоëаãается испоëüзоватü
äанные с тpехосевоãо öифpовоãо ìаãнитоìетpа [15],
аксеëеpоìетpа и ãиpоскопа [16], ÷тобы иìетü боëü-
øе инфоpìаöии об оpиентаöии PПТС в пpостpан-
стве. Также äëя боëее то÷ноãо позиöиониpования
схеìы необхоäиìо знатü, какуþ äистанöиþ пpо-
øеë PПТС и с какой скоpостüþ. Дëя поëу÷ения
поäобных äанных необхоäиìо установитü оäоìетp
[17] и энкоäеp [18].
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Pис. 4. Pеальная схема помещения (а) и сгенеpиpованная схема-пpототип (б)
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This article describes methods of solving problems of automatic navigation of robotized mobile devices inside of a building.
A robotized mobile device has tracks and can move back and forth and turn right-hand and left-hand. Micro controller based
on Arduino is responsible for receiving and processing of information taken from sensors. Analysis of the data occurs directly
onboard of a robotized mobile device using a single-board computer Raspberry Pi or some kind of it. The article shows a method
and an algorithm of a robotized mobile device to follow the path and then make a map of a particular building. While moving
a robotized mobile device records in memory the data received from sensors. Then it processes the data and forms a map of the build-
ing. The relevance of this work is that the most common navigation systems using GPS (Global Positioning System) / GLONASS
(GLObal NAvigation Satellite System) don’t work in those conditions when a robotized mobile device is located in buildings,
such as a room or a building hallway. A satellite signal is lost while going through cemental, metal or wooden constructions.
The algorithms presented in the article are based on the properties of the standard deviation values of the distance to objects
surrounding a robotized mobile device. The data were obtained through a set of range finders, which was installed onboard
of a robotized mobile device, without using a complex and expensive scanning device. Developed algorithms have an advan-
tage, they can work in a building without reference to GPS or GLONASS. The main features of the algorithm are simplicity,
low price and accessibility of the used hardware.
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Система упpавления мобильным pоботом 
на основе модифициpованного алгоpитма 3D-pointcloud

Пpедложена система упpавления мобильным pоботом в зданиях и сооpужениях, в основу котоpой положена методика по-
стpоения тpаектоpий движения с использованием сенсоpа глубины датчика Kinect. Синтезиpован модифициpованный алгоpитм
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Введение

Оäной из основных заäа÷ упpавëения ìобиëü-
ныìи pоботаìи явëяется необхоäиìостü объезäа
пpепятствий. Пpи упpавëении äвижениеì pобота
испоëüзуþтся систеìы навиãаöии, базиpуþщиеся на
pазëи÷ных äат÷иках (напpиìеp, стеpеокаìеpы
[1, 2], эëектpонный коìпас, инкëиноìетp, сонаp
[3] и т. ä.). Функöионаëüностü пpиìеняеìых поä-
хоäов зависит от эффективности и быстpоäействия
аëãоpитìов pаспознавания и отсëеживания пpе-
пятствий. Дëя этих öеëей обы÷но пpиìеняþтся äва
кëасса ìетоäов: pаспознавание объектов на основе
RGB-изобpажений (ìетоä 1) [4—6] и пpостpанст-
венно-вpеìенной (ìетоä 2) [7, 8]. Пеpвый кëасс ìе-
тоäов во ìноãих сëу÷аях пpивоäит к снижениþ то÷-
ности pаспознавания и увеëи÷ениþ вы÷исëитеëüных
ìощностей из-за pазëи÷ий в изìенении усëовий ос-
вещения и уãëов зpения сpеäств фиксаöии изобpа-
жения. Дëя устpанения указанных неäостатков
пpиìеняется втоpой кëасс ìетоäов, обеспе÷иваþ-
щих обнаpужение пpепятствий на основе хаpактеp-
ных обëастей изобpажения.
Пpи навиãаöии ìобиëüных pоботов пëаниpова-

ние пути — это опреäеëение оптиìаëüной тpаекто-
pии ìежäу на÷аëüной и öеëевой то÷каìи без стоëк-
новения с пpепятствияìи [9, 10]. Как пpавиëо, тpа-
ектоpия pазäеëяется на ëинейные сеãìенты. В фазе
навиãаöии pобот пеpеìещается по этиì сеãìентаì
[3]. Дëя вы÷исëения безопасных кpат÷айøих тpаек-
тоpий пpеäëожены нескоëüко ìетоäов, испоëüзуþ-
щихся пpи ëокаëüноì иëи ãëобаëüноì пëаниpова-
нии äвижения [1]. Пëаниpование ãëобаëüноãо пути
у÷итывает всþ инфоpìаöиþ об окpужаþщей сpеäе,
и äëя этих öеëей пpиìеняется pяä ìетоäов: пëани-
pование Воpоноãо [11, 12], сотовая äекоìпозиöия
(cell decomposition) [13] и т. ä. Pеаëизаöия этих
поäхоäов тpебует зна÷итеëüноãо вpеìени на этапе
пpеäваpитеëüноãо pас÷ета и испоëüзования вспоìо-
ãатеëüноãо аппаpатноãо обоpуäования äëя увеëи÷е-
ния быстpоäействия [12]. Основной неäостаток —
необхоäиìостü созäания базы обpазов пpепятствий
окpужаþщеãо пpостpанства äëя постpоения еãо то-
поëоãии и связности объектов.
Аëãоpитìы ëокаëüноãо пëаниpования pазpабо-

таны äëя пpеäотвpащения стоëкновения с пpепят-
ствияìи в непосpеäственной бëизости от pобота.
Дëя этоãо испоëüзуется тоëüко инфоpìаöия о бëиз-
ëежащих пpепятствиях. Наибоëее известныìи явëя-
þтся ìетоäы на основе потенöиаëüных поëей [14],
в котоpых пpостpанство pазäеëено pеãуëяpныìи
сеткаìи, на основе котоpых обеспе÷ивается поиск
оптиìаëüноãо пути без стоëкновения с пpепятст-
вияìи. Эти ìетоäы явëяþтся äостато÷но быстpо-
äействуþщиìи, но не позвоëяþт пpеäотвpатитü
попаäание в бесконе÷ный öикë (ëокаëüные ìини-
ìуìы потенöиаëüной функöии). Дëя искëþ÷ения
пpобëеìы ëокаëüных ìиниìуìов и поëу÷ения оп-
тиìаëüноãо пути испоëüзуется поäхоä, описанный

в pаботе [2] и обеспе÷иваþщий нахожäение "ãpубой"
тpаектоpии с посëеäуþщиì уто÷нениеì ìетоäаìи
оптиìизаöии.
Пpи упpавëении pоботоì существует pяä тpуä-

ностей в обнаpужении пpепятствий и пpиìенении
аëãоpитìа пëаниpования äвижения. Дëя их устpане-
ния необхоäиìо pазpаботатü ìетоäику, испоëüзуþ-
щуþ инфоpìаöиþ о ãëубинах изобpажений, на-
пpиìеp от äат÷ика Kinect, и аëãоpитì навиãаöии
pобота äëя пеpеìещения без стоëкновений. Дëя
этоãо тpебуется pеøитü тpи взаиìосвязанные поä-
заäа÷и: pеаëизоватü аëãоpитì 3D-Pointcloud äëя
обнаpужения ëþбых пpепятствий в бëижней зоне
pобота и аëãоpитì SURF äëя pаспознавания оpи-
ентиpов; синтезиpоватü ìетоäику постpоения каp-
ты пpепятствий; синтезиpоватü аëãоpитì упpавëе-
ния pоботоì.

Общий алгоpитм pаботы системы

Дат÷ик Kinect позвоëяет поëу÷атü каpту ãëубин
изобpажения и иìеет pяä пpеиìуществ пеpеä äpу-
ãиìи äат÷икаìи, pаботаþщиìи пpи низкоì уpовне
освещенности, позвоëяя поëу÷атü каëибpованнуþ
ìасøтабнуþ оöенку, инваpиантнуþ по отноøе-
ниþ к öвету и текстуpе. Поëу÷аеìые изобpажения
ãëубины иìеþт pазpеøение 640 Ѕ 480 пиксеëей
пpи 30 каäpах в секунäу. Схеìа pаботы систеìы
упpавëения pоботоì показана на pис. 1. Метоäика
вкëþ÷ает тpи основных этапа: обнаpужение пpе-
пятствий, постpоение каpты пpепятствий и по-
стpоение тpаектоpий.

Pис. 1. Общая схема методики упpавления pоботом
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Pаспознавание оpиентиpов 
и обнаpужение пpепятствий

Pаспознавание оpиентиpов (объ-
ектов) в потоке виäеоäанных явëяет-
ся сëожной заäа÷ей, äëя pеøения
котоpой обы÷но пpиìеняþтся аëãо-
pитìы, испоëüзуþщие статисти÷е-
ские выбоpки на основе ëокаëüных
особенностей (напpиìеp, HOG — His-
tograms of Oriented Gradients, EOH —
Edge orientation histograms [15]), а
также аëãоpитìы на основе извëе÷е-
ния особых то÷ек изобpажения (на-
пpиìеp, SIFT — Scale Invariant
FeatureT ransform [6], SURF —
Speeded Up Robust Features [5]).
Аëãоpитì SURF явëяется боëее

пpеäпо÷титеëüныì по сpавнениþ с
äpуãиìи [4]. Эффективностü нахож-
äения объектов с испоëüзованиеì
аëãоpитìа SURF ìожно увеëи÷итü
за с÷ет совìестноãо пpиìенения
бибëиотеки FLANN (pис. 2, 3, сì.
втоpуþ стоpону обëожки) [16]. Тpе-
буеìые скоpостü и то÷ностü pаспо-
знавания также обеспе÷иваþтся и пpи äвижении
саìоãо pобота. Эффективностü обнаpужения пpе-
пятствий (поäвижных и непоäвижных объектов) в
pежиìе pеаëüноãо вpеìени с пpиìенениеì 3D-об-
ëака то÷ек äоказана в pаботе [17].
Обëака то÷ек — набоp неоpãанизованных иppе-

ãуëяpных то÷ек в тpехìеpноì пpостpанстве. Обëака
то÷ек хpанят кооpäинаты всех то÷ек в бëижней зоне
ìобиëüноãо pобота, а также RGB-öвета, зна÷ения
интенсивности и т. ä. 3D-обëака то÷ек ìоãут бытü
поëу÷ены из каpты ãëубины изобpажения, поëу-
÷енной от äат÷ика Kinect (pис. 4).
Эффективностü äанной схеìы выøе, ÷еì тpаäи-

öионных аëãоpитìов, котоpые базиpуþтся на изо-
бpажениях, поëу÷енных из виäиìоãо спектpа, по
анаëоãии с теì, как это воспpиниìается ÷еëове÷е-
скиì ãëазоì [18]. Пpи этоì пpиìенение аëãоpитìа
понижения pазpеøения и DBSCAN (пëотностный
аëãоpитì кëастеpизаöии пpостpанственных äан-
ных с пpисутствиеì øуìа) [19] существенно уве-
ëи÷ивает быстpоäействие аëãоpитìа pаспознания
объектов и повыøает еãо то÷ностü.

Постpоение каpты пpепятствий

Окpужаþщая сpеäа pобота о÷енü сëожна из-за
pазëи÷ий пpи изìенении усëовий освещения, уãëов
зpения и наëи÷ия пpепятствий (поäвижных и не-
поäвижных). Кpоìе тоãо, состояние окpужаþщей
сpеäы ìожет изìенятüся äостато÷но быстpо, ÷то пpи-
воäит к снижениþ то÷ности упpавëения. Поэтоìу
постpоение каpты пpепятствий явëяется кëþ÷евыì
этапоì. Дëя пеpеìещения без стоëкновений pобот
äоëжен обëаäатü инфоpìаöией о пpепятствиях
(напpиìеp, о текущеì ìестопоëожении, pазìеpах

пpепятствий и т. ä.). Постpоение каpты пpепятст-
вий показано на pис. 5.
Аëãоpитì обеспе÷ивает pеøение тpех поäзаäа÷:
поëу÷ение инфоpìаöии о пpепятствиях;
вы÷исëение pасстояний от äат÷ика Kinect äо
пpепятствий и наиìенüøих pасстояний ìежäу
пpепятствияìи;
поëу÷ение тpебуеìых то÷ек: поëу÷ение ãpаниö
пpепятствия;
соpтиpовка pасстояний от äат÷ика Kinect äо каж-
äоãо пpепятствия в поpяäке от бëижайøеãо к наи-
боëее уäаëенноìу, а также фоpìиpование спи-

Pис. 6. Блок-схема алгоpитма постpоения каpты пpепятствий 

Pис. 4. Общая схема обнаpужения пpепятствий

Pис. 5. Пpимеp постpоения каpты пpепятствий
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ска пpепятствий (ìножества СП); вы÷исëение
pасстояний от ëþбоãо пpепятствия äо остаëüных
пpепятствий (поëу÷ение ìножества СP); вы÷ис-
ëение сpеäней то÷ки ëинии ìежäу пpепятствияìи
на основе ìножества СP. Есëи äëина этой ëинии
боëüøе, ÷еì пpиеìëеìое ìиниìаëüное зна÷е-
ние (ПМЗ), то сpеäняя то÷ка явëяется äопусти-
ìой (то÷ки A, B, C, D, F на pис. 5), в пpотивноì
сëу÷ае — нет (то÷ка Е). Все äопустиìые то÷ки
сохpанятся в ìножестве то÷ек СТ. Pеаëизуþщий
äанный поäхоä аëãоpитì пpеäставëен на pис. 6.

Постpоение тpаектоpий движения pобота

Пpепятствия пpеäставëяþтся ìноãоуãоëüника-
ìи на основе изобpажений, поëу÷аеìых от äат÷ика
Kinect, и иìеþт pеаëüные ãеоìетpи÷еские pазìе-
pы, ÷то наpяäу со свобоäныìи обëастяìи пpо-
стpанства позвоëяет вы÷исëитü тpаектоpиþ пеpе-
ìещения pобота из на÷аëüной то÷ки в öеëевуþ.
Вы÷исëение pасстояния ìежäу пpепятствияìи

осуществëяется по паpе антипоä ìежäу поëиãона-
ìи, пpеäставëяþщиìи пpепятствия, äëя сëу÷аев
"веpøина—веpøина"; "веpøина—ãpаниöа"; "ãpа-
ниöа—ãpаниöа".
Такиì обpазоì, выбоp то÷ки, в котоpуþ сëеäует

пеpеìеститüся, обусëовëен pасстояниеì äо пpепятст-
вия и наëи÷иеì "свобоäноãо" пpохоäа, т. е. pасстоя-
ния ìежäу пpепятствияìи, пpевыøаþщеãо ãеоìет-
pи÷еские pазìеpы фpонтаëüноãо се÷ения pобота.
Постpоение тpаектоpии — поиск ìиниìаëüноãо

пути от на÷аëüной то÷ки äо öеëевой, хаpактеpи-
зуþщеãося стоиìостüþ пути. Стоиìостü пути —
pасстояние, котоpое пpохоäит pобот из текущеãо
поëожения в öеëевое (суììа äëин отpезков тpаек-
тоpии ìежäу ниìи).
В общеì сëу÷ае стоиìостü пути явëяется пpо-

извоëüной функöией äискpетноãо пути — F(P).
Тоãäа стоиìостü пути — суììа стоиìостей у÷аст-
ков тpаектоpии, пpойäенных äо то÷ки pi, G(pi) и
стоиìости пеpеìещения от текущей то÷ки äо сëе-
äуþщей H(pi, pi + 1): 

F(P) = G(pi) + H(pi, pi + 1).

Обе функöии G и H ìоãут бытü пpоизвоëüныìи.
Дëя типи÷ных ситуаöий функöия G буäет пpеä-
ставëятü собой стоиìостü пpохожäения ÷еpез заäан-
ные то÷ки к текущей то÷ке pi, а H — евкëиäово pас-
стояние ìежäу то÷каìи pi и pi + 1.
Дëя нахожäения ìиниìаëüной стоиìости пути

обы÷но пpиìеняется аëãоpитì "A*" (pис. 7), ис-
поëüзуеìый äëя поиска пути пpи обхоäе ãpафа иëи
в пpоöессе составëения эффективноãо пëана пpо-
хожäения пути ìежäу то÷каìи и т. ä. В общеì сëу÷ае
аëãоpитì нахоäит путü от на÷аëüноãо узëа к узëу
назна÷ения. Эвpисти÷еская функöия испоëüзуется
äëя кëассификаöии кажäоãо узëа в соответствии
с оöенкой оптиìаëüноãо ìаpøpута ÷еpез этот узеë,
т. е. пpосìатpиваþтся узëы в поpяäке эвpисти÷е-
ской оöенки.

Аëãоpитì пpосìатpивает все тpаектоpии от на-
÷аëüной веpøины äо коне÷ной в öеëях поиска тра-
ектории, ìиниìаëüной по стоиìости. На кажäоì
этапе обpабатывается ìножество тpаектоpий из на-
÷аëüноãо узëа äо всех неpаскpытых веpøин, pазìе-
щаþщихся в о÷еpеäи с пpиоpитетоì, опpеäеëяеìыì
по зна÷ениþ:

f (n) = g(n) + h(n);

g(n) = d(i); d(i) = ;

h(n) = ,

ãäе g(n) — стоиìостü пути от на÷аëüной то÷ки к
то÷ке n; h(n) — pасстояние äо öеëи (иëи äо на÷аëü-
ной то÷ки) по пpяìой ëинии; x0, y0 — кооpäинаты
на÷аëüной то÷ки в пëоскости пеpеìещения; d(i) —
евкëиäово pасстояние ìежäу то÷каìи с кооpäина-
таìи xi, yi и xi – 1, yi – 1 (текущей и пpеäøествуþщей
i-ìу ìоìенту вpеìени); xn, yn — кооpäинаты öеëе-
вой то÷ки.
Пpеäставиì синтезиpованный аëãоpитì в сëе-

äуþщеì виäе:

создать откpытый пеpечень узлов, содеpжащий 
только начальный узел;
создать закpытый пустой пеpечень узлов;
while (не достигнута цель)
{ pассмотpеть возможность лучшего узла в откpы-
том списке (узел с наименьшим значением f)

If (текущий узел является целью)
{ конец
} 
Else
{ пеpеместить текущий узел в закpытый список и 
pассмотpеть всех его соседей

i 1=

n
∑ xi xi 1––( ) yi yi 1––( )2+

xn x0–( )2 yn y0–( )2+

Pис. 7. Пpименение алгоpитма А* для постpоения тpаектоpий 



404 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 17, № 6, 2016

For (каждый сосед)
{If (этот сосед находится в закpытом списке 
и текущее значение g меньше)

{ обновить соседа с новым, более низким 
значением g; изменить pодительский узел 
соседа на текущем узле
}
Elseif (этот сосед находится в откpытом 
списке и текущее значение g меньше)
{ обновить соседа с новым, более низким 
значением g; изменить pодительский узел 
соседа на текущем узле
}
Else (сосед не в откpытом или закpытом 
списке)
{ Добавить соседа к откpытому списку и 
установить его со значением g
}

}
}

}
Аëãоpитì pаботает пока зна÷ение f (•) = min

äëя öеëевой веpøины, т. е. обеспе÷ено pеøение
с наиìенüøей стоиìостüþ: ÷еì ìенüøе h(•), теì
выøе пpиоpитет. Поэтоìу äëя pеаëизаöии о÷еpеäи
испоëüзуþтся соpтиpуþщие äеpевüя. 

Пpедотвpащение столкновений с пpепятствиями

Посëе постpоения каpты пpепятствий окpужаþ-
щей сpеäы и созäания пpеäваpитеëüно вы÷исëен-
ной тpаектоpии pобот на÷инает äвижение в ìоìент
поëу÷ения äанных от äат÷ика Kinect. Эти äанные
непpеpывно пpевpащаþтся в обëако то÷ек. Есëи
тpаектоpия пеpесекается с новыìи пpепятствияìи
иëи pасстояние äо пpепятствий ìенüøе, ÷еì ПМЗ,
то pобот останавëивается. Посëе этоãо текущее об-
ëако то÷ек äобавëяется к каpте пpепятствий и соз-
äается новая каpта окpужаþщей сpеäы. Посëе по-
ëу÷ения новой каpты пpепятствий аëãоpитì вы÷ис-
ëяет äpуãой коpоткий безопасный путü от текущей
позиöии pобота к öеëи. Оäнако пpеäыäущий путü
сохpаняется, и есëи пpепятствия, бëокиpуþщие
пеpеìещения, ис÷езаþт, то pобот пpоäоëжает äви-
жение в соответствии с пpеäыäущей тpаектоpией,
т. е. аëãоpитì не зависит от äинаìи÷еских изìене-
ний окpужаþщей сpеäы.

Экспеpименты и анализ pезультатов

Экспеpиìенты пpовоäиëи на ЭВМ со сëеäуþ-
щиìи хаpактеpистикаìи: öентpаëüный пpоöессоp
Intel Pentium Duo T2390 с ÷астотой 1,87 ГГö, объеì
опеpативной паìяти 1 Гб, объеì виäеопаìяти
256 Мб. Пpоãpаììная pеаëизаöия обеспе÷ивается
пpиìенениеì бибëиотек FLANN, OpenCV и
EMGUCV в сpеäе Visual Studio C# 2010.
Усëовия окpужаþщей сpеäы äëя выпоëнения

экспеpиìентов: pобот äвижется внутpи зäаний, па-
pаìетpы окpужаþщей сpеäы — ìиниìаëüное pас-

стояние от pобота 0,4 ì, ìаксиìаëüное pасстояние
от pобота 8 ì, высота 2 ì; в окpужаþщей сpеäе
ìноãо пpепятствий (существуþт поäвижные и не-
поäвижные объекты), их ÷исëо изìеняется; усëо-
вия освещения и уãëы зpения изìеняþтся быстpо.
Пpеäëаãаеìая ìетоäика обнаpужения пpепятствий
испоëüзует аëãоpитì 3D-pointcloud и обеспе÷ивает
успеøное обнаpужение пpепятствий äаже пpи ус-
ëовии отсутствия хоpоøеãо освещения (pис. 8, сì.
втоpуþ стоpону обëожки).
Из pис. 9 и табëиöы сëеäует, ÷то пpоизвоäитеëü-

ностü аëãоpитìа явëяется наибоëее высокой, есëи
ìаксиìаëüное pасстояние äо пpепятствия состав-
ëяет ìенее 2,5 ì. Вpеìя упpавëения äвижениеì pо-
бота pазäеëяется на тpи основных составëяþщих
(сì. табëиöу): вpеìя обнаpужения пpепятствий
(ВОП); вpеìя постpоения каpты пpепятствий
(ВПК); вpеìя созäания тpаектоpии (ВСТ): 

ОВ = ВОП + ВПК + ВСТ.

Данные экспеpиìентов показываþт, ÷то äëя по-
стpоения тpаектоpии äвижения pобота сëеäует пpи-
ìенятü аëãоpитì 3D-Pointcloud äëя обнаpужения
пpепятствий и созäания каpты пpепятствий, а äëя
постpоения тpаектоpии äвижения pобота ìожно
испоëüзоватü аëãоpитì "A*". Дëя уäобства сpавнения
поëу÷енных в pаìках иссëеäования pезуëüтатов все
поëу÷енные äанные свеäены к оäной äиаãpаììе,
äеìонстpиpуþщей эффективностü пpеäëоженной
в pаботе ìетоäики и аëãоpитìов (pис. 10, сì. вто-
pуþ стоpону обëожки).

Результаты экспериментов по управлению роботом

Параìетры Зна÷ения Среäнее

Расстояние, ì 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 2,5
Препятствие, øт. 1 2 3 6 7 8 8 5
Вреìя обнаружения 
препятствий (1)

20 32 45 237 269 284 291 168,29

Вреìя построения 
карты препятствий 
(2)

8 7 20 183 279 346 356 171,29

Вреìя созäания 
траектории (3)

2 3 8 40 58 62 53 32,286

Общее вреìя
(1 + 2 + 3)

30 42 73 460 606 692 700 371,86

Pис. 9. Pезультаты пpименения алгоpитма "3D-pointcloud" 
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Заключение

Данные экспеpиìентов показы-
ваþт, ÷то äëя постpоения тpаекто-
pии äвижения сëеäует испоëüзоватü
аëãоpитì 3D-Pointcloud (äëя обна-
pужения пpепятствий и созäания
каpты пpепятствий) совìестно с аë-
ãоpитìоì "A*". Стpуктуpная схеìа
систеìы упpавëения pоботоì, ис-
поëüзуþщая синтезиpованнуþ ìето-
äику созäания тpаектоpий äвижения
pобота на основе äанных, поëу÷ае-
ìых от äат÷ика Kinect, и pазpабо-
танные ìоäифиöиpованные аëãо-
pитìы, показана на pис. 11.

Pазpаботанные аëãоpитìы ìоãут
пpиìенятüся äëя ëþбых äаëüноìе-
pов и стеpеокаìеp, котоpые возвpа-
щаþт öветные каäpы и изобpажения
ãëубины, так как описанные аëãо-
pитìы испоëüзуþт äанные об уäа-
ëенности объектов от сенсоpа и ус-
той÷ивы к виäиìоìу спектpу света
(ìоãут функöиониpоватü в поëной
теìноте, не тpебуя поäсветки).
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The control system of mobile robot (functioning in buildings and structures), based on the methods of trajectories con-
struction using a depth gauge sensor Kinect. The general approach of the work is based on the sequential execution of three
phases: obstacle detection, mapping and construction barriers trajectories. Recognition guidelines robot is implemented using
an SURF algorithm and FLANN library. Their combined use provides effective recognition obstacle in the near zone of the
mobile robot to the required accuracy in real time. Mapping obstacles (concave shells) and the estimate of the distance to the
border barriers is based on getting the so-called acceptable points. For this purpose, using the algorithm implemented Point-
cloud detection of different types of obstacles in the close range of the robot. Synthesized a modified 3D-pointcloud algorithm
which provides a solution to the problem of the robot move without colliding with obstacles. These algorithms can be applied
to any stereo cameras and rangefinders that return colored frames and image depth, as described algorithms use data on the
distance of objects from the sensor and are resistant to the visible spectrum of light (can operate in total darkness, without re-
quiring a backlight). Built three-level robot control system in buildings and structures on the basis of a modified algorithm of
3D-pointcloud. The results of experiments confirming the effectiveness of the above approach.
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Исследование повеpхностей, задающих гpаницы 
области pазpешенных конфигуpаций механизма 

мобильного манипулятоpа пpи наличии запpетных зон

В настоящее вpеìя интенсивно веäутся pаботы,
связанные с созäаниеì интеëëектуаëüных систеì
упpавëения pобототехни÷ескиìи систеìаìи. Данные
иссëеäования позвоëяþт обеспе÷итü автоноìное
функöиониpование pоботов пpи наëи÷ии запpетных
зон в pабо÷еì пpостpанстве [1—3]. Важной заäа÷ей
явëяется сокpащение вpеìени pас÷ета, связанноãо
с опpеäеëениеì зна÷ения вектоpа пpиpащений обоб-
щенных кооpäинат пpи синтезе äвижений и наëи÷ии
äвиãатеëüной избыто÷ности. Указанный вектоp пpи-
pащений вы÷исëяþт с у÷етоì обес-
пе÷ения заäанноãо безопасноãо уäа-
ëения испоëнитеëüноãо ìеханизìа
ìанипуëятоpа от запpетных зон [4, 5].
В pаботах [6, 7] пpеäëожены аëãоpит-
ìы синтеза äвижений ìеханизìов ìа-
нипуëятоpов, котоpые основаны на
испоëüзовании анаëиза то÷ек конфи-
ãуpаöионноãо пpостpанства, заäаþ-
щих pазpеøенные и запpещенные
конфиãуpаöии. Пpи этоì конфиãу-
pаöионное пpостpанство Lq заäаþт
осяìи систеìы кооpäинат, по на-
пpавëениþ котоpых откëаäываþт
зна÷ения обобщенных кооpäинат
qi (1 < i < n), опpеäеëяþщих уãëы по-
воpота в øаpниpах (pис. 1, а, б). Еäи-
ниöаìи изìеpения по осяì в этоì
сëу÷ае пpиниìаþтся ãpаäусы. Есëи
конфиãуpаöия, опpеäеëяþщая поëо-
жение кинеìати÷еской öепи pобота,
уäовëетвоpяет заäанныì тpебовани-
яì, она с÷итается pазpеøенной, в пpо-
тивноì сëу÷ае — неpазpеøенной.
Иссëеäованиþ обëасти Λ конфиãуpа-
öионноãо пpостpанства Lq, заäаþщей
то÷ки ìножества pазpеøенных кон-
фиãуpаöий äëя испоëнитеëüноãо ìе-
ханизìа ìанипуëятоpа ìобиëüноãо
pобота "Ваpан", посвящены pаботы
[8, 9]. Запpетная зона пpи этоì оãpа-
ни÷иваëасü ãоpизонтаëüной пëоско-

стüþ, pаспоëаãаþщейся свеpху ìеханизìа ìанипу-
ëятоpа ìобиëüноãо pобота (äëя сëу÷ая, коãäа äви-
жение осуществëяется внутpи туннеëя). Оäнако
пpеäëаãаеìые ìатеìати÷еские ìоäеëи в äанных pа-
ботах тpебуþт некотоpых äаëüнейøих коppектиpо-
вок и уто÷нений. Необхоäиìостü анаëити÷ескоãо
способа заäания заìкнутой обëасти Λ объясняется
ее испоëüзованиеì пpи анаëизе взаиìноãо поëоже-
ния ìеханизìа ìанипуëятоpа и запpетной зоны
пpи виpтуаëüноì ìоäеëиpовании äвижений. Осо-

Пpедложен аналитический способ задания области в пpостpанстве обобщенных кооpдинат, опpеделяющей множество pаз-
pешенных конфигуpаций для механизма манипулятоpа мобильного pобота с учетом pазличного pасположения запpетных зон.
Исследованы повеpхности, огpаничивающие данную область. Pезультаты исследований позволяют сокpатить вpемя pасчета
вектоpа обобщенных скоpостей на этапе анализа виpтуального взаимодействия механизма манипулятоpа с заpанее известной
окpужающей сpедой.
Ключевые слова: виpтуальное моделиpование движений pоботов, запpетные зоны, синтез движений pоботов

Pис. 1. Конфигуpации механизма манипулятоpа мобильного pобота:
а — изобpажение зоны θ; б — ãеоìетpи÷еские паpаìетpы, опpеäеëяþщие поëоже-
ния конфиãуpаöий и запpетной зоны P; в, г — изобpажения ìножества pазpеøен-
ных конфиãуpаöий
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буþ актуаëüностü иìеþт указанные иссëеäования
пpи наëи÷ии äвиãатеëüной избыто÷ности, коãäа
÷исëо конфиãуpаöий в заäанной то÷ке pабо÷еãо
пpостpанства, уäовëетвоpяþщих заäанной то÷ности
позиöиониpования, ìожет äостиãатü нескоëüких со-
тен. Пpеäпоëаãаеìый поäхоä позвоëяет свести заäа-
÷у опpеäеëения пеpесе÷ения ìеханизìа ìанипуëя-
тоpа и запpетной зоны, заäанных совокупностüþ
pазëи÷ных пpостpанственных пpиìитивов, к нахо-
жäениþ пpинаäëежности то÷ек пpостpанства Lq
обëасти Λ. Это позвоëяет зна÷итеëüно сокpатитü
вpеìя pас÷ета зна÷ений вектоpа обобщенных ско-
pостей на кажäой итеpаöии пpи виpтуаëüноì ìо-
äеëиpовании äвижений.
Усëовиìся поëожение ìеханизìа ìанипуëятоpа,

изобpаженноãо на pис. 1, а, б, заäаватü в пpостpан-
стве Lq то÷кой. Иссëеäуеì обëастü пpостpанства Lq,
котоpая опpеäеëяет совокупностü то÷ек, заäаþщих
конфиãуpаöии, не пеpесекаþщие пpепятствие P, и
кооpäинаты öентpа выхоäноãо звена котоpых пpи-
наäëежат зоне θ, заäанной неpавенстваìи:

xo4 > 500 ìì, zo4 > 0. (1)

Указанная зона θ изобpажена на pис. 1, а и пpеä-
ставëяет собой объеäинение äвух зон, заäанных не-
pавенстваìи (1). Пpиìеì q1 = 0°, тоãäа pазìеpностü
пpостpанства конфиãуpаöий Lq буäет pавна тpеì.
То÷ки пpостpанства Lq пpи этоì буäеì заäаватü
в узëах сетки с øаãоì Δqi = 15° (буäеì иссëеäоватü
то÷ки пpостpанства Lg с øаãоì Δqi = 15°). На
pис. 1, б показан ãеоìетpи÷еский сìысë паpаìет-
pов xop и zop, хаpактеpизуþщих взаиìное поëожение
ìанипуëятоpа и запpетной зоны P. Поëожение ìа-
нипуëятоpа в инеpöиаëüной систеìе кооpäинат O0
опpеäеëяþт кооpäинаты xo1 и zo1, заäаþщие на÷аëо
систеìы O1x1z1. Функöиониpование ìеханизìа
ìанипуëятоpа пpоисхоäит в пpеäеëах оãpани÷ен-
ной обëасти Ω пpостpанства Lq. Обëастü Ω, в об-
щеì сëу÷ае заäанная ãипеpпаpаëëеëепипеäоì,
иìеет такой виä, ÷то äëя ëþбоãо зна÷ения вектоpа
q = (0, q2, q3, q4) выпоëняþтся неpавенства 

 m qi m , i = 2, 3, 4, (2)

ãäе ,  — нижние и веpхние пpеäеëüные
зна÷ения обобщенных кооpäинат. Дëя pассìатpи-
ваеìоãо пpиìеpа 

 =   = 

То÷ки, не вхоäящие в обëастü Ω, называþт за-
пpещенныìи [6, 7]. Внутpи обëасти Ω ìоãут также
пpисутствоватü то÷ки, заäаþщие запpещенные
конфиãуpаöии, пpи котоpых пpоисхоäит взаиìное
пеpесе÷ение звенüев ìеханизìа. Данные то÷ки не-
обхоäиìо вы÷естü из обëасти Ω. Запpещенныìи
явëяþтся также конфиãуpаöии, котоpые пеpесека-
þтся с пpепятствияìи. В усëовиях известной сpе-
äы äанные конфиãуpаöии ìоãут бытü заpанее вы-
÷исëены.

Иссëеäуеì поëожение и фоpìу обëасти Λ, коãäа
запpетная зона P оãpани÷ивается иëи оäной иëи
äвуìя пëоскостяìи Σ и Δ, поëожения котоpых отно-
ситеëüно ìеханизìа ìанипуëятоpа опpеäеëяþтся
паpаìетpаìи xop и zop (pис. 1, б). Дëины звенüев ìе-
ханизìа ìанипуëятоpа пpиìеì pавныìи сëеäуþ-
щиì зна÷енияì: O1O2 = 900 ìì, O2O3 = 700 ìì и
O3O4 = 500 ìì. На pис. 1, в изобpажены ìножества
pазpеøенных конфиãуpаöий пpи наëи÷ии запpетной
зоны, заäанной ãоpизонтаëüной пëоскостüþ P пpи
зна÷ении zop = 1200 ìì. На pис. 1, г поëожение за-
пpетной зоны опpеäеëяется зна÷енияìи zop = 1200 ìì
и xop = 800 ìì. Паpаìетp N на pис. 1, в, г заäает
÷исëо pазpеøенных конфиãуpаöий, котоpые не пе-
pесекаþт пpепятствие P пpи Δqi = 15°. Пpи фикси-
pованных зна÷ениях обобщенной кооpäинаты q2
в пpостpанстве Lq совокупностü то÷ек, заäаþщих
pазpеøенные конфиãуpаöии, буäут заäаватü се÷ения
обëасти Λ в pазëи÷ных паpаëëеëüных пëоскостях,
pаспоëаãаþщихся на pасстоянии 15°. На основе ис-
сëеäования фоpìы и поëожения отäеëüных указан-
ных се÷ений пpи pазëи÷ных зна÷ениях q2, сущест-
вует возìожностü пpовести также анаëиз фоpìы и
поëожения в öеëоì обëасти Λ. В коне÷ноì итоãе
необхоäиìо поëу÷итü анаëити÷еское описание об-
ëасти, позвоëяþщее опpеäеëятü пpинаäëежностü
pазëи÷ных то÷ек пpостpанства Lq обëасти Λ.
На pис. 2 пpеäставëены pазëи÷ные се÷ения обëа-

сти Λ, опpеäеëяþщие то÷ки pазpеøенных конфи-
ãуpаöий пpи q2 = const äëя тpех pазëи÷ных сëу÷аев.
На pис. 2, а изобpажено оäно из се÷ений обëасти
Λ пpи отсутствии запpетной зоны P, соответствуþ-
щее зна÷ениþ q2 = 30°. Се÷ения постpоены в сис-
теìах кооpäинат Oqq3q4 пpи q2 = 0°, 15°, ..., 120°.
Дëя заäания наpужноãо контуpа се÷ения, изобpажен-
ноãо на pис. 2, а, испоëüзованы нескоëüко ãpани÷-
ных ëиний, в ка÷естве котоpых выступаþт тpи пpя-
ìые и оäин эëëипс. Сpеäи pазëи÷ных кpивых втоpоãо
поpяäка эëëипс наиëу÷øиì обpазоì сопpикасается
на опpеäеëенноì ìесте контуpа с кpайниìи то÷каìи
се÷ения обëасти Λ. В связи с этиì äанная кpивая
(эëëипс) выбpана в ка÷естве оäноãо из фpаãìентов,
заäаþщих контуp се÷ения. Анаëиз поëожения ука-
занных ÷етыpех ëиний в pазëи÷ных паpаëëеëüных
пëоскостях се÷ений обëасти Λ пpостpанства Lq
(постpоенных с øаãоì 15°) позвоëиë опpеäеëитü,
÷то совокупностü äанных ëиний пpинаäëежит тpеì
пëоскостяì и повеpхности эëëипти÷ескоãо öи-
ëинäpа. Обpазуþщей эëëипти÷ескоãо öиëинäpа яв-
ëяется эëëипс d1, öентp котоpоãо сìеøается вäоëü
заäанной некотоpой пpяìой l. Данные пëоскости и
повеpхностü в пpостpанстве Lq оãpани÷иваþт об-
ëастü Λ. Обëастü Λ äëя этоãо сëу÷ая ìожно опpе-
äеëитü на основе испоëüзования опеpаöий теоpии
ìножеств [10]:

Λ → ((((Ω ∩ Ω1) ∩ Ω2) ∩ Ω3) ∩ Ω4) l 0, (3)

ãäе Ω — обëастü, опpеäеëяеìая паpаëëеëепипеäоì,
заäанныì пpеäеëüныìи зна÷енияìи изìенений
обобщенных кооpäинат (2). Заìетиì, ÷то обëасти

qi
min qi

max

qi
min qi

max

qi
min

0°, i = 2;
–120°, i = 3;
–120°, i = 4; 

qi
max

120°, i = 2;
120°, i = 3;
120°, i = 4.
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Ω1, ..., Ω4 в неpавенстве (3) необхоäиìо испоëüзоватü
пpи наëожении усëовий (1). Ω1 — обëастü, заäанная
эëëипти÷ескиì öиëинäpоì, се÷ение d1 котоpоãо
изобpажено на pис. 2, а. В öеëях анаëити÷ескоãо
описания обëасти Λ опpеäеëиì неpавенства, за-
äаþщие то÷ки, пpинаäëежащие отäеëüныì обëас-
тяì Ω1, ..., Ω4. Неpавенство, опpеäеëяþщее то÷ки,
pаспоëаãаþщиеся снаpужи эëëипти÷ескоãо öиëин-
äpа Ω1, иìеет сëеäуþщий виä:

 +

+  – 1 l 0,(4)

ãäе aΩ1, bΩ1, , , , , ϕΩ1 — паpаìет-

pы, заäаþщие поëожение и фоpìу фpаãìента кон-
туpа се÷ения эëëипса d1 обëасти Ω1 (pис. 2, а). Центp
эëëипса сìещается по заäанной пpяìой l в пpостpан-
стве Lq, есëи пpоисхоäит непpеpывное изìенение
обобщенной кооpäинаты q2. Поëожение пpяìой l
опpеäеëяется экспеpиìентаëüныì путеì на основе
иссëеäования ìножества се÷ений обëасти Λ. Паpа-

ìетpы , , ,  заäаþт уpавнения пpо-

екöии пpяìой l на пëоскостях, опpеäеëяеìых кооp-
äинатаìи q2, q3 и q2, q4. Зна÷ения a

Ω1 и bΩ1 заäаþт
pазìеpы, соответственно, боëüøой и ìаëой поëу-
осей эëëипса d1. Заìетиì, ÷то äанные зна÷ения пpи

q2 = var не изìеняþтся. Паpаìетp ϕΩ1 заäает уãоë на-

кëона боëüøой поëуоси эëëипса d1 (оси ) к оси q3

(pис. 2, а). Неpавенство (4) поëу÷аþт на основе ис-

поëüзования пpеобpазований кооpäинат, опpеäе-
ëяþщих пеpехоä от систеìы Oэë  (связанной

с эëëипсоì) к систеìе Oqq3q4:

 = q3cosϕΩ1 – q4sinϕΩ1 + (q2) + ;

 = q3sinϕΩ1 + q4cosϕΩ1 + (q2) + . (5)

Обëасти Ω2, Ω3, Ω4 заäаþт поëупpостpанства,
оãpани÷енные тpеìя пëоскостяìи, опpеäеëяеìые
неpавенстваìи

dl1ql l b1, ..., dlmql l bm, (6)

ãäе m — ÷исëо пëоскостей, оãpани÷иваþщих об-
ëастü Λ (äëя pассìатpиваеìоãо пpиìеpа m = 3);
l = 3 — паpаìетp, опpеäеëяþщий pазìеpностü пpо-
стpанства конфиãуpаöий Lq пpи q1 = 0°; d11, d12, ...,
dlm, b1, b2, ..., bm — коэффиöиенты уpавнений пëос-
костей, заäаваеìые кооpäинатаìи опоpных то÷ек,
pаспоëаãаþщихся на се÷ениях. Данные то÷ки оп-
pеäеëяþт на се÷ениях обëасти Λ экспеpиìентаëü-
ныì путеì на основе иссëеäования ìножества се-
÷ений. На pис. 3 изобpажена посëеäоватеëüностü
заäания обëасти Λ пpи отсутствии запpетной зоны.
Испоëüзование неpавенства (3) позвоëяет опpеäе-
ëятü пpинаäëежностü то÷ек пpостpанства Lq обëас-
ти Λ и нахоäитü pазpеøенные и запpещенные кон-
фиãуpаöии ìеханизìа ìанипуëятоpа пpи отсутст-
вии запpетной зоны. Дëя вы÷исëения обëасти Λ,
заäанной неpавенствоì (3), испоëüзуþт опеpаöиþ
конъþнкöии, котоpуþ опpеäеëяþт сëеäуþщиì вы-
pажениеì [10]:

X1 ∧ X2 = X1 + X2 – , (7)

Pис. 2. Сечения области L:
а — се÷ения пpи q2 = 30° и отсутствии запpетной зоны P; б — се÷ения пpи q2 = 30° и наëи÷ии запpетной зоны P, заäанной в виäе
ãоpизонтаëüной пëоскости уpовня zop = 800 ìì; в — се÷ения пpи q2 = 60° и наëи÷ии запpетной зоны P, заäанной в виäе пpяìо-
уãоëüника zop = 800 ìì, xop = 500 ìì, lp = 400 ìì, hp = 50 ìì
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ãäе X1 и X2 явëяþтся аpãуìентаìи R-функöии, ко-
тоpые заäаþтся неpавенстваìи (4), (6). Поäставëяя
вна÷аëе äва неpавенства (2) в уpавнение (7), поëу-
÷аеì пеpесе÷ение äвух поëупpостpанств, обpазуþщих
обëастü Ω′. Затеì поëу÷енное неpавенство обëасти
Ω′ и тpетüе неpавенство (3) поäставëяеì вновü в
уpавнение (7) и опpеäеëяеì уpавнение обëасти Ω′′.
Поëу÷аеì пеpесе÷ение тpех обëастей. В pезуëüтате
испоëüзования всех øести неpавенств (3) иìееì
уpавнение обëасти Ω. Даëее уpавнение обëасти Ω и
уpавнение (4) поäставëяеì вновü в уpавнение (7) и
поëу÷аеì обëастü Ω ∩ Ω1. Затеì поо÷еpеäно ис-
поëüзуеì тpи неpавенства (6), пpи этоì свобоäные
÷ëены этих неpавенств пеpеносиì в пpавуþ ÷астü.
В коне÷ноì итоãе поëу÷аеì неpавенство, заäаþщее
обëастü Λ пpи отсутствии запpетной зоны.
На pис. 2, б пpеäставëено се÷ение обëасти Λ пpи

наëи÷ии запpетной обëасти P, котоpая оãpани÷ива-
ется ãоpизонтаëüной пëоскостüþ уpовня. Данный
сëу÷ай отpажает äвижение ìобиëüноãо pобота внутpи
тоннеëя (сì. pис. 1, в). Анаëиз се÷ений обëасти Λ
äëя этоãо сëу÷ая показывает, ÷то запpещенные кон-
фиãуpаöии, котоpые пеpесекаþт запpетнуþ зону,
в пpостpанстве Lq опpеäеëяþтся то÷каìи, пpинаä-
ëежащиìи äpуãоìу эëëипти÷ескоìу öиëинäpу Ω5
и паpабоëи÷ескоìу öиëинäpу Ω6. В анаëити÷е-
скоì виäе в этоì сëу÷ае обëастü Λ заäается неpа-
венстваìи на основе испоëüзования опеpаöий пе-
pесе÷ения:

Λ→((((((Ω ∩ Ω1) ∩ Ω2) ∩ Ω3) ∩ Ω4) ∩ Ω5) ∩ Ω6) l 0.(8)

Неpавенство, опpеäеëяþщее то÷ки, котоpые pас-
поëаãаþтся снаpужи эëëипти÷ескоãо öиëинäpа Ω5,
иìеет сëеäуþщий виä:

 +

+  – 1 l 0,(9)

ãäе aΩ5, bΩ5, , , , , ϕΩ5 — паpаìетpы,

заäаþщие поëожение и фоpìу фpаãìента контуpа
се÷ения эëëипса d5 обëасти Ω5 (сì. pис. 2, б). Эë-
ëипс d5 наиëу÷øиì обpазоì описывает ÷астü кон-
туpа се÷ения, фоpìа котоpоãо пpиниìает тепеpü
äpуãой виä. Пpи анаëити÷ескоì заäании контуpа
се÷ения в этоì сëу÷ае испоëüзуþт тpи пpяìые и äва
эëëипса d1 и d5. Паpаìетpы aΩ5, bΩ5 опpеäеëяþт боëü-
øуþ и ìаëуþ поëуоси эëëипса d5, обpазуþщеãо по-
веpхности эëëипти÷ескоãо öиëинäpа Ω5. Анаëиз се-
÷ений показывает, ÷то pазìеpы äанных поëуосей

пpи q2 = var также не изìеняþтся. Паpаìетpы ,

, ,  заäаþт, соответственно, пpоекöии

пpяìой, по котоpой сìещается öентp эëëипса d5.

Уãоë ϕΩ5 опpеäеëяет накëон боëüøой оси эëëипса
d5 (оси ) к оси q3. Неpавенство (6) поëу÷аþт на

основе пpеобpазований кооpäинат, заäаþщих пе-
pехоä от систеìы Oэë  к систеìе Oqq3q4:

 = q3cosϕΩ5 + q4sinϕΩ5 + (q2) + ;

 = q3sinϕΩ5 + q4cosϕΩ5 + (q2) + . (10)

На pис. 4, а показано, ÷то ÷астü контуpа изобpа-
жения обëасти Λ наиëу÷øиì обpазоì опpеäеëяет
кpивая, явëяþщаяся паpабоëой l6. В связи с этиì
пpинято обëастü Ω6 опpеäеëятü паpабоëи÷ескиì öи-
ëинäpоì, обpазуþщие котоpоãо паpаëëеëüны оси q3.
Неpавенство, заäаþщее то÷ки, котоpые pаспоëаãа-
þтся снаpужи обëасти Ω6, иìеет в этоì сëу÷ае сëе-
äуþщий виä:

(q2cosϕΩ6 + q3sinϕΩ6 + ) –

– 2pΩ6(q2sinϕΩ6 + q3cosϕΩ6 + ) l 0, (11)

ãäе , , pΩ6 опpеäеëяþт паpаìетpы фоpìы

и поëожения паpабоëы, заäаþщей то÷ки, котоpые
pаспоëаãаþтся снаpужи обëасти Ω6. Паpаìетpы

,  заäаþт öентp систеìы кооpäинат

, связанной с то÷кой паpабоëы, иìеþщей

Pис. 3. Изобpажение области L в пpостpанстве Lq с использо-
ванием неpавенств (1)—(3), (4), (6):
а — Ω ∩ Ω1; б — ((Ω ∩ Ω1) ∩ Ω2); в — (((Ω ∩ Ω1) ∩ Ω2) ∩ Ω3) ∩ Ω4 
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кооpäинату  = 0 (pис. 4, а). Паpаìетp ϕΩ6 опpе-

äеëяет уãоë накëона оси  (опpеäеëяþщей оpиен-

таöиþ паpабоëы) к оси q2. Зна÷ение паpаìетpа p
Ω6

заäает поëожение фокуса паpабоëы. Изобpажение
пpоекöий фpаãìентов обëасти Λ на пëоскости пpо-
екöий Oqq2q3 и в пpяìоуãоëüной изоìетpии пpеäстав-
ëены на pис. 4, а, б. На pис. 4, а паpабоëи÷еский öи-
ëинäp пpоеöиpуется в виäе паpабоëы l6. Неpавенство
(11) поëу÷аþт на основе пpеобpазований кооpäи-
нат, заäаþщих пеpехоä от систеìы Oэë  к сис-

теìе Oqq2q3 (pис. 4, а):

 = q2cosϕΩ6 + q3sinϕΩ6 + ;

 = q2sinϕΩ6 + q3cosϕΩ6 + . (12)

На pис. 5 пpеäставëены изобpаже-
ния, опpеäеëяþщие посëеäоватеëü-
ностü фоpìиpования обëасти Λ в со-
ответствии с неpавенствоì (8). На
этоì pисунке изобpажена обëастü
пpи наëи÷ии запpетной зоны, оãpа-
ни÷енной ãоpизонтаëüной пëоско-
стüþ уpовня.
Как виäно из pис. 5, пëощаäü се÷е-

ний пpи увеëи÷ении зна÷ения q2
уìенüøается. На pис. 2, в пpеäстав-
ëено се÷ение обëасти Λ, коãäа запpет-
ная зона P заäана äвуìя пëоскостяìи
Λ и Σ (сì. pис. 1, б). Анаëиз фpаãìен-
тов контуpов се÷ений обëасти Λ в этоì
сëу÷ае показывает, ÷то запpещенные
конфиãуpаöии заäаþтся то÷каìи,
pаспоëаãаþщиìися внутpи обëасти,
опpеäеëяеìой кинеìати÷еской по-
веpхностüþ. В этоì сëу÷ае вìесто об-
ëасти эëëипти÷ескоãо öиëинäpа Ω5,
заäаþщей запpещенные конфиãуpа-
öии, буäет выступатü обëастü, опpеäе-
ëяеìая кинеìати÷еской повеpхностüþ.
В связи с этиì äаннуþ обëастü буäеì
также обозна÷атü Ω5. Пpи этоì обpа-
зуþщиìи кинеìати÷еской повеpхно-
сти явëяþтся эëëипсы d5, котоpые те-
пеpü изìеняþт фоpìу (pазìеpы боëü-
øой и ìаëой поëуосей aΩ5 и bΩ5) пpи
изìенении зна÷ения обобщенной ко-
оpäинаты q2. На÷аëüные поëожения
öентpов эëëипсов и äëины боëüøой
и ìаëой поëуосей пpи этоì изìеня-
þтся в зависиìости от паpаìетpов
xop, zop и q2. В pаботе [9] вы÷исëены

кооpäинаты  и  то÷ек Oэë ука-

занных öентpов эëëипсов в зависиìо-
сти от зна÷ений xоp и zop. В pезуëüтате

постpоения ìножеств се÷ений обëасти Λ опpеäе-

ëены также ãpафики  = f1(xop, zop),  =

= f2(xop, zop). Анаëиз ìножества поëу÷енных се÷е-
ний обëасти Λ показывает, ÷то в этоì сëу÷ае pаз-
ìеpы боëüøой aΩ5 и ìаëой bΩ5 поëуосей эëëипсов
зависят от обобщенной кооpäинаты q2 и изìеня-
þтся неëинейно.
На÷аëüные ÷исëенные зна÷ения боëüøой и ìаëой

осей эëëипсов опpеäеëяþт функöии  = f3(xop, zop)

и  = f4(xop, zop) [9]. Уãоë накëона боëüøой оси

эëëипса ϕΩ5 по отноøениþ к оси Oqq3 äëя pазëи÷-
ных зна÷ений xop, zop и q2 не изìеняется и pавен

ϕΩ5 ≈ 110°.
На основе анаëиза фpаãìентов контуpов се÷ений

(эëëипсов d5) быëо pеøено в этоì сëу÷ае зна÷ения
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Pис. 5 Задание области L с помощью неpавенств (8), (9), (11):
а — ((((Ω ∩ Ω1) ∩ Ω2) ∩ Ω3) ∩ Ω4) ∩ Ω5; б — изобpажение обëастей Λ и Ω6; в —
(((((Ω ∩ Ω1) ∩ Ω2) ∩ Ω3) ∩ Ω4) ∩ Ω5) ∩ Ω6

Pис. 4. Изобpажение области L пpи yop = 600 мм:
а — на пëоскости пpоекöии Oqq2q3; б — на пëоскости пpоекöии Oqq2q4, в — изо-
бpажение в пpяìоуãоëüной изоìетpии
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паpаìетpов , , aΩ5 и bΩ5 заäаватü функöия-

ìи от паpаìетpа q2 в виäе поëиноìов тpетей степени:

 =  +  + q2 + ;

 =  +  + q2 + ;

aΩ5 =  +  + q2 + ;

bΩ5 =  +  + q2 + , (13)

ãäе , , ..., , ,  — коэффиöиенты

поëиноìов (13), заäаþщих обëастü Ω5, опpеäеëяе-

ìуþ кинеìати÷еской повеpхностüþ. Зна÷ения äан-
ных коэффиöиентов поëу÷ены экспеpиìентаëü-
ныì путеì на основе поëу÷ения ìножества се÷е-
ний пpи pазëи÷ных зна÷ениях xop, zop и q2.

Неpавенство, опpеäеëяþщее обëастü Ω5, заäаþ-
щее запpещенные конфиãуpаöии äëя этоãо сëу÷ая,
иìеет сëеäуþщий виä:

 +

+  –

– 1 l 0. (14)

Испоëüзование соотноøений (1)—(14) позвоëяет
вы÷исëятü в пpибëиженноì виäе pазpеøенные
конфиãуpаöии пpи нахожäении ìеханизìа ìани-
пуëятоpа ìобиëüноãо pобота в непосpеäственной
бëизости от заpанее известных запpетных зон.

Pас÷ет пеpесе÷ений испоëнитеëüноãо ìеханизìа,
заäанноãо набоpоì пpостpанственных пpиìити-
вов, и заpанее известных запpетных зон в pеаëüноì
ìасøтабе вpеìени тpебует зна÷итеëüных затpат на
вpеìя вы÷исëений. Pезуëüтаты иссëеäований ìоãут
pеøитü указаннуþ пpобëеìу. Испоëüзование соот-
ноøений (1)—(14) позвоëяет зна÷итеëüно сокpа-
титü указанное вpеìя вы÷исëений. Это связано с
теì, ÷то опpеäеëяется ëиøü пpинаäëежностü то÷ек
пpостpанства Lq pас÷итанныì заpанее обëастяì Λ.
Пpеäëаãаеìый способ pас÷ета pазpеøенных конфи-
ãуpаöий тpебует на нескоëüко поpяäков ìенüøеãо
вpеìени вы÷исëений. Пpи этоì сpавнение пpово-
äиëосü со способаìи, пpи котоpых необхоäиìо на
кажäой итеpаöии опpеäеëятü взаиìное пpесе÷ение
ìеханизìа ìанипуëятоpа и запpетных зон (заäан-
ных совокупностяìи тpехìеpных теë).

Отказ от испоëüзования анаëити÷еских зависи-
ìостей, испоëüзуеìых пpи опpеäеëении пеpесе÷е-
ния звенüев и запpетных зон в pас÷етной ìоäеëи,
ìожет позвоëитü высвобоäитü pесуpсы опеpаöион-
ной систеìы pеаëüноãо вpеìени, поä упpавëениеì
котоpой pаботает унивеpсаëüный пpоìыøëенный
pобот. Пpеäëаãаеìый ìетоä позвоëиë также упpо-
ститü ìатеìати÷еские ìоäеëи ìанипуëятоpа (ìа-
нипуëятоp pассìатpивается в ка÷естве отpезков
пpяìых) и запpетных зон, необхоäиìые äëя опpе-
äеëения их взаиìноãо pаспоëожения.

Pазpаботанное пpоãpаììное обеспе÷ение и поëу-
÷енные анаëити÷еские зависиìости ìоãут бытü ис-
поëüзованы как составная ÷астü интеëëектуаëüных
систеì упpавëения, котоpые позвоëяþт пëаниpоватü
тpаектоpии пеpеìещения ìанипуëятоpов в заpанее
известноì сëожно оpãанизованноì пpостpанстве
äëя обеспе÷ения автоноìноãо функöиониpования
pоботов.
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In this work the authors propose a method for analyzing information about the mechanism of the manipulator’s positions
and use of the restricted area in the field to set permissions in the configuration space of the generalized coordinates. Per-
missions’ configuration reflects a model of the environment and is used in a system, which autonomously generates a robot’s
movement in accordance with the job description. Features of the manipulator are associated with the execution of the tasks
in advance and on the eve of implementation of a virtually simulated movement. If the desired job is virtually modeled, it is
executed as a sequence of operations with the use of the force-torque control algorithm and sensitizing system. At the same time,
virtual modeling avoids unjustified and unnecessary movement of the manipulator in the presence of a motor redundancy. An
approximate method for setting the resolved configurations is used in the collection of the planes and surfaces of the second
order, limiting this area. The developed mathematical model of the area made feasible the configurations based on the use
of the sets of inequalities and the unit of R-functions. Analysis of the relative position of the manipulator’s motion paths and
the field configurations admitted in the space of the generalized coordinates, allows predicting deadlocks, in which an arm can
move. The results of the computational experiments and studies prove a reduction of the calculation time of the generalized
vector of velocity and the trajectory of the manipulator motion in the phase of analysis of the mechanism of virtual manipulator
interaction with the known environment. The analytical dependencies can be used in the intelligent control systems for the ro-
bots operating autonomously in the presence of the forbidden zones.
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К задаче пеpеоpиентации тpехpотоpного гиpостата 
пpи неконтpолиpуемых внешних помехах

Введение

Pеøается заäа÷а тpехосной пеpеоpиентаöии асиì-
ìетpи÷ноãо твеpäоãо теëа посpеäствоì упpавëяþ-
щих ìоìентов внутpенних сиë, созäаваеìых äви-
ãатеëяìи-ìаховикаìи. На упpавëяþщие ìоìенты
накëаäываþтся заäанные ãеоìетpи÷еские оãpани-
÷ения. В пpоöессе пеpеоpиентаöии у÷итываþтся
внеøние неконтpоëиpуеìые поìехи, статисти÷е-
ское описание котоpых отсутствует.

Pассìатpиваеìый пpоöесс упpавëения ìоäеëи-
pуется неëинейной конфëиктно-упpавëяеìой сис-
теìой обыкновенных äиффеpенöиаëüных уpавне-
ний, вкëþ÷аþщей уpавнения äвижения основноãо
теëа (äинаìи÷еские уpавнения Эйëеpа и кинеìати-
÷еские уpавнения в пеpеìенных Pоäpиãа—Гаìиëü-
тона), а также уpавнения вpащения ìаховиков. Дëя
этой систеìы ставится соответствуþщая иãpовая
заäа÷а упpавëения по ÷асти пеpеìенных (по пеpе-
ìенныì, опpеäеëяþщиì состояние основноãо те-
ëа) — заäа÷а ãаpантиpованноãо пеpевоäа систеìы
из оäноãо состояния pавновесия в äpуãое за коне÷-
ное вpеìя пpи ëþбых äопустиìых pеаëизаöиях по-
ìех. Pеаëизаöии упpавëяþщих ìоìентов и поìех
с÷итаþтся изìеpиìыìи функöияìи. Pеøения pас-
сìатpиваеìых систеì äиффеpенöиаëüных уpавне-
ний пониìаþтся в сìысëе А. Ф. Фиëиппова [8].
Упpавëяþщие ìоìенты фоpìиpуþтся по пpин-

öипу обpатной связи как неëинейные функöии (pаз-
pывные) фазовых пеpеìенных pассìатpиваеìой кон-
фëиктно-упpавëяеìой систеìы. Выбоp таких функ-
öий опpеäеëяется сëеäуþщиìи обстоятеëüстваìи:

1) pеøение исхоäной неëинейной заäа÷и пеpе-
оpиентаöии ìожно свести к pеøениþ ëинейных

иãpовых заäа÷ (ëинейных иãpовых антаãонисти-
÷еских заäа÷ с нефиксиpованныì вpеìенеì окон-
÷ания);

2) пpи отсутствии поìех упpавëяþщие ìоìенты
явëяþтся субоптиìаëüныìи по быстpоäействиþ;

3) пеpеоpиентаöия äостиãается оäниì пpостpан-
ственныì pазвоpотоì без äопоëнитеëüных оãpани-
÷ений на хаpактеp pезуëüтиpуþщеãо äвижения (типа
пëоскоãо повоpота и äp.).
Указана оöенка äопустиìых уpовней внеøних

неконтpоëиpуеìых поìех в зависиìости от заäан-
ных оãpани÷ений на упpавëяþщие ìоìенты. Данная
оöенка явëяется äостато÷ныì усëовиеì, пpи котоpоì
обеспе÷ивается ãаpантиpованное pеøение pассìат-
pиваеìой заäа÷и пеpеоpиентаöии за коне÷ное вpеìя
посpеäствоì пpеäëоженной констpукöии упpав-
ëяþщих ìоìентов. Дается итеpаöионный аëãо-
pитì нахожäения ãаpантиpованноãо вpеìени пеpе-
оpиентаöии.
Поëу÷енные pезуëüтаты явëяþтся pазвитиеì

pезуëüтатов pабот [1, 2]: 1) обоснована возìож-
ностü испоëüзования указанноãо поäхоäа äëя пpо-
извоëüноãо на÷аëüноãо и коне÷ноãо поëожения теëа;
2) уëу÷øена поëу÷енная в pаботе [2] оöенка äопус-
тиìых уpовней неконтpоëиpуеìых поìех.
В сëу÷ае упpавëения посpеäствоì ìоìентов

внеøних сиë äанный поäхоä пpеäëожен в pаботе [3].
По повоäу заäа÷ упpавëения по ÷асти пеpеìенных
сì. pаботы [4, 5].

1. Постановка задачи

Пустü иìееì асиììетpи÷ное твеpäое теëо, вäоëü
ãëавных öентpаëüных осей инеpöии котоpоãо за-

Pешается задача тpехосной пеpеоpиентации асимметpичного твеpдого тела посpедством упpавляющих моментов внут-
pенних сил, создаваемых двигателями-маховиками. Учитываются внешние неконтpолиpуемые помехи, статистическое опи-
сание котоpых отсутствует. Указана оценка допустимых уpовней помех в зависимости от заданных огpаничений на упpав-
ляющие моменты.
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кpепëены оси вpащения оäноpоäных сиììетpи÷-
ных ìаховиков. Вpащатеëüное äвижение этой сис-
теìы (ãиpостата) вокpуã öентpа ìасс описывается
äиффеpенöиаëüныìи уpавненияìи [6]

(1.1)

в котоpых Ai — ãëавные öентpаëüные ìоìенты
инеpöии ãиpостата; xi — пpоекöии вектоpа уãëовой
скоpости основноãо теëа на ãëавные öентpаëüные
оси ki эëëипсоиäа инеpöии ãиpостата; Ji, ϕi — осевые
ìоìенты инеpöии и уãëы повоpота ìаховиков (pо-
тоpов), оси вpащения котоpых непоäвижно закpе-
пëены вäоëü осей ki. Упpавëяþщие ìоìенты ui
(ìоìенты внутpенних сиë) пpиëожены к ìахови-
каì и созäаþтся спеöиаëüныìи äвиãатеëяìи. Мо-
ìенты vi хаpактеpизуþт внеøние сиëы и внеøние
неконтpоëиpуеìые возìущения, äействуþщие на
основное теëо.
Обозна÷иì x, u, v, j′ — вектоpы, состоящие со-

ответственно из xi, ui, vi, . Зäесü и äаëее i = .
Наpяäу с уpавненияìи (1.1) pассìотpиì кине-

ìати÷еские уpавнения в пеpеìенных Pоäpиãа—Га-
ìиëüтона [7]

(1.2)

Обозна÷иì h вектоp, состоящий из ηi и η4 (в ука-
занноì поpяäке). 
Упpавëяþщие ìоìенты ui = ui(x, h, j¢) ищутся

по пpинöипу обpатной связи в кëассе K pазpывных
по x, h функöий. Pеаëизаöии ui[t] явëяþтся изìе-
pиìыìи функöияìи, уäовëетвоpяþщиìи заäан-
ныì оãpани÷енияì

|ui| m αi = const > 0. (1.3)

Поìехи vi ∈ K1 ìоãут pеаëизовыватüся в виäе
ëþбых изìеpиìых функöий vi = vi[t] в pаìках оã-
pани÷ений 

|vi| m βi = const > 0. (1.4)

Дëя ëþбой äопустиìой pеаëизаöии поìех vi[t]
pеøения систеìы (1.1), (1.2) пpи ui ∈ K пониìаþтся
в сìысëе А. Ф. Фиëиппова [8] — как абсоëþтно не-
пpеpывные функöии x[t], h[t], уäовëетвоpяþщие

пpи по÷ти всех t соответствуþщей систеìе äиффе-
pенöиаëüных вкëþ÷ений.
З а ä а ÷ а. Тpебуется найти пpиëоженные к ìа-

ховикаì упpавëяþщие ìоìенты ui ∈ K пpи ëþбых
äопустиìых vi ∈ K1, пеpевоäящие твеpäое теëо за
коне÷ное вpеìя из пpоизвоëüноãо на÷аëüноãо по-
ëожения h(t0) = h0 в заäанное h(t1) = h1. Оба состоя-
ния явëяþтся состоянияìи покоя x(t0) = x(t1) = 0.
Кpоìе тоãо, j′(t0) = 0. Моìент вpеìени t1 > t0 не
фиксиpуется.
Даëее, не наpуøая общности, с÷итаеì h(t1) =

= (0, 0, 0, 1). Сëу÷ай пpоизвоëüноãо на÷аëüноãо и
коне÷ноãо поëожения теëа буäет pассìотpен пpи
описании аëãоpитìа pеøения поставëенной заäа÷и
упpавëения. 

2. Вспомогательная линейная
конфликтно-упpавляемая система 

Pассìотpиì неëинейные упpавëяþщие ìоìенты
виäа (выписано тоëüко выpажение äëя u1; выpаже-
ния äëя u2 и u3 поëу÷аþтся из u1 öикëи÷еской пе-
pестановкой инäексов 1 → 2 → 3)

u1 = – [ (  + ) + (η1η2 + η3η4) +

+ u3(η1η3 – η2η4) + 1/4η1(  +  + )] +

+ (A2x2 + J2 )x3 – (A3x3 + J3 )x2

(1 → 2 → 3), (2.1)

в котоpых  — некотоpые вспоìоãатеëüные упpав-
ëения, котоpыìи pаспоpяäиìся позже.
Упpавëяþщие ìоìенты (2.1) позвоëяþт выäеëитü

из заìкнутой неëинейной конфëиктно-упpавëяе-
ìой систеìы (1.1), (1.2), (2.1) ëинейнуþ конфëикт-
но-упpавëяеìуþ систеìу äиффеpенöиаëüных
уpавнений

 =  + . (2.2)

"Поìехи"  в систеìе (2.2) иìеþт виä

 = 1/2[η4v1/(A1 – J1) + η2v3/(A3 – J3) –

– η3v2/(A2 – J2)] (1 → 2 → 3).

Уpовни  ìожно оöенитü, испоëüзуя неpавен-
ство Коøи—Буняковскоãо и неpавенства (1.4):

| | m β*, (2.3)

β* = 1/2[(β1/(A1 – J1))
2 + (β3/(А3 – J3))

2 +

+ (β2/(A2 – J2))
2]1/2.

Дëя систеìы (2.2) pеøиì заäа÷у упpавëения
о быстpейøеì пpивеäении в поëожение

ηi =  = 0. (2.4)

Упpавëение осуществëяется посpеäствоì  пpи
ëþбых äопустиìых pеаëизаöиях , уäовëетвоpяþ-
щих неpавенстваì (2.3).

(A1 – J1)  =

= (A2 – A3)x2x3 + J2x3  – J3x2  – u1 + v1;

(A2 – J2)  =

= (A3 – A1)x1x3 + J3x1  – J1x3  – u2 + v2;

(A3 – J3)  =

= (A1 – A2)x1x2 + J1x2  – J2x1  – u3 + v3;

Ji(  + ) = ui,

x1′

ϕ2′ ϕ3′

x2′

ϕ3′ ϕ1′

x3′

ϕ1′ ϕ2′

ϕi″ xi′

ϕi′ 1 3,

2  = η4x1 + η2x3 – η3x2,

2  = η4x2 + η3x1 – η1x3, 

2  = η4x3 + η1x2 – η2x1,

 +  +  +  = 1.

η1′

η2′

η3′

η1
2 η2

2 η3
2 η4

2

2 A1 J1–( )
η4

------------------- u1* η1
2 η4

2 u2*
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2 x2

2 x3
2
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Дëя pеøения äанной иãpовой заäа÷и упpавëе-
ния äопустиìые уpовни  äоëжны бытü выøе
уpовней . Соответствуþщие оãpани÷ения пpи-
ìеì в виäе

| | m , | | m β* = ρi , 0 < ρi < 1. (2.5)

Пpоöеäуpа назна÷ения уpовней  pассìатpи-
вается ниже. Зäесü с÷итаеì их заäанныìи, так ÷то
выпоëняþтся усëовия (2.5).

Pеøение указанной ëинейной иãpовой заäа÷и
äëя систеìы (2.2) испоëüзует pеøение заäа÷и оп-
тиìаëüноãо быстpоäействия äëя систеìы [9]

 = (1 – ρi) . (2.6)

Кpаевые усëовия те же, ÷то и äëя систеìы (2.2).
Pеøение заäа÷и оптиìаëüноãо быстpоäействия

äëя систеì типа (2.6) иìеет виä [10]

(ηi, ) = (2.7)

ãäе (ηi, ) = –ηi – [2(1 – ρi) ]–1 | | — функ-

öии пеpекëþ÷ений.
Пpи  ≠ –ρi  äвижения систеìы (2.2), (2.7) на

фазовых пëоскостях пеpеìенных ηi,  буäут сна-
÷аëа пpоисхоäитü (äо äостижения кpивых пеpекëþ-
÷ений) ìежäу äуã паpабоë, явëяþщихся тpаекто-
pияìи систеì  = (1 ± ρi)  пpи  виäа (2.7). Да-
ëее, попав на кpивые пеpекëþ÷ений (ηi, ) = 0,
äвижения буäут пpоисхоäитü вäоëü них в скоëüзя-
щеì pежиìе äо äостижения тpебуеìых коне÷ных
зна÷ений ηi =  = 0. На у÷астках pеøений, соот-
ветствуþщих скоëüзящиì pежиìаì, вспоìоãатеëü-
ные упpавëения  пpиниìаþт зна÷ения ± 
с бесконе÷но ÷астыìи сìенаìи знака. 
Веëи÷ина

τ = maxτi, τi = 2{|ηi0|(1 – ρi) ]–1}1/2 (2.8)

опpеäеëяет ìиниìаëüное ãаpантиpованное вpеìя τ
äостижения поëожения ηi =  = 0 во вспоìоãа-

теëüной ëинейной иãpовой заäа÷е.
Отìетиì, ÷то те поäсистеìы систеìы (2.2), ко-

тоpые пpиäут в тpебуеìое поëожение pанüøе, ÷еì
посëеäняя из них, буäут оставатüся в этоì поëоже-
нии. Пpи этоì соответствуþщее упpавëение 
в этих поäсистеìах буäут паpиpоватü "поìехи" .

3. Алгоpитм pешения задачи тpехосной 
пеpеоpиентации

Pеøая уpавнения систеìы (1.2) как аëãебpаи÷е-
ские относитеëüно xi, поëу÷аеì pавенства

x1 = [ (  + ) + (η1η2 + η3η4) +

+ (η1η3 – η2η4)], (1 → 2 → 3). (3.1)

Поэтоìу pеøение pассìотpенной ëинейной иãpо-
вой заäа÷и о быстpейøеì пpивеäении в поëожение
ηi =  = 0 озна÷ает pеøение исхоäной неëиней-
ной заäа÷и пеpеоpиентаöии посpеäствоì упpав-
ëяþщих ìоìентов (2.1). Чисëо τ опpеäеëяет ãаpан-
тиpованное вpеìя пеpеоpиентаöии.
Ит е p а ö и о н ны й  а ë ã о p и тì  p еø е н и я

поставëенной неëинейной заäа÷и пеpеоpиентаöии
вкëþ÷ает ÷етыpе этапа.

1. Выбоp констpукöии (2.1) упpавëяþщих ìо-
ìентов ui с  виäа (2.7). Констpукöия (2.1) вкëþ-
÷ает ìножитеëü 1/η4, котоpый фоpìаëüно веäет
к "особенности". Оäнако анаëиз фазовоãо поpтpета
систеìы (2.2), (2.7) показывает, ÷то в сëу÷ае h(t1) =
= (0, 0, 0, 1) в пpоöессе упpавëения иìеет ìесто со-
отноøение [|η40|, 1]. Сëеäоватеëüно, указанной
"особенности" не возникает.
Пустü h(t1) ≠ (0, 0, 0, 1). Дëя тоãо ÷тобы избе-

жатü "особенности", в äанноì сëу÷ае äостато÷но
пеpейти к упpавëяþщиì ìоìентаì, поëу÷аþщиìся
из выpажения (2.1) пеpестановкой инäексов (иëи к
коìбинаöии таких упpавëяþщих ìоìентов), т. е.
необхоäиìо наpяäу с констpукöией (2.1) pассìат-
pиватü констpукöии упpавëяþщих ìоìентов виäа

ui = (х, h, j¢, u*) (s = ). (3.2)

Констpукöии (3.2) позвоëяþт пpи опpеäеëен-
ноì выбоpе функöий  выбpатü вспоìоãатеëü-
ные ëинейные конфëиктно-упpавëяеìые систеìы
виäа (2.2) из заìкнутой систеìы äиффеpенöиаëü-
ных уpавнений (1.1), (1.2), (3.2). В этоì сëу÷ае
ìножество инäексов i в систеìе типа (2.2) буäет за-
висетü от инäекса s пеpеìенной η в знаìенатеëе
выpажений (3.2). Так, инäексу s = 4 соответствуþт
i = 1, 2, 3, инäексу s = 1 соответствуþт i = 2, 3, 4,
и т. ä.

2. Оöенка уpовня β* "вспоìоãатеëüных поìех"
 по фоpìуëаì (2.3).
3. "Назна÷ение" уpовней  вспоìоãатеëüных

упpавëений . Пpи этоì ÷исëа , β* пpеäопpеäе-
ëяþт соответствуþщее зна÷ение τ = t1 – t0 ãаpанти-
pованноãо вpеìени пеpеоpиентаöии твеpäоãо теëа.

4. Пpовеpка выпоëниìости заäанных оãpани÷е-
ний (1.3) äëя упpавëяþщих ìоìентов ui. Пpи у÷ете
pавенств (3.1) эту пpовеpку ìожно осуществитü на
ìножестве возìожных состояний вспоìоãатеëü-
ной ëинейной систеìы äиффеpенöиаëüных уpав-
нений (2.2), (2.7), а также испоëüзуя оöенки выpа-
жений Aixi + Ji .
Есëи оöенки (1.3) не выпоëняþтся иëи, наобо-

pот, естü "pезеpв" в их выпоëнении, необхоäиìо
пpоäоëжитü поиск поäхоäящих ÷исеë . В пpо-
тивноì сëу÷ае пеpеоpиентаöия осуществëяется за
вpеìя τ.
Оöенки выpажений Aixi + Ji  ìожно поëу÷итü,

испоëüзуя функöиþ

M 2(t) = [Aixi(t) + Ji (t)]2.

ui*
vi*

ui* αi* vi* αi*

αi*

ηi″ ui*

ui* ηi′
sgn (ηi, ),  ≠ 0;

sgnηi = – sgn ,  = 0,

αi* ψi
ρ ηi′ ψi

ρ

αi* αi* ηi′ ψi
ρ

ψi
ρ ηi′ αi* ηi′ ηi′

vi* ui*
ηi′

ηi″ ui* ui*
ψi

ρ ηi′

ηi′
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ηi′
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η4
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2 η4
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1– fi

s( ) 1 4,
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 ∑ ϕi′



Мехатроника, автоматизация, управление, Том 17, № 6, 2016 417

Пpи вы÷исëении ее пpоизвоäной в сиëу систе-
ìы (1.1), испоëüзуя неpавенство Коøи—Буняков-
скоãо и неpавенства (1.4), поëу÷аеì

M ′(t) m .

В pезуëüтате искоìые оöенки иìеþт виä

|Aixi(t) + Ji (t)| m t . (3.3)

4. Оценка допустимых уpовней помех

Укажеì пpяìуþ оöенку äопустиìых уpовней
поìех vi, опpеäеëяþщих возìожности pеøения ис-
хоäной неëинейной заäа÷и пеpеоpиентаöии по-
сpеäствоì пpиëоженных к ìаховикаì упpавëяþ-
щих ìоìентов (2.1). Данная оöенка уто÷няет оöен-
ку äопустиìых уpовней поìех, поëу÷еннуþ в
pаботе [2], и явëяется ìенее оãpани÷итеëüной.
Теоpема. Если область помех опpеделяется неpа-

венством

(A1 – J1)(1 + / )1/2[ ( /(Ai – Ji)]
1/2 +

+4 [2+( + )/ ]1/2(1– )1/2[ ]1/2<α1

(1 → 2 → 3),

то задача пеpеоpиентации может быть pешена по-
сpедством упpавляющих моментов (2.1), (2.7), удовле-
твоpяющих заданным огpаничениям (1.3).
Доказательство. Усëовия pазpеøиìости pас-

сìотpенной вспоìоãатеëüной ëинейной иãpовой
заäа÷и опpеäеëяþтся неpавенстваìи

 < . (4.1)

Поëожиì  –  = ε > 0 (ãäе ε — äостато÷но
ìаëое ÷исëо). Дëя уäобства пpеäставиì выpажения
(2.1) äëя ìоìентов ui в виäе суììы äвух сëаãаеìых:
ui =  + ; пpи этоì поëаãаеì

 = – [1/4η1(  +  + )].

На основе анаëиза фазовоãо поpтpета закëþ÷аеì,
÷то на ìножестве Ω состояний систеìы (2.2), (2.7)
иìеþт ìесто неpавенства

 m ,  m , (4.2)

max( )2 = |ηi0|[( )2 – ( )2](1/ ).

У÷итывая оöенку (3.3), а также зна÷ения (2.8)
äëя τi, с у÷етоì фазовоãо поpтpета систеìы (2.2),
(2.7), испоëüзуя неpавенство Коøи—Буняковско-
ãо, поëу÷аеì соотноøения

|(A2x2 + J2 )x3| m [ ]1/2|τ3 (  + ) +

+ τ1 (η3η1 + η2η4) + τ2η2(η3  – η1η4)| m

m (  + )1/2[ ]1/2[ (τi )2]1/2 m

m 4(1 + / )1/2((  + β*) /  +

+ (  + β*) /  +

+ (  + β*) / )1/2[ ]1/2[ ( )]1/2 m

m 4 (1 + / )1/2(1 – )1/2[ ]1/2

(1 → 2 → 3).

Тоãäа, у÷итывая неpавенства (4.1), (4.2), а также
неpавенство Коøи—Буняковскоãо, иìееì сëеäуþ-
щуþ öепо÷ку неpавенств:

| | m (  + )1/2[ ( )]1/2 +

+ |(A2x2 + J2 )x3 – (A3x3 + J3 )x2| m

m 2(A1 – J1)(1 + / )1/2[ ( )]1/2 +

+ 4 [1 + (  + )/ ]1/2(1 – )1/2[ ]1/2

(1 → 2 → 3).

Пpи äостато÷но ìаëоì ε > 0 зна÷ения | | также
буäут äостато÷но ìаëыìи. В pезуëüтате, на осно-
вании усëовий (1.3), (4.1), поëу÷аеì соотноøения

(A1 – J1)(1 + / )1/2β* +

+4 [1+( + )/ ]1/2(1– )1/2[ ]1/2mα1

(1 → 2 → 3), 

из котоpых, пpи у÷ете неpавенств (2.3), поëу÷аеì
тpебуеìуþ оöенку äопустиìых уpовней поìех.

Выводы

Дано pеøение неëинейной заäа÷и тpехосной
пеpеоpиентаöии асиììетpи÷ноãо твеpäоãо теëа по-
сpеäствоì ìоìентов внутpенних сиë, пpиëоженных к
связанныì с ниì ìаховикаì, äëя пpоизвоëüноãо
на÷аëüноãо и коне÷ноãо поëожения теëа в пpо-
стpанстве. Уто÷нена pанее поëу÷енная в pаботе [2]
оöенка äопустиìых уpовней поìех в зависиìости
от оãpани÷ений на упpавëяþщие ìоìенты. Данная
оöенка явëяется äостато÷ныì усëовиеì, пpи кото-
pоì обеспе÷ивается ãаpантиpованное pеøение pас-
сìатpиваеìой заäа÷и пеpеоpиентаöии за коне÷ное
вpеìя посpеäствоì пpеäëоженной констpукöии
упpавëяþщих ìоìентов, и явëяется ìенее оãpани-
÷итеëüной.
Пpеäëоженная констpукöия упpавëяþщих ìо-

ìентов ìожет бытü эффективно испоëüзована в сëу-
÷аях, коãäа на÷аëüные возìущения уãëовой скоpо-
сти теëа (на÷аëüные зна÷ения пеpеìенных xi) явëя-
þтся äостато÷но ìаëыìи, в то вpеìя как на÷аëüное
уãëовое откëонение связанных с теëоì осей от за-
äанноãо напpавëения в пpостpанстве ìожет бытü
äостато÷но боëüøиì. В связи с этиì заìетиì, ÷то
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тpебуеìоãо зна÷ения на÷аëüной уãëовой скоpости
теëа всеãäа ìожно äобитüся за с÷ет ее пpеäваpи-
теëüноãо снижения.

Pяä äpуãих поäхоäов к pеøениþ заäа÷ пеpеоpи-
ентаöии твеpäоãо теëа пpи неконтpоëиpуеìых
внеøних возìущениях ìожно найти, напpиìеp,
в pаботах [11—13].
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The article studies the problem of three-axis reorientation of a rigid spacecraft. Three reaction wheels are employed to produce
necessary torque in the axes of the spacecraft. External uncontrolled disturbances, that have no statistical description, are taken into
consideration in the process of reorientation. Such a statement of the problem is characteristic for game theory. The controlling mo-
ments, applied to flywheels, are offered to be generated by means of a feedback inform of nonlinear functions of phase variables of
a considered conflict-controlled system of differential equations, including dynamic Euler equations and kinematic equations in Ro-
drigues-Hamilton variables (in terms of the quaternion). As a result, the solution of the original nonlinear game problem is narrowed
down to solving the elementary linear game problems. Since the exact solution of nonlinear game problems is very difficult, the pro-
posed method seems to be effective. We stress the fact that the linearization used in n this case does not neglect nonlinear phenomena
of the problem. Indeed, the converse passage from auxiliary control moments to initial ones, as well as the verification of constraints
on control moments, requires the account of essentially nonlinear relations. The obtained control moments ensure the exact reorien-
tation of the solid at a finite time. The reorientation being achieved by one spatial turn without causing additional constraints to the
character of the resulting motion. The estimates of the accepted level of external disturbances, depending on the constraints on con-
trolling moments and the initial location of the solid are found. These estimates are convenient at the first stage of a solution process,
when the possibility is determined of using the proposed construction of control moments on order to ensure the required reorientation.
If aforementioned estimates hold with a "reserve", then (at the second stage of the solution) a particular value of the guaranteed time
of reorientation can be found by a special iteration algorithm.
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Упpавление гpуппой беспилотных летательных аппаpатов
в pежиме pадиомолчания

Введение

Pазpаботка аëãоpитìов ãpупповоãо пpиìенения
беспиëотных ëетатеëüных аппаpатов (БЛА) акту-
аëüна äëя äаëüнейøеãо pазвития военной науки и
техники. На сеãоäняøний äенü вопpосы пpиìене-
ния оäино÷ноãо БЛА хоpоøо изу÷ены, как и ìеpы
пpотивоäействия БЛА на pазëи÷ных этапах боевой
опеpаöии. Боëüøое ÷исëо pазpабатываеìых конöеп-
öий ãpупповоãо пpиìенения БЛА äëя нанесения
уäаpов по назеìныì öеëяì пpотивника ãовоpит об
актуаëüности и востpебованности поäобноãо напpав-
ëения иссëеäований. Pе÷ü иäет в пеpвуþ о÷еpеäü
о заäа÷е поäавëения сpеäств пpотивовозäуøной
обоpоны (ПВО) пpотивника [1]. Гpупповое пpиìе-
нение БЛА по анаëоãии с испоëüзованиеì пиëоти-
pуеìых ЛА öеëесообpазно пpежäе всеãо äëя созäа-
ния боëüøой пëотности pакетно-боìбовоãо уäаpа.
На pис. 1 (сì. третüþ стоpону обëожки) пpиве-

äено äеpево поиска оптиìаëüной конфиãуpаöии
систеìы поäавëения ПВО.
В хоäе анаëиза боевоãо пpиìенения БЛА выäе-

ëен сëеäуþщий пеpе÷енü пpеиìуществ пpиìенения
БЛА по сpавнениþ с пиëотиpуеìыìи ЛА: боëее вы-
сокая живу÷естü БЛА (всëеäствие ìенüøей заìет-
ности в pаäиоëокаöионноì, инфpакpасноì, опти-
÷ескоì и акусти÷ескоì äиапазонах); боëüøая пpо-
äоëжитеëüностü поëета (ис÷исëяется на сеãоäня
уже суткаìи); ìенüøая веpоятностü обнаpужения
и поpажения сpеäстваìи ПВО пpотивника; способ-
ностü осуществëятü контpоëиpуеìый безопасный

поëет на пpеäеëüно ìаëых высотах (поpой неäо-
ступных äëя пиëотиpуеìых ЛА); возìожностü на-
хожäения в высокой степени боевой (опеpативной)
ãотовности пpакти÷ески неоãpани÷енное вpеìя,
а также существенно ìенüøая стоиìостü pазpабот-
ки, сеpийноãо пpоизвоäства и войсковой экспëуа-
таöии БЛА и поäãотовки опеpатоpов назеìных иëи
иных коìанäных пунктов (КП).
В настоящее вpеìя все боëüøе созäается ìо-

биëüных коìпëексов ПВО, тpуäно обнаpуживае-
ìых, неpазëи÷иìых на фоне ìестности äëя систеì
pаспознавания БЛА, ÷то, в своþ о÷еpеäü, пpеäпо-
ëаãает pеøение заäа÷и поиска. На сеãоäняøний
äенü основныì путеì pеøения заäа÷и ãpупповоãо
поиска пpинято с÷итатü pазpаботку аëãоpитìов äе-
öентpаëизованноãо упpавëения, основанных на об-
ìене инфоpìаöией ìежäу у÷астникаìи ãpуппы [3].
Оäнако совpеìенные сpеäства pаäиоэëектpонноãо
пpотивоäействия (PЭП) успеøно созäаþт поìехи
канаëаì связи и упpавëения ãpуппой и в pяäе сëу-
÷аев своäят боевуþ эффективностü ãpуппы БЛА к
нуëþ. Такиì обpазоì, напpавëение иссëеäований
в обëасти оpãанизаöии ãpупповых äействий БЛА без
пpяìоãо обìена инфоpìаöией ìежäу у÷астникаìи
ãpуппы, т. е. в pежиìе pаäиоìоë÷ания, на сеãоäняø-
ний äенü кpайне актуаëüно (pаäиоìоë÷ание — за-
пpет pаботы pаäиотехни÷еских сpеäств на пеpеäа÷у
в öеëях сокpытия от pаäиоpазвеäки пpотивника
ìестонахожäения и äействий своих сиë).

Pассматpивается задача нанесения максимального ущеpба пpотивнику гpуппой беспилотных летательных аппаpатов в ус-
ловиях отсутствия пpямого обмена инфоpмацией между ее участниками. Пpедложены пpинципы оpганизации и метод упpав-
ления гpуппой без использования сpедств обмена инфоpмацией. Получена оценка гpупповой эффективности в случае пpименения
пpедлагаемого метода.
Ключевые слова: оптимальное целеpаспpеделение, гpупповое упpавление, pежим pадиомолчания, виpтуальная цель, гpуп-

повая эффективность
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Совpеменное состояние области гpуппового 
упpавления в pежиме pадиомолчания

Упpавëение äеöентpаëизованной ãpуппой в pе-
жиìе pаäиоìоë÷ания пpеäпоëаãает äостижение ìак-
сиìаëüной эффективности äействий пpи усëовии,
÷то у÷астники ãpуппы не связаны äpуã с äpуãоì pа-
äиообìеноì. Отсутствие pаäиообìена, как указы-
вает И. А. Каëяев в pаботе [4], свойственно стай-
ной стpатеãии ãpупповоãо упpавëения.
Пpиìеpаìи стайной стpатеãии в пpиpоäе явëя-

þтся коопеpаöия ìуpавüев äëя пеpеìещения тяже-
ëых объектов, pабота п÷еë-стpоитеëей пpи созäании
уëüя, повеäение стаи воëков на охоте и т. п. Аëãо-
pитìы стайной стpатеãии основываþтся на теоpии
аäаптивноãо упpавëения, пpиìениìы äëя боëüøо-
ãо ÷исëа ìаëоãабаpитных pоботов ìаëоãо pаäиуса
äействия, степенü уäеëüноãо возäействия котоpых
на öеëü кpайне ìаëа.
Опыт ëокаëüных войн показаë öеëесообpазностü

ìаëовысотноãо поëета ãpуппы ЛА пpи пpеоäоëе-
нии зоны ПВО, а также эффективностü пpиìене-
ния высокото÷ноãо оpужия (ВТО) по сpавнениþ с
неупpавëяеìыìи авиаöионныìи сpеäстваìи поpа-
жения (АСП). Так, из существуþщеãо pяäа АСП
в pассìатpиваеìоì сëу÷ае наибоëее öеëесообpазно
пpиìенение упpавëяеìой авиаöионной боìбы
(УАБ), упpавëение котоpой осуществëяется с боpта
БЛА-носитеëя. Маëовысотный поëет опpеäеëяет
усëовия пpиìенения УАБ [5], а иìенно, непосpеä-
ственнуþ бëизостü тpаектоpии атаки БЛА к атакуе-
ìой öеëи. Такиì обpазоì, пpи pеøении заäа÷и по-
äавëения ПВО пpеäставëяется эффективныì ис-
поëüзование ìаëой ãpуппы БЛА ìноãоpазовоãо
пpиìенения, оснащенных УАБ, сpеäнеãо pаäиуса
äействия, боëüøоãо уäеëüноãо возäействия на öеëü.
Сëеäоватеëüно, стайные аëãоpитìы пpинöипиаëüно
не поäхоäят äëя упpавëения ãpуппой БЛА в pежиìе
pаäиоìоë÷ания.
Дëя поäавëения совpеìенных коìпëексов ПВО

ãpуппой автоноìных БЛА необхоäиìо, ÷тобы каж-
äый БЛА обëаäаë высокоинтеëëектуаëüной систе-
ìой, обеспе÷иваþщей иäентификаöиþ öеëей, у÷ет
возìожных ваpиантов пpотивоäействия со стоpоны
пpотивника, вы÷исëение оптиìаëüноãо ваpианта
ãpупповоãо öеëеpаспpеäеëения.
Вопpосаìи ãpупповоãо упpавëения БЛА активно

заниìается ãpуппа у÷еных инäийскоãо Аэpокос-
ìи÷ескоãо инженеpноãо института. П. Б. Сужит,
А. Синãа, испоëüзуя pяä усëовий и äопущений в
постановке заäа÷и пpиìенитеëüно к pежиìу pаäио-
ìоë÷ания, пpеäëожиëи испоëüзоватü теоpиþ коë-
ëективноãо упpавëения пpи pазpаботке аëãоpитìа
ãpупповоãо öеëеpаспpеäеëения [6]. Гpупповое упpав-
ëение äостиãнуто за с÷ет независиìых pеøений
кажäоãо БЛА на основе инфоpìаöии о öеëях и äpу-
ãих у÷астниках ãpуппы в пpеäеëах собственной
зоны обнаpужения. Дëя äоказатеëüства эффектив-
ности pазpаботанноãо аëãоpитìа ãpупповое пове-
äение БЛА ìоäеëиpоваëосü в виpтуаëüной сpеäе,

а поëу÷енные pезуëüтаты сpавниваëисü с pезуëüта-
таìи ìоäеëиpования повеäения ãpуппы в pежиìе
pаäиообìена. Сpавнение показаëо, ÷то в pяäе сëу-
÷аев ãpупповое упpавëение в pежиìе pаäиоìоë÷а-
ния ìожет бытü эффективней аëãоpитìов, pеаëи-
зованных в pежиìе pаäиообìена.
Анаëиз пpинятых автоpаìи äопущений позво-

ëиë сфоpìуëиpоватü pяä неpеøенных техни÷еских
пpобëеì, к котоpыì относятся:
пpобëеìа неоäнозна÷ной иäентификаöии öеëей
у÷астникаìи ãpуппы БЛА. В общеì сëу÷ае ве-
pоятностü pаспознавания зависит от вpеìени
суток, состояния атìосфеpы, pакуpса обзоpа,
поëожения öеëи и ее контpастности и, не в по-
сëеäнþþ о÷еpеäü, возìожностей боpтовой ап-
паpатуpы иäентификаöии;
пpобëеìа неоäнозна÷ности выбоpа öеëи äëя
атаки. Пpиоpитетностü öеëи ìожет назна÷атüся
по pяäу несвоäиìых äpуã к äpуãу кpитеpиев: сте-
пени потенöиаëüной уãpозы, уäобства атаки, за-
тpат вpеìени äëя атаки. Сëеäует у÷итыватü, ÷то
в зависиìости от поставëенной ãpупповой öеëи
боевой опеpаöии кажäая öеëü ìожет иìетü тот
иëи иной пpиоpитет;
пpобëеìа неоäноpоäности öеëей. В зависиìости
от конфиãуpаöии öеëи и от состояния сpеäы тип
и ÷исëо АСП, öеëесообpазных äëя уни÷тожения
öеëи, ìоãут сиëüно pазëи÷атüся;
пpобëеìа иäентификаöии äpуãих БЛА посpеä-
ствоì боpтовых сpеäств ëокаöии, pаботаþщих в
опти÷ескоì äиапазоне. Изìеpение кооpäинат
äpуãих БЛА необхоäиìо äëя pеаëизаöии аëãо-
pитìа öеëеpаспpеäеëения, в тоì ÷исëе и äëя
пpеäотвpащения äубëиpования атаки нескоëü-
киìи БЛА оäной öеëи и стоëкновений в возäухе,
так как ìежäу у÷астникаìи ãpуппы отсутствует
обìен инфоpìаöией.
Pеøение всех выøеобозна÷енных пpобëеì упpав-

ëения ãpуппой БЛА в pежиìе pаäиоìоë÷ания вы-
хоäит äаëеко за pаìки äанной pаботы. Pассìотpиì
заäа÷у оптиìаëüноãо öеëеpаспpеäеëения с у÷етоì
äинаìики БЛА пpи сëеäуþщих äопущениях:
хаpактеpистика öеëи (еãо поëожение и пpиоpи-
тетностü), котоpая нахоäится в зоне обнаpуже-
ния нескоëüких БЛА, оäнозна÷но иäентифиöи-
pуется этиìи БЛА;
БЛА иäентифиöиpует паpаìетpы поëета äpуãих
БЛА в зоне обнаpужения с необхоäиìой то÷-
ностüþ:
БЛА поëностüþ иäенти÷ны, в тоì ÷исëе по ти-
паì АСП на боpту;
оäин БЛА атакует в кажäый ìоìент вpеìени оäну
öеëü;
äëя уни÷тожения оäной öеëи äостато÷но оäной
атаки;
тpаектоpия поëета БЛА пpохоäит наä выбpанной
äëя атаки öеëüþ;
поëет всех БЛА пpохоäит в оäной пëоскости;
поëет всех БЛА пpохоäит на постоянной скоpо-
сти V на пpотяжении всей опеpаöии.
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Такиì обpазоì, из постановки заäа÷и сëеäует
беспоëезностü оснащения БЛА боpтовой pаäиоëо-
каöионной станöией (БPЛС). Заäа÷а иäентифика-
öии öеëей pеøается посpеäствоì испоëüзования
оптико-ëокаöионной станöии (ОЛС). Дëя pеøе-
ния заäа÷и иäентификаöии БЛА öеëесообpазно
испоëüзоватü тепëопеëенãатоp и ëазеpный äаëüно-
ìеp тоãо же ОЛС [7], ÷то существенно уäеøевëяет
стоиìостü пpоизвоäства БЛА в öеëоì.
В ка÷естве pас÷етной боевой заäа÷и pассìатpи-

вается нанесение авиаöионноãо уäаpа по ãpуппо-
вой неоäноpоäной pассpеäото÷енной назеìной
öеëи, защищенной систеìой ПВО бëижнеãо äей-
ствия. К такой öеëи относится, напpиìеp, pассpе-
äото÷енная танковая pота, состоящая из танков,
боевых ìаøин пехоты (БМП), бpонетpанспоpте-
pов (БТP) и спеöиаëüных автоìобиëей со сpеäст-
ваìи связи, упpавëения и техни÷ескоãо обеспе÷е-
ния. Систеìа ПВО иìеет в своеì составе сpеäства
постановки активных pаäиопоìех, станöии pаäио-
pазвеäки. Оãневое пpотивоäействие со стоpоны
пpотивника в äанной pаботе не pассìатpивается.
Гpуппу БЛА пpеäëаãается pассìатpиватü как

сpеäство нанесения ущеpба пpотивнику за отве-
äенный äëя опеpаöии оãpани÷енный интеpваë вpе-
ìени [t0, tf]. Ущеpб пpопоpöионаëен пpиоpитетно-
сти уни÷тоженных öеëей, их ÷исëу и обpатно пpо-
поpöионаëен вpеìенныì затpатаì на пpовеäение
атаки öеëи. О заäа÷е поиска оптиìаëüноãо pеøения
пpи наëи÷ии pазëи÷ных несвоäиìых äpуã к äpуãу
кpитеpиев оптиìаëüности, есëи такоãо pоäа заäа÷и
pеøаþтся ìетоäаìи ìатеìати÷ескоãо пpоãpаììи-
pования, ãовоpят как о заäа÷е ìноãокpитеpиаëüной
оптиìизаöии. Оäниì из известных ìетоäов pеøе-
ния заäа÷ ìноãокpитеpиаëüной оптиìизаöии явëя-
ется свеäение ìноãих кpитеpиев к оäноìу путеì
ввеäения экспеpтных весовых коэффиöиентов äëя
кажäоãо из кpитеpиев такиì обpазоì, ÷то боëее
важный кpитеpий поëу÷ает боëее высокий вес [8].

Фоpмулиpование математической задачи нанесения 
максимального ущеpба пpотивнику

О÷евиäно, ÷то äëя заäа÷и ãpупповоãо упpавëе-
ния в усëовиях нестаöионаpной сpеäы в зоне бое-
вых äействий необхоäиìо, ÷тобы упpавëение быëо
найäено за äостато÷но ìаëое вpеìя δt, за котоpое
состояние сpеäы существенныì обpазоì не изìе-
нится. Обозна÷иì t1 — вpеìя, потpебное äëя иäен-
тификаöии äpуãих БЛА в зоне обнаpужения, t2 —
вpеìя, необхоäиìое äëя нахожäения оптиìаëüноãо
pеøения заäа÷и öеëеpаспpеäеëения в зоне обнаpу-
жения. Паpаìетpаìи иäентификаöии БЛА как
объекта изìеpения явëяþтся текущие кооpäинаты
и вектоp скоpости. Пpеäпоëаãается, ÷то назеìные
öеëи, попавøие в зону обнаpужения, оäнозна÷но
pаспознаþтся БЛА за вpеìя, ìенüøее ÷еì t1, зона
обнаpужения öеëей и зона обнаpужения БЛА эк-
виваëентны и pавны Rrec, тоãäа вpеìя поиска оп-
тиìаëüноãо упpавëения pавно δt = t1 + t2.

На pис. 2 схеìати÷но пpеäставëена посëеäова-
теëüностü äействий аëãоpитìа БЛА пpи pеøении
заäа÷и нанесения авиауäаpа.
Цикë повтоpяется с опpеäеëенныì интеpваëоì

вpеìени Δt l δt + tупp, ãäе tупp — вpеìя, необхоäи-
ìое äëя изìенения текущей äинаìики БЛА. Пустü
в ìоìент вpеìени  ∈ [t0, tf – Δt] в зоне обнаpужения
выбpанноãо БЛА нахоäится M ÷ëенов ãpуппы, вкëþ-
÷ая еãо саìоãо. Тоãäа кажäый БЛА Uj ( j ∈ [1, M])
ìожет выбиpатü äëя атаки оäну öеëü Tl из m öеëей,
выявëенных в pассìатpиваеìой зоне обнаpужения.
Кpитеpий оптиìаëüности, выpажаþщий оöенку
нанесенноãо пpотивнику ãpупповоãо ущеpба за от-
веäенное вpеìя, обозна÷иì Y.
Так как нет никакоãо обìена инфоpìаöией

ìежäу у÷астникаìи ãpуппы, кажäый БЛА äоëжен
саìостоятеëüно иссëеäоватü весü pайон пpеäпоëа-
ãаеìоãо pаспоëожения öеëей. Местопоëожение öе-
ëей опpеäеëяется в пpоöессе выпоëнения заäа÷и
поиска. Аëãоpитì поиска опpеäеëяет ìоäеëü пове-
äения БЛА Uj пpи отсутствии öеëей иëи в сëу÷ае,
есëи атака öеëи äанныì БЛА вëе÷ет за собой отказ
от атаки öеëи БЛА Uh (h ∈ [1, M], h ≠ j) с боëее вы-
ãоäныì показатеëеì эффективности атаки öеëи.
Поиск pеаëизуется посpеäствоì назна÷ения äëя
кажäоãо БЛА из ÷исëа M кооpäинат сëу÷айной
то÷ки на каpте в ка÷естве виpтуаëüной öеëи с ìа-
ëыì пpиоpитетоì. Тоãäа общее ÷исëо öеëей состав-
ëяет k = m + M, а выбоp öеëи Tl(l ∈ [1, k]) БЛА Uj
äает пpиpащение öеëевоãо функöионаëа:

ΔYl, j = ki – Cl, j kc,

ãäе  — пpиоpитетностü öеëи Tl; Cl, j — затpаты,

возникаþщие пpи атаке БЛА Uj öеëи Tl; ki, kc — ве-
совые коэффиöиенты кpитеpия пpиоpитетности
öеëи и кpитеpия вpеìенных затpат соответственно.
Зна÷ения весовых коэффиöиентов поä÷иняþтся
усëовиþ ноpìиpовки ki + kc = 1 и вы÷исëяþтся на
основе экспеpтных оöенок. Даëее буäеì pассìат-
pиватü сëу÷ай ki = kc = 1/2, т. е. пpиоpитетностü öе-

Pис. 2. Алгоpитм действий БЛА в составе гpуппы в pежиме pа-
диомолчания
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ëи так же важна, как и затpа÷иваеìое вpеìя на ее
уни÷тожение.
На основе экспеpтных оöенок кажäоìу типу öе-

ëи назна÷ена степенü пpиоpитетности в äиапазоне
от 0 äо 1. Типы öеëей и их пpиоpитетностü пpиве-
äены в табëиöе.

Оöенка затpат пpи атаке öеëи Cl, j ìожет вкëþ-
÷атü как затpаты вpеìени, так и эконоìи÷еские за-
тpаты (pасхоä топëива). В äаëüнейøеì буäеì pас-
сìатpиватü отноøение вpеìени tl, j pеаëизаöии
атаки öеëи Tl к отвеäенноìу интеpваëу вpеìени
выпоëнения боевой опеpаöии tf – t0 в ка÷естве без-

pазìеpной оöенки затpат Cl, j = .

Обозна÷иì xl, j — пpиниìаеìое pеøение БЛА Uj
по атаке öеëи Tl, котоpое ìожет пpиниìатü зна÷е-
ние ëибо 0 (öеëü Тl не выбpана) ëибо 1 (öеëü Tl вы-
бpана). Заäа÷а, pеøаеìая БЛА Uj, своäится к pас-
пpеäеëениþ öеëей Tl (l ∈ [1, k]) ìежäу ãpуппой
БЛА из M в зоне обнаpужения БЛА Uj такиì обpа-
зоì, ÷тобы 

Y = ΔYl, j xl, j → max,

пpи усëовии, ÷то xl, j = 1 (БЛА из ÷исëа M ìожет

выбиpатü тоëüко оäну öеëü) и xl, j m 1 (öеëü ìожет

бытü выбpана тоëüко оäниì БЛА иëи не выбpана
вовсе). Заìетиì, ÷то выбоp БЛА Uj виpтуаëüной öеëи
пpеäпоëаãает pеаëизаöиþ иì заäа÷и поиска.
Такиì обpазоì, заäа÷а коëëективноãо pаспpеäе-

ëения öеëей своäится к оптиìизаöионной заäа÷е,
pеøаеìой ìетоäоì öеëо÷исëенноãо ëинейноãо
пpоãpаììиpования.
Заäав Зеìнуþ систеìу кооpäинат OXY так, ÷то

осü OY сонапpавëена вектоpу скоpости Vj БЛА Uj,
обозна÷иì J(xj, yj) — текущие кооpäинаты БЛА Uj.
Так как pассìатpивается пëоская заäа÷а, кооpäи-
наты öеëи Tl тожäественны кооpäинатаì пpоекöии
öеëи на пëоскости поëета Tl(xl, yl). Вpеìя выпоë-
нения атаки öеëи Tl БЛА Uj ìожет бытü пpеäстав-

ëено в виäе функöии tl, j = f (xj, yj; xl, yl; Vj). Атака
öеëи свеäена к заäа÷е пеpеìещения БЛА в кооpäи-
наты то÷ки пpоекöии öеëи. Пpи постоянной ско-
pости БЛА Uj иìеет фиксиpованный pаäиус pазво-
pота R, а кpат÷айøуþ тpаектоpиþ поëета БЛА äо
öеëи анаëоãи÷но pаботе [9] буäеì пpеäставëятü в
виäе коìбинаöии у÷астков поëета по пpяìой и на
виpаже. Виpаж — pазвоpот саìоëета с кpеноì в ãо-
pизонтаëüной пëоскости. Даëее буäет pассìатpи-
ватüся пpавиëüный виpаж, т. е. такой pазвоpот, пpи
выпоëнении котоpоãо не изìеняþтся ìоäуëü ско-
pости и кpен и отсутствует скоëüжение.
Соãëасно pаботе [10] уpавнения, описываþщие

äинаìику БЛА пpи выпоëнении пpавиëüноãо ви-
pажа по тpеì осяì, выãëяäят сëеäуþщиì обpазоì: 

(1)

ãäе G — вес БЛА; P — сиëа тяãи; Q — сиëа ëобовоãо
сопpотивëения; g — ускоpение свобоäноãо паäе-
ния; Y — поäъеìная сиëа; γ — уãоë кpена.

Pазpеøая втоpое уpавнение систеìы (1) относи-
теëüно G, поëу÷аеì G = Ycosγ, äаëее в сиëу опpе-
äеëения веpтикаëüной (ноpìаëüной) пеpеãpузки

ny =  поëу÷аеì cosγ = , т. е. ÷еì боëüøе äопус-

тиìые зна÷ения потpебной пеpеãpузки ny, теì боëü-
øе уãоë кpена γ и теì ìенüøе pаäиус pазвоpота R. 
Пpоäоëüная скоpостü поëета на виpаже остается

постоянной: P = Q.
Pаäиус виpажа вы÷исëяется по фоpìуëе R =

= , а вpеìя pазвоpота на уãоë ϕ pавно

tpазв = •0,64• .

Обозна÷иì B(xb, yb) то÷ку касания отpезка [ВТl]
с äуãой окpужности [JB]. Уpавнения окpужности
pаäиуса R с öентpоì в то÷ке O1 (xO1, yO1), пpохо-
äящей ÷еpез то÷ки B(xb, уb) и J(xj, yj), и уpавнения
пpяìой, пpохоäящей ÷еpез то÷ки B(xb, yb) и Tl(xl, yl),
составëяþт сëеäуþщуþ систеìу уpавнений:

(2)

Отсþäа

(1 + k2)x2 – 2(xj + k(kxl – yl – yj)x +

+ (kxl – yl – yj)
2 + xj – R2 = 0. (3)

Типы целей и их приоритетность

Тип öеëи Приоритетностü

Танк 0,9
БТР 0,7
Среäства связи 0,5
Автоìобиëü техни÷ескоãо обеспе÷ения 0,3
Виртуаëüная öеëü 0,2

tl j,
tf t0–
----------

l 1=

k

∑
j 1=

M

∑

l 1=

k

∑

 
j 1=

M

∑

mjx =  = P – Q;

mjy = 0 = Ycosγ – G; 

mjz =  = Ysinγ,

G
g
---

dVj

dt
------

G
g
---

Vj
2

R
-----

Y
G
---- 1

ny
----

V 2

g ny
2 1–

----------------

ϕ
360
------- V

tgγ
-----

(x – xj)
2 + (y – yj)

2 = R2;
y = kх + b; 
yl = kxl + b.
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Еäинственностü pеøения кваäpатноãо уpавне-
ния (2) поäpазуìевает усëовие D = 0. Из уpавнения

(xj + k(kxl – yl – yj))
2 –

– (1 + k2)((kxl – yl – yj)
2 + xj – R2) = 0

нахоäиì k1, k2. Нахоäиì зна÷ение k из сëеäуþщих
сообpажений:

есëи |x01 – xj| m |xb – xj|, то k = max(k1, k2); 

есëи |x01 – xj| > |xb – xj|, то k = min(k1, k2);

äаëее посëеäоватеëüно нахоäиì

xb = , b, yb.

Отpезок пути [ВТl] = .

Тоãäа поëет по отpезку пути [ВТl] зайìет вpеìя

 = , а поëет по äуãе окpужности [JB] —

вpеìя t[JB] = .

Вpеìя на пpовеäение атаки öеëи tl, j = t[JB] + .

Имитационное моделиpование выполнения задачи 
гpуппой БЛА в pежиме pадиомолчания

Быëо пpовеäено иìитаöионное ìоäеëиpование
уäаpной опеpаöии в сpеäе MATLAB äëя ÷етыpех
БЛА с оãpани÷енныìи зонаìи обнаpужения. Дëя
сpавнения также быëо пpовеäено ìоäеëиpование
повеäения ãpуппы БЛА, связанных ìежäу собой
pаäиообìеноì. Гpупповое упpавëение БЛА в pе-
жиìе pаäиообìена pеаëизовываëосü на основе
описанноãо выøе аëãоpитìа пpи усëовии, ÷то ка-
жäоìу у÷астнику ãpуппы БЛА äоступна инфоpìа-
öия обо всех объектах, попавøих в зону обнаpуже-
ния БЛА ãpуппы. В кажäый ìоìент вpеìени в pас-
сìатpиваеìоì пpостpанстве нахоäятся ÷етыpе
öеëи с pазëи÷ной степенüþ пpиоpитетности. По
ìеpе уни÷тожения öеëей в сëу÷айноì ìесте появ-
ëяþтся новые öеëи.
На pис. 3 (сì. тpетüþ стоpону обëожки) показан

этап выпоëнения сöенаpия уäаpной опеpаöии.
Стpеëкаìи выäеëены вектоpы скоpости БЛА, звез-
äо÷каìи — öеëи, пунктиpныìи окpужностяìи
кpасноãо öвета — зона обнаpужения. Цветныìи
ëинияìи выäеëены тpаектоpии äо обнаpуженных
öеëей, пунктиpныìи — тpаектоpии äо виpтуаëü-
ных öеëей, жиpныì выäеëены выбpанные тpаекто-
pии äо öеëей в соответствии с оптиìаëüныì öеëе-
pаспpеäеëениеì с у÷етоì äинаìики саìих БЛА,
стpеëкаìи указаны напpавëения текущих вектоpов
скоpости БЛА.
Так как ãpуппа pаботает в заpанее неизвестной

сpеäе, упpавëение ãpуппой БЛА pеаëизуется в те÷е-

ние бëижайøеãо отpезка вpеìени Δt, в те÷ение ко-
тоpоãо БЛА сëеäует по тpаектоpии в соответствии
с оптиìаëüныì пëаноì öеëеpаспpеäеëения. По ис-
те÷ении вpеìени Δt БЛА ãpуппы заниìаþт новое по-
ëожение, зона обнаpужения пpи этоì изìеняется,
öикë вы÷исëения оптиìаëüноãо упpавëения повто-
pяется, по pезуëüтатаì ÷еãо ëибо пpинятая öеëü äëя
атаки поäтвеpжäается, ëибо назна÷ается новая öеëü.
Показатеëеì эффективности явëяется зна÷ение

функöии виäа 

Yl = ,

ãäе n — ÷исëо уни÷тоженных öеëей за pассìатpи-
ваеìый пеpиоä вpеìени. В сëу÷ае pаäиообìена ìе-
жäу у÷астникаìи ãpуппы pеøение оптиìаëüноãо
öеëеpаспpеäеëения охватывает все öеëи, нахоäя-
щиеся в контpоëиpуеìой ãpуппой БЛА обëасти.
Оäнако поìиìо увеëи÷ения объеìа вы÷исëений в
связи с обpаботкой ãоpазäо боëüøеãо объеìа ин-
фоpìаöии, заäеpжкаìи связи ãëавныì неäостат-
коì стpатеãий упpавëения, основываþщихся на об-
ìене инфоpìаöией, явëяется уязвиìостü пеpеä PЭП.
Эффективностü pежиìа pаäиоìоë÷ания как оäноãо
из фактоpов, составëяþщих успех боевой опеpаöии,
зависит от типа ПВО пpотивника, еãо возìожно-
стей по pаспознаваниþ, пеpехвату pаäиоканаëов,
созäаниþ поìех. Есëи ПВО пpотивника не pаспо-
ëаãает сpеäстваìи pаäиоpазвеäки и постановщика-
ìи поìех, pаäиоìоë÷ание — неäостаток, а не пpе-
иìущество. Но в сëу÷ае активноãо PЭП пpеиìу-
щество пpиìенения аëãоpитìов упpавëения по
сути автоноìных БЛА о÷евиäно.

Pезуëüтаты ìоäеëиpования, пpеäставëенные на
pис. 4, показаëи, ÷то pежиì pаäиоìоë÷ания, обëаäая
явныì пpеиìуществоì в скpытности и наäежности
pаботы по сpавнениþ с pежиìоì pаäиообìена, ëиøü
незна÷итеëüно уступает еìу в эффективности.

xj k kxl yl– yj–( )+( )

2 1 k2
+( )

---------------------------------------

xl xb–( )2 yl yb–( )2+

t BTl[ ]
BTl[ ]
Vj

-----------

JB[ ]
Vj

--------

t BTl[ ]

l 1=

n

∑ ITl

Pис. 4. Гpафики эффективности гpуппы БЛА, функциониpую-
щей в pежиме pадиообмена и в pежиме pадиомолчания
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Заключение

Pазpаботанный аëãоpитì позвоëяет pеøатü за-
äа÷у нанесения авиауäаpа ãpуппой БЛА, функöио-
ниpуþщих в pежиìе pаäиоìоë÷ания.

Pежиì pаäиоìоë÷ания иìеет пpеиìущество в
скpытности, автоноìности и наäежности выпоëне-
ния боевой заäа÷и по сpавнениþ с pежиìоì pаäио-
обìена, незна÷итеëüно уступая еìу в эффективности,
÷то поäтвеpжäено pезуëüтатаìи ìоäеëиpования.
В äаëüнейøеì пëаниpуется pассìотpетü вопpо-

сы вëияния зна÷ений пpиоpитетности виpтуаëü-
ных öеëей и их pаспоëожения на эффективностü
ãpупповоãо упpавëения, а также иссëеäоватü спо-
собы иäентификаöии äpуãих у÷астников ãpуппы
БЛА, необхоäиìые äëя pеаëизаöии пpеäëаãаеìоãо
аëãоpитìа.
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Today due to the modern electronic countermeasures (ECM) progress for opening and interception of radio traffic chan-
nels, the group control task of unmanned aerial vehicles (UA V) in the radio silence mode is relevant as ever before. The aim
of this work is to develop a UAV group control algorithm in radio silence. Group management refers to the optimization problem
of actions of all group participants to achieve maximum group efficiency. In the case of lack of communication every UAV due
to the onboard sensors identifies goals and other UA Vs in the detection area and operates according to its own optimum plan
of target distribution, based on the available information. The optimally criterion considered as a function of two factors: the
losses inflicted on the enemy when attacking the target, and the time spent to attack the target. Aviation blow to the group
heterogeneous distributed ground targets is considered as subject. Fire resistance from the enemy in this work is not considered.
Each target in the UAV detection area is given the value of the optimality criterion, based on the expert assessments. The search
task for each UA V interpreted as goal attack virtual non-existent target, which has stochastic coordinates. For all targets and
group members in the detection area, the UAV has a lot of plans of target distribution and acts in accordance with the preferred
option. To estimate the effectiveness of the algorithm the simulation of shock operations in Matlab was performed for a UA V group
that has been operating in the radio silence mode, and for a UAV group united by a common channel for the information ex-
change. The comparison of the simulation results showed the feasibility of applying the proposed algorithm.
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Скоpоподъемность электpического мультикоптеpа

Цеëüþ иссëеäования явëяется изу÷ение зависи-
ìости скоpости веpтикаëüноãо поäъеìа эëектpи÷е-
скоãо ìноãоpотоpноãо веpтоëета (ìуëüтикоптеpа)
от высоты. Скоpостü поäъеìа вы÷исëяется пpи pа-
боте эëектpопpивоäа ëетатеëüноãо аппаpата (ЛА)
пpи 100 % ãаза. Опpеäеëяþтся скоpопоäъеìностü у
повеpхности Зеìëи и потоëок висения.
Пpиниìаþтся во вниìание сëеäуþщие обстоя-

теëüства:
1. На ìуëüтикоптеpе испоëüзуþтся эëектpи÷е-

ские бескоëëектоpные (вентиëüные) эëектpоäвиãа-
теëи, pабота котоpых (но не pабота винтоìотоpной
ãpуппы) не зависит от пëотности возäуха и высоты.

2. Испоëüзуþтся несущие винты (пpопеëëеpы)
фиксиpованной ãеоìетpии.

3. Масса ЛА в те÷ение поëета остается неизìенной.
4. Напpяжение (ЭДС) аккуìуëятоpной батаpеи

снижается по ìеpе pасхоäования ее заpяäа.
5. Есëи не pассìатpиватü ìоìент стаpта, сиëы

инеpöии не иãpаþт существенной pоëи пpи веpти-
каëüноì поëете ЛА pассìатpиваеìоãо кëасса пpи
100 % ãаза. Как показывает pас÷ет, ускоpение (заìеä-
ëение) в этоì сëу÷ае не пpевыøает 0,05 ì/с2, т. е.
0,5 % ускоpения свобоäноãо паäения.

6. Уìенüøениеì веса ЛА (ускоpения свобоäноãо
паäения) с высотой ìожно пpенебpе÷ü. На высоте
10 кì это уìенüøение составëяет ëиøü 0,3 %.

Тяговооpуженность мультикоптеpа

Кëþ÷евыì фактоpоì, опpеäеëяþщиì скоpостü
веpтикаëüноãо поëета, явëяется тяãовооpужен-
ностü — отноøение ìаксиìаëüной тяãи к весу
ìуëüтикоптеpа у повеpхности Зеìëи:

kт = , (1)

ãäе kт — коэффиöиент запаса тяãи (тяãовооpужен-
ностü); Tmax — ìаксиìаëüная тяãа; G — вес ëета-
теëüноãо аппаpата. Хаpактеpные зна÷ения тяãово-
оpуженности ìуëüтикоптеpов 1,2...2,5.
Запас тяãи существуþщеãо ìуëüтикоптеpа ìо-

жет бытü опpеäеëен экспеpиìентаëüно изìеpениеì
тяãи ЛА иëи отäеëüной винтоìотоpной ãpуппы. Дëя
pас÷ета тяãовооpуженности пpи пpоектиpовании
новоãо ЛА нужно знатü паpаìетpы эëектpоìотоpа,
опpеäеëяþщие еãо ìехани÷ескуþ хаpактеpистику
(зависиìостü уãëовой скоpости от кpутящеãо ìо-
ìента), и аэpоäинаìи÷еские коэффиöиенты пpо-
пеëëеpа. Пpоизвоäитеëи бескоëëектоpных ìотоpов
пубëикуþт äанные испытаний äвиãатеëей с pаз-
ëи÷ныìи пpопеëëеpаìи, в котоpых пpисутствуþт
свеäения о тяãе и обоpотах äвиãатеëя пpи 100 % ãа-
за, позвоëяþщие опpеäеëитü тяãовооpуженностü.
Буäеì с÷итатü, ÷то зна÷ение тяãи Tmax = T100 и

÷астота вpащения ìотоpа n100 (об/с) пpи 100 % ãаза
известны.

Получена зависимость скоpости веpтикального подъема электpического многоpотоpного веpтолета от высоты с учетом
тяговооpуженности, хаpактеpистики электpодвигателя и силы лобового сопpотивления. Получена фоpмула для потолка ви-
сения. Пpиведены аппpоксимиpованные аэpодинамические хаpактеpистики пpопеллеpов, используемых в мультикоптеpах.
Пpедложен метод pасчета скоpоподъемности и потолка висения пpи изменении напpяжения питания.
Ключевые слова: беспилотный многоpотоpный электpический веpтолет, мультикоптеp, скоpоподъемность, потолок ви-

сения, тяговооpуженность, бесколлектоpный электpомотоp

Tmax

G
---------
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Уpавнение pавновесия

Пpенебpеãая сиëаìи инеpöии, усëовие pавнове-
сия ìуëüтикоптеpа пpи поëете ввеpх ìожно запи-
сатü в виäе

T = G + Y, (2)

ãäе Т — тяãа, созäаваеìая несущиìи винтаìи; G —
вес ЛА; Y — сиëа ëобовоãо сопpотивëения пpи по-
ëете ввеpх.
Вес ЛА остается неизìенныì. Дëя вы÷исëения

сиëы ëобовоãо сопpотивëения испоëüзуеì понятие
эквиваëентной кpуãëой пëастины, пëощаäü кото-
pой ìожно оöенитü, зная коìпоновку ìуëüтикоп-
теpа. Сиëа ëобовоãо сопpотивëения Y вы÷исëяется
по фоpìуëе

Y = CxρS , (3)

ãäе Cx — коэффиöиент ëобовоãо сопpотивëения эк-
виваëентной кpуãëой пëастины (хотя pе÷ü иäет о
äвижении по веpтикаëи, буäеì испоëüзоватü тpа-
äиöионный инäекс х äëя коэффиöиента ëобовоãо
сопpотивëения), Cx = 1,16 [1]; ρ — пëотностü воз-
äуха; S — пëощаäü эквиваëентной пëастины; V —
веpтикаëüная скоpостü ЛА.
Можно также с÷итатü, ÷то пpивеäенные соот-

ноøения относятся к весу, тяãе, сиëе сопpотивëе-
ния и пëощаäи эквиваëентной пëастины, пpихоäя-
щиìся на оäну винтоìотоpнуþ ãpуппу.

Аэpодинамические хаpактеpистики 
пpопеллеpов мультикоптеpов

Буäеì испоëüзоватü "фpанöузскуþ систеìу вин-
товых коэффиöиентов" [1—3]. Относитеëüная по-
ступü пpопеëëеpа (÷исëо Стpухаëя, коэффиöиент
скоpости) λ хаpактеpизует скоpостü набеãаþщеãо
потока (веpтикаëüнуþ скоpостü ìуëüтикоптеpа):

λ = , (4)

ãäе D — äиаìетp пpопеëëеpа; n — ÷астота вpащения
пpопеëëеpа (с–1).
Безpазìеpный коэффиöиент тяãи α(λ) испоëü-

зуется äëя pас÷ета сиëы тяãи, созäаваеìой винтоì:

T = α(λ)ρD4n2. (5)

Коэффиöиент α(λ) зависит от фоpìы винта и
относитеëüной поступи. Зависиìостü α(λ) сущест-
венныì обpазоì опpеäеëяет баëанс сиë пpи веpти-
каëüноì поëете ìуëüтикоптеpа.
Безpазìеpный коэффиöиент ìощности β(λ)

вхоäит в фоpìуëу pас÷ета ìощности N, необхоäи-
ìой äëя вpащения винта:

N = β(λ)ρD5n3. (6)

Коэффиöиент β(λ) опpеäеëяет и кpутящий ìо-
ìент Mкp, необхоäиìый äëя вpащения пpопеëëеpа.
Действитеëüно,

N = MкpΩ = Mкp•2πn, (7)

ãäе Ω — уãëовая скоpостü пpопеëëеpа. Из соотно-
øений (6) и (7) сëеäует:

Mкp =  =  = ρD5n2. (8)

На pис. 1 пpивеäен пpиìеp зависиìости коэф-
фиöиентов α и β от относитеëüной поступи λ äëя
оäноãо из пpопеëëеpов сеpии MR, выпускаеìых
коìпанией Landing Products Inc. (США) поä тоpãо-
вой ìаpкой АPС [5]. Сеpия пpопеëëеpов АPС MR
спеöиаëüно пpеäназна÷ена äëя ìуëüтиpотоpных ЛА
(MR — MultiRotor). Данные, пpеäставëенные Lan-
ding Products Inc., поëу÷ены вы÷исëитеëüныìи ìе-
тоäаìи на основе вихpевой теоpии. Они хоpоøо
соãëасуþтся с экспеpиìентаëüныìи pезуëüтатаìи,
пpивеäенныìи в pаботах [6, 7].
Дëя испоëüзования в анаëити÷еских pас÷етах

зависиìости α(λ) и β(λ) ìожно аппpоксиìиpоватü.
Мноãо÷ëен втоpой степени äает хоpоøее соответ-
ствие факти÷ескиì äанныì:

α(λ) ≈ α0 + α1λ + α2λ2; (9)

β(λ) ≈ β0 + β1λ + β2λ2. (10)

На pис. 1 спëоøныìи ëинияìи показаны ап-
пpоксиìиpуþщие зависиìости. В табë. 1 пpивеäе-
ны коэффиöиенты аппpоксиìаöии α(λ) и β(λ) äëя
пpопеëëеpов АPС MR.
Веëи÷ины α0 и β0 пpеäставëяþт собой зна÷ения

коэффиöиентов тяãи и ìощности пpи pаботе пpо-
пеëëеpа на ìесте. Зна÷ения α1 и α2 отpиöатеëüны,
÷то ãовоpит о ìонотонноì убывании α(λ). Напpо-
тив, β1 > 0, β2 < 0, это свиäетеëüствует о тоì, ÷то
β(λ) пpи ìаëых зна÷ениях λ возpастает.
В табë. 1 äаны также ноpìиpованные зна÷ения

коэффиöиентов аппpоксиìаöии тяãи и ìощности,
котоpые буäут испоëüзованы в äаëüнейøеì:

 = α1/α0;  = α2/α0;  = β1/β0;  = β2/β0;

(λ) = 1 + λ + λ2;

(λ) = 1 + λ + λ2. (11)

V 2

2
-----

V
nD
------

N
2πn
------- β λ( )ρD5n3

2πn
--------------------- β λ( )

2π
--------

Pис. 1. Зависимость коэффициентов тяги и мощности от отно-
сительной поступи (пpопеллеp АPС 8x45MR)

α1 α2 β1 β2

α α1 α2

β β1 β2
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Пpивеäены также зна÷ения коэффиöиента ско-
pости λmax, пpи котоpоì коэффиöиент тяãи стано-
вится pавныì нуëþ.

Хаpактеpистика винтомотоpной гpуппы

Механи÷еская хаpактеpистика бескоëëектоpно-
ãо ìотоpа в осях "кpутящий ìоìент — ÷астота вpа-
щения" пpеäставëяет собой пpяìуþ ëиниþ [8, 9]
(pис. 2). Хаpактеpистика пpопеëëеpа — паpабоëа:
кpутящий ìоìент пpопоpöионаëен кваäpату ÷ас-
тоты вpащения.
Частота хоëостоãо хоäа ìотоpа n0 ìожет бытü

вы÷исëена по зна÷енияì питаþщеãо напpяжения
U0 и постоянной скоpости ìотоpа KV, котоpая яв-
ëяется еãо паспоpтной хаpактеpистикой:

n0 = U0KV. (12)

То÷ка А на pис. 2 соответствует pежиìу ìакси-
ìаëüной тяãи у повеpхности Зеìëи пpи pаботе на
ìесте. Кооpäинаты этой то÷ки известны. Уpавне-
ние хаpактеpистики äвиãатеëя — пpяìой, пpохоäя-
щей ÷еpез äве то÷ки, — ìожно записатü в виäе

n = n0 – M. (13)

Из соотноøений (5) и (8) сëеäует, ÷то

M = . (14)

В ÷астности, äëя то÷ки А на pис. 2:

M100 = . (15)

Поäставëяя выpажения (14) и (15) в соотноøе-
ние (13), поëу÷иì

n = n0 – . (16)

У÷итывая соотноøения (11), поäеëив обе ÷асти
фоpìуëы (16) на n0 и выpазив ìаксиìаëüнуþ тяãу
÷еpез тяãовооpуженностü и вес ЛА из фоpìуëы (1),

поëу÷иì уpавнение ìехани÷еской хаpактеpистики
ìотоpа в относитеëüных еäиниöах:

(λ) = 1 – T, (17)

ãäе (λ) — относитеëüная ÷астота вpащения, а ко-
эффиöиент η m 1 хаpактеpизует жесткостü хаpакте-
pистики äвиãатеëя:

η100 = . (18)

Соотноøение (17) опpеäеëяет относитеëüнуþ ÷ас-
тоту вpащения как функöиþ коэффиöиента скоpо-
сти λ. Поэтоìу зäесü и äаëее буäеì испоëüзоватü
обозна÷ение (λ). Веëи÷ина η100 пpибëиженно
pавна коэффиöиенту поëезноãо äействия äвиãате-
ëя поä наãpузкой, созäаваеìой ìоìентоì M100.

Лобовое сопpотивление

На заäанной высоте ìуëüтикоптеp пpи поäъеìе
ввеpх обëаäает скоpостüþ, соответствуþщей опpеäе-
ëенноìу зна÷ениþ λ. Пëотностü возäуха ρ и высота
в станäаpтной атìосфеpе связаны взаиìно оäно-
зна÷ной зависиìостüþ. Заäа÷а о скоpопоäъеìно-

Табëиöа 1
Аппроксимация коэффициентов тяги и мощности

Пропеëëер
Коэффиöиент тяãи Коэффиöиент ìощности

λmax
α0 α1 α2 β0 β1 β2

APC 8x45MR 0,1223 –0,0349 –0,1448 –0,2854 –1,1840 0,0492 0,0673 –0,1457 1,3679 –2,9614 0,80638
APC 9x45MR 0,1187 –0,0569 –0,1405 –0,4794 –1,1837 0,0459 0,0513 –0,1387 1,1176 –3,0218 0,73870
APC 10x45MR 0,1140 –0,0763 –0,1291 –0,6693 –1,1325 0,0429 0,0355 –0,1248 0,8275 –2,9091 0,68956
APC 10x55MR 0,1230 –0,0416 –0,1414 –0,3382 –1,1496 0,0511 0,0542 –0,1343 1,0607 –2,6282 0,79710
APC 11x45MR 0,1055 –0,0823 –0,1254 –0,7801 –1,1886 0,0379 0,0292 –0,1182 0,7704 –3,1187 0,64601
APC 12x45MR 0,1006 –0,0915 –0,1196 –0,9095 –1,1889 0,0351 0,0227 –0,1123 0,6467 –3,1994 0,61119
APC 12x55MR 0,1117 –0,0693 –0,1299 –0,6204 –1,1629 0,0428 0,0320 –0,1179 0,7477 –2,7547 0,69816
APC 13x55MR 0,1020 –0,0738 –0,1223 –0,7235 –1,1990 0,0373 0,0225 –0,1104 0,6032 –2,9609 0,66008
APC 14x55MR 0,0983 –0,0829 –0,1172 –0,8433 –1,1923 0,0345 0,0186 –0,1008 0,5391 –2,9217 0,62807
APC 16x55MR 0,0908 –0,0918 –0,1128 –1,0110 –1,2423 0,0300 0,0177 –0,1020 0,5900 –3,4000 0,57825
APC 18x55MR 0,0847 –0,0961 –0,1134 –1,1346 –1,3388 0,0267 0,0144 –0,0986 0,5393 –3,6929 0,53880

α1 α2 β1 β2

n0 n100–

M100
-----------------

β λ( )DT
2πα λ( )
---------------

β 0( )DT100

2πα 0( )
---------------------

n0 n100–( )α 0( )β λ( )T
T100α λ( )β 0( )

------------------------------------------

n
1 η100–( )β λ( )

kтGα λ( )
----------------------------

n

n100

n0
--------

Pис. 2. Хаpактеpистика винтомотоpной гpуппы

n
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сти ìожет бытü свеäена к опpеäеëениþ зависиìо-
сти ρ(λ), т. е. такой пëотности возäуха, котоpая пpи
äанноì зна÷ении λ обеспе÷ивает баëанс сиë в со-
ответствии с фоpìуëой (2). Ввеäеì в pассìотpение
относитеëüнуþ пëотностü возäуха (λ): 

(λ) = , (19)

ãäе ρ0 — пëотностü возäуха у повеpхности Зеìëи.
Скоpостü поäъеìа V выpажается ÷еpез относитеëü-
нуþ поступü λ из фоpìуëы (4) сëеäуþщиì обpазоì: 

V = λn(λ)D. (20)

Поäеëив обе ÷асти соотнощения (20) на n0D,
поëу÷иì выpажение äëя безpазìеpной относитеëü-
ной скоpости (λ):

(λ) =  = λ (λ). (21)

У÷итывая выpажения (19) и (21), пpеобpазуеì
фоpìуëу (3):

Y = (λ) (λ). (22)

Ввеäеì в pассìотpение безpазìеpный коэф-
фиöиент

Kx = . (23)

Зна÷ение Kx pавно отноøениþ сиëы ëобовоãо со-
пpотивëения к весу пpи скоpости набеãаþщеãо пото-
ка n0D и пëотности возäуха ρ0. Веëи÷ина n0D, в своþ
о÷еpеäü, пpопоpöионаëüна скоpости на конöе ëопа-
сти пpопеëëеpа пpи обоpотах хоëостоãо хоäа. Диапа-
зон изìенения Kx как веëи÷ины относитеëüной ìо-
жет бытü ìенüøе, ÷еì äиапазон изìенения соответ-
ствуþщих абсоëþтных веëи÷ин, ÷то упpощает
иссëеäование. Фоpìуëа (22) тепеpü запиøется в виäе 

Y = GKx (λ)λ2 (λ). (24)

Связь плотности воздуха и коэффициента скоpости

Запиøеì выpажение (5) äëя тяãи пpопеëëеpа,
у÷итывая, ÷то в pассìатpиваеìой заäа÷е не тоëüко
коэффиöиент тяãи, но также ÷астота вpащения и
пëотностü возäуха, пpи котоpой äостиãается заäан-
ная скоpостü поäъеìа, зависят от коэффиöиента
скоpости λ: 

T = α(λ)ρ(λ)D4n2(λ). (25)

Пpи pаботе пpопеëëеpа на ìесте пpи 100 % ãаза
иìеет ìесто соотноøение

Gkт = α(0)ρ0D
4 . (26)

Чтобы пеpейти к относитеëüныì веëи÷инаì,
pазäеëиì выpажение (25) на (26):

 =  = . (27)

Pазäеëив ÷исëитеëü и знаìенатеëü пpавой ÷асти
соотноøения (27) на , поëу÷иì

 = , (28)

откуäа

T = Gkт . (29)

Поäставëяя выpажения äëя тяãи (29) и ëобовоãо
сопpотивëения (24) в уpавнение pавновесия (2) и
выпоëняя сокpащения, поëу÷аеì

kт  = 1 + Kx (λ)λ2 (λ). (30)

Из выpажения (30) ìожно найти зависиìостü
относитеëüной пëотности возäуха от коэффиöиен-
та скоpости:

(λ) = . (31)

Частота вpащения пpопеллеpа

В фоpìуëу (31) вхоäит неизвестная веëи÷ина
относитеëüной ÷астоты вpащения пpопеëëеpа (λ).
Дëя ее опpеäеëения поäставиì выpажение äëя тяãи
(2) в уpавнение ìехани÷еской хаpактеpистики äви-
ãатеëя (17). С у÷етоì (24) поëу÷иì

(λ) = 1 – [1 + Kx (λ)λ2 (λ)]. (32)

Фоpìуëа (32) не ìожет испоëüзоватüся непосpеä-
ственно äëя вы÷исëения (λ), оäнако из (31) ìожно
найти выpажение (λ) (λ):

(λ) (λ) = . (33)

Поäставëяя пpавуþ ÷астü фоpìуëы (33) в пpа-
вуþ ÷астü (32) вìесто (λ) (λ), поëу÷иì

(λ)= 1 – .(34)

Зависимость скоpости от высоты

Поëу÷енные фоpìуëы позвоëяþт найти зависи-
ìостü скоpости поäъеìа ìуëüтикоптеpа V от высо-
ты Н (назовеì ее скоpопоäъеìностüþ) в виäе па-
pаìетpи÷ески заäанной функöии. Pоëü паpаìетpа
пpи этоì испоëняет коэффиöиент скоpости λ. Из-
ìенение λ от 0 äо зна÷ения, пpи котоpоì (λ) = 1,
соответствует изìенениþ скоpости от нуëя äо ско-
pости веpтикаëüноãо поäъеìа у повеpхности Зеìëи,
а высоты — от потоëка висения äо нуëя.
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Высота в ìетpах в зависиìости от относитеëü-
ной пëотности возäуха в станäаpтной атìосфеpе
вы÷исëяется по фоpìуëе В. Бüеpкнеса [10]:

H(λ) = 44 300 , (35)

скоpостü — по фоpìуëе, котоpая сëеäует из соот-
ноøения (21):

V(λ) = λ (λ)Dn0. (36)

Относитеëüная ÷астота вpащения (λ), вхоäящая
в выpажение (36), опpеäеëяется по фоpìуëе (34),
а относитеëüная пëотностü возäуха (λ,) из выpаже-
ния (35) — по фоpìуëе (31). Данные äëя вы÷исëения
относитеëüных коэффиöиентов тяãи (λ) и ìощно-
сти (λ) по фоpìуëаì (11) пpивеäены в табë. 1.
Вìесто V(λ) ìожно pассìатpиватü относитеëü-

нуþ безpазìеpнуþ скоpостü (λ), опpеäеëеннуþ в
соответствии с фоpìуëой (21). Это позвоëит пpи
анаëизе скоpопоäъеìности уìенüøитü ÷исëо обсу-
жäаеìых ваpиантов.

Пpимеp pасчета

Выпоëниì pас÷ет скоpопоäъеìности äëя постpо-
енноãо автоpоì кваäpокоптеpа [11] со сëеäуþщиìи
паpаìетpаìи: поëетная ìасса 2,7 кã, ÷етыpе ìотоpа
T-Motor 3506, KV = 650 ìин–1•В–1, пpопеëëеpы
АPС 12x45MR äиаìетpоì 12 äþйìов, D = 0,30 ì,
ìаксиìаëüная тяãа оäной ВМГ 1,17•10–2 Н пpи
6255 ìин–1 и напpяжении питания U0 = 14,8 В.
Тяãовооpуженностü kт = 1,17•4/2,7 = 1,73. Диа-
ìетp эквиваëентной по ëобовоìу сопpотивëениþ
кpуãëой пëастины оöенивается в 0,15 ì, безpазìеp-
ный коэффиöиент ëобовоãо сопpотивëения в этих
усëовиях Kx = 1,13. Обоpоты хоëостоãо хоäа
n0 = 650•14,8 = 9620 ìин–1 = 160,3 с–1, коэффи-
öиент жесткости хаpактеpистики äвиãатеëя η100 =
= 6255/9620 = 0,65. Pасс÷итанный по этиì äанныì
ãpафик зависиìости скоpости веpтикаëüноãо поäъ-
еìа и высоты показан на pис. 3.
Максиìаëüная скоpостü поäъеìа на уpовне

Зеìëи 10,95 ì/с, ìаксиìаëüная высота (потоëок
висения) 8926 ì.

Потолок висения

Поëу÷енные pезуëüтаты позвоëяþт вы÷исëитü
потоëок висения ìуëüтикоптеpа. Дëя этоãо äоста-
то÷но поäставитü в соответствуþщие фоpìуëы λ = 0.
У÷итывая, ÷то (0) = 1 и (0) = 1, из соотнощения
(34) поëу÷аеì

(0) = 1 – . (37)

Из фоpìуëы (31) с у÷етоì выpажения (37) сëеäует

(0) = . (38)

Потоëок висения в ìетpах выpажается фоpìуëой

Hвис = 44 300• . (39)

Зависимость от хаpактеpистик пpопеллеpа

Как виäно из фоpìуëы (39), потоëок висения не
зависит от аэpоäинаìи÷еских хаpактеpистик пpо-
пеëëеpа. Оäнако в фоpìуëы, опpеäеëяþщие скоpо-
поäъеìностü на ìенüøих высотах, вхоäят коэффи-
öиенты тяãи (λ) и ìощности (λ). Чтобы пpи
изу÷ении вëияния паpаìетpов ìуëüтикоптеpа на
скоpостü поäъеìа не pассìатpиватü кажäый пpо-
пеëëеp в отäеëüности, ìожно попытатüся унифи-
öиpоватü хаpактеpистики пpопеëëеpов.
Зна÷ения ноpìиpованных коэффиöиентов тяãи

(λ) и ìощности (λ) пpи λ = 0 pавны 1. Зна÷е-
ния же коэффиöиента скоpости, пpи котоpых ко-
эффиöиент тяãи становится pавныì нуëþ (обозна-
÷иì λmax), äëя pазëи÷ных пpопеëëеpов существен-
но отëи÷аþтся. Чтобы найти эти зна÷ения, нужно
pеøитü кваäpатное уpавнение α0 + α1λ + α2λ2 =0.
Вы÷исëенные такиì обpазоì зна÷ения λmax пpиве-
äены в табë. 1.
На pис. 4 показана äиаãpаììа скоpопоäъеìности,

pасс÷итанная äëя тpех пpопеëëеpов: АPС 8x45MR,
АPС 12x45MR и АPС 18x55MR. Пpи этоì по оси
абсöисс отëожены зна÷ения /λmax, т. е. относитеëü-
ная скоpостü, ноpìиpованная зна÷енияìи λmax.
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Pис. 3. Диагpамма скоpоподъемности мультикоптеpа

α β

n
1 η100–( )

kт
-------------------

ρ
η100 kт

kт η100 1–+
------------------------

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ 2

1
η100 kт

kт η100 1–+
------------------------

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ 2/4,256

–

α β

Pис. 4. Ноpмиpованные диагpаммы скоpоподъемности

α β

v



430 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 17, № 6, 2016

Как виäно, отëи÷ия в хоäе кpивых невеëики.
Поэтоìу в äаëüнейøих pас÷етах буäеì испоëüзо-
ватü хаpактеpистики пpопеëëеpа АPС 12x45MR.
Чтобы поëу÷итü пpибëиженные зна÷ения относи-
теëüной скоpости поäъеìа äëя äpуãоãо пpопеëëеpа,
ìожно воспоëüзоватüся фоpìуëой

 = , (40)

ãäе звезäо÷кой обозна÷ены äанные пpопеëëеpа
АPС 12x45MR.

Скоpоподъемность у повеpхности Земли

Чтобы опpеäеëитü ìаксиìаëüнуþ скоpостü веp-
тикаëüноãо поäъеìа у повеpхности Зеìëи, нужно
найти зна÷ение коэффиöиента скоpости λ, пpи ко-
тоpоì относитеëüная пëотностü возäуха (λ) pавна 1,
т. е. pеøитü относитеëüно λ уpавнение (31) с ëевой
÷астüþ, pавной 1. Затеì по фоpìуëаì (34) и (21)
вы÷исëяþтся относитеëüная ÷астота вpащения и
относитеëüная безpазìеpная скоpостü поäъеìа.
В табë. 2 пpивеäены pасс÷итанные такиì спо-

собоì зна÷ения относитеëüной безpазìеpной ско-
pости v äëя pазëи÷ных зна÷ений тяãовооpуженно-
сти, коэффиöиента ëобовоãо сопpотивëения Kx
и коэффиöиента жесткости хаpактеpистики äвиãа-
теëя η100. Pас÷ет выпоëнен с испоëüзованиеì ноp-
ìиpованных аэpоäинаìи÷еских коэффиöиентов
пpопеëëеpа АPС 12x45MR.
Данные табë. 2 ìожно испоëüзоватü äëя опpеäе-

ëения скоpопоäъеìности пpи äpуãих зна÷ениях па-
pаìетpов путеì интеpпоëяöии табëи÷ных зна÷ений. 
В табë. 3 äëя пpиìеpа äаþтся зна÷ения абсоëþт-

ной скоpости поäъеìа у повеpхности Зеìëи äëя
кваäpокоптеpа из пpивеäенноãо выøе пpиìеpа:
пpопеëëеp äиаìетpоì 12 äþйìов (D = 0,30 ì), обо-
pоты хоëостоãо хоäа 9620 ìин–1 (n0 = 160,3 с–1).

Зависимость от напpяжения питания

Напpяжение аккуìуëятоpной батаpеи (АКБ)
уìенüøается по ìеpе pасхоäования ее заpяäа. По-
этоìу, напpиìеp, зависиìостü, показаннуþ на ãpа-
фике на pис. 3, неëüзя испоëüзоватü äëя pас÷ета
вpеìени поäъеìа ЛА на заäаннуþ высоту. Этот ãpа-
фик ëиøü показывает, с какой скоpостüþ ìожет
поäниìатüся ЛА на заäанной высоте пpи тоì же на-
пpяжении питания, пpи котоpоì опpеäеëяëся запас
тяãи. В pассìотpенноì выøе пpиìеpе это 14,8 В —
ноìинаëüное напpяжение батаpеи из ÷етыpех ëи-
тий-поëиìеpных аккуìуëятоpов.
Чтобы не увеëи÷иватü ÷исëо паpаìетpов заäа÷и

пpи у÷ете изìенения напpяжения АКБ, ìожно вы-
÷исëитü зна÷ения тяãовооpуженности и коэффи-
öиента жесткости ìехани÷еской хаpактеpистики
äвиãатеëя äëя винтоìотоpной ãpуппы (ВМГ),
pаботаþщей пpи изìенивøеìся напpяжении.
Дëя этоãо нужно опpеäеëитü кооpäинаты то÷ки A′
(pис. 5) на хаpактеpистике ВМГ по известныì ко-
оpäинатаì то÷ки A.

На pис. 5 øтpихоì отìе÷ены паpаìетpы ìотоpа,
pаботаþщеãо пpи напpяжении , отëи÷ноì от U0.
Обозна÷иì коэффиöиент изìенения напpяжения

u = . (41)

v v *
λmax

λmax
---------
*

ρ

Pис. 5. Хаpактеpистика ВМГ пpи изменении напpяжения питания

Табëиöа 2
Относительная скороподъемность у поверхности Земли

Kx η100

Тяãовооруженностü kT

1,25 1,50 1,75 2,00 2,25 2,50

Относитеëüная скоростü 

0,0
1,0 0,1783 0,2707 0,3294 0,3704 0,4008 0,4243
0,8 0,1399 0,2273 0,2859 0,3277 0,3590 0,3832
0,6 0,1032 0,1787 0,2328 0,2725 0,3026 0,3261

1,0
1,0 0,1623 0,2445 0,2986 0,3378 0,3678 0,3917
0,8 0,1306 0,2088 0,2621 0,3013 0,3315 0,3556
0,6 0,0988 0,1679 0,2176 0,2546 0,2834 0,3063

2,0
1,0 0,1505 0,2255 0,2760 0,3134 0,3426 0,3663
0,8 0,1233 0,1948 0,2443 0,2813 0,3103 0,3339
0,6 0,0952 0,1593 0,2055 0,2405 0,2680 0,2903

v

Табëиöа 3
Скороподъемность у поверхности Земли

Kx η100

Тяãовооруженностü kT

1,25 1,50 1,75 2,00 2,25 2,50

Скоростü, ì/с

0,0
1,0 8,7 13,2 16,1 18,1 19,6 20,7
0,8 6,8 11,1 14,0 16,0 17,5 18,7
0,6 5,0 8,7 11,4 13,3 14,8 15,9

1,0
1,0 7,9 11,9 14,6 16,5 18,0 19,1
0,8 6,4 10,2 12,8 14,7 16,2 17,4
0,6 4,8 8,2 10,6 12,4 13,8 15,0

2,0
1,0 7,4 11,0 13,5 15,3 16,7 17,9
0,8 6,0 9,5 11,9 13,7 15,2 16,3
0,6 4,7 7,8 10,0 11,8 13,1 14,2

U0′

U0

U0
-----

′
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Хаpактеpистики äвиãатеëя пpи pазëи÷ноì на-
пpяжении питания пpеäставëяþт собой паpаëëеëü-
ные ëинии. Пpи этоì 

 = KV = un0. (42)

Из уpавнения хаpактеpистики äвиãатеëя (16)
пpи λ = 0 (тяãовооpуженностü опpеäеëяется пpи
pаботе на ìесте) поëу÷аеì 

n = n0 – T. (43)

Накëон хаpактеpистики не ìеняется пpи из-
ìенении напpяжения. У÷итывая, ÷то T100 = Gkт,
a  = G , ìожно записатü:

 =  –  =

=  – . (44)

Уpавнение хаpактеpистики пpопеëëеpа:

n = n10 , (45)

äëя то÷ки A′:

 = n100  = n100 . (46)

Поäставëяя  из фоpìуëы (46) в соотноøе-
ние (44), поëу÷иì уpавнение äëя нахожäения  —
коэффиöиента тяãовооpуженности пpи изìенен-
ноì напpяжении:

n100  =  – . (47)

Pазäеëиì выpажение (47) на n0. Поëу÷иì

η100  = u – . (48)

Обозна÷иì x = , соответственно,  = x2.
Тоãäа из соотноеøния (48) поëу÷аеì уpавнение:

(1 – η100)x
2 + η100x – kтu = 0. (49)

Пpи η100 = 1 еãо pеøениеì явëяется

x = u;  = kтu
2. (50)

Пpи η100 < 1 pеøениеì буäет оäин из коpней
кваäpатноãо уpавнения (49):

x = ;

 = kт . (51)

Обозна÷иì коэффиöиент пеpес÷ета тяãовооpу-
женности :

= (52)

 = kт. (53)

Дëя нахожäения коэффиöиента жесткости ха-
pактеpистики äвиãатеëя пpи изìененноì напpяже-
нии pазäеëиì ëевуþ и пpавуþ ÷асти уpавнения (44)
на , а затеì ÷исëитеëü и знаìенатеëü äpоби в
пpавой ÷асти pазäеëиì еще и на n0:

 = 1 –  = 1 – . (54)

Фоpìуëы (52), (53) и (54) с у÷етоì (41) и (42) по-
звоëяþт äëя pас÷ета скоpости поäъеìа и потоëка
висения пpи напpяжении, отëи÷ноì от тоãо, пpи
котоpоì опpеäеëяëасü тяãовооpуженностü, воспоëü-
зоватüся пpивеäенныìи выøе pезуëüтатаìи, поëу-
÷енныìи без у÷ета изìенения напpяжения.
На pис. 3 показана äиаãpаììа скоpопоäъеìности

ìуëüтикоптеpа пpи напpяжении, пониженноì äо
14,0 В. Pас÷ет выпоëнен по сëеäуþщиì паpаìетpаì:
коэффиöиент изìенения напpяжения u = 14,0/14,8 =
= 0,946; коэффиöиент пеpес÷ета тяãовооpуженно-
сти  = 0,921 по фоpìуëе (52) пpи η100 = 0,65; из-
ìененный коэффиöиент тяãовооpуженности  =

kт = 0,921•1,73 = 1,59; изìененный коэффиöи-
ент жесткости хаpактеpистики äвиãатеëя по фоp-
ìуëе (54)  = 0,659; обоpоты хоëостоãо хоäа

= un0 = 0,946•160,3 = 151,7 с–1.
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The aim of the research is to study the dependence of the ascensional rate of electric multicopter from the height. Ascent
rate is calculated for the operation of electric drive with 100 % of the throttle. The following facts are considered: brushless
electric motors, which functioning does not depend on the air density and height, are used; fixed geometry rotors are used; the
weight of the aircraft during the flight remains unchanged; the battery voltage decreases as its charge runs down; except for
the time of start, the inertial forces do not play a significant role in a vertical flight. Rate of climb on the ground and hovering
ceiling are determined. The dependence of the multicopter vertical velocity on the altitude was discovered. The calculation
takes into account thrust-weight ratio, electric motor characteristics and drag force. Dependence is defined as a parametric
function with advance ratio as a parameter. The formula of the hovering ceiling is proposed. Approximated aerodynamic charac-
teristics of propellers used in multicopters are provided. The dependence of the rate of climb of the aerodynamic characteristics
of the propeller is examined. A method of adaptation of the results for different propellers is proposed. The calculation of the
rate of climb on the ground requires a numerical solution of the equation with advance ratio as the unknown. Solution results
for several parameters values are presented as a table. These data can be used for calculation of climb as an interpolation
of table values. The method of calculation of the rate of climb and hovering ceiling with changing supply voltage is proposed.
Instead of increasing the dimension of the problem, it’s proposed to perform the calculation of the thrust-weight coefficients
and inflexibility of the engine characteristics for altered supply voltage. Examples of calculation per the method proposed are
provided for a quadcopter built by the author.
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