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Уточнение оценок показателей сложности схем
и автоматизация их эффективного пpименения

Введение

Оäниì из важнейøих äостижений науки и тех-
ники пpоøëоãо стоëетия явиëосü созäание и øиpо-
кое испоëüзование эëектpонных вы÷исëитеëüных
(öифpовых) ìаøин (ЭВМ). Понятно, ÷то вопpосы
pаöионаëüноãо пpоектиpования таких ìаøин пpи-
вëекëи вниìание боëüøоãо ÷исëа у÷еных и конст-
pуктоpов. Появиëасü и стаëа успеøно pазвиватüся
отpасëü инфоpìаöионных (коìпüþтеpных) техно-
ëоãий, в заäа÷и котоpых воøëи: созäание, pазвитие
и экспëуатаöия инфоpìаöионных систеì, в тоì
÷исëе pазëи÷ноãо типа пpеобpазоватеëей äискpет-
ной инфоpìаöии. Они называþтся äискpетныìи,
иëи öифpовыìи, автоìатаìи. Дëя них пpостейøи-
ìи ìатеìати÷ескиìи ìоäеëяìи явëяþтся буëевы
функöии, пpивносящие в теоpиþ и пpактику их
pеаëизаöии (в кëассах фоpìуë и схеì из функöио-
наëüных эëеìентов) свои пpобëеìы относитеëüно
сëожности. Иссëеäования сëожности фоpìуë и
схеì веäутся в pазных напpавëениях [1—7]: выбоp
базиса, ìетоäа, тpебований к показатеëяì сëожно-
сти—ка÷ества синтеза. Пpи выбоpе базиса испоëü-
зуþтся теоpеìа о поëноте систеìы буëевых функ-
öий и теоpеìа о äвух систеìах, всëеäствие ÷еãо
ìожно поëу÷атü оöенки сëожности пpеäставëения
функöий в äpуãих базисах [4, 8, 10, 12]. То÷нее, с
у÷етоì свойств, в сфоpìуëиpованных äвух теоpе-
ìах о базисах, äëя кажäоãо из них ìожно пеpес÷и-
тыватü оöенки сëожности еãо пpеäставëения ÷еpез
äpуãой [4].
Особо важной явëяется заäа÷а вывоäа оöенки

показатеëя сëожности пpи пpеäставëении буëевой
функöии в кëассах фоpìуë и схеì. Напpиìеp, äëя
базиса G1 и пpоизвоëüной функöии f (n) поëу÷ена

оöенка сëожности LA(n) m 2,25•2n – 4, ãäе А — спе-
öиаëüный аëãоpитì, пpеäназна÷енный äëя уëу÷-
øения ка÷ества синтеза схеì с ìенüøей тpуäоеì-
костüþ [4].
Дëя pеøения этой заäа÷и в сëу÷ае поëу÷ения

ãpубой оöенки выбpанноãо показатеëя сëожности
в pаботе пpиìеняется ìетоä, основанный на функ-
öионаëüных уpавнениях (pекуppентных соотноøе-
ниях). Метоä бëизок к пpиìеняеìоìу pанее ìетоäу
стpуктуpно-функöионаëüной äекоìпозиöии ("от
функöии", "от аpãуìентов"). Есëи пpиìеняеìый
анаëити÷еский ìетоä стpуктуpно-функöионаëü-
ной äекоìпозиöии äает ãpубуþ оöенку показатеëя
сëожности, то уто÷нение аëãоpитìа äëя вы÷исëи-
теëüноãо ìетоäа позвоëяет ее уëу÷øитü [8—12].
Итак, pассìатpивается заäа÷а pеаëизаöии буëе-

вых функöий в кëассе фоpìуë и схеì из функöио-
наëüных эëеìентов (ФЭ) в pазных базисах. Поëу÷ае-
ìые пpи этоì схеìы пpиìеняþтся в äискpетных
ëоãи÷еских устpойствах обpаботки инфоpìаöии и
упpавëения, от сëожности—ка÷ества котоpых за-
висят основные хаpактеpистики вы÷исëитеëüной и
упpавëяþщей техники [1—5].
Испоëüзуеìые обозна÷ения [8—12]:
⎡x⎤ — пpибëижение ÷исëа х с избыткоì (наи-

ìенüøее öеëое, не ìенüøее ÷исëа х); "&" иëи "•" —
конъþнкöия (то÷ка — знак уìножения — ìожет
также пpиìенятüся äëя обозна÷ения аpифìети÷е-
скоãо уìножения). 

Основные понятия

Пустü f (n) (F (n)) — буëева функöия (фоpìуëа),
зависящая от n существенных пеpеìенных из ìно-

Исследуется задача pеализации пpоизвольной булевой функции в классе фоpмул и схем из функциональных элементов в стан-
даpтном базисе и базисе Жегалкина. Пpедлагается констpуктивный метод синтеза фоpмул и схем на основе pекуppентных со-
отношений (функциональных уpавнений), сопpовождаемого получением заpанее аналитических веpхних оценок pазличных по-
казателей сложности (по числу букв; числу подфоpмул; по числу функциональных элементов; по глубине фоpмулы и по глубине
схемы), в том числе и для схем минимальной сложности. Пpи необходимости уточнения веpхних оценок сложности пpедла-
гается вычислительный алгоpитм.
Ключевые слова: булевы функции, синтез фоpмул и схем, функционал, декомпозиция, сложность, минимизация, функцио-
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жества X = {x1, ..., xn) (обозна÷ение функöии и за-
äаþщей ее фоpìуëы иноãäа совпаäает, т. е. F (n) —
это обозна÷ение буëевой функöии и соответствуþ-
щей фоpìуëы).
Поä базисоì G пониìаеì коне÷нуþ функöио-

наëüно поëнуþ систеìу буëевых функöий. В тео-
pети÷еских иссëеäованиях и пpиëожениях äëя
ìножества всех буëевых функöий ÷асто pассìатpи-
ваþт станäаpтный базис G1 = {&, ∨, –} иëи базис
Жеãаëкина G3 ={&, ⊕, 0, 1). Пpи синтезе схеì иì
соответствуþт базисы из функöионаëüных (ëоãи÷е-
ских) эëеìентов (ФЭ). С÷итаеì, ÷то функöия f (n)

заäается фоpìуëой F (n) в базисе G3 иëи базисе G1.
Пpи пpеäставëении буëевой функöии f (n) супеp-

позиöионной фоpìуëой  в опpеäеëенноì ба-
зисе пpиìеняþтся констpуктивные опеpаöии [8—9].
В ка÷естве ìеpы сëожности пpеäставëения функ-
öии f фоpìуëой F иëи схеìой S из ФЭ опpеäеëяеì
соответствуþщие показатеëи (äискpетные функöио-
наëы): Lб( f,G) — суììаpное ÷исëо вхожäений сиì-
воëов пеpеìенных (букв) в фоpìуëу F; LF ( f,G) —
÷исëо базисных поäфоpìуë в F (n); LS( f,G) — ÷исëо
ФЭ в схеìе S; DepF ( f,G) — ãëубина фоpìуëы F;
DepS ( f,G) — ãëубина схеìы S, опpеäеëяеìая как
наибоëüøее ÷исëо ФЭ в öепо÷ке сpеäи всех öепо-
÷ек, соеäиняþщих вхоä с выхоäоì.
По пpакти÷ескиì сообpаженияì показатеëи

сëожности (функöионаëы) ìиниìизиpуеì. Пpи
пpеäставëении буëевых функöий в кëассе фоpìуë
(вкëþ÷ая скобо÷ные) äëя ìиниìизаöии показате-
ëей сëожности испоëüзуþтся эквиваëентные пpе-
обpазования, а в кëассе схеì äëя ìиниìизаöии
÷исëа ФЭ äопоëнитеëüно пpиìеняется ветвëение
некотоpых их выхоäов [8—10].
Сëожностüþ LS( f,G) функöии f в кëассе схеì S

из ФЭ в базисе G называется ìиниìаëüная сëож-
ностü схеìы S сpеäи всех схеì, pеаëизуþщих f.

Декомпозиция, анализ и синтез
логических моделей (фоpмул и схем)
на основе функциональных уpавнений

Дëя ìиниìизаöии показатеëей сëожности син-
теза фоpìуë список ìатеìати÷еских сpеäств из
теоpии буëевых функöий pасøиpяется и испоëüзу-
ется в аëãоpитìах синтеза. Их уäобно поëу÷атü с
поìощüþ функöионаëüных уpавнений (ФУ) [9—12].
Опpеделение 1. Пустü X — ìножество буëевых

пеpеìенных; g(2) — äвухìестная буëева функöия,
заäаþщая на÷аëüный ÷ëен f (2) посëеäоватеëüности
изу÷аеìоãо кëасса функöий f (n)(Х ), n l 2, и h(2) —
функöия pекуpсии, вхоäящие в базис G иëи пpеä-
ставиìые ÷еpез базисные функöии. Тоãäа pекуp-
pентное соотноøение, поëу÷аеìое на основе опе-
pаöии супеpпозиöии,

(X ) = h( (X1), (X2)), (1)

ãäе X1 ∪ X2 = X, Х1 ∩ Х2 = ∅, n1, n2 ∈ N, n = n1 + n2,
назовеì основныì функöионаëüныì уpавнениеì

(ФУ), несìотpя на ÷астный хаpактеp ìестности
функöий g(2) и h(2). Данное опpеäеëение ФУ отëи÷но
от пpивеäенноãо в pаботах [6, 7].
Соотноøение (1) пpиìеняется к аpãуìентаì

функöии h и так äаëее, позвоëяя поëу÷итü супеp-
позиöионнуþ фоpìуëу , pеаëизуþщуþ функ-
öиþ f (n). Можно сказатü, ÷то ФУ пpеäставëяет со-
бой констpуктивный ìетоä постpоения буëевых
функöий опpеäеëенноãо кëасса на основе заäан-
ных с испоëüзованиеì соответствуþщеãо pекуp-
pентноãо соотноøения, а также pазбиения äанной
функöии в опpеäеëеннуþ коìпозиöиþ базисных
функöий.
На основе ФУ (1) пpеäëаãается в ка÷естве пpи-

ìеpа сëеäуþщая ãpуппа ФУ. Пpи n1 = n – 1, n2 = 1
поëу÷аеì ФУ типа 1:

f (n) = h( f (n – 1), xn).

Дëя сиììетpи÷еских функöий пpи n = 2s, s = 1,
2, ..., n1 = n2 = n/2 поëу÷аеì ФУ типа 2 (äëя па-
pаëëеëüной äекоìпозиöии):

f (n)(X ) = h(f (n/2)(X1), f
(n/2)(X2)),

т. е. коне÷ное n-ìножество аpãуìентов pазбивается
попоëаì.
Пpи n1 = n – 2, n2 = 2 это буäет ФУ типа 3:

f (n) = h(3)(f (n – 2), xn–1, xn),

ãäе h(3) — тpехìестная буëева функöия.

Аналитический метод вывода веpхних оценок 
сложности (базовый случай)

Пpиìениì ìетоä ФУ äëя pеаëизаöии пpоиз-
воëüной буëевой функöии f (n) ∈ P2 фоpìуëой F (n)

и поëу÷ения пpи этоì веpхней оöенки сëожности
LF (в базисе G3). Буëева функöия f

(n) зависит от пе-
pеìенных из ìножества X = {x1, ..., хn} и заäается
поëиноìоì Жеãаëкина F (n) = K1 ⊕ ... ⊕ Ki ⊕...⊕ Km,
ãäе Ki — ìонотонная эëеìентаpная конъþнкöия
pанãа ri, пpи÷еì r1 l ... l ri l ... l rm, 1 m i m m. Такой
поëиноì Жеãаëкина называется канони÷ескиì,
еãо эëеìентаpные конъþнкöии pаспоëожены в со-
ответствии с поpяäкоì "l". Вектоp r = (r1, ... ri, ..., rm)
заäает стpоение поëиноìа Жеãаëкина. Пpи этоì
опpеäеëяеì еще вектоp p = (p1, ..., pj, ..., pn) повто-
pяеìости пеpеìенных из ìножества X в фоpìуëе
F (n), т. е. пеpеìенная xj, 1 m j m n, повтоpяется в
фоpìуëе F (n) pj pаз.

Нахоäиì j: pj = (p1, ..., pi, ..., pn). Тоãäа ФУ

на основе набоpа ìетоäов (1) иìеет виä

F (n) = ((xj• ) ⊕ , (2)

ãäе нижние инäексы 0 и 1 — ноìеpа соответствуþ-
щих остато÷ных функöий, pассìатpиваеìых на оä-
ноì ìножестве X ′ = X \{хj}.

Fс.ф
n( )

f
n1 n2+( )

f
n1( )

f
n2( )

Fс.ф
n( )

max
i

F0
n 1–( ) F1

n 1–( )
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Пpиìеняя к  и  ФУ (2) и так äаëее,

поëу÷иì супеpпозиöионнуþ фоpìуëу . Кажäое

пpиìенение ФУ (2) поpожäает не боëее äвух базис-
ных функöий из G3 и не боëее äвух остато÷ных

функöий  и . Испоëüзуя посëеäова-

теëüно ФУ (2) и суììиpуя оöенки-зна÷ения сëож-
ности LF, вывоäиì веpхнþþ оöенку сëожности äëя
общеãо сëу÷ая:

LF (F (n), G3) = [LF (F0) + LF (F1)] + 2 =
= [LF (F00) + LF (F01) + LF (F10) + LF (F11)] + 6 =
= ... = Σ*j[(LF (F0...00) + LF (F0...01) + LF (F0...10) +

+ ... + LF (F1...11)] + 2•(2 j–1 – 1) m

m 3•2n – 2 + 2•(2n – 2 – 1) =
= 5•2n – 2 – 2 = (5/4)•2n – 2, (3)

т. е. LF (F (n), G3) m (5/4)•2n – 2, ãäе j — текущий
ноìеp øаãа äекоìпозиöии (2) (1 m j m n – 2);
Σ*j[(LF (F0...00) + LF (F0...01) + LF (F0...10) + ... +
+ LF(F1...11)] — суììиpование зна÷ений показатеëя
сëожности по ÷исëу базисных функöий, выпоëняе-
ìое äëя øаãа j, по всеì остато÷ныì функöияì, ÷ис-
ëо котоpых посëе кажäоãо øаãа ìожет уäваиватüся.
На pис. 1 пpеäставëена иëëþстpаöия ìетоäа (2).
Такиì обpазоì, исхоäная функöия (и поëу÷ае-

ìые остато÷ные) F (n), в общеì сëу÷ае, pазбивается
на äве боëее пpостые по сpавнениþ с ней и äве ба-
зисные (äвухìестные), соеäиняþщие пеpвые функ-
öии и выäеëяеìуþ пеpеìеннуþ хi в оäну фоpìуëу.
Пpоöесс пpоäоëжается, пока все остато÷ные функ-
öии такиì обpазоì (на основе äекоìпозиöии) не
пеpейäут в pазpяä pеаëизованных. Так буäет поëу-
÷ена супеpпозиöионная фоpìуëа  и оöенка

LF ( , G3). По фоpìуëе  изоìоpфныì обpа-
зоì стpоится схеìа S без ветвëения, не искëþ÷ая
возìожности на сëеäуþщеì этапе синтеза устpа-
нитü этот пpобеë.
Заìетиì, ÷то вна÷аëе по ìеpе выпоëнения аë-

ãоpитìа (2) ÷исëо остато÷ных функöий, как пpа-
виëо, уäваивается, а саìи функöии упpощаþтся. Пpи
этоì ÷исëо базисных функöий, соеäиняþщих их в
оäну фоpìуëу, увеëи÷ивается. Обсужäаеìый аëãо-
pитì на основе ФУ (2) относится к аëãоpитìаì
ãpаäиентноãо типа, он позвоëяет стpоитü фоpìуëу

, pеаëизуþщуþ функöиþ f (n), возìожно, с ìи-
ниìаëüныì зна÷ениеì показатеëя LF, за ÷исëо
øаãов j, 1 m j < n.

Pисунки, сопpовожäаþщие пpоектиpование схеì
из ФЭ, поìоãаþт ãëубже осìысëиватü созäаваеìое
и "оживëяþт" pезуëüтат.

Pекуppентное соотноøение (2) пpиìеняется äëя
поëу÷ения супеpпозиöионной фоpìуëы , а со-
отноøение (3) — äëя поëу÷ения соответствуþщей
оöенки сëожности LF ( , G3). В общеì сëу÷ае
оöенка (3) ìожет бытü ãpубой, поэтоìу äаëее äо-
поëниì ее оöенкой, поëу÷енной вы÷исëитеëüныì
ìетоäоì.
Дëя буëевых функöий из с÷етных кëассов не-

тpуäно поëу÷аþтся сëеäуþщие оöенки сëожности
(испоëüзуеìые äаëее в аëãоpитìе синтеза фоp-
ìуëы) [8]:
пустü поëиноì Жеãаëкина f (n) = (x1•...•xn–1) ⊕ xn,
n l 3, m = 2, тоãäа LF (F (n), G3) = n – 1;
пустü f (n) = (x1•х2) ⊕ х3 ⊕ х4 ⊕ ... ⊕ хn, n l 3,
r1 = 2, r2 = r3 = ... = 1, тоãäа LF (F (n), G3) = n – 1.
Дëя наãëяäности и уäобства сpавнения пpеäста-

виì pезуëüтаты в оäной табë. 1.
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n 1–( ) F1

n 1–( )

Fс.ф
n( )

F0
n 1–( ) F1

n 1–( )

Pис. 1. Иллюстpация метода синтеза схемы на основе функ-
циональных уpавнений

Fс.ф
n( )

Fс.ф
n( ) Fс.ф

n( )

Fс.ф
n( )

Fс.ф
n( )

Fс.ф
n( )

Табëиöа 1

n — 
÷исëо 
пере-

ìенных

F(n) — 
тип 
поëи-
ноìа

Lб(F
(n)) — 

сëож-
ностü по 

÷исëу букв

(F(n))(LS(F
(n))) — 

сëожностü по ÷исëу 
базисных функöий 

(ФЭ)

(F(n)) =

= (5/4)2n – 2

7 140 66 158

7 42

26 — схеìа без ветв-
ëения (кëасс форìуë)

16 — схеìа
с ветвëениеì

158

7 F(7) 10
6 (ìиниìаëüное 
преäставëение
форìуëы/схеìы)

158

9 F(9) 15
8 (ìиниìаëüное 
преäставëение
форìуëы/схеìы)

638

10 — — — 1278

Примечание. (F(n)) — уто÷ненное зна÷ение показатеëя

сëожности по ÷исëу базисных функöий äëя функöии F(n)

(иëи LS(F
(n)) — ее схеìы, есëи это отìе÷ено),

 (F(n)) = (5/4)2n – 2 (стоëбеö 5) — зна÷ение анаëити-
÷еской оöенки (3) показатеëя сëожности по ÷исëу базисных
функöий (LF) äëя буëевой функöии от n переìенных.
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Пpимеp 1. В пpиìеpе изу÷аþтся буëевы функ-
öии f (n) ∈ P2 (в базисе Жеãаëкина G3) из ÷етыpех
с÷етных кëассов (табë. 1, стоëбеö 2) и поëу÷ены
оöенки показатеëя сëожности äëя pазных способов
еãо пpеäставëения в кëассе фоpìуë F и кëассе схеì S.
Класс F (7) (обозна÷ение функöии и заäаþщей

ее фоpìуëы ìожет совпаäатü, т. е. F (7) — это обозна-
÷ение буëевой функöии и фоpìуëы). Пустü зäесü
функöия f (7) заäается поëиноìоì Жеãаëкина:

F (7) = x1•x2•x3•x4 ⊕ x2•x3•x5 ⊕ x3•x6 ⊕ x7,

стpоения r = (4, 3, 2, 1). Тpебуется пpеäставитü ее
в кëассе скобо÷ных фоpìуë, ìиниìизиpуя зна÷е-
ние показатеëя сëожности LF ( ).
Составиì табëиöу повтоpяеìости пеpеìенных xi,

i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, в фоpìуëе F (7) (табë. 2).

Выпоëниì эквиваëентные пpеобpазования фоp-
ìуëы F (7) в базисе G3 в соответствии с ФУ (2):

F (7) = x1•x2•x3•x4 ⊕ x2•x3•x5 ⊕ x3•x6 ⊕ x7 =
= x3•(x1•x2•x4 ⊕ x2•x5 ⊕ x6) ⊕ x7 =
= x3•(x2•(x1•x4 ⊕ x5) ⊕ x6) ⊕ x7 =

= х3•(х2•((х1•х4) ⊕ х5) ⊕ х6) ⊕ х7 = .

Пpи этоì найäена äекоìпозиöия функöии f (7)

в базисе G3 и поëу÷ена эквиваëентная бесповтоp-
ная скобо÷ная фоpìуëа  с ìиниìаëüной сëож-
ностüþ LF ( )min = 6. Также оäнозна÷но опpе-
äеëен поpяäок вы÷исëения фоpìуëы .
Класс . Выбиpаеì функöиþ из äpуãоãо

кëасса, заäаваеìуþ сиììетpи÷ескиì поëиноìоì
Жеãаëкина  (табë. 1, стpока 2). Pассìотpиì
pазные пpеäставëения этой функöии, поëу÷ая со-
ответствуþщие оöенки показатеëей сëожности
(табë. 1, стpока 2). Эти зна÷ения буäут äостиãатüся
пpи пpеäставëении этоãо же поëиноìа в кëассе схеì,
т. е. LF ( ) = LS( ) = 26 (табë. 1, стpока 2).
Сëожностü пpеäставëения этоãо же поëиноìа Же-
ãаëкина (функöии) ìожно еще уìенüøитü в кëассе
схеì. Дëя этоãо вна÷аëе ìиниìизаöия состоит в
пpивеäении поëиноìа Жеãаëкина в скобо÷нуþ
фоpìуëу на основе свойств буëевой аëãебpы (пpи-
ìенения эквиваëентностей). Затеì пpи синтезе за-
веpøаþщей схеìы S, pеаëизуþщей заäаннуþ
функöиþ , испоëüзуеì ветвëение выхоäов оп-
pеäеëенных функöионаëüных эëеìентов и поëу-
÷аеì схеìу из 16 функöионаëüных эëеìентов, т. е.
LS( ) = 16. Pезуëüтаты ветвëения выхоäов на-
ãëяäно пpеäставëяþтся pис. 2.

Анаëоãи÷но поëу÷аеì оöенки äëя функöий из
кëасса .
Замечание 1. На основе пpиìеpа 1 ìожно стpоитü

с÷етные кëассы буëевых фоpìуë опpеäеëенноãо
стpоения, хаpактеpизуеìых ìиниìаëüной сëожно-
стüþ LF(F(n)) пpеäставëения (äоказываеìой ìетоäоì
ìатеìати÷еской инäукöии). В ка÷естве пpостоãо
бëижайøеãо пpиìеpа пpеäëаãается функöия, заäа-
ваеìая поëиноìоì Жеãаëкина F (9) (класс F (9)),
стpоения r = (5, 4, 3, 2, 1), т. е.

F (9) = x2•x3•x4•x5•x9 ⊕ x2•x3•x6•x9 ⊕
⊕ x2•x7•x9 ⊕ x8•x9 ⊕ x1 =

= x9•(x2•(x3•(x4•x5 ⊕ x6) ⊕ x7) ⊕ x8) ⊕ x1 = .(4)

Миниìаëüное зна÷ение показатеëя LF (F (9))min = 8.
Анаëити÷ески и из табë. 1 сëеäует вывоä: пpи

возpастании n зна÷ения показатеëей Lб(F
(n)),

(F (n))min и (F (n)) сëожности буëевых функ-
öий F (n) соответственно синхpонно увеëи÷иваþтся
(сì. табë. 1, стоëбöы 1, 3—5), но пpоãнозиpуеìые
оöенки сëожности возpастаþт быстpее (стоëбеö 5),
коãäа необхоäиìо наобоpот [8—12].
Анаëизиpуя pезуëüтаты, ìожно сказатü, ÷то пpи

увеëи÷ении пеpеìенной n на еäиниöу пpоãнози-
pуеìая оöенка увеëи÷ивается пpибëизитеëüно в
äва pаза (сì. табë. 1, стpоки 3—5).
Замечание 2. Вывеäенные оöенки сëожности

пpеäставëения буëевых функöий поëезно испоëü-
зоватü äëя автоìатизаöии синтеза буëевых фоpìуë
и ëоãи÷еских схеì, пpеäставëяя поëу÷аеìые pе-
зуëüтаты в виäе табë. 1.
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Pис. 2. Минимальная по сложности LF (F (n))min схема, pеали-
зующая функцию F2

7( )
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′ LF″
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Пpи созäании пpоãpаìì äëя ин-
теëëектуаëизаöии аëãоpитìа синтеза
фоpìуë и схеì пpеäусìатpивается
возìожностü саìоìоäификаöии (и на-
стpойки) пpиìенитеëüно к конкpет-
ной буëевой фоpìуëе. Испоëüзуеìые
сpеäства (посëе пpиìенения эквива-
ëентностей): в кëассе фоpìуë —
скобки, в кëассе схеì S — ветвëение
выхоäов отäеëüных функöионаëüных
эëеìентов.
Пpиìениì обсужäаеìые ìетоäы

синтеза фоpìуë и схеì в öеëях опpе-
äеëения оöенок сëожности функöии
F (9), заäаваеìой поëиноìоì Жеãаëки-
на F (9). Дëя этоãо вна÷аëе испоëüзуеì
ìетоä посëеäоватеëüной стpуктуpно-
функöионаëüной äекоìпозиöии (ìож-
но пpиìенятü ìетоä ФУ (2)) и поëу-
÷аеì сëеäуþщие зна÷ения показате-
ëей сëожности:

LF (F (9), G3)min = LS(F (9), G3)min = 8,

DepF(F (9), G3)min =

= DepS(F (9), G3)min = 8 (pис. 3, а).

Затеì испоëüзуеì ìетоä паpаëëеëüной стpук-
туpно-функöионаëüной äекоìпозиöии (ìожно пpи-
ìенятü также ìетоä ФУ (2)) и поëу÷аеì сëеäуþщие
зна÷ения показатеëей сëожности:

LF (F (9), G3) = LS(F (9), G3) = 9,

DepF (F (9), G3) = DepS (F (9), G3)min = 6 (pис. 3, б).

Вычислительный метод получения
веpхних оценок сложности

Поãpеøностü поëу÷аеìой оöенки (3) ìожет бытü
боëüøой (сì. пpиìеp 1 и табë. 1). Поэтоìу пpеä-
ëаãается сëеäуþщий вы÷исëитеëüный ìетоä поëу-
÷ения оöенки LF на основе оpиãинаëüноãо ìатpи÷-
ноãо пpеäставëения поëиноìа Жеãаëкина. Метоä
отëи÷ается от пpеäëоженноãо в pаботе [12] и по-
звоëяет ÷исëенно поëу÷атü веpхнþþ оöенку иëи
ìиниìаëüное зна÷ение сëожности LF на основе
ФУ (2) в базисе G3 [8—10].

Алгоpитм опpеделения сложности булевой функции 
в базисе Жегалкина

Используемые понятия и подготовка
начальных данных для алгоpитма синтеза
фоpмулы  и соответствующей схемы S

Пустü X = {x1, ..., xj, ..., xn} — ìножество буëевых
пеpеìенных. Пpоизвоëüная буëева функöия f (n) за-
äается поëиноìоì Жеãаëкина F (n) = K1 ⊕ ... ⊕ Ki ⊕
⊕ ... ⊕ Km в базисе G3 = {&, ⊕, 0, 1}, ãäе n — ÷исëо
пеpеìенных, m — äëина поëиноìа Жеãаëкина, Ki —
ìонотонная эëеìентаpная конъþнкöия pанãа ri,

1 m i m m, r = (r1, ... ri, ..., rm) — вектоp pанãов по-
ëиноìа Жеãаëкина, упоpяäо÷ивается äëя аëãоpитìа
оäин pаз (!) отноøениеì "l". Пpи äаëüнейøих пpе-
обpазованиях этот поpяäок сохpаняется, позвоëяя
уìенüøатü тpуäоеìкостü. Поëу÷аеì r1 l ... l ri l ... l rm.

Матpичная модель полинома Жегалкина
и ее свойства (достаточность для вычисления, 

пpеобpазований и дp.)

В öеëях pаöионаëüноãо пpеäставëения буëевой
функöии f (n) пpеäëаãается сëеäуþщая новая ìоäеëü äëя
поëиноìа Жеãаëкина F (n) = K1 ⊕ ... ⊕ Ki ⊕ ... ⊕ Km,
ãäе Ki — ìонотонная эëеìентаpная конъþнкöия
pанãа ri, 1 m i m m. Поëиноì F (n) пpеäставëяется с
поìощüþ ìатpиöы (ki, j) pазìеpоì m Ѕ n, вкëþ÷аеìой
в табë. 3 с ÷исëоì стpок (m + 1) и стоëбöов (n + 1).
Опpеäеëяþтся ìатpиöа и табëиöа сëеäуþщиì об-
pазоì. Посëе запоëнения ìатpиöы (ki, j) pазìеpоì
m Ѕ n в табë. 3 с ÷исëоì стpок (m + 1) и стоëбöов

Fс.ф
n( )

Табëиöа 3

x x1 ... xj ... xn r
K

K1 ... ... ... ... ... r1

... ... ... ... ... ... ...

Ki ... ... ki, j = 1 ... ... ri

... ... ... ... ... ... ...

Km ... ... ... ... ... rm

p p1 ... pj ... pn L = L

Pис. 3. Иллюстpация метода:
а — посëеäоватеëüной стpуктуpно-функöионаëüной äекоìпозиöии (ìожно пpиìе-
нятü также ìетоä ФУ (2)); б — паpаëëеëüной стpуктуpно-функöионаëüной äекоì-
позиöии (ìожно пpиìенятü также ìетоä ФУ (2))
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(n + 1) поäс÷итатü по фоpìуëаì ÷исëовые хаpакте-
pистики поëиноìа: вектоpы pанãов конъþнкöий r
и повтоpяеìости p пеpеìенных, а также исхоäнуþ
сëожностü Lб(F

(n)) поëиноìа.
Эëеìент ìатpиöы ki, j = 1, есëи xj ∈ {Ki}, 1 m j m n,

1 m i m m, ина÷е ki, j = 0 (1 m i m m, 1 m j m n), ãäе
поä сиìвоëоì {Ki} пониìаеì ìножество пеpеìен-
ных, обpазуþщих эëеìентаpные конъþнкöии Ki.

Заполнение и использование
основных таблиц алгоpитма

Поìиìо ìатpиöы (ki, j) pазìеpоì m Ѕ n, в табë. 3
пpисутствуþт стоëбеö n + 1 и стpока m + 1, кото-
pые запоëняþтся сëеäуþщиì обpазоì: 
вы÷исëяется и записывается в стоëбеö (1 m i m m,
n + 1) pанã

ri = ri,n+1 = kit, 1 m i m m,

эëеìентаpной конъþнкöии Ki; 

в стpоку (m + 1, 1 m j m n) вы÷исëяется и запи-
сывается ÷исëо pj повтоpений пеpеìенной xj,

1 m j m n, в фоpìуëе F(n), поäс÷итывается

pj = pm+1, j = kij, 1 m j m n,

и поëу÷ается вектоp p = (p1, ..., pj, ...pn) повтоpяе-
ìости пеpеìенных из ìножества X = {x1, ... xj, ..., хn}

в фоpìуëе F (n) (пеpеìенная xj, 1 m j m n, повтоpяется

в фоpìуëе F (n) pj pаз).

Также вы÷исëяется и записывается Lб = ri —

÷исëо букв в фоpìуëе F (n).
Pассìатpиваеìая выøе табëи÷ная ìоäеëü (табë. 3)

äопускает ее äаëüнейøее изу÷ение, pазвитие и
пpиìенение в аëãоpитìе ìиниìизаöии показатеëя
сëожности Lб(f

(n), G3) äëя фоpìуëы F. С поìощüþ
табë. 3 выäеëяеì тpи pазëи÷ных сëу÷ая äëя анаëи-
ти÷ескоãо изу÷ения фоpìуëы F: 

1. Есëи p1 = m и pj < m, 2 m j m n, то функöия f (n)

заäается сëеäуþщей фоpìуëой:

x1•F (n – 1) =

= x1•  ⊕ x1•  ⊕ ... ⊕ x1• ,

ãäе F(n – 1) =  ⊕  ⊕ ... ⊕  — по-

ëиноì Жеãаëкина степени (n – 1),

 = ri – m + 1,

ãäе  — зна÷ение показатеëя сëожности по ÷исëу

букв äëя текущеãо пpеобpазования фоpìуëы
F (n) (x1•F (n – 1)).

2. Есëи p1 = p2 = m и pj < m, 3 m j m n, то функöия
f (n) заäается сëеäуþщей фоpìуëой: 

х1•x2•F (n–2) = х1•x2•  ⊕ х1•x2•  ⊕

⊕ ... ⊕ x1•x2• ,

ãäе F (n–2) =  ⊕  ⊕ ... ⊕  — по-

ëиноì Жеãаëкина степени (n – 2),

 = ri – 2m + 2,

ãäе  — зна÷ение показатеëя сëожности по ÷исëу
букв äëя текущеãо пpеобpазования фоpìуëы
F (n) (x1•x2•F (n–2)).
Эти пpеобpазования позвоëяþт (ìиниìизиpо-

ватü) уìенüøитü зна÷ение показатеëя сëожности
Lб (f

(n), G3) на веëи÷ину
— äëя пеpвоãо сëу÷ая:

Lб –  = ri – ri – m + 1  = m – 1

и анаëоãи÷но äëя втоpоãо сëу÷ая:

Lб –  = 2•m – 2.

3. Дëя оставøеãося сëу÷ая äействуеì сëеäуþ-
щиì обpазоì.
Опpеäеëяеì ìаксиìаëüнуþ коìпоненту pj век-

тоpа p и ее инäекс j, т. е. pjmax = max(p1, ..., pj, ..., pn),
1 m j m n, и j — инäекс ìаксиìаëüно повтоpяþщей-
ся пеpеìенной xj. Итак, ìаксиìаëüно повтоpяþ-
щаяся пеpеìенная xj повтоpяется pj pаз (в сëу÷ае
нескоëüких оäинаковых инäексов выбиpаеì оäин
ëþбой из них).
Множество {Ki | 1 m i m m) ЭК поëиноìа F (n) pаз-

биваеì на äва поäìножества F0 и F1: пеpвое поä-
ìножество, ЭК котоpоãо соäеpжат пеpеìеннуþ xj,
обозна÷аеì как F ′(F ′ = F0); втоpое поäìножество,
ЭК котоpоãо не соäеpжат пеpеìеннуþ xj, обозна-
÷аеì F ′′ (F ′′ = F1). Пpи выпоëнении пеpестановок
в поëиноìах F ′ = F0 и F ′′ = F1 необхоäиìо сохpа-
нятü поpяäок не убывания ("l") по pанãаì эëеìен-
таpных конъþнкöий. В ìножестве F ′ эëеìентаp-
ных конъþнкöий выносиì пеpеìеннуþ xj за скоб-
ки, äëя остатка сохpаняя обозна÷ение F ′′.
Записываеì поëиноìы F ′ и F ′′ и их ÷исëовые

хаpактеpистики (анаëоãи÷но пpеäыäущеìу и со-
хpаняя поpяäок "l") в табë. 4. На кажäоì øаãе по-
ëу÷аеì äве (иëи оäну) такие стpоки (остато÷ные
фоpìуëы — поëиноìы F ′ и F ′′) с pезуëüтатаìи.

t 1=

n

∑

t 1=

m

∑

i 1=

m

∑

F1
n 1–( ) F2

n 1–( ) Fm
n 1–( )
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n 1–( ) F2

n 1–( ) Fm
n 1–( )

Lб′
i 1=

m
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Дëя оpãанизаöии öикëа ÷тения-записи табë. 4 в
аëãоpитìе испоëüзуþтся пеpеìенные:

t1 = 1, 2, ... — на÷аëо и пpоäоëжение записи
функöий F ′ и F ′′; ноìеp стpоки посëеäней функ-
öии, пpо÷итанной из табë. 4;

t2 = 1, 2, ... — на÷аëо и пpоäоëжение ÷тения
табë. 4; ноìеp стpоки посëеäней функöии, запи-
санной в табë. 4. Цикë ÷тения-записи табë. 4 пpо-
äоëжается, пока выпоëняется усëовие t1 > t2. В сëу-
÷ае истинности этоãо усëовия аëãоpитì пеpехоäит
к ÷тениþ поëиноìа из стpоки t1 табë. 4 в табë. 3.
Табë. 5 сëужит äëя записи ФЭ äëя ëоãи÷еской

схеìы S. Записü схеìы в табë. 5 пpеäставëена на
пpиìеpе F (7). 
Замечание. Дëя констpуиpования схеìы испоëüзу-

þтся тоëüко базисные äвухìестные ФЭ, обëаäаþ-
щие свойстваìи коììутативности и ассоöиатив-
ности. Поэтоìу поpяäок поäа÷и сиãнаëов на вхоäы
их ФЭ на этоì этапе (!) безpазëи÷ен (это зна÷и-
теëüно уìенüøает тpуäоеìкостü синтеза схеìы), но
на этапе pазpаботки топоëоãии схеìы важен.
В общеì сëу÷ае обозна÷ение ФЭ скëаäывается

из обозна÷ений сиãнаëов, поäаваеìых на вхоä ФЭ
с поìощüþ опеpаöии конкатенаöии. Есëи на вхоä
поäаþтся сиãнаëы x1 и f0, то обозна÷ение выхоäа
этоãо ФЭ сëеäуþщее: х1f0 (сëово из ÷етыpех букв),
в на÷аëüноì ваpианте — x1 f0; ìоãут бытü и такие
ваpианты обозна÷ений: x5f110 (анаëоãи÷но äëя на-
÷аëüноãо ваpианта х5 f110). Пpи этоì сохpаняется
функöиониpование (эквиваëентностü) схеì.

Фpагмент pаботы алгоpитма
(в скобах äаны коììентаpии) 

Шаг 1. Подготовка начальных данных
С÷итатü из файëа n, m, F (n) (с поìощüþ фоp-

ìаëüноãо языка по пpавиëаì заäается фоpìат вво-
äа фоpìуëы F (n), коppектностü котоpой пpи ввоäе
пpовеpяется).
Дëя исхоäной фоpìуëы F (n) запоëнитü табë. 3,

поëу÷ая вектоpы: 
r — вектоp pанãов (пpавый стоëбеö (с ноìеpоì

n + 1)), 
p — вектоp повтоpяеìости пеpеìенных (нижняя

стpока (с ноìеpоì m + 1)).
Пpисвоитü LF : = 0, t1 := 1, t2 := 0. 

Шаг 2. Пpовеpка частных случаев 
Шаг 2.1
Из табë. 3 поëу÷итü зна÷ение m.
Из табë. 3 опpеäеëитü pjmax := max(p1, ..., pj, ..., pn),
1 m j m n, и соответствуþщуþ пеpеìеннуþ xjmax
с инäексоì jmax = j. 
Шаг 2.2
Есëи m = 1, то

LF := LF + r1 – 1,
постpоитü паpаëëеëüнуþ схеìу в кëассе
"&", записатü поëу÷еннуþ схеìу в табë. 5. 
Пеpехоä к øаãу 4 (÷тение в табë. 3 из стpо-
ки t1 табë. 4). 

Шаг 2.3
Есëи pjmax = 1, то 

LF := LF + m – 1,
постpоитü паpаëëеëüнуþ схеìу в кëассе
"⊕", записатü поëу÷еннуþ схеìу в табë. 5. 
Пеpехоä к øаãу 4 (÷тение в табë. 3 из стpо-
ки t1 табë. 4). 

Шаг 3. Пpомежуточная итеpация 
Шаг 3.1
(Пpиìенитü ФУ (2) и опpеäеëитü пеpвуþ оста-
то÷нуþ функöиþ F ′ = F0.)
Есëи p1 = m и pj < m, 2 m j m n, то записатü в век-
тоp выносиìых пеpеìенных пеpеìеннуþ x1.
Ина÷е:
есëи p1 = p2 = m и pj < m, 3 m j m n, то записатü
в вектоp выносиìых пеpеìенных пеpеìеннуþ
х1, LF := LF + 1.
Ина÷е записатü в вектоp выносиìых пеpеìен-
ных пеpеìеннуþ xjmax.
Из табë. 3 выбpатü ноìеpа ЭК, соäеpжащих вы-
носиìые пеpеìенные.
Пеpеписатü их в новуþ табë. 3 (äëя опpеäеëенно-
сти назовеì ее табë. 3.1), сохpаняя поpяäок и ис-
кëþ÷ая из их состава выносиìые пеpеìенные.
Такиì обpазоì, поëу÷аеì поëиноì Жеãаëкина
F ′(F0), записанный в табë. 3.1.
Поäс÷итатü вектоpы r и p.
LF := LF + 1.
n′ := n – 1 (n′ — ÷исëо пеpеìенных поëиноìа
Жеãаëкина F ′)
m′ := pj (m′ — äëина поëиноìа Жеãаëкина F ′)

Табëиöа 5

№ по 
поряäку 
записи

Вхоä 1 Вхоä 2 Лоãи÷еский 
эëеìент

Форìуëа-
функöия

1 2 3 4

6 x1 x4 & f000

5 x5 f000 ⊕ f00

4 x2 f00 & x2f00

3 x6 x2f00 ⊕ f0
2 x3 f0 & x3f0
1 x3f0 x7 ⊕ F(7) = F7

& F&

⊕ F⊕

Табëиöа 4

n′ иëи n′′ m′ иëи m′′

Поëиноìы 
Жеãаëкина F ′ иëи 

F ′′, заäаваеìые 
табë. типа 3

Вывоäиìые 
резуëüтаты 

LF

1 2 3 4

1 n′ := n – 1 m′ := pjmax F ′ LF := LF + 1
2 n′′ := n′ m′′ := m – m′ F ′′ LF := LF + 1
3 ... ... ... ...
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В стpоку с ноìеpоì t2 табë. 4 записатü n′, m′, F ′.
t2 := t2 + 1.
Шаг 3.2
(Опpеäеëитü втоpуþ остато÷нуþ функöиþ F ′′ =
= F1 — поëиноìа Жеãаëкина F ′′ = F1 из табë. 4.)
Вы÷исëитü m′′ := m – m′ = m – pj (m′′ — äëина
поëиноìа Жеãаëкина F ′′).
Есëи m′′ > 0, то:

из табë. 3 выбpатü ноìеpа ЭК, не соäеp-
жащих выносиìые пеpеìенные.
Сохpаняя поpяäок, пеpеписатü выбpан-
ные ЭК в новуþ табë. 3 (äëя опpеäеëен-
ности назовеì ее табë. 3.2).
Такиì обpазоì, поëу÷аеì поëиноì Же-
ãаëкина F ′′(F1), записанный в табë. 3.2.
Поäс÷итатü вектоpы r и p.
Вы÷исëитü: n′′ := n′
(n′′ — ÷исëо пеpеìенных поëиноìа Же-
ãаëкина F ′′),
LF := LF + 1.
В стpоку с ноìеpоì t2 табë. 4 записатü n′′,
m′′, F ′′.
t2 := t2 + 1.
Записатü текущее выpажение в табë. 5. 

Шаг 4. Пpовеpка окончания итеpации и чтение
табл. 4 

t1 := t1 + 1; 
Есëи t2 > t1, то 

с÷итатü в табë. 3 поëиноì из стpоки t1
табë. 4, 
пеpехоä к øаãу 2.

(Дëя pезуëüтатов испоëüзуется табë. 4, в кото-
pуþ с на÷аëа pаботы пpоãpаììы записываеì не бо-
ëее äвух поëиноìов Жеãаëкина F ′ и F ′′ зa øаã, и
затеì, пока естü непpо÷итанные записи, из нее
(табë. 4) с÷итываеì по оäноìу поëиноìу.) 

Шаг 5. Фоpмиpование выходной инфоpмации
Вывоä pезуëüтата LF (F (n)) (супеpпозиöионной

фоpìуëы ).
На основе супеpпозиöионной фоpìуëы 

стpоится схеìа S без ветвëения, сопоставëяя изо-
ìоpфныì обpазоì кажäой базисной фоpìуëе свой
ëоãи÷еский эëеìент.
КОНЕЦ

Заключение

В инженеpной пpактике встpе÷аþтся пpобëеìы
(заäа÷и) автоìатизиpованноãо синтеза эффектив-
ных äискpетных устpойств обpаботки инфоpìаöии
и ëоãи÷ескоãо упpавëения объектаìи и пpоöессаìи.
От их pеøения зависят äостижения в разëи÷ных
обëастях науки и техники (инфоpìатики, энеpãе-
тики, pобототехники, тpанспоpта и äp.),

Пpостейøиìи ìатеìати÷ескиìи ìоäеëяìи äëя
таких устpойств явëяþтся буëевы функöии. Поэтоìу
факти÷ески pеøается сëожная заäа÷а: pеаëизаöия
буëевой функöии f (n) в заäанноì базисе в кëассе
фоpìуë (ДНФ, поëиноìов Жеãаëкина, скобо÷ных
фоpìуë) и в кëассе схеì S из функöионаëüных эëе-
ìентов (с ветвëениеì и без).
Пpи этоì сëожностü—ка÷ество pеаëизаöии оöе-

нивается с поìощüþ pазëи÷ных показатеëей:
по ÷исëу Lб(F

(n)) сиìвоëов пеpеìенных, по ÷исëу
LF (F (n)) базисных функöий (в кëассе фоpìуë);
по ÷исëу LS(F (n)) ФЭ в схеìе (в кëассе схеì S).
Дëя повыøения эффективности автоìатизаöии

синтеза важнуþ pоëü иãpаþт поëу÷ение и иссëеäо-
вание веpхних оöенок сëожности и вкëþ÷ение их
в аëãоpитìы автоìатизаöии.
Пpи сpавнении pезуëüтатов с поìощüþ табë. 1

показаны зависиìости от pазìеpности функöии и
заäания их фоpìуëаìи pазëи÷ноãо типа. Дëя сëу÷ая,
коãäа оöенки показатеëей сëожности заìетно pаз-
ëи÷аþтся, пpиìеняется вы÷исëитеëüный аëãоpитì.
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An important feature of modern scientific and technological revolution is the rapid growth of collecting and processing in-
formation in almost all areas of science and technology. This gives rise to a large number of difficult tasks (problems) for a
variety of reasons that people are not able to solve on their own because of their huge information capacity and complexity.
It should be noted that in recent years there has been a steady trend of increasing the role of computers in the task, which
is associated with problems of processing and presentation of data not only in quantitative terms but also in qualitative form — in
the form of relationships, text description, obtained in economics, medicine, biology etc. The creation and distribution of soft-
ware for data processing, which would allow users-nonprogrammers, working in various fields of science and technology, to
solve problems on the basis of a computer, is also extremely relevant. Improving computer element base occurs with great pre-
dominance increase the degree of integration in comparison with other parameters. Therefore, the primary means of increasing
productivity is to increase computer equipment — the number of gates used in it. In this paper we study the problem of im-
plementing any Boolean function in the class of formulas and — circuits of functional elements in standard and Zhegalkin bases.
An efficient method for the synthesis of formulas and schemes on the basis of the recurrence relations (functional equations),
followed by obtaining advance analytically upper estimates of various indicators of complexity (the number of letters, number
subformulas; on the number of functional elements over the depth of the formula and the depth of the circuit), including and
schemes for the minimum of difficulty. If necessary to clarify the upper bounds for the complexity, the computational algorithm
is being proposed.

Keywords: Boolean function, syntheses formula and circuit, decomposition, difficulty, minimization, functional of the
equation.
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Синтез быстpодействующих систем упpавления с использованием 
теоpии аналитического констpуиpования оптимальных pегулятоpов

Введение

Дëя повыøения пpоизвоäитеëüности ìноãих
техноëоãи÷еских пpоöессов, пpоизвоäственных аã-
pеãатов, эëектpоìехани÷еских систеì жеëатеëüно,
÷тобы систеìы упpавëения, вхоäящие в их состав,
отве÷аëи кpитеpиþ оптиìаëüности по быстpоäей-
ствиþ, котоpый непосpеäственно опpеäеëяет эффек-
тивностü их функöиониpования. Оäнако pеøение за-
äа÷ оптиìаëüноãо упpавëения по кpитеpиþ быстpо-
äействия в фоpìе обpатной связи, как показывает
анаëиз известных pабот [1—16], пpеäставëяет сеpü-
езнуþ теоpети÷ескуþ пpобëеìу äаже äëя объектов
относитеëüно невысокоãо поpяäка (n = 3, 4, 5). Поä-
÷еpкнеì, ÷то существует боëüøое ÷исëо, оöенивае-
ìое сотняìи, pабот, посвященных анаëизу и син-
тезу оптиìаëüных по быстpоäействиþ систеì
упpавëения (в списке ëитеpатуpы äанной статüи
указаны основные ìоноãpафии, суììаpная бибëио-
ãpафия котоpых от÷асти отpажает это ìножество
pабот). Анаëиз их установиë, ÷то заäа÷а быстpо-
äействия поëностüþ pеøена äëя объектов втоpоãо
поpяäка ìетоäоì фазовой пëоскости [1—3, 5, 6].
Дëя объектов тpетüеãо поpяäка быстpоäействуþщее
упpавëение то÷но (анаëити÷ески) найäено тоëüко
в отäеëüных сëу÷аях, в ÷астности, äëя тpех посëе-
äоватеëüно соеäиненных интеãpатоpов [2], соеäи-
нения äвух интеãpатоpов и апеpиоäи÷ескоãо звена
[1—3], соеäинения интеãpатоpа и äвух апеpиоäи÷е-
ских звенüев [1, 3]. Пpи этоì существенныì обpазоì
испоëüзоваëисü ãеоìетpи÷еские ìетоäы (постpое-
ния), напpиìеp, пpоекöии вынужäенных тpаекто-
pий объекта в тpехìеpноì фазовоì пpостpанстве
на соответствуþщие пëоскости [1, 2]. Дëя объектов
высокоãо поpяäка (n l 4) пpиìенение ìетоäа фа-
зовой пëоскости и ãеоìетpи÷еских постpоений су-
щественно затpуäнено, и, как сëеäствие, äëя них
пpакти÷ески неизвестны анаëити÷еские pеøения
заäа÷и быстpоäействия [16]. В связи с этиì ìноãо-

÷исëенные pаботы [4, 6—12] напpавëены на pазpа-
ботку pазëи÷ных способов нахожäения аппpоксиìа-
öионноãо pеøения заäа÷и оптиìаëüноãо быстpоäей-
ствия и, в ÷астности, на опpеäеëение pазнообpазных
аппpоксиìаöий повеpхности пеpекëþ÷ения опти-
ìаëüноãо pеëейноãо pеãуëятоpа [6, 7, 10, 12]. Pе-
зуëüтат такоãо pеøения называется квазиопти-
мальным упpавлением.
В настоящей pаботе äëя неëинейных объектов

с поëиноìиаëüныìи иëи äpобно-pаöионаëüныìи
хаpактеpистикаìи пpеäëожен новый аппpоксиìа-
öионный ìетоä нахожäения квазиоптиìаëüных по
быстpоäействиþ упpавëений в фоpìе ãëаäких
функöий, ваpüиpование опpеäеëенных паpаìетpов
котоpых (пpибëижение их зна÷ений к пpеäеëüно
ìаëыì) позвоëяет повыøатü степенü квазиопти-
ìаëüности систеìы, иìеþщей асиìптоти÷ески ус-
той÷ивое тpивиаëüное pеøение. Гëаäкостü функ-
öий упpавëения, аппpоксиìиpуþщих оптиìаëü-
ные pазpывные аëãоpитìы, позвоëяет:

1) к pеøениþ заäа÷и оптиìаëüноãо упpавëения
ìатеìати÷ески обоснованно пpиìенитü ìетоä äина-
ìи÷ескоãо пpоãpаììиpования P. Беëëìана [17, 19]
и теоpиþ анаëити÷ескоãо констpуиpования опти-
ìаëüных pеãуëятоpов (АКОP) [19, 20];

2) существенно уìенüøитü объеì вы÷исëений
пpи синтезе квазиоптиìаëüных систеì; 

3) искëþ÷итü скоëüзящий pежиì pаботы систе-
ìы, котоpый нежеëатеëен äëя ìноãих объектов
упpавëения. 
Метоä основан на пpеäставëении (аппpоксиìа-

öии) еäини÷ной функöии функöионаëа быстpоäей-
ствия поëожитеëüно опpеäеëенныìи поëиноìи-
аëüныìи иëи äpобно-pаöионаëüныìи функöияìи
в öеëях тpансфоpìаöии заäа÷и быстpоäействия в
соответствуþщуþ заäа÷у АКОP, котоpая äаëее pе-
øается известныì ìетоäоì — ìетоäоì степенных
pяäов [19].

Для шиpокого класса объектов с полиномиальными и дpобно-pациональными нелинейностями pазpабатывается метод син-
теза квазиоптимальных замкнутых систем упpавления высокого поpядка по кpитеpию быстpодействия. Данный метод ос-
нован на замене pешения задачи быстpодействия pешением соответствующей задачи аналитического констpуиpования оп-
тимального pегулятоpа для pассматpиваемого объекта по заданному опpеделенным обpазом функционалу качества. Для pе-
шения последней задачи модифициpуется известный метод степенных pядов А. А. Кpасовского.
Ключевые слова: нелинейный объект, кpитеpий быстpодействия, гладкая функция Беллмана, аналитическое констpуиpо-

вание оптимального pегулятоpа
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1. Постановка задачи быстpодействия 
и обоснование подхода к ее pешению

Pассìотpиì кëасс неëинейных объектов, äина-
ìика котоpых в непpеpывноì вpеìени t описывается
äиффеpенöиаëüныìи уpавненияìи состояния виäа

(t) = ai[X(t)] + bi[X(t)]u(t);

i = 1, 2, ..., n; |u(t)| m Umax = 1, (1)

ãäе xi(t) — фазовые кооpäинаты, составëяþщие
вектоp состояния X объекта и иìеþщие физи÷е-
ский сìысë откëонения пеpеìенных объекта от за-
äанноãо pежиìа; u(t) — сиãнаë упpавëения, оãpа-
ни÷енный веëи÷иной Umax; ai(X ) ≡ ai(x1, x2, ..., xn),
bi(X ) ≡ bi(x1, x2, ..., xn) — оäнозна÷ные поëиноìи-
аëüные иëи äpобно-pаöионаëüные функöии от коì-
понент вектоpа состояния. Такие ìоäеëи явëяþтся
типи÷ныìи, напpиìеp, äëя эëектpотехни÷еских
объектов, в ÷астности, äëя эëектpопpивоäа пpи
у÷ете еãо хаpактеpных неëинейностей.
Дëя äанных объектов иссëеäуется кëасси÷еская

заäа÷а быстpоäействия, фоpìуëиpуеìая сëеäуþщиì
обpазоì [1—3]: тpебуется найти аëãоpитì упpавëе-
ния в фоpìе обpатной связи u(Х ), пеpевоäящий
объект (1) из на÷аëüноãо состояния Х(0) = Х0 в ко-
не÷ное нуëевое с ìиниìаëüныì зна÷ениеì функ-
öионаëа быстpоäействия

I1 = 1•dt = Т → min. (2)

Пpи синтезе заìкнутых систеì оптиìаëüноãо
упpавëения ÷асто испоëüзуется ìетоä äинаìи÷е-
скоãо пpоãpаììиpования P. Беëëìана [17], основ-
ное функöионаëüное уpавнение котоpоãо äëя заäа÷и
(1), (2) иìеет виä

•[ai[X(t)] + bi[X(t)]u(t)]  = –1. (3)

Миниìизаöия выpажения в фиãуpных скобках
по упpавëениþ в указанной оãpани÷енной обëасти
позвоëяет найти оптиìаëüное упpавëение

u(Х ) = –sign bi[X(t)] (4)

÷еpез функöиþ Беëëìана S(X ). Поäставив упpав-
ëение (4) в уpавнение (3), поëу÷иì уpавнение в ÷а-
стных пpоизвоäных

ai(X ) –  = –1 (5)

äëя опpеäеëения функöии S(X ), называеìое уpав-
нениеì Гаìиëüтона—Якоби—Беëëìана (ГЯБ). Есëи
уpавнение (5) с кpаевыì усëовиеì S[X(T )] = 0 воз-
ìожно анаëити÷ески pеøитü, то в соответствии
с соотноøениеì (4) ëеãко нахоäится искоìый за-

кон оптиìаëüной обpатной связи. Оäнако отыска-
ние анаëити÷ескоãо pеøения уpавнения (5), äаже
пpибëиженноãо, встpе÷ает сеpüезные ìатеìати÷е-
ские и вы÷исëитеëüные тpуäности — уpавнение (5)
pеøено тоëüко äëя отäеëüных объектов втоpоãо и
тpетüеãо поpяäков [2, 17]. Посëеäнее обстоятеëüство
во ìноãоì опpеäеëяется наëи÷иеì в уpавнении (5)
неëинейности виäа ìоäуëüной функöии, котоpая
явëяется не äиффеpенöиpуеìой в то÷ке изìенения
знака пеpеìенной. Это пpивоäит к тоìу, ÷то функ-
öия Беëëìана оказывается pазpывной функöией
пpи опpеäеëенных зна÷ениях своих аpãуìентов
äаже äëя ëинейных объектов упpавëения. Данный
факт ставит поä соìнение пpавоìеpностü пpиìе-
нения äинаìи÷ескоãо пpоãpаììиpования в заäа÷е
быстpоäействия, так как пpи вывоäе соотноøений
(3), (4) и (5) апpиоpи пpеäпоëаãается äиффеpенöи-
pуеìостü функöии S(X ) [17]. По этой пpи÷ине öе-
ëесообpазен пеpехоä к синтезу квазиоптиìаëüных
быстpоäействуþщих систеì упpавëения с ãëаäки-
ìи функöияìи S(X ) и и(Х ).
Сеpüезныì pезуëüтатоì в указанноì напpавëе-

нии явëяется теоpия квазиоптиìаëüноãо быстpо-
äействия (ТКОБ), pазpаботанная пpофессоpоì
P. А. Нейäоpфоì и еãо у÷еникаìи [10—12]. В pа-
ботах P. А. Нейäоpфа заäа÷а оптиìаëüноãо по бы-
стpоäействиþ упpавëения pассìатpивается с то÷ки
зpения пpакти÷еской pеаëизуеìости асиìптоти÷е-
ски устой÷ивых систеì с обpатной связüþ. Исхоä-
ныì основопоëаãаþщиì pезуëüтатоì ТКОБ явëя-
ется утвеpжäение, ÷то äëя äинаìи÷ескоãо объекта
пеpвоãо поpяäка

(t) = u(t), |u(t)| m Umax

ìожно постpоитü ìатеìати÷ескуþ ìоäеëü КОБ
систеìы пеpвоãо поpяäка

 = Sran(x, ε), Sran(x, ε) = –Umaxx/ , ε > 0, (6)

в виäе äpобно-pаäикаëüной функöии Нейäоpфа
Sran(x, ε) [10, 11]. В ней ìаëый паpаìетp ε опpеäеëяет
заäаннуþ степенü пpибëижения квазиоптиìаëüноãо

упpавëения u(x) = –Umaxx/  к строãо опти-
ìаëüноìу закону упpавëения объектоì пеpвоãо по-
pяäка u(x) = –Umaxsign[x(t)].

Оттаëкиваясü от äанноãо pеøения заäа÷и быст-
pоäействия пеpвоãо поpяäка, в указанных работах
пpеäëаãаþтся ваpианты постpоения ìатеìати÷е-
ских ìоäеëей систеì КОБ боëее высокоãо поpяäка,
пpовоäятся иссëеäования неëинейных паpаìетpи-
÷ески настpаиваеìых функöий, аппpоксиìиpуþщих
pазpывные функöии оптиìаëüноãо упpавëения,
äоказывается свойство асиìптоти÷еской устой÷и-
вости тpивиаëüноãо pеøения, а также анаëизируþтся
способы напpавëенноãо фоpìиpования ε-паpаìетpи-
÷еской квазиоптиìаëüности в систеìах. Так, в pа-
боте [12] пpеäëаãается и иссëеäуется ìоäеëü КОБ
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систеìы n-ãо поpяäка, постpоенная на основе
функöии Нейäоpфа сëеäуþщиì обpазоì:

(7)

ãäе αi = const ≠ 0, εi = const > 0, i = 1, 2, ..., n. Пpи
такоì постpоении ìоäеëи пеpвая пеpеìенная состоя-
ний x1(t) обëаäает наибоëüøей инеpöионностüþ,
а посëеäняя пеpеìенная xn(t) стpоãо поä÷иняется
закону КОБ пеpвоãо поpяäка. Свойства квазиопти-
ìаëüности быстpоäействия посëеäоватеëüно пеpе-
äаþтся от х1(t) к xn(t), а интенсивностü пеpеäа÷и
опpеäеëяется паpаìетpаìи αi, εi, .
Пpеäëоженные законы обpатной связи, pеаëи-

зуþщие äвижение заìкнутой систеìы в соответст-
вии с уpавненияìи (7), как утвеpжäаþт их pазpа-
бот÷ики, пpиäаþт систеìаì упpавëения не тоëüко
свойство квазиоптиìаëüности по быстpоäействиþ,
но и свойства pобастности, асиìптоти÷еской ус-
той÷ивости в öеëоì и отëи÷аþтся относитеëüно
пpостой стpуктуpой в сpавнении со стpоãо опти-
ìаëüныìи упpавëенияìи. Отìе÷енные свойства
иссëеäуеìых систеì, на наø взãëяä, в основноì
опpеäеëяþтся ãëаäкостüþ функöий упpавëения и,
соответственно, буäут пpисущи систеìаì, синте-
зиpуеìыì пpеäëаãаеìыì äаëее ìетоäоì.
В pаботах äpуãоãо напpавëения — pаботах пpофес-

соpа В. В. Суpкова и еãо коëëеã [13—15] — пpи кон-
стpуиpовании быстpоäействуþщих систеì также
отказаëисü от опpеäеëения pазpывной функöии
Беëëìана, а на кажäоì интеpваëе упpавëения на-
хоäят непpеpывнуþ на неì функöиþ пеpекëþ÷е-
ния ψi(X ), и найäенные функöии в äаëüнейøеì со-
пpяãаþтся в еäинуþ функöиþ пеpекëþ÷ения ψ(X )
оптиìаëüной pеëейной систеìы упpавëения. В ос-
нове пpеäëоженноãо в этих pаботах ìетоäа синтеза
ëежит теоpеìа об интеpваëах упpавëения [13, 14],
котоpая пpи опpеäеëенных усëовиях утвеpжäает,
÷то äëя оптиìаëüноãо по быстpоäействиþ упpав-
ëения неëинейныì объектоì (1) n-ãо поpяäка не-
обхоäиìо и äостато÷но не боëее n интеpваëов
упpавëений виäа ui = –sign(ψi(X )). Эта теоpеìу
ìожно pассìатpиватü как pазвитие и уто÷нение
теоpеìы А. А. Феëüäбауìа [1—3] о n интеpваëах
постоянства зна÷ений упpавëения на неëинейные
объекты. В pаботах указанноãо напpавëения, в от-
ëи÷ие от А. А. Феëüäбауìа, за интеpваë упpавëения
пpиниìается пpоìежуток вpеìени, в те÷ение ко-
тоpоãо изобpажаþщая то÷ка äвижения объекта пе-
pехоäит на новуþ субповеpхностü пеpекëþ÷ения
ψi(X ) = 0, пpинаäëежащуþ (вëоженнуþ) повеpхно-
сти ψ(X ) = 0. Поä÷еpкнеì, ÷то пониìаеìый такиì
обpазоì интеpваë упpавëения ìожет соäеpжатü, на-

пpиìеp äëя осöиëëиpуþщих объектов, нескоëüко
интеpваëов постоянства зна÷ений упpавëения
(u = +1 иëи u = –1) — интеpваëов А. А. Феëüä-
бауìа. Пpи этоì кажäая непpеpывная функöия
ψi(X), i = 1, 2, ..., n, нахоäится pеøениеì соответст-
вуþщеãо уpавнения в ÷астных пpоизвоäных пеpвоãо
поpяäка, составëяеìоãо с испоëüзованиеì основ-
ноãо функöионаëüноãо уpавнения ìетоäа [13, 14].
Данный то÷ный ìетоä pеøения заäа÷ быстpоäей-
ствия сопpяжен с боëüøиì объеìоì вы÷исëений,
связанных с необхоäиìостüþ pеøения п уpавне-
ний в ÷астных пpоизвоäных и äаëüнейøиì сопpя-
жениеì найäенных pеøений.
В äанной pаботе пpеäëаãается ìетоä синтеза

квазиоптиìаëüных по быстpоäействиþ систеì
упpавëения, искëþ÷аþщий необхоäиìостü pеøения
боëüøоãо ÷исëа указанных уpавнений в ÷астных
пpоизвоäных и обеспе÷иваþщий обоснованное
пpиìенение пpоöеäуpы äинаìи÷ескоãо пpоãpаì-
ìиpования за с÷ет виäоизìенения кpитеpия быст-
pоäействия вкëþ÷ениеì сëаãаеìоãо ru2(t), оãpани-
÷иваþщеãо энеpãиþ сиãнаëа упpавëения:

I1 = (1 + ru2(t))dt → min, r > 0. (8)

Данный кpитеpий пpи r → 0 пpибëижается к ис-
хоäноìу функöионаëу (2), и еãо испоëüзование
пpи äостато÷но ìаëоì зна÷ении паpаìетpа r позво-
ëяет опpеäеëятü квазиоптиìаëüные по быстpоäей-
ствиþ упpавëения.
Пpиìенение ìетоäа äинаìи÷ескоãо пpоãpаì-

ìиpования к заäа÷е упpавëения (1), (8) позвоëяет
найти оптиìаëüное упpавëение

u(Х ) = –sat bi[X(t)] , (9)

в котоpоì станäаpтная функöия y(x) = sat(x) опpе-
äеëяется выpажениеì

y = 

В упpавëении (9) функöия Беëëìана в обëасти
ëинейности функöии sat уäовëетвоpяет уpавнениþ
в ÷астных пpоизвоäных

•ai(X ) – •bi(X )  = –q

(q = 1). (10)

Данное уpавнение в отëи÷ие от уpавнения (5),
соответствуþщеãо стpоãой заäа÷е быстpоäействия,
иìеет кваäpати÷нуþ неëинейностü, äиффеpенöиpуе-
ìуþ пpи ëþбоì зна÷ении аpãуìента. Это обеспе÷и-
вает äëя объектов (1) с поëиноìиаëüныìи (äpобно-
pаöионаëüныìи) неëинейностяìи существование
äиффеpенöиpуеìой функöии Беëëìана S(X) в фазо-
воì пpостpанстве объекта. Посëеäнее утвеpжäение
вытекает из известной теоpеìы Коøи—Коваëев-

(t) = – Sran(x1 + α1x2, ε1);

(t) = – Sran(x2 + α2x3, ε2);

...

 = – Sran(xn – 1 + αn – 1xn, εn – 1);

(t) = – Sran(xn, εn),
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ской [18], котоpая устанавëивает существование
еäинственноãо анаëити÷ескоãо pеøения äëя ана-
ëити÷еских äиффеpенöиаëüных уpавнений в ÷аст-
ных пpоизвоäных, т. е. äëя уpавнений, в котоpых
функöии ai(X ), bi(X ) пpеäставëяþтся степенныìи
pяäаìи, схоäящиìися в опpеäеëенных обëастях.
О÷евиäно, вывоä теоpеìы спpавеäëив и äëя уpав-
нений с поëиноìиаëüныìи функöияìи, явëяþщи-
ìися ÷астныì сëу÷аеì анаëити÷еских. Указанная
теоpеìа опpеäеëяет наäежный теоpети÷еский фун-
äаìент пpеäëаãаеìоãо поäхоäа к констpуиpованиþ
быстpоäействуþщих систеì упpавëения, состоя-
щеãо, в отëи÷ие от pабот [13—15], в нахожäении
pеøения оäноãо уpавнения в ÷астных пpоизвоäных
(10), с посëеäуþщиì опpеäеëениеì искоìой об-
pатной связи по выpажениþ (9).
В настоящее вpеìя пpакти÷ески еäинственныì

общиì ìетоäоì pеøения уpавнений в ÷астных пpо-
извоäных явëяется ìетоä степенных pяäов (МСP).
В теоpии оптиìаëüноãо упpавëения МСP наибоëее
pазpаботан [19, 20] äëя синтеза систеì, оптиìаëü-
ных по кваäpати÷ноìу функöионаëу ка÷ества и
функöионаëаì с поëиноìиаëüной поëожитеëüно
опpеäеëенной функöией Q(X ):

I2 = (Q(X ) + ru2(t))dt. (11)

Пpи констpуиpовании систеì упpавëения объек-
таìи (1) по кpитеpиþ (11) оптиìаëüное упpавëение
описывается выpажениеì (9), в котоpоì функöия
Беëëìана опpеäеëяется как pеøение уpавнения

αi(X) – bi(X)  = –Q(X).(12)

Данное уpавнение отëи÷ается от уравнения (10)
тоëüко пpавой ÷астüþ — вìесто константы q стоит
поëожитеëüно опpеäеëенная функöия Q(X ).
Метоä степенных pяäов pеøения уpавнения (12)

основан на опpеäеëении функöии Беëëìана в фоp-
ìе pяäа

S(X ) = Aijxixj + Aijkxi xjxk +

+ Aijkl xixj xkxl + ...

с искоìыìи коэффиöиентаìи Aij, Aijk, Аijkl, пpи÷еì
поëиноìиаëüные функöии ai(X ), bi(X ), Q(X ) уpав-
нения пpеäставëяþтся в анаëоãи÷ноì виäе. Метоä
пpеäпоëаãает выпоëнение сëеäуþщих пpоöеäуp.

1. Поäстановка в уpавнение (12) функöий S(X ),
ai(X ), bi(X ), Q(X ) в фоpìе поëиноìов, выпоëнение
опеpаöий пеpеìножения и суììиpования поëино-
ìов в öеëях пpивеäения ëевой ÷асти (12) к pезуëü-
тиpуþщеìу поëиноìу.

2. Составëение систеìы аëãебpаи÷еских уpавне-
ний äëя опpеäеëения искоìых паpаìетpов Aij, Aijk,
Аijkl пpиpавниваниеì коэффиöиентов пpи оäина-
ковых пpоизвеäениях кооpäинат объекта в ëевой и
пpавой ÷астях уpавнения (12).

3. Pеøение поëу÷енной систеìы аëãебpаи÷еских
уpавнений, котоpая pаспаäается на независиìые
поäсистеìы äëя коэффиöиентов Аij пpи кваäpати÷-
ных ÷ëенах функöии Ляпунова, äëя коэффиöиен-
тов Аijk пpи куби÷еских ÷ëенах и т. ä. Отìетиì, ÷то
÷исëо уpавнений в указанных поäсистеìах совпа-
äает с ÷исëоì неизвестных, а уpавнения äëя коэф-
фиöиентов ÷ëенов функöии Беëëìана тpетüей и
выøе степеней явëяþтся ëинейныìи и, как пpавиëо,
иìеþт оäнозна÷ные pеøения.
Оäнако äанный станäаpтный МСP непpиìениì

к уpавнениþ (10), так как еãо пpавая ÷астü не явëя-
ется отpиöатеëüно опpеäеëенной функöией, pавной
нуëþ в на÷аëе кооpäинат. Чтобы иìетü возìожностü
испоëüзоватü äанный ìетоä, необхоäиìо пpибëизитü
еäини÷нуþ функöиþ кpитеpия быстpоäействия
f 1(X ) = 1 в заäанной обëасти фазовоãо пpостpан-
ства X поëожитеëüно опpеäеëенной функöией, на-
пpиìеp, в фоpìе поëиноìа.
В связи с этиì в äанной pаботе пpеäпоëаãается

иссëеäоватü способы заäания функöии Q(X ) в функ-
öионаëе ка÷ества (11), связанные с аппpоксиìа-
öияìи выpажения f1(X) = 1, котоpые обеспе÷иëи бы
пpибëижение свойств систеì упpавëения объекта-
ìи (1), синтезиpованных по кpитеpиþ (11), к свой-
стваì систеì, оптиìаëüных по кpитеpиþ (8). Pазpа-
ботка ÷етких pекоìенäаöий по заäаниþ функöии
Q(X ) пpевpатит пpеäëоженный поäхоä констpуи-
pования в обоснованный ìетоä синтеза квазиоп-
тиìаëüных по быстpоäействиþ систеì.

2. Метод синтеза квазиоптимальных 
систем упpавления

2.1. Аппpоксимации функции кpитеpия. Пpи вы-
боpе поëожитеëüно опpеäеëенной функöии Q(X )
функöионаëа (11) необхоäиìо у÷итыватü äва ос-
новных тpебования, обеспе÷иваþщих бëизостü pе-
øений указанных заäа÷ упpавëения: 1) äанная
функöия äоëжна бытü как ìожно бëиже к функöии
f 1(X ) = 1 во всеì фазовоì пpостpанстве X объекта
за искëþ÷ениеì то÷ки Х = 0, в котоpой Q(0) = 0
(это обеспе÷ивает повыøение быстpоäействия систе-
ìы); 2) функöия Q(X ) äоëжна иìетü соответствуþ-
щуþ стpуктуpу, обеспе÷иваþщуþ возìожностü
пpиìенения станäаpтноãо ìетоäа степенных pяäов
в pеøении заäа÷и АКОP.
Втоpое тpебование непосpеäственно выäеëяет äва

кëасса функöий, в котоpых сëеäует искатü зависи-
ìостü Q(X ): 1) кëасс поëиноìов и 2) кëасс äpобно-
pаöионаëüных функöий. Иìенно эти функöии по-
звоëяþт пpиìенитü описанный ìетоä степенных
pяäов в иссëеäуеìой заäа÷е упpавëения.
В соответствии с pезуëüтатаìи pаботы [21]

äëя объектов, иìеþщих канони÷еский базис
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X = (x, , ..., x(n – 1))т, функöиþ Q(X) öеëесообpазно
заäаватü как функöиþ оäной выхоäной пеpеìен-
ной объекта Q(X ) = Q(x1). В указанной pаботе äëя
ëинейных объектов утвеpжäается, ÷то ввеäение в
кваäpати÷ный кpитеpий составëяþщих qi (t),
i = 2, 3, ..., n, увеëи÷ивает вpеìя пеpехоäных пpо-
öессов в оптиìаëüной систеìе, так как это пpиво-
äит к оãpани÷ениþ зна÷ений скоpости, ускоpения
и т. ä. выхоäной пеpеìенной. Есëи тепеpü у÷естü,
÷то f 1(x1) = 1 явëяется ÷етной функöией своеãо аp-
ãуìента, то пpихоäиì к вывоäу о необхоäиìости
искатü функöиþ Q(x1) в стpуктуpе поëиноìа 

Q(x1) = a1  + a2  + a3  + ... (13)

иëи äpобно-pаöионаëüной функöии

Q(x1) = (14)

с коэффиöиентаìи аi, bi, i = 1, 2, 3, ... .
Относитеëüно пpосто коэффиöиенты поëино-

ìиаëüной аппpоксиìаöии (13) pасс÷итываþтся ìе-
тоäоì наиìенüøих кваäpатов (МНК) [18], в кото-
pоì искоìые коэффиöиенты опpеäеëяþтся из ус-
ëовий ìиниìуìа сpеäнекваäpати÷ной оøибки
аппpоксиìаöии

J = dx,

т. е. pеøениеì систеìы уpавнений

аi = , k = 1, 2, ..., m, (15)

ãäе [–d, d] — pассìатpиваеìый интеpваë опpеäе-
ëения функöии.

Поëиноìиаëüные аппpоксиìаöии, постpоенные с
испоëüзованиеì уpавнений (15), с увеëи÷ениеì по-
pяäка äовоëüно ìеäëенно пpибëижаþтся к функöии
f 1(X ) = 1, пpи÷еì тоëüко на пpинятоì интеpваëе
аппpоксиìаöии; за пpеäеëаìи этоãо интеpваëа ап-
пpоксиìиpуþщие функöии неоãpани÷енно увеëи-
÷иваþтся по ìоäуëþ (pис. 1, а). Повеäение же
äpобно-pаöионаëüных функöий (14) пpинöипи-
аëüно иное. Напpиìеp, пpостейøая äpобно-pаöио-
наëüная аппpоксиìаöия

Q1(x1) = (16)

пpи боëüøих зна÷ениях аpãуìента пpакти÷ески сов-
паäает с еäиниöей, асиìптоти÷ески пpибëижаясü к
ней (pис. 1, б). Поэтоìу она пpи опpеäеëенных зна-
÷ениях паpаìетpа а обеспе÷ивает ìенüøуþ сpеä-
некваäpати÷ескуþ оøибку пpибëижения, ÷еì поëи-
ноì восüìой степени, коэффиöиенты котоpоãо
pасс÷итаны с поìощüþ МНК.
По указанныì пpи÷инаì пpи pеøении заäа÷и

упpавëения (1), (2) pекоìенäуется испоëüзоватü, как
пpавиëо, äpобно-pаöионаëüные аппpоксиìаöии и,
в ÷астности, (16). Паpаìетp а функöии (16) ìожно
также опpеäеëитü ìетоäоì наиìенüøих кваäpатов.
Оäнако поскоëüку веëи÷ина а в основноì вëияет
на скоpостü ìонотонноãо пpибëижения функöии к
еäиниöе и, соответственно, на веëи÷ину интеpваëа,
в котоpоì она существенно, напpиìеp, боëее ÷еì на
5 %, отëи÷ается от еäиниöы, то зна÷ение а ìожно
pасс÷итатü из äpуãих сообpажений. Так, напpиìеp,
зна÷ение а öеëесообpазно выбиpатü непосpеäст-
венно в пpоöессе синтеза (ìоäеëиpования).
Заìетиì, ÷то функöия (16) пpопоpöионаëüна

кваäpату функöии Нейäоpфа (6), ÷то свиäетеëüст-
вует об иäейной связи пpеäëаãаеìоãо ìетоäа син-
теза с ìетоäоëоãией pабот [10—12].
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2.2. Этапы метода синтеза. Поäытоживая выøе-
изëоженное, сфоpìуëиpуеì основные этапы пpеä-
ëаãаеìоãо ìетоäа синтеза квазиоптиìаëüных по
быстpоäействиþ систеì.

1. Заäаеì в соответствии с pекоìенäаöияìи pаз-
äеëа 2.1 поëожитеëüно опpеäеëеннуþ функöиþ Q(x1)
кpитеpия (11) в фоpìе поëиноìа (13) иëи äpобно-
pаöионаëüной функöии (14) (посëеäнее ÷асто
пpеäпо÷титеëüнее с то÷ки зpения то÷ности и, воз-
ìожно, объеìа вы÷исëений).

2. Опpеäеëяеì функöиþ Беëëìана äëя заäа÷и
АКОP (1), (11) как pеøение уpавнения ГЯБ виäа
(12) станäаpтныì ìетоäоì степенных pяäов.

3. Опpеäеëяеì по фоpìуëе (9) квазиоптиìаëü-
ное упpавëение.

4. Пpи ìоäеëиpовании синтезиpованной систеìы
упpавëения уто÷няеì зна÷ение паpаìетpа r кpите-
pия ка÷ества: зна÷ение r постепенно уìенüøается
äо ìоìента äостижения систеìой ìаксиìаëüноãо
быстpоäействия с äопустиìыì пеpеpеãуëиpованиеì.
Есëи испоëüзуется аппpоксиìаöия (16), то указан-

ная пpоöеäуpа осуществëяется совìестно с уто÷нени-
еì зна÷ение паpаìетpа а аппpоксиìаöии äëя пpи-
бëижения к той же öеëи — увеëи÷ения быстpоäей-
ствия систеìы пpи тpебуеìоì пеpеpеãуëиpовании.

5. Есëи жеëаеìоãо быстpоäействия синтезиpуе-
ìой систеìы не уäается äости÷ü, то увеëи÷ивается
степенü поëиноìа, аппpоксиìиpуþщеãо функöиþ
Беëëìана, и/иëи изìеняется аппpоксиìаöия функ-
öии Q(x1) кpитеpия и äаëее этапы 2—5 повтоpяþтся.

6. На закëþ÷итеëüноì этапе оöенивается то÷ностü
pеøения заäа÷и упpавëения, опpеäеëяеìая веëи-
÷иной [S(X0) – J(X0)]/S(X0), ãäе J(X0) — зна÷ение
функöионаëа (11), вы÷исëенное на тpаектоpии äви-
жения синтезиpованной систеìы из на÷аëüноãо
состояния Х0 äо коне÷ноãо X = 0. Есëи она не уст-
pаивает пpоектиpовщика, то пп. 1—6 повтоpяþтся
пpи повыøенной то÷ности аппpоксиìаöии функ-
öий Q(x1), S(X0).
Поä÷еpкнеì, ÷то анаëиз pезуëüтатов синтеза по

пп. 5 и 6, как пpавиëо, выпоëняется оäновpеìенно.
2.3. Анализ pаботоспособности метода синтеза.

Пpиìениì äанный ìетоä к pеøениþ заäа÷и быст-
pоäействия äëя пpостейøеãо объекта втоpоãо по-
pяäка

(t) = x2(t), (t) = u(t), |u(t)| m 1, (17)

äëя котоpоãо известен оптиìаëüный по быстpоäей-
ствиþ закон упpавëения [1, 2]

u(Х ) = –sign(x1 + 0,5х2|х2|). (18)

В äаëüнейøеì сpавнение упpавëения (18) с упpав-
ëениеì, найäенныì с пpиìенениеì пpеäëоженно-
ãо ìетоäа синтеза, позвоëит сäеëатü опpеäеëенные
вывоäы о pаботоспособности и особенностях ис-
сëеäуеìоãо ìетоäа.

2.3.1. Пpименение метода пpи полиномиальной ап-
пpоксимации функций. Пpеäпоëожиì, ÷то пpоекти-
pовщика СУ интеpесует äвижение объекта (17) пpи
изìенении кооpäинаты x1 в интеpваëе [–2.5, 2.5].
В соответствии с изëоженныì ìетоäоì квази-

оптиìаëüное по быстpоäействиþ упpавëение объ-
ектоì (17) нахоäиì по выpажениþ

u(Х ) = –sat , (19)

в котоpоì функöия Беëëìана S(X ) уäовëетвоpяет
сëеäуþщеìу уpавнениþ в ÷астных пpоизвоäных:

x2 – β  = –α1  – α2  – α3 ,(20)

ãäе β = 1/4r, α1 = 1,440, α2 = –0,507, α3 = 0,0502 (па-
pаìетpы α1, α2, α3 найäены pеøениеì уpавнений (15)). 

Уpавнение (20) pеøаеì ìетоäоì степенных pяäов

S(X ) = A11  + 2A12x1x2 + A22  + A111  +

+ A112 x2 + A122x1  + A222 ... .

Поäставëяеì этот pяä в уpавнение (20):

(2A11х1 + 2A12х2 + ...)х2 – β(2A12х1 + 2A22х2 + ...)2 =

= –α1  – α2  – α3 . (21)

Пpиpавниваниеì коэффиöиентов пpи кваäpа-
ти÷ных сëаãаеìых уpавнения (21) поëу÷аеì систеìу
уpавнений

: –4β  = α1, х1х1: 2A11 – 8βA12А22 = 0,

: 2А12 – 4β  = 0.

Ее pеøениеì опpеäеëяеì искоìые коэффиöи-
енты пpи кваäpати÷ных ÷ëенах функöии Беëëìана:

A12 = 0,5 , A22 = , A11 = 2βA12A22. 

Дëя указанных исхоäных паpаìетpов заäа÷и
упpавëения d = 2,5, r = 0,1 эти коэффиöиенты пpи-
ниìаþт зна÷ения A11 = 1,045, A12 = 0,379, A22 = 0,275.
Соответственно, пpиpавниваниеì коэффиöиен-

тов пpи сëаãаеìых уpавнения (21) тpетüей степени
поëу÷аеì систеìу оäноpоäных уpавнений (их пpа-
вые ÷асти pавны нуëþ). Так как ìатpиöа паpаìет-
pов этой систеìы ëинейных уpавнений явëяется
невыpожäенной, то поëу÷аеì A111 = A112 = А122 =
= A222 = 0. Анаëоãи÷ныì обpазоì устанавëиваеì, ÷то
A11111 = A11112 = A11122 = А11222 = A12222 = A22222 = 0,
и посëеäуþщие коэффиöиенты функöии Беëëìана
пpи ÷ëенах поëиноìа не÷етной степени также pав-
ны нуëþ.

x·1 x·2

1
2r
----• S X( )∂

x2∂
-----------

S X( )∂
x1∂

----------- S X( )∂
x2∂

-----------
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ 2

x1
2 x1

4 x1
6

x1
2 x2

2 x1
3

x1
2 x2

2 x2
3

x1
2 x1

4 x1
6

x1
2 A12

2

x2
2 A22

2

α1/β A12/2β



90 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 17, № 2, 2016

Пpиpавниваниеì коэффиöиентов пpи сëаãае-
ìых уpавнения (21) ÷етвеpтой степени поëу÷аеì
систеìу уpавнений

 : –4βA12A1112 = –α2,

: 4A1111 – β(8A12A1122 + 4A22A1112) = 0,

: 3A1112 – β(12A12A1222 + 8A22A1122) = 0,

х1 : 2А1122 – β(16A12A2222 + 12A22A1222) = 0,

: А1222 – 16βА22A2222 = 0.

Чисëенныì pеøениеì äанной систеìы ëиней-
ных аëãебpаи÷еских уpавнений нахоäиì зна÷ения
коэффиöиентов А1112 = –0,134, А1122 = –0,0386,
А1222 = –0,0165, A2222 = –0,0015 функöии Беëëìана.
Анаëоãи÷ныì обpазоì, ÷исëенныì pеøениеì

систеìы уpавнений, поëу÷енной пpиpавниваниеì
коэффиöиентов пpи сëаãаеìых уpавнения (21) øес-
той степени, нахоäиì зна÷ения коэффиöиентов
А111112 = 0,0132, A111122 = 3,43•10–3, А111222 =
= 4,15•10–3, A112222 = –4,814•10–8, A122222 =
= –1,398•10–8, A222222 = –8,458•10–10 искоìой
функöии Беëëìана и, соответственно, упpавëения

u(Х ) = –sat (A12x1 + 2A22х2 + A1112  +

+ ... + A222222 ) . (22)

Квазиоптиìаëüные систеìы упpавëения объек-
тоì (17) с законаìи обpатной связи u1(Х ), u3(Х ),
u5(Х ), поëу÷аеìыìи из соотноøения (22), соответ-
ственно, уäеpжаниеì тоëüко ëинейных сëаãаеìых,
тоëüко сëаãаеìых äо тpетüей степени и тоëüко сëа-
ãаеìых äо пятой степени, быëи пpоìоäеëиpованы с
испоëüзованиеì ìатеìати÷ескоãо пакета MathCAD.
Отäеëüные пеpехоäные пpоöессы пеpевоäа объекта
их на÷аëüноãо состояния Х0 = (2.5, 0)т в коне÷ное
нуëевое состояние пpеäставëены на ãpафиках pис. 2.
Пpи ìоäеëиpовании систеì упpавëения зна÷ение

паpаìетpа r = 0,1 быëо выбpано из усëовия наи-
ëу÷øеãо пpибëижения пеpехоäных пpоöессов сис-
теìы с законоì u5(Х ) к оптиìаëüныì пpоöессаì.
Оäнако быстpоäействие äанной систеìы tп.п ≈ 4 с
(pис. 2, б) существенно отëи÷ается от оптиìаëüноãо

 = 3,16 с, и пеpехоäной пpоöесс иìеет пеpеpе-
ãуëиpование.
Поä÷еpкнеì, ÷то систеìа упpавëения с законоì

u3(Х) оказаëасü неpаботоспособной — неустой÷ивой,
и поэтоìу ее пеpехоäные пpоöессы не указаны на
pис. 2. Явëение неустой÷ивости систеìы с упpавëе-
ниеì u3(Х ) в отëи÷ии упpавëений u1(Х ), u5(Х )
ìожно объяснитü теì, ÷то испоëüзуеìая пpи синтезе
упpавëения u3(Х ) функöия f3(х) = (65/3)х2 – 130х4,
аппpоксиìиpуþщая f1(x) = 1, в отëи÷ие от функ-
öий f1(х) = (65/3)х2 и f5(x) = (65/3)х2 – 130х4 +
+ (2210/7)х6, пpи боëüøих зна÷ениях аpãуìента
функöия не явëяется поëожитеëüно опpеäеëенной
из-за отpиöатеëüности сëаãаеìоãо с наибоëüøей ис-
поëüзуеìой степенüþ, ÷то наpуøает усëовия теоpе-
ìы устой÷ивости Ляпунова [20].
Обобщиì и уто÷ниì отìе÷енный факт о неустой-

÷ивости некотоpых систеì упpавëения, синтезиpуе-
ìых пpеäëаãаеìыì ìетоäоì. С испоëüзованиеì сис-
теìы уpавнений (15) в общеì сëу÷ае поëу÷ается ап-
пpоксиìаöия функöии f1(X) = 1 в фоpìе поëиноìа 

fm(x) = C1x
2 – C2x

4 + C3x
6 – C4x

8 + ... + Cmx2m =

= (–1)k – 1Сkх
2k, (23)

пpи÷еì, ÷то пpинöипиаëüно важно, с поëожитеëü-
ныìи коэффиöиентаìи Сk. Пpеäпоëожиì, ÷то пpи
синтезе квазиоптиìаëüноãо pеãуëятоpа ìы оãpани-
÷иваеìся опpеäеëениеì поëиноìиаëüной функöии
Беëëìана (она же явëяется функöией Ляпунова äëя
синтезиpуеìой систеìы), соäеpжащей ÷ëены с наи-
боëüøей степенüþ Ns = 2k. Есëи зна÷ение k — ÷ет-

ное, то соãëасно (23) коэффиöиент (–1)k – 1Сk буäет
отpиöатеëüныì, т. е. функöия (23), а соответствен-
но и функöия Беëëìана как pеøение уpавнения
ГЯБ (12), не явëяþтся поëожитеëüно опpеäеëен-
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Pис. 2. Пеpеходные пpоцессы в оптимальной и квазиоптимальных системах:
а — упpавëение (18) — tп.п = 3,16 с; б — упpавëение (22) — tп.п ≈ 4,0 с; в — упpавëение (26) — tп.п ≈ 3,3 с

1
2r
---- x1

3

x2
5

tп.п*

k 1=

m

∑



Мехатроника, автоматизация, управление, Том 17, № 2, 2016 91

ныìи в обëасти боëüøих откëонений систеìы,
а саìа систеìа упpавëения, соãëасно теоpеìе Ля-
пунова, неустой÷ивой в этой обëасти. Такиì обpа-
зоì, äоказано утвеpждение: äëя обеспе÷ения ус-
той÷ивости систеìы, синтезиpуеìой пpеäëожен-
ныì ìетоäоì, необхоäиìо заäаватü ìаксиìаëüное
зна÷ение степени Ns = 2k сëаãаеìых поëиноìиаëü-
ной функöии Беëëìана, соответствуþщее не÷етноìу
зна÷ениþ k, т. е. устой÷ивостü обеспе÷ивается
упpавëенияìи u1(Х ), u5(Х ), u9(Х ), ..., u2k – 1(Х ).

Это утвеpжäение, искëþ÷аþщее из pассìотpе-
ния поëовину неуäовëетвоpитеëüных упpавëений,
иìеет важное пpикëаäное зна÷ение.

2.3.2. Пpименение метода пpи дpобно-pациональной
аппpоксимации функций. Существенно боëее высо-
кое ка÷ество систеìы упpавëения быëо поëу÷ено
пpи испоëüзовании пpеäставëения еäини÷ной функ-
öии кpитеpия быстpоäействия выpажениеì

Q2(x1) = (b  + а2 )/(1 + a )2 (24)

с паpаìетpаìи а = 25, b = 55,5 и аппpоксиìаöии
функöии Беëëìана также äpобно-pаöионаëüныì
выpажениеì

S(X ) = A(X )/(1 + a ), (25)

ãäе А(Х ) — искоìый поëиноì:

А(Х ) = A11  + А12х1х2 + А22  + А1111  +

+ А1112 х2 + А1122  + А1122х1  + ... .

Еãо коэффиöиенты пpи r = 1,55 быëи найäены
ìетоäоì степенных pяäов: А11 = 32,086, А12 = 18,55,
А22 = 5,362, А1111 = 165,128, А1112 = 104,448, A1122 =
= 24,5, А1222 = –18,014, А2222 = –1,302.

Соãëасно уpавненияì (19), (24), (25) искоìый
закон обpатной связи пpиниìает виä 

u3(X) =

=–sat .(26)

Данный аëãоpитì упpавëения по стpуктуpе явëя-
ется боëее пpостыì в сpавнении с аëãоpитìоì (22):
÷исëо поëиноìиаëüных сëаãаеìых в упpавëении
(26) в äва pаза ìенüøе (5 в отëи÷ие от 10). В то же
вpеìя он явëяется и боëее бëизкиì к оптиìаëüноìу:
äëитеëüностü пеpехоäноãо пpоöесса по кооpäинате x1
соãëасно pис. 2, в пpибëизитеëüно pавна tп.п = 3,3 с
и бëизко к оптиìаëüноìу зна÷ениþ  = 3,16 с.
В связи с этиì упpавëение (26) боëее пеpспектив-
но äëя пpакти÷ескоãо испоëüзования.
Отìетиì, ÷то пpеäëоженный ваpиант ìетоäа син-

теза с испоëüзованиеì äpобно-pаöионаëüных функ-
öий (24), (25), показавøий своþ pаботоспособ-
ностü в pеøении заäа÷и быстpоäействия втоpоãо
поpяäка, быë также пpотестиpован в pеøении заäа÷
тpетüеãо поpяäка. Так, напpиìеp, с испоëüзованиеì
описанноãо ваpианта ìетоäа синтеза äëя объекта с
тpойныì интеãpиpованиеì (еäини÷ные паpаìет-
pы) пpи зна÷ениях а = 25, b = 2,22a, r = 3 быë по-
ëу÷ен сëеäуþщий закон упpавëения: 

u(X ) = sat {0,7093  + 6,9212 x2 +

+ 7,8529x1  + 109,8462x1  + 23,6460x3  +

+ 28,309  + 57,1858x1x3x2 + 0,1667[(19,515 +

+ 262,192 )x3 + (143,302  – 31,737)x2] –

– 0,1667(145,3095  + 25,8070)x1} (27)

Pис. 3. Пеpеходные пpоцессы систем упpавления тpетьего поpядка:
а — квазиоптиìаëüное упpавëение (27); б — оптиìаëüное упpавëение [3]
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(÷исëитеëü функöии Беëëìана (25) опpеäеëяëся в
виäе поëиноìа 4-й степени).

Pезуëüтаты ìоäеëиpования квазиоптиìаëüной и
оптиìаëüной систеì пpивеäены на pис. 3.
Как виäно из пpеäставëенных ãpафиков, пеpе-

хоäный пpоöесс в квазиоптиìаëüной систеìе иìеет
боëüøуþ äëитеëüностü и пеpеpеãуëиpование.
Оäнако, есëи äëитеëüностü пpоöессов в систеìе
изìеpятü по кооpäинате x1(t) и пpенебpе÷ü пеpеpе-
ãуëиpованиеì по этой кооpäинате, то поëу÷иì
tп.п ≈ 4 с, т. е. зна÷ение, бëизкое к стpоãо оптиìаëü-
ноìу. Пpи этоì поä÷еpкнеì, ÷то сëожностü стpук-
туpы закона упpавëения (27), оöениваеìая ÷исëоì
испоëüзуеìых ìатеìати÷еских опеpаöий, пpибëи-
зитеëüно эквиваëентна сëожности стpоãо опти-
ìаëüноãо упpавëения [3].
Необхоäиìо также отìетитü, ÷то в заäа÷ах опти-

ìаëüноãо быстpоäействия о÷енü остpо стоит пpо-
бëеìа поpяäка объекта, связанная со стpеìитеëü-
ныì pостоì объеìа вы÷исëений в опpеäеëении по-
веpхности пеpекëþ÷ения оптиìаëüноãо pеëейноãо
pеãуëятоpа пpи увеëи÷ении поpяäка объекта упpав-
ëения. Хотя в äанной pаботе пpивеäены пpиìеpы
пpиìенения пpеäëоженноãо ìетоäа синтеза квази-
оптиìаëüных pеãуëятоpов äëя объектов не выøе
тpетüеãо поpяäка, но важно указатü, ÷то теоpия
синтеза фоpìаëüно пpиìениìа äëя объектов пpо-
извоëüноãо поpяäка с указанныìи поëиноìиаëü-
ныìи и äpобно-pаöионаëüныìи неëинейностяìи,
пpи÷еì ìетоä синтеза äопускает относитеëüно
пpостуþ аëãоpитìизаöиþ с испоëüзованиеì совpе-
ìенных систеì коìпüþтеpной ìатеìатики. Так,
напpиìеp, в ìатеìати÷еской сpеäе Maple с пpиеì-
ëеìой то÷ностüþ и за пpиеìëеìое вpеìя быë син-
тезиpован квазиоптиìаëüный pеãуëятоp äëя объек-
та øестоãо поpяäка.

Заключение

В pаботе pазpаботан и стpоãо обоснован ìетоä
синтеза квазиоптиìаëüных по быстpоäействиþ pе-
ãуëятоpов äëя объектов высокоãо (n) поpяäка с поëи-
ноìиаëüныìи и äpобно-pаöионаëüныìи неëиней-
ностяìи, иìеþщий сëеäуþщие пpинöипиаëüные
особенности: 1) пpеäставëение еäини÷ной функ-
öии кpитеpия быстpоäействия поëожитеëüно опpе-
äеëенныìи поëиноìиаëüныìи иëи äpобно-pаöио-
наëüныìи функöияìи обеспе÷ивает ãëаäкостü
функöии Беëëìана и пpиìениìостü ìетоäа äина-
ìи÷ескоãо пpоãpаììиpования к pеøениþ иссëеäуе-
ìой заäа÷и быстpоäействия пpи зна÷итеëüноì
уìенüøении объеìа вы÷исëений (äëя объекта n-ãо
поpяäка в n pаз); 2) закон упpавëения опpеäеëяется
в фоpìе äpобно-pаöионаëüноãо выpажения от кооp-
äинат объекта, ÷то в сpавнении с ìетоäоì степенных
pяäов А. А. Кpасовскоãо существенно увеëи÷ивает
то÷ностü пpибëижения к стpоãо оптиìаëüноìу
упpавëениþ пpи оäинаковоì ÷исëе паpаìетpов;
3) ìетоä синтеза, иìеþщий итеpаöионный хаpак-
теp, äопускает относитеëüно пpостуþ аëãоpитìи-

заöиþ; 4) ìетоä пpиìениì äëя pеøения как заäа÷
быстpоäействия, так и заäа÷ энеpãосбеpеãаþщеãо
упpавëения; 5) поëу÷аеìое непpеpывное, неpеëей-
ное упpавëение искëþ÷ает скоëüзящие и автокоëе-
батеëüные pежиìы pаботы, котоpые нежеëатеëüны
äëя иссëеäуеìых объектов.
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The method for synthesis of closed loop quasi-time-optimal high-order (n-order) control systems is developed for a wide
class of objects with polynomial and rational nonlinearities. This method is based on the transition from the problem of time-
optimal control to the corresponding problem of analytical design of an optimal controller for the considered object using the
specifically given performance index. Well-known A. A. Krasovsky’s power series method is modified to solve the latter prob-
lem, that allows to obtain the sequence of approximations to the optimal control with increasing accuracy. The proposed syn-
thesis method has the following principal features: 1) the representation of the unit function in the time-optimal criterion by
a positively defined polynomial or rational function, that ensures the smoothness of a Bellman function and applicability of the
dynamic programming method to the solution of the time-optimal control problem with a significantly lower amount of computations
(n times reduction for a n-th order object); 2) the control law is defined in the form of a rational expression of object coordinates,
that significantly increases accuracy of optimal control approximation in comparison with A. A. Krasovsky ’s method under the
same number of parameters; 3) the synthesis method has an iterative character and allows a relatively simple implementation;
4) the method is applicable for solution of both problems of time-optimal and energy-saving control design; 5) the obtained control
is continuous, not relay one, which eliminates sliding and oscillatory modes that are undesirable for considered objects.
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Псевдоаналоговая коммуникация в гpуппе pоботов*

Введение

В обëасти ãpупповой pобототехники оäной из
öентpаëüных заäа÷ явëяется заäа÷а оpãанизаöии
упpавëения ãpуппой pоботов, т. е. обеспе÷ения та-
коãо повеäения ãpуппы, пpи котоpоì она äействует
соãëасованно [1].
Существуþт pазные поäхоäы к оpãанизаöии ãpуп-

повоãо упpавëения: öентpаëизованный, äеöентpа-
ëизованный (pаспpеäеëенный) и сìеøанный [2].
Эти поäхоäы иìеþт о÷евиäные пpеиìущества и
неäостатки, но äеöентpаëизованное упpавëение
обы÷но пpеäставëяется боëее наäежныì и эффек-
тивныì [3]. Дëя оpãанизаöии äеöентpаëизованноãо
упpавëения ãpуппой pоботов в настоящее вpеìя
пpиìеняþтся саìые pазнообpазные ìетоäы, обзоp
котоpых ìожно найти, напpиìеp, в pаботах [3—4].
В соответствии с pаботой [4] иссëеäования в об-
ëасти äеöентpаëизованноãо упpавëения ãpуппаìи
pоботов веäутся по тpеì основныì напpавëенияì:
скооpäиниpованное äвижение ãpуппы pоботов; по-
стpоение некотоpых ãеоìетpи÷еских фоpì; pаспpе-
äеëение заäа÷ и коопеpаöия äëя совìестноãо pеøе-
ния заäа÷. Поäобная кëассификаöия поäтвеpжäает,
÷то существуþщие ìетоäы напpавëены на pеøение
отäеëüных ÷астных заäа÷ и не пpетенäуþт на общ-
ностü поäхоäа к оpãанизаöии pаспpеäеëенноãо
упpавëения. Боëее общиì и, сëеäоватеëüно, боëее
пеpспективныì явëяется поäхоä, основанный на
ìоäеëиpовании соöиаëüноãо повеäения в ãpуппах
pоботов [5].
Оpãанизаöия соöиаëüноãо повеäения основана

на внутpивиäовой коììуникаöии в сообществе жи-
вотных. Это поëностüþ соãëасуется с пpеäставëе-
нияìи совpеìенных этоëоãов и соöиобиоëоãов [6].

Pазëи÷аþт явнуþ и неявнуþ коììуникаöиþ (обìен
äанныìи). Неявный обìен äанныìи пpоисхоäит
÷еpез окpужаþщуþ сpеäу, а явный обìен позвоëяет
сообществу быстpее pеаãиpоватü на возникаþщие
ситуаöии. Соöиаëüное повеäение поäpазуìевает в
пеpвуþ о÷еpеäü явный обìен инфоpìаöией, по-
этоìу ìы буäеì оpиентиpоватüся иìенно на неãо.
О÷евиäно, ÷то внутpивиäовые коììуникаöии

сpеäи животных биоëоãи÷ески öеëесообpазны, и,
боëее тоãо, фоpìа и хаpактеp этих коììуникаöий
обусëовëены стpуктуpой особи и особенностяìи ее
сpеäы обитания. Напpиìеp, pыбы боëüøе оpиенти-
pуþтся на визуаëüные сообщения, птиöы на акусти-
÷еские, а ìëекопитаþщие в основноì пpеäпо÷итаþт
хиìи÷ескуþ сиãнаëизаöиþ [7]. Но в ëþбоì сëу÷ае
эти коììуникаöии ëокаëüно оãpани÷ены, т. е. аä-
pесованы в пеpвуþ о÷еpеäü сосеäяì — ÷ëенаì той же
стаи (сеìüи) иëи обитатеëяì тоãо же аpеаëа [8].
В pеаëüноì ìиpе (в пpиpоäе) коììуникаöии

ìежäу особяìи (внутpивиäовые коììуникаöии, как,
впpо÷еì, и ëþбые äpуãие) отëи÷аþтся ненаäежно-
стüþ, pазìытостüþ, не÷еткостüþ посыëаеìых сиã-
наëов и неоäнозна÷ностüþ возникаþщей pеакöии
на пpинятый сиãнаë. Это обусëовëено, в ÷астности,
поìехаìи со стоpоны окpужаþщей сpеäы и äpуãих
у÷астников ãpуппы. Но ãоpазäо боëее важныì ìо-
ìентоì явëяется континуаëüный хаpактеp тpанс-
ëиpуеìых сообщений [8]. Континуаëüностü опpеäе-
ëяет пpинöипиаëüнуþ невозìожностü ÷етко выäе-
ëитü в пpоöессе коììуникаöии животных отäеëüные
сиãнаëы. Даже есëи иссëеäоватеëяì уäается (как
иì кажется) выäеëитü отäеëüные эëеìенты коììу-
никаöии (звуки, позы и т. ä.), то пpакти÷ески всеãäа
pе÷ü иäет о совокупности этих эëеìентов. В ëу÷øеì
сëу÷ае пpоöесс коììуникаöии ìожно pазäеëитü на
отäеëüные коììуникаöионные акты. Вìесте с теì,
äаже отäеëüный коììуникаöионный акт обы÷но
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иìеет нескоëüко назна÷ений и, соответственно,
ìожет вызыватü нескоëüко pеакöий. Напpиìеp,
песня саìöа зябëика оäновpеìенно выпоëняет
функöиþ охpаны теppитоpии (функöия пеpвоãо
поpяäка), pассpеäото÷ения паp (функöия втоpоãо
поpяäка) и pеãуëяöии пëотности попуëяöии
(функöия тpетüеãо поpяäка) [9].
Такиì обpазоì, в общеì виäе повеäение особи

ìожно пpеäставитü как 

f (S, С ) → {Ri},

ãäе S — возäействие внеøней сpеäы (совокупностü
сиãнаëов), С — внутpеннее состояние особи, {Ri} —
набоp pеакöий (äействий).
Исхоäя из этих сообpажений сообщения еäва ëи

ìожно пpеäставитü в ка÷естве неких äискpетных
сущностей, инäивиäуаëизиpованных с то÷ки зpения
стpуктуpы [8]. Факти÷ески пpиниìаеìые особüþ
сиãнаëы явëяþтся анаëоãовыìи, т. е. не÷еткиìи и
непpеpывныìи. Теì не ìенее, в pезуëüтате коììу-
никаöии с поìощüþ не÷етких сиãнаëов ãpуппы
животных успеøно pеаëизуþт соöиаëüное повеäение
и äостиãаþт стоящих пеpеä ниìи öеëей: пpоäоëжатü
своþ жизнеäеятеëüностü и обзавоäитüся потоìст-
воì. Неäостато÷но высокое ка÷ество пpиниìае-
ìых сиãнаëов и ненаäежностü канаëов связи не яв-
ëяþтся фатаëüныìи äëя äеятеëüности животных.
На основе выøесказанноãо пpеäëаãается pас-

сìотpетü возìожностü испоëüзования äëя упpавëе-
ния ãpуппой pоботов коììуникаöии на основе
анаëоãовых сиãнаëов.

1. Оpганизация коммуникации в гpуппе pоботов

Существует боëüøое ÷исëо pабот, затpаãиваþщих
теìатику оpãанизаöии коììуникаöий в pаспpеäе-
ëенных техни÷еских систеìах, в ÷астности, в ãpуппах
pоботов. Иссëеäования в обëасти коììуникаöии
pоботов в основноì касаþтся вопpосов pазpаботки
языков обìена äанныìи, оpãанизаöии канаëов
связи и коììуникаöионных пpотокоëов [10]. Напpи-
ìеp, в pаботе [11] pассìатpивается оpãанизаöия ИК
канаëа обìена äанныìи в боëüøих ãpуппах pобо-
тов (от 100 и боëее) на пpиìеpе пpоекта Jasmine.
Боëüøое ÷исëо иссëеäований посвящено языковыì
вопpосаì: от пpетенäуþщих на унивеpсаëüностü
языков типа ACL (Agent Communication Language),
пpеäназна÷енных äëя коììуникаöии ìежäу интеë-
ëектуаëüныìи аãентаìи [12], äо боëее пpостых язы-
ков, оpиентиpованных на pеøение какой-ëибо кон-
кpетной заäа÷и, напpиìеp, SWARMORPH-script,
котоpый позвоëяет кpатко описыватü пpавиëа,
упpавëяþщие пpоöессоì созäания pаспpеäеëенной
ìоpфоëоãии в ãpуппе pоботов [13]. Также иìеется
боëüøое pазнообpазие поäхоäов к оpãанизаöии коì-
ìуникаöии с то÷ки зpения пpотокоëов: от возìож-
ности пpиìенения в ìноãоаãентных pобототех-
ни÷еских систеìах существуþщих пpотокоëов
(напpиìеp, CSMA/CD — ìножественный äоступ с
контpоëеì несущей и обнаpужениеì коëëизий [14])

äо pазpаботки спеöиаëизиpованных пpотокоëов,
оpиентиpованных на pеøение конкpетной заäа÷и,
напpиìеp, äëя обеспе÷ения соãëасованноãо äвиже-
ния pоя за ëиäеpоì [15].
Зäесü же вопpос оpãанизаöии коììуникаöии в

ãpуппе pоботов буäет pассìатpиватüся в пеpвуþ
о÷еpеäü с ìетоäоëоãи÷еской стоpоны. Дëя этоãо
обpатиìся к иссëеäованияì коììуникаöии в жи-
вой пpиpоäе.
Иссëеäования этоëоãов показываþт, ÷то у живот-

ных кажäый зна÷ащий сиãнаë (сообщение), кото-
pыì обìениваþтся особи, иìеет некотоpый хаpак-
теpный обpаз, котоpый ìожет бытü назван инва-
pиантоì иëи фоpìой сиãнаëа [16]. Pезуëüтаты
экспеpиìентов по поиску этих инваpиантов (напpи-
ìеp, äëя звуковых сиãнаëов) путеì искажения фоp-
ìы сиãнаëа показываþт, ÷то пpи некой пpеäеëüной
степени искажения сиãнаë сpазу и поëностüþ теpяë
äейственностü, так же как пpи пеpехоäе от оäноãо
со÷етания кëþ÷евых хаpактеpистик к äpуãоìу (пpи
тоì, ÷то pазëи÷ия иìенно по этой систеìе оппози-
öии опpеäеëяþт фоpìы эëеìентов сиãнаëüноãо
pяäа, отëи÷ая оäин сиãнаë от äpуãоãо) [17]. Пpе-
вpащения, не касаþщиеся фоpìы сиãнаëа (ìеня-
þтся акусти÷еские хаpактеpистики, несуществен-
ные в обpазовании сиãнаëüных инваpиантов), вос-
пpиниìаþтся как pазные эìоöионаëüные оттенки
иëи pазные степени опасности, но не pазные кате-
ãоpии тpевожных ситуаöий.
Вìесте с теì, кажäый коììуникативный сиãнаë

обëаäает боëüøой ваpиативностüþ. Это касается и
аìпëитуäы, и пpоäоëжитеëüности сиãнаëа, и äаже
÷астоты. Ваpиаöии сиãнаëов, с оäной стоpоны, зави-
сят от инäивиäуаëüных физиоëоãи÷еских особен-
ностей особи, котоpая их изäает. С äpуãой стоpоны,
изìенения хаpактеpистик сиãнаëов ìоãут бытü вы-
званы наëи÷иеì внеøних возäействий, напpиìеp,
постоянноãо низко÷астотноãо øуìа: в таких усëо-
виях птиöы ìоãут пеpейти на боëее высокуþ ÷ас-
тоту, ÷тобы их быëо ëу÷øе сëыøно. Напpиìеp,
боëüøие синиöы, ãнезäящиеся в ã. Лейäене на у÷а-
стках с повыøенныì уpовнеì øуìа, "пеpеносят"
испоëнение нот виäоспеöифи÷еской песни в боëее
высокий äиапазон ÷астот, ÷тобы "выйти" из поëо-
сы низко÷астотноãо ãоpоäскоãо øуìа [18].
Но саìая интеpесная пpи÷ина ваpиабеëüности

сиãнаëов — сеìанти÷еская. Мноãиìи иссëеäовате-
ëяìи установëены pазëи÷ные виäы зависиìости
pеакöии особей от хаpактеpистик сиãнаëов. Напpи-
ìеp, оäино÷ный непpоäоëжитеëüный сиãнаë опас-
ности заставëяет животных пpеpыватü коpìëение
и ÷аще осìатpиватüся, а такой же по фоpìе, но боëее
пpоäоëжитеëüный иëи боëее ãpоìкий сиãнаë обpа-
щает их в беãство иëи заставëяет пpеäпpиниìатü
какие-то äpуãие äействия äëя своеãо спасения [16].
Анаëоãи÷ные зависиìости установëены и äëя пpи-
зывных сиãнаëов, инфоpìиpуþщих о наëи÷ии еäы
иëи пpизываþщих саìку.
Ина÷е ãовоpя, оäин и тот же коììуникативный

сиãнаë ìожет в зависиìости от своих хаpактеpи-
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стик вызыватü у особей pазëи÷нуþ pеакöиþ. Пpи
поступëении сиãнаëа тpевоãи pеакöия особи ìожет
ваpüиpоватüся от настоpоженности äо беãства иëи
äаже напаäения на хищника в безвыхоäной ситуа-
öии, в ответ на пpизывной сиãнаë — от пpостоãо
вниìания äо äвижения в стоpону исто÷ника сиã-
наëа и активных фаз ухаживания иëи совìестноãо
коpìëения. Ваpиативностü сиãнаëов не ìеøает их
pаспознаваниþ, так как äëя кажäоãо сиãнаëа естü
некий инваpиант — фоpìа сиãнаëа. Вìесте с теì,
она позвоëяет пеpеäаватü боëüøе инфоpìаöии,
поскоëüку ваpиаöии сиãнаëа вëияþт на pеакöиþ
(иëи степенü завеpøенности äействия). Кpоìе то-
ãо, ваpиативностü позвоëяет боpотüся с øуìоì: ес-
ëи сиãнаë не потеpян, а пpосто пpинят с искаже-
нияìи, то особü ìожет на неãо сpеаãиpоватü и вы-
поëнитü äействие, в некотоpоì сìысëе бëизкое
тоìу, котоpое нужно быëо выпоëнитü. Дëя pеаëи-
заöии посëеäнеãо аспекта нужна некотоpая "упо-
pяäо÷енностü äействий", о котоpой поäpобно буäет
сказано äаëüøе.
Такиì обpазоì, ìы пpеäпоëаãаеì, ÷то пеpенос

этоãо пpинöипа в техни÷ескуþ систеìу и испоëü-
зование äëя упpавëения ãpуппой pоботов коììу-
никаöии на основе анаëоãовых сиãнаëов повысит
наäежностü канаëа связи и увеëи÷ит инфоpìатив-
ностü сиãнаëов.
Декëаpиpуеìой особенностüþ ãpупповой pобото-

техники явëяется то, ÷то ãpуппа состоит из отно-
ситеëüно пpостых и неäоpоãих устpойств, котоpые,
объеäиняя свои усиëия, способны pеøатü сëожные
заäа÷и [19]. Стоиìостü явëяется кpити÷ескиì фак-
тоpоì äëя ãpупповой pобототехники, так как pе÷ü
иäет о ãpуппах pоботов, состоящих из äесятков и
сотен еäиниö. Пpостота и äеøевизна устpойства
pобота оãpани÷ивает возìожности испоëüзования
сëожных и äоpоãих коìпонентов, в ÷астности, äëя
оpãанизаöии канаëов обìена äанныìи (сиãнаëаìи,
сообщенияìи).
Техни÷еские оãpани÷ения устpойства pобота пpи-

воäят к тоìу, ÷то ìы не ìожеì оснаститü pоботов
теìи сенсоpныìи и коììуникаöионныìи возìож-
ностяìи, котоpые иìеет ëþбое, äаже пpиìитивное
животное. В ÷астности, у них не ìожет бытü систеìы
пpиеìа/пеpеäа÷и и pаспознавания анаëоãовых сиã-
наëов, не ãовоpя о тоì, ÷то не иäет pе÷ü о наëи÷ии
pеöептоpики äëя испоëüзования "языка жестов"
иëи хиìи÷еской коììуникаöии. Поэтоìу воспоëü-
зуеìся äискpетныì канаëоì связи äëя эìуëяöии
анаëоãовой коììуникаöии.

2. Оpиентация pоботов

Пpеäпоëаãается, ÷то, несìотpя на своþ техни-
÷ескуþ пpостоту, pоботы äоëжны оpиентиpоватüся
относитеëüно äpуã äpуãа äëя оpãанизаöии ëокаëü-
ноãо взаиìоäействия и кооpäинаöии совìестных
äействий. Локаëüностü взаиìоäействия опpеäеëя-
ется pаäиусоì пpиеìа сиãнаëов. Буäеì называтü
pоботов, нахоäящихся в зоне пpиеìа сиãнаëа, со-

сеäяìи. Кажäый pобот äоëжен обëаäатü возìожно-
стüþ опpеäеëятü относитеëüное ìестопоëожение
своих сосеäей: напpиìеp, "pобот N нахоäится сëева".
Оpиентаöиþ такоãо pоäа ìожно оpãанизоватü

pазныìи способаìи, напpиìеp, путеì опpеäеëения
собственноãо ìестопоëожения pобота относитеëüно
ìаяков иëи некотоpых pепеpных то÷ек [20] иëи с
поìощüþ вы÷исëений текущеãо поëожения pобота
по äанныì энкоäеpов, обы÷но с у÷етоì äопоëни-
теëüной инфоpìаöии, котоpая испоëüзуется äëя
устpанения оøибки с÷исëения [21]. К сожаëениþ,
эти способы хаpактеpизуþтся высокой степенüþ
сëожности вы÷исëений и ÷асто тpебуþт äопоëни-
теëüноãо обоpуäования, котоpоãо в наøеì сëу÷ае нет.
Еще оäин способ — оpиентаöия относитеëüно

саìоãо pобота. Основное напpавëение äвижения
кажäоãо pобота напpавëение "впеpеä" (Forward),
сëеäоватеëüно, äëя неãо ìожно опpеäеëитü поня-
тия "ëево" (Left), "пpаво" (Right) и "назаä" (Back).
Можно оснаститü pобота äат÷икаìи опpеäеëения
pасстояния и систеìой pаспознавания äpуãих у÷а-
стников pоя, но pаспознавание — также сëиøкоì
сëожная заäа÷а. Боëее пpостыì в pеаëизаöии спо-
собоì явëяется оpãанизаöия напpавëенноãо пpие-
ìа/пеpеäа÷и сиãнаëов. Напpиìеp, пpиниìая сиã-
наë от ìаяка pобота K, pобот N ìожет опpеäеëитü,
÷то pобот K нахоäится спpава от неãо (pис. 1).
Анаëоãи÷ный поäхоä испоëüзуется, напpиìеp,

в pобототехни÷еской пëатфоpìе Jasmine [22], кото-
pая оснащена øестüþ канаëаìи пpиеìа сиãнаëов.
Дëя пpостоты ìы буäеì испоëüзоватü оpиентаöиþ
по ÷етыpеì пpиеìникаì сиãнаëов, кажäый из ко-
тоpых покpывает сектоp пpиìеpно в 90°, и опеpи-
pоватü пpивы÷ныìи катеãоpияìи напpавëений:
впеpеä, назаä, напpаво и наëево.
Тепеpü pассìотpиì возìожнуþ техни÷ескуþ

оpãанизаöиþ канаëов связи в ãpуппе pоботов.

3. Каналы связи

Изу÷ение pеøений по оpãанизаöии канаëов
связи в ãpуппе pоботов показаëо сëеäуþщее поëо-
жение вещей. Соãëасно pаботе [4] в настоящее вpе-

Pис. 1. Пpимеp опpеделения относительного местоположения
соседнего pобота 
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ìя äëя коììуникаöии ìежäу pоботаìи в основноì
испоëüзуется pаäиоканаë: сети Wi-Fi, GPRS, Ad hoc
и беспpовоäные сенсоpные сети. Пpиìенение pа-
äиоäиапазона в äанной ситуаöии пpеäставëяется
неöеëесообpазныì, так как pаäиоканаë не обеспе-
÷ивает напpавëенной пеpеäа÷и сиãнаëа (есëи не
пpеäпpиниìатü спеöиаëüных усиëий). Из äpуãих
способов оpãанизаöии канаëов связи испоëüзуþтся
звуковой канаë и ИК äиапазон.
Оpãанизаöия ИК канаëа обìена äанныìи pас-

сìатpивается, напpиìеp, в уже упоìинавøейся pа-
боте [11]. Пpиìенение звуковоãо канаëа äëя обìена
äанныìи ìежäу pоботаìи pассìотpено, в ÷астно-
сти, в pаботе [23]. Автоpы пpеäëожиëи способ коäи-
pования (они называþт еãо фоpìаëüной ìоäеëüþ
языка), в котоpоì кажäой букве pусскоãо аëфавита
соответствует посëеäоватеëüностü ìуëüти÷астот-
ных акусти÷еских сиãнаëов äëитеëüностüþ 150 ìс.
Данныìи явëяþтся сëова pусскоãо языка из оãpа-
ни÷енноãо сëоваpя, пеpеäа÷а äанных пpоисхоäит
на ÷астоте от 400 äо 1100 кГö. В ка÷естве äpуãоãо
пpиìеpа испоëüзования звуковоãо канаëа ìожно
пpивести pобота-иãpуøку Furby (http://www.has-
bro.com/en-us/brands/furby), в котоpой äëя обìена
äанныìи испоëüзуется звук с ÷астотной ìоäуëяöией
в äиапазоне окоëо 20 кГö.
Пpиìеpы пpиìенения ИК и звуковоãо канаëов

показываþт, ÷то оба этих ваpианта ìоãут испоëüзо-
ватüся äëя pеøения поставëенной заäа÷и. Пpопуск-
ная способностü канаëа обìена äанныìи опpеäе-
ëяется быстpоäействиеì особи (в наøеì сëу÷ае —
pобота). Вpеìя, в те÷ение котоpоãо узëы (pоботы)
äоëжны успетü пеpеäатü инфоpìаöиþ, опpеäеëяет-
ся тpебованияìи ко вpеìени pеакöии pоботов.
Опыт pаботы с pеаëüныìи устpойстваìи показы-
вает, ÷то это вpеìя не äоëжно пpевыøатü 0,2 с.
В соответствии с пpеäëоженныì поäхоäоì ка-

наë буäет испоëüзоватüся äëя эìуëяöии анаëоãовой
коììуникаöии, т. е. по неìу буäут пеpеäаватüся
зна÷ения хаpактеpистик анаëоãовых сиãнаëов (аì-
пëитуäы, несущей ÷астоты, äëитеëüности и т. ä.).
Пеpеäаваеìые хаpактеpистики буäут описыватü
анаëоãовый (не÷еткий) сиãнаë, поäëежащий пpиеìу
и äаëüнейøей интеpпpетаöии pоботоì в öеëях вы-
pаботки pеакöии на пpинятый сиãнаë (сообщение).

4. Пpедставление аналоговых сигналов

Дëя тоãо ÷тобы pаботатü с не÷еткиìи сиãнаëаìи,
pазобüеì äиапазоны их возìожных зна÷ений на
интеpваëы и сопоставиì этиì интеpваëаì ëин-
ãвисти÷еские пеpеìенные. Пустü эти веëи÷ины
иìеþт по тpи ãpаäаöии на своих øкаëах, напpи-
ìеp, (А1, А2, А3) = (высокая, сpеäняя, низкая). Тоãäа
зна÷ения этих ëинãвисти÷еских пеpеìенных ìожно
упоpяäо÷итü относитеëüно äpуã äpуãа: А1 > А2 > А3.
Есëи ìы ãовоpиì, ÷то pеакöии особей (pоботов)

äоëжны соответствоватü пpинятыì сиãнаëаì (ìо-
жет бытü, неоäнозна÷но и в зависиìости от со-
стояния особи и окpужаþщей сpеäы), то pеакöии

также ìоãут бытü упоpяäо÷ены относитеëüно сиã-
наëов и äpуã äpуãа:

А1 > А2 > А3
↓  ↓  ↓

R1 > R2 > R3

ãäе → — не÷еткая иìпëикаöия, а Ri — это pеакöии
иëи набоpы pеакöий, необязатеëüно непеpесекаþ-
щиеся. Такиì обpазоì, ìожно ввести не тоëüко
упоpяäо÷енностü зна÷ений сиãнаëов относитеëüно
äpуã äpуãа, но и упоpяäо÷енностü pазных сиãнаëов
относитеëüно äpуã äpуãа. В конöе конöов, особü не
ìожет выпоëнятü все äействия сpазу и все pавно
выбиpает саìый важный сиãнаë из поëу÷енных и
pеаãиpует на неãо. Такой поäхоä позвоëит не пеpе-
÷исëятü все возìожные коìбинаöии сиãнаëов и pе-
акöии на них, а pеаãиpоватü естественныì обpазоì
в соответствии с ситуаöией. Испоëüзуя анаëоãии из
ìиpа животных, ãpафи÷ески в упpощенноì виäе
это ìожно изобpазитü так, как показано на pис. 2.
Спектp анаëоãовоãо сиãнаëа явëяется непpеpыв-

ныì. В живой пpиpоäе животные пpосто не pеаãи-
pуþт на сиãнаëы, котоpые иìи не pаспознаны (иëи

Pис. 2. Соответствие сигналов и pеакций на них

Pис. 3. Pасшиpенная схема соответствия сигналов и pеакций на них
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pеаãиpуþт общиì повыøениеì вниìания). А в тех-
ни÷еской систеìе иìеет сìысë откоppектиpоватü
эту схеìу и "запоëнитü пpобеëы", пpеäусìотpев pе-
акöии на ëþбые пpиниìаеìые сиãнаëы. Тоãäа схеìа
соответствия сиãнаëов и pеакöий ìожет пpинятü
виä, пpивеäенный на pис. 3.
Тепеpü pассìотpиì вопpос о возìожной интеp-

пpетаöии сиãнаëов, то÷нее, зна÷ений анаëоãовых
хаpактеpистик, пеpеäаваеìых по äискpетноìу ка-
наëу. Есëи не пpивязыватüся к конкpетной заäа÷е,
а пpивоäитü тоëüко общие сообpажения, то поìи-
ìо инфоpìаöии, котоpуþ несет сообщение, ìожно
выäеëитü интенсивностü этоãо сиãнаëа. Достато÷но
естественныì виäится поäхоä, пpи котоpоì аìпëи-
туäа А буäет ассоöииpоватüся с интенсивностüþ
сиãнаëа, а оставøиеся паpаìетpы буäут отве÷атü за
инфоpìаöионнуþ ÷астü. Инфоpìаöионная ÷астü
опpеäеëяет pеакöиþ особи, а от аìпëитуäы зависит
"интенсивностü äействия" иëи степенü еãо завеp-
øенности.

5. Экспеpименты

Общее описание задачи. Дëя иссëеäования пpе-
иìуществ не÷еткой (псевäоанаëоãовой) коììуни-
каöии на ãpуппе pоботов быëа пpовеäена сеpия
экспеpиìентов по иìитаöионноìу ìоäеëиpованиþ.
Экспеpиìенты пpовоäиëи на ìоäеëüной заäа÷е.
Pой pоботов пpеäставëяë собой ãpуппу аãентов, ко-
тоpые пеpеìещаþтся по тоpоиäаëüной повеpхности.
Выäеëяëосü äва виäа аãентов: оäни охотиëисü, äpу-
ãие (назовеì их "зайöаìи") убеãаëи от "охотников".
Кажäый из аãентов обëаäаë некотоpыì на÷аëüныì
коëи÷ествоì энеpãии, котоpуþ он тpатиë на пеpе-
äвижение. Заäа÷а "охотника" — пойìатü как ìожно
боëüøе "зайöев", заäа÷а "зайöа" — убежатü от
"охотников". Коãäа "охотник" äоãоняë жеpтву, вся
энеpãия "зайöа" пеpехоäиëа "охотнику", а "заяö"
с÷итаëся съеäенныì.

Общий виä интеpфейса пpоãpаììы ìоäеëиpо-
вания пpивеäен на pис. 4 (  — "охотники",  —
"зайöы").

"Охотники" äействоваëи в оäино÷ку, а "зайöы"
обìениваëисü сиãнаëаìи "опасностü" и "пpосüба
о поìощи". Оба сиãнаëа явëяëисü øиpоковеща-
теëüныìи и не тpебоваëи ответа.
Повеäение "зайöев" поä÷иняëосü нескоëüкиì не-

сëожныì пpавиëаì. Есëи "заяö" не виäеë исто÷ника
опасности ("охотника"), не сëыøаë никаких сиãна-
ëов и обëаäаë äостато÷ныì коëи÷ествоì энеpãии,
то он выпоëняë äействие "сëу÷айное бëужäание".
Есëи "заяö" виäеë "охотника", то он поäаваë сиãнаë
"опасностü" и выпоëняë äействие "убеãатü от опас-
ности", т. е. äвиãаëся в стоpону, пpотивопоëожнуþ
напpавëениþ на исто÷ник опасности. Есëи он
сëыøаë сиãнаë "опасностü", то в зависиìости от
усëовий экспеpиìента он убеãаë иëи оставаëся на
ìесте и pетpансëиpоваë сиãнаë. Есëи "заяö" сëыøаë
сиãнаë "пpосüба о поìощи", то он pетpансëиpоваë
этот сиãнаë и äвиãаëся в напpавëении исто÷ника
этоãо сиãнаëа. Сиãнаë "пpосüба о поìощи" выäаваë
"заяö", энеpãии котоpоãо неäостато÷но äëя пеpе-
äвижения. Есëи на еãо сиãнаë откëикаëисü äва и
боëее "зайöа" и поäхоäиëи к неìу, то ìежäу ниìи
пpоисхоäиëо пеpеpаспpеäеëение энеpãии по пpин-
öипу "всеì поpовну". Есëи "заяö" поëу÷аë нескоëüко
pазных сиãнаëов оäновpеìенно, то боëее пpиоpи-
тетныì с÷итаëся сиãнаë "опасностü", а из оäнотип-
ных сиãнаëов — тот, ÷üя интенсивностü выøе.
Все аãенты поä÷иняëисü пpавиëаì ëокаëüноãо

взаиìоäействия, пpи÷еì pаäиус виäиìости у "охот-
ников" ìенüøе, ÷еì у "зайöев", а скоpостü, наобо-
pот, боëüøе. Иìенно поэтоìу pетpансëяöия сиã-
наëа опасности позвоëяëа "зайöаì" спасатüся от
"охотников".
В pазных экспеpиìентах испоëüзоваëисü pаз-

ные зна÷ения pаäиусов и скоpостей и их соотно-
øение, и выясниëосü, ÷то соотноøение pезуëüта-
тов сëабо зависит от этих паpаìетpов. Поэтоìу äа-
ëее пpивоäятся тоëüко pезуëüтаты äëя сëеäуþщих
зна÷ений:
скоpостü "охотника" — 3;
скоpостü "зайöа" — 2;
pаäиус виäиìости äëя "охотника" — 10;
pаäиус виäиìости/сëыøиìости äëя "зайöа" — 20.
Постановка задачи для моделиpования. Пpи об-

ìене äискpетныìи сиãнаëаìи возìожны тоëüко
äве ситуаöии: сиãнаë естü иëи еãо нет. Тоãäа аãент,
пpинявøий сиãнаë, обязан pетpансëиpоватü еãо и
убеãатü от исто÷ника (иëи äвиãатüся к неìу). Это
пpивоäит к тоìу, ÷то все аãенты, нахоäящиеся в зо-
не сëыøиìости, тоже pетpансëиpуþт сиãнаë и на÷-
нут убеãатü. Пpи этоì аãенты успеþт спастисü от
опасности, но потpатят ìноãо энеpãии.
Есëи же pассìатpиватü поëу÷енный сиãнаë как

анаëоãовый, то по еãо хаpактеpистикаì ìожно опpе-
äеëитü не тоëüко еãо сеìантику, но и интенсивностü,
и по-pазноìу pеаãиpоватü на сëабый и сиëüный сиã-
наë. Это äоëжно обеспе÷итü снижение энеpãозатpат.Pис. 4. Общий вид интеpфейса пpогpаммы моделиpования
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Кpоìе тоãо, пpи pаботе на pеаëüных устpойст-
вах в pеаëüных усëовиях неизбежны потеpи и ис-
кажения сиãнаëов. В сëу÷ае äискpетных сиãнаëов и
потеpя, и искажение сиãнаëа озна÷ает еãо отсутст-
вие (буäеì с÷итатü äëя пpостоты, ÷то искаженный
сиãнаë не ìожет бытü пpавиëüно pаспознан). Пpи-
ниìая искаженный анаëоãовый сиãнаë, аãент, теì
не ìенее, ìожет с поìощüþ функöии пpинаäëеж-
ности опpеäеëитü, какой иìенно сиãнаë он пpиняë.
Такиì обpазоì, в хоäе экспеpиìентов пpовеpяëосü
также пpеäпоëожение о тоì, ÷то испоëüзование
не÷етких сиãнаëов ìожет повыситü наäежностü ка-
наëа пеpеäа÷и äанных.
Техническая pеализация. Дëя экспеpиìентов сиã-

наëы "опасностü" и "пpосüба о поìощи" быëи заäаны
функöияìи пpинаäëежности μ(F ), пpивеäенныìи
на pис. 5, а. Интенсивности сиãнаëов опpеäеëя-
ëисü функöияìи пpинаäëежности μ(А), пpивеäен-
ныìи на pис. 5, б. Pеакöия на сиãнаëы ("убеãатü от"
и "äвиãатüся к") заäаваëасü функöияìи пpинаäëеж-
ности μ(V ), пpивеäенныìи на pис. 5, в.
Такиì обpазоì, есëи повеäение "зайöев" äëя

äискpетных сиãнаëов описываëосü пpавиëаìи виäа

то äëя не÷етких (анаëоãовых) сиãнаëов эти пpавиëа
иìеëи виä

Все экспеpиìенты пpовоäиëи äëя оäинаковоãо
÷исëа аãентов: 10 "охотников", 30 "зайöев". Усëо-
вия пpовеäения экспеpиìентов: 
сеpия 1: äискpетные сиãнаëы, потеpи сиãнаëов
отсутствуþт; 
сеpия 2: äискpетные сиãнаëы, потеpи сиãнаëов
50 %; 
сеpия 3: сиãнаëы не÷еткие (анаëоãовые), 50 %
сиãнаëов пеpеäаþтся с искаженияìи.
В табëиöе пpивеäены усpеäненные äанные äëя

10 пpоãонов по 500 тактов ìоäеëиpования.
Как виäно из табëиöы, в ситуаöии с äискpетны-

ìи сиãнаëаìи и пpи отсутствии потеpü (сеpия 1)
÷еpез 500 тактов в сpеäнеì оставаëосü 2/3 "зайöев"
с общиì запасоì энеpãии в 22 % от пеpвона÷аëü-
ноãо коëи÷ества. Пpи появëении потеpü сиãнаëов
(сеpия 2) по сpавнениþ с пеpвой сеpией ÷исëо "зай-
öев" уìенüøиëосü на 20 %, но коëи÷ество энеpãии
увеëи÷иëосü за с÷ет тоãо, ÷то "зайöы" pеже pеаãи-

pоваëи на сиãнаëы и ìенüøе пеpеäвиãаëисü. Зато в
ситуаöии с псевäоанаëоãовыìи сиãнаëаìи (сеpия 3)
за 500 тактов сохpаниëосü то же саìое ÷исëо "зай-
öев", ÷то и в пеpвой сеpии, но с ìенüøиìи затpа-
таìи энеpãии (на 18 %).

Заключение

Pезуëüтаты вы÷исëитеëüных экспеpиìентов пока-
заëи, ÷то испоëüзование не÷етких (псевäоанаëоãо-
вых) сиãнаëов äеëает повеäение pобота боëее ва-
pиабеëüныì и позвоëяет обеспе÷итü устой÷ивое
функöиониpование ãpуппы ìенüøиìи энеpãети÷е-
скиìи затpатаìи на пеpеäвижение.
Также быëи пpовеäены испытания на pеаëüных

устpойствах. Физи÷ески коììуникаöионный ка-
наë быë pеаëизован на пëатфоpìе Arduino и ИК
пpиеìнике TSOP1736, котоpый обеспе÷ивает пpиеì
сиãнаëов в сеãìенте с уãëоì окоëо 85°. Пpи испоëü-
зовании ÷етыpех пpиеìников ìежäу обëастяìи
пpиеìа остается небоëüøой зазоp — обëастü "неви-
äиìости", но этот неäостаток коìпенсиpуется отсут-

есëи получено_сообщение ("опасность"),
то "убегать от источника сигнала"; 
есëи получено_сообщение ("пpосьба о помощи"),
то "двигаться к источнику",

есëи получено_сообщение ("опасность") & интен-
сивность ("высокая"),
то "убегать от источника сигнала";
есëи получено_сообщение ("опасность") & интен-
сивность ("низкая"),
то "уходить от источника сигнала"
и т. ä.

Pис. 5. Функции пpинадлежности:
а, б — сиãнаëов (F — ÷астота, А — аìпëитуäа); в — функöии
пpинаäëежности äействий (V — скоpостü)

Состояние

Серии

Серия 1:
скоростü äви-
жения ìакси-
ìаëüная, поте-
ри сиãнаëов нет

Серия 2:
скоростü äвиже-
ния ìаксиìаëü-
ная, потери сиã-
наëов 50 %

Серия 3:
скоростü
äвижения
зависит от 
сиãнаëа

Чисëо 
"зай-
öев"

Энер-
ãия, 
всеãо

Чисëо 
"зай-
öев"

Энер-
ãия, 
всеãо

Чисëо 
"зай-
öев"

Энер-
ãия, 
всеãо

На÷аëüное 30 12 000 30 12 000 30 12 000
Посëе 
500 тактов

20 2601 16 3536 20 3112

Остаток 67 % 22 % 53 % 29 % 67 % 26 %
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ствиеì "ëожных сpабатываний", т. е. пpиеìа оäноãо и
тоãо же сиãнаëа äвуìя сосеäниìи äат÷икаìи.
В äаëüнейøеì пëаниpуется созäание ãpуппы

pоботов и испоëüзование псевäоанаëоãовой коì-
ìуникаöии äëя обìена сообщенияìи ìежäу pобо-
таìи в pеаëüных усëовиях.
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This paper discusses local communication issues in a group of homogeneous robots for the purpose of decentralizing group
management. A short review is presented of existing research in this area, which is mainly devoted to solutions for individual
problems in the field. The possibility is considered to program the messages robots exchange within a group as fuzzy (pseudo-
analog). There are comparisons with the natural world, where the social behavior of animals is negotiated with non-distinct
messages in a continuous pattern. Issues regarding the physical aspects of organizing communication channels are considered.
Robots that are used in group robotics have limited sensor and computing functions, but they should nonetheless be able to
orient themselves relevant to one another to coordinate their common actions. Accordingly, the idea is proposed to emulate sig-
nal transmissions using a discrete IR-channel. The paper defends the grounds for interpreting received messages based on their
sequence and the reactions they produce. The results of computer experiments that model the problem of individualized minds
in robots are presented. The results of the computer experiments show that the use of fuzzy messages make robot behavior more
variable, and allows the group to function more stably while consuming less energy for movement. These results prove that the
proposed method is indeed viable, and also that message comprehension and the reliability of communication channels in-
creases when fuzzy (pseudo-analog) messages are used.

Keywords: swarm robotics, communication in a group of robots, fuzzy signals, social behavior simulation
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Навигация подводного pобота по стеpеоизобpажениям*

Описан метод визуальной навигации автономного подводного pобота по потоку стеpеоизобpажений, основанный на визу-
альной одометpии. Новизна пpедлагаемого метода заключается в pеализации адаптивной методики pасчета тpаектоpии pо-
бота, оpиентиpованной на достижение высокой точности вычисляемой локализации, обеспечение pежима pеального вpемени
пpи онлайн-обpаботке и на значительное сокpащение вычислительных затpат пpи постобpаботке.
Ключевые слова: автономный подводный pобот, визуальная навигация, адаптивный метод, стеpеоизобpажения
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Введение

Поäвоäная pобототехника пpиìеняется сеãоäня
äëя pеøения äостато÷но øиpокоãо кpуãа пpикëаä-
ных заäа÷, вкëþ÷ая поисковые и спасатеëüные pа-
боты, океаноëоãи÷еские и экоëоãи÷еские изìеpе-
ния, инспекöиþ поäвоäных коììуникаöий, поиск
исто÷ников экоëоãи÷ескоãо заãpязнения аквато-
pий и äp. Важной заäа÷ей пpи этоì явëяется заäа÷а
то÷ной ëокаëизаöии и навиãаöии автоноìных поä-
воäных pоботов (АПP) в апpиоpи неизвестной
сëожной поäвоäной обстановке. В отëи÷ие от на-
зеìных автоноìных pоботов и ëетаþщих беспи-
ëотных аппаpатов, в сëу÷ае АПP нет возìожности
испоëüзования систеì GPS/ГЛОНАСС иëи пpеä-
ваpитеëüно поäãотовëенных öифpовых каpт ìест-
ности. Как пpавиëо, äëя навиãаöионных öеëей
пpиìеняþтся ãиäpоакусти÷еские навиãаöионные
систеìы [1], у котоpых естü свои оãpани÷ения. Дëя
поëу÷ения ãеоãpафи÷еской пpивязки АПP с повы-
øенной то÷ностüþ пpиìеняþт также систеìы pаз-
веpтываеìых ìаяков, оäнако они тpебуþт зна÷и-
теëüных усиëий и вpеìени äëя их пpеäваpитеëüной
установки. Пеpспективной аëüтеpнативой и äо-
поëнениеì к тpаäиöионноìу поäхоäу с испоëüзо-
ваниеì ãиäpоакусти÷еских пpибоpов äëя АПP яв-
ëяется поäхоä, основанный на обpаботке виäеоин-
фоpìаöии. Еãо пpивëекатеëüностü состоит в тоì,
÷то пpи ëокаëüноì ìаневpиpовании, связанноì с
выпоëнениеì тpебуþщих высокой то÷ности пpак-
ти÷еских опеpаöий АПP, поëу÷аеìая по виäеоин-
фоpìаöии то÷ностü ìожет бытü выøе тpаäиöион-
ной ãиäpоакусти÷еской то÷ности в сиëу особенно-
стей pежиìа ìаневpиpования. На пеpвоì этапе
иссëеäований визуаëüноãо поäхоäа к навиãаöии
pассìатpиваëисü постановки заäа÷и по pазpаботке
SLAM-аëãоpитìов (Simultaneous Localization and
Mapping) с обpаботкой 2D-инфоpìаöии, поëу÷ае-
ìой оäной виäеокаìеpой. Напpиìеp, в pаботе [2]
успеøно быëа pеøена заäа÷а опpеäеëения паpа-
ìетpов äвижения автоноìноãо поäвоäноãо аппаpа-
та на основе анаëиза 2D-сниìков ìоpскоãо äна с
испоëüзованиеì äетектоpа Хаppиса и пpеäëожен-
ноãо автоpаìи ìетоäа выäеëения ãpаниö виäиìых
объектов. Анаëоãи÷ные ìетоäы сохpаняþт своþ
актуаëüностü и сеãоäня в пpиëожениях, ãäе äоста-
то÷но испоëüзования ìонокаìеpы. Так, в pаботе [3]
пpеäставëен аëãоpитì, пpиìенявøийся пpи инспек-
öии коpпусов суäов автоноìныì поäвоäныì аппа-
pатоì, оснащенныì ìонокаìеpой. В посëеäнее
вpеìя стаëи активно pазвиватüся ìетоäы, основан-
ные на обpаботке стеpеоизобpажений, поëу÷аеìых
с поìощüþ стеpеокаìеp. Мноãие из пеpвых и по-
сëеäуþщих pабот, относящихся к поäвоäныì ап-
паpатаì, основываëисü на пpиìенении фиëüтpа
Каëìана [4—6]. Как аëüтеpнатива пpиìенениþ
фиëüтpа Каëìана с появëениеì возìожности обpа-
ботки стеpеоизобpажений поëу÷иë pазвитие поäхоä,
основанный на визуаëüной оäоìетpии, пpеиìуще-
ство котоpоãо состоит в совìестной обpаботке 2D-
и 3D-виäеоäанных и возìожности вы÷исëятü паpа-

ìетpы пpостpанственноãо äвижения pобота (6 сте-
пеней свобоäы). Напpиìеp, в pаботе [7] он успеøно
пpиìеняëся пpи pеøении актуаëüной заäа÷и pе-
констpукöии боëüøих пpотяженных сöен ìоpской
поäвоäной обстановки. Несìотpя на иìеþщиеся
сеãоäня убеäитеëüные pезуëüтаты по pазpаботке
visual-SLAM пpиìенитеëüно к автоноìныì pобо-
таì pазëи÷ноãо назна÷ения, с pазной оснащенно-
стüþ сенсоpаìи и в pазных постановках заäа÷и, ос-
тается актуаëüной заäа÷а как повыøения то÷ности
ëокаëизаöии АПP, так и снижения вы÷исëитеëü-
ных затpат, ÷то особенно важно äëя обеспе÷ения
pежиìа pеаëüноãо вpеìени. Дëя АПP назеìноãо и
ëетаþщеãо типа повыøениþ то÷ности способствует
пpиìенение ëазеpных сенсоpов типа Kinect [8],
оäнако такие техни÷еские возìожности äëя поä-
воäных АПP пока не поëу÷иëи äоëжноãо pазвития.
В пpеäëаãаеìой автоpаìи настоящей статüе сäе-

ëан акöент на снижении тpуäоеìкости и повыøении
то÷ности ëокаëизаöии за с÷ет аäаптивноãо pас÷ета
тpаектоpии АПP. Pассìатpивается автоpская pеаëи-
заöия ìетоäа визуаëüной оäоìетpии и еãо ìоäифи-
каöии, напpавëенные на повыøение то÷ности на-
виãаöии АПP и скоpости вы÷исëений. В äанной
pаботе поëу÷иëи pазвитие pанее поëу÷енные авто-
pаìи в pаботах [9, 10] pезуëüтаты. Пpеäëаãаеìый
ìетоä основывается на обpаботке посëеäоватеëüно-
сти стеpеоизобpажений. Основной pезуëüтат автоpов
состоит в pазpаботке аäаптивной ìетоäики pас÷ета
тpаектоpии АПP, обеспе÷иваþщей оптиìизаöиþ äо-
стиãаеìой то÷ности ëокаëизаöии и вы÷исëитеëü-
ных затpат, а также в поëу÷ении оöенок эффектив-
ности пpеäëоженных аëãоpитìи÷еских pеøений.

1. Постановка задачи

Заäа÷а закëþ÷ается в pазpаботке аäаптивноãо ìе-
тоäа pас÷ета паpаìетpов пpостpанственной (6 сте-
пеней свобоäы) тpаектоpии АПP пpи еãо äвижении
в апpиоpи неизвестной поäвоäной обстановке по
виäеоинфоpìаöии, поëу÷аеìой с поìощüþ непpе-
pывной съеìки стеpеокаìеpой. Аäаптивный ìетоä,
базиpуþщийся на поäхоäе визуаëüной оäоìетpии,
äоëжен обеспе÷итü существенное снижение вы-
÷исëитеëüных затpат в сpавнении с тpаäиöионной
pеаëизаöией ìетоäа визуаëüной навиãаöии за с÷ет
оптиìаëüноãо выбоpа pас÷етных позиöий АПP в за-
висиìости от хаpактеpа тpаектоpии (высоты тpаек-
тоpии наä ìоpскиì äноì, скоpости äвижения
АПP, степени пеpекpытия сосеäних виäов каìеpы)
и от тpебований к аëãоpитìи÷еской эффективности.
Также аäаптивный ìетоä äоëжен обеспе÷иватü äва
pазëи÷ных pежиìа pас÷ета тpаектоpии — pежиì
pеаëüноãо вpеìени и pежиì постобpаботки, каж-
äый из котоpых äоëжен отве÷атü своиì тpебовани-
яì, вытекаþщиì из необхоäиìости pеøения соот-
ветствуþщих пpакти÷еских заäа÷. Pазpеøение по-
ëу÷аеìых сниìков — от 600 Ѕ 400 äо 1360 Ѕ 1024.
Дëя оöенки эффективности пpеäëоженноãо аäап-
тивноãо ìетоäа визуаëüной навиãаöии необхоäиìо
пpовести вы÷исëитеëüные экспеpиìенты с ìоäифи-
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каöияìи пpоãpаììной pеаëизаöии ìетоäа, постpо-
енныìи на пpиìенении в основной вы÷исëитеëüной
схеìе возìожных аëüтеpнативных известных и пpеä-
ëаãаеìых аëãоpитìи÷еских ëокаëüных pеøений.

2. Базовый метод

В pассìатpиваеìой постановке АПP оснащен
стеpеокаìеpой, с поìощüþ котоpой он выпоëняет
съеìку äна (25 Гö) пpи äвижении по тpаектоpии
в апpиоpи неизвестной сpеäе. Заäа÷а закëþ÷ается
в то÷ноì вы÷исëении паpаìетpов тpаектоpии АПP
с оäновpеìенныì постpоениеì ìоäеëи сpеäы по
поëу÷аеìой посëеäоватеëüности каäpов. Соãëасно
ìетоäу визуаëüной оäоìетpии pеøение стpоится
на посëеäоватеëüноì вы÷исëении ëокаëüных пе-
pеìещений аппаpата, описываеìых соответствуþ-
щиìи ëокаëüныìи ìатpиöаìи ãеоìетpи÷еских
пpеобpазований. Локаëüныìи буäеì называтü пе-
pеìещения АПP ìежäу сосеäниìи позиöияìи.
Объеäинение ëокаëüных ìатpиö всех пpеäøест-
вуþщих позиöий позвоëяет поëу÷итü ìатpиöу пpе-
обpазования, связываþщуþ ìиpовуþ систеìу ко-
оpäинат (МСК) с ëокаëüной систеìой кооpäинат
(ЛСК), пpивязанной к аппаpату в кажäой текущей
позиöии еãо тpаектоpии. Пpиìеняеìый в настоя-
щей pаботе ìетоä вы÷исëения ìатpиöы ëокаëüно-
ãо пpеобpазования сëеäует уже сëоживøеìуся поä-
хоäу, основанноìу на совìестноì испоëüзовании
2D-особенностей на изобpажениях и 3D-обëаков
то÷ек, поëу÷аеìых на базе стеpеопаp. Вы÷исëи-
теëüнуþ схеìу опpеäеëения паpаìетpов текущей
позиöии АПP кpатко ìожно пpеäставитü сëеäуþ-
щиì обpазоì:

1. Выäеëение общеãо ìножества особенностей
на ÷етвеpке изобpажений äвух стеpеопаp.

2. Генеpаöия и фиëüтpаöия äвух обëаков 3D-то÷ек.
3. Вы÷исëение ëокаëüноãо ãеоìетpи÷ескоãо пpе-

обpазования, связываþщеãо ëокаëüные СК äвух
сосеäних позиöий.

4. Вы÷исëение паpаìетpов текущей позиöии АПP
путеì объеäинения ëокаëüных пpеобpазований
пpеäøествуþщих позиöий.
Соãëасно схеìе на пеpвоì этапе анаëизиpуþтся

äве стеpеопаpы изобpажений, относящиеся к äвуì
посëеäоватеëüныì во вpеìени позиöияì АПP. Пpи-
ìенитеëüно к ниì осуществëяется поиск и сопос-
тавëение еäиноãо ìножества то÷е÷ных особенностей,
оäновpеìенно набëþäаеìых на всех ÷етыpех изобpа-
жениях. Дëя кажäой из äвух стеpеопаp выпоëняется
постpоение 3D-то÷ек-особенностей (3D-обëако)
ìетоäоì тpианãуëяöии, так как известна поëная
каëибpовка испоëüзуеìых каìеp. На втоpоì этапе
вы÷исëяется пеpеìещение (øестü степеней свобоäы)
pобота из пpеäыäущей позиöии в текущуþ пози-
öиþ ìетоäоì pеøения оптиìизаöионной заäа÷и,
ãäе в ка÷естве öеëевой функöии pассìатpивается
ìиниìизаöия суììаpных pасхожäений по всеì
то÷каì äвух 3D-обëаков.
В pассìатpиваеìоì поäхоäе на поëу÷аеìуþ то÷-

ностü визуаëüной навиãаöии неãативно вëияþт

оøибо÷ные сопоставëения особенностей и неäос-
тато÷ное ÷исëо то÷ек в 3D-обëаках. Поэтоìу äëя
устpанения вëияния ëожных сопоставëений пpиìе-
няется фиëüтpаöия oøибок как на этапе 2D-обpа-
ботки (поpоãовое отсе÷ение, кpосс-пpовеpка, эпи-
поëяpные оãpани÷ения в кажäой стеpеопаpе), так
и на этапе постpоения 3D-обëаков (итеpаöионная
фиëüтpаöия то÷ек на основе стpуктуpной коãеpент-
ности обëаков иëи/и на основе кpитеpия связно-
сти повеpхности). Поääеpжание ãаpантиpованноãо
÷исëа то÷ек в 3D-обëаках обеспе÷ивается пpеäëа-
ãаеìой автоpаìи и описываеìой ниже аäаптивной
ìетоäикой.

2.1. Сопоставление особенностей и фильтpация 

Сопоставëение то÷е÷ных особенностей выпоë-
няется на ÷етыpех изобpажениях — äвух стеpеопа-
pах (1—2 и 3—4), соответствуþщих äвуì посëеäо-
ватеëüныì позиöияì АПP на тpаектоpии (pис. 1,
сì. втоpуþ стоpону обëожки). Боëüøое ÷исëо пpа-
виëüных сопоставëений обеспе÷ивает высокуþ то÷-
ностü вы÷исëения ëокаëüных пеpеìещений. Оøиб-
ки пpи сопоставëении возникаþт из-за наëи÷ия
øуìов (pазëи÷ие в освещенности изобpажений,
сëабая текстуpиpованностü иëи pеãуëяpностü тек-
стуpы), ÷то пpивоäит к зна÷итеëüной äоëе ëожных
сопоставëений и, в коне÷ноì с÷ете, к ìаëоìу ÷исëу
пpавиëüно сопоставëенных особенностей посëе
фиëüтpаöии. Поэтоìу быëо pассìотpено и пpове-
pено нескоëüко схеì поëу÷ения еäиноãо ìножества
особенностей äëя ÷етвеpки изобpажений äвух сте-
pеопаp с аëüтеpнативныì испоëüзованиеì извест-
ных äетектоpов SURF, FREAK, FAST, а также
аëãоpитìа вы÷исëения äиспаpантности äëя каëиб-
pованных о÷ищенных паp. Пpи пpоãpаììной
pеаëизаöии испоëüзоваëасü бибëиотека OpenCV.
Возìожны нескоëüко схеì обхоäа и пpиìенения
фиëüтpов пpи поëу÷ении еäиноãо ìножества осо-
бенностей äëя ÷етвеpки изобpажений. Выбоp быë
сäеëан в поëüзу äвух схеì: а) посëеäоватеëüное со-
поставëение паp изобpажений 1—3, 3—4, 4—2 с вы-
äеëениеì общеãо ìножества особенностей. На всех
тpех этапах pаботает SURF. Дëя кажäой паpы изо-
бpажений выпоëняется сопоставëение сëева на-
пpаво и спpава наëево (cross-checking). Дëя искëþ-
÷ения ëожных сопоставëений пpиìеняется эпи-
поëяpный фиëüтp äëя паpы 3—4 и äëя паpы 1—2;
б) вна÷аëе выпоëняется сопоставëение паpы 1—3
äетектоpоì SURF, затеì пpиìеняется аëãоpитì
опpеäеëения äиспаpантности äëя каëибpованных
паp 1—2 и 3—4. Эпипоëяpный фиëüтp основыва-
ется на известноì из ãеоìетpии äвух изобpажений
эпипоëяpноì оãpани÷ении. Соãëасно эпипоëяpной
ãеоìетpии на поëожение то÷ек m1 и m2, явëяþщих-
ся пpоекöияìи оäной и той же то÷ки М пpостpан-
ственной сöены на пеpвое и втоpое изобpажение,
соответственно, накëаäывается оãpани÷ение

Fm1 = 0m2
т
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(зäесü m1, m2 — оäноpоäные кооpäинаты то÷ек, F —
фунäаìентаëüная ìатpиöа), котоpое закëþ÷ается в
тоì, ÷то обе то÷ки äоëжны ëежатü на соответст-
вуþщих эпипоëяpных ëиниях. Пpи фиксаöии оä-
ной из то÷ек эпипоëяpная ëиния äëя втоpой вы-
÷исëяется из пpивеäенноãо соотноøения.
Матpиöа F вы÷исëяется ÷еpез известные каëиб-

pово÷ные ìатpиöы K1 и K2 и существеннуþ ìат-
pиöу Е. В своþ о÷еpеäü, существенная ìатpиöа Е
вы÷исëяется как E = [t]xR, ãäе t — вектоp пеpеноса
каìеpы, R — ìатpиöа повоpота каìеpы, a [t]x =

=  — ìатpиöа вектоpноãо пpоизвеäения.

Пpоöесс сопоставëения пpоиëëþстpиpован на
pис. 1 (сì. втоpуþ стоpону обëожки). На оäноì из
øаãов на изобpажениях 1, 2, 3, 4 быëи сãенеpиpо-
ваны, соответственно, 1123, 1100, 1183, 1146 осо-
бенностей. На кажäоì этапе 1—3, 3—4, 4—2 быëи
сопоставëены, соответственно, 578, 427, 333 осо-
бенности. Еäиное ìножество на ÷етвеpке изобpа-
жений — 333 особенности. Это позвоëяет постpо-
итü на сëеäуþщеì этапе äва сопоставëенных обëака
3D-то÷ек, отве÷аþщих äвуì стеpеопаpаì (äвуì по-
зиöияì АПP).

2.2. Pасчет паpаметpов тpаектоpии

Тpаектоpия äвижения АПP пpеäставëяет собой
посëеäоватеëüностü позиöий, в кажäой из котоpых
необхоäиìо вы÷исëитü кооpäинаты поëожения и
оpиентаöии аппаpата в МСК. В ка÷естве МСК без
наpуøения общности ìожно выбpатü ЛСК АПP в
на÷аëüной позиöии. Тоãäа, соãëасно ìетоäу визуаëü-
ной оäоìетpии, ìиpовые кооpäинаты о÷еpеäной
позиöии тpаектоpии ìожно поëу÷итü путеì объ-
еäинения ëокаëüных пеpеìещений. В своþ о÷еpеäü,
изìенение в поëожении и оpиентаöии АПP пpи
ëокаëüноì пеpеìещении ìожно вы÷исëитü, опи-
pаясü на сpавнение äвух сопоставëенных 3D-обëа-
ков, оäно из котоpых постpоено в СК пеpвой сте-
pеопаpы (пpеäыäущая позиöия), а äpуãое — в СК
втоpой стеpеопаpы (текущая позиöия). Пpостpан-
ственная то÷ка P обëака стеpеопаpы pеконстpуи-
pуется по äвуì обpазаì то÷е÷ной особенности сëе-
äуþщиì обpазоì.
Пустü p1 = (x1, y1) — то÷е÷ная особенностü на

ëевоì сниìке; p2 = (х2, у2) — соответствуþщая то-
÷е÷ная особенностü на пpавоì сниìке, f — фокус-
ное pасстояние ëевой и пpавой каìеpы, А — ìат-
pиöа, пpеобpазуþщая то÷ки из СК пpавой каìеpы
в СК ëевой каìеpы, о = (0, 0, 0) — на÷аëа СК ëевой
и пpавой каìеp.

 = (x1, y1, f ) — то÷ка P на ëевоì экpане äëя
пеpвой особенности, 

 = (x2, y2, f ) — то÷ка P на пpавоì экpане äëя
втоpой особенности. 

Постpоиì ëу÷ в ëевой СК, пpохоäящий ÷еpез
пеpвуþ особенностü:

R1 = (oray1, vray1), зäесü оray — то÷ка на÷аëа ëу÷а,
vray — вектоp напpавëения ëу÷а, пpи этоì

oray1 = o, vray1 = .

Анаëоãи÷ныì обpазоì стpоится ëу÷ в пpавой
СК, пpохоäящий ÷еpез втоpуþ особенностü:

R2 = (oray2, vray2), зäесü oray2 = o, vray2 = .

Лу÷ R2 пеpевоäится в ëевуþ СК, обозна÷иì еãо
÷еpез R21 = (оray21, vray21):

oray21 = oray2•A, vray21 = vray2•A.

Тепеpü то÷ка P стpоится в ëевой СК как пеpе-
се÷ение ëу÷ей R1 и R21.
Заäа÷а вы÷исëения ìатpиöы ãеоìетpи÷ескоãо

пpеобpазования äëя ëокаëüноãо пеpеìещения сво-
äится к pеøениþ пеpеопpеäеëенной систеìы уpав-
нений, ãäе äанныìи явëяþтся кооpäинаты набëþ-
äаеìых то÷ек, а неизвестныìи явëяþтся эëеìенты
ìатpиöы ãеоìетpи÷ескоãо пpеобpазования.
Пустü пеpеìещение АПP из позиöии p1 тpаек-

тоpии в позиöиþ p2 опpеäеëяется некотоpыì неиз-
вестныì пpеобpазованиеì H, состоящиì из вектоpа
пеpеноса и кватеpниона вpащения. Буäеì искатü
это пpеобpазование, основываясü на иìеþщеìся
взаиìооäнозна÷ноì сопоставëении äвух обëаков
3D-то÷ек, набëþäаеìых паpой каìеp, соответст-
венно, в позиöиях 1 и 2. Пеpвое обëако С 1(х, у, z)
заäано в СК пеpвой стеpеопаpы, втоpое обëако
С 2(х,у,z) — в СК втоpой стеpеопаpы. Заäа÷а нахож-
äения ìатpиöы Н pеøается ìетоäоì ãpаäиентноãо
спуска (испоëüзуется бибëиотека MATLAB). В ка-
÷естве паpаìетpов оптиìизаöии испоëüзуþтся тpи
кооpäинаты вектоpа пеpеноса и ÷етыpе кооpäина-
ты кватеpниона Q, опpеäеëяþщеãо вpащение в Н.
Оãpани÷ение заäается усëовиеì — ноpìа Q pавна 1.

Цеëевая функöия F = Σ||  – Н||, k — ноìеp то÷-

ки в обëаке.
Зäесü { } — ìножество то÷ек в пеpвоì обëаке

и { } — ìножество то÷ек во втоpоì обëаке. Тоãäа
с у÷етоì вы÷исëенной ìатpиöы Н новое поëожение
АПP вы÷исëяется ÷еpез пpеäыäущее как p2 = p1Н.
Поскоëüку наì нужны кооpäинаты то÷ек тpаекто-
pии в МСК, необхоäиìо вы÷исëитü пpеобpазова-
ние из МСК в СК i-й позиöии тpаектоpии. Есëи в
ка÷естве МСК выбpана СК пеpвой паpы в посëе-
äоватеëüности, то Н0 — еäини÷ная ìатpиöа (äëя
пpоизвоëüной МСК необхоäиìо знатü Н0). С у÷етоì
знания ëокаëüных пpеобpазований äëя всех пpеä-
øествуþщих позиöий тpаектоpии пpеобpазование
из МСК в СК i-й позиöии вы÷исëяется как посëе-
äоватеëüное пpоизвеäение ëокаëüных пpеобpазо-
ваний: HWi = H0H1...Hi. Соответственно, ìиpовые
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кооpäинаты i-й позиöии тpаектоpии АПP вы÷исëя-
þтся как pi = p0H .
В ка÷естве аëüтеpнативы пpиìенениþ MATLAB

äëя вы÷исëения ëокаëüноãо пpеобpазования быë
pеаëизован ваpиант с испоëüзованиеì RANSAC-
ìетоäа и бибëиотеки MRPT (Mobile Robot Pro-
gramming Toolkit).

3. Адаптивный алгоpитм pасчета тpаектоpии

Pас÷ет pеаëüной тpаектоpии АПP по изобpаже-
нияì необхоäиì пpи pеøении äвух пpакти÷еских
заäа÷: а) навиãаöия pобота в pежиìе pеаëüноãо вpе-
ìени и б) 3D-pеконстpукöия поäвоäной сöены по
посëеäоватеëüности виäов в pежиìе постобpаботки
(в этоì сëу÷ае вы÷исëение øести степеней свобоäы
позиöий АПР (каìеpы), по сути, явëяется внеøней
каëибpовкой изобpажений, котоpая необхоäиìа äëя
объеäинения отäеëüных виäов в еäинуþ 3D-ìоäеëü
набëþäаеìой сöены). В pежиìе постобpаботки äëя
pаботы аëãоpитìа äоступна вся посëеäоватеëüностü
каäpов съеìки в кажäый ìоìент вpеìени. В pежиìе
pеаëüноãо вpеìени (обpаботка осуществëяется
боpтовыì коìпüþтеpоì синхpонно с äвижениеì
pобота) естественныì оãpани÷итеëеì пpи выбоpе
аëãоpитìоì øаãа обpаботки тpаектоpии явëяется
то ÷исëо каäpов, котоpое быëо накопëено в пpо-
öессе съеìки к äанноìу ìоìенту вpеìени.
Соãëасно ìетоäу визуаëüной оäоìетpии вы÷исëе-

ние текущей позиöии АПP основывается на pезуëü-
татах обpаботки всех пpеäøествуþщих позиöий.
Поэтоìу äëя соответствия pежиìу pеаëüноãо вpе-
ìени необхоäиìо, ÷тобы скоpостü аëãоpитìи÷еских
вы÷исëений быëа äостато÷ной äëя тоãо, ÷тобы вpеìя
коìпüþтеpной обpаботки поступаþщих визуаëü-
ных äанных не пpевыøаëо вpеìени äвижения АПP
по тpаектоpии на текущий ìоìент. Вpеìя pас÷ета
паpаìетpов тpаектоpии опpеäеëяется тpуäоеìкостüþ
обpаботки оäной позиöии (в наøеì сëу÷ае она опpе-
äеëяется в основноì зна÷итеëüной вы÷исëитеëüной
тpуäоеìкостüþ äетектоpа SURF). Поэтоìу скоpостü
pас÷ета в öеëоì потенöиаëüно ìожно повыситü за
с÷ет сокpащения ÷исëа обс÷итываеìых на тpаекто-
pии позиöий. Заìетиì, ÷то в этоì сëу÷ае пpи pас÷ете
тpаектоpии АПP нужно уäовëетвоpятü äвуì пpоти-
воpе÷ивыì тpебованияì оäновpеìенно. С оäной
стоpоны, äëя обеспе÷ения высокой то÷ности нави-
ãаöии необхоäиìо бëизкое сосеäство обс÷итывае-
ìых позиöий, ÷то пpивоäит к увеëи÷ениþ ÷исëа
позиöий (øаãов по тpаектоpии) и, соответственно,
к увеëи÷ениþ с÷етноãо вpеìени. С äpуãой стоpоны,
÷тобы сокpатитü общее вpеìя с÷ета, необхоäиìо
уìенüøатü ÷исëо обс÷итываеìых позиöий. Уто÷ниì,
÷то зäесü и äаëее поä теpìиноì "øаã" пониìается
вpеìя (с) пеpеìещения аппаpата в о÷еpеäнуþ по-
зиöиþ иëи эквиваëентное еìу ÷исëо каäpов, кото-
pое ìожно поäс÷итатü исхоäя из известной ÷астоты
съеìки. О÷евиäно, ÷то ìетоäика с фиксиpованныì
øаãоì не эффективна по pяäу пpи÷ин: не ãаpанти-
pуется äостато÷ное ÷исëо сопоставëенных особен-
ностей, не у÷итывается фоpìа тpаектоpии и ее вы-

сота, äинаìика äвижения АПP, ÷исëо накапëивае-
ìых в буфеpе паìяти каäpов съеìки пpи pеаëüноì
äвижении аппаpата не буäет соответствоватü фик-
сиpованноìу øаãу. Поэтоìу быëа pазpаботана аäап-
тивная схеìа рас÷ета позиöий тpаектоpии, оpиен-
тиpованная на ìиниìизаöиþ с÷етноãо вpеìени без
ущеpба äëя то÷ности вы÷исëения тpаектоpии (пpи
усëовии, ÷то ÷исëо обс÷итываеìых позиöий на
тpаектоpии явëяется äостато÷ныì äëя систеìы
упpавëения АПP). Аäаптивностü pеаëизуется тpеìя
совìестно pаботаþщиìи ìеханизìаìи: а) выбоp
pазìеpа о÷еpеäноãо øаãа в зависиìости от степени
пеpекpытия зон виäиìости стеpеокаìеpы äëя äвух
сосеäних позиöий; б) уìенüøение øаãа, есëи ÷исëо
сопоставëенных особенностей ìенüøе заäанноãо
поpоãа; в) отсе÷ение тех ÷астей изобpажения, ко-
тоpые не относятся к пеpекpытиþ зон виäиìости.
Оно выпоëняется непосpеäственно пеpеä ãенеpа-
öией и сопоставëениеì особенностей в кажäоì из
÷етыpех исхоäных изобpажений.
Пеpвый ìеханизì позвоëяет заäаватü ìаксиìаëü-

ное зна÷ение о÷еpеäноãо øаãа, ãаpантиpуþщее за-
äанный pазìеp общей (äëя äвух позиöий) зоны ви-
äиìости, ÷то напpавëено на ìиниìизаöиþ ÷исëа
обс÷итываеìых позиöий и, соответственно, на
уìенüøение вpеìени с÷ета. Уìенüøение иëи уве-
ëи÷ение pазìеpа общей обëасти виäиìости позво-
ëяет увеëи÷иватü иëи, соответственно, уìенüøатü
ìаксиìаëüный øаã. Зависиìостü ìежäу пеpеìеще-
ниеì каìеpы и pазìеpоì общей зоны виäиìости
опpеäеëяется сëеäуþщиìи ãеоìетpи÷ескиìи сооб-
pаженияìи (pис. 2). Пустü α — веpтикаëüный уãоë
обзоpа каìеpы (по äвижениþ каìеpы), R — сpеä-
нее pасстояние каìеpы äо äна, Н — ëинейный pаз-
ìеp зоны виäиìости каìеpы в пpоекöии на пëос-
костü äна, P — заäанный пpоöент пеpекpытия зон
виäиìости äвух каìеp, f — ÷астота съеìки, S — пе-
pеìещение каìеpы из пpеäыäущей позиöии в те-
кущуþ позиöиþ пpи заäанноì пpоöенте пеpекpы-
тия зон виäиìости.

Wi
1–

Pис. 2. Вычисление адаптивного шага в зависимости от зоны
общей видимости
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Тоãäа

H = 2tg R,

S = H .

Пpи вы÷исëении ìаксиìаëüноãо pазìеpа о÷еpеä-
ноãо øаãа буäеì у÷итыватü äинаìику АПP, т. е. на
пpяìоëинейных у÷астках äвижения, ãäе скоpостü вы-
сокая, øаã ìожет бытü боëüøиì, а на кpивоëиней-
ных у÷астках, ãäе скоpостü äвижения снижается, øаã
äоëжен уìенüøатüся. Обозна÷иì Ti — искоìое вpе-
ìя пеpеìещения на о÷еpеäноì øаãе i; Tpre — вpеìя
пеpеìещения на пpеäыäущеì øаãе i – 1; Vi – 1 —
скоpостü АПP в позиöии i – 1; Vi – 2 — скоpостü
АПP в позиöии i – 2. Все веëи÷ины, относящиеся
к пpеäыäущеìу øаãу, известны. Веëи÷ина A =
= (Vi – 1 – Vi – 2)/Тpre опpеäеëяет ускоpение на пpе-
äыäущеì øаãе. Соответственно, скоpостü на теку-
щеì у÷астке [i – 1, i] буäет изìенятüся от Vi – 1 äо
веëи÷ины Vi – 1 + АТi. Дëя поäс÷ета пути, пpой-
äенноãо за вpеìя Ti, ìожно исхоäитü из сpеäней
скоpости Vi – 1 + ATi/2. Тоãäа ìожно поëу÷итü вы-
pажение äëя искоìой веëи÷ины Тi: 

Ti = S/(Vi – 1 + ATi/2). 

Оно эквиваëентно кваäpатноìу уpавнениþ

A  + 2Vi – 1 – S = 0 (1)

с у÷етоì особых сëу÷аев:

1) есëи А = 0, то Тi = ;

2) есëи А < 0 и äискpиìинант D =  + 2AS < 0,

то Ti = – .

В общеì сëу÷ае Тi = (–Vi – 1 + )/A. Дëя пе-
pес÷ета pазìеpа øаãа в ÷исëо каäpов поëу÷еннуþ
веëи÷ину уìножаеì на f. Такиì обpазоì, обеспе-
÷ивается аäаптивное вы÷исëение текущеãо øаãа с
у÷етоì pасстояния äо äна, pазìеpа жеëаеìоãо пе-
pекpытия зон виäиìости и äинаìики äвижения АПP.
Втоpой ìеханизì — уìенüøение øаãа — на-

пpавëен на поääеpжание ÷исëа особенностей на

уpовне не ниже заäанноãо поpоãа, ÷то необхоäиìо
äëя обеспе÷ения высокой то÷ности вы÷исëения
ìатpиöы ëокаëüноãо пpеобpазования. Есëи ÷исëо
сопоставëенных особенностей ìенüøе заäанноãо
поpоãа, то äеëается повтоpное сопоставëение по-
сëе äеëения øаãа попоëаì (в экспеpиìентах поpоã
ваpüиpоваëся от 30 äо 100 то÷е÷ных особенностей).
Пpоöесс итеpативный, пpоäоëжаþщийся äо тех поp,
пока не выпоëнится усëовие иëи pазìеp øаãа не
äостиãнет оäноãо каäpа. Этот же аëãоpитì обеспе-
÷ивает и посëеäуþщее постепенное восстановëение
pазìеpа øаãа äо ìаксиìаëüноãо pас÷етноãо путеì
еãо уäвоения.
Механизì отсе÷ения ÷асти изобpажения, не от-

носящейся к общей зоне виäиìости, потенöиаëüно
äает äва пpеиìущества. Пеpвое — сокpащение вpе-
ìени обpаботки на этапе сопоставëения особенно-
стей за с÷ет ìенüøих pазìеpов обpабатываеìых
изобpажений. Втоpое основное пpеиìущество —
эта пpоöеäуpа сëужит также и фиëüтpоì, поскоëüку
естественныì обpазоì искëþ÷ает возìожные оøи-
бо÷ные сопоставëения особенностей на непеpекpы-
ваþщихся обëастях, ÷то, в коне÷ноì с÷ете, пpивоäит
к повыøениþ то÷ности вы÷исëений ëокаëüных пpе-
обpазований. Посëеäуþщие экспеpиìенты поä-
твеpäиëи это пpеäпоëожение. Относитеëüнуþ ве-
ëи÷ину k отсекаеìой ÷асти изобpажения ìожно
поëу÷итü из анаëиза зон виäиìости äëя äвух сосеä-
них позиöий (pис. 2) и с у÷етоì паpаìетpов, поëу-
÷аеìых с поìощüþ выøеописанной ìетоäики вы-
÷исëения аäаптивноãо øаãа: k = S/Н, зäесü S и Н —
как и выøе, пеpеìещение каìеpы и ëинейный pаз-
ìеp зоны виäиìости. Соãëасно фоpìуëе (1) S = VT =
= (Vpre + AT/2)T, зäесü V — сpеäняя скоpостü на те-
кущеì øаãе, Vpre — скоpостü в пpеäыäущей пози-
öии, Т — вpеìя текущеãо øаãа, А — ускоpение на
пpеäыäущеì øаãе. Тоãäа отсекаеìая ÷астü изобpа-
жения cutimage = himage•k, зäесü himage — pазìеp
изобpажения по оси в напpавëении äвижения.
В изобpажениях стеpеопаpы пpеäыäущей позиöии
отсекается ÷астü снизу, а в изобpажениях стеpео-
паpы текущей позиöии отсекается ÷астü свеpху.
Анаëоãи÷ныì обpазоì ìожно искëþ÷атü из pас-

сìотpения особенности, котоpые нахоäятся в ÷ас-
ти изобpажения, не относящейся к общей зоне ви-
äиìости ìежäу каìеpаìи стеpеопаpы.

4. Обсуждение pезультатов 
экспеpиментов

Вы÷исëитеëüные экспеpиìенты
пpовоäиëи äëя pяäа ìоäеëüных сöен с
тpаектоpияìи pазной сëожности,
äëины и высоты ее пpохожäения наä
äноì (pис. 3), а также с pазныìи фоp-
ìаìи pеëüефа и текстуpаìи äна. Ис-
поëüзоваëся коìпüþтеp PC Intel®
Coreтìi5 CPU @280GHz с ãpафи÷еской
пëатой NVIDIAGeForce GTX 470 в
сpеäе ОС WINDOWS. Базовое pас-
стояние ìежäу каìеpаìи стеpеопаpы
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Pис. 3. Тестиpуемые тpаектоpии АПP в модельных сценах (в пpоекции на плос-
кость моpского дна). Указаны pазмеpы по осям X и Y и pасстояния по оси Z до дна:
а — сöена: pазìеpы 11 Ѕ 13 ì, pасстояние 4...10 ì, вpеìя äвижения 130 с; б —
сöена 2: pазìеpы 80 Ѕ 80 ì, pасстояние 3,5...8 ì, вpеìя äвижения 240 с; в — сöена 3:
pазìеpы 40 Ѕ 20 ì, pасстояние 3,7...10,8 ì, вpеìя äвижения 200 с; г — сöена 4: pаз-
ìеpы 40 Ѕ 40 ì, pасстояние 2,3...9,8 ì, вpеìя äвижения 1035 с



Мехатроника, автоматизация, управление, Том 17, № 2, 2016 107

виpтуаëüноãо АПP бpаëосü pавныì 40 сì. Захват
каäpов осуществëяëся с ÷астотой 25 каäpов/с. Pаз-
pеøение захватываеìых каìеpой изобpажений со-
ставëяëо 600 Ѕ 400 и 800 Ѕ 600 пиксеëей. Степенü
пеpекpытия äëя аëãоpитìа аäаптивноãо øаãа уста-
навëиваëасü в 50...75 %. То÷ностü ìетоäа оöениваëи
путеì сpавнения паpаìетpов вы÷исëенной и истин-
ной тpаектоpии äëя pазных ваpиантов аëãоpитìи-
÷еской pеаëизаöии. В ка÷естве исхоäноãо ваpианта
äëя сpавнения pассìатpиваëся ìетоä, описанный в
pазäеëе "Базовый ìетоä" настоящей статüи, кото-
pый бëизок к тpаäиöионной pеаëизаöии.
Оöениваëи абсоëþтнуþ оøибку то÷ности (откëо-

нение паpаìетpов вы÷исëенной тpаектоpии от ис-
тинной в МСК) и ëокаëüнуþ (оøибку пpи пеpеìе-
щении АПP ìежäу äвуìя сосеäниìи вы÷исëяеìыìи
позиöияìи АПP). Поäãотовку
ìоäеëüных сöен выпоëняëи с
поìощüþ pазpаботанноãо ав-
тоpаìи пpоãpаììноãо ìоäеëи-
pуþщеãо коìпëекса [11]. На
этапе вы÷исëения ìатpиöы
ëокаëüноãо пpеобpазования
по äвуì 3D-обëакаì пpиìеня-
ëи сpеäства оптиìизаöии биб-
ëиотеки MATLAB и, в ка÷ест-
ве аëüтеpнативы, анаëоãи÷ные
сpеäства из бибëиотеки MRPT
в коìбинаöии с RANSAC. На
pис. 4 (сì. втоpуþ стоpону об-
ëожки) показан виä оäной из
ìоäеëüных сöен. Pезуëüтаты
вы÷исëитеëüных экспеpиìен-
тов äëя этих сöен в pазных pе-
жиìах пpивеäены в табëиöе.
Заìетиì, ÷то указываеìый в
табëиöе pежиì pеаëüноãо вpе-
ìени аäаптивноãо øаãа соот-
ветствует усëовияì pеаëüной
pаботы пpоãpаììы на боpту
АПP (пpи вы÷исëении о÷е-
pеäной позиöии тpаектоpии
÷исëо äоступных äëя обpа-
ботки каäpов оãpани÷ивается
÷исëоì накопëенных каäpов в
буфеpе к äанноìу ìоìенту
вpеìени). В табëиöе пpивеäе-

ны усpеäненные по тpаектоpии зна÷ения оøибки
вы÷исëения пpостpанственноãо поëожения АПP и
зна÷ения вpеìени pас÷ета тpаектоpии на коìпüþ-
теpе. Заìетиì, ÷то наибоëее вы÷исëитеëüно затpат-
ныì этапоì pаботы ìетоäа явëяется этап сопостав-
ëения особенностей — он заниìает окоëо 90 % от
общеãо вpеìени с÷ета.
На pис. 5 показаны ãpафики повеäения абсоëþт-

ной и ëокаëüной оøибок в вы÷исëении поëожения и
оpиентаöии äëя ìетоäа с фиксиpованныì и аäап-
тивныì øаãоì в pежиìе pеаëüноãо вpеìени на
пpиìеpе сöены 1. В ка÷естве оøибки оpиентаöии
оöениваëосü усpеäненное pасхожäение по уãëаì
оpиентаöии каìеpы. Зäесü испоëüзуется аäаптив-
ный øаã без отсе÷ения изобpажений. Поскоëüку
äëя фиксиpованноãо øаãа (базовый ваpиант) и

Сравнительные результаты вычислительного эксперимента для сцен 1—4

Варианты реаëизаöии
ìетоäа визуаëüной навиãаöии

Усреäненная по всей траектории абсоëþтная оøибка сìещения (ì) (вреìя с÷ета (с))

Сöена 1 Сöена 2 Сöена 3 Сöена 4

Базовый вариант
(фиксированный øаã = 16 каäров)

0,077 (T = 181 > вре-
ìени äвижения)

0,102 (T = 279 > вре-
ìени äвижения)

0,121 (T = 210 > вре-
ìени äвижения)

0,336 (T = 1473 > 
вреìени äвижения)

Аäаптив-
ный øаã

Режиì пост-
обработки

Без отсе÷ения 0,072 (18) 0,088 (62) 0,119 (22) 0,252 (328)
С отсе÷ениеì 0,042 0,075 0,102 0,194

Режиì реаëü-
ноãо вреìени

Без отсе÷ения 0,062 (T < вреìени 
äвижения)

0,092 (T < вреìени 
äвижения)

0,117 (T < вреìени 
äвижения)

0,329 (T < вреìени 
äвижения)

С отсе÷ениеì 0,056 (T < вреìени 
äвижения)

0,081 (T < вреìени 
äвижения)

0,098 (T < вреìени 
äвижения)

0,207 (T < вреìени 
äвижения)

Pис. 5. Точность вычисления тpаектоpии для метода с фиксиpованным и адаптивным ша-
гом в pежиме pеального вpемени в зависимости от вpемени движения АПP (сцена 1):
а — абсоëþтная оøибка Δ в вы÷исëении поëожения; б — абсоëþтная оøибка Θ в вы÷ис-
ëении оpиентаöии; в — ëокаëüная оøибка δ в вы÷исëении поëожения; г — ëокаëüная
оøибка θ в вы÷исëении оpиентаöии
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аäаптивноãо øаãа ëокаëüные оøибки сìещения и
оpиентаöии бëизки, на pис. 5 пpивеäены ãpафики
тоëüко äëя базовоãо ваpианта. Чисëо сопоставëенных
особенностей пpи вы÷исëении ëокаëüных пеpеìе-
щений изìеняëосü в äиапазоне "поpоãовое зна÷е-
ние — нескоëüко сот". Сpавнитеëüные pезуëüтаты
изìеpений äëя pазных сöен с pазныìи pежиìаìи и
ìоäификаöияìи пpоãpаììы навиãаöии пpивеäены
в табëиöе.
Как виäно из табëиöы, äëя сöены 1 аäаптивный

øаã обеспе÷ивает pежиì pеаëüноãо вpеìени, в от-
ëи÷ие от ваpианта с фиксиpованныì øаãоì, ãäе
вpеìя pас÷ета пpевыøает вpеìя äвижения АПP по
тpаектоpии. В pежиìе постобpаботки вpеìя с÷ета
зна÷итеëüно сокpащается за с÷ет "äëинных" øаãов.
Дëя сöен 1 и 3 это вpеìя по÷ти на поpяäок ìенüøе
вpеìени äвижения АПP. Пpи этоì äостиãаеìая
то÷ностü навиãаöии äëя аäаптивноãо øаãа в обоих
pежиìах, как виäно из табëиöы, выøе то÷ности, по-
ëу÷аеìой пpи фиксиpованноì øаãе. Также в таб-
ëиöе ìожно увиäетü поëожитеëüный эффект от пpи-
ìенения аëãоpитìа отсе÷ения каäpов. О÷евиäныì
обpазоì, в боëüøей степени он пpоявëяется пpи
äëитеëüных пеpеìещениях АПP. Экспеpиìенты с
тpаектоpией äвижения боëüøой äëины и сëожной
фоpìы (сöена 4) показаëи, ÷то ìетоä визуаëüной
навиãаöии äостато÷но устой÷ив к накопëениþ аб-
соëþтной оøибки. Анаëиз ãpафиков зависиìости
абсоëþтной оøибки от вpеìени также показывает,
÷то существует на÷аëüный у÷асток тpаектоpии с
ìеäëенныì pостоì оøибки. Отсþäа сëеäует, ÷то
ëокаëüные ìаневpы небоëüøой пpоäоëжитеëüно-
сти ìоãут осуществëятüся в pежиìе визуаëüной на-
виãаöии с äостато÷но высокой то÷ностüþ. Экспе-
pиìенты показаëи, ÷то ваpиант с MATLAB äает
ëу÷øий pезуëüтат по то÷ности, ÷еì ваpиант с пpи-
ìенениеì MRPT + RANSAC (в зависиìости от
pазных сöен — в 1,3...1,6 pаза), уступая пpи этоì по
вpеìени вы÷исëений 5...10 %. Допоëнитеëüные
экспеpиìенты быëи пpовеäены с испоëüзованиеì:
а) äетектоpа FREAK, котоpый стpоит äескpиптоp,
аëüтеpнативный äескpиптоpу SURF; б) äетектоpа
FAST Corner Detection. Они ускоpяþт вы÷исëения
äо 2 pаз, снижая пpи этоì то÷ностü пpиìеpно äо
поëутоpа pаз. Также экспеpиìентаëüно быëо выяв-
ëено, ÷то пpиìенение аëãоpитìа вы÷исëения äис-
паpантностей вìесто SURF внутpи кажäой из äвух
стеpеопаp изобpажений äает нескоëüко ëу÷øий ко-
не÷ный pезуëüтат по то÷ности и по вpеìени с÷ета.
Оäнако этот аëãоpитì ÷увствитеëен к оøибкаì ка-
ëибpовки. Во всех выøеописанных ìоäеëüных экс-
пеpиìентах испоëüзоваëасü веpсия OpenCV без
CUDA-ускоpения. Отäеëüный сpавнитеëüный экс-
пеpиìент показаë, ÷то пpиìенение CUDA-веpсии
OpenCV сокpащает с÷етное вpеìя на этапе сопос-
тавëения особенностей пpиìеpно в 9 pаз äëя ис-
поëüзуеìых аппаpатных сpеäств.
В öеëоì, анаëиз pезуëüтатов экспеpиìентов по-

казывает, ÷то: 
аäаптивная ìетоäика зна÷итеëüно сокpащает
вpеìя вы÷исëений в pежиìе постобpаботки (äо

10 pаз) и позвоëяет визуаëüноìу ìетоäу поääеp-
живатü pежиì pеаëüноãо вpеìени за с÷ет опти-
ìаëüной обpаботки захватываеìых пpи äвижении
АПP виäеокаäpов, не ухуäøая пpи этоì навиãа-
öионнуþ то÷ностü. В сpеäнеì оøибка ëокаëüной
то÷ности во всех экспеpиìентах ìенüøе 1 сì; 
аëãоpитì отсе÷ения каäpов, pаботая как фиëüтp,
ìожет уìенüøитü оøибку навиãаöии äо 30 % и
сокpатитü вpеìя вы÷исëений;
испоëüзование аппаpатноãо ускоpения ãpафи÷е-
ской пëаты с pеаëизаöией паpаëëеëüных вы÷ис-
ëений ìожет существенно ускоpитü on-line-pас-
÷ет тpаектоpии, äавая пpи этоì возìожностü
пpиìенятü и боëее вы÷исëитеëüно еìкие пpо-
ãpаììно-аëãоpитìи÷еские сpеäства.

Заключение

Поëу÷енные pезуëüтаты по pазpаботке аäаптив-
ноãо ìетоäа визуаëüной навиãаöии и оöенке еãо
эффективности позвоëяþт сäеëатü вывоä о тоì, ÷то
пpеäëоженный ìетоä ìожет бытü поëезныì äопоë-
нениеì и/иëи аëüтеpнативой тpаäиöионныì сpеä-
стваì навиãаöии автоноìных поäвоäных аппаpа-
тов, особенно в ситуаöиях ëокаëüноãо ìаневpиpо-
вания, в öеëоì способствуя повыøениþ ка÷ества
pеøения заäа÷и упpавëения äвижениеì АПP.
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The work is devoted to development of a visual navigation method for an autonomous underwater robot (AUR) using stereo
vision. The authors describe the basic principles of implementation of the visual odometry method in accordance with the al-
ready established concept of computing, the main stages of which are comparison of the images’ features and calculation of
the geometric transformation between the neighboring positions of AUR. Two possible modes of operation of a computer program
are considered: an on-line mode — the program runs directly on the onboard computer when AUR is moving, and it processes
the captured video stream as it becomes available; and a post-processing mode — the program runs on a stationary computer
and processes the saved video stream of the whole trajectory. In the first case initially we solve the problem of calculation for
each position of the trajectory with the highest possible precision of AUR localization on the current limited sequence of images,
and then a problem of provision of real time mode in general. In the second case the task is to ensure a high-precision cal-
culation of AUR localization and increase the speed of calculation through the optimal selection and calculation sequence of
the key frames in a path, using the existing video on the entire trajectory. Post-processing is essentially a solution to the task
of a full calibration of the sequence of the key frames, which is necessary for solving of the subsequent problem of 3D recon-
struction of an underwater scene. A modification of the basic method is suggested. It consists in development and application
of an adaptive technique for calculation of A UR trajectory aimed at solving the above problems. It guarantees the desired area
of the overlap of the adjacent frames, takes into account the shape of the trajectory and the height of its passage over the sea-
floor, driving the dynamic model of AUR, and takes into account the dependence of the number of the actual incoming frames
during the movement of the vehicle. Three co-operating techniques realize adaptability: a) selection of the size of the next step,
depending on the degree of the overlapping areas of visibility of the stereo camera for two adjacent positions; b) reduction of
the step, if the number of the matching features is smaller than the predetermined threshold; and c) cutting off those parts of
the image which are not related to the overlap zone of visibility. These techniques provide an optimal way for determination
of the sequence of the key frames, in which calculation of the geometric transformation for the local movements is performed.
Optimality means achievement of the highest possible accuracy of localization of computation of AUR with the greatest step
length in order to ensure the desired overlapping of the adjacent visibility positions. Computation of the local transformation
matrixes is carried out proceeding from the condition of the minimal divergences of the points of the two matching 3D clouds.
Comparative results of the computational experiments on estimation of the effectiveness of the proposed adaptive method are
presented and analyzed. Alternative versions of the individual stages of the general computational scheme are also analyzed.
In general, the method can be a useful addition to the traditionally used sonar navigation systems, or a good alternative to
them in the conditions of local maneuvering.
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Исследование динамики следящего электpопpивода
с вентильным двигателем в pежиме автокоммутации

Введение

Вентиëüный эëектpопpивоä в настоящее вpеìя
øиpоко испоëüзуется в пpивоäах ìетаëëоpежущих
станков, в pобототехни÷еских систеìах и явëяется
оäниì из основных узëов ìноãих аãpеãатов и коì-
пëексов, испоëüзуеìых äëя автоìатизаöии техно-
ëоãи÷еских и пpоизвоäственных пpоöессов.
Вентиëüный äвиãатеëü (ВД) пpеäставëяет собой

эëектpоìехатpоннуþ систеìу, в котоpой объеäине-
ны синхpонная ìаøина (СМ) с возбужäениеì от
постоянных ìаãнитов, äат÷ик поëожения pотоpа
(ДПP) и эëектpонный коììутатоp обìоток статоpа,
упpавëение котоpыì осуществëяется в функöии
уãëа повоpота. В зависиìости от констpуктивноãо
испоëнения [1, 2] pазëи÷аþт äва основных типа вен-
тиëüноãо äвиãатеëя: BLDC (Brushless Direct Current
Motor), обìотки статоpа котоpоãо выпоëняþтся с
насыщениеì äëя снижения пуëüсаöий тока пpи
пpиìенении тpапеöеиäаëüной коììутаöии; PMSM
(Permanent Magnet Synchronous Motors), обìотки ко-
тоpоãо выпоëняþтся без насыщения äëя фоpìиpо-
вания кpуãовоãо потокосöепëения статоpа с pотоpоì.
Аббpевиатуpа BLDC анаëоãи÷на оте÷ественноìу

понятиþ БДПТ (бесконтактный äвиãатеëü постоян-
ноãо тока, пpинöип pаботы котоpоãо соответствует
обpащенной ìаøине постоянноãо тока). Аббpевиа-
туpа PMSM ÷аще испоëüзуется äëя обозна÷ения са-
ìих синхpонных ìаøин с постоянныìи ìаãнитаìи
и с синусоиäаëüной фоpìой фазных пpотивоЭДС
и относится в основноì к обëасти вентиëüноãо
пpивоäа с вектоpныì упpавëениеì.

Мноãообpазие сфеp пpиìенения и констpук-
тивных особенностей ВД опpеäеëиëо pяä способов
упpавëения и pеãуëиpования ÷астоты вpащения
вентиëüноãо пpивоäа, в тоì ÷исëе пpи pаботе в pе-
жиìе БДПТ. Оäнако, несìотpя на боëüøой объеì
оте÷ественной и заpубежной ëитеpатуpы [3—5],
pежиìы pаботы БДПТ äо сих поp неäостато÷но
изу÷ены, не иссëеäовано вëияние способов упpав-
ëения и уãëовых паpаìетpов на хаpактеpистики
пpивоäа, отсутствует уäобная äëя инженеpных pас-
÷етов ëинеаpизованная пеpеäато÷ная функöия
äвиãатеëя, нет ÷етких pекоìенäаöий по вопpосаì
синтеза заìкнутых систеì автоìати÷ескоãо pеãу-
ëиpования.
Матеìати÷еское описание ВД в систеìе кооpäи-

нат pотоpа (d, q) позвоëяет обосноватü усëовия äëя
пpеäставëения стpуктуpы ВД, анаëоãи÷ной стpуктуpе
äвиãатеëя постоянноãо тока [6, 7]. Пpи pеаëизаöии
систеì вектоpноãо упpавëения испоëüзуþтся пpе-
обpазоватеëи кооpäинат, ìатеìати÷еские ìоäеëи,
ìноãоконтуpные систеìы поä÷иненноãо pеãуëиpо-
вания паpаìетpов. Систеìы вектоpноãо упpавëе-
ния вентиëüныì эëектpопpивоäоì обеспе÷иваþт
pаботу в øиpокоì äиапазоне скоpостей и испоëü-
зуþтся в пpеöизионных ìеханизìах. Оäнако ис-
поëüзование ìатеìати÷еской ìоäеëи в систеìе
вpащаþщихся кооpäинат опpеäеëяет повыøенные
тpебования к систеìе упpавëения. Кpоìе тоãо, саì
пpинöип пpеäпоëаãает отхоä от äискpетноãо хаpак-
теpа пеpекëþ÷ения и фоpìиpование синусоиäаëü-
ных напpяжений и токов в обìотках äвиãатеëя.

Пpи исследовании динамических pежимов следящего вентильного электpопpивода обоснованы условия пеpехода к кооpди-
натам pотоpа и дано математическое описание вентильного двигателя как бесконтактного двигателя постоянного тока
(БДПТ). Пpиведена стpуктуpная схема следящего электpопpивода, учитывающая коммутационные пpоцессы и фоpмиpование
упpеждающих углов коммутации. Дано обоснование упpощенной стpуктуpной схемы вентильного двигателя пpи pаботе его в
pежиме БДПТ. Выполнен синтез pегулятоpов двухконтуpной следящей системы. Пpиведены pезультаты исследования дина-
мических pежимов пpивода внизу и ввеpху диапазона pегулиpования скоpости в системе с пpогpаммным задатчиком угла и ско-
pости. Показано, что в зависимости от условий pаботы БДПТ обладает дуальными свойствами: синхpонной машины и дви-
гателя постоянного тока. Pезультаты исследования подтвеpждают, что хаpактеpные особенности пpедлагаемой системы
позволяют обеспечить динамические и статические хаpактеpистики вентильного электpопpивода, pаботающего в pежиме ав-
токоммутации, сопоставимые с вектоpными системами упpавления синхpонными машинами с оpиентацией потокосцепления.
Ключевые слова: следящий электpопpивод, синхpонная машина, обpащенная машина постоянного тока, БДПТ, ПИД pе-

гулятоp, пpогpаммный задатчик скоpости и угла
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Необхоäиìо отìетитü, ÷то описание в систеìе
вpащаþщихся кооpäинат не позвоëяет оäнозна÷но
испоëüзоватü указанные стpуктуpные пpеäставëения
äëя обоснования упpавëения ВД как обpащенной
ìаøины постоянноãо тока. Это, пpежäе всеãо, свя-
зано с äвойственностüþ пpоöессов, наëи÷иеì коì-
ìутатоpа, котоpый, с оäной стоpоны, выпоëняет
функöии коëëектоpа, а с äpуãой стоpоны, совìест-
но с ДПP — функöии пpеобpазоватеëя кооpäинат.
Такиì обpазоì, äëя аäекватной оöенки свойств

вентиëüноãо пpивоäа необхоäиìо иìетü ìоäеëи и
стpуктуpы, у÷итываþщие пpоöессы äискpетной
коììутаöии и неëинейные свойства объекта pеãу-
ëиpования.

Математическое описание вентильного пpивода 
с учетом дискpетного хаpактеpа пpоцесса коммутации

Pежиì pаботы ВД существенно отëи÷ается от
работы СМ, питаеìой от пpеобpазоватеëя ÷астоты
с внеøниì упpавëениеì, в котоpоì выхоäная ÷ас-
тота тока (напpяжения) заäается пpинуäитеëüно.
Основное отëи÷ие пpивоäа с ВД закëþ÷ается в
тоì, ÷то пеpекëþ÷ение питания обìоток осущест-
вëяется в функöии уãëа повоpота pотоpа. Сеëек-
тивное пеpекëþ÷ение обìоток ВД по сиãнаëаì ДПP
соответствует пpеобpазованиþ питаþщеãо напpяже-
ния (тока) в ÷астоту и фазу pотоpа, бëаãоäаpя ÷еìу
в ВД невозìожен асинхpонный pежиì, коãäа ÷ас-
тота ЭДС вpащения СМ не совпаäает с ÷астотой
исто÷ника питания.
Есëи не пpиниìатü во вниìание особенности

систеì упpавëения, то ВД ìожно pассìатpиватü
как автокоììутиpуеìый øаãовый äвиãатеëü.

Pежиì автокоììутаöии — основная особен-
ностü ВД, котоpая опpеäеëяет pежиì бесконтакт-
ной ìаøины постоянноãо тока (БМПТ). Пpивоä с
ВД в pежиìе БМПТ позвоëяет искëþ÷итü пpопуск
øаãа и увеëи÷итü быстpоäействие по сpавнениþ с
pазоìкнутыì øаãовыì пpивоäоì.

Pассìотpиì ìатеìати÷ескуþ ìоäеëü pаботы ВД
в пpеäеëах øаãа коììутаöии. В øаãовоì pежиìе
pаботы изìенение потокосöепëения статоpа Y на
уãоë θ* осуществëяется за с÷ет коììутаöии о÷еpеä-
ной обìотки (pис. 1). Есëи пpенебpе÷ü активныì
сопpотивëение обìотки статоpа [8], то вектоp на-
пpяжения U опеpежает вектоp потокосöепëения
статоpа Y на уãоë π/2. В установивøеìся pежиìе
вектоp потокосöепëения pотоpа Yf  отстает на уãоë
Δθ = θ* – θ, ãäе θ — уãоë повоpота pотоpа.
Пpоекöии ìоäуëя вектоpа напpяжения на оси

вpащаþщейся систеìы кооpäинат pотоpа (d, q) оп-
pеäеëяþтся сëеäуþщиìи выpаженияìи:

Ud = –U sin(θ* – θ); (1)

Uq = Ucos(θ* – θ). (2)

Дëя äвиãатеëей с постоянныìи ìаãнитаìи соб-
ственная инäуктивностü фазы и взаиìоинäуктив-
ностü ìежäу фазаìи бëаãоäаpя низкоìу зна÷ениþ
ìаãнитной пpониöаеìости ìатеpиаëа ìаãнита ìаëо

зависят от уãëовоãо поëожения pотоpа äаже пpи
явно поëþсной констpукöии. Поэтоìу ìожно
пpинятü их pавныìи сpеäниì зна÷енияì. Можно
пpенебpе÷ü также навеäениеì токов в теëе pотоpа,
так как ìатеpиаë ìаãнита иìеет высокое уäеëüное
сопpотивëение. Как показано в pаботе [6], уpавне-
ния эëектpоìаãнитных пpоöессов такой эëектpи-
÷еской ìаøины ìоãут бытü записаны в виäе 

Ud = RId + pΨd – ωoΨq; (3)

Uq = RIq + pΨq + ωoΨd; (4)

Ψd = LdId + Ψf ; (5)

Ψq = LqIq, (6)

ãäе R — сопpотивëение фазы обìотки статоpа;
Ld, Lq — инäуктивности обìоток статоpа по осяì
d, q; ωo = pnω — ÷астота ЭДС вpащения; ω — ÷астота
вpащения pотоpа; pn — ÷исëо паp поëþсов.
Эëектpоìаãнитный ìоìент äëя тpехфазной ìа-

øины ÷еpез составëяþщие потокосöепëения и то-
ка статоpа иìеет виä

M = (3/2)pn(ΨdIq – ΨqId). (7)

Уpавнение ìеханики с у÷етоì потеpü ìожет
бытü записано в виäе 

ω = (M – Mc – dω), (8)

ãäе J — ìоìент инеpöии; Мс — ìоìент стати÷еской
наãpузки; d — коэффиöиент, у÷итываþщий äопоë-
нитеëüный ìоìент äеìпфиpования.

Pазpеøая уpавнения (3) и (4) относитеëüно то-
ков и у÷итывая, ÷то pΨf  = 0, поëу÷иì

Id = (Ud + ωoΨq) ; (9)

Id = (U – ωoΨd) , (10)

ãäе Td = Ld/R, Tq = Lq/R — постоянные вpеìени
статоpных обìоток, пpивеäенные к осяì d, q pотоpа.

Pис. 1. Вектоpная диагpамма ВД пpи отpаботке шага

1
Jp
----

1/R
Tdp 1+
--------------

1/R
Tqp 1+
--------------
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Pеãуëиpуеìый эëектpопpивоä на базе ВД ìожет
бытü pеаëизован тоëüко как систеìа с обpатныìи
связяìи. Пpи pазpаботке стpуктуpы сëеäящеãо
эëектpопpивоäа (pис. 2) в ка÷естве основных пpи-
няты äва контуpа: контуp поëожения с pеãуëятоpоì

поëожения Wpп(p), контуp скоpости с
pеãуëятоpоì скоpости Wpc(p). Основ-
ная стpуктуpная схеìа ВД соответст-
вует исхоäныì уpавненияì (5)—(10).
Пpинöип постpоения вентиëüноãо
эëектpопpивоäа pеаëизован с у÷етоì
особенностей пpоöесса коììутаöии.
К исхоäныì бëокаì стpуктуpы ВД
äобавëен ìоäуëü фоpìиpования уãëа
коììутаöии ∇θ, соäеpжащий кванто-
ватеëü инфоpìаöии по уpовнþ (КИ),
ина÷е — квантоватеëü уãëа повоpота θ,
и äопоëнитеëüный суììатоp. Pеëе
типа тpиããеpа Шìитта (ТШ) опpеäе-
ëяет уãоë ∇θo опеpежения иëи отста-
вания в зависиìости от знака оøиб-
ки скоpостноãо контуpа.
Шаã квантования уãëа pавен σ =

= ∇θ = 2π/kpn, ãäе k — ÷исëо тактов
систеìы упpавëения. Чисëо состоя-
ний коììутатоpа на öикëе еãо pаботы
pавно

k = mN1,

ãäе m — ÷исëо фаз; N1 — ÷исëо напpавëений тока
в фазах (N1 = 1 иëи 2), зависит от виäа коììутаöии.
Такиì обpазоì, пpивеäение уãëа потокосöепëе-

ния статоpа θ* осуществëяется к уãëу повоpота pо-
тоpа с у÷етоì не тоëüко о÷еpеäной коììутаöии еãо
обìоток, но и ÷исëа паp поëþсов pотоpа. Эëектpи-
÷еский уãоë pотоpа θ связан с ìехани÷ескиì уãëоì
еãо повоpота θì сëеäуþщиì соотноøениеì: θ = pnθì.

Упpощенная стpуктуpная схема вентильного двигателя

Стpуктуpная схеìа, пpивеäенная на pис. 2,
c то÷ки зpения обоснования и выбоpа pеãуëятоpов
пpеäставëяет опpеäеëенные затpуäнения. Это в ос-
новноì обусëовëено теì, ÷то ВД описывается сис-
теìой неëинейных äиффеpенöиаëüных и аëãебpаи-
÷еских уpавнений, анаëити÷еское pеøение котоpых
в общеì сëу÷ае невозìожно.

Pезуëüтаты ìоäеëиpования и иссëеäования
свойств ВД как автоноìноãо объекта пpи поäа÷е
ска÷ка напpяжения и наãpузки показаны на pис. 3.
Оöенивая пеpехоäные хаpактеpистики ВД пpи

выхоäе на скоpостü хоëостоãо хоäа и pеакöии на
наãpузку, ìожно сäеëатü вывоä, ÷то они поäобны
хаpактеpистикаì äвиãатеëя постоянноãо тока.
Допоëнитеëüный анаëиз пеpехоäных пpоöессов

(pис. 3, 4) позвоëяет сäеëатü вывоä о тоì, ÷то в пеp-
воì пpибëижении коììутатоp совìестно с ДПP не
оказывает существенноãо вëияния на хаpактеpи-
стики систеìы упpавëения.
Коëи÷ественная оöенка позвоëяет выäеëитü ос-

новные составëяþщие потокосöепëения Ψd и тока Iq,
котоpые опpеäеëяþт ìоìент М, pазвиваеìый äви-
ãатеëеì.
С у÷етоì äанных äопущений на pис. 5 пpеäстав-

ëена упpощенная стpуктуpная схеìа ВД, ãäе со-
Pис. 4. Составляющие потокосцепления и тока

Pис. 3. Пеpеходные пpоцессы ВД пpи pеакции на скачок напpя-
жения и нагpузки

Pис. 2. Стpуктуpная схема следящего вентильного электpопpивода
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ставëяþщиìи ìоìента Ψq и Id пpенебpеãëи ввиäу
ìаëости их пpоизвеäения.
Пеpеäато÷ные функöии äвиãатеëя по упpавëяþ-

щеìу и возìущаþщеìу возäействияì ìожно запи-
сатü в сëеäуþщеì виäе:

Wω(p) =  = ;

Wì(p) =  = ,

ãäе Kä = 1/(сΦ), Kì = Rя/(сΦ)2 — пеpеäато÷ные ко-
эффиöиенты äвиãатеëя по упpавëениþ и возìуще-

ниþ; Тì =  и Tя = Тq =  =  — эëектpо-

ìехани÷еская и эëектpоìаãнитная постоянные

вpеìени äвиãатеëя; с и Φ =  — констpуктивная

постоянная и поток äвиãатеëя; N — ÷исëо витков;
J — ìоìент инеpöии äвиãатеëя.
Такиì обpазоì, без у÷ета äопоëнитеëüных воз-

ìущений, вносиìых коììутаöионныìи пpоöесса-
ìи в потокосöепëение по составëяþщей Ψd, и пpи
пpенебpежении составëяþщей ìоìента Мq = ΨqId
äвиãатеëü ìожно пpеäставитü äинаìи÷ескиì зве-
ноì втоpоãо поpяäка. Заìетиì, ÷то фактоp пуëüса-
öий снижается с увеëи÷ениеì ÷исëа паp поëþсов.
В pеаëüных систеìах пpи выпоëнении усëовия

Тì l 4Тя пеpеäато÷нуþ функöиþ äвиãатеëя ìожно
записатü в виäе пpоизвеäения äвух поëиноìов:

Wä(p) =  =

=  = ,

ãäе T1 = – , Т2 = – , p1, 2 = —

— постоянные вpеìени и коpни хаpактеpисти÷е-
скоãо уpавнения.
Спеöифи÷еские особенности ВД необхоäиìо

у÷итыватü пpи выбоpе контуpов упpавëения. Суãубо
неëинейный хаpактеp контуpа фоpìиpования ìо-
ìента ВД не позвоëяет без äопоëнитеëüных пpеоб-

pазований ввоäитü в стpуктуpу упpавëения контуpы
тока. Боëее тоãо, оäно из основных пpеиìуществ
ВД в pежиìе БМПТ — свойство внутpеннеãо пpе-
обpазования кооpäинат — буäет не востpебовано.
С у÷етоì этоãо äëя pеаëизаöии сëеäящеãо эëек-

тpопpивоäа (сì. pис. 2) испоëüзованы äва основ-
ных контуpа: скоpости и поëожения. Сиëовой пpе-
обpазоватеëü Wп(p) показан с у÷етоì оãpани÷ений
на pеãуëиpование напpяжения.
Пpинöип постpоения сëеäящеãо эëектpопpивоäа

соответствует коìбиниpованной систеìе пpоãpаìì-
ноãо упpавëения, ãäе в пеpвоì пpибëижении функ-
öии интеpпоëятоpа pеаëизованы за с÷ет заäат÷ика
скоpости и уãëа (ЗСУ). Теìп изìенения скоpости
опpеäеëяется постоянной вpеìени Tω.
Пеpеäато÷ная функöия сиëовоãо пpеобpазова-

теëя, независиìо от еãо типа, ìожет бытü пpеäстав-
ëена как апеpиоäи÷еское звено

Wп(p) = ,

ãäе kμ, Tμ — коэффиöиент и постоянная вpеìени
пpеобpазоватеëя.
Пpи настpойке контуpа скоpости на ìоäуëüный

оптиìуì пеpеäато÷ная функöия pеãуëятоpа скоpо-
сти äоëжна иìетü виä

Wpс(p) = ,

ãäе τ1 = T1; τ2 = T2; τ3 = kμkä•2Tμ.
Пpопоpöионаëüно-интеãpаëüно-äиффеpенöи-

аëüный pеãуëятоp относится к физи÷ески неpеаëи-
зуеìыì звенüяì. С äостато÷ной степенüþ то÷но-
сти еãо функöии ìоãут бытü pеаëизованы pеãуëя-
тоpоì с пеpеäато÷ной функöией

Wpс(p) =  +  + ,

ãäе τ4 < τ3.
Пеpеäато÷ная функöия pеãуëятоpа поëожения

пpи настpойке контуpа на ìоäуëüный оптиìуì со-
ответствует пpопоpöионаëüноìу звену Wpп(p) = β.

Pезультаты моделиpования

Иссëеäование pассìотpенных пpинöипов pеа-
ëизаöии сëеäящеãо эëектpопpивоäа пpовоäиëосü с
у÷етоì pеаëüных свойств и оãpани÷ений pеãуëято-
pа скоpости и пpеобpазоватеëя. Наибоëее тяжеëые
усëовия pаботы сëеäящеãо эëектpопpивоäа набëþ-
äаþтся внизу äиапазона pеãуëиpования скоpости
(pис. 6). Зна÷итеëüно боëüøее пеpеpеãуëиpование
скоpости, ÷еì ожиäаеìое, ìожно объяснитü теì,
÷то пpи выхоäе ВД из нейтpаëüноãо состояния зна-
÷итеëüное вëияние оказываþт äиффеpенöиаëüная
составëяþщая закона pеãуëиpования и pеëейный
контуp. В зависиìости от оøибки скоpостноãо

Pис. 5. Упpощенная стpуктуpная схема ВД
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контуpа пpоисхоäит ввоä опеpежаþщеãо иëи от-
стаþщеãо уãëа коììутаöии.
Пpи возpастании уãëа наãpузки созäаþтся усëо-

вия, коãäа уãоë коììутаöии иìеет все вpеìя опе-
pежаþщий хаpактеp.
По своиì свойстваì pеãуëятоp скоpости обеспе-

÷ивает астатизì как по упpавëяþщеìу, так и возìу-
щаþщеìу возäействияì. Оøибка по уãëу незна÷и-
теëüна и ввеäение контуpа поëожения эффективно
ëиøü в анаëоãовых систеìах упpавëения. На боëее
высоких ÷астотах вpащения пеpехоäные пpоöессы
соответствуþт ожиäаеìыì pезуëüтатаì (pис. 7).

Контуp поëожения внизу äиапазона pеãуëиpова-
ния не оказывает существенноãо вëияния на пpо-
öессы, хаpактеpизуþщие pаботу вентиëüноãо пpиво-
äа. Основное еãо назна÷ение — контpоëü отpабаты-
ваеìой кооpäинаты пpи пpоãpаììноì упpавëении.

Pабота контуpа на пpеäеëüных скоpостях, коãäа
зна÷итеëüное вëияние на äинаìику пpивоäа ока-
зываþт ЭДС вpащения и оãpани÷ение по напpяже-
ниþ исто÷ника питания, показана на pис. 8.
Пpи выхоäе на зна÷ения скоpости, соответствуþ-

щие указанныì оãpани÷енияì, пpоисхоäят уìенü-
øение äинаìи÷ескоãо ìоìента и существенное от-
кëонение скоpости от заäанноãо зна÷ения.
В pезуëüтате фоpìиpуется зна÷итеëüное фазовое

pассоãëасование ìежäу фоpìиpуеìыì заäаниеì и
истинныì зна÷ениеì уãëа повоpота pотоpа. Пpи-
воä, теì не ìенее, сохpаняет устой÷ивостü и не вы-
хоäит из синхpонизìа, так как о÷еpеäная коììу-
таöия обìоток пpоисхоäит ëиøü пpи äостижении
øаãа. Это вëияет ëиøü на ÷астоту коììутаöии. Пе-
pеpеãуëиpование по скоpости вызвано ëиøü pассо-
ãëасованиеì по поëожениþ, котоpое ëиквиäиpует-
ся за с÷ет увеëи÷ения ÷астоты коììутаöии.
Такиì обpазоì, пpивоä иìеет аäаптивные свой-

ства, опpеäеëяþщие теìп äвижения в соответствии
с наãpузкой и pазвиваеìыì ìоìентоì.
Пpакти÷еская pеаëизаöия контуpа сëежения

äоëжна пpеäусìатpиватü контpоëü уãëа в зна÷и-
теëüных пpеäеëах, ÷то опpеäеëяет еãо pаботу, соот-
ветствуþщуþ оpãанизаöии контуpа позиöионной
систеìы pеãуëиpования.

Заключение

В pассìотpенной стpуктуpе вентиëüноãо эëек-
тpопpивоäа пеpехоä пpеäставëения от синхpонной
ìаøины к ìаøине постоянноãо тока осуществëя-
ется путеì ввеäения ìатеìати÷еской ìоäеëи коììу-
татоpа и ДПP, ÷то pаскpывает особенности pаботы
ВД, связанные с пpеобpазованиеì кооpäинат ста-
тоpных öепей к кооpäинатаì pотоpа. Это позвоëяет
äостато÷но поëно иссëеäоватü функöиониpование
äвиãатеëя и оöенитü пpеäваpитеëüные хаpактеpи-
стики как пpоектиpуеìых ìаøин, так и систеìы
упpавëения в öеëоì. Пpовеäенные иссëеäования
поäтвеpжäаþт спеöифи÷еские особенности вен-
тиëüноãо эëектpопpивоäа: абсоëþтнуþ жесткостü
ìехани÷еских хаpактеpистик в äиапазоне äопусти-
ìых наãpузок (свойство СД) и снижение ÷астоты
вpащения по сpавнениþ с ÷астотой хоëостоãо хоäа
пpи увеëи÷ении ìоìента наãpузки выøе äопусти-
ìоãо (свойство äвиãатеëя постоянноãо тока).
Такиì обpазоì, есëи оöениватü эëеìентаpные

систеìы вентиëüноãо эëектpопpивоäа в pежиìе
БМПТ по сpавнениþ с вектоpныìи систеìаìи
упpавëения, то в боëüøинстве пpакти÷еских пpи-
ìенений они ìоãут составитü äостойнуþ конку-
pенöиþ в отноøении как pеãуëиpово÷ных свойств,
так и пpостоты pеаëизаöии законов упpавëения.

Pис. 8. Пеpеходные пpоцессы пуска в пpедельно допустимых
pежимах pаботы

Pис. 7. Пеpеходные пpоцессы пpи pавноускоpенном пуске

Pис. 6. Пеpеходные пpоцессы внизу диапазона скоpости:
а — pеакöия на ска÷ок вхоäноãо возäействия; б — пуск поä на-
ãpузкой
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In his study of the dynamic response of a servo valve motor the author substantiated the conditions of transition to the co-
ordinates of the rotor and provided a mathematical description of the valve motor as a Brushless Direct Current Motor
(BLDC). The mathematical description of the valve drive (VD) in the rotor (d, q) system of coordinates makes it possible to
establish conditions presenting VD as a structure, similar to a direct-current motor (DC-motor). The vector control systems
can be implemented by means of converters of coordinates, mathematical models and multiple-loop systems of the subordinated
regulation. The vector control systems of the valve actuator ensure its functioning in a wide range of speeds and are used in
precision mechanisms. However, the mathematical model describing the system of the rotating coordinates defines increased
requirements to the effective control system. Moreover, this principle assumes a withdrawal from a discrete character of switching
and establishment of sine-wave voltage and currents in the motor winding. It is important to point out, that a mathematical
model of the rotating coordinates does not allow an unequivocal description of the specified structural presentations to define
the control valve drive as a reversed DC motor. Firstly, it is defined by the duality of the processes and presence of a com-
mutator functioning as collector, and, secondly, by the rotor position sensor (RPS) functions of the coordinates converter.
Therefore, an adequate estimation of the valve drive properties requires models and structures taking into account the discrete
switching and nonlinear properties of the controlled object. A block diagram of the servo drive displays the switching processes
and formation of the anticipatory switching angles. The research provided a foundation for a simplified block diagram of the
valve motor working in BLDC mode and synthesis of the regulators of the double-loop servo system. The dynamic modes of
the drive were tested using the bottom and top speeds of the control range in a system with software setters of the angle and
speed. It was demonstrated that depending on the operating conditions BLDC possessed dual properties: of a synchronous ma-
chine and of a motor of direct current. The dynamic and static characteristics of the valve motor working in the mode of auto
switching are prominent features of the designed-system making it comparable with the vector control systems of the synchro-
nous machines with the field oriented control (FOC).

Keywords: servo drive, synchronous machine, reverse DC machine, BLDC, PID regulator, program speed and angle set-
ting device
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Оценка пpедельно допустимых значений кинематических 
погpешностей механических пеpедач pегулиpуемых пpиводов

Введение

Несìотpя на то, ÷то в совpеìенных pазpаботках
pеãуëиpуеìых пpивоäов ÷асто испоëüзуþт высоко-
ìоìентные испоëнитеëüные äвиãатеëи и иäенти-
фикатоpы состояния äëя фоpìиpования коppекти-
pуþщих сиãнаëов, ìехани÷еские пеpеäа÷и, соеäи-
няþщие äвиãатеëи с объектоì pеãуëиpования и
äат÷икаìи обpатных связей, пpи pеøении ìноãих

заäа÷ явëяþтся не тоëüко неотъеìëеìыìи, но и
в pяäе сëу÷аев пpеäпо÷титеëüныìи эëеìентаìи
пpивоäов.

Pаспоëожение ìехани÷еских пеpеäа÷ в испоëни-
теëüных ìеханизìах pеãуëиpуеìых пpивоäов ìожно
пpеäставитü схеìаìи, изобpаженныìи на pис. 1, 2,
ãäе ИД — испоëнитеëüный äвиãатеëü; ПП — пpи-
боpные пеpеäа÷и; СП — сиëовая пеpеäа÷а; ОP —
объект pеãуëиpования; ДС — äат÷ик скоpости; ДУ —
äат÷ик уãëа; α2(t) — выхоäная кооpäината пpивоäа;
M(t) — возìущаþщее (ìоìентное) возäействие;
Uу, Uк1, Uк2, Uoc — соответственно, упpавëяþщий
сиãнаë, коppектиpуþщие сиãнаëы и сиãнаë ãëав-
ной обpатной связи.
На pис. 3 пpеäставëена возìожная кëассифика-

öия основных поãpеøностей ìехани÷еских пеpеäа÷
(pеäуктоpов). Все они ìоãут бытü выpажены ÷еpез
сëеäуþщие основные паpаìетpы и хаpактеpистики,
у÷итываеìые в опpеäеëенноì объеìе пpи синтезе
pеãуëиpуеìых пpивоäов: ëþфт пеpеäа÷и; упpуãая äе-
фоpìаöия; кинеìати÷еская и öикëи÷еская поãpеø-
ности; хаpактеpистика тpения на ваëу наãpузки;
ìоìент инеpöии всех вpащаþщихся ÷астей пеpе-
äа÷и äвиãатеëü — объект pеãуëиpования, пpивеäен-
ный к ваëу äвиãатеëя; пеpеäато÷ное ÷исëо пеpеäа-
÷и äвиãатеëü — объект pеãуëиpования как функöия
уãëа пеpеìещения объекта pеãуëиpования.
Вопpосаì синтеза pеãуëиpуеìых пpивоäов с у÷е-

тоì тех иëи иных из этих поãpеøностей посвящено
äостато÷но боëüøое ÷исëо pабот. Поäpобный обзоp
их, в ÷астности, äан в pаботах [1—3]. Необхоäиìо
отìетитü, ÷то оäниìи из пеpвых pабот, в котоpых
pассìатpиваëисü вопpосы у÷ета и оöенки вëияния
поãpеøностей ìехани÷еских пеpеäа÷ на показатеëи
ка÷ества pеãуëиpуеìых пpивоäов, явëяþтся пеpе-
воäные изäания [4—6]. В äанной статüе pассìатpи-
вается инженеpная ìетоäика у÷ета вëияния на pа-
боту пpивоäа тоëüко кинеìати÷еской поãpеøности
на pанних стаäиях еãо пpоектиpования как ìенее
всеãо pассìотpенная в упоìянутых изäаниях.
Кинеìати÷еская поãpеøностü ìехани÷еской пе-

pеäа÷и, т. е. поãpеøностü пеpеäа÷и из-за нето÷ности
изãотовëения и ìонтажа эëеìентов заöепëения,
опpеäеëяется как pазностü ìежäу äействитеëüныì

Pассматpивается связь кинематических погpешностей механических пеpедач с показателями качества pегулиpуемых пpи-
водов. Пpедложена методика опpеделения тpебований к пpедельно допустимым значениям кинематических погpешностей пе-
pедач исходя из обеспечения необходимых паpаметpов и хаpактеpистик пpиводов. Даны pекомендации по pешению задачи со-
гласования на pанней стадии пpоектиpования pазpаботчиками пpиводов и пеpедач взаимных технических заданий.
Ключевые слова: кинематические погpешности, точность, плавность, пpедельные гpаницы допустимых погpешностей

Pис. 2. Схема исполнительного механизма пpивода с охватом
главной обpатной связью объекта pегулиpования

Pис. 1. Схема исполнительного механизма пpивода с охватом
главной обpатной связью двигателя
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и ноìинаëüныì (pас÷етныì) уãëаìи повоpота веäо-
ìоãо зуб÷атоãо коëеса пеpеäа÷и. В кинеìати÷еской
поãpеøности зуб÷атоãо коëеса ìожно выäеëитü äве
ãаpìони÷еские составëяþщие (pис. 4): низко÷астот-
нуþ δк(α2), опpеäеëяеìуþ биениеì венöа, а также
накопëенной оøибкой окpужноãо øаãа; высоко-
÷астотнуþ δö(α2) (öикëи÷ескуþ), обусëовëеннуþ в
основноì откëоненияìи пpофиëя зуба от иäеаëü-

ноãо. Пеpиоä δк(α2) опpеäеëяется уãëоì повоpота
коëеса на оäин обоpот, а ÷астота δö(α2) совпаäает
с ÷астотой пеpехоäа с зуба на зуб. Pезуëüтаты pас-
сìотpения зуб÷атой пеpеäа÷и ëеãко пеpеносятся на
äpуãие виäы пеpеäа÷. 
Выpазиì кинеìати÷ескуþ поãpеøностü в виäе

δFк(α2) = α2ä – α2т, (1)

ãäе α2ä, α2т — äействитеëüный и теоpети÷еский уãëы
повоpота выхоäноãо ваëа зуб÷атой пеpеäа÷и.
Оäниì из отpиöатеëüных фактоpов вëияния на

äинаìику явëяется изìенение пеpеäато÷ноãо от-
ноøения пеpеäа÷и

i = Ωвх/Ω2, (2)

ãäе Ωвх = dαвх/dt, Ω2 = dα2ä/dt — соответственно,
скоpости вpащения вхоäноãо и выхоäноãо ваëов пе-
pеäа÷и. 
Из выpажений (1), (2) сëеäует, ÷то

i = Ωäв/ [α2т + δFк(α2)] =

= Ωäв/ , (3)

тоãäа пеpеäато÷ное ÷исëо пеpеäа÷и

Kp =  = /Ωäв =

= Kp0 + ΔKp(α2), (4)

ãäе ΔKp(α2) — изìенение пеpеäато÷ноãо ÷исëа из-за
кинеìати÷еской поãpеøности пеpеäа÷и; Ωвх = Ωäв —
скоpостü испоëнитеëüноãо äвиãатеëя.
Наpяäу с изìененияìи пеpеäато÷ноãо ÷исëа

сëеäует поìнитü и о тоì, ÷то кинеìати÷еские по-
ãpеøности вызываþт в пеpеäа÷ах äопоëнитеëüные
ìоìентные наãpузки, пpежäе всеãо, из-за появëе-
ния äопоëнитеëüных ускоpений.
У÷итывая, ÷то кинеìати÷еская поãpеøностü pе-

äуктоpа во ìноãоì опpеäеëяется паpаìетpаìи зуб-
÷атых коëес (äиаìетpоì D и ÷исëоì зубüев z),
a также то÷ностüþ их обpаботки и ìонтажа, öеëе-
сообpазно уже на пеpвых этапах пpоектиpования и
äаже соãëасования ТЗ на pеãуëиpуеìый пpивоä
оöенитü pеäуктоp исхоäя из тpебований к пpивоäу
по то÷ности, пëавности, äопустиìыì ускоpенияì
в заöепëениях. Это особенно важно, так как изве÷-
но веäутся споpы ìежäу pазpабот÷икаìи пpивоäов
и ìехани÷еских пеpеäа÷ по вопpосу обоснованно-
сти и pеаëизаöии заäаваеìых тpебований к пеpе-
äа÷аì. Поëаãаеì пpи äаëüнейøеì изëожении ìа-
теpиаëа, ÷то пpеäваpитеëüный выбоp паpаìетpов
сиëовой пеpеäа÷и сäеëан на стаäии энеpãети÷ескоãо
pас÷ета.

Методика оценки допустимых паpаметpов 
кинематической погpешности pедуктоpов

Этап I. Анаëизиpуþтся техни÷еские тpебования,
пpеäъявëяеìые к пpивоäу по то÷ности (оøибка
сëежения α m αäоп) и пëавности (скоpостü изìене-

Pис. 4. Гpафики кинематической погpешности:
1 — низко÷астотная составëяþщая; 2 — высоко÷астотная со-
ставëяþщая

Pис. 3. Классификация погpешностей механических пеpедач

d
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ния оøибки  m ). Исхоäя из них опpеäеëя-
þтся пpеäеëüно äопустиìые äëя пpивоäа зна÷ения
оøибки αк и скоpости ее изìенения , вызван-
ные äвуìя составëяþщиìи кинеìати÷еской по-
ãpеøности pеäуктоpов, с у÷етоì тоãо, ÷то они со-
ставëяþт ëиøü ÷астü общих зна÷ений αäоп, :

αк äоп m ,  m , (5)

ãäе n — ÷исëо коëес pеäуктоpа.
Этап II. Поëаãаеì, ÷то обобщенная стpуктуp-

ная схеìа pеãуëиpуеìоãо пpивоäа äëя äвух ваpиан-
тов — ìехани÷еская пеpеäа÷а (МП) не охва÷ена
ãëавной обpатной связüþ и МП охва÷ена ãëавной
обpатной связüþ (МП вхоäит в W(p) — пеpеäато÷-
нуþ функöиþ pазоìкнутоãо пpивоäа) — пpеäстав-
ëяется в виäе, изобpаженноì на pис. 5. Возìуще-
ние в пpивоäе от кинеìати÷еской поãpеøности pе-
äуктоpа описывается выpажениеì

δα2 = ΔFk sinΩkt, (6)

ãäе n — ÷исëо коëес pеäуктоpа; k — ноìеp состав-
ëяþщей поãpеøности pеäуктоpа от поãpеøности
кажäоãо коëеса; ΔFk, Ωk — аìпëитуäа и ÷астота со-
ставëяþщей поãpеøности pеäуктоpа от поãpеøно-
сти кажäоãо коëеса, соответственно, пpивеäенные
к выхоäноìу ваëу pеäуктоpа.
Дëя кажäой составëяþщей поãpеøности кажäоãо

коëеса pеäуктоpа опpеäеëяется аìпëитуäа ΔFk:

ΔF1 = δf1, ΔF2 = δf2, ..., ΔF2n = δf2n ji; (7)

ãäе

δfk = 0,5δFk  (′); (8)

δFk (в ìинутах) опpеäеëяется по соответствуþщеìу
ГОСТ в зависиìости от степени то÷ности изãо-
товëения коëеса, ìоäуëя mn (ìì) и äиаìетpа ко-
ëеса Dn (ìì). 
Цеëесообpазно пpи pас÷етах стpоитü ноìоãpаì-

ìы зависиìостей

δfk = Φ(λ, D, m), (9)

ãäе λ — степенü то÷ности изãотовëения коëеса;
D, m — соответственно äиаìетp и ìоäуëü зубüев ко-
ëеса (ìоäуëü зубüев коëеса — это отноøение øаãа

зубüев зуб÷атоãо коëеса к ÷исëу π. Зна÷ение ìоäуëя
зубüев по äеëитеëüной окpужности станäаpтизованы).
Такие ноìоãpаììы стpоятся на базе офиöиаëü-

но установëенных по ГОСТ ноpì кинеìати÷еской
то÷ности на иìеþщиеся пеpеäа÷и. В соответствии
с табëиöаìи наибоëüøих зна÷ений кинеìати÷еской
поãpеøности коëеса в пpеäеëах еãо поëноãо обоpота
(δFΣ)n и öикëи÷еской поãpеøности (δFö)n опpеäе-
ëяþтся аìпëитуäы низко÷астотных составëяþщих
кинеìати÷еской поãpеøности коëеса 

δfk = 0,5[(δFΣ)n – (δFö)n] ,

ãäе k = 1, 3, 5, ..., (2n – 1), (10)

α· α· äоп

α· к

α· äоп

αäоп

2n
--------- α· к äоп

α· äоп

2n
---------

Pис. 5. Обобщенная стpуктуpная схема следящего пpивода для
двух ваpиантов pасположения силовой механической пеpедачи

k 1=

2n

∑

1

i

∏

6,88
Dn
--------

Pис. 6. Номогpаммы кинематической погpешности низкочастот-
ных составляющих (m m 0,5) для pазличных диаметpов колес D
при различной степени точности l изготовления колес (4-я, ...,
8-я степени точности)

6,88
Dn
--------



Мехатроника, автоматизация, управление, Том 17, № 2, 2016 119

и высоко÷астотных составëяþщих кинеìати÷е-
ской поãpеøности коëеса

δfk = 0,5(δFö)n , ãäе k = 2, 4, 6, ..., 2n. (11)

В ка÷естве пpиìеpа на pис. 6, 7 пpеäставëены
такие ноìоãpаììы δfk = Φ(λ, D, m).
Этап III. Исхоäя из тpебований техни÷ескоãо

заäания к äиапазону pеãуëиpования скоpостей
пpивоäа

D = , (12)

анаëизиpуется ÷астотный спектp возìущений (6)
от кажäой составëяþщей кинеìати÷еской поãpеø-

ности кажäоãо коëеса pеäуктоpа. Пpи этоì с÷ита-
ется, ÷то на стаäии энеpãети÷ескоãо pас÷ета испоë-
нитеëüной ÷асти пpивоäа äвиãатеëü уже выбpан,
кинеìати÷еская схеìа pеäуктоpа опpеäеëена, пеpе-
äато÷ное ÷исëо еãо pаспpеäеëено по ступеняì, и
÷исëо зубüев zn кажäоãо коëеса пpеäваpитеëüно оп-
pеäеëено.
Тоãäа ÷астотный спектp возìущения:
от низко÷астотной составëяþщей 1-ãо коëеса
I ступени (выхоäной ступени) pеäуктоpа опpе-
äеëяется соотноøениеì

Ωk1min÷Ωk1max = ; (13)

от высоко÷астотной составëяþщей 1-ãо коëеса
I ступени — соотноøениеì

Ωk2min÷Ωk2max = ; (14)

от низко÷астотной составëяþщей 2-ãо коëеса
II ступени — соотноøениеì

Ωk3min÷Ωk3max = ; (15)

от высоко÷астотной составëяþщей 2-ãо коëеса
II ступени — соотноøениеì

Ωk4min÷Ωk4max = , (16)

ãäе j1 = .

Дëя n-ãо коëеса i-й ступени

Ωk(n – 1)min÷Ωk(n – 1)max =

= ; (17)

Ωknmin÷Ωknmax = . (18)

Пpи анаëизе указанных спектpов необхоäиìо
обеспе÷иватü
выпоëнение усëовия Ωk m Ωkäоп;
усëовие тоãо, ÷тобы спектp (Ωkmin m Ωkmax) по
возìожности не нахоäиëся в обëасти ÷астот, ха-
pактеpизуþщих pезонанснуþ обëастü хаpакте-
pистики f (Ωk) = |Φ( jΩk)|, ãäе Φ( jΩk) — ÷астотная
хаpактеpистика заìкнутой систеìы с у÷етоì уп-
pуãости ìехани÷еской пеpеäа÷и пpивоäа.
На pанних стаäиях пpоектиpования пpивоäов в

ка÷естве Φ( jΩk) испоëüзуется жеëаеìая пеpеäато÷-
ная функöия, фоpìиpуеìая по тpебованияì техни-
÷ескоãо заäания с у÷етоì пеpеäато÷ных функöий
уже известных пpивоäов-анаëоãов. Дëя фоpìиpо-
вания жеëаеìой пеpеäато÷ной функöии ìожно
воспоëüзоватüся, напpиìеp, ìетоäаìи, изëожен-
ныìи в pаботе [7].

6,88
Dn
--------

Pис. 7. Номогpаммы кинематической погpешности высокочастот-
ных составляющих (m m 0,5) для pазличных диаметpов колес D
при различной степени точности l изготовления колес (4-я, ...,
7-я степени точности)
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В pезуëüтате анаëиза спектpа ÷астот ìоãут бытü
уто÷нены ÷исëа зубüев кажäоãо коëеса pеäуктоpа,
выбpанные на этапе пpовеäения энеpãети÷ескоãо
pас÷ета.
Этап IV. Иìея äанные pас÷етов на этапах I—III

(ноìоãpаììы поãpеøностей, спектpы возìуще-
ний), стpоиì обëасти пpеäеëüно äопустиìых зна-
÷ений паpаìетpов ΔFk, Ωk, в ãpаниöах котоpых
обеспе÷иваþтся тpебования, пpеäъявëяеìые к pе-
ãуëиpуеìоìу пpивоäу по то÷ности и пëавности.
Ваpиант I. Механи÷еская пеpеäа÷а не охваты-

вается ãëавной обpатной связüþ (сì. pис. 1, 5).
Пpеäеëüные ãpафики äëя Fk, Ωk пpеäставëены

на pис. 8. Гpаниöы I, II стpоятся из усëовий оãpа-

ни÷ения ìаксиìаëüной аìпëитуäы составëяþщей
поãpеøности кажäоãо коëеса pеäуктоpа в соответ-
ствии с тpебованияìи по то÷ности:

ΔFk äоп m αк äоп (ãpаниöа I) (19)

пëавности 

ΔFk äоп m αк äоп/Ωk (ãpаниöа II). (20)

Дëя обоих ваpиантов стpуктуpы пpивоäа ãpани-
öа III стpоится из усëовия пpевыøения ускоpения-
ìи в пpивоäе, появëяþщиìися из-за поãpеøности
pеäуктоpа, зна÷ений äопустиìых pабо÷их ускоpе-
ний  по техни÷ескоìу заäаниþ:

Ωk äоп m . (21)

Ваpиант II. Механи÷еская пеpеäа÷а охватывается
ãëавной обpатной связüþ (сì. pис. 2, 5).
Пpеäеëüные ãpафики ΔFk, Ωk äëя этоãо ваpианта

пpеäставëены на pис. 9. Гpаниöа III стpоится по
зависиìости (21). Гpаниöы IV, V стpоятся уже с
у÷етоì тоãо, ÷то ìехани÷еская пеpеäа÷а вхоäит в
заìкнутый контуp pеãуëиpования (сì. pис. 5). За-
висиìости äëя постpоения этих ãpаниö, соответст-
венно, иìеþт виä

ΔFk äоп m A( jΩk)αк äоп, (22)

ΔFk äоп m A( jΩk) , (23)

A( jΩk) = , (24)

Φα(p) = . (25)

Пpи испоëüзовании выpажений (22)—(25) пpеä-
поëаãается, ÷то хаpактеpистики систеìы соответст-
вуþт ëинейной зоне ее pаботы. Это äопустиìо, так
как кинеìати÷еские поãpеøности явно пpоявëяþт
себя иìенно в pежиìе сëежения пpи ìаëых зна÷е-
ниях оøибки сëежения. Есëи необхоäиìо у÷естü
пpи этоì вëияние упpуãих äефоpìаöий, то пеpеäа-
то÷ная функöия W(p), естественно, пpетеpпит не-
котоpое виäоизìенение [8—10].

Заключение

В pаботе пpеäëожена инженеpная ìетоäика оöен-
ки на pанних стаäиях пpоектиpования pеãуëиpуеìых
пpивоäов äопустиìых зна÷ений кинеìати÷еских по-
ãpеøностей сиëовых ìехани÷еских пеpеäа÷ ìежäу
испоëнитеëüныì äвиãатеëеì и объектоì pеãуëиpо-
вания исхоäя из тpебований техни÷ескоãо заäания
на pазpаботку пpивоäа и ìехани÷еской пеpеäа÷и.
Метоäика позвоëит уже на стаäии соãëасования

техни÷ескоãо заäания нахоäитü коìпpоìисс ìежäу
pазpабот÷икаìи пpивоäов и ìехани÷еских пеpе-
äа÷, вхоäящих в них, так как пеpвые иноãäа пpеäъ-

Pис. 9. Области пpедельных значений кинематических погpеш-
ностей для механической пеpедачи, охваченной главной обpат-
ной связью

Pис. 8. Области пpедельных значений кинематических погpеш-
ностей для механической пеpедачи, не охваченной главной об-
pатной связью

α·· 2

α·· 2max
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1
1 W p( )+
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явëяþт завыøенные тpебования к ìехани÷ескиì
пеpеäа÷аì, а втоpые, как пpавиëо, с÷итаþт их не-
обоснованныìи и по÷ти неpазуìныìи. 
Дëя pеаëизаöии пpеäëоженной ìетоäики äоста-

то÷но испоëüзоватü: ГОСТ на кинеìати÷еские по-
ãpеøности зуб÷атых пеpеäа÷; тpебования техни÷е-
скоãо заäания на pазpаботку пpивоäов по то÷ности,
скоpостяì и ускоpенияì пеpеìещения объекта pе-
ãуëиpования; жеëаеìуþ ÷астотнуþ хаpактеpистику
пpоектиpуеìой систеìы иëи ее пpототипа по
иìеþщиìся анаëоãаì.
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Система активной вибpоизоляции
с электpодинамическим актуатоpом

Введение

Пеpспективныì напpавëениеì теоpети÷еских и
экспеpиìентаëüных pабот по повыøениþ эффек-
тивности вибpоизоëяöии явëяется испоëüзование
активных эëеìентов, связанных с внеøниìи исто÷-
никаìи энеpãии. Необхоäиìо отìетитü, ÷то есëи äëя
вибpозащиты пpи сиëовоì иëи кинеìати÷ескоì
возìущении основной заäа÷ей явëяется уìенüøе-
ние аìпëитуäы коëебаний (ускоpений, скоpости)
объекта защиты, то äëя вибpоизоëяöии основныì
явëяется снижение вибpаöионной наãpузки на ос-
нование (коpпус объекта) от вибpоактивных сиëо-
вых аãpеãатов.
В настоящее вpеìя äëя öеëей вибpозащиты

øиpоко пpиìеняþтся активные вибpозащитные
систеìы (АВЗС) с pазëи÷ныìи типаìи сиëовых
актуатоpов (ãиäpавëи÷еские, эëектpоìаãнитные,
пüезоэëектpи÷еские и т. ä.). Теоpия и пpактика
пpиìенения АВЗС äостато÷но øиpоко пpеäставëе-
на в нау÷но-техни÷еской ëитеpатуpе [1, 2].
Известно, ÷то пpиìенение пассивных устpойств

(äеìпфеpов, пpужин) äëя заäа÷ вибpоизоëяöии, т. е.
уìенüøения пеpеäа÷и усиëия от вибpоактивноãо
эëеìента на основание, ис÷еpпаëо свои возìожно-
сти, и есëи высоко÷астотные составëяþщие уси-
ëий вибpоактивных аãpеãатов хоpоøо осëабëяþтся
пассивной систеìой, то снижение вибpаöионной
наãpузки на коpпус в обëасти низких ÷астот явëя-
ется в настоящее вpеìя неpеøенной пpобëеìой.
Необхоäиìо отìетитü, ÷то есëи увеëи÷ение ко-

эффиöиента äеìпфиpования äëя систеì вибpоза-
щиты иãpает поëожитеëüнуþ pоëü, то в вибpоизо-
ëяöии это явëяется отpиöатеëüныì фактоpоì.
Настоящая pабота напpавëена на pеøение заäа÷и

повыøения эффективности вибpоизоëяöии в об-
ëасти низких ÷астот с испоëüзованиеì в ка÷естве
актуатоpа эëектpоäинаìи÷ескоãо пpивоäа с у÷етоì
тоãо, ÷то в пpоöессе экспëуатаöии сиëовых аãpеãа-
тов ìеняется ÷астота сиëовоãо возäействия, и, как

сëеäствие, появëяется необхоäиìостü автоìати÷е-
ской настpойки паpаìетpов систеìы упpавëения.

Pассìотpен оäин из возìожных ваpиантов pе-
øения этой заäа÷и пpи испоëüзовании инфоpìа-
öионных сиãнаëов с аксеëеpоìетpа и äат÷ика сиëы
äëя созäания экстpеìаëüной систеìы упpавëения
активной систеìы вибpоизоëяöии.

1. Активная система вибpоизоляции
с инеpционным пpеобpазователем движения

Пpинöипиаëüная схеìа такой систеìы в пpеä-
поëожении иäеаëüной pаботы аксеëеpоìетpа и ак-
туатоpа пpивеäена на pис. 1.
Известно [2], ÷то созäание актуатоpоì усиëия,

пpопоpöионаëüноãо ускоpениþ ìассы m0, пpивоäит
к pезуëüтату, анаëоãи÷ноìу испоëüзованиþ инеp-
öионных пpеобpазоватеëей äвижения.
Диффеpенöиаëüное уpавнение, описываþщее äи-

наìику ìехани÷еской систеìы на pис. 1, иìеет виä
(m0 + k)  + b  + сх = F0sinωt = F(t), ãäе k — ко-
эффиöиент пеpеäа÷и посëеäоватеëüно соеäиненных
аксеëеpоìетpа, усиëитеëя, актуатоpа, пpеäставëяþ-
щий собой анаëоã пpивеäенной ìассы в ãиäpоопо-
pе [1] с инеpöионныì пpеобpазоватеëеì äвижения;
F0, ω — аìпëитуäа и ÷астота внеøнеãо возäействия;
с, b — коэффиöиенты жесткости и äеìпфиpования.

Pассмотpена пpинципиальная возможность постpоения активной системы вибpоизоляции с электpодинамическим актуа-
тоpом. Пpиведена стpуктуpа системы упpавления с экстpемальным pегулятоpом пpи использовании сигналов с акселеpометpа
и датчика силы. Дана оценка эффективности системы пpи случайном хаpактеpе возмущений.
Ключевые слова: вибpоизолятоp, активная система вибpоизоляции, экстpемальный pегулятоp, спектp, частота настpой-

ки, коэффициент пеpедачи усилия, диспеpсия, датчик силы, акселеpометp, электpодинамический актуатоp

Pис. 1. Пpинципиальная схема активной системы вибpоизоляции:
1 — аксеëеpоìетp; 2 — усиëитеëü; 3 — актуатоp

x·· x·
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Усиëие R, пеpеäаваеìое на основание, буäет оп-
pеäеëятüся выpажениеì

R = сх + b  + k .

Коìпëексный коэффиöиент Kп пеpеäа÷и уси-
ëия на основание ÷еpез активнуþ вибpоизоëяöи-
оннуþ опоpу буäет иìетü виä 

Kп( jω) =  = , (1)

ãäе j — ìниìая еäиниöа.
Выpажение äëя ìоäуëя |Kп( jω)| посëе несëож-

ных пpеобpазований ìожно пpивести к виäу [3]

Kп = , (2)

ãäе z = ; ω0 = ; ν0 = ; n = .

Из выpажения (2) ìожно опpеäеëитü ÷астоту
настpойки активной вибpоопоpы, äëя котоpой зна-
÷ение Kп ìиниìаëüно: ωн = ω0 .

Анаëиз эффективности вибpоизоëяöии в то÷ках
настpойки в зависиìости от паpаìетpа n пpи pаз-
ëи÷ных зна÷ениях z показывает, ÷то веëи÷ина Kп
иìеет экстpеìуì. Сëеäоватеëüно, есëи изìеpитü
аìпëитуäу сиëы, пеpеäаваеìой ÷еpез систеìу виб-
pоизоëяöии на основание, то ìожно постpоитü
экстpеìаëüнуþ систеìу упpавëения активной виб-
pоопоpой.
Дëя постpоения экстpеìаëüноãо pеãуëятоpа (ЭP)

öеëесообpазно ввести функöиþ η = , зависиìо-

сти котоpой от паpаìетpа n пpи pазных зна÷ениях z
äаны на pис. 2. Экстpеìаëüная САУ äоëжна авто-
ìати÷ески опpеäеëятü зна÷ение k, котоpое пpи пpо-
извоëüных z (т. е. ω) обеспе÷ивает minKп(maxη).

Пpинöипиаëüная схеìа активной вибpоизоëя-
öионной опоpы с экстpеìаëüной систеìой упpав-
ëения показана на pис. 3.

2. Активная система вибpоизоляции 
с электpодинамическим пpиводом

Есëи в активной систеìе вибpоизоëяöии с
упpавëениеì по ускоpениþ в соответствии с pис. 1
в ка÷естве актуатоpа пpиìенен эëектpоäинаìи÷е-
ский сиëовой пpивоä, то äиффеpенöиаëüные уpав-
нения, описываþщие äинаìику систеìы, буäут
иìетü виä [4]

(3)

ãäе u — напpяжение упpавëения на обìотке поä-
вижной катуøки; i — сиëа тока; B i — эëектpоäи-
наìи÷еская сиëа; L, R — инäуктивностü и активное
сопpотивëение поäвижной катуøки; В — ìаãнит-
ная инäукöия;  — общая äëина пpовоäника.
В уpавнениях (3) у÷тено, ÷то пpи äвижении ка-

туøки в ìаãнитноì поëе инäуктиpуется эëектpоäви-
жущая сиëа Fэ (пpотивоЭДС) по закону Fэ = –B .
Буäеì поëаãатü, ÷то упpавëение u фоpìиpуется

по äанныì изìеpитеëей ускоpения и относитеëü-
ной скоpости по закону:

u = –K  + K1 . (4)

Ввоäя опеpатоp p = , из соотноøений (3) и (4)

ìожно поëу÷итü

(mp2 + bp + c)(Lp + R) + B p(Kp – K1 + B ) =
= F(Lp + R). (5)

Усиëие R0, пеpеäаваеìое на основание, буäет
иìетü виä

R0 = c + bp + . (6)

x· x··

R jω( )
F jω( )
----------- c kω2

– bjω+

c m0 k+( )ω2
– bjω+

---------------------------------------

Pис. 2. Зависимость величины h = 1/Kп от паpаметpа n

Pис. 3. Пpинципиальная схема активной системы вибpоизоля-
ции с экстpемальным упpавлением:
1 — аксеëеpоìетp; 2 — актуатоp; 3 — äат÷ик сиëы; 4 — бëок
опpеäеëения аìпëитуäы; 5 — экстpеìаëüный pеãуëятоp; 6 —
пеpеìенный коэффиöиент усиëения
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Коìпëексный коэффиöиент Kп( jω) пеpеäа÷и
усиëия на основание опpеäеëяется выpажениеì

Kп( jω) =

= .(7)

Моäуëü |Kп( jω)| буäет опpеäеëятü эффективностü
вибpоизоëяöии в зависиìости от паpаìетpов сис-
теìы и ÷астоты возìущаþщеãо возäействия. Анаëиз
веëи÷ины Kп показаë, ÷то äëя заäа÷ вибpоизоëя-
öии äопоëнитеëüное äеìпфиpование из-за возник-
новения пpотивоЭДС явëяется нежеëатеëüныì,
поэтоìу, выбиpая коэффиöиент K1 = В  в уpавне-
нии (4), ìожно коìпенсиpоватü усиëие из-за пpо-
тивоЭДС.
Леãко виäетü, ÷то в этоì сëу÷ае устой÷ивостü

систеìы 3-ãо поpяäка обеспе÷ивается пpи ëþбых
зна÷ениях паpаìетpов.

Ввоäя новые обозна÷ения Т = ,  = K +

+ Т•2ξω0, коìпëексный коэффиöиент Kп( jω) ìож-
но записатü в виäе

Kп( jω) =

= . (8)

Коэффиöиент K в сëу÷ае испоëüзования в ка÷е-
стве актуатоpа эëектpоäинаìи÷ескоãо сиëовоãо
пpивоäа буäет иìетü, как и äëя иäеаëüноãо актуа-
тоpа, экстpеìуì, зависящий от ÷астоты возìущаþ-
щеãо возäействия.
На pис. 4 показана зависиìостü Kп от n1 пpи

pазëи÷ных зна÷ениях Т и äëя f = 9 Гö. Необхоäиìо
также отìетитü, ÷то на хаpактеpистики Kп(n1) су-

щественно вëияет постоянная вpеìени Т. Анаëиз
ìоäуëя выpажения (8) показаë, ÷то äëя эффективной
pаботы активной систеìы вибpоизоëяöии в обëас-
ти ÷астот настpойки ωn = ω0  äëя постоянной
вpеìени T äоëжно выпоëнятüся усëовие Т < 0,01 с.

3. Активная система вибpоизоляции 
с электpодинамическим пpиводом 
и экстpемальным pегулятоpом

Пpинöипиаëüная схеìа активной систеìы виб-
pоизоëяöии с экстpеìаëüныì pеãуëятоpоì (ЭP)
пpивеäена на pис. 3, ãäе актуатоp пpеäставëяет со-
бой эëектpоäинаìи÷еский пpивоä, а äинаìика
эëектpоìехани÷ескоãо бëока описывается äиффе-
pенöиаëüныìи уpавненияìи (3) и (4).
Дëя обеспе÷ения поìехозащищенности в ка÷е-

стве ЭP öеëесообpазно выбpатü, напpиìеp, äискpет-
ный øаãовый pеãуëятоp [5]. В такоì ЭP аìпëитуäа
Rm сиãнаëа с äат÷ика сиëы посëе пpеобpазования

β =  опpеäеëяется äискpетно ÷еpез интеpваëы

вpеìени Δt. По pезуëüтатаì сpавнения веëи÷ин β в
на÷аëе и конöе кажäоãо øаãа изìеняется упpав-
ëяþщее возäействие u (в пpеäпоëожении отсутст-
вия зоны не÷увствитеëüности pеãуëятоpа) в соот-
ветствии со сëеäуþщиì аëãоpитìоì:

Un+1 = Un + ΔuΦn+1, (9)

ãäе Φn+1 = sign(Δβ)signΦn — функöия пеpекëþ÷е-
ния на (n + 1)-ì øаãе квантования по вpеìени; Un,
Un+1 — упpавëяþщее возäействие на n-ì и (n + 1)-ì
øаãе квантования по вpеìени соответственно; Δu —
пpиpащение упpавëяþщеãо возäействия на кажäоì
øаãе квантования по вpеìени; Δβп — пpиpащение
кpитеpия β на n-ì øаãе.
Матеìати÷еское ìоäеëиpование активной сис-

теìы вибpоизоëяöии с экстpеìаëüныì pеãуëятоpоì
в соответствии со схеìой на pис. 4 и аëãоpитìоì
(5) пpовеäено в сpеäе пакета пpикëаäных пpоãpаìì
MATLAB/Simulink. Дëя ìоäеëиpования аìпëитуäы
сиãнаëа с äат÷ика сиëы испоëüзован бëок Variance
(вы÷исëение äиспеpсии).
Моäеëü в пpоãpаììе Simulink пpивеäена на

pис. 5. Пpи ìоäеëиpовании пpинято, ÷то Т = 0,005 с,
B  = 100 Тë•ì, R = 40 Оì, f0 = 7 Гö, ξ = 0,1.
В схеìе набоpа на pис. 5 показана также пас-

сивная систеìа, на вхоä котоpой поäается тот же
сиãнаë, ÷то и на активнуþ систеìу.
Пpи настpойке ЭP в соответствии с pис. 5 не-

обхоäиìо установитü веëи÷ину Δt (бëок вpеìенной
заäеpжки) и коэффиöиент усиëения Kин интеãpа-
тоpа (виpтуаëüное испоëнитеëüное устpойство).
На pис. 6 показан пеpехоäной пpоöесс k(t)

(в ìоäеëи сиãнаë на выхоäе интеãpатоpа). Пpи
äостижении зна÷ения kо = 0,66 (соответствуþщеãо
оптиìаëüноìу n на pис. 4) систеìа совеpøает ав-
токоëебания окоëо этоãо зна÷ения с аìпëитуäой,
зависящей от настpоек Δt и Kин.

c bjω+( ) Ljω R+( ) B jω Kjω K1– B+( )+

mω2
– bjω c+ +( ) Ljω R+( ) B jω Kjω K1– B+( )+

---------------------------------------------------------------------------------------------------

L
R
--- 1

n1
---- B

Rm0
--------

1
n1
----ω2

– 2ξω0 ω0
2T+( )jω ω0

2
+ +

T jω( )3 1 1
n1
----+⎝ ⎠

⎛ ⎞ ω2
– 2ξω0 ω0

2T+( )jω ω0
2

+ +
-------------------------------------------------------------------------------------

Pис. 4. Зависимость Kп от n пpи f = 9 Гц:
1 — Т = 0,01 с; 2 — Т = 0,005 с; 3 — Т = 0,001 с

n1

1
Rm
------
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Вопpос устой÷ивости коëебатеëüной систеìы
с ЭP тpебует отäеëüноãо иссëеäования, оäнако в пеp-

воì пpибëижении ìожно пpинятü, ÷то пpи Δt l 

зна÷ение k пpи äостижении то÷ки экстpеìуìа оп-
pеäеëяется выpажениеì

k = kо + ΔkcosΩt, (10)

ãäе Ω = ; Δk = KинΔt.

Хаpактеpисти÷еское уpавнение, соответствуþ-
щее знаìенатеëþ пеpеäато÷ной функöии (7), с у÷е-
тоì pанее пpинятых обозна÷ений ìожно пpеäста-
витü в виäе

(Tp + 1) 1 +  – T•2ξω0 p2 + 2ξω0p +  = 0.(11)

Коpнеì λ = –  в уpавнении (11) ìожно пpе-

небpе÷ü, и äëя иссëеäования äинаìики систеìы

окоëо то÷ки экстpеìуìа буäеì pассìатpиватü зве-
но втоpоãо поpяäка 

(m0 + kо + ΔtKинcos Ωt)  + b  + cx = F sinωt. (12)

Чисëенный анаëиз уpавнения (12) показаë, ÷то
систеìа, пpеäставëенная неустой÷ивыì оäноpоä-
ныì уpавнениеì, остается неустой÷ивой и пpи на-
ëи÷ии ãаpìони÷еской пpавой ÷асти, всëеäствие ÷еãо
äëя оöенки ãpаниö устой÷ивости уpавнение (12)
ìожно пpивести к уpавнениþ Матüе:

 + ρ  + (1 – μcosΩt)x = 0, (13)

ãäе  = ; μ = KинΔt; ρ = .

Дëя уpавнения Матüе с у÷етоì затухания в pа-
боте [6] поëу÷ены обëасти неустой÷ивости. Напpи-
ìеp, ãëавная обëастü неустой÷ивости опpеäеëяется
выпоëнениеì pавенства 

η =  ≈ , (14)

ãäе Δ = 2πρ.
Есëи на ãpафике η(μ), соответствуþщеì соот-

ноøениþ (14), зна÷ения η1 и μ1 ëежат на ãpаниöе
устой÷ивости, то веëи÷ины Δt и Kин äоëжны выби-
pатüся так, ÷тобы быëи выпоëнения усëовия

(15)

2π
ω0
-----

π
Δt
----

Pис. 6. Изменение K от t пpи Kин = 0,1, DT = 0,3 с 

Pис. 5. Модель в пpогpамме Simulink:
1 — бëок опpеäеëения äиспеpсии; 2 — бëок вы÷исëения Kп; 3 — бëок фоpìиpования поëиãаpìони÷ескоãо сиãнаëа
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Такиì обpазоì, настpойка ЭP äоëжна пpово-
äитüся с у÷етоì обеспе÷ения как устой÷ивости выpа-
жения (15), так и ìаëой аìпëитуäы автокоëебаний.
В pаботе [7] пpивеäены pезуëüтаты анаëиза ак-

тивной систеìы вибpоизоëяöии с ЭP пpи ãаpìо-
ни÷ескоì и поëиãаpìони÷ескоì возäействиях.
Пpеäставëяет интеpес pассìотpение pаботы та-

кой систеìы пpи сëу÷айноì хаpактеpе вибpаöион-
ноãо наãpужения со стоpоны сиëовых аãpеãатов.
Спектp вибpаöионноãо возäействия сиëовых аã-

pеãатов в низко÷астотноì äиапазоне иìеет, как пpа-
виëо, коìбиниpованнуþ стpуктуpу и пpеäставëяет
собой суììу øиpокопоëосноãо вибpаöионноãо øуìа
и ëиней÷атоãо спектpа, состоящеãо из pяäа äис-
кpетных ãаpìони÷еских составëяþщих, обусëов-
ëенных, напpиìеp, уãëовой скоpостüþ вpащения
туpбины, пpоìежуто÷ноãо ваëа, ãpебноãо ваëа и т. ä.
Шуì сиëовоãо вибpовозäействия в низко÷ас-

тотноì äиапазоне в пеpвоì пpибëижении ìожно
пpеäставитü в виäе беëоãо øуìа с äиспеpсией .
В ка÷естве коэффиöиента эффективности 

вибpоизоëяöии пpи сëу÷айноì возäействии ìожно
пpинятü

 = , (16)

ãäе DR, DF — соответственно äиспеpсии усиëий, пе-
pеäаваеìых на основание, и возìущений.

Пpи ÷исëенноì ìоäеëиpовании в соответствии
со схеìой ìоäеëи в Simulink в установивøеìся
pежиìе зна÷ение  пассивной систеìы состав-
ëяет 0,8, в то вpеìя как äëя активной систеìы с
экстpеìаëüныì pеãуëятоpоì оно составëяет 0,20.

Оöенка  =  как отноøение äиспеpсий

усиëий, пеpеäаваеìых на коpпус, и внеøнеãо виб-
pаöионноãо возäействия явëяется интеãpаëüной.
Интеpесно также оöенитü пеpеäа÷у усиëия ÷еpез
активнуþ систеìу вибpоизоëяöии äëя ÷астот ëи-
ней÷атоãо спектpа.
В öеëях оöенки эффективности активной виб-

pоопоpы с экстpеìаëüныì pеãуëятоpоì äëя отäеëü-
ных ÷астот спектpа вхоäной сиãнаë и сиãнаë, иìи-
тиpуþщий усиëие на коpпус, поäвеpãаëисü быст-
pоìу пpеобpазованиþ Фуpüе (БПФ) с поìощüþ
бëоков Power Spectral Density бибëиотеки Simulink,
÷то позвоëиëо оöенитü зна÷ение кваäpата аìпëи-
туäы ëиней÷атоãо спектpа вхоäноãо сиãнаëа и уси-
ëия на коpпус.
На pис. 7 пpеäставëен спектp вхоäноãо возäей-

ствия, пpи этоì беëый øуì составëяë  = 0,1, на
pис. 8 — спектp усиëия, пеpеäаваеìоãо на основа-
ние, а на pис. 9 — спектp усиëия, пеpеäаваеìоãо на
основание в пассивной систеìе вибpоизоëяöии.

Заключение

Пpовеäенное иссëеäование показывает пpинöи-
пиаëüнуþ возìожностü постpоения активной сис-
теìы вибpоизоëяöии с экстpеìаëüныì pеãуëятоpоì,
котоpая повыøает эффективностü вибpоизоëяöии
в заäанноì äиапазоне ÷астот путеì автоìати÷е-
ской настpойки систеìы на ìиниìаëüное зна÷е-
ние Kп как пpи оäно÷астотноì, так и пpи возäей-
ствии в виäе суììы øиpокопоëосноãо сëу÷айноãо
вибpаöионноãо øуìа и ëиней÷атоãо спектpа.
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We consider the basic possibility of constructing an active vibration isolation system with extreme control system electro-
dynamic actuator on the basis of information from the accelerometer and the force sensor. It is shown that the switching on
of the actuator that produces force proportional to the acceleration of the inertial mass parallel passive vibration isolation sys-
tem of equivalence of inertial motion transducers. The analysis of the effectiveness of such a system of vibration isolation is
given and offered the option of building extreme regulator (using information from the force sensor), is offered which provides
automatic adjustment of the minimum transmission of force to the body at an arbitrary frequency harmonic disturbance. Pro-
moted analysis of vibration isolation system with extreme regulator with input action in the form of broadband noise and the
line spectrum is performed. Simulation of system with extreme control program in MATLAB / Simulink is undertaken. The
research has shown that the proposed active system with extreme vibration isolation controller increases the efficiency in a given
frequency range both in the single-frequency harmonic action, and when exposed to the sum of broadband random noise and
the line spectrum, and both dispersion forces transmitted to the body, and the amplitude of the line spectrum frequencies in
comparison with the passive system reduces greatly.
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Pекомендации по выбоpу моделей для pасчета (jX-s)-диагpамм 
автомобильных шин по кpитеpию доpожных условий

Введение

С те÷ениеì вpеìени äëя иссëеäоватеëей-авто-
ìобиëистов и спеöиаëистов из äpуãих pоäственных
обëастей все боëüøуþ и боëüøуþ важностü пpиоб-
pетает ìетоä коìпëексноãо ìоäеëиpования, кото-
pый со÷етает в себе эëеìенты как физи÷ескоãо, так
и ìатеìати÷ескоãо ìоäеëиpования [1—13]. Пpи этоì
pезуëüтаты ìоäеëиpования äоëжны иìетü тpебуе-
ìуþ степенü то÷ности и äостовеpности, т. е. ìоäеëü
äоëжна бытü аäекватна иссëеäуеìоìу pеаëüноìу
пpоöессу. Моäеëи кëасса "коëесо" [1] испоëüзуþтся
как саìостоятеëüные äëя отpаботки аëãоpитìов
упpавëения антибëокиpово÷ной систеìой (АБС) и
как эëеìенты äpуãих боëее øиpоких ìоäеëей äëя
аäекватноãо воспpоизвеäения тоpìозных сиë на
коëесах автоìобиëя. В систеìе уpавнений, котоpая
описывает пpоöесс тоpìожения автоìобиëüноãо
коëеса [1], пpисутствует эìпиpи÷еская зависиìостü
коэффиöиента пpоäоëüноãо сöепëения коëеса с äо-
pоãой от коэффиöиента пpоäоëüноãо скоëüжения
коëеса. Пpовеäенный анаëиз pабот оте÷ественных
и заpубежных иссëеäоватеëей в этой обëасти пока-
заë, ÷то в настоящее вpеìя пpеäставëены и испоëü-
зуþтся ìножество pазëи÷ных ваpиантов такой зави-
сиìости. Оäнако отсутствуþт какие-ëибо pекоìен-
äаöии по выбоpу и испоëüзованиþ той иëи иной
зависиìости пpи иссëеäовании пpоöесса тоpìоже-
ния автоìобиëüноãо коëеса в pазëи÷ных усëовиях.
В связи с этиì öеëü настоящеãо иссëеäования —
анаëиз степени соответствия зна÷ений коэффиöи-
ента сöепëения коëеса с äоpоãой, pасс÷итанных по
pазëи÷ныì зависиìостяì, зна÷енияì, котоpые по-

ëу÷ены в pезуëüтате экспеpиìента, и pазpаботка
pекоìенäаöий по опpеäеëениþ оптиìаëüной фоp-
ìуëы äëя pас÷ета (ϕX-s)-äиаãpаììы в зависиìости
от типа и состояния äоpоãи [(ϕX-s)-äиаãpаììа —
зависиìостü коэффиöиента сöепëения в пpоäоëü-
ноì напpавëении от коэффиöиента пpоäоëüноãо
скоëüжения]. Дëя äостижения поставëенной öеëи
необхоäиìо:

1) выпоëнитü обзоp существуþщих ìетоäов pас-
÷ета коэффиöиента сöепëения;

2) опpеäеëитü pазниöу (котоpуþ äаëее буäеì на-
зыватü pасхожäениеì) ìежäу pас÷етныìи и экспе-
pиìентаëüныìи зна÷енияìи коэффиöиента сöеп-
ëения;

3) сpавнитü pасхожäения пpи испоëüзовании
анаëизиpуеìых ìетоäов;

4) сфоpìуëиpоватü вывоäы о степени соответ-
ствия зна÷ений коэффиöиента сöепëения, поëу-
÷енных pазëи÷ныìи ìетоäаìи pас÷ета, зна÷енияì,
котоpые поëу÷ены в pезуëüтате экспеpиìента, и
pазpаботатü pекоìенäаöии по опpеäеëениþ опти-
ìаëüной фоpìуëы äëя pас÷ета (ϕX-s)-äиаãpаììы в
зависиìости от типа и состояния äоpоãи.
В äанноì иссëеäовании быë pассìотpен сëу÷ай

ка÷ения коëеса в тоpìозноì pежиìе без возäейст-
вия боковой сиëы.

Экспеpиментальное опpеделение коэффициента 
сцепления колеса с доpогой

Дëя пpовеäения экспеpиìентов по изìеpениþ
коэффиöиента сöепëения коëеса автоìобиëя с äо-
pоãой в настоящее вpеìя испоëüзуþтся pазëи÷ные

Pассмотpены pазличные ваpианты зависимостей коэффициента сцепления шины с доpогой от коэффициента пpодольного
скольжения. Пpедставлены pезультаты доpожных экспеpиментов для pазличных типов и состояний доpожной повеpхности.
Выполнен анализ соответствия значений коэффициента сцепления шины с доpогой, pассчитанных по pазличным зависимостям,
и экспеpиментальных значений. Пpедставлены pекомендации по опpеделению оптимальной фоpмулы для pасчета (ϕX-s)-диа-
гpаммы для pазных типов и состояний доpожного покpытия.
Ключевые слова: автомобиль, тоpможение, шина, математическое моделиpование, коэффициент сцепления с доpогой, ко-

эффициент пpодольного скольжения, оптимизация (ϕX-s)-диагpаммы по кpитеpию доpожных условий

МЕТОДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО
И КОМПЬЮТЕРНОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ
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установки. Ниже пpивеäены pезуëüтаты экспеpи-
ìентов, выпоëненных на установках BV12 [12] и
NFVM [8], пpеäставëенные в 2006 ã. в pаботе [10]
и в 2007 ã. в pаботе [7].
Экспеpиìенты по опpеäеëениþ коэффиöиента

сöепëения пpовоäиëи на äоpожных повеpхностях
pазëи÷ных состояний со сëеäуþщиìи зна÷енияìи
коэффиöиента тpения скоëüжения f0: сухой асфаëü-
тобетон (f0 = 1), ìокpый асфаëüтобетон (f0 = 0,6),
снеã (f0 = 0,2) и ëеä (f0 = 0,07).
Усëовия пpовеäения экспеpиìента быëи сëеäуþ-

щиìи: веpтикаëüная наãpузка на коëесо — 5000 Н,
на÷аëüная скоpостü — 60 кì/÷, ìаpка øины —
Nokian WR 205/60R15 (всесезонная øина äëя ìяãкой
зиìы, в Pоссии pекоìенäована к пpиìенениþ тоëü-
ко на äоpоãах Южноãо Феäеpаëüноãо окpуãа).

Pезуëüтаты изìеpений коэффиöиента сöепëе-
ния без возäействия боковой сиëы пpеäставëены
на pис. 1.
Зависиìости на pис. 1, пpи анаëизе пpинятые

автоpаìи в ка÷естве "этаëонных", т. е. с этиìи экс-
пеpиìентаëüныìи зна÷енияìи коэффиöиента сöеп-
ëения äаëее сpавниваëи pас÷етные зна÷ения коэф-
фиöиента сöепëения, котоpые поëу÷ены с испоëü-
зованиеì pазëи÷ных зависиìостей. В pезуëüтате
такоãо сpавнения ìожно äеëатü вывоäы о тоì, ка-
кая из pас÷етных зависиìостей позвоëяет поëу÷итü
зна÷ения коэффиöиента сöепëения, ìаксиìаëüно
бëизкие к экспеpиìентаëüныì.

Методы pасчета коэффициента сцепления

Pассìотpиì некотоpые из ìетоäов pас÷ета ко-
эффиöиента сöепëения коëеса с äоpоãой пpи ка-
÷ении коëеса в тоpìозноì pежиìе.

Фоpмула А. А. Pевина [4].
Коэффиöиент сöепëения ϕX ìежäу коëесоì и

äоpоãой в пpоäоëüноì напpавëении расс÷итыва-
ется по форìуëе

ϕX = , (1)

ãäе f0 — коэффиöиент пpоäоëüноãо сöепëения пpи
состоянии коëеса "þз" (коэффиöиент тpения
скоëüжения коëеса пpи известноì состоянии по-
веpхности äоpоãи), pавный: 0,7 — äëя äоpожной
повеpхности "сухой асфаëüтобетон"; 0,4 — äëя äо-
pожной повеpхности "ìокpый асфаëüтобетон";
0,1 — äëя äоpожной повеpхности "ëеä"; s — коэф-
фиöиент пpоäоëüноãо скоëüжения коëеса; а, b, с —
эìпиpи÷еские коэффиöиенты, котоpые хаpактеpи-
зуþт сöепëение коëеса с pазëи÷ныìи виäаìи äо-
pожной повеpхности:

äоpожная повеpхностü "сухой асфаëüтобетон" —
0,342; 0,612; 0,046,
äоpожная повеpхностü "ìокpый асфаëüтобетон" —
0,4; 0,584; 0,016, 
äоpожная повеpхностü "ëеä" — 0,57; 0,398; 0,032.
Фоpмула Burckhardt [5, 9]

ϕX = C1(1 – ) – C3s, (2)

ãäе С1 — коэффиöиент, опpеäеëяþщий ìаксиìуì 

C1 = ϕmax;

С2 — коэффиöиент, опpеäеëяþщий фоpìу кpивой

C2  = ;

С3 — коэффиöиент, у÷итываþщий паäение коэф-
фиöиента сöепëения от ìаксиìуìа äо коэффиöи-
ента скоëüжения пpи поëноì буксовании

C3 = ϕmax – f0;

s — коэффиöиент пpоäоëüноãо скоëüжения коëеса.
Дëя опpеäеëения коэффиöиентов С1, С2 и С3

необхоäиìо испоëüзоватü зна÷ения ϕmax, f0.
На основе экспеpиìентаëüных äанных (pис. 1)

найäены зна÷ения ϕmax и f0 äëя pазных типов äо-
pожных повеpхностей, котоpые пpивеäены в табë. 1.

Pис. 1. Экспеpиментальные зависимости коэффициента сцепле-
ния от коэффициента пpодольного скольжения колеса на pаз-
личных доpожных повеpхностях (Flat Track — зависимость, по-
лученная на измеpительной установке MTS Pirelli на сухом
асфальте; ВV12 Dry, BV12 Wet — зависимости, полученные на
установке BV12 Nokian на мокpом и сухом асфальте соответст-
венно; NFMV ice, NFMV snow — зависимости, полученные на
установке NFMV Nokian на льду и на снегу, соответственно;
TTF smooth ice, TTF rough ice — зависимости, полученные на
установке TTF Pirelli на гладком льду и гpубом льду соответст-
венно)

Табëиöа 1

Тип äорожной поверхности ϕmax f0

Дорожная поверхностü "сухой асфаëüтобетон" 1,2121 1
Дорожная поверхностü "ìокрый асфаëüтобетон" 1,1 0,6
Дорожная поверхностü "снеã" 0,33 0,2
Дорожная поверхностü "ëеä" 0,15 0,07

f0s

as2 bs c+ +
----------------------

e
C2s–

e
C2•0,17– C3

C1
-----
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По найäенныì зна÷енияì ϕmax и f0 äëя pазных
типов äоpожных повеpхностей опpеäеëяеì зна÷е-
ния коэффиöиентов С1, С2 и С3, котоpые пpиве-
äены в табë. 2.
Фоpмула Denny [11]

ϕX = , (3)

ãäе ϕX — коэффиöиент сöепëения ìежäу коëесоì и
äоpоãой в пpоäоëüноì напpавëении; s — коэффи-
öиент пpоäоëüноãо скоëüжения коëеса; а, b, с — эì-
пиpи÷еские коэффиöиенты:

a = (1 – sкp)
2,

b = ,

c = ,

ãäе sкp — зна÷ение коэффиöиента пpоäоëüноãо
скоëüжения коëеса, пpи котоpоì коэффиöиент
сöепëения пpиниìает зна÷ение ϕmax.
На основе экспеpиìентаëüных äанных (сì. pис. 1)

опpеäеëены зна÷ения sкp äëя pазных типов äоpож-
ных повеpхностей, котоpые пpеäставëены в табë. 3.

Фоpмула паpабол [6]
В такоì описании (ϕX-s)-äиаãpаììа пpеäставëя-

ется в виäе со÷етания äвух паpабоë:

ϕX = (4)

ãäе а0, b0, с0, а1, b1, с1 — эìпиpи÷еские коэффи-
öиенты:

a0 =  – ,

b0 =  – d0,

c0 = 0,

а1 =  –  + ,

b1 =  –  – d1,

c1 =  – .

Коэффиöиент d0 выбиpается из äиапазона
(–0,5...0,1), а коэффиöиент d1, соответственно,
(–0,5...0).

Фоpмула Е. В. Балакиной — Н. М. Зотова [2, 13]
Автоpаìи pасс÷итан сpеäний по экспеpиìен-

таëüныì (ϕX-s)-äиаãpаììаì коэффиöиент испоëü-
зования тpения покоя в пятне контакта, т. е. отно-
øение äоëи тpения покоя в пятне контакта, ис-
поëüзуеìоãо äëя pеаëизаöии пpоäоëüной pеакöии
опоpной повеpхности, к общей äоëе тpения покоя
в пятне контакта пpи тоì же s:

КИП =  = ,

ãäе s — коэффиöиент пpоäоëüноãо скоëüжения коëеса; 
ϕп — äоëя тpения покоя в пятне контакта, испоëü-
зуеìоãо äëя pеаëизаöии пpоäоëüной pеакöии опоp-
ной повеpхности; 
ϕΣп — общая äоëя тpения покоя в пятне контакта
пpи заäанноì s; 
ϕ(s) — зна÷ение коэффиöиента сöепëения пpи за-
äанноì s; 
fск — коэффиöиент тpения скоëüжения (ϕ пpи s =
= 100 %); 
fскs — общая äоëя тpения скоëüжения в пятне кон-
такта с заäанныì s; 
fп — коэффиöиент тpения покоя; 
fп(1 – s) — общая äоëя тpения покоя в пятне кон-
такта пpи заäанноì s.
Автоpаìи [2, 13] показано, ÷то зависиìости

КИП = f (s) иìеþт пpибëизитеëüно оäинаковый
виä независиìо от виäа и состояния äоpожноãо по-
кpытия, пpи этоì ее ìожно пpеäставитü в виäе по-
ëиноìа:

КИП = a + bs + cs2 + ds3 + es4 +
+ fs5 + gs6 + hs7 + is8 + js9, 

ãäе s — коэффиöиент пpоäоëüноãо скоëüжения ко-
ëеса (s = 0...1); a, b, c, d, e, f, g, h, i, j — постоянные
коэффиöиенты:

а = 0,001814; b = 26,747630; с = –324,541748;
d = 2137,928850; е = –8375,670586; f = 20260,588666; 

g = –30442,879724; h = 27611,479368;
i = –13822,359721; j = 2929,705537.

Табëиöа 2

Тип äорожноãо покрытия C1 C2 C3

Дорожная поверхностü
"сухой асфаëüтобетон"

1,2121 30,32 0,2121

Дорожная поверхностü
"ìокрый асфаëüтобетон"

1,1 23,11 0,5

Дорожная поверхностü "снеã" 0,33 24,23 0,13
Дорожная поверхностü "ëеä" 0,15 21,73 0,081

Табëиöа 3

Тип äорожной поверхности ϕmax f0 sкр

Дорожная поверхностü
"сухой асфаëüтобетон"

1,2121 1 0,1

Дорожная поверхностü
"ìокрый асфаëüтобетон"

1,1 0,6 0,09

Дорожная поверхностü "снеã" 0,33 0,2 0,09
Дорожная поверхностü "ëеä" 0,15 0,07 0,057

as

b cs as2+ +
----------------------

ϕmax f0
ϕmax f0–
-----------------

sкр
2

f0 1 sкр+( )2 2ϕmaxsкр–

ϕmax f0–
---------------------------------------------

a0s
2 + b0s + c0 пpи s m sкp;

a1s
2 + b1s + c1 пpи s > sкp,

d0

sкр
-----

ϕmax

sкр
2

---------

2ϕmax

sкр
------------

d1

sкр
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sкр
2

---------
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2
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2ϕmax

sкр
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2c1

sкр
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sкр
2 f0 d1+( )
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2

+
--------------------------

sкр 2ϕmax d1–( ) ϕmax+

1 2sкр– sкр
2

+
---------------------------------------------

ϕп
ϕΣп
-------
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Pеøая обpатнуþ заäа÷у, ìожно поëу÷итü pас-
÷етные (ϕX-s)-äиаãpаììы:

ϕ(s) = fскs + КИП•fп(1 – s). (5)

Даëее пpовеäеì сpавнение степени бëизости
pасс÷итанных по pазныì фоpìуëаì (1)—(5) зна÷е-
ний коэффиöиента сöепëения со зна÷енияìи, по-
ëу÷енныìи в pезуëüтате пpовеäения экспеpиìента,
описание котоpоãо пpеäставëено в äанной pаботе.

Сpавнение pассчитанных pазными методами 
значений коэффициента сцепления

Дëя сpавнения pасс÷итанных pазныìи ìетоäа-
ìи зна÷ений коэффиöиента сöепëения пpеäставиì
отäеëüно äëя кажäоãо типа и состояния äоpожной
повеpхности на оäной кооpäинатной пëоскости
экспеpиìентаëüнуþ и pас÷етные зависиìости ко-
эффиöиента сöепëения от скоëüжения коëеса.
Дëя опpеäеëения "pасхожäений" в пpоöентах

буäеì испоëüзоватü фоpìуëу

Δ = •100 %, (6)

ãäе  — экспеpиìентаëüное зна÷ение коэффиöи-
ента сöепëения,  — pас÷етное зна÷ение коэф-
фиöиента сöепëения по ìетоäу i. 

Pезуëüтаты экспеpиìента и pас÷етов по фоpìу-
ëаì, пpеäставëенныì в пpеäыäущеì pазäеëе на-
стоящей pаботы, а также pасс÷итанные зна÷ения
"pасхожäений" по фоpìуëе (6) пpеäставëены на
pис. 2—9 (сì. втоpуþ и тpетüþ стоpоны обëожки). 
На pис. 2 и 3 (сì. втоpуþ стоpону обëожки)

пpеäставëены зависиìости зна÷ений коэффиöиента
сöепëения и "pасхожäения" от скоëüжения äëя äо-
pожной повеpхности "сухой асфаëüтобетон". Как
виäно, зна÷ения "pасхожäений" нахоäятся в пpеäе-
ëах от –60 äо 46 % на pассìатpиваеìоì отpезке
скоëüжения. По÷ти äëя всех фоpìуë зависиìостü
"pасхожäении" от скоëüжения иìеет сëеäуþщий
хаpактеp: сна÷аëа зна÷ение "pасхожäения" увеëи-
÷ивается, äостиãает опpеäеëенноãо ìаксиìаëüноãо
зна÷ения и äаëее пëавно уìенüøается. Максиìуì
"pасхожäения" нахоäится в äокpити÷еской обëасти
скоëüжения. Наиìенüøее зна÷ение "pасхожäения"
иìеþт коэффиöиенты сöепëения, pасс÷итанные
по сëеäуþщиì фоpìуëаì: 
в äокpити÷еской обëасти скоëüжения: по фоpìуëе
Burckhardt (|Δ| m 5 %) и по фоpìуëе Е. В. Баëа-
киной—Н. М. Зотова (|Δ| m 13 %);
в закpити÷еской обëасти скоëüжения: по фоpìуëе
Burckhardt (|Δ| l 12 %) и по фоpìуëе Е. В. Баëа-
киной—Н. М. Зотова (|Δ| l 10 %).
На pис. 4 и 5 (сì. тpетüþ стоpону обëожки)

пpеäставëены зависиìости зна÷ений коэффиöиента
сöепëения и "pасхожäения" от скоëüжения äëя äо-
pожной повеpхности "ìокpый асфаëüтобетон". Как
виäно, зна÷ения "pасхожäений" нахоäятся в пpеäе-
ëах от –42 äо 56 % на pассìатpиваеìоì отpезке

скоëüжения. Зависиìостü "pасхожäений" от скоëüже-
ния иìеет pазëи÷ный хаpактеp äëя pазных фоpìуë.
Дëя фоpìуëы А. А. Pевина и Denny сна÷аëа зна-

÷ение "pасхожäения" увеëи÷ивается, äостиãает опpе-
äеëенноãо ìаксиìаëüноãо зна÷ения и äаëее пëавно
уìенüøается. Максиìуì "pасхожäения" нахоäится
в äокpити÷еской обëасти скоëüжения. Дëя фоpìуëы
Burckhardt, паpабоë и Е. В. Баëакиной — Н. М. Зо-
това — сна÷аëа "pасхожäение" иìеет ìаксиìаëüные
зна÷ения, посëе ÷еãо пëавно уìенüøается äо окон-
÷ания pассìатpиваеìоãо интеpваëа. Наиìенüøее
зна÷ение "pасхожäения" иìеþт коэффиöиенты сöе-
пëения, pасс÷итанные по сëеäуþщиì фоpìуëаì:
в äокpити÷еской обëасти скоëüжения: по фоpìу-
ëе паpабоë (|Δ| = 56...0 %) и по фоpìуëе Е. В. Ба-
ëакиной — Н. М. Зотова (|Δ| = 42...6 %) на pас-
сìатpиваеìоì интеpваëе скоëüжения;
в закpити÷еской обëасти скоëüжения: по фоp-
ìуëе Burckhardt (|Δ| = 16... 1,5 %) и по фоpìуëе
Баëакиной Е. В. — Зотова Н.М. (|Δ| = 6...1,7 %)
на pассìатpиваеìоì интеpваëе скоëüжения.
На pис. 6 и 7 (сì. тpетüþ стоpону обëожки)

пpеäставëены зависиìости зна÷ений коэффиöиен-
та сöепëения и "pасхожäения" от скоëüжения äëя
äоpожной повеpхности "снеã". Как виäно, зна÷е-
ния "pасхожäений" нахоäятся в пpеäеëах от –60
äо 25 % на pассìатpиваеìоì отpезке скоëüжения.
Зависиìостü "pасхожäений" от скоëüжения иìеет
оäинаковый хаpактеp äëя pассìатpиваеìых фоpìуë.
Сна÷аëа "pасхожäение" иìеет ìаксиìаëüные по ìо-
äуëþ зна÷ения, котоpые иìеþт отpиöатеëüный знак.
Даëее зна÷ения "pасхожäений" увеëи÷иваþтся на
всеì pассìатpиваеìоì интеpваëе скоëüжения. 
Наиìенüøее зна÷ение "pасхожäения" иìеþт

коэффиöиенты сöепëения, pасс÷итанные по сëе-
äуþщиì фоpìуëаì:
в äокpити÷еской обëасти скоëüжения: по фоp-
ìуëе паpабоë (|Δ| = 9...0,5 %) на pассìатpивае-
ìоì интеpваëе скоëüжения;
в закpити÷еской обëасти скоëüжения: по фоp-
ìуëаì Burckhardt (|Δ| = 13...15 %) и по фоpìуëе
паpабоë (|Δ| = 0,34...17 %) на pассìатpиваеìоì
интеpваëе скоëüжения.
На pис. 8 и 9 (сì. тpетüþ стоpону обëожки)

пpеäставëены зависиìости зна÷ений коэффиöиен-
та сöепëения и "pасхожäения" от скоëüжения äëя
äоpожной повеpхности "ëеä". Как виäно, зна÷ения
"pасхожäений" нахоäятся в пpеäеëах от –60 äо 60 %
на pассìатpиваеìоì отpезке скоëüжения. За ис-
кëþ÷ениеì пеpвых пяти то÷ек на pассìатpиваеìоì
интеpваëе скоëüжения зависиìостü "pасхожäений"
от скоëüжения иìеет оäинаковый хаpактеp äëя pас-
сìатpиваеìых фоpìуë, кpоìе фоpìуëы паpабоë.
Сна÷аëа "pасхожäение" иìеет ìаксиìаëüные по
ìоäуëþ зна÷ения, котоpые иìеþт поëожитеëüный
знак. Даëее зна÷ения "pасхожäений" уìенüøаþтся,
пеpесекаþт нуëевое зна÷ение, посëе ÷еãо зна÷ения
"pасхожäений" по ìоäуëþ на÷инаþт увеëи÷иватüся
на всеì pассìатpиваеìоì интеpваëе скоëüжения.
Pасс÷итанные по фоpìуëе паpабоë зна÷ения иìеþт
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"pасхожäения" в интеpваëе от –24 äо 7 %, пpи÷еì
эта зависиìостü не иìеет явных тенäенöий к уве-
ëи÷ениþ иëи уìенüøениþ.
Наиìенüøее зна÷ение "pасхожäения" иìеþт

коэффиöиенты сöепëения, pасс÷итанные по сëе-
äуþщиì фоpìуëаì:
в äокpити÷еской обëасти скоëüжения: по фоp-
ìуëе паpабоë (|Δ| = 24...2 %) на pассìатpиваеìоì
интеpваëе скоëüжения;
в закpити÷еской обëасти скоëüжения: по фоp-
ìуëе паpабоë (|Δ| = 2...9 %) на pассìатpиваеìоì
интеpваëе скоëüжения.

Pекомендации по опpеделению оптимальной 
фоpмулы для pасчета (jX-s)-диагpаммы 
в зависимости от типа и состояния доpоги

На основе пpовеäенноãо иссëеäования pазpабо-
таны pекоìенäаöии по опpеäеëениþ оптиìаëüной
фоpìуëы pас÷ета (ϕX-s)-äиаãpаììы в зависиìости

от типа и состояния äоpожноãо покpытия, котоpые
свеäены в табë. 4.
Оптиìаëüной фоpìуëой в табë. 4 с÷итается та

фоpìуëа, pас÷ет по котоpой позвоëяет поëу÷итü
наиìенüøие зна÷ения "pасхожäений".
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Табëиöа 4

Форìуëа 
рас÷ета

Дорожная поверхностü

Асфаëüтобетон
Снеã Леä

сухой ìокрый

äо 
sкр

посëе 
sкр

äо 
sкр

посëе 
sкр

äо 
sкр

посëе 
sкр

äо 
sкр

посëе 
sкр

Форìуëа 
Ревина А. А.
Форìуëа 
Burckhardt
Форìуëа 
Denny
Форìуëа
парабоë
Форìуëа Баëа-
киной Е. В. — 
Зотова Н. М.

 — ìетоä явëяется оптиìаëüныì äëя рассìатривае-
ìой обëасти скоëüжения, типа и состояния äорожной по-
верхности.
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Simulation results should have the required degree of accuracy and reliability, that is, a model should be investigated ad-
equately in the real process. Model of a "wheel" class was used as a standalone model for testing of the control algorithms for
ABS, as elements of the other, broader models, reproduced adequately the braking forces on the wheels of the car. Analysis
of the works of the domestic and foreign researchers shows that currently many different versions of models for calculation of
ϕX-s diagrams are used. However, there are no recommendations concerning selection and use of particular models in the study
of the braking process of the car wheels in various conditions. In this regard, the purpose of this study is analysis of the degree
of conformity of the values of the coefficient of adhesion to the road wheels, calculated by various dependencies, the values
obtained in experiments, and development of recommendations for determination of the optimal formula for calculation of the
diagrams depending on the type and condition of a road. The article describes various versions of the dependency of the co-
efficient of tire to the road coefficient of the longitudinal slip. It also presents the results of the road experiments for different
types and conditions of the road surface. The article presents an analysis of conformity of the values of the coefficient of friction
of a tire for calculation of various dependencies, and development of recommendations concerning search for the optimal for-
mula for calculation of ϕX-s diagrams for various types and conditions of the road surface.

Keywords: car, brake, tire, mathematical modeling, coefficient of traction, ratio of the longitudinal slip, optimization of
ϕX-s diagram according to the criterion of the road conditions
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Методика пеpехода от тpехмеpной модели
к онтологическому пpедставлению изделий авиационной техники*

Пpедлагается методика пеpехода от тpехмеpной модели изделия авиационной техники к онтологическому пpедставлению
и ее пpактическая pеализация. Pассмотpены вопpосы анализа пpоизводственной технологичности в авиастpоении, автома-
тизации пpоцесса пpоектиpования. Пpедложенная методика пpизвана облегчить пpоцесс пеpехода между важнейшими эта-
пами pазpаботки изделия авиационной техники — пpоектиpованием и технологическим контpолем, ускоpить пpоцесс пpоек-
тиpования, а также упpостить внесение изменений в готовую 3D-модель изделия.
Ключевые слова: онтологическое моделиpование, анализ пpоизводственной технологичности, интеллектуальные системы

 * Pабота выпоëнена пpи ÷асти÷ной финансовой поääеpжке ãpанта PФФИ № 15-07-01284 А.
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Введение

В совpеìенноì авиастpоении боëüøое вниìа-
ние уäеëяется сокpащениþ пpоизвоäственных из-
äеpжек и повыøениþ всëеäствие этоãо конкуpен-
тоспособности коìпании на pынке. С этой öеëüþ
в пpоöессе пpоектиpования саìоëета иëи веpтоëета
обязатеëüныì стаëо пpовеäение техноëоãи÷ескоãо
контpоëя изäеëия — поиска наибоëее выãоäноãо
способа пpоизвоäства изäеëия [1]. Данный этап
тpебует от экспеpта зна÷итеëüноãо баãажа знаний и
опыта, так как необхоäиìо выбpатü, на какоì обо-
pуäовании и какиì способоì изãотавëиватü ту иëи
инуþ äетаëü. У÷итывая сëожностü совpеìенноãо
саìоëета (типовой пассажиpский ëайнеp состоит
из пpиìеpно 3 ìëн äетаëей), ìожно отìетитü, ÷то
пpовеäение поëноöенноãо анаëиза äëя кажäой äе-
таëи тpебует зна÷итеëüных тpуäозатpат. Всëеäствие
этоãо на пpактике испоëüзуþтся типовые, øабëон-
ные pеøения, котоpые не ìеняþтся äесятиëетия-
ìи [2]. Это позвоëяет зна÷итеëüно сокpатитü тpу-
äозатpаты на этапе техноëоãи÷ескоãо контpоëя
изäеëий, но, как сëеäствие, стpаäает ка÷ество пpи-
ниìаеìых pеøений. Такиì обpазоì, пpобëеìа,
в øиpокой постановке, закëþ÷ается в тоì, ÷то су-
ществуþщие пpактики техноëоãи÷ескоãо контpоëя
изäеëий не способны обеспе÷итü снижение себе-
стоиìости пpоизвоäства, в то вpеìя как бëаãоäаpя
испоëüзованиþ совpеìенноãо обоpуäования на
пpоизвоäстве обpазоваëся заäеë по сокpащениþ
изäеpжек.
Поä инфоpìаöионной ìоäеëüþ пониìается опи-

сание посëеäоватеëüности: сбоpка, äетаëü, констpук-
тивный эëеìент, поëуфабpикат, техноëоãи÷еская
опеpаöия, сpеäство техноëоãи÷ескоãо оснащения,
обоpуäование. Данная öепо÷ка обëаäает свойствоì
инфоpìаöионной äостато÷ности, необхоäиìыì äëя
пpовеäения техноëоãи÷ескоãо контpоëя изäеëия [6].
Поä объектаìи пpоизвоäственной сpеäы пониìа-
ется набоp эëеìентов äëя кажäой сущности из он-
тоëоãии, пpеäставëенной на pис. 1. Набоp эëеìен-
тов хаpактеpизует техноëоãи÷еские возìожности
пpеäпpиятия.
В pаботе пpеäставëено pеøение по ÷асти÷ной

автоìатизаöии некотоpых составëяþщих техноëо-

ãи÷ескоãо контpоëя, а иìенно — пpоектиpования
ìоäеëи в CAD-систеìе (Siemens NX) и пеpехоäа от
пpоектиpования к техноëоãи÷ескоìу контpоëþ из-
äеëия (Siemens Teamcenter). Этапы пpоектиpова-
ния и техноëоãи÷ескоãо контpоëя связаны ìежäу
собой необхоäиìостüþ пеpеäа÷и äанных из NX в
Teamcenter. Пеpехоä от ìоäеëи, пpеäставëенной в
виäе 3D-ìоäеëи, к пpеäставëениþ в виäе онтоëоãии,
вкëþ÷аþщей öепо÷ки объектов пpоизвоäственной
сpеäы, называеìые инфоpìаöионной ìоäеëüþ из-
äеëия (сì. pис. 1), сопpяжен с опpеäеëенныìи
сëожностяìи. Кажäоìу эëеìенту 3D-ìоäеëи соот-
ветствует констpуктивный эëеìент (КЭ). Всëеäст-
вие pазëи÷ноãо фоpìата пpеäставëений äанных ав-
тоìати÷еская конвеpтаöия затpуäнена, поэтоìу
пpиìеняется pу÷ное äобавëение КЭ äëя кажäоãо
эëеìента 3D-ìоäеëи. Пpеäëаãаеìая автоpаìи иäея
закëþ÷ается в оpãанизаöии базы äанных объектов
пpоизвоäственной сpеäы, вкëþ÷аþщей как тpех-
ìеpное пpеäставëение, так и техноëоãи÷ескуþ ин-
фоpìаöиþ. Это позвоëит обëеã÷итü пpоöесс пеpе-
хоäа ìежäу этапаìи, ускоpитü пpоöесс пpоектиpо-
вания за с÷ет испоëüзования типовых эëеìентов и
упpоститü внесение изìенений в ãотовуþ 3D-ìо-
äеëü изäеëия.

Обзоp существующих подходов
к pаспознаванию элементов 3D-модели

Станäаpтоì äе-факто äëя пpоектиpования в об-
ëасти ìаøиностpоения в PФ явëяется САПP Sie-
mens NX. Истоpия пpоãpаììы нас÷итывает боëее
30 ëет. За это вpеìя систеìа пpоøëа путü, по сути,
от автоìатизиpованноãо ÷еpтежноãо стоëа äо ìно-
ãофункöионаëüноãо пpоãpаììноãо коìпëекса, по-
звоëяþщеãо pасс÷итатü кинеìатику наãpузок ìо-
äеëи и созäатü пpоãpаììу обpаботки äëя станка с
÷исëовыì пpоãpаììныì упpавëениеì. Оäной из
возìожностей NX явëяется заäание поëüзоватеëü-
ских эëеìентов — UDF (user defined feature). UDF
пpеäставëяет собой иìенованнуþ посëеäоватеëü-
ностü äействий, пpиìеняеìых пpи ìоäеëиpовании
изäеëия. Испоëüзуя UDF, констpуктоp ìожет из-
бавитüся от pутинной pаботы и созäаватü ìоäеëü из
ãотовых эëеìентов, ввоäя тоëüко их паpаìетpы.
Фоpìат пpеäставëения ìоäеëей в NX основан

на поëиãонах и спëайнах, ÷то уäобно пpи 3D-ìо-
äеëиpовании, но затpуäняет pаботу с ìоäеëüþ на
äаëüнейøих этапах, выпоëняþщихся, как пpавиëо,
в PLM-систеìе Siemens Teamcenter, испоëüзуþ-
щейся äëя автоìатизаöии äокуìентообоpота и
упpавëения жизненныì öикëоì изäеëия (PLM).
Посëе завеpøения ìоäеëиpования необхоäиìо
вести pаботу не с ãеоìетpией ìоäеëи, а со спискоì
и паpаìетpаìи КЭ, из котоpых она состоит. Дëя
пеpехоäа от 3D-ìоäеëи к списку КЭ в существуþ-
щей пpактике не испоëüзуþтся сpеäства автоìати-
заöии, техноëоãу пpихоäится ввоäитü состав äетаëи
и pазìеpы КЭ в pу÷ноì pежиìе, основываясü на
анаëизе ìоäеëи. Такой пpоöесс тpебует зна÷итеëü-Pис. 1. Онтология инфоpмационной модели изделия
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ных тpуäозатpат и усëожняет внесение изìенений
в ìоäеëü, ÷то отpиöатеëüно сказывается на эффек-
тивности pаботы констpуктоpа и техноëоãа.
Дëя pеøения указанной пpобëеìы существуþт

pеøения по автоìати÷ескоìу pаспознаваниþ эëе-
ìентов (Automatic Feature Recognition) [3]. На äан-
ный ìоìент оäниì из саìых функöионаëüно бо-
ãатых pеøений явëяется пëаãин DFM pro коìпа-
нии Geometric Ltd., также испоëüзуþтся ìоäуëи
pаспознавания в САПP ADEM, Feature CAM и äp.
DFM pro позвоëяет pаспознаватü ìиниìаëüные
ãеоìетpи÷еские фиãуpы в ìоäеëи (отвеpстия, скpуã-
ëения и т. ä.) и опpеäеëятü нетехноëоãи÷ные со÷е-
тания, котоpые невозìожно иëи сëиøкоì äоpоãо
изãотовитü на иìеþщеìся обоpуäовании. Оäнако
äëя поëноöенной интеãpаöии с äpуãиìи этапаìи
пpоизвоäства необхоäиìо pаспознавание не ãео-
ìетpи÷еских фиãуp, а сpазу КЭ с пpивязкой к базе
äанных объектов пpоизвоäственной сpеäы. Этоãо
существуþщие pеøения обеспе÷итü не ìоãут, в сиëу
испоëüзуеìых техноëоãий pаспознавание выпоë-
няется с испоëüзованиеì äеpева pеøений, в котоpоì
в pоëи усëовий выступаþт опеpаöии постpоения
äетаëи иëи ãеоìетpи÷еские фиãуpы [4, 5]. Такая
систеìа не ìожет pасøиpятüся поëüзоватеëеì и не
соответствует совpеìенныì тpебованияì к пpо-
ãpаììноìу обеспе÷ениþ.

Методика постpоения инфоpмационной модели 
на основе тpехмеpного пpедставления 

изделия авиационной техники

Оäной из основных пpи÷ин невысокоãо уpовня
автоìатизаöии на этапе техноëоãи÷ескоãо контpоëя
изäеëия явëяется кpайне низкий уpовенü фоpìа-
ëизаöии пpоöесса техноëоãи÷ескоãо пpоектиpова-
ния. Коëëективоì автоpов веäется pабота по фоp-
ìаëизаöии этоãо пpоöесса [6, 7], pезуëüтатоì ко-
тоpой стаëа инфоpìаöионная ìоäеëü изäеëия
авиаöионной техники (AT), ìетоäика оöенки из-
äеëий AT на техноëоãи÷ностü, а также пpакти÷е-
ская pеаëизаöия пpеäëоженноãо поäхоäа в СППP
"Систеìа анаëиза ТКИ". В äанной pаботе выпоë-
нены pазвитие автоpскоãо поäхоäа к анаëизу тех-
ноëоãи÷ности и pазpаботка ìетоäики пеpехоäа от
тpехìеpноãо пpеäставëения изäеëия AT к еãо ин-
фоpìаöионной ìоäеëи.
Пpеäëаãаеìый поäхоä закëþ÷ается в пpивязке

UDF, явëяþщихся тpехìеpныì пpеäставëениеì
КЭ, к объектаì КЭ из базы äанных объектов пpо-
извоäственной сpеäы. Пpи pаботе в Siemens NX
констpуктоp созäает тpехìеpнуþ ìоäеëü изäеëия AT
с поìощüþ UDF, иìпоpтиpованных из "Систеìы
анаëиза ТКИ" иëи Siemens Teamcenter посpеäст-
воì pазpаботанноãо пëаãина. На сëеäуþщеì этапе
техноëоã созäает в "Систеìе анаëиза ТКИ" иëи
Teamcenter инфоpìаöионнуþ ìоäеëü изäеëия äëя
пpовеpки ее на техноëоãи÷ностü. Бëаãоäаpя pазpа-
ботанноìу пëаãину техноëоã иìеет возìожностü
äобавитü все констpуктивные эëеìенты с pазìеpаìи
из ìоäеëи NX в инфоpìаöионнуþ ìоäеëü изäеëия

в автоìати÷ескоì pежиìе, а констpуктоp поëу÷ает
возìожностü вноситü изìенения в 3D-ìоäеëü в по-
ëуавтоìати÷ескоì pежиìе. Такиì обpазоì, вìесто
pаспознавания эëеìентов пpиìеняется сëоваpü
UDF, котоpый пpивоäится в соответствие с базой
äанных объектов пpоизвоäственной сpеäы и ìожет
pасøиpятüся поëüзоватеëеì. Бëаãоäаpя пpиìене-
ниþ указанноãо поäхоäа pеаëизуется оäнозна÷ное,
а не веpоятностное pаспознавание КЭ 3D-ìоäеëи,
÷то явëяется необхоäиìыì усëовиеì на посëеäуþ-
щих этапах пpоектиpования изäеëий AT.
Метоäика пеpехоäа от тpехìеpной ìоäеëи изäе-

ëия авиаöионной техники к онтоëоãи÷ескоìу пpеä-
ставëениþ, основанная на pаботе [8], вкëþ÷ает
сëеäуþщие øаãи:

1. Сìоäеëиpоватü UDF, пpеäставëяþщие КЭ, и
занести их в базу äанных объектов пpоизвоäствен-
ной сpеäы.

2. Установитü соответствие ìежäу паpаìетpаìи
КЭ и паpаìетpаìи UDF.

3. Сìоäеëиpоватü тpехìеpное изäеëие авиаöи-
онной техники, испоëüзуя набоp UDF из базы äан-
ных объектов пpоизвоäственной сpеäы.

4. Установитü соответствие ìежäу UDF ìоäеëи
изäеëия и UDF базы äанных, сфоpìиpовав, такиì
обpазоì, список КЭ с паpаìетpаìи, из котоpых со-
стоит тpехìеpная ìоäеëü изäеëия.

5. Постpоитü на основе списка КЭ инфоpìаöи-
оннуþ тpехìеpнуþ ìоäеëü изäеëия.

Pеализация методики

На основании ìетоäики pазpаботан пëаãин äëя
SiemensNX, упpощаþщий pаботу констpуктоpа и
техноëоãа. Испоëüзование пëаãина пpеäпоëаãает
сëеäуþщие øаãи (pис. 2):

1) äобавëение UDF в базу КЭ "Систеìы ана-
ëиза ТКИ";

1.1) техноëоã пpи äобавëении КЭ в "Систеìу
анаëиза ТКИ"/Teamcenter вносит не тоëüко ин-
фоpìаöиþ о pазìеpах, но также и äобавëяет файë
UDF, соответствуþщий тpехìеpной ìоäеëи КЭ;

1.2) äpуãой ваpиант испоëüзования позвоëяет
констpуктоpу пpи pаботе в Siemens NX откpытü
пëаãин и äобавитü UDF из базы NX в базу КЭ;

2) äобавëение UDF в базу Siemens NX;
3) пpоектиpование изäеëия в Siemens NX с по-

ìощüþ UDF;
4) äобавëение UDF в инфоpìаöионнуþ ìоäеëü

изäеëия;
5) пpи необхоäиìости внесение изìенений в

3D-ìоäеëü.
Пpи pазpаботке испоëüзован язык Java,

NXOpenAPI äëя связи с САПP NX и СУБД Mari-
aDB äëя хpанения онтоëоãи÷ескоãо пpеäставëения
объектов пpоизвоäственной сpеäы. Фpаãìент ãpа-
фи÷ескоãо интеpфейса пëаãина и типовая ìоäеëü
изäеëия AT пpеäставëены на pис. 3. Стpуктуpа он-
тоëоãии в виäе оpиентиpованноãо ãpафа пеpенесе-
на в pеëяöионнуþ базу äанных [9]. Интеãpаöия ìо-
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äеëи онтоëоãии в pазpаботанный пëаãин выпоëнена в
соответствии с ìетоäикой, описанной в pаботе [10].

Pассìотpиì поäpобнее пpоöесс pаботы с пëаãи-
ноì. В Siemens NX констpуктоp созäает с поìощüþ
UDF тpехìеpнуþ ìоäеëü изäеëия, пpи÷еì кажäый
UDF соответствует констpуктивноìу эëеìенту.
Даëее с испоëüзованиеì pазpаботанноãо пëаãина
заãpужается список КЭ из базы äанных объектов
пpоизвоäственной сpеäы и заäается соответствие
ìежäу объектаìи и паpаìетpаìи UDF и КЭ в pу÷-
ноì pежиìе. Посëе этоãо поëу÷енный UDF запи-
сывается в базу äанных объектов пpоизвоäствен-
ной сpеäы äëя посëеäуþщеãо испоëüзования тех-

ноëоãоì пpи быстpоì постpоении 3D-ìоäеëи по
инфоpìаöионной ìоäеëи изäеëия. 

Заключение

В статüе пpоанаëизиpованы совpеìенные пpо-
ãpаììные сpеäства автоìати÷ескоãо pаспознавания
эëеìентов, найäены пути их совеpøенствования.
На основании пpовеäенноãо анаëиза пpеäëожены
ìетоäика пеpехоäа от тpехìеpной ìоäеëи изäеëия
авиаöионной техники к онтоëоãи÷ескоìу пpеä-
ставëениþ и pазpаботанный на ее основе пëаãин
äëя Siemens NX. Pезуëüтаты pаботы пpизваны об-
ëеã÷итü пpоöесс пеpехоäа ìежäу важнейøиìи эта-
паìи pазpаботки изäеëия AT — пpоектиpованиеì и
техноëоãи÷ескиì контpоëеì, ускоpитü пpоöесс
пpоектиpования, а также упpоститü внесение из-
ìенений в ãотовуþ 3D-ìоäеëü изäеëия AT.
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Modern aircraft industry focuses, among other things, on reduction of the production costs in accordance with the market
demands. Cost reduction can be achieved due to design for manufacturability (DFM) process. DFM practices are aimed to
develop products of the same quality, but more cost efficient. This process requires additional knowledge and sufficient ex-
perience in selection of the appropriate equipment and technologies for the parts’ production. Given the complexity of a modern
airplane design (3 million parts for Boeing 767), it’s hard to develop the right technology for each part, and, as a consequence,
the design engineers often utilize the patterns, which have not changed for decades. The problem is that common practice does
not exploit fully the potential of the modern equipment. One of the reasons behind the low automation level in the DFM process
is a poor formalization of the DFM process. The authors of this paper did some work for formalization of the DFM process,
which resulted in development of an information model, a method of the DFM process and their implementation in DSS, "DFM
analysis system". This paper proposes a method for transition from a 3D model to its ontological presentation and describes
its usage in the aircraft design process. The problems of the design for manufacturability and design automation are also dis-
cussed. The proposed method is aimed to ease the process of the data exchange between important aircraft design phases,
namely engineering and design control. The method is also intended to increase the speed of designing and 3D model cus-
tomizability. The author’s plug-in for Siemens NX is based on the method of transition from a 3D model to its ontological pres-
entation and focuses on simplification of the work of the design engineers and technologists.
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на изобpажениях стационаpных наземных сцен*

Введение

В настоящее вpеìя боëüøое вниìание уäеëяется
pеøениþ заäа÷ упpавëения автоноìныìи поäвиж-
ныìи объектаìи с пpиìенениеì техноëоãий ìа-
øинноãо зpения.
Кpуã pеøаеìых заäа÷ äостато÷но øиpок:
заäа÷и навиãаöии;
заäа÷и коìпëексиpования изобpажений, поëу-
÷енных pазëи÷ныìи äат÷икаìи;
заäа÷и pаспознавания и сеëекöии заäанных объ-
ектов сöены и äp. 
Pеøение этих заäа÷ базиpуется на испоëüзова-

нии инфоpìаöии об окpужаþщей сpеäе, пpеäстав-
ëяеìой, как пpавиëо, в виäе изобpажений набëþ-
äаеìых сöен и объектов, поëу÷енных в pазëи÷ных
спектpаëüных äиапазонах.

Pеøение поставëенных ãëобаëüных заäа÷ тpебует
pеøения pяäа ëокаëüных заäа÷. Так, pеøение заäа÷и
коìпëексиpования изобpажений, поëу÷енных pаз-
ëи÷ныìи äат÷икаìи, тpебует pеøения заäа÷и то÷-
ноãо совìещения изобpажений, поëу÷енных кажäыì
из äат÷иков. Pеøение заäа÷ навиãаöии ìожет по-
тpебоватü pеøения заäа÷и выäеëения на исхоäноì
изобpажении некотоpых оpиентиpов и/иëи совìе-
щения текущеãо изобpажения с этаëоноì. Пpи этоì
все заäа÷и äоëжны pеøатüся автоìати÷ески, в øи-
pоких äиапазонах изìен÷ивости окpужаþщей сpеäы
(поãоäной, вpеìенной и äp.). Соответственно, ис-
хоäная инфоpìаöия äоëжна бытü пpеäставëена в
виäе набоpа пpизнаков, обëаäаþщих наибоëüøей
pобастностüþ. В сëу÷ае обpаботки изобpажений

стаöионаpных назеìных сöен наибоëüøей pобаст-
ностüþ обëаäаþт пpизнаки, описываþщие ãеоìет-
pиþ сöены ("ãеоìетpи÷еский контент" сöены) [1].
В своþ о÷еpеäü, исто÷никоì инфоpìаöии о ãеоìет-
pии сöены ìожет сëужитü инфоpìаöия о пpисут-
ствуþщих на изобpажении сöены контуpах, пpеä-
ставëяþщих собой набоpы то÷ек, в котоpых на-
бëþäается зна÷итеëüный пеpепаä яpкости. Такиì
обpазоì, в ка÷естве исхоäных äанных äëя посëе-
äуþщей обpаботки изобpажений (сеãìентаöии,
ëокаëизаöии объектов и т. ä.) ìожет сëужитü ин-
фоpìаöия о ãpаäиенте яpкостноãо поëя изобpаже-
ния — кооpäинаты то÷ек, в котоpых ìоäуëü ãpаäи-
ента яpкости пpевыøает некотоpый поpоã (такие
то÷ки ÷асто называþт контуpныìи) и напpавëение
ãpаäиента в этих то÷ках [2].
В pеøении pяäа заäа÷ инфоpìаöия о контуpных

то÷ках испоëüзуется äëя опpеäеëения фоpìы пpи-
сутствуþщеãо на изобpажении объекта. В этоì сëу-
÷ае ãеоìетpия сöены ìожет бытü описана набоpоì
фоpì составëяþщих сöену объектов и их кооpäи-
натаìи на изобpажении.
Оäнако в боëüøинстве сëу÷аев пpи обpаботке

изобpажений ìноãообъектных сöен испоëüзование
инфоpìаöии о фоpìе отäеëüных объектов не пpеä-
ставëяется возìожныì. Объекты на такой сöене
оказываþтся ÷асти÷но заãоpожены äpуãиìи объек-
таìи, соответственно, фоpìа виäиìой на поëу÷ае-
ìоì изобpажении ÷асти объекта зависит от pакуpса
набëþäения.
Сëеäует отìетитü, ÷то фоpìу ìноãих объектов

антpопоãенноãо хаpактеpа (зäания, ìосты, äоpоãи,
уëиöы) ÷асто ìожно с äостато÷ной то÷ностüþ ап-
пpоксиìиpоватü набоpоì сеãìентов пpяìых ëиний.

Pассматpивается задача обpаботки изобpажений стационаpных наземных сцен в целях выделения пpисутствующих на изо-
бpажениях пpямых линий как одного из наиболее хаpактеpных и pобастных компонентов геометpического контента. Для pе-
шения этой задачи пpедложен алгоpитм, основанный на использовании напpавленной фильтpации и модифициpованного пpе-
обpазования Хафа.
Ключевые слова: обpаботка изобpажений, напpавленная фильтpация, пpеобpазование Хафа, пpотяженные объекты на-

земных сцен, выделение пpямых линий
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В pяäе сëу÷аев пpяìыìи ëинияìи ìоãут бытü ап-
пpоксиìиpованы некотоpые пpиpоäные обpазова-
ния — беpеãа pек, воäоеìов, ëиния ãоpизонта. Такиì
обpазоì, ãеоìетpия набëþäаеìой сöены ìожет бытü
описана набоpоì пpисутствуþщих на изобpажении
сöены сеãìентов пpяìых (поä сеãìентоì пониìа-
еì паpаìетpы пpяìой и то÷ки конöов сеãìента).
В общеì сëу÷ае ìожно испоëüзоватü äëя описания
сöены тоëüко паpаìетpы пpисутствуþщих на изо-
бpажении пpяìых ëиний.
Не сëеäует забыватü, ÷то пpяìые ëинии косвенно

опpеäеëяþт äpуãие ãеоìетpи÷еские пpизнаки. Так,
хаpактеpные то÷ки ìоãут бытü опpеäеëены как
то÷ки пеpесе÷ения пpяìых (напpиìеp, уãëы кpыø
опpеäеëяþтся как то÷ки пеpесе÷ения пpяìых, ап-
пpоксиìиpуþщих ãpани этих кpыø).
Испоëüзование паpаìетpов пpисутствуþщих на

изобpажении пpяìых ëиний в ка÷естве основных
ãеоìетpи÷еских пpизнаков позвоëяет поëу÷итü опи-
сание изобpажения в коìпактноì виäе. Соответст-
венно, пpи pеøении заäа÷, тpебуþщих сpавнения
нескоëüких изобpажений, необхоäиìо сpавнитü
нескоëüко коìпактно записанных описаний соот-
ветствуþщих изобpажений.

Некотоpые методы выделения сегментов пpямых

Сpеäи существуþщих ìетоäов выäеëения сеã-
ìентов пpяìых ëиний ìожно выäеëитü сëеäуþщие
ãpуппы:

ìетоäы, основанные на пpосëеживание конту-
pов с исхоäной инфоpìаöией в виäе оäнопик-
сеëüных контуpов;
ìетоäы, основанные на объеäинении в ãpуппы то-
÷ек с оäинаковой оpиентаöией ãpаäиента яpкости
(так называеìые обëасти поääеpжки ëинии);
ìетоäы, основанные на пpеобpазовании Хафа.
Все эти ìетоäы испоëüзуþт в ка÷естве вхоäной

инфоpìаöии поëе ãpаäиентов яpкостей исхоäноãо
поëутоновоãо изобpажения с посëеäуþщей обpа-
боткой.
Метоäы выäеëения сеãìентов пpяìых, осно-

ванные на пpосëеживании контуpов, пpеäставëяþт
собой итеpаöионный пpоöесс. Эти ìетоäы тpебуþт
зна÷итеëüных затpат вы÷исëитеëüных pесуpсов как
в сиëу своей итеpаöионности, так и в сиëу суще-
ственных затpат pесуpсов на пpеäваpитеëüнуþ об-
pаботку. Дëя pеаëизаöии поäобных ìетоäов тpебу-
ется поëу÷ение оäнопиксеëüных контуpов, пpеä-
ставëяþщих собой öепо÷ки контуpных то÷ек, ãäе у
кажäой то÷ки естü не боëее äвух сосеäей по восü-
ìисвязности. Вìесте с теì, испоëüзование поäоб-
ных ìетоäов позвоëяет то÷но опpеäеëитü паpаìет-
pы пpяìой и коне÷ные то÷ки сеãìента.
Метоäы, основанные на объеäинении в ãpуппы

то÷ек с оäинаковой оpиентаöией ãpаäиента яpко-
сти, испоëüзуþт инфоpìаöиþ о напpавëении ãpа-
äиента яpкости в кажäой то÷ке изобpажения. То÷ки
с оäинаковыì напpавëениеì ãpаäиента объеäиня-
þтся в ãpуппы в соответствии с некотоpыì кpите-

pиеì. Поëу÷енные ãpуппы то÷ек в äаëüнейøеì ап-
пpоксиìиpуþтся пpяìыìи.
Метоäы, основанные на пpеобpазовании Хафа,

в общеì сëу÷ае испоëüзуþт в ка÷естве исхоäной
инфоpìаöии бинаpные контуpные изобpажения.
Эти ìетоäы хаpактеpизуþтся заìетныìи оøибкаìи
в опpеäеëении паpаìетpов пpяìых. Можно выäеëитü
äве составëяþщие возникаþщих оøибок. Пеpвая
составëяþщая — оøибки, возникаþщие в pезуëü-
тате äискpетности аккуìуëятоpа Хафа. Втоpая со-
ставëяþщая — зна÷итеëüное ÷исëо "поìеховых"
контуpов на изобpажениях.
К пpеиìуществаì ìетоäов, основанных на пpе-

обpазовании Хафа ìожно отнести тот факт, ÷то
они испоëüзуþт в ка÷естве вхоäной инфоpìаöии
набоp (список) контуpных то÷ек, а не поëное изо-
бpажение.

Постановка задачи

В äанной статüе pассìатpивается аëãоpитì вы-
äеëения пpяìых на изобpажениях стаöионаpных
назеìных сöен, основанный на пpеобpазовании
Хафа и испоëüзуþщий в ка÷естве вхоäной инфоp-
ìаöии набоp контуpных то÷ек с äопоëнитеëüной
инфоpìаöией о напpавëении контуpов.
Дëя пpеäваpитеëüной обpаботки исхоäноãо поëу-

тоновоãо изобpажения пpеäëаãается испоëüзоватü
ìетоä напpавëенной (оpиентиpованной) фиëüтpа-
öии, позвоëяþщий не тоëüко опpеäеëитü то÷ки пе-
pепаäа яpкости, но и зафиксиpоватü напpавëение
этоãо пеpепаäа в кажäой то÷ке [3]. Pезуëüтатоì по-
äобной фиëüтpаöии явëяется инäексиpованное
контуpное изобpажение, ãäе кажäой то÷ке соответ-
ствует некотоpый инäекс. Инäекс pавен нуëþ äëя
то÷ек, в котоpых пеpепаä яpкостей ìенüøе неко-
тоpоãо поpоãа. Ненуëевое зна÷ение инäекса ãово-
pит о тоì, ÷то зна÷ение пеpепаäа яpкостей в этой
то÷ке боëüøе заäанноãо поpоãа (то÷ка пpинаäëе-
жит контуpу); зна÷ение инäекса указывает напpав-
ëение ãpаäиента в то÷ке. О÷евиäно, ÷то ÷исëо кон-
туpных то÷ек зна÷итеëüно ìенüøе, ÷еì общее ÷исëо
то÷ек на изобpажении. Есëи пpиниìатü во вниìа-
ние напpавëение ãpаäиента в то÷ке, то это ÷исëо
сокpатится еще боëüøе. Соответственно, öеëесо-
обpазно пеpейти от pаботы с изобpажениеì (äву-
ìеpныì ìассивоì то÷ек) к pаботе со спискаìи
контуpных то÷ек.
В аëãоpитìе выäеëения сеãìентов пpяìых ис-

поëüзуется ìетоä, основанный на пpеобpазовании
Хафа, хоpоøо pаботаþщий со спискаìи контуp-
ных то÷ек.
Автоpы отäаþт себе от÷ет в тоì, ÷то то÷ностü

паpаìетpов пpяìых, поëу÷енных с испоëüзованиеì
пpеобpазования Хафа, äостато÷но низкая. Оäнако
с у÷етоì оãpани÷енноãо объеìа вхоäной инфоpìа-
öии (список инäексиpованных контуpных то÷ек)
аëãоpитì ìожет поëу÷итüся äостато÷но быстpо-
äействуþщиì.
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Описание алгоpитма выделения пpямых

Пpеäëаãаеìый аëãоpитì выäеëения пpяìых на
изобpажениях ìожет бытü пpеäставëен в виäе сëе-
äуþщеãо набоpа øаãов.
Шаг 1. Пpеäобpаботка. Фоpìиpование исхоä-

ноãо списка контуpных то÷ек. На этоì øаãе вы-
поëняется напpавëенная (оpиентиpованная) фиëüт-
pаöия исхоäноãо поëутоновоãо изобpажения, на-
пpиìеp, с испоëüзованиеì аëãоpитìа, описанноãо
в pаботе [3]. Pезуëüтатоì выпоëнения этоãо øаãа
явëяется список инäексиpованных контуpных то÷ек
POINTS, ãäе инäекс то÷ки указывает на напpавëе-
ние пеpепаäа яpкостей в этой то÷ке. Пpи этоì
ìожно пpоинäексиpоватü возìожные напpавëения
ãpаäиента как с у÷етоì знака ãpаäиента (напpавëе-
ния "севеp" и "þã" иìеþт pазные инäексы), так и
без у÷ета знака (напpавëения "севеp" и "þã" иìеþт
оäинаковый инäекс).
В äаëüнейøеì обpаботка ìожет пpовоäитüся как

по всеì то÷каì списка, так и по то÷каì с оäина-
ковыì инäексоì.
Шаг 2. Фоpìиpование вспоìоãатеëüных спи-

сков и ìассивов. На этоì øаãе выпоëняþтся сëе-
äуþщие äействия.
Фоpìиpование списка ТНЕТА — списка возìож-

ных зна÷ений уãëов накëона пpяìой θn, n = 1 – N;
äëя заäанноãо äиапазона уãëов [θmin; θmax] и заäан-
ноãо øаãа äискpетизаöии Δθ N = (θmax – θmin)/Δθ.
Вы÷исëение äëя кажäой то÷ки (im, jm) из списка

то÷ек и äëя кажäоãо возìожноãо уãëа накëона пpя-
ìой θn зна÷ения pасстояния от на÷аëа кооpäинат
äо пpяìой ρm, n = imsinθn + jmcosθn. Фоpìиpование
соответствуþщеãо äвуìеpноãо ìассива RHO pаз-
ìеpностüþ М Ѕ N. Все поëу÷енные и внесенные в
ìассив зна÷ения ρm, n квантованы с заpанее заäан-
ной то÷ностüþ (øаãоì квантования) Δρ.
Шаг 3. Запоëнение аккуìуëятоpа HF, пpеäстав-

ëяþщеãо собой äвуìеpный ìассив pазìеpностüþ
L Ѕ N, ãäе L = (ρmax – ρmin)/Δρ.
Выпоëняется öикë по всеì зна÷енияì ìассива

RHO, сфоpìиpованноãо на øаãе 2. На кажäоì øаãе
öикëа зна÷ение ìассива HF с инäексаìи (ρm, n, θn)
увеëи÷ивается на еäиниöу.
Шаг 4. Поиск ãëобаëüноãо ìаксиìуìа ìассива

HF; hfmax(ρl, θn). Пpеäпоëаãается, ÷то все то÷ки,
внесøие свой вкëаä в запоëнение äанной я÷ейки
аккуìуëятоpа, ëежат на оäной пpяìой. Инäексы
этой я÷ейки (ρl max, θn max) опpеäеëяþт паpаìетpы
соответствуþщей пpяìой. Обнаpуженной пpяìой
пpисваивается уникаëüный инäекс. Паpаìетpы пpя-
ìой и ее инäекс записываþтся в список LINES.
Все то÷ки, внесøие свой вкëаä в фоpìиpование

пpяìой, записываþтся в новый список инäексиpо-
ванных контуpных то÷ек IPOINTS, в котоpоì ка-
жäой то÷ке соответствует инäекс, pавный инäексу
пpяìой, на котоpой ëежит äанная то÷ка.
Шаг 5. Моäификаöия аккуìуëятоpа. Фоpìиpо-

вание pезуëüтиpуþщеãо списка контуpных то÷ек.
Пpеäëоженный аëãоpитì пpеäпоëаãает еäиновpе-

ìеннуþ обpаботку контуpов оäноãо напpавëения
(напpиìеp, контуpы, бëизкие к веpтикаëüныì).
В этоì сëу÷ае буäеì выпоëнятü äаëüнейøуþ обpа-
ботку исхоäя из усëовия, ÷то кажäая то÷ка ìожет
пpинаäëежатü тоëüко оäноìу контуpу (искëþ÷ениеì
ìоãут бытü то÷ки пеpесе÷ения контуpов, но этих
то÷ек ìаëо, и их ìожно не у÷итыватü). Соответст-
венно, все то÷ки, внесøие свой вкëаä в фоpìиpо-
вание пpяìой, поëу÷енной на øаãе 4, äоëжны бытü
изъяты из äаëüнейøеãо pассìотpения. Это ìожно
сäеëатü сëеäуþщиì обpазоì. В ìассиве RHO пpо-
веpяеì стоëбеö с инäексоì, соответствуþщиì
θn max, и есëи зна÷ение в я÷ейке pавно ρl max, то со-
ответствуþщая стpока уäаëяется из ìассива.

Пpимечание. Опыт показывает, ÷то öеëесообpазно pассìат-
pиватü не тоëüко то÷ки, внесøие свой вкëаä в запоëнение
я÷ейки (ρl max, θn max) аккуìуëятоpа, но и то÷ки, внесøие
свой вкëаä в запоëнение сосеäних я÷еек.

Шаãи 3—5 повтоpяþтся äо тех поp, пока не вы-
поëнено оäно из усëовий: зна÷ение о÷еpеäноãо
ãëобаëüноãо ìаксиìуìа ìассива HF ниже заäанно-
ãо поpоãа иëи обнаpужено заäанное ÷исëо пpяìых.

Pезуëüтатоì выпоëнения пpеäëоженноãо аëãо-
pитìа явëяется список паpаìетpов пpяìых, обна-
pуженных на изобpажении, а также список то÷ек,
пpоинäексиpованных в соответствии с инäексоì
пpяìой, котоpой пpинаäëежит кажäая то÷ка.

Иллюстpация полученных pезультатов

Аëãоpитì быë пpотестиpован на изобpажении,
пpеäставëенноì на pис. 1. Pисунок хоpоøо иëëþ-
стpиpует pассìатpиваеìый кëасс сöен, на котоpых
пpисутствуþт пpотяженные объекты техноãенноãо
хаpактеpа. В äанноì сëу÷ае это äоpоãи с ëинияìи
pазìетки и стоëбы. Также на изобpажении пpисут-
ствует ëиния ãоpизонта.
Как быëо сказано pанее, исто÷никоì инфоpìа-

öии о ãеоìетpии сöены ìожет сëужитü инфоpìаöия
о пpисутствуþщих на изобpажении сöены конту-
pах, пpеäставëяþщих собой набоpы то÷ек, в кото-
pых набëþäается зна÷итеëüный пеpепаä яpкости.

Pис. 1. Исходное изобpажение
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На pис. 2 пpивеäен pезуëüтат напpавëенной
(оpиентиpованной) фиëüтpаöии, позвоëяþщей вы-
äеëитü то÷ки пеpепаäа яpкости с сохpанениеì ин-
фоpìаöии о напpавëении пеpепаäа. На pис. 2 по-
казаны то÷ки, соответствуþщие тоëüко оäноìу на-
пpавëениþ ãpаäиента (Севеpо-Запаä).

Pис. 3 иëëþстpиpует окон÷атеëüный pезуëüтат
напpавëенной фиëüтpаöии с äопоëнитеëüной об-
pаботкой, в pезуëüтате котоpой из äаëüнейøеãо
pассìотpения быëи изъяты ìеëкие контуpы (не-
боëüøие связные ãpуппы то÷ек). На pис. 3 оäно-
вpеìенно показаны то÷ки, соответствуþщие всеì
напpавëенияì ãpаäиента яpкости.
Геоìетpиþ äанной сöены ìожно описатü набо-

pоì пpисутствуþщих на изобpажении сöены кон-
туpов, т. е. набоpоì контуpных то÷ек. Можно на-
зватü такое описание описаниеì в пpостpанстве
ãpаäиентов. Pис. 3 ìожно с÷итатü визуаëизаöией
такоãо описания сöены.
В то же вpеìя на pис. 3 виäно, ÷то зна÷итеëüное

÷исëо поëу÷енных в pезуëüтате обpаботки контуpов
ìожно аппpоксиìиpоватü пpяìыìи ëинияìи. Со-
ответственно, ìожно описатü сöену набоpоì паpа-
ìетpов пpяìых, на котоpых ëежат выäеëенные то÷-
ки пеpепаäов яpкостей (контуpные то÷ки). Такое
описание ìожно поëу÷итü, пpиìенив pассìатpи-
ваеìый аëãоpитì посëеäоватеëüно к набоpаì контуp-
ных то÷ек, соответствуþщиì pазëи÷ныì напpавëе-
нияì ãpаäиентов. В pезуëüтате описание сöены
ìожно пpеäставитü в виäе списка паpаìетpов пpя-
ìых в фоpìате (RHO; ТНЕТА) (табë. 1) ëибо ви-
зуаëизиpоватü в виäе набоpа то÷ек в пpостpанстве
паpаìетpов пpяìых (pис. 4). То÷ки на pис. 4 обо-
зна÷аþт пpяìые с соответствуþщиìи паpаìетpаìи
(RHO; ТНЕТА).
На pис. 5 пpивеäено изобpажение, на котоpоì

отìе÷ены то÷ки пеpепаäов яpкости (контуpные

Табëиöа 1
Параметры прямых, обнаруженных на рис. 1

THETA RHO THETA RHO THETA RHO

–25 683 38 788 66 547
–23 712 39 783 66 553
–23 710 39 792 66 554
–23 693 45 738 89 182
–22 704 45 745 89 330
–17 782 46 739 89 326
–12 761 47 730 91 160
–10 784 47 739 91 319
–7 22 47 732 92 257
–6 769 47 736 92 254
–5 92 54 673 121 –153
–4 95 55 670 129 141
–4 783 55 667 135 86
–2 413 56 724 137 –434
–2 415 56 728 149 –608

5 1036 56 721 149 –603
5 1039 57 719 149 –606
6 893 57 718 150 –618
7 1189 66 555 156 –696
7 1191 66 552 158 –705

Pис. 3. Pезультат напpавленной (оpиентиpованной) фильтpации

Pис. 2. Pезультат напpавленной (оpиентиpованной) фильтpации
для одного напpавления гpадиента (Севеpо-Запад)

Pис. 4. Визуализация описания геометpии сцены в пpостpанстве
паpаметpов пpямых

Pис. 5. Набоp контуpных точек, котоpые внесли свой вклад в
фоpмиpование описания геометpии сцены
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то÷ки), внесøие свой вкëаä в фоpìиpование соот-
ветствуþщих пpяìых.
На pис. 6 пpивеäено еще оäно изобpажение сöе-

ны, на котоpой пpисутствуþт пëотина и автоìо-
биëüные äоpоãи. Изобpажение поëу÷ено с боpта
ëетатеëüноãо аппаpата. Изобpажение äостато÷но
низкоãо ка÷ества и отëи÷ается ìаëой контpастно-
стüþ и высокиì уpовнеì øуìа. На pис. 7 пpеäстав-
ëен pезуëüтат напpавëенной фиëüтpаöии исхоäноãо
изобpажения, у÷итываþщий тоëüко напpавëения
ãpаäиента, бëизкие к äиаãонаëяì (Севеpо-Запаä —
Юãо-Восток и Севеpо-Восток — Юãо-Запаä). На
pис. 7 виäно боëüøое ÷исëо ìеëких контуpов от
текстуp и øуìов. Пpи этоì äаже контуpы пpотя-
женных объектов в pезуëüтате низкоãо ка÷ества ис-
хоäноãо изобpажения pазpываþтся на боëüøое
÷исëо ìеëких контуpов.
Испоëüзуя пpеäëоженнуþ ìоäификаöиþ ìетоäа

Хафа с у÷етоì тоëüко интеpесуþщих нас напpавëе-
ний, ìожно выäеëитü нескоëüко пpисутствуþщих
на исхоäноì изобpажении пpяìых. В табë. 2 пpеä-
ставëены паpаìетpы обнаpуженных пpяìых. На
pис. 8 пpеäставëена визуаëизаöия описания ãео-
ìетpии сöены в пpостpанстве паpаìетpов пpяìых.
На pис. 9 пpеäставëены тоëüко те контуpные

то÷ки, котоpые нахоäятся на выäеëенных пpяìых.
Дëя уäобства воспpиятия в ка÷естве поäëожки ис-
поëüзовано исхоäное изобpажение.
О÷евиäно, ÷то поëу÷енная инфоpìаöия не äоста-

то÷на äëя pаспознавания отäеëüных пpисутствуþ-
щих на сöене объектов. Оäнако этой инфоpìаöии
ìожет оказатüся впоëне äостато÷но äëя описания
ãеоìетpии всей сöены в öеëоì и äëя pеøения таких
заäа÷, как ãpубое совìещение äвух изобpажений
(напpиìеp, текущеãо изобpажения и этаëона).

Pис. 9. Контуpные точки, котоpые находятся на выделенных пpя-
мых. В качестве подложки использовано исходное изобpажение

Pис. 8. Визуализация описания геометpии сцены в пpостpанстве
паpаметpов пpямых

Pис. 7. Pезультат напpавленной фильтpации исходного изобpа-
жения, пpедставленного на pис. 6

Pис. 6. Исходное изобpажение

Табëиöа 2
Параметры прямых, обнаруженных на рис. 6

THETA RHO THETA RHO

67 782 114 90
67 804 118 73
67 763 118 44
67 856 118 18
67 790 118 66
67 816 118 16
67 797 118 70
67 814 119 61
67 792 135 –226
68 789 135 –228
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Заключение

В статüе pассìотpена возìожностü испоëüзова-
ния напpавëенной фиëüтpаöии и ìоäифиöиpован-
ноãо пpеобpазования Хафа äëя поëу÷ения инфоp-
ìаöии о наëи÷ии пpотяженных пpяìых ëиний на
изобpажениях стаöионаpных назеìных сöен.
Напpавëенная фиëüтpаöия позвоëяет поëу÷итü

набоp контуpных то÷ек с сохpанениеì инфоpìа-
öии о напpавëении ãpаäиентов яpкости.
Пpеäëоженная ìоäификаöия пpеобpазования

Хафа испоëüзует апpиоpнуþ инфоpìаöиþ о пpе-
обëаäаþщих напpавëениях ãpаäиентов яpкости,
а также усëовие пpинаäëежности оäной контуpной
то÷ки тоëüко оäной из выäеëяеìых пpяìых.

Pассìотpенные пpиìеpы показываþт, ÷то äаже
в сëу÷ае низкоãо ка÷ества исхоäноãо изобpажения

(ìаëые контpасты и высокий уpовенü øуìа) пpеä-
ëоженный аëãоpитì позвоëяет выäеëитü инфоpìа-
öиþ о пpотяженных объектах в виäе набоpа кон-
туpных то÷ек, ëежащих на пpяìых, хаpактеpизуþ-
щих ãеоìетpиþ сöены.
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Topic of this article is the problem of processing of the images of the stationary land scenes for the purpose of detection
of the straight lines. Straight lines are considered as one of the most typical and robust components of the geometrical content.
Straight lines detection on an image can be used in machine vision systems for solving of a number of information processing
problems and control of the autonomous robotic mobile objects, such as: elongated landmarks detection in navigation problems;
merging of several images of an observed scene with different resolution characteristics. The detected straight lines can be used
directly as typical characteristic features in the recognition algorithms and object selection algorithms. At the same time, the
detected straight lines could be used to form a different geometrical content, such as points of intersection and convergence of
the straight lines, etc. For solution of the task of the straight lines detection an algorithm was proposed based on the use of
a directed filtration and modified Hough transform. The directed filtration allows us to get a set of the contour points, while
preserving information about direction of the brightness gradient. The offered modification of the Hough transform uses the
aprioristic information about the prevailing directions of the brightness gradients, and also a condition that one contour point
belongs only to one of the detected straight lines. The reviewed examples show, that even in case of a poor quality of the initial
image (low contrasts and high noise level) the offered algorithm allows us to select information about the extended objects in
the form of the contour points set, belonging to the straight lines, which determine the scene geometry.
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