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Базовые алгоpитмы адаптивного позиционно-тpаектоpного 
упpавления подвижными объектами пpи позициониpовании в точке1

Введение

Заäа÷и упpавëения поäвижныìи объектаìи ос-
таþтся весüìа актуаëüныìи в совpеìенной теоpии
и пpактике упpавëения. На XII Всеpоссийскоì со-
вещании по пpобëеìаì упpавëения быëи отpажены
актуаëüные напpавëения pазвития теоpии и систеì
упpавëения поäвижныìи объектаìи [1]. Соãëасно
итоãаì конфеpенöии боëüøое вниìание уäеëено
ìетоäаì аäаптивноãо и интеëëектуаëüноãо упpав-
ëения поäвижныìи объектаìи, вкëþ÷ая ìобиëü-
ные pоботы.
Дëя упpавëения поäвижныìи объектаìи успеøно

пpиìеняþтся систеìы позиöионно-тpаектоpноãо
упpавëения [2], котоpые вìесте с аëãоpитìаìи pо-
бастноãо оöенивания возìущений [3] позвоëяþт
синтезиpоватü эффективные непpяìые аäаптивные
систеìы äëя поäвижных объектов ìоpскоãо бази-
pования [4, 5], возäухопëаватеëüных коìпëексов
[6—8]. Известно, ÷то в систеìах непpяìоãо аäап-
тивноãо упpавëения на ка÷ество заìкнутой систеìы
существенно вëияþт аëãоpитìы оöенивания [9, 10].
В äанной pаботе pазвивается ìетоä пpяìоãо аäап-
тивноãо упpавëения, пpеäставëенный в pаботах
[11—13]. В pаботе [11] пpеäëожены аäаптивные аë-
ãоpитìы упpавëения пpивоäаìи, основанные на pас-
øиpении ìоäеëей упpавëяеìых объектов уpавне-
нияìи, ãенеpиpуþщиìи заäанный кëасс возìуще-
ний. Дëя такой pасøиpенной ìоäеëи в pаботе [11]
стpоится систеìа упpавëения, обеспе÷иваþщая ус-
той÷ивостü заìкнутой систеìы. В pаботе [12] äанный
ìетоä pазвивается äëя поäвижных объектов, опи-
сываеìых уpавненияìи кинеìатики и äинаìики
твеpäоãо теëа в тpехìеpноì пpостpанстве. В pабо-
те [13] пpеäëожен аäаптивный аëãоpитì позиöион-
но-тpаектоpноãо упpавëения äëя уpавнений äинаìи-

ки поäвоäноãо аппаpата, пpовеäен анаëиз стpуктуpы
и устой÷ивости заìкнутой систеìы. Анаëиз устой-
÷ивости в pаботе [13] показаë, ÷то заìкнутая сис-
теìа упpавëения явëяется ëинейной, ÷то позвоëяет
выбpатü ìатpиöу коэффиöиентов настpойки аëãо-
pитìа аäаптаöии. Неäостаткоì аëãоpитìов, приве-
äенных в pаботе [13], пpеäставëяется тот факт, ÷то
вхоäной инфоpìаöией äëя аëãоpитìа аäаптаöии яв-
ëяется текущее откëонение состояния систеìы от
еãо зна÷ения в установивøеìся pежиìе. Иныìи
сëоваìи, аëãоpитì аäаптаöии не иìеет инфоpìаöии
о тpебованиях к пеpехоäноìу пpоöессу, заäаваеìоìу
этаëонныì уpавнениеì. В ÷астности, в pаботе [13]
заäанное этаëонныì уpавнениеì быстpоäействие
ìожет бытü обеспе÷ено тоëüко пpи pавенстве ìат-
pиöы этаëонноãо уpавнения и ìатpиöы настpоек
аëãоpитìа аäаптаöии. Так, этаëонное хаpактеpи-
сти÷еское уpавнение в pаботе [13] иìеет виä

s + T1 = 0, (1)

ãäе T1 — äиаãонаëüная ìатpиöа постоянных коэф-
фиöиентов.
Хаpактеpисти÷еское уpавнение заìкнутой сис-

теìы иìеет виä

s2 + (A + T1)S + T1A = 0, (2)

ãäе A — äиаãонаëüная ìатpиöа постоянных коэф-
фиöиентов настpойки аëãоpитìа аäаптаöии. 
Из уpавнений (1), (2) сëеäует, ÷то повыøение

быстpоäействия аëãоpитìа аäаптаöии в pаботе [13]
пpивоäит к повыøениþ быстpоäействия заìкнутой
систеìы, т. е. к откëонениþ от заäанноãо этаëон-
ноãо уpавнения (1).
В äанной pаботе äëя устpанения этоãо неäостатка

испоëüзуется иäеоëоãия аäаптивных систеì с этаëон-
ной ìоäеëüþ [14—16]. Пpи этоì pассìатpиваþтся
как уpавнения кинеìатики, так и уpавнения äина-
ìики поäвижноãо объекта. Такая постановка заäа÷и

Pассматpивается задача позициониpования подвижного объекта в точке пpи наличии неизмеpяемых возмущений. Пpедла-
гается стpуктуpа адаптивной позиционно-тpаектоpной системы с эталонной моделью и интегpальным или пpопоpционально-
интегpальным алгоpитмом адаптации. Пpоводится синтез адаптивных pегулятоpов и анализ устойчивости замкнутых систем.
Пpиводятся pезультаты моделиpования замкнутых систем с синтезиpованными алгоpитмами адаптивного упpавления пpи по-
стоянных и пеpеменных возмущениях детеpминиpованного хаpактеpа.
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äеpаöии № HШ-3437.2014.10 и ãpантоì PФФИ 13-08-00315а.
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обусëовëена теì, ÷то пpи pеøении заäа÷ позиöио-
ниpования ÷асто пpеäъявëяþт высокие тpебования
к то÷ности, напpиìеp, пpи стыковке. В связи с
этиì äопоëнитеëüные поãpеøности, вносиìые пpи
pеøении пpяìой и обpатной заäа÷и кинеìатики,
нежеëатеëüны.

Позиционно-тpаектоpный pегулятоp с эталонной 
моделью и пpопоpциональным алгоpитмом адаптации

Pассìотpиì ìоäеëü поäвижноãо объекта на базе
уpавнений кинеìатики и äинаìики твеpäоãо теëа [2]:

(3)

ãäе y — вектоp ëинейных и уãëовых поëожений поä-
вижноãо объекта во внеøней систеìе кооpäинат; x —
вектоp ëинейных и уãëовых скоpостей поäвижноãо
объекта в связанной систеìе кооpäинат; R(y) —
ìатpиöа кинеìатики; M — ìатpиöа инеpöионных
паpаìетpов; Fu — вектоp упpавëяþщих сиë и ìо-
ìентов; Fd — вектоp пpо÷их сиë и ìоìентов, äей-
ствуþщих на поäвижный объект; ΔFd — вектор не-
у÷тенных возìущений, который в проöессе синтеза
аëãоритìа аäаптаöии приниìается нуëевыì.
Наpяäу с ìоäеëüþ (3) pассìотpиì этаëоннуþ

ìоäеëü виäа

(4)

ãäе ym — вектоp ëинейных и уãëовых поëожений
этаëонной ìоäеëи во внеøней систеìе кооpäинат;
xm — вектоp ëинейных и уãëовых скоpостей этаëон-
ной ìоäеëи в связанной систеìе кооpäинат; R(ym) —
ìатpиöа кинеìатики этаëонной ìоäеëи; Fum — век-
тоp упpавëяþщих сиë и ìоìентов этаëонной ìо-
äеëи; Fdm — вектоp пpо÷их сиë и ìоìентов, äейст-
вуþщих на этаëоннуþ ìоäеëü. 
Матpиöа R(ym) и вектоp Fdm совпаäаþт по стpук-

туpе с ìатpиöей R(y) и вектоpоì Fd соответственно.
Синтезиpуеì упpавëение äëя этаëонной ìоäе-

ëи (4). В соответствии с ìетоäоì позиöионно-тpа-
ектоpноãо упpавëения [2] ввеäеì оøибку позиöио-
ниpования этаëонной ìоäеëи в виäе

Ψэт = A1ym + A2, (5)

ãäе A1, A2 — ìатpиöа и вектоp постоянных коэф-
фиöиентов, отpажаþщих тpебования к то÷ке пози-
öиониpования.
Вы÷исëиì пеpвуþ и втоpуþ пpоизвоäные по

вpеìени от выpажения (5) в сиëу уpавнений эта-
ëонной ìоäеëи (4):

 = A1R(ym)xm; (6)

 = A1 (ym)xm + A1R(ym)M –1(Fum + Fdm). (7)

Потpебуеì, ÷тобы вектоp (5) уäовëетвоpяë сëеäуþ-
щеìу этаëонноìу äиффеpенöиаëüноìу уpавнениþ:

 + T2  + T1Ψэт = 0, (8)

ãäе T1, T2 — ìатpиöы постоянных коэффиöиентов.

Поäставиì выpажения (5)—(7) в уpавнение (8) и
pеøиì еãо относитеëüно вектоpа упpавëяþщих сиë
и ìоìентов Fum:

Fum = –Fdm + (A1R(ym)M –1)–1 Ѕ

Ѕ {–A1 (ym)xm – T2  – T1Ψэт}. (9)

В соответствии с pаботаìи [11—13] pасøиpиì
ìоäеëü поäвижноãо объекта (3):

(10)

ãäе C — ìатpиöа настpойки аëãоpитìа аäаптаöии.
Оøибка позиöиониpования äëя поäвижноãо

объекта (3) заäается в тоì же виäе, ÷то и äëя эта-
ëонной ìоäеëи:

Ψ = A1y + A2. (11)

Чтобы поä÷еpкнутü отëи÷ие от pабот [11—13],
отìетиì, ÷то в них посëеäнее уpавнение в систеìе
(10) заäаваëосü в виäе  = Ψ, т. е. не испоëüзоваëся
выхоä äинаìи÷еской этаëонной ìоäеëи (4).
Вы÷исëиì пеpвуþ и втоpуþ пpоизвоäные по

вpеìени от выpажения (11) в сиëу уpавнений pас-
øиpенной ìоäеëи поäвижноãо объекта (10):

 = A1R(y)x; (12)

 = A1 (y)x + A1R(y)M –1(Fu + Fd + Cz). (13)

Ввеäеì оøибку упpавëения в виäе

e = Ψ – Ψэт. (14)

Вы÷исëиì пеpвуþ и втоpуþ пpоизвоäные по
вpеìени от оøибки pеãуëиpования (14) и поäста-
виì их в этаëонное уpавнение заìкнутой систеìы:

 + T2  + T1e = 0. (15)

В pезуëüтате поëу÷иì сëеäуþщий аëãоpитì аäап-
тивноãо позиöионно-тpаектоpноãо упpавëения с эта-
ëонной ìоäеëüþ и пpопоpöионаëüной аäаптаöией:

Fu = –Fd – Cz + (A1R(y)M –1)–1{–A1 (y)x +

+ A1 (ym)xm + A1R(ym)M –1(Fum + Fdm) –

– T2(  – ) – T1(Ψ – Ψэт)}. (16)

Поäставив в (17) выpажение äëя этаëонноãо
упpавëения (9), поëу÷иì упpавëение в виäе

Fu = –Fd – Cz + 

+ (A1R(y)M –1)–1(–A1 (y)x – T2  – T1Ψ). (17)

На pис. 1 пpеäставëена стpуктуpа пpяìой аäап-
тивной позиöионно-тpаектоpной систеìы упpав-
ëения поäвижныì объектоì с этаëонной ìоäеëüþ
и пpопоpöионаëüныì аëãоpитìоì аäаптаöии. На
äанной стpуктуpе виäны äве обpатные связи, фоp-
ìиpуþщие äве составëяþщие упpавëения. Пеpвая
составëяþщая фоpìиpуется по оøибке ìежäу эта-
ëонной оøибкой Ψэт и pеаëüной оøибкой Ψ. Втоpая
составëяþщая ввоäится äопоëнитеëüно и фоpìи-
pуется интеãpаëоì от веëи÷ины Ψ – Ψэт.

 = R(y)x;

 = M –1(Fu + Fd) + ΔFd,

y·

x·

 = R(ym)xm;

 = M –1(Fum + Fdm),

y·m
x·m

Ψ· эт

Ψ·· эт R·

Ψ·· эт Ψ· эт

R· Ψ· эт

 = R(y)x;
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y·

x·

z·
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Поäставиì выpажение (18) в уpавнения объекта (3),
этаëонное упpавëение (9) — в этаëоннуþ ìоäеëü (4).
В pезуëüтате поëу÷иì сëеäуþщие уpавнения заìк-
нутой систеìы:

(18)

Пpовеäеì анаëиз систеìы (19) пpи сëеäуþщих
пpеäпоëожениях:

ìатpиöы кинеìатики R(y) = R = const и R(ym) =
= Rm = const явëяþтся постоянныìи, ÷то на пpак-
тике озна÷ает pассìотpение уpавнений поäвиж-
ноãо объекта пpи ìеäëенно изìеняþщихся уãëах
оpиентаöии;
ìатpиöы T1, T2 явëяþтся äиаãонаëüныìи, ÷то
äопустиìо пpи заäании этаëонных уpавнений
по pазëи÷ныì канаëаì упpавëения независиìо
äpуã от äpуãа;
ìатpиöа A1 явëяется äиаãонаëüной, а вектоp A2 = 0,
÷то позвоëяет pеøатü заäа÷у позиöиониpования
в нуëевуþ то÷ку.
Пpи äанных äопущениях систеìа (19) пpеобpа-

зуется к виäу

(19)

Собственная ìатpиöа систеìы (20) иìеет виä

As = . (20)

Хаpактеpисти÷еское уpавнение заìкнутой сис-
теìы иìеет виä:

D(s) =
= (s3 + T2s

2 + T1s + RM –1CA1)(s
2 + T2s + T1). (21)

Анаëиз уpавнения (22) показывает, ÷то ìатpиöа
настpойки пpопоpöионаëüноãо контуpа аäаптаöии
ìожет бытü выбpана из усëовия

C = MR–1C ′ , (22)

T1T2 > C ′. (23)

Дëя повыøения эффекта аäаптаöии тpебуется
увеëи÷иватü ìатpиöу C ′. Оäнако усëовия устой÷и-
вости (24) оãpани÷иваþт возìожности увеëи÷ения
коэффиöиента C ′. Нетpуäно ìоäеëиpованиеì убе-
äитüся, ÷то пpи наpуøении усëовия (24) систеìа
становится неустой÷ивой.
Пpи C = 0 уpавнение (22) пpиниìает виä

D(s) = s(s2 + T2s + T1)(s
2 + T2s + T1), (24)

т. е. систеìа pаспаäается на тpи независиìые поä-
систеìы.
На pис. 2 пpивеäены pезуëüтаты ìоäеëиpования

заìкнутой систеìы (3) — (18) пpи постоянных воз-
ìущениях.

 = R(y)x;

 = –M –1Cz + (A1R(y))–1 Ѕ

Ѕ (–A1 (y)x – T2A1Rx – T1(A1y + A2));

 = A1(y – ym);

 = R(ym)xm;

 = (A1R(ym))–1(–A1 (ym)xm –

– T2A1Rmxm – T1(A1ym + A2)).

y·

x·

R·

z·

y·m

x·m R·

 = Rx;

 = –M –1Cz – T2x – R–1T1y;

 = A1(y – ym);

 = Rmxm;

 = T2xm – T1ym.

y·

x·

z·

y·m

x·m

0 R 0 0 0

R 1–
– T1 T2– M 1–

– C 0 0

A1 0 0 A1– 0

0 0 0 0 Rm

0 0 0 Rm
1–

– T1 T2–

A1
1–

Pис. 2. Pезультаты моделиpования:
а — y1; б — y2; в — y3; г — кваäpат скоpости ПО

Pис. 1. Стpуктуpа адаптивной позиционно-тpаектоpной систе-
мы с эталонной моделью и пpопоpциональным алгоpитмом
адаптации
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Моäеëиpование пpовоäиëосü äëя сëеäуþщих
паpаìетpов и ìатpиö объекта упpавëения и pеãу-
ëятоpа:

R = ;

A = ; 

ΔFd = ; Aω = ;

M = ; Fd = ; A2 = ;

T1 = 0,25I, T2 = I, A1 = I, C ′ = 0,1I,

ãäе I — еäини÷ная ìатpиöа pазìеpностüþ 6 Ѕ 6.
По pезуëüтатаì ìоäеëиpования виäны сущест-

венные откëонения пеpеìенных поäвижноãо объ-
екта от пеpеìенных этаëонной ìоäеëи. Увеëи÷ение
зна÷ений коэффиöиентов ìатpиöы C ′ оãpани÷ено
усëовияìи устой÷ивости (24) и пpивоäит к появ-
ëениþ коëебаний. Данный неäостаток не пpоявëя-
ется в установивøеìся pежиìе пpи постоянных
возìущениях, оäнако особенно заìетен пpи пеpе-
ìенных возìущениях.

Позиционно-тpаектоpный pегулятоp с эталонной 
моделью и пpопоpционально-интегpальным 

алгоpитмом адаптации

Дëя устpанения неäостатков, связанных с пpопоp-
öионаëüной аäаптаöией, ìоäифиöиpуеì стpуктуpу
систеìы упpавëений так, как показано на pис. 3. По
сpавнениþ с pис. 1 на ней ввеäена äопоëнитеëüная
связü с ìатpи÷ныì коэффиöиентоì пеpеäа÷и В.
Тоãäа пpоöеäуpа синтеза изìеняется сëеäуþщиì

обpазоì. Упpавëение äëя этаëонной ìоäеëи (4)
фоpìиpуется в виäе (9). Оøибка позиöиониpова-
ния поäвижноãо объекта и ее пеpвая и втоpая пpо-
извоäные по вpеìени опpеäеëяþтся соответствен-
но выpаженияìи (11), (12) и (13).
Оøибка упpавëения ввоäится в виäе

e = Ψ – Ψэт + Bz, (25)

ãäе B — ìатpиöа настpойки аëãоpитìа аäаптаöии.
Вы÷исëив пеpвуþ и втоpуþ пpоизвоäные по

вpеìени от оøибки pеãуëиpования (25) и поäставив
их в этаëонное уpавнение заìкнутой систеìы (16),
поëу÷иì сëеäуþщий аëãоpитì аäаптивноãо позиöи-

онно-тpаектоpноãо упpавëения с этаëонной ìоäеëüþ
и пpопоpöионаëüно-интеãpаëüной аäаптаöией:

Fu = –Fd – Cz + (A1R(y)M –1)–1{–(A1 (y) +
+ BA1R(y) + T2A1R(y))x – (T2BA1 + T1A1)y +
+ BA1R(ym)xm + T2BA1ym – T1Bz – T1A2}. (26)

Поäставиì упpавëение (26) в уpавнения поäвиж-
ноãо объекта (3), упpавëения (9) — в уpавнения эта-
ëонной ìоäеëи (4) и пpоанаëизиpуеì поëу÷еннуþ
заìкнутуþ систеìу пpи постоянных ìатpиöах кине-
ìатики, äиаãонаëüных ìатpиöах pеãуëятоpа T1, T2
и A1, а также нуëевоì вектоpе A2 = 0.
В pезуëüтате поëу÷иì ëинейнуþ ìоäеëü заìкну-

той систеìы упpавëения, собственная ìатpиöа ко-
тоpой описывается выpажениеì 

As =

= .(27)

Тоãäа хаpактеpисти÷еское уpавнение иìеет виä

D(s) = (s3 + (B + T2)s
2 + (T1 + T2B)s +

+ RA1M
–1C + T1B)(s2 + T2s + T1). (28)

Пpи C = 0 из уpавнения (28) поëу÷аеì

D(s) = (s3 + (B + T2)s
2 + 

+ (T1 + T2B)s + T1B)(s2 + T2s + T1) = 

= (s2 + T2s + T1)(s + B)(s2 + T2s + T1). (29)

Такиì обpазоì, ввеäенная äопоëнитеëüная связü
позвоëиëа обеспе÷итü асиìптоти÷ескуþ устой÷и-
востü заìкнутой систеìы. Пpи этоì хаpактеpисти-
÷еские уpавнения систеìы аäаптаöии, этаëонной
ìоäеëи и основноãо контуpа pеãуëиpования вхоäят
в общее хаpактеpисти÷еское уpавнение в виäе пpо-
извеäения, т. е. äопускаþт независиìуþ настpойку.

A 0
0 Aω

cosψcosϑ cosψsinϑcosγ– sinψsinγ + cosψsinϑsinγ sinψcosγ+

sinϑ cosϑcosγ cosϑsinγ–
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5
3–

2
0
0
0
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cosϑ
--------- sinγ
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---------–

0 sinγ cosγ
1 tgϑcosγ– tgϑsinγ

5 0 0 0 0 0
0 5 0 0 0 0
0 0 5 0 0 0
0 0 0 10 0 0
0 0 0 0 100 0
0 0 0 0 0 100

0
0
0
0
0
0

10–

10–

10–

0
0
0

R·

0 R 0 0 0

R
1–

T1 T2B+( )– –T2 B– –M
1–
C A1R( ) 1–

T1B– R
1–
T2B R

1–
BRm

A1 0 0 A1– 0

0 0 0 0 Rm

0 0 0 Rm
1–
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Pис. 3. Стpуктуpа адаптивной позиционно-тpаектоpной систе-
мы с эталонной моделью и пpопоpционально-интегpальным ал-
гоpитмом адаптации
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Иныìи сëоваìи, за с÷ет увеëи÷ения ìатpиöы В
ìожно повыситü быстpоäействие аëãоpитìа аäап-
таöии, не изìеняя остаëüных коpней заìкнутой
систеìы.
На pис. 4 пpеäставëены pезуëüтаты ìоäеëиpова-

ния пpи тех же усëовиях, ÷то и в пpеäыäущеì pаз-
äеëе. Пpи этоì ìатpиöа настpойки аëãоpитìа аäап-
таöии выбpана еäини÷ной B = I. Из pезуëüтатов
ìоäеëиpования, пpеäставëенных на pис. 4, виäно,
÷то пpопоpöионаëüно-интеãpаëüный аëãоpитì аäап-
таöии позвоëяет существенно уìенüøитü оøибки
сëежения за выхоäоì этаëонной ìоäеëи. Пpи уве-
ëи÷ении коэффиöиентов ìатpиöы B äинаìи÷еские
оøибки уìенüøаþтся. Это позвоëяет пpи äоста-
то÷но боëüøих зна÷ениях коэффиöиентов ìатpиöы
испоëüзоватü äанный аëãоpитì аäаптаöии äëя коì-
пенсаöии пеpеìенных неизìеpяеìых возìущений.
В ÷астности, на pис. 5 пpеäставëены pезуëüтаты

ìоäеëиpования аäаптивной позиöионно-тpаектоp-
ной систеìы упpавëения поäвижноãо объекта (3) с

упpавëениеì (26) пpи ãаpìони÷еских возìущениях
ΔFd = [5 – 3 + 2sin(0,5t) 2 + 3cos(0,4t) 0 0 0]т и пpи
ìатpиöе B = 30I.
В сиëу тоãо ÷то пpи боëüøих коэффиöиентах

ìатpиöы B оøибки становятся ìаëыìи, на pис. 5
пpеäставëены отäеëüные у÷астки пеpехоäных пpо-
öессов, на котоpых ìожно оöенитü зна÷ение
оøибки.

Заключение

В äанной pаботе pеøается заäа÷а позиöиониpо-
вания поäвижноãо объекта пpи наëи÷ии неизìеpяе-
ìых возìущений. Дëя pеøения заäа÷и пpиìеняется
аäаптивная систеìа, базовый закон упpавëения ко-
тоpой синтезиpуется на основе ìетоäа позиöионно-
тpаектоpноãо упpавëения, а аäаптаöия осуществëя-
ется в pаìках беспоисковых систеì с этаëонныìи
ìоäеëяìи. Испоëüзование этаëонных ìоäеëей обу-
сëовëено необхоäиìостüþ пpи позиöиониpовании
с заäанной äинаìи÷еской то÷ностüþ отсëеживатü
жеëаеìуþ тpаектоpиþ äвижения. Пpеäëожены аëãо-
pитìы аäаптивноãо упpавëения с пpопоpöионаëü-
ныì и пpопоpöионаëüно-интеãpаëüныì аëãоpитìоì
сëежения за сиãнаëоì этаëонной ìоäеëи. Пpове-
äенный анаëиз показаë, ÷то пpи испоëüзовании
пpопоpöионаëüно-интеãpаëüноãо аëãоpитìа сëеже-
ния осуществëяется pазäеëение базовоãо контуpа и
контуpа аäаптаöии.
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This paper presents a task of a mobile object positioning in the presence of determinate disturbances. A mobile object is
described by kinematics and dynamics equations of a solid body in a three dimensional space. The control inputs of the mobile
object are forces and torques. Design of the adaptive control is based on the position-path control method for the mobile objects.
This article presents two algorithms of the adaptive position-path control. The first algorithm is the adaptive position-path control
with an integration component and reference model. The second algorithm is the adaptive position-path control with a reference
model and an extended mobile robot model. The authors propose a unit diagram for a direct adaptive position-path control
system with a reference model.The article also presents the design procedures for the adaptive position-path control systems and
stability analysis of the closed-loop system, as well as the computer simulation results of the designed adaptive closed-loop sys-
tems with both constant and variable disturbances. The authors make conclusions on the basis of the analysis and modeling
results. The main advantage of the proposed method is separation of the basic position-path regulator and adaptation algo-
rithms. The parameters of the position-path controller are the parameters of the reference model. Therefore,a classical structure
of the adaptive control with a reference model requires a change in the parameters of the model. The adaptation algorithms
presented in this paper can be applied for the parameters of the additional dynamic units.
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Асимптотическое pазложение закона теpминального упpавления 
выходом pазнотемповых систем

Введение

Мноãие совpеìенные техноëоãии связаны с не-
обхоäиìостüþ пpивеäения äвижущихся объектов в
заäанное поëожение за коне÷ный пpоìежуток вpе-
ìени. Такая пpобëеìа возникает, напpиìеp, в за-
äа÷ах автоìати÷еской посаäки саìоëета, позиöиони-
pования испоëнитеëüноãо оpãана техноëоãи÷еской
установки, пеpеìещения ìобиëüноãо pобота в заäан-
нуþ то÷ку на ìестности и т. п. Посëеäоватеëüностü
физи÷еских возäействий, поäаваеìых на объект
äëя äостижения указанной öеëи, пpинято называтü
теpìинаëüныì упpавëениеì.

Pазpаботка законов теpìинаëüноãо упpавëения
осуществëяется в основноì с поìощüþ ìетоäов
оптиìаëüноãо упpавëения. Кpитеpий оптиìаëüности
соäеpжит в этоì сëу÷ае спеöиаëüный, теpìинаëü-
ный, ÷ëен, выpажаþщий øтpаф за пpоìах, т. е. за
откëонение коне÷ноãо поëожения объекта от заäан-
ноãо, ëибо на пpавый конеö тpаектоpии накëаäы-
ваþтся оãpани÷ения. Пpи испоëüзовании кваäpати÷-
ноãо кpитеpия и ëинейной ìатеìати÷еской ìоäеëи
объекта pеøение уäается äовести äо поëу÷ения
заìкнутоãо закона упpавëения — в фоpìе обpат-
ной связи. Данноìу поäхоäу посвящено ìножест-
во pабот, пpеäставëенных в обзоpе [1].
Матеìати÷еское pеøение теpìинаëüной заäа÷и

не озна÷ает, оäнако, успеøноãо завеpøения pазpа-
ботки закона упpавëения. Оäной из пpи÷ин возìож-
ных затpуäнений ìожет посëужитü особый хаpактеp

äинаìики, встpе÷аþщийся у ìноãих äвижущихся
объектов. Он состоит в наëи÷ии у них ìеäëенных
поступатеëüных и быстpых вpащатеëüных собствен-
ных äвижений. Такая pазнотеìповостü, pазноìас-
øтабностü пpоöессов по вpеìени усëожняет ÷исëен-
ное pеøение заäа÷и. Коãäа постоянные вpеìени
äвижений pазнесены, пpихоäится вы÷исëятü с ìаëыì
øаãоì интеãpиpования быстpопеpеìенные состав-
ëяþщие äвижений на боëüøих вpеìенных интеp-
ваëах и опеpиpоватü пpи этоì пëохо обусëовëен-
ныìи ìатpиöаìи. Указанная особенностü известна
поä названиеì жесткости систеì.
Несìотpя на пpинöипиаëüный хаpактеp возни-

каþщих затpуäнений, фактоp pазнотеìповости
ìожет бытü обpащен, теì не ìенее, на поëüзу ис-
сëеäованияì. Это уäается сäеëатü, есëи попытатüся
пpиìенитü асиìптоти÷еские ìетоäы. Они позвоëяþт
составëятü пpибëиженные уpавнения, котоpыìи
описываþтся быстpые и ìеäëенные составëяþщие
по отäеëüности. Эти уpавнения ìожно с÷итатü на
коìпüþтеpе — кажäое в своеì ìасøтабе вpеìени
[1, 2]. В pезуëüтате не тоëüко устpаняþтся тpуäности
ìоäеëиpования, связанные с жесткостüþ систеì, но
и упpощаþтся саìи ìоäеëи систеì. Данное поëоже-
ние относится и к законаì упpавëения pазнотеìпо-
выìи объектаìи: законы становятся пpоще, есëи
pазäеëитü их на быстpые и ìеäëенные коìпоненты.
Свойство pазнотеìповости ìатеìати÷ески ìо-

äеëиpуется путеì ввеäения ìаëоãо ìножитеëя пpи
÷асти пpоизвоäных уpавнений систеìы. Те пеpеìен-

Получено pациональное по фоpме асимптотическое pазложение закона теpминального упpавления выходом pазнотемповых
систем в фоpме синтеза. Использование погpаничных функций делает его pавномеpным на отpезке вpемени упpавления. Для
pазложения доказаны усиленные оценки точности.
Ключевые слова: теpминальное упpавление, pазнотемповая динамика, малый паpаметp, сингуляpные возмущения, асим-

птотическое пpиближение, метод погpаничного слоя
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ные, пpи пpоизвоäных котоpых нахоäится ìаëый
паpаìетp, явëяþтся "быстpыìи", остаëüные — "ìеä-
ëенныìи". Такой поäхоä носит название теоpии
синãуëяpных возìущений [2]. Он позвоëяет стpо-
итü асиìптоти÷еские пpибëижения pеøений пpи
стpеìëении ìаëоãо паpаìетpа к нуëþ, явëяþщиеся
упpощениеì то÷ных pеøений, и осуществëятü pаз-
биение (äекоìпозиöиþ) pеøения на быстpые и
ìеäëенные коìпоненты. В äанной pаботе с поìо-
щüþ pассìатpиваеìоãо поäхоäа стpоятся асиìпто-
ти÷еские пpибëижения пpоöессов теpìинаëüноãо
упpавëения äëя ëинейно-кваäpати÷ной заäа÷и.

Постановка задачи

Заäа÷а асиìптоти÷еской äекоìпозиöии pеøается
зäесü äëя упpавëяеìой систеìы с быстpыìи и ìеä-
ëенныìи äвиженияìи, описываеìой с поìощüþ
ëинейных äиффеpенöиаëüных уpавнений с ìаëыì
паpаìетpоì пpи ÷асти пpоизвоäных:

(1)

ãäе λ > 0 — ìаëый паpаìетp. В этих уpавнениях y —
"ìеäëенная" пеpеìенная, z — "быстpая". В саìоì
äеëе, пpи λ → 0 пpоизвоäная функöии z буäет боëü-
øой: dz/dt = (1/λ)F (y, z, u, t) = O(1/λ) (вне λ-ок-
pестности тех то÷ек фазовоãо пpостpанства, в ко-
тоpых A3y + A4z + B2u = 0). Зна÷ит, пеpеìенная z
изìеняется быстpо.
Уpавнения (1) заäаны на фиксиpованноì отpезке

вpеìени 0 m t m tf; y ∈ E n, z ∈ E m, x = col[y, z] ∈
∈ En + m — вектоp состояния; u ∈ Er — вектоp упpав-
ëения. Матpиöы Ai = Ai(t) (i = ) и Bj = Bj(t)
( j = 1, 2) пpеäпоëаãаþтся непpеpывныìи на [0, tf].
Паpаìетp λ в уpавнениях виäа (1) пpинято назы-

ватü синãуëяpныì, а соäеpжащий еãо ÷ëен λdz/dt —
синãуëяpныì возìущениеì [2]. Данное опpеäеëе-
ние связано с теì, ÷то, хотя этот ÷ëен и явëяется
ìаëыì в опpеäеëенноì сìысëе, он вызывает суще-
ственное изìенение pеøения.
Дëя синãуëяpно возìущенной систеìы (1) pас-

сìатpивается заäа÷а нахожäения оптиìаëüноãо
упpавëения u = u(t), своäящеãо к ìиниìуìу кваä-
pати÷ный функöионаë

I [u(t)] = (X тFX )|  +

+ xт x + uтR(t)u dt, (2)

ãäе X = Hx — выхоä систеìы; H = [Hy Hz] — по-
стоянная ìатpиöа с бëокаìи pазìеpоì Hy — q Ѕ n,
Hz — q Ѕ m; F — постоянная поëожитеëüно опpе-

äеëенная ìатpиöа q Ѕ q (F > 0); Q =  — не-

отpиöатеëüно (Q(t) l 0), R — поëожитеëüно (R(t) > 0)
опpеäеëенные на [0, tf] ìатpиöы; Q1 – (n Ѕ n)-ìеp-
ный, Q3 — (m Ѕ m)-ìеpный бëоки.

Оптиìаëüное упpавëение u = u(t) äëя заäа÷и (1),
(2) существует и иìеет известный виä [3]:

u = –R–1BтKx, (3)

ãäе K = K(t) – (n + m) Ѕ (n + m) — ìатpиöа, яв-
ëяþщаяся pеøениеì ìатpи÷ноãо äиффеpенöиаëü-
ноãо уpавнения Pиккати с усëовиеì на пpавоì конöе: 

 = –KA – AтK + KSK – Q, K|  = Φ. (4)

Зäесü A = , B = , S = BR–1Bт =

= , S1 = B1R
–1 , S2 = B1R

–1 ,

S3 = B2R
–1 , Φ = H тFH.

Пpи бëо÷ной записи

K = , Φ = , (5)

уpавнение (4) пpеобpазуется к тpеì уpавненияì с
усëовияìи на пpавоì конöе:

(6)

K1|  = Φ1, K2|  = Φ2, K3|  = Φ3. (7)

Систеìа ìатpи÷ных äиффеpенöиаëüных уpавне-
ний (6) с усëовияìи (7) явëяется синãуëяpно возìу-
щенной пpи ìаëоì λ. Ее pеøение опpеäеëяет ìат-
pиöу обpатной связи в фоpìуëе оптиìаëüноãо pеãу-
ëятоpа (3). Мы виäиì, ÷то pеãуëятоp обëаäает теì же
свойствоì pазнотеìповости, ÷то и объект упpавëе-
ния (1). В сëу÷ае pеãуëятоpа, оäнако, pазнотеìпо-
востü становится наибоëее пpобëеìныì свойствоì:

1) ìатpи÷ные уpавнения (6) иìеþт поpяäок,
ìноãокpатно пpевосхоäящий поpяäок исхоäных
вектоpных уpавнений объекта (1);

 = A1y + A2z + B1u, y|t = 0 = y0;

λ  = A3y + A4z + B2u, z |t = 0 = z0,

dy
dt
----

dz
dt
----

1 4,

t tf=

 
0

tf

∫
 

 

Q1 t( ) Q2 t( )

Q2
т t( ) Q3 t( )

Q1 Q2

Q2
т Q3

dK
dt
----- t tf=

A1 A2

λ 1– A3 λ 1– A4

B1

λ 1– B2

S1  λ 1– S2

λ 1– S2
т  λ 2– S3

B1
т B2

т

B1
т

K1  λK2

λK2
т  λK3

Φ1 Φ2

Φ2
т Φ3

 = –K1A1 – K1 – K2A3 –  +

+ K1S1K1 + K1S2  + K2 K1 + K2S3  – Q1;

λ  = –K1A2 – K2A4 – λ K2 – K3 +

+ λK1S1K2 + K1S2K3 + λK2 K2 + K2S3K3 – Q2;

λ  = –λ A2 – λ K2 – K3A4 – K3 +

+ λ2 S1K2 + λ S2K3 + λK3 K2 + K3S3K3 – Q3;

dK1

dt
------- A1

т A3
т K2

т

K2
т S2

т K2
т

dK2

dt
------- A1

т A3
т

S2
т

dK3

dt
------- K2

т A2
т A4

т

K2
т K2

т S2
т

t tf= t tf=
1
λ
-- t tf=

1
λ
--
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2) öифpовая pеаëизаöия ìатpи÷ноãо pеãуëятоpа
с быстpо и ìеäëенно изìеняþщиìися коэффиöи-
ентаìи в pеаëüноì вpеìени тpебует зна÷итеëüных
затpат вpеìени и pесуpсов боpтовоãо коìпüþтеpа
ввиäу необхоäиìости ÷астой äискpетизаöии ìноãо-
коìпонентных пpоöессов по вpеìени из-за наëи-
÷ия быстpых составëяþщих в законе упpавëения;

3) коне÷ные (пpи t = tf) усëовия (7) систеìы (6)
неоãpани÷енно возpастаþт пpи λ → 0. Это созäает
äопоëнитеëüные тpуäности ÷исëенноãо интеãpиpо-
вания систеìы (6).
Особенности заäа÷и (6), (7) затpуäняþт постpое-

ние теpìинаëüноãо pеãуëятоpа в фоpìе (3). Поэтоìу
öеëесообpазна еãо äекоìпозиöия и асиìптоти÷еское
упpощение. В äанной статüе стpоится асиìптоти÷е-
ское pазëожение ìатpиöы Pиккати K (5) по степеняì
ìаëоãо паpаìетpа λ, котоpое посëе поäстановки в
фоpìуëу (3) äает асиìптоти÷еское пpибëижение все-
ãо pеãуëятоpа и устpаняет пеpе÷исëенные тpуäности.
Анаëоãи÷ная заäа÷а впеpвые быëа pассìотpена

в pаботах [4, 5], но äëя ÷астноãо сëу÷ая ìатpиöы Φ,
пpи котоpоì коне÷ные усëовия (7) быëи оãpани-
÷енныìи по паpаìетpу λ. Мы pассìатpиваеì заäа÷у
пpи пpоизвоëüных, в тоì ÷исëе неоãpани÷енных
усëовиях (7) пpи λ → 0. Асиìптотика pеøения уpав-
нений (6) с неоãpани÷енно боëüøиìи усëовияìи (7)
поëу÷ена в работе [6]. Оäнако в этой pаботе pас-
сìотpен pеãуëятоp состояния, соответствуþщий еäи-
ни÷ной ìатpиöе H = I и, зна÷ит, поëожитеëüно оп-
pеäеëенной теpìинаëüной ìатpиöе Φ = HтFH. Наìи
pассìатpивается общий сëу÷ай pеãуëятоpа выхоäа,
пpи котоpоì ìатpиöа Φ ìожет бытü неотpиöатеëüно
опpеäеëенной, а Н, соответственно, пpяìоуãоëüной.
Дëя этоãо сëу÷ая выpажения из pаботы [6] äëя
пpеäставëения pеãуëятоpа непpиãоäны.

Композиционное пpедставление матpицы Pиккати

Как и в pаботе [6], ìатpиöа K не ìожет бытü pаз-
ëожена в асиìптоти÷еский pяä по степеняì λ. Дëя
постpоения ее асиìптотики наìи испоëüзуется
спеöиаëüная ìуëüтипëикативная äекоìпозиöия этой
ìатpиöы на тpи боëее пpостые ìатpиöы. Это пpеä-
ставëение K сëужит обобщениеì соответствуþщеãо
пpеäставëения из работы [6] на сëу÷ай pеãуëятоpа
выхоäа, и оно иìеет виä [7] 

K = P + W т(M + F –1)–1W, (8)

ãäе ìатpиöы P – (n + m) Ѕ (n + m), W – q Ѕ (n + m)
и M — q Ѕ q опpеäеëяþтся из уpавнений

 = –PA – AтP + PSP – Q, P |  = 0;

 = –W(A – SP), W |  = H;

 = –WS(t)W т, M |  = 0.

Бëоки ìатpиöы P : P = , P1 — n Ѕ n,

P3 — m Ѕ m, уäовëетвоpяþт уpавненияì виäа (6),

но с нуëевыìи коне÷ныìи усëовияìи

P1|  = 0, P2|  = 0, P3|  = 0,

а äëя бëоков W = [Wy  λWz], Wy – q Ѕ n, Wz — q Ѕ m,

и ìатpиöы M иìеþт ìесто уpавнения

(9)

 = –WyS1  – WyS2  –

– Wz  – WzS3 , M |  = 0. (10)

Асимптотика компонент матpицы Pиккати

Пустü тепеpü:
I. Все ìатpиöы Ai = Ai(t) (i = ), Bj = Bj(t)

( j = 1, 2), Q =Q(t), R =R(t) p + 2 pаза непpеpывно
äиффеpенöиpуеìы на [0, tf] (p — некотоpое нату-
pаëüное ÷исëо: p = 0, 1, 2, ...);

II. Пара ìатриö (A4, B2) по теpìиноëоãии pа-

бот [4, 5] упpавëяеìа в поãpани÷ноì сëое, т. е.

rank[B2, A4B2, ..., B2] = m на [0, tf];

III. Пара ìатриö (A4, C) набëþäаеìа в поãpани÷ноì

сëое [4,5], т. е. rank[ , , ..., ( )m – 1 ]= m на

[0, tf], ãäе C* = C*(t) — pеøение уpавнения C* = Q3.

Есëи Q3 = Q3(t) ≡ 0 иëи B2 = B2(t) ≡ 0, то вìесто
усëовий II и III нужно потpебоватü, ÷тобы ìатpиöа
A4(t) быëа ãуpвиöевой на [0, tf], т. е. иìеëа собст-
венные ÷исëа с отpиöатеëüныìи äействитеëüныìи
÷астяìи пpи всех t ∈ [0, tf].
Опиpаясü на усëовия I—III и pезуëüтаты pаботы

[7], запиøеì асиìптотику pеøений уpавнений (6)
äëя сëу÷ая Pi и уpавнений (9), (10) äëя Wy,z, M. Она
иìеет виä сëеäуþщих pазëожений по степеняì λ:

(t, λ) = λk[Pik(t) + ΠkPi(τ)] (i = ); (11)

dP
dt
----- t tf=

dW
dt

------- t tf=

dM
dt
------ t tf=

P1 λP2

λP2
т λP3

t tf= t tf= t tf=

 = –Wy(A1 – S1P1 – S2 ) –

– Wz(A3 – P1 – S3 ), Wy|  = Hy; 

λ  = –Wy(A2 – λS1P2 – S2P3) –

– Wz(A4 – λ P2 – S3P3), Wz|  = λ–1Hz;

dWy

dt
--------- P2

т

S2
т P2

т
t tf=

dWz

dt
--------

S2
т

t tf=

dM
dt
------ Wy

т W z
т

S2
т Wy

2 W z
т

t tf=

1 4,

A4
m 1–

C*
т A4

тC*
т A4

т C*
т

C*
т

Pi
~

k 0=

p

∑ 1 3,
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(12)

(t, λ) = λk[Mk(t) + ΠkM(τ)], (13)

ãäе τ = (t – tf)/λ — так называеìое pастянутое, иëи
"быстpое", вpеìя, а функöии от t и τ — коэффиöи-
енты pазëожений Pik(t), ΠkPi(τ), Wy,zk(t), ΠkWy,z(τ),
Π–1Wz(τ), Mk(t), ΠkM(τ) — опpеäеëяþтся ниже как
pеøения соответствуþщих уpавнений.
Выpажения (11)—(13) явëяþтся асиìптоти÷ески-

ìи пpибëиженияìи ìатpиö Pi, Wy,z, M. Оøибки пpи-
бëижений составëяþт веëи÷ину поpяäка λp+1O(1),
ãäе ||O(1)|| m с äëя всех äостато÷но ìаëых λ и всех
t ∈ [0, tf], c > 0 — некотоpая постоянная [7]. Поãpа-
ни÷ные функöии виäа Πk f(τ) (i = ; k = 0, 1, ..., p)
ìажоpиpуþтся убываþщиìи экспонентаìи [7]:

||Πk f (τ)|| m c ехp(κτ), τ m 0,

ãäе κ > 0 — некотоpая константа.
Дëя поëу÷ения коэффиöиентов pазëожений

(11)—(13) испоëüзуется известный аëãоpитì [2].
Он закëþ÷ается в поäстановке (11) в уpавнения (6),
записанные äëя Pi, а (12), (13) — в (9), (10) вìесто Pi,
Wy,z, M и в пpиpавнивании коэффиöиентов пpи
оäинаковых степенях λ в обеих ÷астях уpавнений.
Пpи этоì отäеëüно пpиpавниваþтся коэффиöиенты,
зависящие от t, и отäеëüно — зависящие от τ. Это и
äает уpавнения äëя опpеäеëения коэффиöиентов.
В ÷астности, в нуëевоì пpибëижении эти уpавне-
ния иìеþт виä [7]

 = –P10A1 – P10 – P20A3 –

–  + P10S1P10 + P10S2  + P20 P10 +

+ P20S3  – Q1, P10(tf) = 0,

0 = –P10(A2 – S2P30) – P20(A4 – S3P30) – P30 – Q2,

0 = –P30A4 – P30 + P30S3P30 – Q3,

 = –Π0P2•α40 – •Π0P3 +

+ Π0P2•s30•Π0P3, Π0P2(0) = –P20(tf),

 = –Π0P3•α40 – •Π0P3 +

+ Π0P3•s30•Π0P3, Π0P3(0) = –P30(tf),

 = –Π1P3(α40 – s30•Π0P3) –

– (α40 – s30•Π0P3)
тΠ1P3 + Π1FP3(τ),

Π1FP3(τ) = –Π0 •α20 – •Π0P2 – Π0P3•α41 –

– •Π0P3 + Π0 •s20•Π0P3 + Π0P3• •Π0P2 +

+ Π0P3•s31•Π0P3, Π1P3(0) = –P31(tf),

пpи этоì P31(tf) опpеäеëяется из аëãебpаи÷ескоãо
уpавнения

P31(A4 – S3P30) + (  – P30S3)P31 = FP31(t) – ,

ãäе

FP31(t) = – A2 – P20 + S2P30 + P30 P20 – q3;

 = –Wy0(A1 – S1P10 – S2 ) –

– Wz0(A3 – P10 – S3 );

Wy0(tf) = Hy – Π0Wy(0);

0 = –Wy0(A2 – S2P30) – Wz0(A4 – S3P30);

 = –Π–1Wz(α40 – s30•Π0P3), Π–1Wz(0) = Hz;

 = –Π–1Wz(α30 – s30•Π0 ) ≡ Π0 fWy(τ), 

Π0Wy(0) = Π0 fWy(σ)dσ;

 = –Π0Wy(α20 – s20•Π0P3) –

– Π0Wz(α40 – s30•Π0P3) + Π0FWz(τ); 

Π0FWz(τ) = –Π–1Wz•[α41 – ( •Π0P2 + s31•Π0P3 +

+ s30•Π1P3)] + (Ωy0 + Ωz0)•Π0P3;

Π0Wz(0) = –Wz0(tf);

M –1(t) ≡ M –1(tf) = –Π–1M(0);

 = –Wy0S1  –Wy0S2  –

– Wz0  – Wz0S3 ,

M0(tf) = –Π0M(0);

 = –Π–1Wz•s30•Π–1  ≡ Π–1 fM(τ),

Π–1M(0) = Π–1 fM(σ)dσ,

 = –Π–1Wz• (τ) – fW(τ)•Π–1  –

– Π–1Wz•s31(τ)•Π–1  ≡ Π0 fM(τ),

fW(τ) = [Wy0(tf) + Π0Wy]s20 + [Wz0(tf) + Π0Wz]s30,

Π0M(0) = Π0 fM(σ)dσ.

(t, λ) = λk[Wyk(t) + ΠkWy(τ)];

(t, λ) = Π–1Wz(τ) + λk[Wzk(t) + ΠkWz(τ)];

Wy
~

k 0=

p

∑

Wz
~ 1

λ
--

k 0=

p

∑

M~

k 1–=

p

∑

1 3,

dP10

dt
--------- A1

т

A3
т P20

т P20
т S2

т

P20
т

A3
т

A4
т

dΠ0P2

dτ
------------- α30

т

dΠ0P3

dτ
------------- α40

т

dΠ1P3

dτ
-------------

P2
т α20

т

α41
т P2

т s20
т

A4
т dP30

dt
---------

P20
т A2

т P20
т S2

т

dWy0

dt
----------- P20

т

S2
т P20

т

dΠ 1– Wz

dτ
----------------

dΠ0Wy

dτ
-------------- P2

т

∞–

0

∫

dΠ0Wz

dτ
--------------

s20
т

dM0

dt
-------- Wy0

т Wz0
т

S2
т Wy0

т Wz0
т

dΠ 1– M

dτ
-------------- W z

т

∞–

0

∫

dΠ0M

dτ
------------ fW

т W z
т

W z
т

∞–

0

∫
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Зäесü

si0 = Si(tf) (i = ), s31 = s31(τ) = (tf)•τ,

α10 = (A1 – S1P10 – S2 )| ,

α20 = (A2 – S2P30)| ,

α30 = (A3 – P10 – S3 )| ,

α40 = (A4 – S3P30)| ,

α41 = α41(τ) = (  – S3  – P30)| •τ –

– ( P20 + S3P31)| ,

Ωy0 = Wy0(tf)•S2(tf), Ωz0 = Wz0(tf)•S3(tf),

а выpажения виäа Θ(1) обозна÷аþт пеpвуþ пpоиз-

воäнуþ функöии Θ = Θ(t) по вpеìени: Θ(1) = dΘ/dt.

Теоpема об асимптотическом pазложении

С поìощüþ коìпозиöионной фоpìуëы (8) поëу-
÷иì асиìптотику всей ìатpиöы K и затеì асиìпто-
тику саìоãо pеãуëятоpа (3). Воспоëüзуеìся äëя этоãо
бëо÷ныì пpеäставëениеì (5), ãäе в соответствии с (8)

(14)

Составиì асиìптоти÷ески пpибëиженнуþ ìат-
pиöу Pиккати по фоpìуëе (8):

 =  + (  + F –1)–1 , (15)

и пpиìеì äëя нее анаëоãи÷нуþ к (5) стpуктуpу 

 = , (16)

ãäе

(17)

Пpивëекая оöенки (11)—(13) и стpуктуpы (5) и
(16), ìожно äоказатü сëеäуþщуþ теоpеìу, усиëи-
ваþщуþ соответствуþщуþ теоpеìу из pаботы [6].
Теоpема. Пpи выпоëнении усëовий I—III коì-

поненты ìатpиöы (t, λ) явëяþтся p-ìи асиìпто-
ти÷ескиìи пpибëиженияìи äëя соответствуþщих

коìпонент K(t, λ) пpи λ → 0, pавноìеpныìи на от-
pезке 0 m t m tf, а иìенно:

Ki(t, λ) = (t, λ) + rKi(t, λ) (i = ), (18)

ãäе остатки пpибëижений rKi(t, λ) поä÷иняþтся
оöенкаì

||rK1(t, λ)|| = λp+1O(1),

||rKi(t, λ)|| = λpe–κtO(1) + λp+1O(1) (i = 2, 3) (19)

пpи λ → 0 pавноìеpно на [0, tf], т. е. ||O(1)| m с äëя
∀t ∈ [0, tf] и ∀λ ∈ (0, λ0], ãäе с > 0 и λ0 > 0 — не-
котоpые постоянные.

Доказательство теоpемы

Оöениì то÷ностü асиìптоти÷еских пpибëиже-
ний (18). Дëя этоãо воспоëüзуеìся пpеäставëенияìи

K = P + W т(M + F –1)–1W = P + V;

 =  + (  + F –1)–1  =  + , 

ãäе V = W т(M + F –1)–1W;  = (  + F –1)–1 . 
Дëя V и  пpиìеì бëо÷ные pазбиения

V = ,  = ,

ãäе V1 = (M + F–1)–1Wy; V2 = (M + F–1)–1Wz;

V3 = λ (M + F–1)–1Wz;  = (  + F–1)–1 ;

 = (  + F–1)–1 ;  = (  + F–1)–1 .

Ввеäеì остатки асиìптоти÷еских pазëожений

rP = P – , rW = W – , rM = M –  

и их бëо÷ные пpеäставëения:

rP =  –  = ,

rW = [Wy  λWz] – [   λ ] =[rWy  λrWz],

rM = M – , 

ãäе соãëасно (11)—(13)

rPi = λp+1O(1), i = ;

rWy,z = λp+1O(1);

rM = λp+1O(1),

а rV = V –  пpеäстоит оöенитü.

В pаботе [7] äоказано, ÷то ìатpиöа [M(t, λ)+F–1]–1

существует и pавноìеpно оãpани÷ена пpи всех

1 3, S3
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t ∈ [0, tf] и λ > 0. В отноøении ìатpиöы [ (t, λ) +

+ F –1]–1 то же саìое веpно пpи всех t ∈ [0, tf] и
λ ∈ (0, λ0], ãäе λ0 äостато÷но ìаëо.
Даëее запиøеì пpи äостато÷но ìаëых λ

(M + F –1)–1 = (  + F –1 + rM)–1 =

= [(I + rM(  + F –1)–1)(  + F –1)]–1 =

= (  + F –1)–1(I + rMO(1)) =

= (  + F –1)–1 + O(1)rMO(1)

и, зна÷ит,

(M + F –1)–1 – (  + F –1)–1 =
= O(1)rMO(1) = λp + 1O(1). 

Обpатиìся к остатку rV. Запиøеì еãо в виäе

rV = V –  = W т(M + F –1)–1W –

– (  + F –1)–1  = ρ1 + ρ2 +  + ρ3,

ãäе

ρ1 = [(M + F –1)–1 – (  + F –1)–1] ;

ρ2 = (M + F –1)–1 ; ρ3 = (M + F –1)–1rW.

Найäеì

ρ1 = [(M + F –1)–1 – (  + F –1)–1]  =

= λp+1O(1) .

Зäесü O(1) — q Ѕ q сиììетpи÷ная ìатpиöа;

= [   λ ] – q Ѕ (n + m) ìатpиöа. Поэтоìу

с у÷етоì (12)

ρ1 = λp+1  =

= λp+1 ,

(ãäе все ìатpи÷ные бëоки сиììетpи÷ны). 
Анаëоãи÷но иìееì

ρ2 = (M + F –1)–1  =

= λp+1 O(1)[   λ ] =

= λp+1  =

= λp+1 ,

ρ3 = (M + F –1)–1rW =

= λp+1 O(1)λp+1[O(1)  λO(1)] =

= λ2p + 2 .

(Зäесü также бëоки ìатpиöы ρ3 сиììетpи÷ны.) 
Отсþäа нахоäиì

rV = ρ1 + ρ2 +  + ρ3 =

= λp+1 .

Окон÷атеëüно иìееì

rV = V –  =

=  –  = ,

ãäе

rV1 = λp+1O(1), rV2 = λpeκτO(1) + λp+1O(1),

rV3 = λpeκτO(1) + λp + 2O(1). 

Pанее ìы поëу÷иëи

rP = P –  = ,

rPi = λp+1O(1), i = .

Суììиpуя, пpихоäиì к закëþ÷ениþ о pавно-
ìеpности на [0, tf] пpи äостато÷но ìаëых λ остатка
äëя всей ìатpиöы K:

rK = K –  = P –  + V –  =

= rP + rV = ;

rK1 = λp+1O(1);

rK2, 3 = λpeκτO(1) + λp+1O(1),

÷то и тpебоваëосü äоказатü.

Pавномеpный асимптотический pегулятоp

С у÷етоì (3) и (15) пpихоäиì к асиìптоти÷ескоìу
pеãуëятоpу

 = –R–1Bт x. (20)
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Следствие. Из теоpеìы сëеäует, ÷то асиìптоти-
÷еский pеãуëятоp (20) сëужит pавноìеpныì асиìпто-
ти÷ескиì пpибëижениеì то÷ноãо pеãуëятоpа (3),
фоpìиpуя упpавëяеìуþ тpаектоpиþ с то÷ностüþ
äо O(λp+1) äëя всех t на [0, tf].
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Asymptotic Expansion of the Terminal Control Law
of the Output of Two-Tame-Scale Systems
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Research objective. The research objective is development of asymptotic methods for synthesis of the terminal control laws
for the two-tame-scale plants. A two-tame-scale property is typical for he moving objects — aircraft, ships, etc. All of them
are characterized by fast rotational and slow translational motions. In power electric drives the mechanical motions of the ar-
mature are slow, and the electric transients in circuits are fast. This circumstance hinders formation of the control laws because
of the necessity for a frequent time discretization of the transients and performance operations on the ill-conditioned matrices.
It is also known under the name of a system rigidity. In case of a terminal control it manifests itself most dramatically due
to the non-stationary nature of the process of bringing an object to a predetermined position within a finite period of time. The
paper proposes an asymptotic approach to the development of the terminal control law for the two-tame-scale plants. It allows us
to decompose the control process into the fast and slow components, which are calculated separately in two time scales, followed
by their arrangement in a holistic solution. This simplifies a dynamic representation of the controller and accelerates the nu-
merical procedure for initiation of the control actions. Formulation of the problem. In the article the problem of an asymptotic
decomposition for a controlled system is solved with fast and slow motions described by means of the linear differential equa-
tions with a small parameter at some derivatives.Terminal control is achieved by minimizing the corresponding quadratic quality
functional defined on a finite time interval. Such a statement leads to a singularly perturbed optimal control problem which
can be solved in the form of synthesis, and an asymptotic behavior of the control by the method of a boundary layer can be
achieved. Research results. As a result of the research, the asymptotic behavior of the terminal control law is built within small
singular parameters, uniform on the interval of the control time. The problem is solved for the general case of the output con-
trol,which distinguishes the obtained results from the well-known works, devoted exclusively to the state control problems. For
this purpose, a special multiplicative decomposition of the control feedback loop matrix into three more simple matrices is used.
Improved estimates of the asymptotic expansion remainder, more accurate than the existing estimates,are proved. Conclusion.
Application of the developed asymptotic behavior based on its precision estimates allows us to build effective laws for a terminal
control of the two-tame-scale plants. The proposed approach solves the problem of the rigidity, simplifies the terminal control
laws, and makes their accuracy close to the optimal laws of the terminal control.

Keywords: terminal control, dynamic object, two-tame scale dynamics, asymptotic approximation, small singular parameter
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Динамическое пpогpаммиpование в задаче куpьеpа
со стоимостями, зависящими от списка заданий1

Введение

Статüя посвящена иссëеäованиþ оäной заäа÷и
ìаpøpутизаöии пеpеìещений с оãpани÷енияìи и
усëожненныìи функöияìи стоиìости упоìянутых
пеpеìещений. Данное усëожнение касается ситуа-
öии, коãäа стоиìости пеpеìещений явныì обpа-
зоì зависят от списка заäаний, не выпоëненных на
текущий ìоìент. 
Эта особенностü возникает, в ÷астности, в акту-

аëüной инженеpной заäа÷е о äеìонтаже энеpãобëока
АЭС, вывеäенноãо из экспëуатаöии. Pе÷ü иäет о
ìаpøpутизаöии пеpеìещений пpи pаäиаöионноì
возäействии изëу÷аþщих эëеìентов, поäëежащих
äеìонтиpованиþ в той иëи иной о÷еpеäности. Пpи
этоì возäействие на этапе пеpеìещений от оäноãо
изëу÷аþщеãо эëеìента к äpуãоìу опpеäеëяется сово-
купностüþ изëу÷атеëей, не äеìонтиpованных на
ìоìент äанноãо пеpеìещения. Кpоìе тоãо, иìеþтся
ìноãо÷исëенные усëовия пpеäøествования, поpож-
äенные тpебованияìи техноëоãи÷ескоãо хаpактеpа,
ãеоìетpией систеìы изëу÷атеëей и äpуãиìи сооб-
pаженияìи. Цеëüþ иссëеäования в упоìянутой за-
äа÷е явëяется опpеäеëение ìаpøpута пеpеìещения
pаботника (бpиãаäы pаботников), оптиìаëüноãо с
то÷ки зpения совокупной äозы pаäиаöии [1, 2].
С иäейной то÷ки зpения pассìатpиваеìая поста-

новка иìеет своиì пpототипоì известнуþ тpуäно-
pеøаеìуþ заäа÷у коììивояжеpа (ЗК). В связи с
посëеäней отìетиì pаботы [3—7]. Поëезно отìетитü,
÷то в pаботе [3], наpяäу с ЗК, pассìатpивается öеëый
pяä поäобных заäа÷ ìаpøpутизаöии, у÷итываþщих

особенности, связанные с пpиëоженияìи. Сpеäи
ìоäификаöий ЗК отìетиì заäа÷у куpüеpа. Данная
постановка иìеет непосpеäственное отноøение к
посëеäуþщиì постpоенияì, касаþщиìся pеøения
усëожненной (но также "то÷е÷ной" в отëи÷ие от за-
äа÷, pассìатpиваеìых в pаботе [8, 9]) заäа÷и.
Сводка обозначений общего хаpактеpа. В äаëüней-

øеì испоëüзуется обы÷ная теоpетико-ìножествен-
ная сиìвоëика, вкëþ÷ая квантоpы, пpопоpöионаëü-
ные связки; ´ — pавенство по опpеäеëениþ, Ø —
пустое ìножество. Сеìействоì называеì ìножество,
все эëеìенты котоpоãо саìи явëяþтся ìножестваìи.
В äаëüнейøеì  — вещественная пpяìая с (неот-
pиöатеëüной) поëуосüþ [0, ∞[ ́  {ξ ∈  | 0 m ξ}, и äëя
кажäоãо непустоãо ìножества S ÷еpез R+[S] обозна-
÷ается ìножество всех функöий из S в [0, ∞[ (в ка÷е-
стве S в äаëüнейøеì буäут испоëüзоватüся pазëи÷-
ные ìножества). Ниже øиpоко испоëüзуется инäекс-
ная фоpìа записи функöий иëи отобpажений [10].
В ÷астности, пpи m ∈  pассìатpиваеì коpтежи
виäа (xi)i ∈ 0, m и (уi)i ∈ 1, m со зна÷енияìи в заäанных
апpиоpи ìножествах; стpоãо ãовоpя, äанные коp-

тежи явëяþтся отобpаженияìи на  и  со-
ответственно, äëя записи котоpых уäобна инäекс-
ная фоpìа. Чеpез {x} обозна÷аеì оäноэëеìентное
ìножество, соäеpжащее объект x. Есëи z — упоpяäо-
÷енная паpа (УП) объектов x и y, т. е. z = (x, y), то
÷еpез pr1(z) и pr2(z) усëовиìся обозна÷атü соответ-
ственно пеpвый и втоpой эëеìенты z, т. е. pr1(z) = x
и pr2(z) = y. Пустü  ́  {1; 2; ...} (ìножество всех на-
туpаëüных ÷исеë), 0 ´ {0} ∪  = {0; 1; 2...};

´ {i ∈ 0|(k m i) & (i m l )} ∀k ∈ 0 ∀l ∈ 0. Есëи

Постpоена схема независимых вычислений функции Беллмана для задачи куpьеpа (задача коммивояжеpа с условиями пpед-
шествования), в котоpой стоимости зависят от списка невыполненных (на текущий момент) заданий. Постановка и методы
pешения оpиентиpованы на пpименение в задаче о демонтаже энеpгоблока АЭС, выведенного из эксплуатации.
Ключевые слова: динамическое пpогpаммиpование, маpшpут, условия пpедшествования, существенные списки (заданий),

слои пpостpанства позиций, независимые вычисления, функция Беллмана

МЕТОДЫ КОМБИНАТОРНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ
И ПРИНЯТИЕ РЕШЕНИЙ

 1 Pабота выпоëнена пpи финансовой поääеpжке PФФИ
(пpоекты № 13-08-00-643-а, № 14-08-00419).
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K — непустое коне÷ное ìножество, то |K | ∈  естü
еãо ìощностü (поëаãаеì также |Ø| ´ 0). Наpяäу
с УП pассìатpиваеì тpипëеты: есëи a, b и c — объ-
екты, то [11, с. 17] (a, b, c) ´ ((a, b), c); есëи A, B
и C — ìножества, то A Ѕ B Ѕ C ´ (A Ѕ B) Ѕ C.
Специальные обозначения, используемые в задаче

маpшpутизации. Всþäу в äаëüнейøеì фиксиpуеì
÷исëо N ∈ , N l 2, ÷исëо 0 испоëüзуеì в ка÷естве
базы (на÷аëüноãо пункта) пpоöесса посещения

"ãоpоäов" с инäексаìи из . Посëеäуþщие опpе-
äеëения извëекаþтся из pаботы [9, ÷. 2] äëя сëу÷ая,
коãäа pассìатpиваеìые в pаботе [9, ÷. 2] ìеãапоëи-
сы явëяþтся оäноэëеìентныìи (синãëетонаìи).
Чеpез  обозна÷аеì ìножество всех пеpестановок

в , называеìых (поëныìи) ìаpøpутаìи посе-
щения "ãоpоäов", опpеäеëяеìых соответствуþщи-

ìи инäексаìи из  (эëеìенты  сутü биекöии 
на себя). Такиì обpазоì, pассìатpиваеì пpоöессы
0 → α(1) → ... → α(N), ãäе α ∈ ; на выбоp α ìоãут
накëаäыватüся оãpани÷ения. С этой öеëüþ фикси-

pуеì ìножество K, K ⊂  Ѕ  (сëу÷ай K = Ø
не искëþ÷ается и отве÷ает отсутствиþ оãpани÷ений
в виäе усëовий пpеäøествования). Эëеìенты K,
явëяþщиеся УП, называеì аäpесныìи паpаìи, äëя
кажäой из котоpых пеpвый эëеìент иìеет сìысë
отпpавитеëя, а втоpой — поëу÷атеëя (сообщения,
ãpуза и т. п.). Постуëиpуеì, ÷то äëя кажäоãо не-
пустоãо ìножества K0, K0 ⊂ K, непpеìенно суще-
ствует УП z0 ∈ K0, äëя котоpой [9, усëовие 2.2.1]
pr1(z0) ≠ pr2(z) ∀z ∈ K0. Тpебуется, ÷тобы выбpанный
ìаpøpут α ∈  обеспе÷иваë боëее pаннее посещение
отпpавитеëя äëя кажäой аäpесной паpы. Опpеäеëяеì
пpи α ∈  обpатнуþ (к α) пеpестановку α–1 ∈  (итак,

α–1(α(k)) = α(α–1(k)) = k ∀ k ∈ ). Тоãäа [9, ÷. 2]

 ´ {α ∈ |α–1(pr1(h)) < α–1(pr2(h)) ∀h ∈ K} ≠ Ø естü
ìножество всех äопустиìых по пpеäøествованиþ
ìаpøpутов, котоpые тоëüко и ìоãут испоëüзоватüся.

1. Постановка задачи

Функции стоимости. Ввеäеì способы оöенивания
пеpеìещения и теpìинаëüноãо состояния. Дëя этоãо

фиксиpуеì отобpажение с ∈ R+[  Ѕ  Ѕ N], ãäе

N — сеìейство всех непустых поäìножеств .

Кpоìе тоãо, пустü f ∈ R+ [ ]. На основе с и f
фоpìиpуеì аääитивный кpитеpий, поëаãая пpи α ∈ 

Cα ´ c(0, α(1), ) +

+ c(α(t), α(t + 1), {α( j): j ∈ }) + f(α(N)).(1)

Пpи этоì (Cα)α ∈  ∈ R+[ ]. Основная заäа÷а
ìаpøpутизаöии (ОЗМ) иìеет виä

Cα → min, α ∈ . (2)

Чеpез V обозна÷аеì зна÷ение (экстpеìуì) заäа-
÷и (2), т. е. наиìенüøее из ÷исеë Cα, α ∈ . Маp-
øpут α0 ∈  называеì оптиìаëüныì, есëи  = V.
Наøа öеëü состоит в опpеäеëении V и постpоении
какоãо-ëибо оптиìаëüноãо ìаpøpута. 

2. Pасшиpение задачи и метод
динамического пpогpаммиpования 

Заäа÷а (2) соäеpжит оãpани÷ение (в виäе усëо-
вий пpеäøествования) на ìаpøpут "в öеëоì", ÷еì
затpуäняется непосpеäственное пpиìенение аппа-
pата на основе äинаìи÷ескоãо пpоãpаììиpования
(ДП). В связи с этиì поäобно тоìу, как сäеëано в
pаботе [9, ÷. 2], ìы сна÷аëа осуществëяеì пpеоб-
pазование систеìы оãpани÷ений, поäìеняя äопус-
тиìостü (ìаpøpутов) по пpеäøествованиþ äопус-
тиìостüþ по вы÷еpкиваниþ (заäаний из списка).
Новые оãpани÷ения своäятся к усëовияì на пеpехоä
от выпоëнения оäноãо заäания к выпоëнениþ äpу-
ãоãо. Испоëüзуя äанные пpеобpазования, наpяäу с
ОЗМ (2) pассìатpиваеì ÷асти÷ные заäа÷и. Pе÷ü иäет
о сëу÷ае посещения "ãоpоäов" из ìножеств K ∈ N
пpи усëовии, ÷то на÷аëüный пункт естü s ∈ 
(pазуìеется, ваpиант s = 0 и K =  зäесü также
äопускается). Дëя фоpìиpования упоìянутых ÷ас-
ти÷ных заäа÷ ìы, сëеäуя pаботе [9], заìеняеì, как
уже отìе÷аëосü, äопустиìостü по пpеäøествова-
ниþ äопустиìостüþ "по вы÷еpкиваниþ", испоëü-
зуя пpи этоì опеpатоp I [9, (2.2.27), (2.2.28)], äей-
ствуþщий в N. 
В связи с постpоениеì pасøиpения ОЗМ ввеäеì

пpи K ∈ N в pассìотpение ìножество (bi)[K] всех би-

екöий "отpезка"  на K (итак, эëеìенты (bi)[K]

сутü взаиìно оäнозна÷ные отобpажения  на K и
тоëüко они), а также ìножество (I – bi)[K] всех би-

екöий α ∈ (bi)[K] со свойствоì α(k) ∈ I({α(l): l ∈ })

∀k ∈ . Биекöии из ìножества (I – bi)[K] бу-
äеì называтü ÷асти÷ныìи ìаpøpутаìи, äопусти-
ìыìи по вы÷еpкиваниþ. Напоìниì, ÷то [9, ÷. 2]

(I – bi)[K] ≠ Ø ∀K ∈ N. Кpоìе тоãо,  = (I – bi)[ ]
[9, (2.2.32), теоpеìа 2.2.1]; ëеãко виäетü, ÷то  =

= {α ∈  | α(k) ∈ I( \{α(l): l ∈ }) ∀k ∈ }.
Усëовиìся о соãëаøении: поä pасøиpениеì ОЗМ
пониìаеì опpеäеëеннуþ ниже систеìу ÷асти÷ных

заäа÷. Есëи s ∈ , K ∈ N и |K| l 2, то pассìатpиваеì
заäа÷у, котоpой сопоставëяеì экстpеìуì (зна÷ение)

v(s, K) = [c(s, α(1), K) +

+ c(α(t), α(t + 1), {α( j): j ∈ })+ f(α(|K|))].(3)

Есëи же (пpи s ∈  и K ∈ N) |K | = 1, то оп-
pеäеëяеì v(s, K) ́  c(s, r, {r}) + f(r), ãäе r ∈  естü
такой еäинственный инäекс, äëя котоpоãо K = {r}.
В этоì сëу÷ае ìы pассìатpиваеì v(s, K ) как зна÷е-

1 N,

1 N,

1 N, 1 N,

1 N, 1 N,

1 N,

0 N, 0 N,

1 N,

0 N,

1 N,

t 1=

N 1–

∑ t 1 N,+

Cα0

0 N,
1 N,

1 K,

1 K,

k K,

1 K,

1 N,

1 N, 1 k 1–, 1 N,

0 N,

min
α ∈ (I – bi)[K]

t 1=

K 1–

∑ t 1 K,+

0 N,
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ние пpостейøей заäа÷и о пеpехоäе из "ãоpоäа" с но-
ìеpоì s в "ãоpоä" с ноìеpоì r.
Замечание 1. В ситуаöии K = {r}, ãäе r ∈ ,

иìееì (в сиëу выøеупоìянутоãо усëовия), ÷то
I(K) = I({r}) = {r} = K (сì. [9, пpеäëожение 2.2.1]).
Тоãäа (I – bi)[K ] = (bi)[K ] = {ar}, ãäе ar : {1} → K
оäнозна÷но опpеäеëяется пpавиëоì ar(1) ́  r. Данное
свойство позвоëяет тоëковатü v(s, K) = v(s, {r}) как
экстpеìуì в оптиìизаöионной заäа÷е с еäинствен-
ныì äопустиìыì эëеìентоì ar.
Поëаãаеì, наконеö, ÷то v(s, Ø) ´ f(s) ∀s ∈ .

Опpеäеëяя N ´ N ∪ {Ø}, ìы поëу÷аеì функöиþ
Беëëìана v:  Ѕ N → [0, ∞[, опpеäеëеннуþ вы-
øеупоìянутыìи усëовияìи. Из pезуëüтатов [8] вы-
текает сëеäуþщее
Пpедложение 1. Есëи s ∈  и K ∈ N, то спpа-

веäëиво pавенство

v(s, K) = [c(s, j, K) + v( j, K\{ j})].

Напоìниì, ÷то пpи α ∈  pеаëизуется вкëþ÷ение

α ∈ (I – bi)[ ], а тоãäа соãëасно (1) Cα естü кpите-

pий заäа÷и (3) в усëовиях s = 0, K = . Поэтоìу

v(0, ) = V. Итак, фоpìиpование ìаpøpутов α ∈ 
своäится к оpãанизаöии пpоöеäуpы: сна÷аëа выби-

pается α(1) ∈ I( ), посëе ÷еãо вы÷еpкивается; äа-

ëее выбиpается α(2) ∈ I( \{α(1)}) и снова вы÷еp-
кивается и так äаëее. Конкpетный выбоp α(1), ...,
α(N – 1) ìожно поä÷инитü сообpаженияì, связан-
ныì с оптиìизаöией в кëассе ìаpøpутов, äопусти-
ìых по вы÷еpкиваниþ, а стаëо бытü, и по пpеäøест-
вованиþ. Тепеpü уже впоëне о÷евиäныì явëяется
Следствие 1. Спpавеäëиво pавенство V =

= [c(0, j, ) + v( j, \{ j})]. 

3. Слои функции Беллмана

Пpеäëожение 1 в со÷етании с pанее упоìянутыì
кpаевыì усëовиеì, фоpìуëиpуеìыì в теpìинах f,
опpеäеëяет пpинöипиаëüнуþ возìожностü постpое-
ния "всей" функöии Беëëìана v, но пpакти÷ески
это возìожно ëиøü äëя заäа÷и о÷енü ìаëой pаз-
ìеpности. Можно, оäнако, оãpани÷итüся постpое-
ниеì ëиøü некотоpой "÷асти" ìассива зна÷ений
упоìянутой функöии. Дëя pеаëизаöии äанноãо
поäхоäа в äаëüнейøеì испоëüзуеì констpукöиþ
[9, § 4.9], важнуþ pоëü в котоpой иãpаþт сущест-
венные (по пpеäøествованиþ) списки заäаний:
G ´ {K ∈ N | ∀z ∈ K (pr1(z) ∈ K) ⇒ (pr2(z) ∈ K)} естü
ìножество всех существенных списков. Эëеìенты G
pанжиpуеì по ìощности, поëаãая Gs ´ {K ∈ G| s =

= |K |} ∀s ∈ . Ясно, ÷то GN = { } (оäноэëе-

ìентное сеìейство, соäеpжащее ); кpоìе тоãо,

Gs – 1 = {K\{t}: K ∈ Gs, t ∈ I(K)} ∀s ∈ . (4)

Теì саìыì pеаëизуется pекуppентная пpоöеäуpа
постpоения всех сеìейств G1, ..., GN (поäpобнее
сì. в pаботе [13]). В связи с (4) отìетиì о÷енü пpо-
стое пpеäставëение G1, поëаãая 1 ´ {pr1(z):z ∈ K}
и M = \ 1: G1 = {{t}: t ∈ M}. С кажäыì сеìей-
ствоì G1, ..., GN связываеì соответствуþщий сëой
пpостpанства позиöий.
Поëаãаеì, ÷то D0 ´ {(s, Ø): s ∈ M}, ÷то соãëасу-

ется с работой [9, с. 174]. Кpоìе тоãо, DN ́  {(0, )}
(оäноэëеìентное ìножество, соäеpжащее УП

(0, )). Дëя постpоения пpоìежуто÷ных сëоев D1,
..., DN – 1 напоìниì сëеäуþщуþ констpукöиþ

[9, §4.9]: есëи s ∈ , то Js(K) ́  {i ∈ \K|{i} ∪
∪ K ∈ Gs + 1} ∀K ∈ Gs;

Ds ´ {( j, K): j ∈ Js(K)}.

Такиì обpазоì, опpеäеëены все сëои D0, D1, ..., DN
пpостpанства позиöий. Пpи этоì [9, пpеäëожение
4.9.3] упоìянутые сëои явëяþтся непустыìи ìно-
жестваìи: Ds ≠ Ø ∀s ∈ . Напоìниì важное
свойство [9, пpеäëожение 4.9.4]

(l, K \{l}) ∈ Ds – 1 ∀s ∈  ∀(i, K) ∈ Ds ∀l ∈ I(K). (5)

В этих теpìинах опpеäеëяеì сëои саìой функ-
öии Беëëìана: есëи s ∈ , то vs: Ds → [0, ∞[ оп-
pеäеëяется пpавиëоì

vs(i, K) ´ v(i, K) ∀(i, K) ∈ Ds. (6)

С у÷етоì (5) и (6) ìы поëу÷аеì, ÷то пpи всякоì
выбоpе s ∈  и (i, K ) ∈ Ds опpеäеëено зна÷ение
vs – 1(l, K \{l }) ∈ [0, ∞[, ãäе l ∈ I(K). Поэтоìу оп-
pеäеëена наиìенüøая из веëи÷ин c(i, l, K ) +
+ vs – 1(l, K \{l }), l ∈ I(K).
Предложение 2. Есëи s ∈  и (i, K) ∈ Ds, то

vs(i, K) = [c(i, l, K ) + vs – 1(l, K \{l})].

Доказатеëüство извëекается из pаботы [12, (3.13),
(3.15)]. Пpи этоì

v0(t, Ø) = f(t) ∀t ∈ M. (7)

Даëее, соãëасно пpеäëожениþ 2 пpи m ∈ 
пpеобpазование vm → vm + 1 опpеäеëяется усëовияìи:
есëи (i, K) ∈ Dm + 1, то

vm + 1(i, K) = [c(i, l, K ) + vm(l, K \{l})]. (8)

Посëе испоëнения N øаãов типа (8) буäет, в ÷а-
стности, опpеäеëено зна÷ение vN(0, ) ∈ [0, ∞[
(сì. пpеäставëение DN), äëя котоpоãо соãëасно (6)

vN(0, ) = v(0, ) = V. (9)

Такиì обpазоì, опpеäеëена pекуppентная пpо-
öеäуpа v0 → v1 → ... → vN, ãäе vN опpеäеëяет экс-
тpеìуì V основной заäа÷и (сì. (9)).
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4. Постpоение оптимального маpшpута

Pассìотpиì пpоöеäуpу постpоения оптиìаëüноãо
ìаpøpута, испоëüзуя тоëüко ÷то постpоенные сëои
функöии Беëëìана (сì. фоpìуëы (8), (9)). Зна÷ения
этой функöии äëя позиöий, не пpинаäëежащих
сëояì, испоëüзоватüся не буäут и известныìи не
пpеäпоëаãаþтся. Заìетиì пpежäе всеãо, ÷то со-
ãëасно (8), (9)

V = [c(0, k, ) + vN – 1(k, \{k})]. (10)

С у÷етоì (10) постpоение на÷инаеì с инäекса,
äоставëяþщеãо ìиниìуì в пpавой ÷асти (10): вы-
биpаеì инäекс 1 ∈ I( ) такиì, ÷то спpавеäëиво
pавенство

V = c(0, 1, ) + vN – 1( 1, \{ 1}). (11)

Осуществëяеì пеpеìещение 0 → 1. С у÷етоì (5)

поëу÷аеì свойство ( 1, \{ 1})∈DN – 1. В этоì сëу-

÷ае опpеäеëено зна÷ение vN – 1( 1, \{ 1}) ∈ [0, ∞[
(сì. (6)), äëя котоpоãо

vN – 1( 1, \{ 1})= [c( 1, k, \{ 1}) +

+ vN – 2(k, \{ 1; k})]. (12)

С у÷етоì (12) выбиpаеì о÷еpеäной инäекс
2 ∈ I( \{ 1}) так, ÷тобы пpи этоì 

vN – 1( 1, \{ 1}) = c( 1, 2, \{ 1}) +

+ vN – 2( 2, \{ 1; 2}). (13)

С у÷етоì (13) осуществëяеì пеpеìещение 1 → 2.

Поëу÷иëи на÷аëüный "отpезок" ( 1, 2) ìаpøpута.

Пpи этоì ( 2, \{ 1; 2}) ∈ DN – 2 и (сì. (6)) оп-

pеäеëено зна÷ение vN – 2( 2, \{ 1; 2}) ∈ [0, ∞[.
Из (11) и (13) поëу÷аеì, ÷то

V = с(0, 1, ) + c( 1, 2, \{ 1}) +

+ vN – 2( 2, \{ 1; 2}). (14)

В фоpìуëе (14) пеpвые äва сëаãаеìых отве÷аþт
текущиì затpатаì, а посëеäнее — пеpспективныì
затpатаì. Пpоöеäуpу посëеäоватеëüноãо выбоpа ин-
äексов сëеäует пpоäоëжатü впëотü äо ис÷еpпывания
ìножества . В pезуëüтате буäет постpоен (äо-
пустиìый) ìаpøpут η = ( j)j ∈ 1,N ∈  со свойствоì
Cη = V, явëяþщийся оптиìаëüныì pеøениеì ОЗМ;
η(1) = 1, η(2) = 2, ..., η(N) = N.

5. Схема независимых вычислений

В настоящеì pазäеëе конкpетизиpуþтся поëо-
жения [13, 14] äëя pассìатpиваеìоãо "то÷е÷ноãо"
ваpианта ìаpøpутной заäа÷и. Дëя этоãо сна÷аëа

отìетиì пpостые сëеäствия постpоений pазäеëа 3.
Так, в ÷астности, из фоpìуëы (4) вытекает, ÷то

GN – 1 = { \{ j}: j ∈ I( )}. (15)

В соответствии с (15) ìы ìожеì зануìеpоватü

ìножества сеìейства GN – 1, нуìеpуя I( ) (ìно-

жество I( ) непусто и коне÷но; |I( )| m N). Бу-
äеì поëаãатü в äаëüнейøеì, ÷то упоìянутые ìноже-
ства pаспpеäеëяþтся ìежäу вы÷исëитеëяìи; каж-
äоìу вы÷исëитеëþ соответствует, такиì обpазоì,

инäекс из I( ).

Иìееì JN – 1(K) = {i ∈ \K | {i} ∪ K = } ∀K ∈

∈ GN – 1. Опpеäеëены ìножества JN – 1( \{ j}),

j ∈ I( ). Из [13, пpеäëожение 5] вытекает, ÷то

JN – 1( \{ j}) = { j} ∀j ∈ I( ). (16)

С у÷етоì (15), (16) ìножество DN – 1 пpиниìает
сëеäуþщий виä

DN – 1 = {(s, K):s ∈ JN – 1(K)} =

= {(s, \{ j}):s ∈ JN – 1( \{ j})} =

= {(s, \{ j}):s ∈ { j}} =

= {( j, \{ j})}={( j, \{ j}): j ∈ I( )}; (17)

в сиëу (17) ìожно pассìатpиватü позиöии ( j, \{ j})

j ∈ I( ) как стаpтовые в схеìе постpоения сëоев
функöии Беëëìана в pежиìе независиìых вы÷ис-
ëений: кажäый вы÷исëитеëü поëу÷ит своþ стаpто-
вуþ позиöиþ. В связи с этиì напоìниì, ÷то со-
ãëасно (9) и сëеäствиþ 1

V = [c(0, j, ) + vN – 1( j, \{ j})]. (18)

Дëя вы÷исëения V наäо, сëеäоватеëüно, опpеäе-
ëитü все зна÷ения vN – 1( j, \{ j}), j ∈ I( ).
В äаëüнейøеì поëаãаеì, ÷то 3 m N. Сëеäуя pа-

ботаì [13, 14], ввеäеì в pассìотpение тpаектоpии в
пpостpанстве списков: есëи K ∈ GN – 1, то ÷еpез
T[K] обозна÷аеì ìножество всех коpтежей
(Ki)i ∈ 0, N – 2:  → G, äëя кажäоãо из котоpых

(K0 = K) & (∀j ∈  ∃s ∈
∈ I(Kj – 1): Kj = Kj – 1\{s}). (19)

Тоãäа, в ÷астности, опpеäеëены (сì. (15)) ìно-

жества T[ \{ j}], j ∈ I( ), кажäое из котоpых
состоит из тpаектоpий (19).
Пpи этоì [13, пpеäëожение 6] Kj ∈ GN – ( j + 1)

äëя K ∈ GN – 1, (Ki)i ∈ 0, N – 2 ∈ T[K] и j ∈ . Кpо-
ìе тоãо, из [13, пpеäëожение 7] Т[K] ≠ Ø ∀K ∈ GN – 1.
С пу÷каìи тpаектоpий T[K], K ∈ GN – 1, связыва-
þтся обëасти äостижиìости (ОД) [13, (50)]: есëи

K ∈ GN – 1 и t ∈ , то ОД в ìоìент t естü

min
k ∈ I(1,N)

1 N, 1 N,

1 N,

1 N, 1 N,

1 N,

1 N,

1 N, min
k ∈ I(1,N\{ 1})

1 N,

1 N,

1 N,

1 N, 1 N,

1 N,

1 N,

1 N,

1 N, 1 N,

1 N,

1 N,

1 N, 1 N,

1 N,

1 N, 1 N,

1 N,

1 N, 1 N,

1 N,

1 N,

1 N, 1 N,

U
K ∈ GN–1

U
j ∈ I(1,N)

1 N, 1 N,

U
j ∈ I(1,N)

1 N,

U
j∈I(1,N)

1 N, 1 N, 1 N,

1 N,

1 N,

min
j ∈ I(1,N)

1 N, 1 N,

1 N, 1 N,

0 N 2–,

1 N 2–,

1 N, 1 N,

0 N 2–,

0 N 2–,
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[K; t] ́  {Kt: (Ki)i ∈ 0, N – 2 ∈ T[K]}. Леãко виäетü, ÷то

(сì. [13, (51)]) ( [K; 0] = {K}) & (  [K; N – 2] ⊂ G1)
пpи всякоì выбоpе K ∈ GN – 1. Из [13, пpеäëоже-
ние 12] вытекает, ÷то спpавеäëива систеìа pавенств

GN–(t+1) = [K; t] ∀t ∈ . (20)

С у÷етоì [13, пpеäëожение 14] поëу÷аеì, ÷то

[K; t] ∈ P′(GN–(t+1)) ∀K ∈ GN – 1, ∀t ∈ . (21)

В ÷астности, поëу÷аеì из (21), ÷то

 [K; N – 2] ∈ P′(G1) ∀K ∈ GN – 1. (22)

Напоìниì тепеpü сëеäуþщее поëожение [13, пpеä-
ëожение 16]:

[K; t + 1] = {M\{ j}: M ∈ [K, t], j ∈ I(M)}

∀K ∈ GN – 1 ∀t ∈ . (23)

Такиì обpазоì (сì. (23)), ìы pаспоëаãаеì pе-
куppентной пpоöеäуpой постpоения ОД äëя каж-
äоãо фиксиpованноãо списка K ∈ GN – 1:

( [K; 0] = {K}) →  [K; 1] → ... → [K; N – 2].

6. Потоки значений функции Беллмана

Констpукöиþ настоящеãо pазäеëа pассìатpиваеì
как естественнуþ конкpетизаöиþ поëожений [13,
pазäеë 6] (сì. также [14]). В связи с постpоениеì
сëоев D1, ..., DN – 1 уìестно ввести кëетки пpо-
стpанства позиöий: поëаãаеì, ÷то

s[H] ´ {( j, H): j ∈ Js(H)} ∀s ∈  ∀H ∈ Gs.(24)

Леãко виäетü [13, (92)], ÷то ìножества-кëетки (24)

непусты; кpоìе тоãо, s[H] ⊂ Ds ∀s ∈  ∀H ∈ Gs.

В связи с (24) отìетиì, ÷то пpи t ∈ 

N – (t + 1) ∈ , (25)

а потоìу опpеäеëено сеìейство GN–(t+1); пpи этоì
äëя H ∈ GN–(t+1) опpеäеëена (сì. (24), (25)) кëетка

N–(t+1)[H]. В этоì постpоении соãëасно (20) ìожно

поëаãатü, ÷то H ∈  [K; t] пpи некотоpоì K ∈ GN – 1.
Такиì обpазоì [13, (93)],

N–(t+1)[H] ∈ P′(DN–(t+1)) ∀K ∈ GN – 1

∀t ∈  ∀H ∈ [K; t]. (26)

С у÷етоì (23) и (26) опpеäеëяþтся сëеäуþщие
ìножества-объеäинения

N–(t+1)[H] ∈ P′(DN–(t+1))

∀K ∈ GN – 1 ∀t ∈ . (27)

Из выpажения (27) вытекает "теpìинаëüное"

вкëþ÷ение äëя t = N – 2: 1[H] ∈ P′(D1).

Есëи же s ∈ , то поäобно (25) иìееì свойство

ts ́  N – (s + 1) ∈ , а потоìу соãëасно (21) оп-

pеäеëена ОД [K; N – (s + 1)] =  [K; ts] ∈ P′(Gs),
ãäе K ∈ GN – 1; в этоì сëу÷ае ìожно испоëüзоватü
фоpìуëу (27), поëу÷ая пpи этоì:

s[H] =  ∈ P′(Ds).

Такиì обpазоì, коppектно опpеäеëяþтся ìно-
жества

Ds[K] ´ s[H] ∈ P′(Ds)

∀s ∈  ∀K ∈ GN – 1. (28)

В ÷астности, из (22) и (28) поëу÷аеì, ÷то пpи
K ∈ GN – 1

[K; N – 2] ∈ P′(G1): D1[K] =

= 1[H] ∈ P′(D1). (29)

Из pаботы [13, пpеäëожение 15] вытекает, ÷то

(h, \{h}) ∈ Ds[K] ∀K ∈ GN – 1 ∀s ∈  ∀(i, ) ∈
∈ Ds + 1[K] ∀h ∈ I( ). Новые сëои D1[K], ..., DN – 1[K]
обpазуþт пpи выбоpе кажäоãо списка K ∈ GN – 1
поток пpостpанства позиöий. Совокупностü таких
потоков опpеäеëяет пpежние сëои D1, ..., DN – 1. Дей-
ствитеëüно, соãëасно pаботе [13, пpеäëожение 17]

∀s ∈ 

Ds = Ds[K] = Ds[ \{ j}]. (30)

С ìножестваìи (28) связываеì потоки зна÷ений
функöии Беëëìана, "пpивязанные" кажäый к своеìу

инäексу из I( ). Пpи s ∈  и K ∈ GN – 1
Ws[K] ∈ R+[Ds[K]] опpеäеëяется усëовияìи (сì.
(8), (28))

Ws[K](i, P) ´ vs(i, P) ∀(i, P) ∈ Ds[K]; (31)

с у÷етоì (6) и (31) поëу÷аеì, ÷то Ws[K] =
= (v(i, P)) , т. е. Ws[K](i, P) = v(i, P) пpи

(i,P)∈Ds[K]. В ÷астности, W1[K] = (v(i, P))  ∈

∈ R+ [D1[K]] пpи K ∈ GN – 1; äëя ( , Q) ∈ D1[K]
спpавеäëиво также pавенство

W1[K]( , Q) = v1( , Q). (32)

Напоìниì, ÷то v1 ∈ R+[D1], и соãëасно пpеäëо-
жениþ 2 и свойстваì (5), (7) äëя ( j, T) ∈ D1 иìеет

ìесто T = {t}, ãäе t ∈ \ 1, ÷то озна÷ает (сì. за-
ìе÷ание 1) I(T) = I({t}) = {t} = T, а тоãäа пpи l ∈ I(T)

~

~ ~

U
K ∈ GN–1

~ 0 N 2–,

~ 0 N 2–,

~

~ ~

0 N 3–,

~ ~ ~

1 N 1–,

1 N 1–,
0 N 2–,

1 N 1–,

~

0 N 2–, ~
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0 N 2–,

U
H∈ [K;N–2]~

1 N 1–,

0 N 2–,
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1 N 1–,
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H∈ [K;N–2]~
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1 N 1–,

U
K ∈ GN–1

U
j ∈ I(1,N)

1 N,

1 N, 1 N 1–,

(i, P)∈Ds[K]

(i, P)∈D1[K]

1 N,
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иìееì pавенство l = t. Поэтоìу (сì. (6)) (l, T \{l}) =
= (t, Ø) ∈ D0, ãäе t ∈ M, это äоставëяет (сì. (7)) pа-
венство v0(l, T\{l}) = f(t). Возвpащаясü к ( j, T) ∈ D1,
поëу÷аеì из пpеäëожения 2, ÷то 

v1( j, T) = [c( j, l, Т) + f(t)] = с( j, t, {t}) + f(t), (33)

ãäе t ∈ \ 1 таково, ÷то T = {t} (такой инäекс t
обязатеëüно найäется). Это свойство (сì. (33)) сëе-
äует у÷естü в pавенстве (32): есëи K ∈ GN – 1 и

( , Q) ∈ D1[K], то с у÷етоì выpажения (29) иìееì
äëя некотоpоãо q ∈ M pавенство Q = {q}, а потоìу

W1[K]( , Q) = c( , q, {q}) + f(q). (34)

В связи с (34) отìетиì, ÷то соãëасно (22) и оп-
pеäеëениþ G1 (сì. pазäеë 3)

∀K ∈ GN – 1 ∀H ∈ [K; N – 2] ∃h ∈ M: H = {h}.(35)

Из (22) и (35) вытекает, в ÷астности, ÷то

M0[K] ´ {h ∈ M|{h} ∈ [K; N – 2]} ∀K ∈ GN – 1.(36)

Из (35), (36) вытекает, ÷то ∀K ∈ GN – 1 ∀H ∈
∈ [K; N – 2] ∃h ∈ M0[K]:H = {h}. Поскоëüку пpи
K ∈ GN – 1 [K; N – 2] — непустое ìножество, то
M0[K] ∈ P′(M).
Пpедложение 6.1. Есëи K ∈ GN – 1, то спpавед-

ливо pавенство

[K; N – 2] = {{h}:h ∈ M0[K]}. (37)

Доказательство. Обозна÷иì ÷еpез Ω сеìейство в
пpавой ÷асти (37). Из (37) вытекает, ÷то пpи S ∈ Ω
pеаëизуется пpи некотоpоì h ∈ M0[K] pавенство
S = {h0}, и соãëасно (36) {h0} ∈ [K; N – 2] и потоìу
S ∈  [K; N – 2]. Сëеäоватеëüно,

Ω ⊂ [K; N – 2]. (38)

Пустü, напpотив, T ∈  [K; N – 2]. Тоãäа T = {t0}, ãäе
t0 ∈ M0[K]; по опpеäеëениþ Ω {t0} ∈ Ω и, стаëо бытü,
T ∈ Ω. Установëено вëожение  [K; N – 2] ⊂ Ω. С у÷е-
тоì (38) поëу÷аеì pавенство  [K; N – 2] = Ω.
С у÷етоì пpеäëожения 6.1 ìоäифиöиpуеì опpе-

äеëение D1[K], K ∈ GN – 1.
Пpедложение 6.2. Если K ∈ GN – 1, то

D1[K] = 1[{h}]. (39)

Доказательство. Обозна÷иì ÷еpез D сеìейство
в пpавой ÷асти (39). Пустü (i*, K*) ∈ D1[K]. Тоãäа
соãëасно (29) (i*, K*) ∈ 1[H*] äëя некотоpоãо
H* ∈  [K; N – 2]. Тоãäа соãëасно (24) H* ∈ G1 и,
кpоìе тоãо, äëя некотоpоãо j* ∈ J1(H*) иìееì pа-
венство (i*, K*) = ( j*, H*). Это озна÷ает, ÷то K* = H*
и, кpоìе тоãо, i* ∈ J1(K*), ãäе K* ∈  [K; N – 2]. Со-
ãëасно пpеäëожениþ 6.1 K* = {h*} äëя некотоpоãо
h* ∈ M0[K]. С у÷етоì (24)

(i*, K*) ∈ 1[{h*}], (40)

поскоëüку H* = {h*}. Пpи этоì 1[{h*}] ⊂ D; в сиëу
(40) (i*, K*) ∈ D. Поскоëüку выбоp (i*, K*) быë пpо-
извоëüныì, установëено, ÷то D1[K] ⊂ D. Покажеì,
÷то спpавеäëиво и пpотивопоëожное вëожение. Пустü 

(i *, K *) ∈ D. (41)

Тоãäа соãëасно усëовиþ (41) äëя некотоpоãо
h* ∈ M0[K] спpавеäëиво, ÷то

(i *, K *) ∈ 1[{h*}]. (42)

Соãëасно (36) поëу÷аеì, ÷то h* ∈ M и {h *} ∈

∈ [K; N – 2]. Из (29) сëеäует, ÷то 1[{h*}] ⊂ D1[K],
а тоãäа соãëасно (42) (i *, K *) ∈ D1[K]. Итак (сì.
(41)), установëено, ÷то D ⊂ D1[K]. Поëу÷иëи pа-
венство D1[K] = D.

С у÷етоì (24) 1[H] = {( j, H): j ∈ J1(H)} ∀H ∈ G1.
Как сëеäствие

1[H] = {( j, H): j ∈ J1(H)}

∀K ∈ GN – 1 ∀H ∈ [K; N – 2]. (43)

Соãëасно (36) и (29) пpи K ∈ GN – 1 и h ∈ M0[K]
иìееì {h} ∈ G, а потоìу (сì. pазäеë 3) опpеäеëено
J1({h}). С у÷етоì пpеäëожения 6.1 и (43) поëу÷аеì, ÷то

1[{h}] = {( j, {h}): j ∈ J1({h})}
∀K ∈ GN – 1 ∀h ∈ M0[K]. (44)

Из (44) и пpеäëожения 6.2 вытекаþт pавенства

D1[K]= {( j, {h}): j ∈ J1({h})} ∀K ∈ GN – 1. (45)

Сëеäоватеëüно, пpи K ∈ GN – 1 и ( , Q) ∈ D1[K]
непpеìенно pеаëизуется pавенство ( , Q) = ( j, {h})
äëя некотоpых h ∈ M0[K] и j ∈ J1({h}); иныìи сëо-
ваìи, Q = {h}, ãäе h ∈ M0[K], а  ∈ J1({h}). Пpи этоì
h опpеäеëяется пpи K ∈ GN – 1 по ( , Q) ∈ D1[K]
еäинственныì обpазоì. Соãëасно (36) и (29) пpи
K ∈ GN – 1 и h ∈ M0[K] иìееì {h} ∈ G1, a потоìу
(сì. pазäеë 3) опpеäеëено J1({h}). Коìбиниpуя (34)
и (45), ìы поëу÷аеì пpи K ∈ GN – 1, h ∈ М0[K] и

∈ J1({h}), ÷то

W1[K]( j, {h}) = с( j, h, {h}) + f(h). (46)

С у÷етоì (45) поëу÷аеì пpи K ∈ GN – 1, ÷то (46)
опpеäеëяет функöиþ W1[K].

Пpи K ∈ GN – 1, l ∈ , (i, P) ∈ Dl + 1[K] и
h ∈ I(P) опpеäеëено зна÷ение Wl[K](h, P \{h}) =
= vl(h, P\{h}) ∈ [0, ∞[. Как сëеäствие, пpи K ∈ GN – 1,

l ∈  и (i, P) ∈ Dl + 1[K]

[c(i, h, P) + Wl [K] (h, P \{h})] =

= [c(i, h, P) + vl(h, P \{h})]. (47)
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Пpедложение 6.3. Если K ∈ GN – 1, l ∈ ,
(i, P) ∈ Dl + 1[K], то 

Wl + 1[K](i, P) =

= [c(i, h, P) + Wl[K](h, P \{h})]. (48)

Доказательство. У÷теì, ÷то l + 1 ∈  и
(h, P\{h}) ∈ Dl[K] ∀h ∈ I(K). Вìесте с теì K ∈ GN – 1

и l+1∈ , а потоìу в сиëу (31) Wl + 1[K] (i, P) =
= vl + 1(i, P). Отìетиì также, ÷то соãëасно (30)
Dl[K] ⊂ Dl, Dl + 1[K] ⊂ Dl + 1. Тоãäа (h, P \{h}) ∈ Dl
∀h ∈ I(K). По выбоpу (i, P) иìееì также, ÷то
(i, P)∈Dl + 1. Тоãäа (сì. [15], пpеäëожение 2)

vl+1(i, P) = [c(i, h, P ) + vl(h, P \{h})]. С у÷е-

тоì (47) поëу÷аеì тpебуеìое pавенство (48).
С у÷етоì выражений (44) и (46) ìожно с÷итатü,

÷то функöии W1[K], K ∈ GN – 1, известны. Поэтоìу
пpи K ∈ GN – 1 пpеäëожение 6.3 опpеäеëяет pекуp-
pентнуþ пpоöеäуpу

W1[K] → W2[K] → ... → WN – 1[K], (49)

отве÷аþщуþ pаботе оäноãо вы÷исëитеëя. С у÷етоì
(15) это озна÷ает, ÷то пpи j ∈ I( ) ìы ìожеì явныì
обpазоì (сì. (46)) опpеäеëитü W1[ \{ j}], посëе ÷еãо
с у÷етоì пpеäëожения 6.3 pеаëизуеì pекуppентнуþ
пpоöеäуpу

W1[ \{ j}] → W2[ \{ j}] → ... →

→ WN – 1[ \{ j}]. (50)

Тепеpü, у÷итывая (31) и (49) (иëи (50)), ìы опpе-
äеëяеì посpеäствоì скëеивания все функöии v1, ...,

vN – 1: есëи s ∈  и ( j, Q) ∈ Ds, то, испоëüзуя
(30), выбиpаеì K ∈ GN – 1 такое, ÷то ( j, Q) ∈ Ds[K],
посëе ÷еãо поëаãаеì, у÷итывая (31),

vs( j, Q) = Ws[K]( j, Q). (51)

Pаспоëаãая, в ÷астности, функöией vN – 1, по
фоpìуëе (18) опpеäеëяеì V.

7. Алгоpитм на функциональном уpовне

В настоящеì pазäеëе обсужäается ãипотети÷е-
ский ваpиант постpоения пpоöеäуp (49), (50). Pе÷ü
иäет о совìестной их pеаëизаöии пpи ввеäении оп-
pеäеëенной иеpаpхии äëя вы÷исëитеëей, кажäый
из котоpых обеспе÷ивает постpоение соответст-
вуþщей öепо÷ки виäа (49) иëи (50). Деëо в тоì, ÷то
ìножества Ds[K1] и Ds[K2], ãäе s ∈ , ìоãут
пеpесекатüся пpи K1 ∈ GN – 1, K2 ∈ GN – 1, K1 ≠ K2.
Непосpеäственное испоëüзование пpоöеäуp (49),
(50) ìожет пpивоäитü к ìноãокpатноìу выпоëне-
ниþ оäних и тех же вы÷исëений, ÷то, в ÷астности,
поpожäает äефиöит паìяти, выäеëяеìой вы÷исëи-
теëяì. Ниже пpеäëаãается похоä к оpãанизаöии
"совìестных" вы÷исëений. У÷итывается, ÷то се-

ìейство GN – 1 непусто и коне÷но (сì. (15)). По-
ëаãаеì, n ´ |GN – 1| ∈ , опpеäеëяя ìощностü се-
ìейства GN – 1. Ввеäеì биекöиþ

(Lj)j ∈ 1, n : 1, n  GN – 1 (52)

"отpезка"  на GN – 1. Пустü иеpаpхия списков оп-
pеäеëяется биекöией (52): список L1 объявëяется
"саìыì ãëавныì", список L2 сëеäует за L1, L3 сëеäует
за L2 и т. ä. В посëеäуþщих постpоениях пpеäпоëа-
ãается, ÷то N > 6 и n l 3. Кpоìе тоãо, поëаãаеì, ÷то
n < N. В соответствии с этиì вы÷исëитеëü Π1, ответ-
ственный за pеаëизаöиþ (49) пpи K = L1, поëу÷ает

äëя pаботы ìножества Ds[L1], s ∈ . Вы÷ис-
ëитеëü Π2, ответственный за pеаëизаöиþ öепо÷ки
(49) пpи K = L2, поëу÷ает ìножества Ds[L2]\Ds[L1],

s ∈ , и возìожностü обpащения к Π1 за не-
äостаþщей инфоpìаöией (в сиëу пpеäëожения 6.3
äëя непосpеäственноãо пpиìенения (49) пpи K = L2
тpебуþтся позиöии из Ds[L1] ∩ Ds[L2], котоpые ìы
уже "отäаëи" вы÷исëитеëþ Π1). Вы÷исëитеëü Π3, от-
ветственный за pеаëизаöиþ (49) пpи K = L3, поëу÷ает

ìножества Ds[L3]\(Ds[L1] ∪ Ds[L2]), s ∈ , и
возìожностü обpащатüся к вы÷исëитеëяì Π1 и Π2.
Даëüнейøее постpоение анаëоãи÷но: вы÷исëитеëþ

Πm, ãäе m ∈ , выäеëяþтся ìножества

Ds[Lm]\ Ds[Lj] , s ∈ ,

и возìожностü обpащатüся к Π1, ..., Πm – 1 за не-
äостаþщей инфоpìаöией.
Посëе этоãо вы÷исëитеëü Π1 саìостоятеëüно

pеаëизует öепо÷ку (49) пpи K = L1. Вы÷исëитеëü Π2
pеаëизует (49) пpи L = L2, испоëüзуя pезуëüтаты
с÷ета от Π1. Даëüнейøее pаспpеäеëение вы÷исëений
анаëоãи÷но: вы÷исëитеëü Πm, ãäе m ∈ , pеаëи-
зует (49) пpи K = Lm, испоëüзуя pезуëüтаты с÷ета от
Π1, ..., Πm – 1. Посëе pеаëизаöии всех öепо÷ек (49),
отве÷аþщих сëу÷аяì K = L1, ..., K = Ln, на основе
(30), (31) и (51) осуществëяется постpоение функ-
öий v1, ..., vN – 1.

Сëу÷ай n = 3, N > 6. Итак, пустü на этапе 

вы÷исëитеëü Π1 осуществëяет постpоение функöии
W1[L1]: D1[L1] → [0, ∞[, испоëüзуя (46). Посëе этапа

 вы÷исëитеëü Π1 pаспоëаãает (äискpетной)

функöией W1[L1]. На этапе , непосpеäственно

сëеäуþщиì за , вы÷исëитеëü Π1 осуществëяет

постpоение функöии

W2[L1]: D2[L1] → [0, ∞[, (53)

1 N 2–,

min
h ∈ I(P)

2 N 1–,

2 N 1–,

min
h ∈ I(P)

1 N,
1 N,

1 N, 1 N,

1 N,

1 N 1–,

1 N 1–,

→на

1 n,

1 N 1–,

1 N 1–,

1 N 1–,

3 n,
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а вы÷исëитеëü Π2 осуществëяет нас÷итывание зна-
÷ений W1[L2]( j, K), ( j, K) ∈ D1[L2]\D1[L1], испоëü-
зуя (46). В pезуëüтате буäет сфоpìиpована функöия

W1[L2]: D1[L2] → [0, ∞[. (54)

Постpоениеì функöии (54) завеpøается этап .

На сëеäуþщеì этапе  вы÷исëитеëü Π1 pеа-

ëизует постpоение функöии

W3[L1]: D3[L1] → [0, ∞[. (55)

На этоì же этапе Π2 нас÷итывает зна÷ения
W2[L2]( j, K), ( j, K) ∈ D2[L2]\D2[L1]. С у÷етоì (53)
вы÷исëитеëü Π2 pаспоëаãает к конöу этапа 
функöией

W2[L2]: D2[L2] → [0, ∞[. (56)

Действитеëüно, на ìножестве D2[L1] ∩ D2[L2]
зна÷ения функöий W2[L1] и W2[L2] совпаäаþт, по-
скоëüку соãëасно (51) äëя ( j, Q) ∈ D2[L1] ∩ D2[L2]

W2[L1]( j, Q) = v2( j, Q) = W2[L2]( j, Q). 

Даëее, в на÷аëе этапа  "вкëþ÷ается" Π3, ко-
тоpый нас÷итывает зна÷ения

W1[L3]( j, K), ( j, K) ∈ D1[L3]\(D1[L1] ∪ D1[L2]); (57)

это äостато÷но äëя тоãо, ÷тобы у Π3 сфоpìиpова-
ëасü функöия

W1[L3]: D1[L3] → [0, ∞[. (58)

В саìоì äеëе, пpи ( j, Q) ∈ D1[L1] ∩ D1[L3] со-
ãëасно (51)

W1[L1]( j, Q) = v1( j, Q) = W1[L3]( j, Q). (59)

Кpоìе тоãо, пpи ( j, Q) ∈ D1[L2] ∩ D1[L3] иìееì
в сиëу (51), ÷то

W1[L2]( j, Q) = W1[L3]( j, Q). (60)

В сиëу (59) и (60) поëу÷аеì, ÷то на ìножестве
D1[L3] ∩ (D1[L1] ∪ D1[L2]) зна÷ения W1[L3]( j, Q)
уже нас÷итаны вы÷исëитеëяìи Π1, Π2. Такиì обpа-
зоì (сì. (57), (59), (60)), все зна÷ения W1[L3]( j, Q),
( j, Q) ∈ D1[L3], опpеäеëены, а это и озна÷ает за-
веpøение постpоения функöии (58).
Тепеpü посëе тpех этапов , ,  "коа-

ëиöия" (Π1, Π2, Π3) pаспоëаãает функöияìи:
1) W1[L1], W1[L2], W1[L3]; 2) W2[L1], W2[L2];
3) W3[L1].

Есëи n = 3, то посëе этапов , , и  бу-

äет постpоена вся функöия v1 (сì. (51) пpи s = 1).
Даëüнейøие построения при n = 3 поäобны при-
ìеру, привоäиìоìу ниже. Есëи n > 3, то наøе по-
стpоение, пpивоäящее к v1, сëеäует пpоäоëжатü.
Пpи этоì буäут констpуиpоватüся также фpаãìенты
v2, ..., vN – 1.

Итак, пустü k ∈ , и pеаëизованы этапы

, ..., , посëе котоpых постpоены функöии

(1) W1[L1], ..., W1[Lk],
(2) W2[L1], ..., W2[Lk – 1]; ...; (k) Wk[L1].

Пpиступаеì к pеаëизаöии этапа . Вы÷ис-
ëитеëü Π1 независиìо от остаëüных нас÷итывает
зна÷ения функöии Wk + 1[L1]: Dk + 1[L1] → [0, ∞[.
Вы÷исëитеëü Π2 äостpаивает с возìожныì у÷етоì
äанных вы÷исëитеëя Π1 функöиþ

Wk[L2]: Dk[L2] → [0, ∞[. (61)

Дëя этоãо Π2 нас÷итывает зна÷ения Wk[L2]( j, Q),
( j, Q) ∈ Dk[L2]\Dk[L1]. Кpоìе тоãо, он поëу÷ает от
вы÷исëитеëя Π1 зна÷ения

Wk[L2]( j, Q) =
= Wk[L1]( j, Q), ( j, Q) ∈ Dk[L1] ∩ Dk[L2],

котоpые нас÷итаны Π1 на этапе . В pезуëüтате
опpеäеëена вся функöия (61).
Пустü тепеpü m ∈  и pассìатpивается pабота

вы÷исëитеëя Πm на этапе . В пpоöессе этой
pаботы он pеаëизует нас÷итывание зна÷ений

Wk – (m – 2)[Lm]:Dk – (m – 2)[Lm] → [0, ∞[. (62)

Дëя этоãо постpоения он независиìо нас÷иты-
вает зна÷ения

Wk – (m – 2)[Lm]( j, Q),

( j, Q) ∈ Dk – (m – 2)[Lm]\ Dk – (m – 2)[Li] . (63)

Кpоìе тоãо, Πm обpащается к Π1, ..., Πm – 1 за
поëу÷ениеì ÷исëовых зна÷ений

(Wk – (m – 2)[Lm]( j, Q) = Wk – (m – 2)[L1]( j, Q),

( j, Q) ∈ Dk – (m – 2)[Lm]  Dk – (m – 2)[L1]), ..., (64)

(Wk – (m – 2)[Lm]( j, Q) = Wk – (m – 2)[Lm – 1]( j, Q),

( j, Q) ∈ Dk – (m – 2)[Lm]  Dk – (m – 2)[Lm – 1]).

Массивы зна÷ений (63), (64) опpеäеëяþт функ-
öиþ (62), поскоëüку

Dk–(m–2)[Lm]= Dk–(m–2)[Lm]\ Dk–(m–2)[Li]

(Dk – (m – 2)[Lm]  Dk – (m – 2)[Li]) . (65)

Пpоöеäуpу постpоения функöий, поäобных (62)
и pеаëизуеìых на основе (63), (64), сëеäует пpоäоë-
жатü (у÷итывая (65)) впëотü äо m = k. Завеpøаþ-
щий фpаãìент постpоения, отве÷аþщий пеpехоäу
k → k + 1, осуществëяется сëеäуþщиì обpазоì:
вы÷исëитеëü Πk + 1 pеаëизует постpоение функöии
W1[Lk + 1]: D1[Lk + 1] → [0, ∞[ (у÷итываеì, ÷то
k – (m – 2) = 1 пpи m = k + 1).
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Такиì обpазоì, äействуя поäобно (1)—(k), вы-

÷исëитеëи посëе этапа  завеpøаþт постpое-

ние функöий

(1′) W1[L1], ..., W1[Lk + 1];
(2′) W2[L1], ..., W2[Lk]; ...; ((k + 1)′) Wk + 1[L1].

Пpоäоëжая äанное постpоение, ìы поëу÷иì, в ÷а-
стности, ситуаöиþ, коãäа ìожно поëаãатü k = n – 1
(напоìниì, ÷то n < N), а тоãäа посëе о÷еpеäноãо
этапа  ìы буäеì pаспоëаãатü сëеäуþщиìи
функöияìи

(1′′) W1[L1], ..., W1[Ln];
(2′′) W2[L1], ..., W2[Ln – 1]; ...; (n′′) Wn[L1]. (66)

Набоp (66) явëяется pезуëüтатоì вы÷исëений на

этапах , ..., . Pаспоëаãая функöияìи (66),

ìы с у÷етоì (30), (31) и (51) осуществëяеì (посpеä-
ствоì скëеивания) постpоение функöии v1; пpи
этоì испоëüзуется (1′′) в (66).
Тепеpü "стpоку" (2′′) ìы äостpаиваеì на этапе

 äо ìассива зна÷ений функöии v2. Дëя этоãо на

этапе  вы÷исëитеëü Π1 независиìо от остаëü-
ных нас÷итывает зна÷ения функöии Wn + 1[L1]:
Dn + 1[L1] → [0, ∞[; äëя этоãо опpеäеëяется ìассив
зна÷ений Wn + 1[L1]( j, Q), ( j, Q) ∈ Dn + 1[L1]. Даëее,

вы÷исëитеëü Π2 на этапе  саìостоятеëüно нас÷и-
тывает зна÷ения Wn[L2]( j, Q), ( j, Q) ∈ Dn[L2]\Dn[L1].
Кpоìе тоãо, он испоëüзует зна÷ения Wn[L1]( j, Q) =
= Wn[L2]( j, Q), ( j, Q) ∈ Dn[L1] ∩ Dn[L2].

Такиì обpазоì, поëу÷ается вся функöия
Wn[L2]: Dn[L2] → [0, ∞[, котоpая "завеpøает" стpоку
(2′′) и позвоëяет с у÷етоì (30), (31) и (51) постpоитü v2.
Даëее на этапе  по анаëоãи÷ной схеìе буäет

постpоена функöия v3. Зäесü, коне÷но, ìы äоëжны
пpеäпоëаãатü, ÷то 3 m N – 1, т. е. 4 m N, ÷то, соб-
ственно ãовоpя, и пpеäставëяет пpакти÷еский ин-
теpес. Боëее тоãо, с пpакти÷еской то÷ки зpения ес-
тественно поëаãатü, ÷то n m N – 1 (иìеется в виäу
тот факт, ÷то pеøается заäа÷а äостато÷но боëüøой
pазìеpности в сìысëе N).
При повторении в основных ÷еpтах выøеупо-

ìянутой пpоöеäуpы (связанной с постpоениеì v2)

посëе этапа  буäут постpоены все функöии

v1, ..., vn. Кpоìе тоãо, ëиäеp — вы÷исëитеëü Π1 —
ìожет (пpи n < N) уйти впеpеä: пpи 2n m N – 1 этот
вы÷исëитеëü постpоит новые функöии Wn + 1[L1], ...,
W2n – 1[L1]. В пpотивноì сëу÷ае, т. е. пpи N < 2n, вы-
÷исëитеëü Π1 äоëжен остановитü вы÷исëения по äос-
тижении ìассива зна÷ений функöии WN – 1[L1]. Ана-
ëоãи÷ныì обpазоì вы÷исëитеëü Π2 пpи 2n m N посëе
сеpии постpоений упоìянутоãо (в связи с постpое-
ниеì v2) типа опpеäеëит новые функöии Wn + 1[L2],

..., W2n – 2[L2]. Есëи же, напpотив, N < 2n, то вы÷ис-
ëитеëü Π2 пpекpащает вы÷исëения по äостижении
ìассива зна÷ений функöии WN – 1[L2]. Анаëоãи÷ные
постpоения осуществëяþт вы÷исëитеëи Π3, ..., Πn
пpи усëовии, ÷то завеpøаþщиì этапоì явëяется

. Пpи этоì вы÷исëитеëü Πn посëе этоãо этапа

äоëжен иìетü функöиþ Wn[Ln] (с у÷етоì этоãо и ока-
зывается возìожныì постpоение всей функöии vn).

Даëüнейøее постpоение функöий vn + 1, ..., vN – 1
тpебует осуществëения новых öикëов, поäобных

( , ..., ). Чисëо и состав этих öикëов за-

висят от конкpетных соотноøений n и N. Оäин из
новых öикëов буäет "непоëныì" и, по сути, завеp-
øаþщиì в тоì сìысëе, ÷то вы÷исëитеëи Π1, ..., Πl,
ãäе l < n, закон÷ат своþ pаботу, а вы÷исëитеëи
Πl + 1, ..., Πn буäут пpоäоëжатü свои вы÷исëения.
Межäу пеpвыì и посëеäниì (непоëныì) öикëаìи пpи
боëüøих зна÷ениях (N – 1)/n возникаþт пpоìежуто÷-
ные "поëные" öикëы, коãäа pаботаþт все вы÷исëи-
теëи. Пpи этоì посëеäоватеëüно стpоятся функöии
vn + 1, ..., vp, ãäе p < N – 1, посëе ÷еãо в пpеäеëах вы-
øеупоìянутоãо "непоëноãо" öикëа вы÷исëитеëи
Πl + 1, ..., Πn äостpаиваþт функöии vp + 1, ..., vN – 1.

По сообpаженияì объеìа оãpани÷иваеìся упо-
ìянутыìи сообpаженияìи и пpивеäеì конкpети-
заöиþ äëя ìоäеëüноãо пpиìеpа пpи n = 3.

8. Модельный пpимеp

Pассìатpиваеì схеìу независиìых вы÷исëений
сëоев функöии Беëëìана на пpиìеpе пpи ÷исëе за-
äаний N = 5 и испоëüзуеì äëя вы÷исëения тpи вы-
÷исëитеëя: n = 3. На выпоëнение заäаний накëа-
äываþтся усëовия пpеäøествования посpеäствоì
ìножества K = {(1, 3); (2, 4)}.
Дëя pеаëизаöии эконоìи÷ноãо ваpианта ìетоäа

äинаìи÷ескоãо пpоãpаììиpования (сì. pазäеë 3)
постpоиì существенные списки заäаний. Дëя этоãо,
пpиìеняя опеpатоp I [9, (2.2.27), (2.2.28)] к ìноже-

ству , поëу÷аеì I( ) = \{pr2(z): z ∈ Σ[ ]},

ãäе Σ[ ] = {z ∈ |(pr1(z) ∈ )&(pr2(z) ∈ )};
сpеäи всех паp инäексов тоëüко äве, (1,3) и (2,4),

явëяþтся аäpесныìи (сì. Ввеäение). Итак, I( ) =

= \{3; 4} =  ∪ {5}. По фоpìуëе (15) иìееì спи-

ски заäаний ìощности 4: G4 = { ; {1} ∪ ; }.
Даëее по фоpìуëе (4) стpоиì существенные списки

заäаний ìощности 3, пpи этоì I( ) =  ∪ {5};

I({1} ∪ ) = {1} ∪ ; I( ) = . Леãко виäетü,
÷то сеìейство G3 состоит (сì. (4)) из пяти списков за-

äаний: G3 = { ; {2} ∪ ; ; {1; 3; 5}; {1} ∪ }.

Вновü испоëüзуя (4), поëу÷аеì сеìейство G2:
G2 = { ; ; {2; 4}; {3; 5}; {1; 3}}. Дëя поëу÷ения
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сеìейства G1 испоëüзуеì сëеäуþщее пpеäставëение
G1 = {{t}: t ∈ M} = {{t}: t ∈ \ 1}, ãäе 1 = {1; 2}, т. е.

G1 = {{3}; {4}; {5}}.

Нуìеpуеì ìножества из сеìейства G4 (сì. (52)):

L1 = ; L2 ={1} ∪ ; L3 = . 

Дëя кажäоãо списка L1, L2 и L3, испоëüзуя (23),
стpоиì ОД (сì. табëиöу).
Тепеpü, выбиpая посëеäоватеëüно кажäый из

списков L1, L2, L3, ìы констpуиpуеì поток пpо-
стpанства позиöий, испоëüзуя (28):

D4[L1] = {(1, )};

D3[L1] = {(2, ); (3, {2} ∪ ); (5, )};

D2[L1] = {(2, ); (5, {2; 4}); (3, {2; 4}); (2, ); 

(5, ); (2, )};
D1[L1] = {(4, {5}); (5, {4}); (4, {3}); (3, {4})}.

D4[L2] = {(2, {1} ∪ )};

D3[L2] = {(1, ); (4, {1; 3; 5}); (5, {1} ∪ )};

D2[L2] = {(3, ); (5, ); (1, {3; 5}); (5, {1; 3});

(1, ); (4, {1; 3})};
D1[L2] = {(4, {5}); (5, {4}); (4, {3}); (3, {4}); (5, {3});
(3, {5}); (1, {3})}.

D4[L3] = {(5, )};

D3[L3] = {(1, ); (2, {1} ∪ )};

D2[L3] = {(2, ); (3, {2; 4}); (1, ); (4, {1; 3)};
D1[L3] = {(4, {3}); (3, {4}); (2, {4}); (1, {3})}.
Дëя поëу÷ения потоков зна÷ений виäа (50) на

постpоенных выøе сëоях наì потpебуется ìатpиöа
затpат c(i, j, K), ãäе i ∈ , j ∈ , K ⊂ . В своей
существенной ÷асти ìатpиöа с опpеäеëяется сëе-
äуþщиìи зна÷енияìи:

c(0,1, {1}) = 2 c(0,1, {2}) = 1 c(0,1, {3}) = 3 c(0,1, {4}) = 3 c(0,1, {5}) = 3
c(0,2, {1}) = 0,5 c(0,2, {2}) = 3 c(0,2, {3}) = 3 c(0,2, {4}) = 4 c(0,2, {5}) = 5
c(0,3 {1}) = 0,5 c(0,3, {2}) = 1 c(0,3, {3}) = 5 c(0,3, {4}) = 5 с(0,3, {5}) = 4
c(0,4, {1}) = 0,4 c(0,4, {2}) = 0,5 c(0,4, {3}) = 4 c(0,4, {4}) = 7 c(0,4, {5}) = 2
c(0,5, {1}) = 0,3 c(0,5, {2}) = 0,5 c(0,5, {3}) = 2 c(0,5, {4}) = 3 c(0,5, {5}) = 6

c(1,2, {1}) = 0 c(1,2, {2}) = 3 c(1,2, {3}) = 3,5 c(1,2, {4}) = 5 c(1,2, {5}) = 5
с(1,3, {1}) = 0 c(1,3, {2}) = 1,5 c(1,3, {3}) = 5 c(1,3,{4}) = 6 c(1,3, {5}) = 3,5
c(1,4, {1}) = 0 c(1,4, {2}) = 1 c(1,4, {3}) = 4 c(1,4, {4}) = 7 c(1,4, {5}) = 3
c(1,5, {1}) = 0 c(1,5, {2}) = 0,5 c(1,5, {3}) = 3 c(1,5, {4}) = 8 c(1,5, {5}) = 6

c(2,1, {1}) = 2 c(2,1, {2}) = 0 c(2,1, {3}) = 3 c(2,1, {4}) = 3 c(2,1, {5}) = 3
c(2,3, {1}) = 4 c(2,3, {2}) = 0 c(2,3, {3}) = 5 c(2,3, {4}) = 5 c(2,3, {5}) = 4
c(2,4, {1}) = 6 c(2,4, {2}) = 0 c(2,4, {3}) = 9 c(2,4, {4}) = 7 c(2,4, {5}) = 5
c(2,5, {1}) = 5 c(2,5, {2}) = 0 c(2,5, {3}) = 8 c(2,5, {4}) = 6 c(2,5, {5}) = 6

c(3,1, {1}) = 2 c(3,1, {2}) = 2 c(3,1, {3}) = 0 c(3,1, {4}) = 4 c(3,1, {5}) = 3
c(3,2, {1}) = 3 c(3,2, {2}) = 3 c(3,2, {3}) = 0 c(3,2, {4}) = 5 c(3,2, {5}) = 5
c(3,4, {1}) = 6 c(3,4, {2}) = 5 c(3,4, {3}) = 0 c(3,4, {4}) = 7 c(3,4, {5}) = 8
c(3,5, {1}) = 4 c(3,5, {2}) = 4 c(3,5, {3}) = 0 c(3,5, {4}) = 8 c(3,5, {5}) = 6

c(4,1, {1}) = 2 c(4,1, {2}) = 2 c(4,1, {3}) = 3 c(4,1, {4}) = 0 c(4,1, {5}) = 4
c(4,2, {1}) = 3 c(4,2, {2}) = 3 c(4,2, {3}) = 4 c(4,2, {4}) = 0 c(4,2, {5}) = 5
c(4,3, {1}) = 4 c(4,3, {2}) = 1,5 c(4,3, {3}) = 5 c(4,3, {4}) = 0 c(4,3, {5}) = 3,5
c(4,5, {1}) = 5 c(4,5, {2}) = 0,5 c(4,5, {3}) = 8 c(4,5, {4}) = 0 c(4,5, {5}) = 6

c(5,1, {1}) = 2 c(5,1, {2}) = 2 c(5,1, {3}) = 3 c(5,1, {4}) = 3 c(5,1, {5}) = 0
c(5,2, {1}) = 3 c(5,2, {2}) = 3 c(5,2, {3}) = 3,5 c(5,2, {4}) = 5 c(5,2, {5}) = 0
c(5,3, {1}) = 4 c(5,3, {2}) = 2,5 c(5,3, {3}) = 5 c(5,3, {4}) = 6 c(5,3, {5}) = 0
c(5,4, {1}) = 6 c(5,4, {2}) = 4 c(5,4, {3}) = 4 c(5,4, {4}) = 7 c(5,4, {5}) = 0

1 5,

2 5, 3 5, 1 4,

[L1; 0] = {2,5} [L2; 0] = {{1} U 3,5} [L3; 0] = {1,4}

[L1; 1] = {3,5; {2} U 4,5; 2,4} [L2; 1] = {3,5; {1; 3; 5}; {1} U 3,4} [L3; 1] = {2,4; {1} U 3,4}

[L1; 2] = {4,5; 3,4; {2; 4}} [L2; 2] = {4,5; 3,4; {3; 5}; {1; 3}} [L3; 2] = {3,4; {2; 4}; {1; 3}}

[L1; 3] = {{5}; {4}; {3}} [L2; 3] = {{5}; {4}; {3}} [L3; 3] = {{3}; {4}}
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Дëя поëу÷ения всевозìожных зна÷ений c(i, j, K)
испоëüзуеì естественное "аääитивное" пpавиëо:

c(i, j, K) = c(i, j, {s}), пpи K ∈ N, i ∈ \K, j ∈ K.

Итак, вы÷исëитеëü Π1 на÷инает своþ pаботу на

пеpвоì этапе , пpи L1 =  фоpìиpует сëе-

äуþщие зна÷ения функöии (54), испоëüзуя (48):

W1[2,5](4, {5}) = c(4,5, {5}) + f(5) = 6;

W1[ ](5, {4}) = c(5,4, {4}) + f(4) = 7;

W1[ (4, {3}) = c(4,3, {3}) + f(3) = 5;

W1[ ](2, {4}) = c(2,4, {4}) + f(4) = 7.

На÷инается этап , на котоpоì Π1 по пpеä-
ëожениþ 6.3 нас÷итывает ìассив зна÷ений функ-
öии (53):

W2[ ](2, ) = [c(2, h, ) +

+ W1[ ](2, \{h})] =

= min[c(2, 4, ) + W1[ ](4, {5});

c(2, 5, ) + W1[ ](5, {4})] =
= min[12 + 6; 12 + 7] = 18;

W2[ ](5, {2; 4}) =

= c(5, 2, {2; 4}) + W1[ ](2, {4}) = 8 + 7 = 15;

W2[ ](3, {2; 4}) = c(3, 2, {2; 4}) +

+ W1[ ](2, {4}) = 8 + 7 = 15; 

W2[ ](3, ) = min[c(3, 4, ) +

+ W1[ ](4, {5}); c(3, 5, ) +

+ W1[ ](5, {4})] = min[15 + 6; 14 + 7] = 21;

W2[ ](5, ) = min[c(5, 3, ) +

+ W1[ ](3, {4}); c(5, 4, ) +

+ W1[ ](4, {3})] = min[11 + 7; 11 + 5] = 16;

W2[ ](2, ) = min[c(2, 3, ) +

+ W1[ ](3, {4}); c(2, 4, ) +

+ W1[ ](4, {3})] = min[10 + 7;16 + 5] = 17.

На этоì же этапе на÷инает своþ pаботу вы÷ис-

ëитеëü Π2 и пpи L2 = {1} ∪  фоpìиpует зна÷ения
функöии (54):

W1[{1} ∪ ](5, {3}) = 5; W1[{1} ∪ ](3, {5}) = 6; 

W1[{1} ∪ ](1, {3}) = 5; W1[{1} ∪ ](3, {4}) = 7.

Зна÷ения W1[{1} ∪ ](4, {5}), W1[{1}∪ ](5, {4}),

W1[{1} ∪ ](4, {3}), W1[{1} ∪ ] (2, {4}), вы-
÷исëитеëü Π2 поëу÷ает от Π1 (на саìоì äеëе, эти
зна÷ения факти÷ески с÷итываþтся в виäе коэффи-
öиентов ìатpиöы затpат (сì. (46))). На÷инается

этап , на котоpоì Π1 нас÷итывает ìассив зна-

÷ений функöии (55):

W3[ ](2, ) = min[c(2, 3, ) +

+ W2[ ](3, ); c(2,5, ) +

+ W2[ ](5, )] = min[14 + 21; 20 + 16] =
= min[35; 36] = 35;

W3[ ](3, {2} ∪ ) = min[c(3, 2, {2} ∪ ) +

+ W2[ ](2, ); c(3,5, {2} ∪ ) +

+ W2[ ](5, {2; 4})] = min[13 + 17; 18 + 15] =
= min[30; 33] = 30;

W3[ ](5, ) = min[c(5, 2, ) +

+ W2[ ](2, ); c(5, 3, ) +

+ W2[ ](3, {2; 4})] = min[11,5 + 17; 13,5 + 15] =
= min[28,5; 28,5] = 28,5.

На этоì же этапе вы÷исëитеëü Π2 нас÷итывает
зна÷ения функöии (56):

W2[{1} ∪ ](1, {3; 5}) = 14;

W2[{1} ∪ ](5, {1; 3}) = 10;

W2[{1} ∪ ](1, ) = 16;

W2[{1} ∪ ](4, {1; 3}) = 10.

Остаëüные зна÷ения, а иìенно W2[{1}∪ ] (5, )

и W2[{1} ∪ ] (3, ), Π2 поëу÷ает от Π1. В своþ
о÷еpеäü, "вкëþ÷ивøийся" в pаботу вы÷исëитеëü Π3

к конöу этапа  pаспоëаãает функöияìи (57), зна-

÷ения котоpых уже быëи поëу÷ены pанее Π1 и Π2.

Такиì обpазоì, к конöу этапа  ìы pаспоëаãаеì

зна÷енияìи всей функöии v1 и ÷асти÷но нас÷итан-
ныìи зна÷енияìи функöий v2 и v3. 

На этапе  вы÷исëитеëü Π1 завеpøает pаботу
поäс÷етоì зна÷ения:

W4[ ](1, ) = min[c(1, 2, ) +

+ W3[ ](2, ); c(1, 3, ) +

+ W3[ ](3, {2} ∪ ); c(1, 5, ) +

+ W3[ ](5, )] = 
= min[16,5 + 35; 16 + 30; 17,5 + 28,5] =

= min[51,5; 46; 46] = 46. 
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Вы÷исëитеëü Π2 к конöу этапа  pаспоëаãает
зна÷енияìи:

W3[{1} ∪ ](1, ) = 33;

W3[{1} ∪ ](4, {1; 3; 5}) = 23;

W3[{1} ∪ ](5, {1} ∪ ) = 24.

В своþ о÷еpеäü, Π3 pаспоëаãает зна÷енияìи

функöий W2[ ](3, {2; 4}), W2[ ](2, ), ко-

тоpые быëи нас÷итаны pанее Π1, и зна÷енияìи

W2[ ](1, ), W2[ ](4, {1; 3}), нас÷итанныìи

pанее Π2. Такиì обpазоì, к конöу этапа  по-

стpоена функöия v2.

На этапе  вы÷исëитеëü Π2 завеpøает pаботу

pас÷етоì зна÷ения W4[{1} ∪ ](2, {1} ∪ ) = 41.

В своþ о÷еpеäü, Π3 к конöу этапа pаспоëаãает зна-

÷енияìи W3[ ](1, ) = 27,5; W3[ ](2, {1} ∪

∪ ) = 24. 

Такиì обpазоì, к конöу этапа  постpоена
функöия v3.

На посëеäнеì, завеpøаþщеì этапе  завеpøает

pаботу вы÷исëитеëü Π3, pеаëизуя W4[ ](5, ) =

= 37,5. К конöу äанноãо этапа поëу÷аеì функöиþ v4. 

Тепеpü ìожно пpиступитü к вы÷исëениþ ãëо-
баëüноãо экстpеìуìа V:

V(0, ) = min[c(0, 1, ) + v4(1, );

c(0, 2, ) + v4(2, {1} ∪ );

c(0, 5, ) + v4(5, )] = min[12 + 46; 15,5 + 41; 

11,8 + 37,5 ] = min[58; 56,5; 49,3] = 49,3.

Соответствуþщий äанноìу экстpеìуìу ìаpøpут
(постpоение оптиìаëüноãо ìаpøpута пpивоäится в
pазäеëе 4) иìеет виä: 0 → 5 → 1 → 3 → 2 → 4.
Дëя иëëþстpаöии выøеупоìянутой пpоöеäуpы

с эëеìентаìи pаспаpаëëеëивания быëи пpовеäены
вы÷исëения (испоëüзоваëся пpоãpаììный коìпëекс,
pазpаботанный на пëатфоpìе .Net с испоëüзованиеì
языка С#) на основе ДП без pаспаpаëëеëивания [15].
Упоìянутый ваpиант ДП быë pеаëизован в виäе
пpоãpаììноãо коìпëекса на коìпüþтеpе Notebook
Lenovo с пpоöессоpоì Core i5-2410М с ÷астотой
2,3 GHz, объеìоì опеpативной паìяти 3,0 ГБ с ус-
тановëенной 32-pазpяäной опеpаöионной систеìой
Windows 7 Professional, ÷то позвоëиëо найти опти-
ìаëüное pеøение основной заäа÷и пpи N = 30
с 27 аäpесныìи паpаìи. В äанноì сëу÷ае (пpи N = 5)

ваpиант без pаспаpаëëеëивания испоëüзован äëя
поäтвеpжäения пpавиëüности ìоäеëüноãо пpиìеpа: в
обоих сëу÷аях pезуëüтаты pас÷ета (V = 49,3, ìаp-
øpут 0 → 5 → 1 → 3 → 2 → 4) совпаäаþт.

Заключение

Дëя pеøения заäа÷и ìаpøpутизаöии с оãpани-
÷енияìи и функöияìи стоиìости, зависящиìи от
списка заäаний, постpоена ãипотети÷еская схеìа
независиìых вы÷исëений äëя pеаëизаöии паpаë-
ëеëüной пpоöеäуpы постpоения функöии Беëëìана.
Изëаãаеìая схеìа ìожет пpиìенятüся пpи pеøе-
нии инженеpной заäа÷и о äеìонтаже энеpãобëока
АЭС, вывеäенноãо из экспëуатаöии.

Список литеpатуpы

1. Ташлыков О. Л. Метоäы оöенки и снижения äозовых на-
ãpузок пpи pеìонте АЭС: у÷еб. пособие. Екатеpинбуpã: УГТУ-
УПИ, 2009. 118 с.

2. Коpобкин В. В., Сесекин А. Н., Ташлыков О. Л., Ченцов А. Г.
Метоäы ìаpøpутизаöии и их пpиëожения в заäа÷ах повыøения
безопасности и эффективности экспëуатаöии атоìных станöий /
Поä общ. pеä. ÷ëен-коpp. PАН И. А. Каëяева. М.: Новые тех-
ноëоãии, 2012. 234 с.

3. Меламед И. И., Сеpгеев С. И., Сигал И. Х. Заäа÷а коì-
ìивояжеpа. I. Вопpосы теоpии; II. То÷ные аëãоpитìы; III. Пpи-
бëиженные аëãоpитìы // Автоìатика и теëеìеханика. 1989. № 9.
С. 3—34; № 10. С. 3—29; № 11. С. 3—26.

4. Литл Дж., Муpти К., Суини Д., Кэpел К. Аëãоpитì äëя pе-
øения заäа÷и о коììивояжеpе // Эконоìика и ìатеìати÷еские
ìетоäы. 1965. Т. 1 (Вып. 1). С. 94—107.

5. Gutin G., Punnen A.P. The Traveling Salesman Problem and
Its Variations. Kluwer, 2002. 830 p.

6. Беллман P. Пpиìенение äинаìи÷ескоãо пpоãpаììиpова-
ния к заäа÷е о коììивояжеpе // Кибеpнет. сбоpник. Т. 9. М.:
Миp, 1964. С. 219—228.

7. Хелд М., Каpп P. М. Пpиìенение äинаìи÷ескоãо пpо-
ãpаììиpования к заäа÷аì упоpяäо÷ения // Кибеpнет. сбоpник.
Т. 9. М.: Миp, 1964. С. 202—218.

8. Ченцов А. Г. К вопpосу о ìаpøpутизаöии коìпëекса pа-
бот // Вестник Уäì. ун-та. Матеìатика. Механика. Коìп. науки.
2013. № 1. С. 59—82.

9. Ченцов А. Г. Экстpеìаëüные заäа÷и ìаpøpутизаöии и
pаспpеäеëения заäаний: вопpосы теоpии. М.: Ижевск: НИЦ
"Pеãуëяpная и хаоти÷еская äинаìика", 2008. 240 с.

10. Ваpга Дж. Оптиìаëüное упpавëение äиффеpенöиаëüны-
ìи и функöионаëüныìи уpавненияìи. М.: Наука, 1977. 624 с.

11. Дьедонне Ж. Основы совpеìенноãо анаëиза. М.: Миp,
1964. 430 с.

12. Сесекин А. Н., Ченцов А. А., Ченцов А. Г. Обобщенная за-
äа÷а куpüеpа с функöией затpат, зависящей от списка заäаний //
Изв. PАН. ТиСУ. 2010. — № 2. С. 68—77.

13. Ченцов А. Г. Оäна паpаëëеëüная пpоöеäуpа постpоения
функöии Беëëìана в обобщенной заäа÷е куpüеpа с внутpенни-
ìи pаботаìи // Вестник ЮУpГУ. Сеp. Мат. ìоäеëиpование и
пpоãpаììиpование. 2012. № 18, вып. 12. С. 53—76.

14. Ченцов А. Г. Оäна паpаëëеëüная пpоöеäуpа постpоения
функöии Беëëìана в обобщенной заäа÷е куpüеpа с внутpенниìи
pаботаìи // АиТ. 2012. № 3. С. 134—149.

15. Кошелева М. С., Ченцов А. Г. Оäна заäа÷а ìаpøpутиза-
öии с оãpани÷енияìи в виäе усëовий пpеäøествования // Пpо-
бëеìы упpавëения и ìоäеëиpования в сëожных систеìах: Тp.
XV Межäунаp. конф. Саìаpа: Саìаp. НЦ PАН. 2013. С. 523—532.

I4
1( )

3 5, 3 5,

3 5,

3 5, 3 4,

1 4, 1 4, 3 4,

1 4, 3 4, 1 4,

I4
1( )

I5
1( )

3 5, 3 5,

1 4, 2 4, 1 4,

3 4,
I5

1( )

I6
1( )

1 4, 1 4,

1 5, 1 5, 2 5,

1 5, 3 5,

1 5, 1 4,



244 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 16, № 4, 2015

Dynamic Programming in the Precedence Constrained TSP 
with the Costs Depending on a List of Tasks

A. G. Chentsov, chentsov@imm.uran.ru, M. S. Kosheleva, kosheleva.ms@gmail.com,
Krasovskii Institute of Mathematics and Mechanics, Ural Branch, RAS,

Ural Federal University, Yekaterinburg, 620990, Russian Federation

Received on September 04, 2014

A scheme of independent calculations of the Bellman function for the Precedence Constrained TSP, in which the cost de-
pends on the list of pending jobs was constructed. The authors use a version of the dynamic programming method to solve a
routing problem with the precedence constraints; this method makes use of an extension for the initial problem, which is based
on a transformation of the precedence constraints into a special "deletion" rule (for tasks from the "current" list). At the stage
of construction of the Bellman function, the whole array of its values is not used.In order to parallelize the computation pro-
cedure of the above mentioned function, they propose to distribute the task lists,which are realized at the penultimate stage of the
procedure between different cores.In the construction of individual threads of the computational scheme, the authors use dis-
crete dynamical systems,which build the sets,which may look similar to the reachability sets in the optimal control theory; the
latter sets are employed in construction of the layers of space of position.The layers of the Bellman function, which are con-
structed in threads, are defined as restrictions of the latter onto the respective layers of the space of position. The statement of
the problem and the solution methods are focused on a real-life problem of dismantling of a decommissioned nuclear power unit.

Keywords: Dynamic programming, route, precedence constraints, essential list (of tasks), layers of space of position, in-
dependent computations, Bellman function
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Совpеменная технология научного выбоpа наиболее пеpспективного 
обpазца техники из pяда обpазцов аналогичного назначения

Пpиìенение техноëоãии нау÷ноãо выбоpа наи-
боëее пеpспективноãо обpазöа техники из pяäа об-
pазöов анаëоãи÷ноãо назна÷ения pассìотpиì на
пpиìеpе сpавнения конкpетных обpазöов ëетатеëü-
ных аппаpатов, котоpые нахоäятся на снабжении как
pоссийской военно-тpанспоpтной авиаöии (ВТА),
так и ВТА äpуãих стpан. К обpазöаì такоãо типа
также ìожно отнести и те военно-тpанспоpтные са-
ìоëеты, котоpые нахоäятся на этапе опытноãо стpои-
теëüства и показаëи свои возìожности по назна-
÷ениþ в пpоöессе пpовоäиìых ëетных испытаний.
Pаöионаëüностü такой апpобаöии опpеäеëяется теì,
÷то ëетатеëüные аппаpаты ВТА явëяþтся весüìа
äоpоãостоящей техникой и относятся к наибоëее
сëожныì объектаì оöенки пеpспективности их
äаëüнейøеãо пpиìенения по назна÷ениþ. Это
поäтвеpжäает тот факт, ÷то ëиöа, пpиниìаþщие
pеøения (ЛПP), без опоpы на совpеìенные техно-
ëоãии нау÷ноãо анаëиза ìоãут äопускатü сеpüезные
оøибки пpи оöенке конкpетноãо обpазöа техники,
пpивоäящие к коëоссаëüныì ìатеpиаëüныì поте-
pяì и снижаþщие обоpоноспособностü стpаны.
Пpиìеpоì этоìу ìожет сëужитü затянувøаяся
по÷ти на 15 ëет истоpия с пpинятиеì на снабжение
ВТА сpеäнеãо опеpативно-такти÷ескоãо саìоëета
"с коpоткиì взëетоì и посаäкой" Ан-70.
Данный саìоëет на÷аë pазpабатыватüся еще в

80-х ãоäах пpоøëоãо стоëетия. Еãо пеpвый взëет со-
стояëся в äекабpе 1994 ãоäа. Саìоëет Ан-70 вобpаë
в себя стоëüко новых констpуктоpских, инженеpных
и нау÷но-техни÷еских иäей и pеøений, ÷то спустя
20 ëет по своиì ëетно-техни÷ескиì и экспëуатаöи-

онныì хаpактеpистикаì, показанныì в ëетных ис-
пытаниях, остается ëу÷øиì в ìиpе военно-тpанс-
поpтныì саìоëетоì в своеì кëассе. В тоì ÷исëе
пpевосхоäит он и взëетевøий по÷ти 15 ëет спустя
свой запаäный анаëоã А.400М.
Данное закëþ÷ение ìожно пpоиëëþстpиpоватü,

опиpаясü на pеøение заäа÷и обоснования pазвития
вооpужений [1], котоpое основывается на ìноãо-
кpитеpиаëüноì выбоpе и упоpяäо÷ении объектов
ìетоäоì аääитивноãо взвеøивания [2].
В pассìатpиваеìоì сëу÷ае заäа÷а фоpìуëиpуется

сëеäуþщиì обpазоì: иìеется ìножество ëетатеëü-
ных аппаpатов, кажäый из котоpых необхоäиìо
оöениватü совокупностüþ кpитеpиев (показатеëей)
(табë. 1).
Как виäно из табë. 1, в ка÷естве кpитеpиев оöенки

экспеpтаìи выбpаны: кpейсеpская скоpостü поëета
(Vпоë, кì/÷), ìаксиìаëüная äаëüностü поëета
(Dпоë, кì), скоpостü захоäа на посаäку (Vзп, кì/÷),
объеì ãpузовой кабины (Wãp.каб, ì

3), ìаксиìаëüная
ãpузопоäъеìностü (Gãp.ìах, т), ìаксиìаëüный взëет-
ный вес (Gвзë.ìах, т), öена саìоëета (С, ìëн äоëëа-
pов), кëасс аэpоäpоìа (тип взëетно-посаäо÷ной по-
ëосы: ãpунт, бетон, äëина).
ЛПP, опиpаясü на оöенки этих объектов и еãо

пpеäставëения об относитеëüной важности кpите-
pиев, необхоäиìо выбpатü наиëу÷øий объект (за-
äа÷а выбоpа) иëи все pассìатpиваеìые объекты
pаспоëожитü в опpеäеëенной посëеäоватеëüности —
от ëу÷øеãо к хуäøеìу (заäа÷а упоpяäо÷ения) [3] в
соответствии с аëãоpитìоì, схеìати÷но пpеäстав-
ëенныì на pисунке.

Pассмотpено пpименение технологии сpаенительной количественной оценки объектов техники на пpимеpе сpедних (опеpатив-
но-тактических) самолетов военно-тpанспоpтной авиации. Используется минимаксный подход к оптимизации кpитеpиев оценки.
Ключевые слова: совpеменная технология, оценка, оптимизация, кpитеpии, обpазец, летательный аппаpат

Табëиöа 1
Оцениваемые самолеты и выбранные критерии

Тип саìоëета Vпоë, кì/÷ Dпоë, кì Vзп, кì/÷ Wãр.каб, ì
3 Gãр.ìах, т Gвзë.mах, т С, ìëн äоëë. Кëасс аэроäроìа

Ан-70 750 6600 170 420 35 135 67 Грунт 800 ì
Ан-12 620 3200 260 110 20 61 27 Бетон 2200 ì
А.400М 780 6400 220 360 37 141 145 Бетон 1700 ì
C-130j 645 5250 240 130 26 79 65 Бетон 2000 ì
Жеëатеëüное направëение 
изìенений

↑/+ ↑/+ ↓/– ↑/+ ↑/+ ↓/– ↓/– ↓/–

Коэффиöиенты относи-
теëüной важности

0,05 0,15 0,2 0,1 0,1 0,05 0,05 0,3
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Анаëити÷ески äанный аëãоpитì выбоpа наи-
ëу÷øеãо объекта и упоpяäо÷ения объектов заäан-
ноãо ìножества осуществëяется по сëеäуþщиì
пpавиëаì:
а) выбоp

a* = argimax{Φi = wj ; (1)

б) упоpяäо÷ение

aiPaj, есëи Φi > Φj,
aiIaj, есëи Φi = Φj,

ãäе a* — наиëу÷øий объект; P — бинаpное отноøе-
ние пpеäпо÷тения, т. е. aiPaj, есëи объект ai пpеä-
по÷титеëüнее объекта aj; I — бинаpное отноøение
неpазëи÷иìости, т. е. aiIaj, есëи объект ai неpазëи-
÷иì по пpеäпо÷титеëüности с объектоì aj; Φi —
обобщенная оöенка i-ãо объекта; wj — коэффиöи-
ент относитеëüной важности j-ãо кpитеpия; gji —
коëи÷ественная оöенка i-ãо объекта с то÷ки зpения
j-ãо кpитеpия.
Оптиìизаöия и ноpìиpование коëи÷ественных

äанных, свеäенных в табëиöу пpи pеаëизаöии аëãо-
pитìа, пpивеäенноãо на pис. 1, осуществëяется в сëе-
äуþщей посëеäоватеëüности:
на основе обpаботки pезуëüтатов экспеpтноãо
опpоса опpеäеëяþтся коэффиöиенты относитеëü-
ной важности выбpанных кpитеpиев оöенки;
осуществëяется пpивеäение взëетноãо веса Gвзë и
öены C к ìаксиìаëüной ìассе пеpевозиìоãо ãpуза;
äëя оäной ãpуппы кpитеpиев (Vпоë, Dпоë, Wãp.каб,
Gãp) оöенки ìаксиìизиpуеì, а äëя äpуãой

(Vзп, Gвзë, С, "Кëасс аэpоäpоìа") ìиниìизиpуеì
по сëеäуþщиì пpавиëаì: 

 = , (2)

ãäе gjmin = min{gji}, gjmax = max{gji}, j = .
Поëу÷енные пpи ноpìиpовании äанные испоëü-

зуеì äëя вы÷исëения обобщенных ìиниìаксных
оöенок Φ äëя кажäоãо из pассìатpиваеìых наìи
объектов (ëетатеëüных аппаpатов).
Все выбpанные äëя сpавнения ëетатеëüные аппа-

pаты явëяþтся военно-тpанспоpтныìи саìоëетаìи
(ВТС) сpеäнеãо кëасса, наибоëее известныìи в авиа-
öионноì ìиpе в посëеäние äесятиëетия.

Pеøив заäа÷у ìноãокpитеpиаëüноãо упоpяäо÷е-
ния, ìы поëу÷иì и pеøение заäа÷и выбоpа. Оöенки
коэффиöиентов относитеëüной важности кpитеpиев,
жеëатеëüное напpавëение изìенений выбpанных
кpитеpиев и некотоpые оöенки объектов по pяäу
кpитеpиев пpи необхоäиìости ìоãут опpеäеëятüся
ãpуппой экспеpтов, сфоpìиpованной в соответст-
вии с pекоìенäаöияìи, изëоженныìи в pаботе [4].
Наибоëее наäежныì и øиpоко испоëüзуеìыì ìе-
тоäоì pеøения заäа÷и опpеäеëения коэффиöиен-
тов относитеëüной важности кpитеpиев явëяется
ìетоä собственных зна÷ений Т. Саати [5].
Пpи испоëüзовании этоãо ìетоäа [5] на пеpвоì

этапе ЛПP осуществëяþтся паpные сpавнения оöе-
ниваеìых кpитеpиев, так как иìенно паpные сpав-

 
j 1=

m

∑
⎩
⎨
⎧

gij
^

⎭
⎬
⎫

Схематичное пpедставление алгоpитма многокpитеpиального выбоpа лучшего военно-тpанспоpтного самолета по заданным кpитеpиям

gji
^

gji gjmin–

gjmax gjmin–
------------------------

gjmax gji–

gjmax gjmin–
------------------------

1 m,
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нения — это наибоëее уäобная äëя ÷еëовека фоpìа
выpажения своих пpеäпо÷тений.
Выбpанный ìноãокpитеpиаëüный ìетоä аääи-

тивноãо взвеøивания пpеäпоëаãает испоëüзование
коëи÷ественных зна÷ений оöениваеìых кpитеpиев
в абсоëþтных веëи÷инах, поэтоìу исхоäная ìатpиöа
в соответствии с табë. 1 буäет иìетü сëеäуþщий виä:

.

Пpежäе ÷еì пpиступитü к пpоöессу оптиìизаöии
исхоäной ìатpиöы, опpеäеëяеì коэффиöиенты от-
носитеëüной важности выбpанных наìи кpитеpиев,
выäеëяя в весовоì отноøении основные ëетно-тех-
ни÷еские хаpактеpистики pассìатpиваеìых ëетатеëü-
ных аппаpатов, пpежäе всеãо, как военно-тpанс-
поpтных саìоëетов. Это такие хаpактеpистики, как
потpебные äëя экспëуатаöии pазìеpы взëетно-по-
саäо÷ной поëосы (ВПП), ìасса пеpевозиìоãо ãpуза,
скоpостü захоäа на посаäку и äpуãие. Поëу÷енные
коэффиöиенты относитеëüной важности вносятся
в ту же табë. 1. Кpоìе тоãо, у÷итывая, ÷то pассìат-
pиваеìые саìоëеты зна÷итеëüно pазëи÷аþтся по
ìаксиìаëüной взëетной ìассе и стоиìости, äëя по-
выøения äостовеpности поëу÷аеìых pезуëüтатов
выпоëняется пpивеäение этих хаpактеpистик к ìак-
сиìаëüныì ìассаì пеpевозиìых иìи ãpузов. Посëе
äанной опеpаöии ìатpиöа пpиìет сëеäуþщий виä:

. 

Пpоöесс ноpìиpования поëу÷енной ìатpиöы
пpовоäиì с у÷етоì инфоpìаöии о жеëатеëüноì из-
ìенении оöенок по кажäоìу из кpитеpиев. Поэтоìу
äëя оäной ãpуппы кpитеpиев (Vпоë, Dпоë, Wãp.каб, Gãp)
оöенки ìаксиìизиpуеì, а äëя äpуãой (Vзп, Gвзë, C,
"Кëасс аэpоäpоìа") — ìиниìизиpуеì в соответст-
вии с выpажениеì (2). Пpиìенив коэффиöиенты
относитеëüной важности кpитеpиев, поëу÷иì

.

В соответствии с выpажениеì (1) pасс÷итываеì
обобщенные ìиниìаксные оöенки Φ äëя кажäоãо
из оöениваеìых наìи ВТС: Ан-70 — Φ = 0,9178;
Ан-12 — Φ = 0,0905; А.400М — Φ = 0,5092; C-130j —
Φ = 0,2958.
Такиì обpазоì, интеãpаëüная оöенка выбpанных

кpитеpиев показывает зна÷итеëüный пpиоpитет са-
ìоëета Ан-70. Указанное пpеиìущество быëо äос-
тиãнуто за с÷ет испоëüзования новейøих техноëоãий

и техни÷еских pеøений, вопëощенных пpи pазpа-
ботке и созäании саìоëета Ан-70 и не потеpявøих
своþ актуаëüностü äо настоящеãо вpеìени. Так,
в констpукöии саìоëета øиpоко пpиìеняþтся коì-
позиöионные ìатеpиаëы, из них изãотовëены пpеä-
кpыëки, закpыëки, эëеpоны, интеpöептоpы, киëü и
стабиëизатоp, pазëи÷ные заëизы и обтекатеëи. Сис-
теìа упpавëения саìоëетоì выпоëнена по совpе-
ìенной эëектpоäистанöионной схеìе (ЭДСУ) по
всеì канаëаì упpавëения саìоëетоì. Все боpтовое
pаäиоэëектpонное обоpуäование объеäинено в öиф-
pовой интеãpаëüный коìпëекс с ìуëüтипëексной
систеìой обìена инфоpìаöией. Это обеспе÷ивает
непpеpывный внутpенний контpоëü за обоpуäова-
ниеì и систеìаìи саìоëета [6]. Летно-техни÷еские
хаpактеpистики, опpеäеëенные в испытаниях,
поäтвеpжäаþт уникаëüные несущие способности
кpыëа: äостиãнут коэффиöиент поäъеìной сиëы,
pавный 7,2; на pежиìе тоpìожения в ãоpизонтаëü-
ноì поëете äостиãнут ìаксиìаëüный уãоë атаки,
pавный 30°. Pежиì сваëивания сопpовожäается опус-
каниеì носа саìоëета без тенäенöии к кpенениþ,
÷то явëяется существенныì вкëаäоì в оöенку высо-
кой экспëуатаöионной безопасности ëетатеëüноãо
аппаpата, и ÷то, в своþ о÷еpеäü, стаëо возìожныì
бëаãоäаpя успеøной pеаëизаöии систеìноãо поä-
хоäа пpи pеøении заäа÷и поëу÷ения взëетно-поса-
äо÷ных хаpактеpистик саìоëета, обеспе÷иваþщих
коpоткий взëет и посаäку. В систеìе "кpыëо — вин-
тоìотоpная ãpуппа" уäаëосü ожиäаеìо поëу÷итü
pас÷етное напоpное и безотpывное обтекание веpх-
ней повеpхности и ìеханизаöии кpыëа, выпускае-
ìой äо 60°, а также откëоняеìый ввеpх вектоp ÷асти
тяãи äвиãатеëей за с÷ет повоpота возäуøноãо по-
тока по нижней повеpхности кpыëа. Соосные винты
äвиãатеëей созäаþт высоконапоpнуþ стpуþ возäуха,
обтекаþщуþ кpыëо со скоpостüþ, пpевыøаþщей
скоpостü набеãаþщеãо потока. Это пpивоäит к уве-
ëи÷ениþ поäъеìной сиëы кpыëа, а выпущенные
закpыëки (на 60° в посаäо÷ноì поëожении) созäаþт
эффект повоpота вектоpа тяãи. Такиì обpазоì, пpи
захоäе на посаäку с поëностüþ выпущенныìи за-
кpыëкаìи боëüøая ÷астü поäъеìной сиëы на кpыëе
возникает за с÷ет сиëовой обäувки, а ìенüøая —
за с÷ет набеãаþщеãо потока. 
Такиìи же уникаëüныìи оказаëисü хаpактеpи-

стики саìоãо äвиãатеëя Д-27 с винтаìи СВ-27, pаз-
pаботанныìи спеöиаëüно äëя саìоëета Ан-70, не
иìеþщиìи анаëоãов в ìиpовоì äвиãатеëестpоении
и обеспе÷ивøиìи кpыëу саìоëета стоëü бëаãопpи-
ятные усëовия "pаботы". За с÷ет о÷енü высокой
степени сжатия возäуха в восüìиступен÷атоì коì-
пpессоpе äвиãатеëя (πк = 30) äостиãаþтся высокие
показатеëи топëивной эффективности, а высоко-
фоpсиpованная каìеpа сãоpания пpи этоì обеспе-
÷ивает выбpос вpеäных веществ существенно ниже
ноpìиpуеìых зна÷ений [7]. В коне÷ноì итоãе быëа
pеøена заäа÷а поëу÷ения взëетно-посаäо÷ных ха-
pактеpистик, обеспе÷иваþщих саìоëету с ãpузоì
äо 35 тонн pежиì "коpоткоãо взëета и посаäки", т. е.

750 6600 170 420 35 135 67 800
620 3200 260 110 20 61 27 2200
780 6400 230 360 37 141 145 1700
645 5250 240 130 26 79 65 2000

750 6600 170 420 35 3,857 1,914 800
620 3200 260 110 20 3,050 1,350 2200
780 6400 220 360 37 3,810 3,918 1700
645 5250 240 130 26 3,038 2,500 2000

0,0406 0,1500 0,2000 0,1000 0,0882 0,0000 0,0390 0,3000
0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0492 0,0500 0,0000
0,0500 0,1412 0,0888 0,0806 0,1000 0,0287 0,0000 0,1071
0,0078 0,0904 0,0444 0,0064 0,0353 0,0500 0,0276 0,0428
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возìожностü экспëуатаöии со взëетно-посаäо÷ных
поëос äëиной 800...900 ì. Пpи этоì, ÷то особенно
важно, саìоëет Ан-70 иìеет возìожностü экспëуа-
тиpоватüся и на ãpунтовых ВПП, и на поëосах с бе-
тонныì покpытиеì.
Пpи pассìотpении äесантно-тpанспоpтных ха-

pактеpистик о÷евиäна пpяìая их связü с pазìеpаìи
ãpузовой кабины и ãpузопоäъеìностüþ саìоëета [8].
В этоì коìпоненте Ан-70 также øаãнуë äаëеко
впеpеä в отноøении своих и заpубежных пpеäøе-
ственников (табë. 2).
Саìоëет Ан-70 способен в отëи÷ие от остаëüных

саìоëетов своеãо кëасса пpи посаäо÷ноì ваpианте
тpанспоpтиpоватü пpакти÷ески всþ (98 %) ноìенк-
ëатуpу вооpужения и военной техники, иìеþщуþся
в pаспоpяжении ìотостpеëковых и возäуøно-äе-
сантных войск и поäëежащуþ ìобиëüноìу пеpебази-
pованиþ. Пpи возäуøноì же äесантиpовании Ан-70
обеспе÷ивает возìожностü оäновpеìенноãо pазäеëü-
ноãо äесантиpования техники и боевых pас÷етов,
÷то не позвоëяþт äеëатü ни Ан-12, ни Иë-76, ни их
ìоäификаöии. Возìожностü ìассовоãо äесантиpова-
ния боевых pас÷етов внутpи äесантиpуеìой боевой
техники ìы не pассìатpиваеì ввиäу оãpани÷ений,
накëаäываеìых на этот способ pеëüефоì поäсти-
ëаþщей зеìной повеpхности пëощаäок äесантиpо-
вания и повыøенной опасности пpиìенения этоãо
способа äëя ëи÷ноãо состава.
Важностü возìожности оäновpеìенноãо äесан-

тиpования с оäноãо саìоëета ëþäей и боевой тех-
ники ìожно пpоиëëþстpиpоватü на пpостоì сpав-
нитеëüноì пpиìеpе выпоëнения некой опеpатив-
ной иëи такти÷еской заäа÷и сиëаìи äвух саìоëетов
Иë-76МД и äвух саìоëетов Ан-70. В пеpвоì сëу÷ае
боевая техника и боевые pас÷еты pазìещены на
pазных саìоëетах, и в сëу÷ае поpажения сpеäстваìи
ПВО пpотивника ëþбоãо из них пpоисхоäит сpыв
выпоëнения боевой заäа÷и. Во втоpоì сëу÷ае пpи
pазìещении боевой техники и ëи÷ноãо состава на
кажäоì из äвух саìоëетов поpажение ëþбоãо из
них веäет ëиøü к снижениþ эффективности вы-
поëнения боевой заäа÷и.
Пpинятая в ВВС кëассификаöия ВТС по ìакси-

ìаëüной взëетной ìассе pазäеëяет их на тяжеëые,
сpеäние и ëеãкие. В то же вpеìя существует и ãpа-
äаöия ВТС, пpоäиктованная тактикой пpиìенения

сpеäств обеспе÷ения войсковых опеpаöий, как
сpеäств стpатеãи÷ескоãо, опеpативноãо и такти÷е-
скоãо хаpактеpа. Такая ãpаäаöия, не поäìеняя ос-
новной кëассификаöии, позвоëяет боëее ãëубоко
пониìатü сутü боевых возìожностей тоãо иëи иноãо
тpанспоpтноãо сpеäства и в то же вpеìя устpаняет
путаниöу в анаëизах äостоинств и неäостатков
сpавниваеìых обpазöов авиаöионной техники и их
боевой эффективности, пpовоäиìых pазноãо pоäа
авиаспеöиаëистаìи. Напpиìеp, попаäание саìо-
ëета низøеãо кëасса по ìассе по своиì отäеëüныì
боевыì возìожностяì в боëее высокий кëасс буäет
воспpиниìатüся как äостоинство, а не как неäос-
таток. Такиì обpазоì, и äëя pазpабот÷иков, и äëя
стpуктуp, экспëуатиpуþщих авиаöионнуþ технику
ВТА, понятия "стpатеãи÷еский", "опеpативный",
"опеpативно-такти÷еский" и "такти÷еский военно-
тpанспоpтный саìоëет" явëяþтся боëее уäобныìи
и инфоpìативныìи.
Такиì обpазоì, ìожно утвеpжäатü, ÷то ëетно-

техни÷еские, äесантно-тpанспоpтные и экспëуата-
öионные возìожности Ан-70 как саìоëета новоãо
покоëения обеспе÷иваþт еìу ëиäиpуþщие позиöии
сpеäи авиаöионных коìпëексов опеpативно-такти-
÷ескоãо назна÷ения как в Pоссии, так и за pубежоì.
Саìо понятие "саìоëет новоãо покоëения" несет в
себе сìысë зна÷итеëüной нау÷но-техни÷еской и
техноëоãи÷еской новизны, pеаëизованной в этоì из-
äеëии, а зна÷ит, пеpспектив нау÷но-техни÷ескоãо и
техноëоãи÷ескоãо пpоãpесса. Пpиìенитеëüно к авиа-
стpоитеëüной отpасëи как наибоëее наукоеìкой и
ãëубоко интеãpиpованной с боëüøинствоì отpасëей
наpоäноãо хозяйства стpаны это озна÷ает их äаëü-
нейøее pазвитие, pост и совеpøенствование.
Сäеëанный вывоä по сpавнитеëüной оöенке саìо-

ëета Ан-70 пpакти÷ески соответствует закëþ÷ениþ
аìеpиканских и запаäноевpопейских авиаöионных
спеöиаëистов, сäеëанноìу в 1999 ã. по pезуëüтатаì
сpавнитеëüноãо тенäеpа со своиìи анаëоãи÷ныìи
pазpаботкаìи. Теì не ìенее, несìотpя на о÷евиä-
нуþ необхоäиìостü скоpейøеãо внеäpения в се-
pийнуþ экспëуатаöиþ стоëü пеpспективноãо пpо-
екта, все посëеäуþщие события стаëи пpоисхоäитü
с то÷ностüþ äо наобоpот. Сëовно pука невиäиìоãо
äиpижеpа стаëа упpавëятü ãоëосаìи ëиö, ответст-
венных за pаботы по этоìу саìоëету, утопивøих в
потоке поpой наäуìанных пpи÷ин и обоснований
пpакти÷ески все pеøения по оснащениþ ВВС Pос-
сийской Феäеpаöии этиìи пеpспективныìи тpанс-
поpтникаìи. Завеpøаþщие pаботы, пpеäøествуþ-
щие на÷аëу сеpийноãо пpоизвоäства äанноãо саìо-
ëета äëя военно-тpанспоpтной авиаöии Военно-
возäуøных сиë Pоссийской Феäеpаöии, объеìоì и
пpоäоëжитеëüностüþ на 6...8 ìесяöев не пpовеäе-
ны по сей äенü, pастянувøисü боëее ÷еì на 13 ëет.
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The authors propose a technology for a quantitative valuation of technology specimens on the example of a middle military-
transport plane. The technology employsa min-max optimization criterion of valuation.The scientific selection of the best specimen
for its designated purpose was proved in practice. An estimate can be correct, only if a sample is large enough. There is a dis-
crepancy between a theory and an experiment. A multiple-criterion scientific choice is the only possible way. An adoption of
the right solution or sound decision without a scientific foundation is impossible, becauseit can lead to unfortunate results. A vivid
example is the decision of the high military command of the air force on closing of all works on An-70 plane. This mistake
resulted in huge waste of time, money and control over the air industry. Algorithm of the suggested technology leads to perfection.
This algorithm alongside with the use of the multiple-criterion method allows us to prove scientifically that An-70 plane is the
best among the middle planes of the military-transport aviation. For the first time the algorithm of multiple-criterion valuation
introduced into practice the maximum and minimum ways for optimization of the criterions. The maximal optimization is en-
sured by one group of criterions, and the minimal optimization is ensured by another group of criterions. Applied to the planes
of the military-transport aviation this method allows us to select the best plane-model with account of its take-off weight and
cost in relation to the maximum-mass of a payload. The suggested algorithm of the quantitative valuation and selection of the
most rational of the specimen can be used conformably to any kind of equipment.

Keywords: modern technology, valuation, optimization, criterions, specimen, flying machine

For citation:

Andronov A. V., Shibanov G. P. Modern Technology for a Scien-
tific Selection of the Most Promising Samples of Technology out of
a Number of Analogs, Mekhatronika, avtomatizatsiya, upravlenie, 2015,
vol. 16, no. 4, pp. 245—249.

DOI: 10.17587/mau.16.245-249

References

1. Larichev O. I. Teoriya i metody prinyatiya reshenii (Theory
and methods of decision-making), Moscow, Logos, 2002, 301 p. (in
Russian).

2. Andronov A. V. Nauchnoe obosnovanie putei razvitiya opera-
tivno-takticheskikh samoletov voenno-transportnoi aviatsii (Scientific
basis of tactical and operational plane development progress approa-
ches in military trasportation aircraft), Procсedings of Russian confe-
rence for science and technology "XI scientific reading for aviation dedicated
to remembrance of N. E. Zhukovsky", 2014, pp. 64—69 (in Russian).

3. Burenok V. M., Lyapunov V. M., Mudrov V. I. Teoriya i prak-
tika planirovaniya i upravleniya razvitiem vooruzheniya (Theory and
practice in planning and managing armament development progress),

Moscow, Vooruzhenie, politika, konversiya, 2005, pp. 206—224 (in
Russian).

4. Shibanov G. P. Poryadok formirovaniya ekspertnykh grupp i
provedeniya kollektivnoi ekspertizy (The process of expert commision
set up and group examination), Informatsionnye Tekhnologii, 2003,
no 12, pp. 19—22 (in Russian).

5. Saati T. L. Prinyatie reshenii. Metod analiza ierarkhii (Deci-
sion making, Analytic hierarchy process), Moscow, Radio i svyaz’,
1989, 316 p. (in Russian).

6. Tekhnicheskoe opisanie i ekspluatatsiya sistem samoleta An-70
(Technical specification and maintenance of An-70 airplane systems),
Kiev, published by ANTK im. O. K. Antonova, 1997, 423 p. (in Russian).

7. Tekhnicheskoe opisanie dvigatelya D-27 s vinto-ventilyatorom
S-27. (Technical specification of D-27 engine with S-27 prop-fan, Za-
porozhye), Zaporozh’e, published by ZMKB "Progress" im. A. G. Iv-
chenko, 83 p. (in Russian).

8. Yakubovich N. V. Vse samolety O. K. Antonova (All planes from
O. K. Antonov), Moscow, AST "Astrel’", 2001, 192 p. (in Russian). 

Corresponding author.
Andronov Anatoly V., Master of Science, Chief Engineer, Gov-

ernment flight-test center name Chkalov V. P., Ahtubinsk, Russian
Federation, e-mail: andronov.plk@mail.ru



250 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 16, № 4, 2015

УДК 004.272.34

В. Ю. Мусатов, канд. техн. наук, доц., vmusatov@mail.ru,
И. В. Киселев*, канд. физ.-мат. наук, науч. сотp., А. С. Ваpежников, аспиpант,

А. А. Большаков, д-p техн. наук, пpоф., В. В. Сысоев, д-p техн. наук, пpоф., robsii@sstu.ru,
СГТУ, г. Саpатов

* Институт микpостpуктуpных технологий, Каpлсpуэ, Геpмания

Анализ возможностей пpименения в газоаналитических пpибоpах 
вида "электpонный нос" на основе однокpистальных чипов 

пеpеходных электpических пpоцессов в сенсоpных сегментах 
пpи воздействии pазличных газов

Введение

В посëеäнее вpеìя боëüøое вниìание уäеëяется
pазвитиþ ãазоанаëити÷еских устpойств, pаботаþщих
соãëасно пpинöипаì биоëоãи÷еской обонятеëüной
систеìы. Такие устpойства, ÷асто называеìые в
ëитеpатуpе пpибоpаìи виäа "эëектpонный нос", ос-
новываþтся на испоëüзовании ìуëüтисенсоpноãо на-
боpа, котоpый ãенеpиpует пеpви÷ный вектоpный
сиãнаë поä возäействиеì ãазовой сìеси, и систеìы
pаспознавания обpазов на базе аëãоpитìов, обpа-
батываþщих этот совокупный ìуëüтисенсоpный
сиãнаë [1, 2]. Так же, как и в сëу÷ае биоëоãи÷ескоãо
анаëоãа [3], анаëиз ãазовой сìеси пpовоäится не
путеì pазëожения на составные ÷асти, как в тpа-
äиöионных спектpоìетpах, а pаспознаваниеì коì-
пëексноãо обpаза запаха, сфоpìиpованноãо вектоp-
ныì ìуëüтисенсоpныì сиãнаëоì. Оäниì из наи-
боëее ÷асто испоëüзуеìых в этих пpибоpах виäов
äат÷иков явëяþтся хеìоpезистоpы на основе ãазо-
÷увствитеëüных оксиäов ìетаëëа, у котоpых эëек-
тpи÷еское сопpотивëение изìеняется поä вëияниеì
аäсоpбöии ãазов [4].
С то÷ки зpения ìассовоãо пpоизвоäства наибо-

ëее äеøевыì ваpиантоì pеаëизаöии ìуëüтисенсоp-
ноãо набоpа явëяется ваpиант, пpи котоpоì ëиней-
ка хеìоpезистоpов фоpìиpуется на оäноì ÷ипе [5].
Пpи этоì в ка÷естве хеìоpезистивноãо ìатеpиаëа
испоëüзуется тонкая ìетаëëооксиäная пëенка, сеã-
ìентиpованная ìетаëëи÷ескиìи эëектpоäаìи на
сенсоpные эëеìенты [6].
Дëя изìеpения сопpотивëения кажäоãо сенсоpно-

ãо сеãìента ìуëüтисенсоpноãо ÷ипа к неìу пpикëа-
äывается эëектpи÷еское поëе (pазностü потенöиа-

ëов). Возникаþщие пpи этоì пеpехоäные хаpактеpи-
стики изìеpитеëüноãо тока, как показываþт наøи
pанее выпоëненные иссëеäования [7], зависят от виäа
ãазовой сìеси и конöентpаöий вхоäящих в нее коì-
понентов. В äанной pаботе сäеëана попытка анаëиза
возìожности испоëüзования этоãо эффекта äëя соз-
äания новых пpинöипов ãазоанаëити÷ескоãо пpибоpа.

Особенности электpических свойств сенсоpных 
сегментов однокpистальных мультисенсоpных чипов

В ка÷естве объекта иссëеäования быëи изу÷ены
хаpактеpистики ìуëüтисенсоpноãо ÷ипа на основе
тонкой пëенки SnO2:Pt [4]. В экспеpиìентах изìе-
pяëисü сpеäнесеãìентные сопpотивëения ÷ипов и
эëектpи÷еская заpяäка/pазpяäка ãазо÷увствитеëü-
ной пëенки в составе ÷ипов в атìосфеpе ëабоpа-
тоpноãо возäуха пpи pабо÷ей теìпеpатуpе окоëо
300 °C. Дëя пpиìеpа на pис. 1 показаны кpивые то-
ка заpяäки и pазpяäки сенсоpных сеãìентов ìуëü-
тисенсоpноãо ÷ипа пpи pазных теìпеpатуpах. Из
них виäно, ÷то кpивые pазpяäки иìеþт äве хаpак-
теpные фоpìы: а) бëизкуþ к экспоненöиаëüной и
б) соäеpжащуþ "ãоpб".
Набëþäаеìая заpяäка/pазpяäка ãазо÷увствитеëü-

ной оксиäной пëенки, по-виäиìоìу, связана с воз-
äействиеì аäсоpбиpованных ионов, пpиøеäøих
из ãазовой фазы, уìножениеì собственных носите-
ëей и/иëи уìножениеì öентpов аäсоpбöии в пëен-
ке/эëектpоäах в пpоöессе пpиëожения эëектpи÷е-
скоãо поëя. Пpи этоì состав окpужаþщей сpеäы
оказывает существенное вëияние на набëþäаеìые
заpяäовые явëения.

Pассматpивается возможность использования эффектов заpядки/pазpядки газочувствительного оксида металла пpи пpиложе-
нии пpодольного электpического поля и их pазличий пpи воздействии pазличных газовых сpед в целях селективного опpеделения по-
следних. Исследуется возможность пpименения фоpмы pаспpеделения электpического потенциала вдоль оксидного слоя как "обpаза"
газа и ее анализа методами pаспознавания обpазов на основе линейно-дискpиминантного анализа и метода главных компонент.
Ключевые слова: "электpонный нос", газовый сенсоp, мультисенсоpная микpосистема, анализ газов, pаспознавание обpазов

КОНТРОЛЬ И ДИАГНОСТИКА
МЕХАТРОННЫХ СИСТЕМ И ТЕХНОЛОГИЙ
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Хаpактеpные пpизнаки динамических 
электpических свойств сегментов 

мультисенсоpного чипа

Дëя иссëеäования возìожности испоëü-
зования äинаìи÷еских эëектpи÷еских ха-
pактеpистик сенсоpных сеãìентов ìуëüти-
сенсоpноãо ÷ипа äëя иäентификаöии пpи-
ìесей ãазов в сìеси с возäухоì быëа
составëена ãазосìеситеëüная установка, схе-
ìати÷ески пpеäставëенная на pис. 2. Уста-
новка состояëа из исто÷ника ëабоpатоpноãо
возäуха, наãнетаеìоãо коìпpессоpоì Omron
NE-C28-RU, поток котоpоãо pазäеëяется
на äва канаëа. Оäин из канаëов сëужит äëя
ãенеpаöии и äоставки тестовоãо ãаза, вто-
pой — äëя pазбавëения тестовоãо ãаза ÷ис-
тыì ëабоpатоpныì возäухоì äо тpебуеìой
конöентpаöии.
Пpи оöенке конöентpаöии тестовоãо ãаза

(паpа) в сìеси с возäухоì пpеäпоëаãаëосü,
÷то теìпеpатуpа pаствоpа, поìещенноãо в теp-
ìостат, нахоäится в äиапазоне 5...8 °C.
Конöентpаöиþ в еäиниöах ppm (particle per
million) pасс÷итываëи по сëеäуþщей фоpìуëе:

C =  Ѕ

Ѕ 1 000 000,

ãäе Pgas — äавëение насыщенных паpов ана-
ëита; Fgas — скоpостü баpбатиpуеìоãо пото-
ка возäуха, установëенная с поìощüþ кон-
тpоëëеpа FC1 (сì3/ìин); Pat —атìосфеpное
äавëение; Fair — скоpостü потока возäуха, установ-
ëенная с поìощüþ контpоëëеpа FC2 (сì3/ìин).
Давëение насыщенных паpов (в ìì pт. ст.) pас-

с÷итываëи по фоpìуëе [8]:

P = ,

ãäе A, B, C — паpаìетpы, хаpактеpизуþщие тесто-
вые pаствоpы; T — теìпеpатуpа в ãpаäусах Цеëüсия.
В табëиöе пpивеäены паpаìетpы тестовых pаство-
pов, испоëüзованные пpи pас÷етах.
Муëüтисенсоpный ÷ип поìещаëи в каìеpу ãазо-

сìеситеëüной установки (pис. 2), в котоpуþ поäа-
ваëся тестовый ãаз заäанной конöентpаöии в сìеси
с возäухоì. Газо÷увствитеëüный сëой ìуëüтисен-
соpноãо ÷ипа наãpеваëи äо pабо÷их теìпеpатуp
(250...400 °C), затеì ìежäу кpайниìи эëектpоäаìи
пpикëаäываëи pазностü потенöиаëов. Посëе этоãо
изìеpяëи и записываëи pаспpеäеëение потенöиаëа
на у÷астке ãазо÷увствитеëüноãо сëоя ìежäу кpай-
ниìи эëектpоäаìи.
На pис. 3 пpивеäены типи÷ные pезуëüтаты иссëе-

äования кpивой пеpехоäноãо потенöиаëа относи-
теëüно катоäа V (кpивая 1), пpи÷еì зна÷ение потен-
öиаëа в нуëевой ìоìент (пеpвая то÷ка изìеpения
посëе пpиëожения напpяжения) вы÷тено из всех
зна÷ений потенöиаëа.

В пеpвый ìоìент вpеìени, отстоящий от ìо-
ìента пpиëожения напpяжения ìенее ÷еì на 0,01 с,
pаспpеäеëение потенöиаëа сохpаняется ëинейныì.
Поэтоìу кpивая, пpеäставëенная на pис. 3, хаpак-
теpизует откëонение pаспpеäеëения от ëинейноãо.
Пpеäпоëаãая, ÷то виä пеpехоäной кpивой зависит
как от пpиìеси ãаза в возäухе, окpужаþщеì ÷ип, так
и от еãо конöентpаöии, из этих äанных ìожно опpе-
äеëитü паpаìетpы, хаpактеpизуþщие вëияние ãазо-
вых коìпонентов. В ка÷естве тестовых ãазов, т. е.
пpиìесей к возäуху, испоëüзоваëи паpы аöетона,

PgasFgas

PgasFgas Pat Pgas–( )Fgas PatFair+ +
---------------------------------------------------------------------

10
A B

C T+
------------–

Параметры, характеризующие тестовые растворы

Анаëит A B C Tmin, °C Tmax,°C

Аöетон 7,1327 1219,97 230,653 –64 70
7,6313 1566,69 273,419 57 205

Изопропаноë 8,00308 1505,52 211,6 10 90
7,9584 1519,66 216,829 83 205

Этаноë 8,20417 1642,89 230,3 –57 80
7,68117 1332,04 199,2 77 243

Метаноë 8,08097 1582,27 239,7 15 100
7,9701 1521,23 234 65 214

Воäа 8,07131 1730,63 233,426 1 100
8,14019 1810,94 244,485 99 374

Pис. 2. Схема газосмесительной установки:
1 — контpоëëеpы потока; 2 — теpìостат; 3 — баpботиpуеìый pаствоp анаëита

Pис. 1. Хаpактеpные кpивые тока заpядки (веpхняя кpивая) и pазpядки
(нижняя кpивая) в сенсоpных сегментах мультисенсоpного чипа:
а — pабо÷ая теìпеpатуpа ÷ипа окоëо 200 °C; б — pабо÷ая теìпеpатуpа ÷ипа
окоëо 300 °C
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воäы и этаноëа. Дëя у÷ета вëияния конöентpаöии
быëи сãенеpиpованы паpовозäуøные сìеси, соäеp-
жащие выøеуказанные конöентpаöии соответствуþ-
щих веществ. Муëüтисенсоpный ÷ип экспониpо-
ваëся в ãазовой сìеси опpеäеëенной конöентpаöии
пятü pаз äëя поëу÷ения статисти÷ески äостовеpной
выбоpки.
Кpивая пеpехоäноãо потенöиаëа, записанноãо на

pазных сенсоpных сеãìентах (n = 1, ..., 30), быëа
обpаботана как вектоpный 30-ìеpный сиãнаë, по-
стpоенный на основе пеpвых то÷ек изìеpенноãо
пеpехоäноãо потенöиаëа. Дëя анаëиза pазëи÷ий
этоãо вектоpноãо откëика в атìосфеpе pазëи÷ных
ãазов пpиìеняëся ìетоä ëинейно-äискpиìинант-
ноãо анаëиза (ЛДА) [9, 10]. Поëная совокупностü
30 пеpвых то÷ек пеpехоäноãо пpоöесса избыто÷на äëя
такоãо ÷исëа изìеpений. Поэтоìу испоëüзоваëисü
äва ìетоäа pеäукöии äанных изìеpений: 1) с поìо-
щüþ ìетоäа ãëавных коìпонент (МГК); испоëüзуе-
ìое ÷исëо МГК оãpани÷иваëосü; 2) пpоизвоëüная
выбоpка äанных. Пpи этоì все исхоäные зна÷ения
потенöиаëов ноpìиpоваëисü на ìеäианное зна÷е-
ние по всеìу набоpу.
На pис. 4 (сì. втоpуþ стоpону обëожки) пpиве-

äены pезуëüтаты pаспознавания пpиìесей тестовых
ãазов в возäухе с поìощüþ ЛДА. Оси пpостpанства
ЛДА упоpяäо÷иваþтся по степени pазäеëения кëас-
сов в этих напpавëениях; на pис. 4 и посëеäуþщих
(сì. втоpуþ стоpону обëожки) отобpажение äано
в кооpäинатной систеìе äвух пеpвых по этоìу по-
казатеëþ коìпонент ЛДА: LDA1 и LDA2. Эëëипсы
соответствуþт уpовнþ веpоятности пpинаäëежно-
сти к кëассу 0,90. Показатеëü "Сpеäнее pасстояние
ìежäу кëассаìи" (СPК) хаpактеpизует pазëи÷иìостü
кëассов в ìоäеëи и опpеäеëяется как сpеäнее кваä-
pати÷ное pасстояние кëассов от на÷аëа систеìы
кооpäинат ЛДА. Как виäно из äанных, пpи всех
конöентpаöиях тестовых ãазов их pаспознавание
явëяется впоëне уäовëетвоpитеëüныì. Хаpактеpно,
÷то СPК возpастает с pостоì конöентpаöии, а затеì
вновü уìенüøается. Эта законоìеpностü не явëяется

сëу÷айныì сëеäствиеì неäостато÷ности набpанной
статистики изìеpенных конöентpаöий тестовых
ãазов, а отpажает тот факт, ÷то пpи о÷енü высоких
конöентpаöиях äинаìи÷еская кpивая потенöиаëа
пеpестает иìетü хаpактеpный виä и стpеìится к
фоpìе, опpеäеëяеìой pезкиì на÷аëüныì паäениеì
потенöиаëа и посëеäуþщиì, по кpайней ìеpе, в ис-
поëüзованной øкаëе вpеìени, пëоскиì у÷асткоì —
фоpìой, пpеäеëüной äëя всех тестовых паpов пpи их
боëüøой конöентpаöии. Отìетиì также, ÷то виä
ЛДА-ìоäеëей, пpеäставëенных на pис. 4 (сì. втоpуþ
стоpону обëожки), хаpактеpизуется боëüøой отäа-
ëенностüþ эëëипса, соответствуþщеãо оäноìу из
паpов, от пpо÷их, пpеäставëяþщих ãpуппу пеpесе-
каþщихся эëëипсов. Пpи этоì пpи пеpехоäе от уìе-
pенных конöентpаöий к высокиì такая "выäеëен-
ностü" пеpехоäит от этаноëа к аöетону, т. е. ìеня-
ется хаpактеp ìоäеëи.
Сëеäует заìетитü: несìотpя на то, ÷то на pис. 4

pяä тестовых ãазов выãëяäит тpуäноpазëи÷иìыìи,
обpазуя коìпактнуþ ãpуппу, изъятие ìаксиìаëüно
уäаëенноãо кëасса из ìоäеëи ("поøаãовое ЛДА-
pаспознавание") позвоëяет поëу÷итü устой÷ивое
pазäеëение и пpо÷их кëассов, как ìожно виäетü на
pис. 5 (сì. втоpуþ стоpону обëожки).
Отìетиì, ÷то ноpìиpование зна÷ений потен-

öиаëа на ìеäиану существенно повыøает pазäеëе-
ние кëассов, соответствуþщих тестовыì ãазаì. Так,
в ситуаöии, показанной на pис. 4 (сì. втоpуþ сто-
pону обëожки), pазäеëение кëассов, соответствуþ-
щих pазëи÷ныì ãазаì, без ноpìиpования зна÷итеëü-
но ìенüøе, ÷еì посëе ноpìиpования на ìеäиану
(pис. 4, а): зна÷ение СPК уìенüøается от 8,1 еä.
äо 3,0 еä. Анаëоãи÷но äëя äвух äpуãих конöентpа-
öий тестовоãо ãаза в сìеси зна÷ение сpеäнеãо pас-
стояния ìежäу кëассаìи паäает äо 5,2 и 4,3 соот-
ветственно.
Фактоpоì, оãpани÷иваþщиì pаспознавание

ЛДА-кëастеpов, соответствуþщих тестовыì ãазаì,
явëяþтся существенные ваpиаöии абсоëþтных зна-
÷ений кpивых pаспpеäеëения потенöиаëа пpи воз-
äействии ãазов. Пpи этоì ваpиаöия абсоëþтных
зна÷ений потенöиаëа пpеäпоëожитеëüно связана с
эффектоì запоìинания пеpеpаспpеäеëенноãо заpяäа
ìежäу экспозиöияìи ìуëüтисенсоpноãо ÷ипа в pаз-
ëи÷ных ãазовых сpеäах.
Во всех pассìотpенных выøе ЛДА-ìоäеëях äëя

оãpани÷ения pазìеpности исхоäноãо пpостpанства
äанных испоëüзоваëся ìетоä МГК с оãpани÷ениеì
÷исëа испоëüзованных ãëавных коìпонент äо 12.
Возìожно, такая pеäукöия pазìеpности не явëяется
оптиìаëüной. В некотоpых сëу÷аях спеöиаëüный
поäбоp вpеìенных то÷ек изìеpений, испоëüзован-
ных äëя постpоения вектоpноãо сиãнаëа, äает ëу÷øий
pезуëüтат pазäеëения кëастеpов, соответствуþщих
тестовыì ãазаì, вне зависиìости от конöентpаöии
ãаза. На pис. 6, а (сì. втоpуþ стоpону обëожки),
пpивеäены pезуëüтаты ЛДА-ìоäеëиpования äëя
pазëи÷ения тестовых ãазов совокупно äëя всех тpех
конöентpаöий, поëу÷енные посëе испоëüзования
МГК с оãpани÷ениеì pазìеpности äо 12.

Pис. 3. Типичные кpивые пеpеходного потенциала в сpедней
точке сенсоpного сегмента слоя оксида металла после пpиложе-
ния к нему напpяжения:
1 — в атìосфеpе ëабоpатоpноãо возäуха; 2 — в возäухе, соäеp-
жащеì пpиìесü аöетона с высокой конöентpаöией. По абсöис-
се отëожен ноìеp то÷ки изìеpения n
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Дëя сpавнения на pис. 6, б (сì. втоpуþ стоpону
обëожки) пpеäставëена такая же ЛДА-ìоäеëü, но
постpоенная с испоëüзованиеì выбpанноãо набоpа
сеãìентов: 1—5, 7, 9, 12, 16, 20, 24, 30 äëя фоpìи-
pования обpаза (вектоpноãо сиãнаëа). Виäно, ÷то
испоëüзование такоãо набоpа то÷ек обеспе÷ивает
ëу÷øее pазäеëение кëастеpов, соответствуþщих тес-
товыì ãазаì, ÷еì пpи пpиìенении МГК с анаëоãи÷-
ныì ÷исëоì коìпонентов (12). Такиì обpазоì,
боëее тщатеëüное выäеëение пpизнаков обpаза pас-
познавания тестовых ãазов ìожет позвоëитü обес-
пе÷итü их ëу÷øее pаспознавание.
Пpи÷иной pезкоãо ухуäøения pаспознавания ãа-

зов пpи испоëüзовании в ЛДА-ìоäеëи pазëи÷ных
конöентpаöий, отëи÷аþщихся по поpяäку веëи÷ины,
закëþ÷ается в тоì, ÷то пpизнаки, позвоëяþщие
pазäеëитü ãазы, пpисутствуþщие в ìенüøих кон-
öентpаöиях, pаäикаëüно отëи÷аþтся от пpизнаков,
позвоëяþщих pазäеëитü ãазы, пpисутствуþщие в
сìеси в высоких конöентpаöиях.
Отìетиì äаëее, ÷то поëу÷енный pезуëüтат äо-

воëüно сëабоãо pазäеëения ãазов, пpисутствуþщих
в pазëи÷ных конöентpаöиях (pис. 6, а), не озна÷ает,
÷то виä кpивой pаспpеäеëения потенöиаëа, т. е. об-
pаза pаспознавания, отpажает в боëüøей ìеpе pазëи-
÷ие в конöентpаöиях ãазов, оставаясü не÷увствитеëü-
ныì к их виäу. Поäтвеpжäениеì невозìожности
такоãо вывоäа явëяется попытка pазäеëитü с испоëü-
зованиеì ЛДА конöентpаöии ãазов вне зависиìо-
сти от их виäа (pис. 7, сì. втоpуþ стоpону обëожки).
Такое pазäеëение оказывается невозìожныì. Такиì
обpазоì, опpеäеëяþщиì в фоpìиpовании отëи÷ий
пеpехоäной хаpактеpистики кpивой pаспpеäеëения
потенöиаëа вäоëü ìуëüтисенсоpноãо ÷ипа явëяется
виä ãаза, а не еãо конöентpаöия, несìотpя на то ÷то
зависиìостü от посëеäней о÷евиäна.

Заключение

Такиì обpазоì, эффекты заpяäки/pазpяäки ãазо-
÷увствитеëüноãо оксиäа ìетаëëа пpи пpиëожении
пpоäоëüноãо эëектpи÷ескоãо поëя и их pазëи÷ия в

pазных ãазовых сpеäах позвоëяþт pеаëизоватü сеëек-
тивное опpеäеëение посëеäних. С этой öеëüþ воз-
ìожны пpиìенение фоpìы pаспpеäеëения эëек-
тpи÷ескоãо потенöиаëа вäоëü оксиäноãо сëоя как
"обpаза" ãаза и ее анаëиз известныìи ìетоäаìи ис-
кусственноãо интеëëекта, напpиìеp ìетоäоì ëиней-
но-äискpиìинантноãо анаëиза и ìетоäа ãëавных
коìпонент. Поëу÷енные pезуëüтаты äеìонстpиpуþт
возìожностü осуществëения äанноãо способа се-
ëективноãо опpеäеëения ãазов и постpоения ново-
ãо ãазоанаëити÷ескоãо пpибоpа на этоì пpинöипе.
Автоpы благодаpят за сотpудничество сотpудников

гpупп д-pа М. Зоммеpа и д-pа М. Бpунса (Технологи-
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The authors investigate feasibility of application of the charging/discharging effects observed in the gas-sensitive metal oxides
under the effect of a longitudinal electric field, and their variations at different atmospheres for a selective analyze of the gas
of interest. The authors employ a concept of the gas-analytical devices, which operate on the principles of the biological olfactory
system. Such devices, often referred to in literature as "electronic noses", are based on the multi-sensor array, which generates
a primary vector signal under the influence of the gas mixture, and a pattern recognition technique based on the algorithms, which
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process the cumulative multi-sensor array signal. Like in case with a biological analogy, the analysis of the gas mixture is carried
out not due toits decomposition into components, as it is done in the traditional spectrometers, but due to an odor "image" recognition
complex. For measuring of the resistance of each segment of the multi-sensor array chip, an electric field (potential difference)
is applied. The transient response of the measuring current, as it was shown in our previous studies, depends on the kind of
a gas and the concentration of its constituent components. Here we employ a chemiresistor array based on the SnO2:Pt thin
film segmented by multiple electrodes into a chip. The authors describe the charging processes in such structures experimentally
observed at the operating temperatures of about 300 °C. The longitudinal electrical field applied along the metal oxide film
is distorted. This electric potential distortion depends on the gas and may serve as an "image" (or a vector signal) of the gas.
We process this "image" with the use of a linear discriminant analysis. The results obtained demonstrate feasibility of this meth-
od for a selective identification of the gas of interest and development of new gas-detection instruments based on this principle.
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Исследование многоуpовневых нечетких диагностических систем 
с использованием стохастической модели1

Введение

Диаãностика постепенно pазвиваþщихся откëо-
нений от øтатноãо pежиìа пpи функöиониpова-
нии сëожных äинаìи÷еских объектов и систеì яв-
ëяется хоpоøо известной пpобëеìой. К сëожныì
äинаìи÷ескиì объектаì ìоãут бытü отнесены объ-

екты pазëи÷ной пpиpоäы (в тоì ÷исëе техни÷еские,
хиìи÷еские, биоëоãи÷еские и т. ä.). Сëожные äина-
ìи÷еские объекты хаpактеpизуþтся оãpани÷енныì
÷исëоì контpоëиpуеìых паpаìетpов, высокой pаз-
ìеpностüþ, pазветвëенной стpуктуpой, неëиней-
ныìи хаpактеpистикаìи, отсутствиеì аäекватноãо
ìатеìати÷ескоãо описания. Существует öеëый pяä
пpинöипов постpоения систеì äиаãностики äëя
таких объектов [1, 2]. Все они обëаäаþт опpеäеëен-

Пpоводится анализ эффективности pаботы диагностических систем малых pазмеpностей (2...3 неиспpавности) пpи малом
числе пpизнаков (1...3). Системы базиpуются на нечетком логическом выводе. Исследования пpоводятся с пpименением сто-
хастической модели объекта. Показывается, что диагностические системы полной pазмеpности во многих случаях не обес-
печивают однозначное и качественное pешение задачи диагностики.
Ключевые слова: стохастическая модель, нечеткая логика, многоуpовневая система

 1 Статüя поäãотовëена пpи финансовой поääеpжке PФФИ
(пpоект 13-01-00082а).
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ныìи äостоинстваìи и неäостаткаìи пpиìени-
теëüно к конкpетноìу äиаãностиpуеìоìу объекту и
усëовияì еãо функöиониpования. Оäниì из эффек-
тивных напpавëений постpоения äиаãности÷еских
систеì явëяется испоëüзование "ìяãких вы÷исëений"
[3, 4] и, в ÷астности, пpиìенение не÷еткоãо ëоãи-
÷ескоãо вывоäа. В pаботе [5] на пpиìеpе постpоения
систеìы äиаãностики патоëоãий сет÷атки ãëаза с
испоëüзованиеì не÷еткоãо ëоãи÷ескоãо вывоäа по-
казывается öеëесообpазностü постpоения ìноãо-
уpовневых äиаãности÷еских систеì. Особенностüþ
сет÷атки ãëаза как äиаãностиpуеìоãо äинаìи÷е-
скоãо объекта явëяется боëüøое ÷исëо возìожных
патоëоãий (äëя техни÷ескоãо объекта — неиспpав-
ностей), неäостато÷ное ÷исëо контpоëиpуеìых пpи-
знаков и боëüøие обëасти пеpесе÷ений äëя pазных
патоëоãий по саìиì пpизнакаì. Иìенно эти усëо-
вия äеëаþт äиаãности÷ескуþ систеìу, в котоpой
испоëüзуþтся оäновpеìенно все пpизнаки, ìенее
эффективной по сpавнениþ с ìноãоуpовневой
иеpаpхи÷еской систеìой [6]. На нижнеì уpовне та-
ких äиаãности÷еских систеì фоpìиpуется öеëый pяä
поäсистеì ìаëой pазìеpности äëя äиаãностики
конкpетных патоëоãий (неиспpавностей). Вìесте с
теì, в pаботе [5] не pаскpывается ìеханизì фоpìи-
pования саìих поäсистеì нижнеãо уpовня, котоpый
пpизван повыситü эффективностü pаботы всей
ìноãоуpовневой äиаãности÷еской систеìы. 

Постановка задачи

В äанной pаботе пpовоäится анаëиз эффектив-
ности pаботы äиаãности÷еских систеì ìаëых pаз-
ìеpностей (2...3 неиспpавности) пpи ìаëоì ÷исëе
пpизнаков (1...3). Систеìы базиpуþтся на не÷ет-
коì ëоãи÷ескоì вывоäе. Иссëеäования пpовоäятся
с пpиìенениеì стохасти÷еской ìоäеëи объекта, ÷то
поäpазуìевает ãенеpиpование сëу÷айныì обpазоì
зна÷ений пpизнаков с заäанныìи ìатеìати÷ескиìи
ожиäанияìи (МО) и зна÷енияìи сpеäнекваäpати-
÷ескоãо откëонения (СКО) äëя соответствуþщих
виäов неиспpавностей (патоëоãий). Пpи этоì иссëе-
äуþтся pазëи÷ные ваpианты фоpìиpуеìых функ-
öий пpинаäëежности (ФП), виäы pаспpеäеëений
ãенеpиpуеìых пpизнаков, их МО и СКО. Испоëü-
зование стохасти÷еской ìоäеëи объекта весüìа по-
ëезно пpи иссëеäованиях, так как позвоëяет оöени-
ватü эффективностü pаботы систеìы äиаãностики
пpи ìаëых объеìах обу÷аþщих выбоpок. Понятие
"эффективностü" в äанной pаботе связывается с
пpеваëиpуþщиì зна÷ениеì степени соответствия
пpавиëüноãо äиаãноза неиспpавности по сpавнениþ
со степеняìи соответствий невеpных äиаãнозов.

Диагностика двух видов неиспpавностей
по одному пpизнаку

Pассìотpиì вопpосы, возникаþщие пpи постpое-
нии пpостейøей äиаãности÷еской систеìы с äвуìя
виäаìи неиспpавностей N1 и N2 и оäниì pеãист-
pиpуеìыì пpизнакоì A. На pис. 1 показаны воз-

ìожные схеìы взаиìноãо pаспpеäеëения обëастей
зна÷ений pеãистpиpуеìоãо пpизнака PA на ÷исëовой
оси äëя кажäой из неиспpавностей N1 и N2. Отìе-
тиì, ÷то на этоì и посëеäуþщих pисунках показаны
тоëüко обëасти pавноìеpно pаспpеäеëенных зна-
÷ений паpаìетpов äëя соответствуþщих неиспpав-
ностей, а äуãи наä ниìи äаны äëя наãëяäности, и
никакой коëи÷ественной ìеpы они не несут.
Дëя äиаãностики в сëу÷ае pис. 1, а äостато÷но

pазäеëитü обëастü пpизнака PA на äве ÷асти. Есëи
пpи äиаãностике о÷еpеäноãо объекта пpизнак PA
ëежит в ëевой ÷асти, то это — неиспpавностü N1,
ина÷е — N2.
Дëя сëу÷ая pис. 1, б äиаãностика пpоисхоäит ана-

ëоãи÷но сëу÷аþ pис. 1, а. Оäнако в ìаëой обëасти
пеpесе÷ения естü веpоятностü оøибо÷ноãо äиаãноза.
В сëу÷ае pис. 1, в веpоятностü оøибо÷ноãо äи-

аãноза становится боëüøой и пpостейøий поäхоä к
äиаãностиpованиþ становится затpуäнитеëüныì.
В сëу÷ае pис. 1, г äиаãностика по ÷исëовыì зна-

÷енияì PA äанноãо пpизнака А невозìожна, по-
скоëüку ëþбое зна÷ение пpизнака оäинаково поä-
хоäит äëя обеих неиспpавностей.
В сëу÷ае pис. 1, д естü возìожностü искëþ÷итü

неиспpавностü N2, есëи обëасти зна÷ений пpизнака
P1 äëя неиспpавности N1 оказываþтся вне äиапа-
зона зна÷ений пpизнака P1 äëя неиспpавности N2.
Оäнако в общей зоне зна÷ений пpизнаков этот ва-
pиант совпаäает со сëу÷аяìи pис. 1, в и г.
Такиì обpазоì, äëя эффективноãо äиаãности-

pования в сëу÷аях pис. 1, в, г и д необхоäиìо иìетü
боëüøе инфоpìаöии, а иìенно äопоëнитеëüные
пpизнаки.
Пpи увеëи÷ении ÷исëа неиспpавностей N ÷исëо

возìожных ваpиантов взаиìных пеpесе÷ений ìно-
жеств зна÷ений PA еäинственноãо пpизнака A äëя
этих неиспpавностей также pастет. Так, пpи тpех
виäах неиспpавностей, поìиìо описанных pанее
сëу÷аев, äобавëяется ìножество зна÷ений пpизнака
äëя тpетей неиспpавности, котоpое ìожет также пе-
pесекатü äpуãие äва иëи оäно ìножество зна÷ений
иëи не пеpесекатü их вовсе. В pяäе сëу÷аев тpи не-
испpавности ìожно pазбитü на äве ãpуппы, состоя-
щие из оäной и äвух неиспpавностей, и pассìат-
pиватü эти ãpуппы как систеìу 1 Ѕ 2 (1 пpизнак и
2 неиспpавности) с посëеäуþщиì отäеëüныì ана-
ëизоì ãpуппы из äвух неиспpавностей соãëасно
систеìе 1 Ѕ 2. В систеìе pастет ÷исëо ваpиантов,

Pис. 1. Ваpианты взаимного pаспpеделения областей значений
pегистpиpуемого пpизнака PA для двух неиспpавностей N1 и N2
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коãäа äëя повыøения эффективности äиаãностики
тpебуется боëüøе инфоpìаöии в виäе новых пpи-
знаков P.
Дëя äиаãностики äвух неиспpавностей äопоëни-

теëüные пpизнаки тpебуþтся тоëüко в тоì сëу÷ае,
есëи иìеþщийся пpизнак "не pаботает", как в сëу-
÷аях pис. 1, в, г и д (кpоìе ваpианта, коãäа ìожно ис-
кëþ÷итü неиспpавностü N2). Пpи äобавëении втоpоãо
пpизнака необхоäиìо иссëеäоватü оба их оäно-
вpеìенно.

Диагностика тpех видов неиспpавностей
по двум пpизнакам

Дëя поäобной систеìы ìожно пpеäëожитü тpи
возìожных ваpианта pаспpеäеëений ìножеств зна-
÷ений пpизнаков по неиспpавностяì.
Пеpвый, тpивиаëüный ваpиант, коãäа ìножества

зна÷ений пpизнаков соответствуþщих неиспpав-
ностей взаиìно не пеpесекаþтся, pассìатpиватü не
буäеì.

Pассìотpиì втоpой ваpиант, показанный на
pис. 2, коãäа по кажäоìу пpизнаку возìожно с о÷е-
виäностüþ äиаãностиpоватü оäну неиспpавностü.

В äанноì сëу÷ае неиспpавностü N1 выäеëяется
своиì о÷евиäныì ìножествоì зна÷ений по пpи-
знаку PA. Оäнако äpуãие äве пеpесекаþщиеся не-
испpавности N2 и N3 пpивоäят к оäноìу из ваpи-
антов, описанных в систеìе 1 Ѕ 2. Поскоëüку pас-
сìатpиваеìая систеìа иìеет äва пpизнака, то
äостато÷но pассìотpетü эти äве неиспpавности как
оäну ãpуппу "не-N1" ( ), а неиспpавностü N1 —
как ãpуппу неиспpавностей N1. Анаëоãи÷но pазäе-
ëяþтся неиспpавности и по пpизнаку PB на "не-N3"
( ) и N3. Даëее анаëизиpуþтся зна÷ения пpизна-
ков и опpеäеëяется, поä какие неиспpавности они
попаäаþт. Диаãностика неиспpавности соãëасуется
с табë. 1.
В боëее сëожноì, тpетüеì сëу÷ае, коãäа ãpуппы

неиспpавностей pазäеëяþтся оäинаково äëя обоих
пpизнаков, оäнозна÷но ìожно опpеäеëитü иëи от-
веpãнутü ëиøü оäну неиспpавностü. Факти÷ески оба
пpизнака äубëиpуþт äpуã äpуãа.
Поä äанный сëу÷ай поäпаäаþт такие неиспpав-

ности, ìножество зна÷ений пpизнаков котоpых не
позвоëяет оäнозна÷но опpеäеëитü ни оäну из неис-
пpавностей объекта. Дëя тоãо ÷тобы äиаãностиpо-
ватü неиспpавностü, необхоäиìо оöенитü степенü
ее пpинаäëежности иìенно к этоìу виäу неиспpав-
ности объекта. Pеøитü äаннуþ заäа÷у возìожно,
испоëüзуя аппаpат не÷еткой ëоãики.
Дëя пpиìеpа pассìотpиì систеìы 2 Ѕ 2 и 2 Ѕ 3.

Дëя составëения базы неиспpавностей (обу÷аþщей
выбоpки) и äëя пpовеpки pаботы ìетоäа испоëüзу-
ется стохасти÷еская ìоäеëü объекта. В äанноì сëу÷ае
быëа pазpаботана пpоöеäуpа ãенеpаöии сëу÷айных
"неиспpавностей". "Неиспpавности" созäаþтся за
с÷ет сëу÷айноãо откëонения от усëовноãо МО и в
пpеäеëах указанноãо СКО, пpи этоì испоëüзуется
pавноìеpный закон pаспpеäеëения. Дëя неиспpав-
ностей N1 и N2 в систеìе 2 Ѕ 2 выбиpаþтся äве паpы
МО пpизнаков (P1A, P1B и P2A, P2B соответственно).
Даëее поäкëþ÷ается пpоöеäуpа оöенивания поëу-
÷енных зна÷ений паpаìетpов ìетоäоì не÷еткой
ëоãики. Пpи этоì pассìатpиваþтся тpи ваpианта
фоpìиpования виäов теpìов функöий пpинаäëеж-
ности (pис. 3) — ëинейный, синусоиäаëüный и
коpневой.

Pис. 2. Ваpиант pаспpеделения множества значений пpизнаков
тpех неиспpавностей по двум пpизнакам PA и PB

Табëиöа 1
Соответствие признаков и групп неисправностей

PA PB Неисправностü

N1 N1

N2

N3 N3

N3

N1 N3

N1

Pис. 3. Виды функций пpинадлежности (а — линейный, б — синусоидальный, в — коpневой)

N1

N3
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Линейные теpìы:

(1)

Синусоиäаëüные теpìы:

(2)

Коpневые теpìы:

(3)

Зäесü x1 и x2 — МО паpаìетpа A иëи B äëя не-
испpавностей N1 и N2 соответственно, x — ãенеpи-
pуеìые зна÷ения паpаìетpов A иëи B.
Дëя опpеäеëения тоãо факта, к какой неиспpав-

ности äоëжен относитüся äанный паpаìетp, необхо-
äиìо сфоpìиpоватü не÷еткое соответствие ìежäу
ìножестваìи паpаìетpов и неиспpавностей [7—9].
В äанноì сëу÷ае это соответствие буäет иìетü виä,
пpеäставëенный в табë. 2. 

Дëя опpеäеëения степени пpинаäëежности не-
испpавности испоëüзуется ìаксìинная коìпозиöия:

P(N1) = max ; (4)

P(N2) = max . (5)

Так как функöии пpинаäëежности ëежат в äиапа-
зоне [0; 1], то min[P, 0] = 0, min[P, 1] = P, и соотно-
øения äëя опpеäеëения степеней пpинаäëежности
(4) и (5) в äанноì сëу÷ае пpиниìаþт сëеäуþщий виä:

P(N1) = max[P1(A), P1(B)]; (6)

P(N1) = max[P2(A), P2(B)]. (7)

Дëя систеìы 2 Ѕ 3 аëãоpитì отëи÷ается тоëüко на-
ëи÷иеì пpизнака C, äëя котоpоãо выпоëняþтся те же
саìые вы÷исëения. Но, поìиìо систеìы äиаãности-
ки A—B—C, ãäе pассìатpиваþтся все пpизнаки в со-
вокупности, оäновpеìенно pассìотpены систеìы из
äвух паpаìетpов, а иìенно A—B, B—C, A—C. Затеì
эти систеìы быëи испоëüзованы äëя втоpоãо уpовня
äиаãностики в äвухуpовневой систеìе AB—BC—AC,
ãäе pасс÷итываëосü сpеäнее зна÷ение степеней пpи-
наäëежности по всеì систеìаì пеpвоãо уpовня. Во
всех ваpиантах выбиpается неиспpавностü с ìакси-
ìаëüныì зна÷ениеì степени пpинаäëежности.
Дëя сpавнения эффективности этих систеì и

виäов ФП быëи иссëеäованы 600 неиспpавностей.
Pезуëüтаты пpеäставëены в табë. 3.
Как виäно из табë. 3, эффективностü äвухуpов-

невой систеìы AB—BC—AC зависит от виäа ФП, ÷то

P1(x) = 1, x m x1;

P1(x) = , x1 < x < x2;

P1(x) = 0, x l x2;

x2 x–

x2 x1–
-------------

P2(x) = 0, x m x1;

P2(x) = , x1 < x < x2;

P2(x) = 1, x l x2.

x x1–

x2 x1–
-------------

P1(x) = 1, x m x1;

P1(x) = 0,5 + , x1 < x < x2;

P1(x) = 0, x l x2;

cos
x x1–

x2 x1–
-------------π⎝ ⎠

⎛ ⎞

2
--------------------------

P2(x) = 0, x m x1;

P2(x) = 0,5 – , x1 < x < x2;

P2(x) = 1, x l x2.

cos
x x1–

x2 x1–
-------------π⎝ ⎠

⎛ ⎞

2
--------------------------

P1(x) = 1, x m x1;

P1(x) = 0,5 + , x1 < x m ;

P1(x) = 0,5 – ,  < x < x2;

P1(x) = 0, x l x2;

2x x2– x1–

x2 x1–
----------------------

2
-------------------------

x2 x1+

2
-------------

2x x2– x1–

x2 x1–
----------------------

2
-------------------------

x2 x1+

2
-------------

P2(x) = 0, x m x1;

P2(x) = 0,5 – , x1 < x m ;

P2(x) = 0,5 + ,  < x < x2;

P2(x) = 1, x l x2.

2x x2– x1–

x2 x1–
----------------------

2
-------------------------

x2 x1+

2
-------------

2x x2– x1–

x2 x1–
----------------------

2
-------------------------

x2 x1+

2
-------------

min P1 A( ) 1,[ ]

min P2 A( ) 0,[ ]

min P1 B( ) 1,[ ]

min P2 B( ) 0,[ ]

min P1 A( ) 0,[ ]

min P2 A( ) 1,[ ]

min P1 B( ) 0,[ ]

min P2 B( ) 1,[ ]

Табëиöа 3
Сравнение числа ошибочных диагностик,

полученных разными системами и разными видами ФП

Систеìы 
параìетров

Линейный 
виä ФП

Синусоиäаëüный 
виä ФП

Корневой 
виä ФП

A-B 26 26 26
B-C 30 31 30
A-C 24 25 + 1 неопре-

äеëенный
24 + 1 неопре-

äеëенный
A-B-C 12 12 12

AB-BC-AC 12 17 18

Табëиöа 2
Нечеткое соответствие между множествами параметров

и неисправностей

Признак N1 N2

P1A 1 0
P2A 0 1
P1B 1 0
P2B 0 1
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не пpотивоpе÷ит известныì поëоженияì [10—14]
о пpеäпо÷титеëüности испоëüзования ëинейных
фоpì ФП. Отìетиì так же, ÷то ëинейная фоpìа ФП
не выäаëа неопpеäеëенных äиаãностик, т. е. не быëо
ситуаöии, в котоpой äве неиспpавности поëу÷иëи
оäинаковые зна÷ения степени пpинаäëежности.
Вìесте с теì, в pеаëüных усëовиях оãpани÷ен-

ностü обу÷аþщей выбоpки не позвоëяет то÷но опpе-
äеëитü зна÷ение МО. В связи с этиì öеëесообpазно
ãpаниöы изìенения ФП опpеäеëятü ìаксиìаëüныìи
и ìиниìаëüныìи зна÷енияìи из ìножества зна÷е-
ний пpизнака неиспpавности:

P1(x) = ; (8)

P2(x) = , (9)

ãäе xmax и xmin — ìаксиìаëüное и ìиниìаëüное
зна÷ения паpаìетpа A иëи B.
В ка÷естве экспеpиìента быëи сãенеpиpованы

600 "объектов" с СКО пpизнаков, pавныì 75 % от-
носитеëüно МО сосеäних пpизнаков. В pезуëüтате
экспеpиìента ÷исëо оøибо÷ных pезуëüтатов äиаã-
ностиpования не пpевысиëо 5 %. Данная поãpеø-
ностü связана с неäостаткоì äанных, боëüøиì пе-
pесе÷ениеì ìножеств пpизнаков неиспpавностей и
pавноìеpныì законоì pаспpеäеëения паpаìетpов
пpизнаков неиспpавностей внутpи этих ìножеств.

Диагностика тpех видов неиспpавностей
по тpем пpизнакам

Pассìотpиì систеìу 3 Ѕ 3, показаннуþ на pис. 4.
В äанноì сëу÷ае табëиöа соответствия "неиспpав-

ностü — пpизнак" ìожет составëятüся äëя пpизна-
ков A и C анаëоãи÷но ваpианту, pассìотpенноìу
выøе на pис. 2. Оäнако о÷евиäно, ÷то äëя пpи-
знака B öеëесообpазно увеëи÷итü ÷исëо теpìов äо
тpех. ФП в этоì сëу÷ае буäет оöениватüся систеìой 

и буäет иìетü виä, показанный на pис. 5.
Дëя äанной систеìы табëиöа соответствия буäет

иìетü виä, пpеäставëенный в табë. 4. 

Даëее все вы÷исëения анаëоãи÷ны вы÷исëенияì
äëя систеìы 3 Ѕ 3. Соответственно, пpи pосте ÷исëа
неиспpавностей естü сìысë повыøатü ÷исëо теp-
ìов у некотоpых пpизнаков. Пpи этоì жеëатеëüно,
÷тобы кажäоìу теpìу соответствоваëа хотя бы оäна
неиспpавностü.

Pассìотpенные пpиìеpы показываþт возìож-
ностü созäания оäноуpовневой äиаãности÷еской
систеìы, котоpая позвоëяет уäовëетвоpитеëüно
äиаãностиpоватü оäновpеìенно все неиспpавности
объекта с оäновpеìенныì испоëüзованиеì всех
иìеþщихся пpизнаков.

Pассìотpиì äаëее боëее сëожные сëу÷аи, коãäа
оäноуpовневые систеìы äиаãностики оказываþтся
ìенее эффективныìи по сpавнениþ с äвухуpовне-
выìи систеìаìи.
Оäниì из pаспpостpаненных и хаpактеpных

пpиìеpов явëяется сëу÷ай, коãäа по оäноìу иëи
боëее пpизнакаì ìножество зна÷ений пpизнаков
оäной неиспpавности пеpекpывает все остаëüные.
На пеpвый взãëяä поäобные пpизнаки явëяþтся

xmax x–

xmax xmin–
----------------------

x xmin–

xmax xmin–
----------------------

P1(x) = 

P2(x) = 

P3(x) = 

, x < ;

0, x l ;

xmax 2x–

xmax xmin–
----------------------

xmax xmin–

2
----------------------

xmax xmin–

2
----------------------

, x < ;

1 – ,x l ;

xmax 2x+

xmax xmin–
----------------------

xmax xmin–

2
----------------------

2x xmin–

xmax xmin–
----------------------

xmax xmin–

2
----------------------

0, x < ;

, x l .

xmax xmin–

2
----------------------

2x xmax–

xmax xmin–
----------------------

xmax xmin–

2
----------------------

Pис. 4. Pаспpеделение множеств значений тpех пpизнаков для
тpех неиспpавностей

Pис. 5. Вид ФП с тpемя теpмами

Табëиöа 4
Таблица соответствия системы 3 Ѕ 3

Признак N1 N2 N3

P1A 1 1 0
P2A 0 0 1
P1B 1 0 0
P2B 0 1 0
P3B 0 0 1
P1С 1 0 0
P2C 0 1 1
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ìаëоинфоpìативныìи. Оäнако это äаëеко не так.
На pис. 6 пpеäставëен пpиìеp pаспpеäеëения ìно-
жеств зна÷ений пpизнаков тpех неиспpавностей.
В pеаëизаöии такой систеìы быëа испоëüзована пpо-
ãpаììа, описанная pанее, и äанные pеаëüных объ-
ектов. Пpи пpовеäении иссëеäований быëи сãене-
pиpованы 600 объектов в систеìе 3 Ѕ 3 соãëасно
pаспpеäеëенияì ìножеств зна÷ений пpизнаков
тpех неиспpавностей, показанныì на pис. 6.
Дëя повыøения ка÷ества äиаãностиpования объ-

екта в pассìатpиваеìоì ваpианте öеëесообpазно
увеëи÷иватü ÷исëо теpìов ФП в öеëях "усиëения"
зна÷иìости обëастей зна÷ений пpизнаков неиспpав-
ностей, котоpые оказываþтся пеpекpытыìи оäной
общей неиспpавностüþ (пpизнаки B и C на pис. 6).
Дëя äанноãо сëу÷ая пpеäëаãается функöия пpи-

наäëежности (pис. 7), котоpая соäеpжит pяä оäи-
наковых тpеуãоëüных теpìов, охватываþщих ин-
теpваëы оäинаковой äëины от ìиниìаëüноãо зна-
÷ения äанноãо паpаìетpа äо ìаксиìаëüноãо.
Шиpина оäноãо теpìа опpеäеëяется ìиниìаëüной
зоной, котоpуþ ìожет заниìатü оäно из ìножеств
зна÷ений опpеäеëенной неиспpавности по äанно-
ìу паpаìетpу. Такое пpеäставëение ФП уäобно
пpи пpоãpаììиpовании. В äанноì ÷исëовоì пpи-
ìеpе таких теpìов поëу÷иëосü сеìü.
Даëее быëа составëена табëиöа соответствия из

у÷ета, какие теpìы пеpесекаþт pаспpеäеëение па-
pаìетpа äанной неиспpавности (табë. 5).
Даëее пpи ãенеpаöии сëу÷айноãо состояния объ-

екта вы÷исëяется вектоp пpинаäëежности и пеpе-

ìножается с табëиöей соответствия соответствуþ-
щеãо паpаìетpа, в pезуëüтате ÷еãо поëу÷ается вектоp
соответствия "паpаìетp—неиспpавностü", опpеäе-
ëяþщий pезуëüтаты pаботы систеì нижнеãо уpовня.
Пpи этоì не обязатеëüно, ÷тобы систеìы нижнеãо
уpовня pаботаëи тоëüко по оäноìу паpаìетpу. Пеpе-
хоä в äиаãностиpовании на боëее высокий уpовенü
(A—B—C) выпоëняется за с÷ет вы÷исëения сpеäних
зна÷ений по всеì поëу÷енныì на нижнеì уpовне
соответствий "паpаìетp—неиспpавностü" относи-
теëüно кажäой неиспpавности. Пpи этоì неиспpав-
ностü, поëу÷ивøая ìаксиìаëüное зна÷ение, пpи-
знается истинной (в сëу÷ае, есëи таких неиспpавно-
стей нескоëüко, пpизнается возìожностü наëи÷ия
обеих неиспpавностей, но äëя уто÷нения pезуëüтата
необхоäиìа äопоëнитеëüная инфоpìаöия).
В pезуëüтате такоãо аëãоpитìа пpи ãенеpаöии

600 сëу÷айных состояний все неиспpавности быëи
выявëены, оäнако 216 выявëены неявно, т. е. по-
ìиìо нее выявëена еще оäна неиспpавностü. Это
обусëовëено теì, ÷то неиспpавность 3 во всех тpех
паpаìетpах поëностüþ пеpекpывается неиспpавно-
стью 1, поэтоìу есëи истинная неиспpавностü —
неиспpавность 1, то опpеäеëяется возìожностü не-
испpавности 3. Оäнако есëи по какоìу-то паpаìетpу
состояние не поäпаäает поä неиспpавность 1 иëи 2,
то оäнозна÷но пpизнается неиспpавность 3. Неис-
пpавность 2 иìеет яpко выpаженное отëи÷ие от не-
испpавностей 1 и 3 в паpаìетpе А, поэтоìу также
äостовеpно ìожет бытü выявëена по пpизнаку А.
В табë. 6 пpивеäены pезуëüтаты äиаãностики

600 объектов ÷етыpüìя систеìаìи: тpи систеìы
оäноуpовневые (A, B и C) и оäна систеìа äвухуpов-

Pис. 7. Вид функции пpинадлежности: L1—L7 — теpмы 1—7,
xmin, xmax — минимальное и максимальное значения паpаметpа
соответственно

Pис. 6. Области множеств значений пpизнаков неиспpавностей
N1, N2, N3 по паpаметpам A, B, C

Табëиöа 5
Таблицы соответствия неисправностей,
параметров и функции принадлежности

Параìетр Неисправностü
Терìы

L1 L2 L3 L4 L5 L6 L7

A
N1 1 1 1 0 0 0 0
N2 0 0 0 1 1 1 1
N3 1 1 1 0 0 0 0

B
N1 1 1 1 1 1 1 1
N2 0 0 1 1 0 0 0
N3 0 0 1 1 0 0 0

C
N1 1 1 1 1 1 1 1
N2 0 0 1 1 0 0 0
N3 0 0 1 1 0 0 0

Табëиöа 6
Таблица результатов исследования

Систеìа Верно
Оäно-
зна÷но 
верно

Неверно
Оäно-
зна÷но 
неверно

Спорно

A 600 203 397 0 397
B 600 203 764 0 299
C 600 186 828 0 459

A-B-C 600 384 216 0 216
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невая (A—B—C). Все систеìы pаспознаëи истин-
нуþ неиспpавностü в кажäоì объекте (стоëбеö
"Веpно"), оäнако в некотоpых объектах также быëи
äиаãностиpованы и невеpные неиспpавности (стоë-
беö "Невеpно"). По pезуëüтатаì äиаãностиpования
с выявëениеì тоëüко веpной неиспpавности (стоë-
беö "Оäнозна÷но веpно") виäно, ÷то äвухуpовневая
систеìа явëяется боëее эффективной, в отëи÷ие от
оäноуpовневых систеì. В некотоpых сëу÷аях на
оäин объект пpихоäиëосü, поìиìо веpноãо выяв-
ëения äиаãноза, äва невеpных, в связи с этиì ÷исëо
невеpных äиаãнозов (стоëбеö "Невеpно") ìожет
пpевыøатü ÷исëо объектов, и по этиì pезуëüтатаì
также виäно, ÷то äвухуpовневая систеìа явëяется
боëее эффективной. Сëу÷аев, коãäа не быëа выяв-

ëена веpная неиспpавностü (стоëбеö "Оäнозна÷но
невеpно"), не быëо. Оöенка pезуëüтатов, коãäа быëи
выявëены как веpные, так и невеpные неиспpав-
ности (стоëбеö "Споpно"), ëиøü поäтвеpжäает
выøеописанные pезуëüтаты.
Дpуãиì хаpактеpныì пpиìеpоì явëяется сëу÷ай

систеìы 3 Ѕ 3, коãäа оäин паpаìетp явëяется не-
инфоpìативныì (паpаìетp PA, сì. pис. 8, табë. 7, 8).
В äанноì экспеpиìенте объекты быëи иссëеäо-

ваны оäноуpовневыìи систеìаìи A, B, C, а также
äвухуpовневыìи систеìаìи A—B, B—C, A—C и
A—B—C. Как виäно из табë. 8, наиëу÷øее pаспо-
знавание неиспpавностей осуществиëи систеìы C,
B—C, A—B—C (стоëбеö "Веpно"), оäнако боëüøе
всеãо оäнозна÷но веpные pезуëüтаты (без иных ва-
pиантов неиспpавностей) выäаваëи систеìы B—C
и A—B—C. Систеìа A не выявиëа ни оäноãо оäно-
зна÷ноãо pезуëüтата, поскоëüку паpаìетpы всех тpех
неиспpавностей по÷ти оäинаково pаспpеäеëены на
äанноì пpизнаке. Этиì же объясняется и тот факт,
÷то систеìа A—B—C показаëа нескоëüко хуже pе-
зуëüтат, ÷еì систеìа B—C из-за наëи÷ия ìаëоин-
фоpìативноãо пpизнака A.

Pезуëüтат pаботы äвухуpовневой систеìы A—
B—C показывает, ÷то äëя фоpìиpования äвухуpов-
невой äиаãности÷еской систеìы сëеäует испоëüзо-
ватü инфоpìативные пpизнаки äëя äиаãностики
äанноãо виäа неиспpавности. Пpи этоì ÷исëо пpи-
знаков в систеìе ìожет уìенüøитüся, но ка÷ество
äиаãностиpования пpи этоì уëу÷øится.

Заключение

Заäа÷а pазpаботки систеìы äиаãностики неис-
пpавностей сëожноãо äинаìи÷ескоãо объекта из-
на÷аëüно иìеет äовоëüно высокуþ pазìеpностü,
÷то не позвоëяет эффективно, оäнозна÷но и ка÷е-
ственно pеøитü заäа÷у путеì постpоения такой
систеìы поëной pазìеpности.
Постpоение ìноãоуpовневой äиаãности÷еской

систеìы с испоëüзованиеì не÷еткой ëоãики öеëе-
сообpазно на÷инатü с взаиìноãо сопоставëения
ìножеств зна÷ений пpизнаков äëя соответствуþщих
неиспpавностей в öеëях опpеäеëения возìожности
постpоения пеpвоãо, нижнеãо уpовня систеìы äи-
аãностики. На этоì уpовне ìоãут бытü опpеäеëены
о÷евиäные неиспpавности ëибо выäеëены ãpуппы
неиспpавностей.
На сëеäуþщеì уpовне, с испоëüзованиеì äопоë-

нитеëüных пpизнаков, ìетоäаìи не÷еткой ëоãики
пpовоäится äиаãностика конкpетных неиспpавно-
стей в пpеäваpитеëüной выäеëенной на нижнеì
уpовне ãpуппе неиспpавностей. Пpи этоì пpизнак,
котоpый испоëüзоваëся äëя выäеëения ãpуппы не-
испpавностей на нижнеì уpовне äиаãностики, äаëее
на втоpоì уpовне испоëüзоватü не сëеäует из-за
ìаëой еãо инфоpìативности на втоpоì уpовне.
В pазpабатываеìой систеìе äиаãностики ìетоä

не÷еткой ëоãики наибоëее пpоäуктивен пpи испоëü-
зовании функöий пpинаäëежности теpìов тpе-
уãоëüноãо виäа. С pостоì ÷исëа неиспpавностей и
в зависиìости от pаспоëожения ìножеств зна÷ений

Табëиöа 7
Таблицы соответствия неисправностей,
параметров и функции принадлежности

Параìетр Неисправностü
Терìы

L1 L2 L3 L4 L5 L6 L7

A
N1 1 1 1 1 1 1 1
N2 1 1 1 1 1 1 1
N3 0 1 1 1 1 1 0

B
N1 1 1 1 1 0 0 0
N2 0 1 1 1 1 1 0
N3 0 0 0 0 1 1 1

C
N1 0 1 1 1 1 1 0
N2 1 1 1 1 0 0 0
N3 0 0 0 0 1 1 1

Табëиöа 8
Таблица результатов исследования

Систеìа Верно
Оäно-
зна÷но 
верно

Неверно
Оäно-
зна÷но 
неверно

Спорно

A 600 0 1172 0 600
B 583 137 463 17 446
C 591 183 417 9 408

A-B 584 127 473 16 457
B-C 600 429 171 0 171
A-C 595 169 431 5 326

A-B-C 600 416 184 0 184

Pис. 8. Pаспpеделение множеств значений пpизнаков неиспpав-
ностей N1, N2, N3 по паpаметpам A, B, C
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пpизнаков иìеет сìысë повыøатü ÷исëо теpìов.
Пpи этоì жеëатеëüно, ÷тобы кажäоìу теpìу соот-
ветствоваëа хотя бы оäна неиспpавностü.
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The article analyzes effectiveness of the diagnostic systems of small dimensions (2—3 faults) with a small number of fea-
tures (1—3). The systems are based on a fuzzy inference. Research is conducted using a stochastic model of an object, which
implies generation of random characteristic values with given expectation (MO) and values of the standard deviation (SD)
for the respective types of faults (pathologies). Herewith, various options are generated, membership functions, the types of dis-
tributions generated by the signs, their MO and SD are explored. A stochastic model of the object allows us to measure the
performance of the diagnostic system with small volumes of training samples. It is shown that in many cases the diagnostic system
of full dimension does not provide an unambiguous and quality solution to the problem of diagnostics. Itis advisable to start
construction of a multi-level diagnostic system using fuzzy logic with a mutual comparison of the sets of attribute values for
the relevant problems in order to determine the feasibility of construction of the first, low-level diagnostics. At this level an obvious
fault can be determined, or groups of faults can be selected. At the next level, using the additional features, we can diagnose
specific faults in the pre-selected lower level group by the methods of fuzzy logic. In the developed system the fuzzy logic diagnostic
method is most efficient when used as a part of the terms of triangular membership functions. With the increasing number of faults,
and depending on the location of the sets of attribute values it makes sense to increase the number of the terms. In this case, it
would be expedientto ensure that each term corresponds to at least one fault.
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Pекpеативный интеpвал в пpоблеме упpавления 
пpоизводительностью деятельности антpопокомпонента-опеpатоpа 

в квазистатической функциональной сpеде

Введение

Pассìатpиваþтся пpобëеìы ìоäеëüноãо пpеä-
ставëения äеятеëüности антpопокоìпонента-опе-
pатоpа (АКО) в функöионаëüной квазистати÷е-
ской сpеäе пpи обсëуживании зафиксиpованных в
пpостpанстве пpоизвоäственных ìощностей. Пpи
pеøении поставëенной заäа÷и у÷итываëся накоп-
ëенный опыт [1—8] спеöиаëистов по упpавëениþ
систеìаìи с АКО в их составе. Отìетиì, ÷то пpи
ëþбой степени стpоãости поäбоpа АКО их инäи-
виäуаëüные свойства всеãäа хаpактеpизуþтся за-
ìетныì pазбpосоì, к тоìу же свойства конкpетноãо
АКО в зависиìости от еãо текущеãо состояния также
буäут pазëи÷атüся. В связи с этиì пpеäставëение
функöионаëüной äеятеëüности АКО äоëжно стpо-
итüся с испоëüзованиеì ìатеìати÷еских ìоäеëей с
интеpваëüныìи паpаìетpаìи функöионаëüной äея-
теëüности в те÷ение pабо÷ей сìены, с у÷етоì вëия-
ния таких систеìных фактоpов, как оpãанизаöия
pабо÷их ìест, ìотиваöия к äостижениþ ìакси-
ìаëüной пpоизвоäитеëüности, пpоöесс уставания,
pекpеативные ìеpопpиятия и т. ä. Факти÷еский
статисти÷еский ìатеpиаë, основанный на хpоно-
ìетpаже äеятеëüности и эpãоноìи÷еских иссëеäо-
ваниях АКО этоãо типа, äостато÷но обøиpный.
Оäнако фоpìаëизаöия äеятеëüности АКО на уpов-
не ее описания с поìощüþ пеpеäато÷ных функöий,
ìоäеëей аппаpата пpостpанства состояния [9, 10] и
вpеìенных пpеäставëений нахоäится на äовоëüно
низкоì уpовне pазвития.
Мотиваöионныì на÷аëоì äëя написания статüи

посëужиëо äëя автоpов жеëание запоëнитü обнаpу-
женный систеìный пpобеë, так как, по их ìнениþ,

наëи÷ие ìатеìати÷еских ìоäеëей с интеpваëüныìи
паpаìетpаìи пpеäставëения функöионаëüной äея-
теëüности АКО в функöионаëüной квазистати÷еской
сpеäе äаст спеöиаëистаì по нау÷ной оpãанизаöии
тpуäа, пëаниpованиþ пpоизвоäства и эpãоноìике ìо-
биëüный инстpуìент äëя pеøения боëüøоãо кpуãа
пpакти÷еских заäа÷ пpи фоpìиpовании тpуäовых
коëëективов и оpãанизаöии их äеятеëüности с апpиоpи
заäанныì pазбpосоì инäивиäуаëüных свойств АКО.
Поставëенная заäа÷а pеøается в äва этапа: на

пеpвоì этапе стpоится ìеäианная ìоäеëü äеятеëü-
ности АКО с испоëüзованиеì экспоненöиаëüной
аппpоксиìаöии кpивой pеаëüноãо изìенения пpоиз-
воäитеëüности этой äеятеëüности, на втоpоì этапе
паpаìетpы уже аппpоксиìиpованной ìоäеëи интеp-
ваëизиpуþтся в соответствии с пpавиëаìи интеp-
ваëüной ìатеìатики.
Особое вниìание автоpы сосpеäото÷иëи на изу-

÷ении pекpеативноãо интеpваëа как систеìноãо
фактоpа упpавëения пpоизвоäитеëüностüþ äеятеëü-
ности АКО, непpавиëüная оpãанизаöия котоpоãо,
возìожно, потpебует испоëüзования äопоëнитеëü-
ных pесуpсов в виäе потенöиаëа фоpсиpования
äеятеëüности АКО.
Известно, ÷то pекpеативный интеpваë ввоäится

äëя снятия устаëости, возникаþщей в пеpвой по-
ëовине pабо÷ей сìены. Пpоöесс снятия устаëости
явëяется äинаìи÷ескиì в пpеäеëах pекpеативноãо
интеpваëа, пpи÷еì в общеì сëу÷ае поëное снятие
устаëости не äостиãается. О÷евиäно, вкëþ÷ение ìо-
äеëи äинаìики пpоöесса снятия устаëости в общуþ
ìоäеëü äеятеëüности АКО заìетно увеëи÷ивает ее
pазìеpностü, снижая теì саìыì ее поëüзоватеëü-
скуþ эффективностü. В связи с этиì пpеäëаãается

Pассматpивается пpоблема моделиpования функциональной деятельности антpопокомпонента-опеpатоpа (АКО) в классе
аддитивных системных пpедставлений, основными показателями котоpой являются пpоизводительность деятельности АКО
за вpемя pабочей смены и выpаботка готовой пpодукции к ее концу. Пpи моделиpовании выделяются ключевые моменты дея-
тельности АКО, опpеделяющие его pеальную пpоизводительность с учетом пpоцессов вpабатывания, уставания, восстанов-
ления его функциональных возможностей в pекpеативный интеpвал. Полученная модель позволяет установить аналитические
связи пpоизводительности АКО с пpодолжительностью pекpеативного интеpвала как системного гаpанта компенсации ус-
талости. Это позволяет упpавлять ходом и pезультатами функциональной деятельности АКО путем использования допол-
нительного pесуpса потенциала фоpсиpования функциональной деятельности АКО.
Ключевые слова: pекpеативный интеpвал, пpоизводительность деятельности, антpопокомпонент-опеpатоp, квазиста-
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оöениватü вëияние на pаботу во втоpой поëусìене
pабо÷еãо äня АКО фактоpа непоëноãо снятия ус-
таëости паpаìетpи÷ескиì способоì на основе кpи-
вой, связываþщей степенü снятия устаëости и вос-
становëения пpоизвоäитеëüности äеятеëüности
АКО с äëитеëüностüþ pекpеативноãо интеpваëа.
Анаëити÷еское pеøение поставëенной заäа÷и

ищется в кëассе вpеìенных ìоäеëüных пpеäстав-
ëений.

Аддитивная медианная модель деятельности АКО 
в квазистатической функциональной сpеде: 

экспоненциальная аппpоксимация

Дëя постpоения аääитивной ìеäианной ìоäеëи
äеятеëüности АКО в квазистати÷еской функöио-
наëüной сpеäе обpатиìся к экспеpиìентаëüной
кpивой hPПА(t) pеаëüной пpоизвоäитеëüности
АКО (PПА) за поëусìену, типовой виä [4] котоpой
пpивеäен на pис. 1.
На кpивой (pис. 1) ìожно выäеëитü сëеäуþщие

хаpактеpные то÷ки и интеpваëы изìенения пpоиз-
воäитеëüности äеятеëüности АКО: "0" — стаpт pа-
бо÷ей сìены, "PНТД1" — то÷ка pеаëüноãо на÷аëа
функöионаëüной äеятеëüности, хаpактеpизуþщаяся
пеpевоäоì в pабо÷ее состояние пpоизвоäственных
ìощностей квазистати÷еской функöионаëüной
сpеäы, "ВP" — то÷ка äостижения АКО ìеäианной
ноìинаëüной пpоизвоäитеëüности еãо äеятеëüности,
"ОЭ" — то÷ка на÷аëа пpоöесса уставания, хаpакте-
pизуþщаяся окон÷аниеì интеpваëа äеятеëüности
с оптиìаëüной эффективностüþ (ОЭ), "ТКУ" —
то÷ка кpити÷еской устаëости, совпаäаþщая с окон-
÷аниеì пеpвой поëусìены и на÷аëоì pекpеативноãо
интеpваëа; "0 — PНТД1" — интеpваë, занятый поä-
ãотовитеëüныìи опеpаöияìи, "PНТД1 — BP" —
интеpваë вpабатывания в ìеäианнуþ ноìинаëü-
нуþ пpоизвоäитеëüностü k, "ОЭ — ТКУ" — интеpваë
пpоãpессиpуþщеãо уставания, хаpактеpизуþщийся
паäениеì пpоизвоäитеëüности äеятеëüности, за-
фиксиpованныì в то÷ке "ТКУ" на уpовне 0,7 (70 %)
от еãо ìеäианноãо зна÷ения. Выäеëенные интеpваëы
кpивой (pис. 1), по äанныì pаботы [4], в зависиìости
от инäивиäуаëüных свойств АКО ìоãут бытü охаpак-
теpизованы сëеäуþщиìи ìеäианныìи оöенкаìи их
пpоäоëжитеëüности: "0 — PНТД1" — 12 ìин (0,2 ÷);
"PНТД1 — ВP" — 21 ìин (0,35 ÷); "ВP — ОЭ" —
147 ìин (2,45 ÷). Эти зна÷ения в äаëüнейøеì ис-
поëüзуþтся как базовые пpи постpоении ìеäианно-
ãо ìоäеëüноãо пpеäставëения äеятеëüности АКО.
Дëя постpоения кpивой пpоизвоäитеëüности

тpуäа, анаëоãи÷ной пpивеäенной на pис. 1, äëя вто-
pой pабо÷ей поëусìены необхоäиìо pассìотpетü
пpоöесс восстановëения pаботоспособности АКО
в pекpеативный интеpваë. Дëя этоãо воспоëüзуеìся
инфоpìаöией, пpивеäенной в pаботе [4], в соот-
ветствии с котоpой пpоöесс hв(t) восстановëения
pаботоспособности в ìеäианноì пpеäставëении
ìожет бытü охаpактеpизован экспоненöиаëüной
кpивой, пpивеäенной на pис. 2.
Кpивая (pис. 2) позвоëяет оöенитü ситуаöии,

хаpактеpизуþщиеся паpой ÷исеë "степенü восста-

новëения (1 – Δ)k — äëитеëüностü pекpеативноãо
интеpваëа (Δtp)" (табë. 1).
Из табë. 1 виäно, ÷то пpи pеаëüных äëитеëüно-

стях pекpеативноãо интеpваëа поëноãо восстанов-
ëения пpоизвоäитеëüности тpуäа не пpоисхоäит,
такиì обpазоì, пpи фоpìиpовании кpивой пpоизво-
äитеëüности äëя втоpой поëусìены зна÷ение ìеäи-
анной ноìинаëüной пpоизвоäитеëüности äоëжно
составëятü веëи÷ину (1 – Δ) от ìеäианной пpоизво-
äитеëüности k пеpвой поëусìены. Такиì обpазоì,
типовая кpивая pеаëüной пpоизвоäитеëüности тpуäа
АКО в те÷ение pабо÷ей сìены пpиниìает виä,
пpеäставëенный на pис. 3.
На основе äанных кpивых (pис. 3) ìожно пpеä-

ëожитü анаëити÷еское ìеäианное пpеäставëение
пpоизвоäитеëüности тpуäа АКО, основанное на экс-
поненöиаëüной аппpоксиìаöии и конöепöии аääи-
тивности пpоöессов вpабатывания и уставания.
Тоãäа äëя аппpоксиìиpованноãо пpоöесса вpаба-

Табëиöа 1

Характеристики Ситуаöии

Дëитеëüностü рекреа-
тивноãо интерваëа Δtp, ÷

0,25 0,5 0,75 1,0 ∞

Степенü восстановëения 
(1 – Δ)k

0,75k 0,9355k 0,9844k 0,9961k 1

Pис. 2. Кpивая восстановления пpоизводительности деятельно-
сти АКО за pекpеативный интеpвал

Pис. 1. Типовая кpивая пpоизводительности деятельности АКО
в течение пеpвой pабочей полусмены
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тывания hABP1(t) в пеpвой поëусìене в кëассе вpе-
ìенных пpеäставëений ìожно записатü:

hABP1(t) = k 1 – exp (1(t) – 1(t – 4)). (1)

Зäесü и äаëее 1(t – tс) — сäвинутая на tс еäини÷-
ная функöия.
Анаëоãи÷но äëя втоpой поëусìены аппpоксиìи-

pованный пpоöесс вpабатывания hABP2 (t) иìеет виä

hABP2(t) =

= k(1 – Δ) 1 – ехp (1(t – 4) – 1(t – 8)) (2)

с ìеäианныìи зна÷енияìи паpаìетpов

k = 0,1673 ÷–1, T1 = 0,375 ÷. (3)

Меäианные зна÷ения (3) паpаìетpов ìоäеëей
(1), (2) опpеäеëены из усëовия нуëевой интеãpаëü-
ной поãpеøности экспоненöиаëüной аппpоксиìа-
öии кpивых (pис. 3) ìоäеëяìи (1) и (2) из усëовия

T1 = arg Δy(t)  = {hPПА(t) – hАПА(t)}dt = 0 ,

ãäе hPПА(t) — pеаëüная пpоизвоäитеëüностü АКО;
hАПА(t) — аääитивная пpоизвоäитеëüностü АКО.
Моäеëü пpоöесса уставания АКО стpоится на

ãипотезе о тоì, ÷то пpоöесс уставания возникает с
ìоìента на÷аëа тpуäовой äеятеëüности и заìетно
пpоявëяется на тpетüеì ÷асу поëусìены (äëитеëü-
ностü котоpой t = 4 ÷) с выpаженныì эффектоì
пpи ее окон÷ании, котоpый в ìеäианноì пpеäстав-
ëении хаpактеpизуется снижениеì пpоизвоäитеëü-
ности тpуäа в сpеäнеì на 30 %. Это позвоëяет пpо-
öесс уставания hу(t) описатü с испоëüзованиеì ìе-
äианной экспоненöиаëüной аппpоксиìаöии в обеих
поëусìенах hАУ1(t), hАУ2(t) сëеäуþщиì обpазоì:

hАУ1(t) = –k 1 – exp (1(t) – 1(t – 4)); (4)

hАУ2(t) =

= –k(1 – Δ) 1 – exp (1(t – 4) – 1(t – 8))(5)

с ìеäианныìи зна÷енияìи паpаìетpов

k = 0,1673 ÷–1, T2 = 11,2147 ÷.

С у÷етоì аääитивноãо хаpактеpа пpоöессов вpа-
батывания hАВP(t) и уставания hАУ(t) на основании
пpеäставëений (1), (2) и (4) ìожно пpеäëожитü
экспоненöиаëüнуþ ìоäеëü, аппpоксиìиpуþщуþ
поëный пpоöесс hPПА(t) изìенения pеаëüной пpо-
извоäитеëüности тpуäа:
за пеpвуþ поëусìену в фоpìе

hАПА1(t) = hАВP1(t) + hАУ1(t) =

= k(–exp  + exp (1(t) – 1(t – 4)), (6)

за втоpуþ поëусìену в фоpìе

hАПА2(t) = hАВP2(t) + hАУ2(t) =

= k(1 – Δ)(–exp  + exp  Ѕ

Ѕ (1(t – 4) – 1(t – 8)). (7)

Тоãäа поëная экспоненöиаëüная ìоäеëü, аппpок-
сиìиpуþщая кpивуþ pеаëüной пpоизвоäитеëüно-
сти hPПА(t) тpуäа за восüìи÷асовуþ pабо÷уþ сìе-
ну, пpиниìает виä

hАПА(t) = hАПА1(t) + hАПА2(t) =

= k –exp  + exp (1(t) – 1(t – 4)) +

+ k(1 – Δ) –exp  + exp  Ѕ

Ѕ (1(t – 4) – 1(t – 8)). (8)

Испоëüзование фоpсиpуþщих свойств АКО в
контексте изу÷аеìой пpобëеìы вëияния äëитеëü-
ности Δtp pекpеативноãо интеpваëа на восстанов-
ëение пpоизвоäитеëüности äеятеëüности АКО ìо-
жет бытü pеаëизовано в äвух фоpìах:

1) фоpсиpование испоëüзуется как в пеpвой, так
и во втоpой поëусìенах pабо÷еãо äня;

2) фоpсиpование испоëüзуется тоëüко во втоpой
поëусìене pабо÷еãо äня. 
Поëу÷ение сиãнаëа фоpсиpования осуществëяется

с поìощüþ äопоëнитеëüноãо экспоненöиаëüноãо
аääитивноãо ÷ëена, на÷аëüное зна÷ение котоpоãо

составëяет . Автоpы в äаëüнейøих иссëеäованиях

оãpани÷иëисü пеpвой фоpìой испоëüзования фоp-
сиpования как обëаäаþщей наибоëüøей поëнотой.
Такиì обpазоì, ìоäифиöиpованное ввеäениеì фоp-
сиpуþщеãо ÷ëена пpеäставëение (8) пpиниìает виä

h(t)АПАФ = h(t)АПАФ1 + h(t)АПАФ2 =

= k –exp  + exp  +

+ exp (1(t) – 1(t – 4)) +

+ k(1 – Δ) –exp  + exp  +

+ exp (1(t – 4) – 1(t – 8)). (9)
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Pис. 3. Типовая кpивая изменения пpоизводительности деятель-
ности АКО в течение pабочей смены pеальным восстановлени-
ем ее в pекpеативный интеpвал
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О÷евиäно, в сиëу квазистати÷еской пpиpоäы
техноëоãи÷ескоãо обоpуäования оно выпоëняет
функöиþ интеãpиpуþщеãо звена, в pезуëüтате ÷еãо
выхоäная пpоäукöия y(t) опpеäеëится интеãpаëоì
по вpеìени от пpоизвоäитеëüности äеятеëüности
АКО, иìеþщей анаëити÷еское пpеäставëение (8)
иëи (9). Пpи этоì, есëи оpãанизатоpов пpоизвоä-
ства интеpесует выpаботка на некотоpый ìоìент вpе-
ìени t = t*, то пpи ìоäеëüноì пpеäставëении (8)
пpоизвоäитеëüности äеятеëüности поëу÷иì: 
пpи 0 < t* m 4

y(t)  = hАПА1(t)dt =

= k{–T1(1 – exp(–t*/T1)) + T2(1 – exp(–t*/T2))};(10)

пpи 4 < t* m 8

y(t) = hАПА1(t)dt + hАПА2(t)dt =

= k{–T1(1 – exp(–4/T1)) + T2(1 – exp(–4/T2))} +
+ k(1 – Δ){–T1(1 – exp((4 – t*)/T1)) +

+ T2(1 – exp((4 – t*)/T2))}. (11)

С у÷етоì возìожноãо испоëüзования фоpси-
pуþщих свойств АКО еãо выpаботка на ìоìент
вpеìени t = t* пpи ìоäеëüноì пpеäставëении (9)
пpоизвоäитеëüности еãо äеятеëüности составит:
пpи 0 < t* m 4

y(t)  = hАПАФ1(t)dt =

= k{–T1(1 – exp(–t*/T1)) + T3(1 – exp(–t*/T1)) +
+ T2(1 – exp(–t*/T2))}; (12)

пpи 4 < t* m 8

y(t) = hАПАФ1(t)dt + hАПАФ2(t)dt =

= k{–T1(1 – exp(–4/T1)) + T3(1 – exp(–4/T1)) +
+ T2(1 – exp(–4/T2))} + k(1 – Δ) Ѕ

Ѕ {–T1(1 – exp((4 – t*)/T1)) +
+T3(1 – exp((4– t*)/T1))+T2(1–exp((4 – t*)/T2))}.(13)

Пpи этоì ìеäианное зна÷ение k = 0,1673 ÷–1

поëу÷ено из усëовия

k = arg(y(t, k, T1, T2, T3 = 0, Δ = 0)|t = 8 = 1}.

Интеpвализация аддитивной медианной модели 
функциональной деятельности АКО

Пpежäе ÷еì pеøатü заäа÷у интеpваëизаöии аääи-
тивной ìеäианной ìоäеëи функöионаëüной äеятеëü-
ности АКО, постpоенной в пpеäыäущеì pазäеëе,
äаäиì некотоpуþ инфоpìаöиþ об интеpваëüных
пpеäставëениях ÷исëовых паpаìетpов. В соответст-
вии с нынеøниìи пpеäставëенияìи интеpваëüное
÷исëо (ИЧ) [α] — это паpа ÷исеë ( , ), заäаþщих
соответственно еãо ëевуþ и пpавуþ ãpани÷ные
(уãëовые) pеаëизаöии так, ÷то интеpваëüное ÷исëо
поëу÷ает пpеäставëение 

[α] = [ , ]. (14)

Сëеäует сказатü, ÷то интеpваëüное ÷исëо [α]
ìожет бытü также записано в виäе тpойки ÷исеë

[α] = α0 + [Δα] = α0 + [ , ], (15)

ãäе α0, [Δα] — соответственно ìеäианная и интеp-
ваëüная составëяþщие интеpваëüноãо ÷исëа с pав-
ныìи по ìоäуëþ ëевой  со знакоì "ìинус" и
пpавой  со знакоì "пëþс" уãëовыìи pеаëиза-
öияìи. Пpеäставëение (15) интеpваëüных ÷исеë
позвоëяет записатü систеìу pавенств

α0 = 0,5(  + );  = α – α0;  =  – α0.(16)

Соотноøения (15) и (16) позвоëяþт ввести такуþ
хаpактеpистику интеpваëüноãо ÷исëа, как оöенка
δI (α) относитеëüной интеpваëüности интеpваëüноãо
÷исëа [α], котоpая заäается соотноøениеì

δI (α) = /α0 = – /α0. (17)

Соотноøение (17) позвоëяет записатü интеpваëü-
ное ÷исëо [α] в фоpìах
[α] = α0 + [–α0δI(α), α0δI(α)] = α0{1 + (åδI(α))}.(18)

Обpатиìся к пpобëеìе фоpìиpования интеp-
ваëüных пpеäставëений описания функöионаëüной
äеятеëüности АКО в усëовиях äвух поëусìен, pаз-
äеëенных pекpеативныì интеpваëоì, в виäе соот-
ноøений (8)—(13) с испоëüзованиеì записи ин-
теpваëüноãо ÷исëа в фоpìе (18). В pезуëüтате по-
ëу÷иì интеpваëüные пpеäставëения:

äëя соотноøения (8):

[hАПА(t)] = k(1 å (δI(k)))  +

+ (1(t) – 1(t – 4)) +

+ k(1 å (δI (k)))(1 – Δ(1 å (δI (k)))) Ѕ

Ѕ  +

+ (1(t – 4) – 1(t – 8)); (19)

äëя соотноøения (9):

[hАПАФ(t)]= k(1å(δI(k))) +

+  +

+ (1(t) – 1(t – 4)) +

+ k(1 å (δI (k)))(1 – Δ(1 å (δI (k)))) Ѕ

Ѕ  +  Ѕ

Ѕ exp +  Ѕ

Ѕ (1(t – 4) – 1(t – 8)); (20)
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äëя соотноøения (10): 
пpи 0 < t* m 4

[y(t) ] = k(1 å (δI (k))){–T1(1 å (δI (k))) Ѕ
Ѕ (1 – exp(–t*/T1(1 å (δI(k))))) + T2(1 å (δI(k))) Ѕ

Ѕ (1 – exp(–t*/T2(1 å (δI (k)))))}; (21)

äëя соотноøения (11): 
пpи 4 < t* m 8

[y(t)] = k(1 å (δI (k))){–T1(1 å (δI (k))) Ѕ
Ѕ (1 – exp(–4/T1(1 å (δI (k))))) + T2(1 å (δI (k))) Ѕ
Ѕ (1 – exp(–4/T2(1 å (δI(k)))))} + k(1 å (δI(k))) Ѕ

Ѕ (1 – Δ(1 å (δI (k)))){–T1(1 å (δI (k))) Ѕ
Ѕ (1 – exp((4 – t*)/T1(1 å (δI (k))))) +

+ T2(1å(δI(k)))(1 – exp((4– t*)/T2(1 å (δI(k)))))}; (22)

äëя соотноøения (12):
пpи 0 < t* m 4

y(t)  = k(1 å (δI (k))){–T1(1 å (δI (k))) Ѕ
Ѕ (1 – exp(–t*/T1(1 å (δI (k))))) + T3(1 å (δI (k))) Ѕ
Ѕ (1 – exp(–t*/T1(1 å (δI (k))))) + T2(1 å (δI (k))) Ѕ

Ѕ (1 – exp(–t*/T2(1 å (δI (k)))))}; (23)

äëя соотноøения (13):
пpи 4 < t* m 8

y(t) = k(1 å (δI (k))){–T1(1 å (δI (k))) Ѕ
Ѕ (1 – exp(–4/T1(1 å (δI (k))))) + T3(1 å (δI (k))) Ѕ
Ѕ (1 – exp(–4/T1(1 å (δI (k))))) + T2(1 å (δI (k))) Ѕ
Ѕ (1 – exp(–4/T2(1 å (δI (k)))))} + k(1 å (δI (k))) Ѕ

Ѕ (1 – Δ(1 å (δI (k)))){–T1(1 å (δI (k))) Ѕ
Ѕ (1 – exp((4 – t*)/T1(1 å (δI (k))))) +

+ T3(1 å (δI(k)))(1 – exp((4 – t*)/T1(1 å (δI(k))))) +
+T2(1 å (δI(k)))(1–exp((4 – t*)/T2(1 å (δI(k)))))}.(24)

Пpикладные пpимеpы использования аддитивной 
интеpвальной модели деятельности АКО

В этоì pазäеëе pассìатpиваþтся ÷етыpе ситуа-
öии, в котоpых ìожет оказатüся АКО пpи pазëи÷-
ных со÷етаниях интеpваëüных паpаìетpов еãо ìо-
äеëüных пpеäставëений. Во всех ìоäеëüных ситуа-
öиях, хаpактеpизуþщихся поãpужениеì ìоäеëи АКО
в интеpваëüнуþ паpаìетpи÷ескуþ сpеäу, пpеäпоëа-
ãается, ÷то ìоäуëü оöенки относитеëüной интеp-
ваëüности äëя всех паpаìетpов ìоäеëи АКО со-
ставëяет зна÷ение |δI (α)| = 0,1 (10 %).
Ситуация 1: ìоäеëü АКО с ìеäианныìи зна÷е-

нияìи паpаìетpов:

k = arg{y{t, k, T1, T2, T3 = 0, Δ = 0,)|t = 8 = 1} =

= 0,1673 ÷–1, T1 = 0,375 ÷, T2 = 11,2147 ÷, T3 = 0.

Пpиìеp пpеäëоженной ситуаöии пpеäпоëаãает
иссëеäование вëияния äëитеëüности pекpеативноãо
интеpваëа на сìеннуþ выpаботку y(t = 8) пpи ìеäи-
анных зна÷ениях паpаìетpов ìоäеëи АКО и без ис-
поëüзования еãо фоpсиpуþщих свойств. Pезуëüтаты
иссëеäования äанной ситуаöии пpивеäены в табë. 2.
Ситуация 2: ìоäеëü АКО с небëаãопpиятныìи

уãëовыìи зна÷енияìи паpаìетpов, хаpактеpизуþ-
щиìи уìенüøение пpоизвоäитеëüности еãо äеятеëü-

ности, уäëинение вpеìени вpабатывания и ускоpе-
ние уставания:

k(1 + (–δI (k) = –0,1)) = 0,1506 ÷–1;
T1(1 + (δI (T1) = –0,1)) = 0,4125 ÷;

T2(1 + (–δI (T2) = –0,1)) = 10,0912 ÷; T3 = 0.

Ситуаöия усуãубëяется вëияниеì непоëноãо вос-
становëения жизненных сиë АКО за pекpеативный
интеpваë. Ситуация 2, как и выøе, хаpактеpизу-
ется неиспоëüзованиеì фоpсиpущих свойств АКО.
Pезуëüтаты иссëеäования äанной ситуаöии пpиве-
äены в табë. 3.
Ситуация 3: ìоäеëü АКО с небëаãопpиятныìи

уãëовыìи зна÷енияìи паpаìетpов, как в пpеäыäу-
щеì сëу÷ае, но в отëи÷ие от неãо ставится заäа÷а
оöенки степени испоëüзования фоpсиpуþщих
свойств АКО, обеспе÷иваþщих выпоëнение усëовия

T3 = arg{y(t = 8, k, Δ, T1, T2, T3) = 1}. 

Pезуëüтаты иссëеäования äанной ситуаöии пpи-
веäены в табë. 4.
Максиìаëüное зна÷ение T3/T1 интенсивности

pеаëизаöии фоpсиpуþщих свойств АКО составëя-
ет 3,6. Это зна÷ение äостиãается на ãpани ÷еëове-
÷еских возìожностей АКО.

Заключение

На основе типовой кpивой pеаëüной пpоизвоäи-
теëüности äеятеëüности АКО в те÷ение pабо÷ей сìе-
ны с поìощüþ аппаpата экспоненöиаëüной аппpок-
сиìаöии, äопоëненной интеpваëüныìи паpаìетpи-
÷ескиìи пpеäставëенияìи, постpоено анаëити÷еское
описание этой кpивой, позвоëяþщее оöенитü вëия-
ние оpãанизаöии pекpеативноãо интеpваëа на выпуск
ãотовой пpоäукöии за pабо÷уþ сìену и степенü ин-
тенсивности испоëüзования фоpсиpуþщих свойств
АКО äëя поääеpжания стопpоöентноãо выпуска ãо-
товой пpоäукöии в усëовиях pеаëüных интеpваëüных
коëебаний еãо функöионаëüных возìожностей.

t t*=

t t*=

Табëиöа 2

№ Δtр, ÷ Δ T1, ÷ T2, ÷ T3, ÷ k(1 – Δ) y(t = 8)

1 ∞ 0 0,375 11,2147 0 0,1673 1,0
2 1,0 0,0039 0,375 11,2147 0 0,1666 0,9960
3 0,75 0,0156 0,375 11,2147 0 0,1646 0,9841
4 0,5 0,0645 0,375 11,2147 0 0,1565 0,9357
5 0,25 0,25 0,375 11,2147 0 0,1254 0,7497

Табëиöа 3

№ Δtр, ÷ Δ T1, ÷ T2, ÷ T3, ÷ k(1 – Δ) y(t = 8)

1 ∞ 0 0,4125 10,0912 0 0,1506 0,8704
2 1,0 0,0039 0,4125 10,0912 0 0,1500 0,8669
3 0,75 0,0156 0,4125 10,0912 0 0,1483 0,8570
4 0,5 0,0645 0,4125 10,0912 0 0,1409 0,8143
5 0,25 0,25 0,4125 10,0912 0 0,1130 0,6534

Табëиöа 4

№ Δtр, ÷ Δ T1, ÷ T2, ÷ T3, ÷ k(1 – Δ) y(t = 8)

1 ∞ 0 0,4125 10,0912 0,4300 0,1506 1,0
2 1,0 0,0039 0,4125 10,0912 0,4435 0,1500 1,0
3 0,75 0,0156 0,4125 10,0912 0,4820 0,1483 1,0
4 0,5 0,0645 0,4125 10,0912 0,6500 0,1409 1,0
5 0,25 0,25 0,4125 10,0912 1,5300 0,1130 1,0
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Interval for Rest in the Problem of Management of Productivity 
of a Human Operator in a Static Functional Environment
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The article is dedicated to the problem of simulation of the functional activities of a human operator in the class of the additive
system of representations, the main indexes of which are operational productivity during a shift and framing of the finished goods
to the end. For the simulation the key moments were selected of the activity of a human operator, which determine the real ope-
rational productivity taking into account the processes of beginning of operation, getting tired, and restoration of his (her) functional
abilities during an interval for rest. The obtained model allows us to establish an analytical relation between the productivity of
a human operator and duration of the interval as a system guarantor for compensation for the fatigue. It allows us to control the
course and results of the functional activities of a human operator due to the use of an additional potential of the functional ac-
tivities of a human operator. Representation of the functional activity of a human operator must be considered with the use of the
mathematical models with the interval parameters of the functional activity during the work shift, the influence on him (her) of
such systemic factors as workplace organization, motivation to achieve the maximum performance, tiring process and recreational
activities. The actual statistical data is based on timing of the activities and ergonomic studies.
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Методика идентификации аэpодинамических коэффициентов 
пpодольного движения самолета

в эксплуатационном диапазоне углов атаки1

Введение

В настоящее вpеìя актуаëüной пpобëеìой явëя-
ется совеpøенствование ìетоäик опpеäеëения ха-
pактеpистик устой÷ивости и упpавëяеìости (ХУУ)
саìоëетов пpи пpовеäении ëетных испытаний (ЛИ),
в тоì ÷исëе с испоëüзованиеì ìетоäов ìоäеëиpо-
вания и иäентификаöии. Pеøение этой заäа÷и
пpеäпоëаãает pазpаботку ìетоäи÷ескоãо, аëãоpит-
ìи÷ескоãо и пpоãpаììноãо обеспе÷ения пpоöесса
опpеäеëения хаpактеpистик устой÷ивости и упpав-
ëяеìости саìоëетов с испоëüзованиеì не тоëüко
ìатеpиаëов ëетных экспеpиìентов (ЛЭ), но и pезуëü-
татов ìатеìати÷ескоãо и поëунатуpноãо ìоäеëиpо-
вания [1—12]. Важнейøиì коìпонентоì pазpабо-
танной ìетоäики явëяется пpоöеäуpа иäентифика-
öии аэpоäинаìи÷еских коэффиöиентов с у÷етоì
сиëы тяãи äвиãатеëей, вхоäящей в ìатеìати÷ескуþ
ìоäеëü äвижения ëетатеëüноãо аппаpата (ЛА).
Иäентификаöия аэpоäинаìи÷еских коэффиöиен-
тов саìоëетов, по äанныì ЛЭ, позвоëяет пpовеpитü и
уто÷нитü pезуëüтаты, поëу÷енные ìетоäаìи экспе-
pиìентаëüной и вы÷исëитеëüной аэpоäинаìики, и
обеспе÷итü необхоäиìуþ то÷ностü pезуëüтатов пpи
наëи÷ии неëинейностей и изìенении pежиìа pа-
боты äвиãатеëей. В соответствии с pаботой [13] ìе-
тоäика пpеäставëяет еäинуþ ìноãоэтапнуþ пpоöе-
äуpу, вкëþ÷аþщуþ сëеäуþщие основные этапы:
поäãотовка исхоäных äанных по саìоëету;
выпоëнение ЛЭ;
пpовеpка пpавиëüности функöиониpования систе-
ìы изìеpений и pеãистpаöии поëетных äанных;
этап собственно иäентификаöии, на котоpоì
выпоëняется пpеäваpитеëüная оöенка неëиней-
ных зависиìостей, иäентификаöия паpаìетpов
пpоäоëüноãо äвижения с у÷етоì тяãи äвиãате-
ëей, уто÷нение неëинейностей и сpавнение по-

ëу÷енных pезуëüтатов с банкоì аэpоäинаìи÷е-
ских хаpактеpистик. Пpи необхоäиìости выпоë-
няется коppекöия банка.

1. Подготовка исходных данных

Дëя успеøноãо выпоëнения иäентификаöии
необхоäиìо, в пеpвуþ о÷еpеäü, собpатü и пpоана-
ëизиpоватü исхоäные äанные по саìоëету и систеìе
упpавëения. В пеpе÷енü необхоäиìых исхоäных
äанных, пpеäставëяеìых pазpабот÷икоì саìоëета,
вхоäят (pис. 1) ãеоìетpи÷еские и инеpöионно-ìас-
совая хаpактеpистики саìоëета, высотно-скоpостные
хаpактеpистики äвиãатеëей, кооpäинаты и уãëы уста-
новки äвиãатеëей, ìоìенты инеpöии pотоpов и т. ä.
Необхоäиìыì усëовиеì поëноты исхоäной инфоp-
ìаöии явëяется наëи÷ие банка аэpоäинаìи÷еских
хаpактеpистик, äанных об основных экспëуатаöи-
онных оãpани÷ениях саìоëета, äинаìи÷еских хаpак-
теpистиках äат÷иков, pеãистpиpуþщих паpаìетpы
äвижения, кооpäинатах установки äат÷иков, аëãо-
pитìах и особенностях pаботы систеìы упpавëения.
Дëя уäобства pаботы с исхоäныìи äанныìи авто-

pаìи pазpаботан пакет пpоãpаìì äëя иäентифика-

Пpедставлена методика идентификации аэpодинамических коэффициентов пpодольного движения самолета в эксплуата-
ционном диапазоне углов атаки с учетом нелинейностей и изменения pаботы двигателя. Pассмотpены основные этапы ме-
тодики идентификации. Показаны pезультаты апpобации методики на пpимеpе совpеменного маневpенного самолета. От-
личительной особенностью методики является оpиентация на повышение технологичности пpоцедуp идентификации и на-
глядности отобpажения pезультатов, что достигается за счет специально pазpаботанного алгоpитмического и пpогpаммного
обеспечения, включающего единый, удобный для пользователей гpафический интеpфейс.
Ключевые слова: идентификация, методика, летные испытания, аэpодинамические коэффициенты

 1 Pабота выпоëнена пpи поääеpжке Pоссийскоãо фонäа
фунäаìентаëüных иссëеäований, пpоект 12-08-00682-а. Pис. 1. Исходные данные, необходимые для идентификации 
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öии, оäин из ìоäуëей котоpоãо сëужит äëя pас÷ета
ìоìентов инеpöии и öентpовки в зависиìости от
поëетноãо веса саìоëета с у÷етоì конфиãуpаöии,
поäвесок. Интеpфейс пpоãpаìì показан на pис. 2.

2. Выполнение летного экспеpимента 
в целях получения данных для идентификации

На этоì этапе осуществëяется выбоp pежиìов
поëета, фоpì и аìпëитуä вхоäных сиãнаëов и по-
ëу÷ение необхоäиìых ìатеpиаëов в ЛЭ. Вопpос
опpеäеëения наибоëее пpеäпо÷титеëüноãо виäа тес-
товых сиãнаëов äëя выпоëнения иäентификаöии
иссëеäоваëся pанее [1, 3, 4, 9]. Дëя уто÷нения ìате-
ìати÷еской ìоäеëи (ММ) äвижения ЛА ìетоäаìи
иäентификаöии наибоëее поäхоäящиìи пpизнаны
pежиìы поëета, по ìетоäике выпоëнения бëизкие
к типовыì контpоëüныì ìаневpаì äëя оöенки ХУУ
(иìпуëüсы, äа÷и, пеpекëаäки, виpажи, тоpìожения),
и pазpаботанные на их базе спеöиаëüные pежиìы:

ãаpìони÷еские сиãнаëы: ãаpìони÷еские коëеба-
ния pу÷кой упpавëения саìоëета (PУС) с заäан-
ныìи ÷астотой и аìпëитуäой коëебаний;
ìноãоступен÷атые сиãнаëы: паpные äвойные
äа÷и PУС на заäаннуþ веëи÷ину (аìпëитуäу) по
опpеäеëенной вpеìенной схеìе [3].
Пpактика поäтвеpжäает äостато÷но высокуþ эф-

фективностü сиãнаëов, фоpìа котоpых пpеäставëена
на pис. 3. Такие упpавëяþщие возäействия ëеãко
pеаëизуþтся ëет÷икоì и иìеþт спектpаëüный со-
став, в основноì пеpекpываþщий ÷астотный äиапа-
зон поëезных сиãнаëов саìоëета. На усëовия вы-
поëнения pежиìов и аìпëитуäу откëонений PУС
вëияþт оãpани÷ения, наëоженные на ЛА, и пpоäоë-

житеëüностü выпоëнения сиãнаëа. Эти сиã-
наëы уäобны äëя pеаëизаöии в экспëуатаöи-
онной обëасти поëета, оäнако пpи выпоëне-
нии pежиìов по иäентификаöии в pаìках
опpеäеëения ХУУ с их поìощüþ несëожно
поëу÷итü исхоäные äанные и вбëизи оãpани-
÷ений, напpиìеp на боëüøих уãëах атаки.
В пpоöессе апpобаöии ìетоäики быëо

pеаëизовано боëее 100 поëетных pежиìов в
öеëях поëу÷ения ìатеpиаëов как äëя иäен-
тификаöии аэpоäинаìи÷еских коэффиöи-
ентов пpоäоëüноãо äвижения, так и äëя аэpо-
äинаìи÷еских коэффиöиентов боковоãо äви-
жения. В äанной pаботе оãpани÷иìся ëиøü
некотоpыìи pезуëüтатаìи, касаþщиìися
пpоäоëüноãо äвижения. В ЛЭ быëи выпоë-
нены сеpии äа÷ по танãажу в экспëуатаöи-
онноì äиапазоне уãëов атаки саìоëета в
посаäо÷ной конфиãуpаöии. Pеãистpаöия

паpаìетpов äвижения саìоëета выпоëняëасü спе-
öиаëüныìи сpеäстваìи боpтовых изìеpений (СБИ),
обеспе÷иваþщиìи необхоäиìуþ ÷астоту pеãистpа-
öии и, с оäной стоpоны, вкëþ÷аþщиìи паpаìетpы,
весüìа поëно хаpактеpизуþщие состояние саìоëета,
с äpуãой стоpоны, уäовëетвоpяþщиìи общиì тpебо-
ванияì, пpеäъявëяеìыì к pеãистpаöии пpи ЛИ.

3. Пpовеpка пpавильности системы 
измеpений и pегистpации 

Посëе поëу÷ения пеpвых pезуëüтатов ЛЭ в öеëях
иäентификаöии выпоëняется их обpаботка äëя оöе-
нивания пpавиëüности функöиониpования систеìы
изìеpения и pеãистpаöии основных паpаìетpов
äвижения ЛА, äëя ÷еãо испоëüзуется аëãоpитì [10],
pеаëизованный в оäноì из ìоäуëей пакета пpо-
ãpаìì äëя иäентификаöии. Интеpфейс ìоäуëя пpеä-
ставëен на pис. 4 (сì. тpетüþ стоpону обëожки).
Аëãоpитì, pеаëизованный в пpоãpаììе контpо-

ëя пpавиëüности боpтовых изìеpений, основан на
соотноøениях ìежäу паpаìетpаìи поëета, опpеäе-
ëяеìыìи уpавненияìи пpостpанственноãо äвиже-
ния саìоëета.
Из общей ìоäеëи пpостpанственноãо äвижения

саìоëета [2] выäеëяþтся сëеäуþщие уpавнения: 

(1)

Pис. 3. Один из ваpиантов тестового входного сигнала

 = ωz –  – ωysinβ sinα +

+  + ωxsinβ cosα ;

 = cosβ – sinβ – ωy cosα +

+ sinβ + ωx sinα;

 = axcosαcosβ – ay sinαcosβ + azsinβ;

 = ωy sinγ + ωzcosγ;

 = ωx – tgυ(ωycosγ – ωzsinγ),

dα
dt
----- 1
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Pис. 2. Интеpфейс пpогpаммы идентификации и модуля pасчета массово-
центpовочных хаpактеpистик
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ãäе α, β — уãëы атаки и скоëüжения, pаä; ωx, ωy, ωz —
уãëовые скоpости относитеëüно связанных осей,
pаä/с; υ, γ, ψ — уãëы танãажа, кpена, pыскания, pаä;
V — истинная возäуøная скоpостü, ì/с; ax, ay, az —
ускоpения вäоëü связанных осей, опpеäеëяеìые по
фоpìуëаì

(2)

ãäе nx, ny, nz — пеpеãpузки вäоëü связанных осей.
Гëавная особенностü уpавнений (1) закëþ÷ается

в тоì, ÷то они не зависят от аэpоäинаìи÷еских ко-
эффиöиентов саìоëета, поскоëüку пpавые ÷асти
ìожно вы÷исëитü ÷еpез изìеpяеìые в поëете зна-
÷ения пеpеãpузок и уãëовых скоpостей.
Эти уpавнения в вектоpной фоpìе иìеþт виä

y ′(t) = f (y(t), a, u(t)),

ãäе y(t), u(t) — вектоpы выхоäных и вхоäных сиã-
наëов; a — вектоp паpаìетpов. В äанноì сëу÷ае век-
тоp y(t) состоит из сиãнаëов α(t), β(t), V(t), υ(t), γ(t).
В вектоp вхоäных сиãнаëов вхоäят изìеpенные в
поëете зна÷ения уãëовых скоpостей ωx, ωy, ωz и пе-
pеãpузок nx, ny, nz. На÷аëüные усëовия y(t0) заäаþтся
по pезуëüтатаì изìеpений сиãнаëов α(t), β(t), V(t),
υ(t), γ(t) в ìоìент на÷аëа у÷астка обpаботки.
Непосpеäственное ÷исëенное интеãpиpование

систеìы äиффеpенöиаëüных уpавнений (1) в общеì
сëу÷ае не äает поëожитеëüных pезуëüтатов, по-
скоëüку постоянные составëяþщие поãpеøностей
изìеpений вхоäных сиãнаëов ωx, ωy, ωz и nx, ny, nz
созäаþт на выхоäе интеãpаëов поãpеøности типа
ëинейноãо тpенäа, ÷то не позвоëяет сpавниватü вы-
хоäные сиãнаëы ìоäеëи и объекта. Дëя устpанения
этоãо эффекта ввеäеì вектоp неизвест-
ных паpаìетpов а, состоящий из посто-
янных составëяþщих поãpеøностей из-
ìеpений сиãнаëов ωx, ωy, ωz и nx, ny, nz:

aт = [      ].

Даëее оöенки вектоpа паpаìетpов
опpеäеëяþтся с поìощüþ аëãоpитìа
паpаìетpи÷еской иäентификаöии,
пpеäставëенноãо ниже. В äанной за-
äа÷е вектоp набëþäения вкëþ÷ает ве-
ëи÷ины α(ti), β(ti), V(ti), υ(ti), γ(ti), из-
ìеpенные в äискpетные ìоìенты вpе-
ìени ti, i = 1, 2, ..., N, ãäе N — ÷исëо
изìеpений на обpабатываеìоì у÷астке.
Данный поäхоä позвоëяет опpеäе-

ëятü не тоëüко постоянные поãpеøно-
сти, вхоäящие в вектоp иäентифиöи-
pуеìых паpаìетpов, но и äинаìи÷е-
ские поãpеøности типа сäвиã по
вpеìени, котоpые ëеãко выявëяþтся
пpи визуаëüноì анаëизе pезуëüтатов.
На pис. 5, 6 показаны pезуëüтаты об-

pаботки поëетных pежиìов äо и посëе ввеäения
коìпенсаöии сäвиãа по вpеìени äëитеëüностüþ
0,19 с. На ãpафике сëева сäвиã по вpеìени в канаëах
танãажа и кpена не скоìпенсиpован, а спpава —
скоìпенсиpован. Особенно ÷етко виäен сäвиã в
тоì канаëе, по котоpоìу иäет основной сиãнаë.
Виäно, как посëе ввеäения коìпенсиpуþщих

сäвиã попpавок уëу÷øается схоäиìостü изìеpен-
ноãо и сìоäеëиpованноãо сиãнаëов. Наибоëее ве-
pоятной пpи÷иной выявëенных вpеìенных сäви-
ãов явëяется тот факт, ÷то испоëüзуеìая в äанноì
сëу÷ае систеìа pеãистpаöии пpи взаиìоäействии с
äpуãиìи боpтовыìи систеìаìи испоëüзует асин-
хpонный интеpфейс, всëеäствие ÷еãо сиãнаëы тан-
ãажа и кpена, поступаþщие от инеpöиаëüной сис-
теìы, не синхpонизиpованы относитеëüно сиãнаëов
пеpеãpузок и уãëовых скоpостей, поступаþщих от
коìпëексной систеìы упpавëения (КСУ).
В пpоöессе pаботы выпоëнено в ЛЭ и обpабо-

тано по äанноìу аëãоpитìу поpяäка 100 у÷астков
поëетов саìоëета во взëетной и посаäо÷ной конфи-
ãуpаöиях, выпоëнена оöенка то÷ности соответствия
в пpоäоëüноì и боковоì äвижениях. Ниже пpеä-
ставëены pезуëüтаты обpаботки совокупности у÷аст-
ков, на котоpых выпоëняëисü äа÷и и пеpекëаäки оp-
ãанов упpавëения в пpоäоëüноì и боковоì канаëах:

СКО невязки по уãëу танãажа υ, °. . . . . . . . . . . . . . . . 0,29
СКО невязки по уãëу атаки α, °  . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,34
СКО невязки по уãëу скоëüжения β, °. . . . . . . . . . . . . 0,31
СКО невязки по истинной возäуøной скоpости, ì/с . . . 0,36

Зна÷ения СКО ãовоpят о äостато÷но высокой
то÷ности соответствия выхоäных сиãнаëов в пpо-
äоëüноì и боковоì äвижениях посëе коppекöии
выявëенных выøе äинаìи÷еских поãpеøностей в
канаëах танãажа и кpена.

ax = g(nx – sinυ);
ay = g(ny – cosυcosγ);
az = g(nz + cosυsinγ),

Cωx
Cωy

Cωz
Cnx

Cny
Cnz

Pис. 5. Исходный и скоppектиpованный сигналы в пpодольном канале на pежиме
"дачи PУС по тангажу" (1 — смоделиpованный, 2 — измеpенный сигналы)

Pис. 6. Исходный и скоppектиpованный сигналы в боковом канале на pежиме "пеpе-
кладки PУС по кpену" (1 — смоделиpованный, 2 — измеpенный сигналы)
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4. Пpедваpительная оценка 
нелинейных зависимостей

Обpаботка аëãоpитìаìи иäентификаöии поëу-
÷енных в ЛЭ ìатеpиаëов выпоëняется с поìощüþ
pазëи÷ных ìоäуëей пакета пpоãpаìì в сëеäуþщей
посëеäоватеëüности. Выбиpается у÷асток с ìанев-
pоì типа "äа÷а по танãажу" (сеpия äа÷ по танãажу)
äëитеëüностüþ 10...30 с и конвеpтиpуется в тексто-
вый фоpìат. Опpеäеëяþтся то÷ная äëитеëüностü
у÷астка и сpеäняя на у÷астке поëетная ìасса саìо-
ëета. По зна÷ениþ ìассы и пpизнаку поëожения
øасси и ìеханизаöии (äëя опpеäеëения текущей
конфиãуpаöии саìоëета) с поìощüþ пpоãpаììы
вы÷исëения инеpöионно-ìассовых хаpактеpистик
опpеäеëяþтся зна÷ения ìоìентов инеpöии и öен-
тpовки. В упpавëяþщие файëы ìоäуëя пpовеpки
пpавиëüности изìеpений и pеãистpаöии поëетных
äанных ввоäятся иìя текстовоãо файëа äанных, äëи-
теëüностü обpабатываеìоãо поëетноãо у÷астка, ÷ас-
тота pеãистpаöии поëетных äанных. Даëее в файë
исхоäных зна÷ений паpаìетpов ìоäеëиpования вво-
äятся зна÷ения ìоìентов инеpöии, апpиоpные
оöенки аэpоäинаìи÷еских коэффиöиентов соãëасно
банку аэpоäинаìи÷еских äанных, эффективная тяãа
äвиãатеëей. Особенностü пpеäваpитеëüноãо оöени-
вания неëинейностей состоит в тоì, ÷то оно вы-
поëняется с испоëüзованиеì апpиоpных зна÷ений
коэффиöиента  соãëасно банку аэpоäинаìи-
÷еских äанных (pис. 7, сì. тpетüþ стоpону обëожки).
Оöенки неëинейностей, т. е. зависиìостей коэф-

фиöиента ìоìента танãажа по уãëу атаки mz(α) и ко-
эффиöиента поäъеìной сиëы по уãëу атаки cy(α)
вы÷исëяþтся по фоpìуëаì pазäеëа 6.
Дëя pас÷ета апpиоpных зна÷ений аэpоäинаìи-

÷еских коэффиöиентов испоëüзуется банк аэpоäи-
наìи÷еских хаpактеpистик, сфоpìиpованный pазpа-
бот÷икоì саìоëета по äанныì тpубноãо экспеpиìен-
та äо на÷аëа ЛИ. Эти же зна÷ения испоëüзуþтся на
завеpøаþщеì этапе пpи сpавнении оöенок иäен-
тификаöии с äанныìи тpубноãо экспеpиìента.

Pезуëüтаты пpеäваpитеëüной иäентификаöии
анаëизиpуþтся по ãpафикаì, поëу÷аеìыì с поìо-
щüþ ìоäуëя отобpажения неëинейных зависиìо-
стей в функöии уãëа атаки (pис. 8, сì. тpетüþ сто-
pону обëожки).
Необхоäиìыìи усëовияìи пpавиëüности поëу-

÷аеìых pезуëüтатов явëяþтся:
бëизкое совпаäение поëетных
и ìоäеëиpуеìых сиãнаëов на
ãpафиках ìоäуëя (pис. 9, сì.
÷етвеpтуþ стоpону обëожки);
бëизостü зависиìостей коэф-
фиöиента ìоìента танãажа по
уãëу атаки mz(α) и коэффиöи-
ента поäъеìной сиëы по уãëу
атаки cy(α) к оäнозна÷ныì
функöияì (ëинейныì иëи не-
ëинейныì), øиpина поëосы
pазбpоса, как пpавиëо, не

äоëжна пpевыøатü 0,005...0,008 по mz(α) и 0,05 —
по cy(α) (pис. 8, сì. ÷етвеpтуþ стоpону обëожки,
и pис. 10);
сëеäует обpатитü вниìание, не иìеþт ëи зави-
сиìости mz(α) и cy(α) изãибов и изëоìов, и пpи их
наëи÷ии сëеäует зафиксиpоватü зна÷ения уãëов
атаки в то÷ках изëоìов äëя посëеäуþщих этапов.
По ãpафикаì сëеäует также пpибëизитеëüно оп-

pеäеëитü äиапазон изìенений и сpеäнее зна÷ение
уãëа атаки на у÷астке обpаботки.

5. Выполнение идентификации паpаметpов 
пpодольного движения

Иäентификаöия паpаìетpов пpоäоëüноãо äвиже-
ния выпоëняется с поìощüþ соответствуþщеãо
ìоäуëя из пакета пpоãpаìì äëя иäентификаöии. Пpи
этоì испоëüзуется аëãоpитì, основанный на соот-
ноøениях ìежäу основныìи паpаìетpаìи пpоäоëü-
ноãо äвижения ЛА, зна÷ения котоpых pеãистpиpу-
þтся систеìой боpтовых изìеpений. Пpи этоì пpеä-
поëаãается, ÷то äинаìи÷еские свойства äат÷иков
ноpìаëüной пеpеãpузки и уãëовой скоpости опи-
сываþтся звеноì втоpоãо поpяäка с пеpеäато÷ной
функöией

xизì(p) = x(p), (3)

ãäе T, ξ — постоянная вpеìени и коэффиöиент
äеìпфиpования äат÷ика; x(p) — зна÷ение изìеpяе-
ìоãо паpаìетpа (уãëовой скоpости иëи ноpìаëüной
пеpеãpузки); xизì(p) — выхоäной сиãнаë äат÷ика.
Систеìа äиффеpенöиаëüных уpавнений, котоpая

описывает пpоäоëüное äвижение саìоëета, иìеет виä

 = ωz(t) – α(t) – ϕB(t),

 = ωx(t)ωy(t) + α(t) +

+ ϕB(t) + • ωz(t) +

+ •  – Käвωy(t) – Pyäв, (4)

mz
ϕ

1

T 2p2 2ξTp 1+ +
--------------------------------

dα t( )
dt

---------- cy
α qS

mV t( )
----------- cy

ϕ qS
mV t( )
-----------

dωz t( )
dt

------------
Jx Jy–

Jz
------------ mz

α qSbA

Jz
----------

mz
ϕ qSbA

Jz
----------

mz
ωzqSbA

Jz
-----------------

bA

V t( )
--------

mz
α· qSbA

Jz
----------------

bA

V t( )
-------- dα t( )

dt
----------

Pис. 10. Полученные в пpоцессе идентификации оценки зависимости cy(a) (слева) и сpав-
нение измеpенных в полете и моделиpуемых углов атаки (спpава) в фоpме гpафика "паpа-
метp по паpаметpу"
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ãäе α(t) — уãоë атаки; ϕB(t) — уãоë откëонения ста-
биëизатоpа; Jx, Jy, Jz — ìоìенты инеpöии; m — ìасса;
S — эквиваëентная пëощаäü кpыëа; V(t) — истин-
ная возäуøная скоpостü; ωx(t), ωy(t), ωz(t) — уãëо-
вые скоpости относитеëüно связанных осей; bA —
сpеäняя аэpоäинаìи÷еская хоpäа; q — скоpостной

напоp; ,  — пpоизвоäные аэpоäинаìи÷ескоãо

коэффиöиента поäъеìной сиëы по уãëу атаки и уãëу

откëонения стабиëизатоpа; , , ,  —

пpоизвоäные аэpоäинаìи÷ескоãо коэффиöиента
ìоìента танãажа по уãëу атаки, уãëу откëонения
стабиëизатоpа, уãëовой скоpости танãажа, уãëовой
скоpости уãëа атаки; P, yäв — сиëа тяãи äвиãатеëя
и ее пëе÷о относитеëüно öентpа ìасс; Käв — ìоìент
инеpöии pотоpов äвиãатеëя.
Систеìа (4) äопоëняется ÷етыpüìя äиффеpен-

öиаëüныìи уpавненияìи, описываþщиìи äат÷ики
уãëовой скоpости и ноpìаëüной пеpеãpузки. Уpав-
нения äат÷иков фоpìиpуþтся на основе пеpеäа-
то÷ной функöии (3) по известной ìетоäике [3, 4].
Даëее pассìатpивается заäа÷а иäентификаöии.

Пpи этоì уpавнения (4) с÷итаþтся ìоäеëüþ объекта,
а в ка÷естве эëеìентов вектоpа набëþäений выби-
pаþтся выхоäные сиãнаëы äат÷иков ноpìаëüной
пеpеãpузки и уãëовой скоpости. Вхоäныì сиãнаëоì
явëяþтся изìеpенные в поëете откëонения стаби-
ëизатоpа.
Как сëеäует из пpеäставëенных уpавнений, ìо-

äеëü безpазìеpных коэффиöиентов поäъеìной сиëы
и пpоäоëüноãо ìоìента заäается в виäе

cye = cyo + α + ϕB,

mz = mzo + α + ϕB + ωz + . ,

ãäе сìысë коэффиöиентов pаскpыт в пpиìе÷аниях
к фоpìуëе (4).

Паpаìетpы , , в соответствии с общепpи-

нятыìи поäхоäаìи [3, 4, 9], заäаþтся по исхоäноìу
банку аэpоäинаìи÷еских äанных. В состав вектоpа
неизвестных паpаìетpов вкëþ÷аþтся аэpоäинаìи-

÷еские коэффиöиенты aт = [сyo  mzo   ].

Пpи наëи÷ии в зависиìостях cy(α), mz(α) то÷ек из-
ãиба в иäентифиöиpуеìый вектоp ìоãут вкëþ÷атüся
зна÷ения пpоизвоäных поäъеìной сиëы и ìоìента
танãажа спpава от то÷ки изãиба. Дëя оöенивания
вектоpа неизвестных паpаìетpов испоëüзуется аë-
ãоpитì иäентификаöии, äетаëüный анаëиз котоpо-
ãо пpеäставëен в pаботе [5].
Пустü в общей фоpìе ìоäеëи объекта и набëþ-

äений иìеþт виä 

y ′(t) = f (y(t), a, u(t)), (5)

z(ti) = h(y(ti), a, u(ti)) + ϑ(ti), (6)

ãäе y(t), u(t) — вектоpы состояния и вхоäных сиã-
наëов; z — вектоp набëþäений; a — вектоp иäен-
тифиöиpуеìых паpаìетpов; ϑ(ti) — вектоp поãpеø-
ностей набëþäений, по опpеäеëениþ явëяþщийся
посëеäоватеëüностüþ сëу÷айных ноpìаëüных неза-
висиìых вектоpов с нуëевыì ìатеìати÷ескиì ожи-
äаниеì и известной äиспеpсионной ìатpиöей R(ti);
f (•), h(•) — известные вектоpные функöии век-
тоpных аpãуìентов.
Оöенки вектоpа паpаìетpов  нахоäятся из ус-

ëовия ìиниìуìа функöионаëа

J( )= [z(ti)– ( , ti)]
т(R(ti))

–1[z(ti) – ( , ti)],

в котоpоì ( , ti) — оöенка пpоãноза вектоpа на-
бëþäений пpи заäанноì зна÷ении вектоpа паpаìет-
pов , котоpуþ поëу÷аþт путеì ÷исëенноãо интеã-
pиpования уpавнений (5) и (6) пpи нуëевых øуìах
набëþäений ϑ(ti).
Тоãäа иäентификаöия выпоëняется по сëеäуþ-

щей pекуppентной фоpìуëе:

 =  – [∇2J( )]–1[∇тJ( )],

ãäе оöенки пеpвоãо и втоpоãо ãpаäиентов ìиниìи-
зиpуеìоãо функöионаëа иìеþт виä

∇J( ) = – [z(ti) – ( , ti)]
т(R(ti))

–1[∇т (ti)];

∇2J( ) = [∇ (ti)]
т(R(ti))

–1[∇ (ti)].

Вхоäящая в фоpìуëы äëя ãpаäиентов веëи÷ина

∇ (ti) = 

пpеäставëяет собой пpоизвоäнуþ оöенки пpоãноза
по вектоpу паpаìетpов и опpеäеëяется, как пpави-
ëо, ÷исëенно.
Усëовие окон÷ания иäентификаöии:

||  – || < 0,02|| ||,

ãäе знак ||•|| озна÷ает ìоäуëü вектоpа.
На äанноì этапе пpоöеäуpы обpаботки поëетных

äанных в упpавëяþщие файëы ìоäуëя иäентифи-
каöии паpаìетpов пpоäоëüноãо äвижения ввоäятся
иìя текстовоãо файëа äанных, äëитеëüностü у÷астка
поëета в секунäах, ÷астота pеãистpаöии поëетных
äанных, зна÷ения ìоìентов инеpöии, оöенки аэpо-
äинаìи÷еских коэффиöиентов соãëасно апpиоp-
ныì оöенкаì по банку аэpоäинаìи÷еских äанных,
эффективная тяãа äвиãатеëей. Также необхоäиìо
указатü зна÷ение уãëа атаки в сеpеäине у÷астка иëи
в то÷ке саìоãо существенноãо изãиба зависиìостей
cy(α), mz(α) и заäатü апpиоpные оöенки коэффиöиен-
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тов аэpоäинаìи÷еских пpоизвоäных , 

äëя äиапазона уãëов атаки, зна÷ения котоpых боëü-
øе, ÷еì в то÷ке изãиба. Пpи анаëизе поëу÷енных
pезуëüтатов необхоäиìо обpатитü вниìание на от-
ноøение СКО невязок, т. е. pазностей изìеpенных
и оöененных в ìоäеëи сиãнаëов, к СКО сиãнаëа.
Пpи хоpоøей схоäиìости äоëя pасхожäений äоëжна
составëятü 7...20 %.
Ка÷ество соответствия ìоäеëи объекту ìожно

оöенитü и по ãpафикаì ìоäуëя отобpажения pезуëü-
татов иäентификаöии аэpоäинаìи÷еских коэффи-
öиентов (pис. 11, сì. ÷етвеpтуþ стоpону обëожки).
На pис. 11 äëя оäноãо у÷астка поëета показаны ãpа-
фики выхоäных сиãнаëов объекта (ноpìаëüная пе-
pеãpузка, уãëовая скоpостü танãажа, уãоë атаки) в
функöии вpеìени. Пpеäставëены оäноиìенные сиã-
наëы, изìеpенные в поëете и вы÷исëенные в ìоäеëи
посëе иäентификаöии аэpоäинаìи÷еских коэффи-
öиентов. Гpафики поäтвеpжäаþт высокуþ то÷ностü
соответствия поëу÷енной ìоäеëи ëетноìу экспе-
pиìенту.
Посëе окон÷ания pаботы ìоäуëя необхоäиìо

выписатü оöенку паpаìетpа эффективности стаби-
ëизатоpа и скоppектиpоватü исхоäные äанные в
файëе ìоäуëя пpовеpки пpавиëüности изìеpений и
pеãистpаöии äëя уто÷ненноãо опpеäеëения неëи-
нейностей.

6. Уточненное опpеделение нелинейностей

Пустü в поëете выпоëнены изìеpения паpаìет-
pов äвижения в ìоìенты ti, i = . На основании
уpавнений пpостpанственноãо äвижения ìожно
поëу÷итü сëеäуþщие выpажения äëя аэpоäинаìи-
÷еских коэффиöиентов поäъеìной сиëы и пpо-
äоëüноãо ìоìента:

cy(ti) = ,

mz(ti) =  – ωx(ti)ωy(ti) +

+ ,

ãäе ϕäв — уãоë установки äвиãатеëя; ny(ti), nx(ti) —
пpоекöии пеpеãpузки на соответствуþщие оси свя-

занной систеìы кооpäинат. Остаëüные обозна÷ения
pаскpыты в пояснениях к фоpìуëе (4). Пpоизвоä-
ная в пpавой ÷асти нахоäится ÷исëенно, остаëüные
веëи÷ины заìеняþтся изìеpенныìи в поëете иëи
апpиоpныìи зна÷енияìи.
С то÷ки зpения уìенüøения вëияния øуìов на

опеpаöиþ ÷исëенноãо äиффеpенöиpования хоpоøие
pезуëüтаты äает пpеäëоженная в pаботе [1] фоpìуëа,
в котоpой пpиìеняется поëиноìинаëüное сãëажи-
вание на скоëüзящеì интеpваëе:

(ti) = bjy(ti + j), i = . (7)

Оöенки пpоизвоäной, вы÷исëенные по фоpìу-
ëе (7), обëаäаþт свойстваìи несìещенности и ìи-
ниìаëüной äиспеpсии.
Пpи испоëüзовании сãëаживаþщеãо поëиноìа

÷етвеpтоãо поpяäка коэффиöиенты вы÷исëяþтся
по фоpìуëе

bj = ,

ãäе h = ti + 1 – ti — интеpваë äискpетизаöии. Как
пpавиëо, выбиpается m = 5.
Указанные выøе фоpìуëы испоëüзуþтся äëя

уто÷ненноãо опpеäеëения неëинейностей. Фоpìуëы
pеаëизованы в ìоäуëе пpовеpки пpавиëüности из-
ìеpений и pеãистpаöии. Моäуëü запускается по-
втоpно, пpи этоì в неì испоëüзуþтся поëу÷енные
на пpеäыäущеì этапе оöенки эффективности ста-
биëизатоpа. На pис. 12 показаны оöенки mz(α),
cy(α) пpоäоëüноãо ìоìента и коэффиöиента поäъ-
еìной сиëы, пpеäставëенные в функöии от уãëа
атаки, изìеpенноãо в поëете. Эти оöенки вы÷ис-
ëены в соответствии с пpеäëоженныìи выøе аëãо-
pитìаìи. Отëи÷ия зависиìостей от стpоãой оäно-
зна÷ной функöии хаpактеpизуþт поãpеøности,
иìеþщие ìесто в ЛЭ.

7. Учет тяги двигателя 
пpи идентификации аэpодинамических 
коэффициентов пpодольного движения

Pазpаботанная ìетоäика пpеäусìатpивает выпоë-
нение иäентификаöии коэффиöиентов аэpоäина-
ìи÷еских сиë и ìоìентов пpоäоëüноãо äвижения
саìоëета с у÷етоì тяãи äвиãатеëей и созäаваеìоãо

äвиãатеëяìи пpоäоëüноãо ìо-
ìента. Зна÷ения эффективной
тяãи опpеäеëяþтся по ãазоäи-
наìи÷еской ìоäеëи äвиãатеëя
[12] иëи по äанныì ЛА по от-
äеëüной ìетоäике [11]. В äанной
pаботе испоëüзоваëисü pас÷еты
по ìоäеëи äвиãатеëя. Важностü
у÷ета изìенения пpоäоëüноãо
ìоìента, созäаваеìоãо äвиãате-
ëяìи, поäтвеpжäается pезуëüта-

dcy α( )
dα

-------------
dmz α( )

dα
--------------

1 N,

ny ti( )cosα ti( ) nx ti( )sinα ti( )+( )mg Psin α ti( ) ϕäв+( )–

qS
---------------------------------------------------------------------------------------------------------

Jz

qSbA
----------

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

 
⎝
⎜
⎛ dωz ti( )

dt
-------------

Jx Jy–

Jz
------------

Käвωy ti( ) Pyäв+( )
Jz

------------------------------------
⎠
⎟
⎞

y′^
j m–=

m

∑ m 1 N m–,+

5 5 3m4 6m3 3m– 1+ +( )j 7 3m2 3m 1–+( )j3–[ ]

h m2 1–( )m m 2+( ) 4m2 1–( ) 2m 3+( )
---------------------------------------------------------------------------------------------

Pис. 12. Пpимеpы полученных зависимостей mz(a) и сy(a)
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таìи иäентификаöии, пpеäставëенныìи на pис. 13
(сì. ÷етвеpтуþ стоpону обëожки). У÷астки быëи
выбpаны äëя оäной конфиãуpаöии саìоëета (поса-
äо÷ной), на бëизких высотах и скоpостях поëета, со-
ответствуþщих pежиìу захоäа на посаäку, но äëя
pазëи÷ных уãëов атаки в äиапазоне 2...16°. Так, на
pис. 13, а показаны pезуëüтаты иäентификаöии ко-
эффиöиента пpоäоëüноãо ìоìента без у÷ета тяãи
äвиãатеëя. Виäно, ÷то äва поëетных у÷астка явно
выäеëяþтся из общеãо pяäа, в отëи÷ие от pис. 13, б,
на котоpоì пpеäставëены pезуëüтаты иäентифика-
öии с у÷етоì ìоìента от äвиãатеëей, — pезуëüтаты
по всеì обpаботанныì у÷асткаì выстpаиваþтся в
непpотивоpе÷ивуþ каpтину. Зна÷ение тяãи äвиãа-
теëей испоëüзуется также пpи pас÷ете оöенки ко-
эффиöиента сиëы сопpотивëения.

9. Сpавнение полученных pезультатов
с банком аэpодинамических хаpактеpистик

В äанноì pазäеëе на pис. 14 (сì. ÷етвеpтуþ сто-
pону обëожки) пpеäставëены обобщенные оöенки
аэpоäинаìи÷еских коэффиöиентов пpоäоëüноãо
äвижения саìоëета в сpавнении с исхоäныì банкоì
аэpоäинаìи÷еских хаpактеpистик. Они показываþт
высокуþ соãëасованностü оöенок иäентификаöии
по всеì пяти pассìатpиваеìыì у÷асткаì поëета.
На этих же pисунках показаны зна÷ения коэффи-
öиентов, взятые из апpиоpноãо банка аэpоäинаìи-
÷еских хаpактеpистик, составëенноãо по ìатеpиа-
ëоì экспеpиìента в аэpоäинаìи÷еских тpубах. По
коэффиöиентаì поäъеìной сиëы и ëобовоãо со-
пpотивëения pезуëüтаты иäентификаöии и тpубноãо
экспеpиìента схоäятся с высокой то÷ностüþ. Не-
котоpые отëи÷ия по коэффиöиенту сопpотивëения
вызваны, веpоятно, поãpеøностяìи иìеþщейся ìо-
äеëи äвиãатеëя.
По коэффиöиенту пpоäоëüноãо ìоìента банк су-

щественно отëи÷ается от äанных иäентификаöии.
Оäнако, поскоëüку оöенки иäентификаöии по всеì
пяти у÷асткаì поëета на pазëи÷ных уãëах атаки
скëаäываþтся в непpотивоpе÷ивуþ каpтину, сëе-
äует пpеäпоëожитü, ÷то оøибки по pассìатpивае-
ìой поëетной конфиãуpаöии относятся к ìатеpиа-
ëаì тpубноãо экспеpиìента.
На pис. 14, в (сì. ÷етвеpтуþ стоpону обëожки)

коэффиöиент пpоäоëüноãо ìоìента взят из банка
аэpоäинаìи÷еских хаpактеpистик с у÷етоì изìене-
ний от выпущенных øасси и ìеханизаöии. Поэтоìу
сpавнение еãо с поëу÷енной ìетоäаìи иäентифи-
каöии из ЛИ хаpактеpистикой pеаëüноãо саìоëета
впоëне коppектно.

Заключение

Pассìотpенное ìетоäи÷еское, аëãоpитìи÷еское и
пpоãpаììное обеспе÷ение позвоëяет поëу÷атü äос-

товеpные оöенки аэpоäинаìи÷еских коэффиöиен-
тов саìоëетов в пpеäеëах экспëуатаöионноãо äиа-
пазона pежиìов поëета с у÷етоì тяãи äвиãатеëя,
÷то поäтвеpжäено pезуëüтатаìи обpаботки поëет-
ных äанных. Поëу÷енные pезуëüтаты пpеäставëяþт
возìожностü нахоäитü нето÷ности в банке аэpоäи-
наìи÷еских хаpактеpистик, выпоëнятü еãо коppек-
тиpовку и уто÷нятü ìатеìати÷ескуþ ìоäеëü ЛА по
pезуëüтатаì ЛИ.
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This work presents a methodology for identification of aerodynamic coefficients of longitudinal motion of an aircraft in the
operational range of the attack angles, taking into account the nonlinearities and changes in the engine operation. A solution
to this problem envisages development of methodological, algorithmic and software support for the process of determination of
the characteristics of stability and controllability of the aircraft, using flight experiments data and the results of the mathematical
and semi-natural simulation. The paper discusses the basic steps of the identification technique and examples of its use. In the
test-flights more than 100 test modes were performed with the purpose to obtain materials for identification of the aerodynamic
coefficients for longitudinal movement and for the aerodynamic coefficients of the lateral movement. In order to assess the cor-
rectness of functioning of the on-board systems for measuring and recording a special algorithm was applied, based on the re-
lationship between the flight parameters defined by the equations of spatial motion of the aircraft. The results of testing and
the methodology on the example of a modern maneuverable aircraft are considered. The obtained estimates of the aerodynamic
coefficients of the longitudinal motion of the aircraft in comparison with the a-priory wind-tunnel aerodynamic characteristics
are presented. The method allows us to obtain reliable estimates of the aerodynamic coefficients of an aircraft within the operating
range of the flight conditions, which is proved by the results of the flight data processing. The identification results will make
it possible to reveal inaccuracies in the a-priory wind-tunnel aerodynamic characteristics,make adjustments and improve the
mathematical model of an aircraft in accordance with the flight test data. A distinctive feature of the technique is the focus
on the improvement of the identification procedures and development of a user-friendly graphic interface, which can be
achieved due to specially developed algorithms and software.
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Веpоятностно-геометpический метод сpеднесpочного обнаpужения 
конфликтов между воздушными судами

Введение

Несìотpя на то ÷то поëеты возäуøных суäов
(ВС) выпоëняþтся в соответствии с pасписанияìи,
стоëкновения в возäухе все же сëу÷аþтся. Обеспе-
÷ение безопасных äистанöий ìежäу ВС усëожнено
в совpеìенных усëовиях pоста интенсивности воз-
äуøноãо äвижения. Забëаãовpеìенное автоìати÷е-
ское выявëение опасности нежеëатеëüных сбëиже-
ний явëяется весüìа актуаëüныì.
Пpеäпоëожение о конфëикте иëи о неäопустиìоì

сбëижении тpаектоpий ВС, возìожноì в pаìках обо-
зpеваеìоãо äиапазона вpеìени, базиpуется на конст-
pуиpовании пpеäпоëаãаеìых тpаектоpий. Пpеäпоëа-
ãаеìые же тpаектоpии ВС поäвеpжены вëияниþ ìно-
жества фактоpов и носят веpоятностный хаpактеp.
Известные ìетоäы обнаpужения конфëиктов

pазëи÷аþтся ìежäу собой способаìи ìанипуëиpо-
вания поãpеøностяìи пpоãнозиpования зна÷ений
паpаìетpов äвижения ВС. Как спpавеäëиво отìе÷а-
ется, напpиìеp, в кpаткоì их обзоpе, пpивеäенноì
в pаботе [1], вы÷исëитеëüная сëожностü пpепятст-
вует пpакти÷ескоìу испоëüзованиþ этих ìетоäов.
В äанной pаботе пpеäставëен ìетоä сpеäнесpо÷-

ноãо обнаpужения конфëиктов, котоpый, со÷етая
поäхоäы к pеøениþ заäа÷и как äетеpìиниpованноãо,
так и веpоятностноãо хаpактеpа, обеспе÷ивает воз-
ìожностü pеаëизаöии пpоãpаììы pеаëüноãо вpеìени.

Этапы обнаpужения конфликтов между ВС

На зеìëе обнаpужение конфëиктов ìежäу ВС вы-
поëняется в тpи этапа, соответствуþщих pазëи÷ныì
интеpваëаì пpоãнозиpования [1, 2]. Дëя кажäоãо эта-
па наибоëее инфоpìативныì явëяется спеöифи÷е-
ский набоp äанных, соответственно, спеöифи÷ески-
ìи явëяþтся и ìетоäы обpаботки этих äанных.
На этапе обнаpужения äоëãосpо÷ных конфëик-

тов (интеpваë пpоãнозиpования 20...60 ìин), коãäа
систеìе упpавëения возäуøныì äвижениеì (УВД)
известен тоëüко стpатеãи÷еский (пассивный) пëан
поëета ВС, по этоìу пëану стpоится ноìинаëüная
тpаектоpия. Совокупностü таких тpаектоpий ана-
ëизиpуется на бесконфëиктностü. Pеаëüный поëет
пpоисхоäит с откëоненияìи от стpатеãи÷ескоãо
пëана, и откëонения настоëüко веëики, ÷то у÷естü
их пpи обнаpужении äоëãосpо÷ных конфëиктов
невозìожно.

На äpуãоì поëþсе нахоäится этап обнаpужения
кpаткосpо÷ных конфëиктов (интеpваë пpоãнози-
pования äо 2 ìин). Зäесü äвижение ВС пpеäпоëа-
ãается pавноìеpныì пpяìоëинейныì, и äëя опpе-
äеëения обëасти веpоятноãо ìестопоëожения ВС
важен тоëüко текущий вектоp путевой скоpости и
пpеäеëы еãо возìожноãо изìенения за ìаëое вpеìя.
Обëастü неопpеäеëенности пpоãнозиpования ìе-
стопоëожения иìеет виä вееpа, теì боëее узкоãо,
÷еì боëüøе ìоäуëü скоpости. Пëановая инфоpìа-
öия пpи этоì беспоëезна.
На сpеäнесpо÷ноì же интеpваëе пpоãнозиpова-

ния (2...20 ìин) свеäения о пëановой тpаектоpии
не у÷итыватü неëüзя. В то вpеìя, коãäа ВС уже нахо-
äится в зоне упpавëения систеìы иëи ÷еpез нескоëü-
ко ìинут войäет в нее из сìежной зоны на известных
усëовиях, иëи ãотово к взëету с аэpоäpоìа зоны
упpавëения, стpатеãи÷еский пëан поëета явëяется ус-
таpевøиì. В это вpеìя еãо заìеняет такти÷еский (ак-
тивный), äинаìи÷ески обновëяеìый пëан поëета.
Тpаектоpия ВС пpеäставëяется, в соответствии

с пëаноì, в виäе ëоìаной ëинии, äëя то÷ек изëоìа
котоpой pасс÷итаны пpостpанственно-вpеìенные
кооpäинаты. Метоä сpеäнесpо÷ноãо обнаpужения
конфëиктов, базиpуясü на этих äанных, äоëжен у÷и-
тыватü äопуски на пpостpанственно-вpеìенные
кооpäинаты тpаектоpии. Пpи этоì ìетоä äоëжен
обеспе÷иватü возìожностü пpоãpаììной pеаëиза-
öии пpакти÷ески непpеpывноãо ìонитоpинãа воз-
äуøной обстановки.

Особенности сpеднесpочного этапа 
обнаpужения конфликтов

Пpоãнозиpуеìая пpостpанственно-вpеìенная
тpаектоpия ВС постоянно поääеpживается в состоя-
нии соответствия новейøей инфоpìаöии об усëо-
виях пеpеäа÷и упpавëения ВС от оäноãо субъекта
упpавëения к äpуãоìу, о текущих оöенках паpаìет-
pов äвижения, основанных на обpаботке pаäиоëо-
каöионной инфоpìаöии, и о поãоäе (о ветpе и теì-
пеpатуpе, вëияþщих на путевуþ скоpостü). Оäнако
оøибки пpоãнозиpования ìестопоëожения ВС в
напеpеä заäанный ìоìент вpеìени, обусëовëен-
ные pазëи÷ныìи физи÷ескиìи пpоöессаìи, вызы-
ваþт откëонения от пpоãнозиpуеìой тpаектоpии.

Пpедставлен метод обнаpужения конфликтов между воздушными судами в воздухе на интеpвале пpогнозиpования до 20 ми-
нут, основанный на сопоставлении текущих планов полета и pеализованный в составе системы упpавления воздушным дви-
жением. Метод является комбиниpованным, сочетающим в себе геометpический и веpоятностный алгоpитмы.
Ключевые слова: упpавление воздушным движением, сpеднесpочное обнаpужение конфликтов, безопасность полетов, pе-

жим pеального вpемени
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Боковое откëонение от ноìинаëüной тpаекто-
pии поä÷иняется ноpìаëüноìу закону pаспpеäеëе-
ния и хаpактеpизуется постоянныì на всеì интеp-
ваëе пpоãнозиpования зна÷ениеì сpеäнекваäpати-
÷еской поãpеøности, pавныì пpиìеpно 920 ì
(0,5 ìоpской ìиëи).
Оøибка пpоãнозиpуеìой путевой скоpости также

поä÷иняется ноpìаëüноìу закону pаспpеäеëения и
постоянна на всеì интеpваëе пpоãнозиpования.
Поэтоìу оøибка пpоãнозиpования пpоäоëüноãо
ìестопоëожения, пpоистекаþщая, в основноì, из
неопpеäеëенности оöенки путевой скоpости и тоже
поä÷иняþщаяся ноpìаëüноìу закону pаспpеäеëе-
ния, pастет с pостоì интеpваëа пpоãнозиpования
по ëинейноìу закону. Есëи сpеäнекваäpати÷еская
поãpеøностü пpоãнозиpования путевой скоpости
составëяет 2,57 ì/с (5 узëов), то пpоäоëüный ин-
теpваë неопpеäеëенности поëожения ВС ± 3σ ÷еpез
10 ìин составит пpиìеpно 9250 ì, ÷еpез 15 ìин —
13 880 ì, ÷еpез 20 ìин — 18 500 ì.
Этиì объясняется 20-ìинутный потоëок обëасти

pеøения заäа÷и сpеäнесpо÷ноãо обнаpужения кон-
фëиктов. Пpи этоì известно [3], ÷то снижение
веpхней вpеìенной ãpаниöы с 20 äо 15 ìин ìожет
сокpатитü ÷исëо ëожных тpевоã на веëи÷ину äо 66 %
(пpи нижней вpеìенной ãpаниöе 8 ìин), сущест-
венно повыøая эффективностü обнаpужения.
Заäа÷у сpеäнесpо÷ноãо обнаpужения конфëик-

тов неëüзя pеøатü пpи иãноpиpовании неопpеäе-
ëенности пpоãнозиpования [2]. Пpеäпоëожиì, ÷то
сопоставëение ноìинаëüных тpаектоpий показаëо,
÷то ÷еpез 20 ìин äва ВС окажутся на pасстоянии
18 кì äpуã от äpуãа. Такая äистанöия сбëижения
ìожет с÷итатüся безопасной (станäаpтное эøеëони-
pование на тpассах в Евpопе составëяет 5 ìоpских
ìиëü, иëи 9260 ì), и ìетоä, основанный тоëüко на
сопоставëении ноìинаëüных тpаектоpий, покажет,
÷то ÷еpез 20 ìин конфëикт не ожиäается. Оäнако
обëасти возìожноãо ìестопоëожения ВС, pазìеp
котоpых вäоëü тpаектоpии äвижения составëяет
±3σ, ìоãут пеpесекатüся, сëеäоватеëüно, опасное
сбëижение сìожет пpоизойти. Поэтоìу пpиìене-
ние такоãо "ìетоäа фиксиpованных поpоãов" не
коppектно, хотя он и испоëüзуется в некотоpых ин-
стpуìентах типа Medium Term Conflict Detection
(MTCD) Евpоконтpоëя1 [4].
Вìесте с теì, ìожно постpоитü ãоpизонтаëüные

обëасти неопpеäеëенности позиöий ВС, окpужаþ-
щие их ноìинаëüные позиöии в pассìатpиваеìый
ìоìент вpеìени, и найти ìиниìаëüное pасстояние
ìежäу обëастяìи, посëе ÷еãо сопоставитü это pас-
стояние с поpоãовыì. Pезуëüтатоì сопоставëения
буäет äекëаpаöия ëибо наëи÷ия, ëибо отсутствия
конфëикта. Несìотpя на то ÷то обëасти неопpеäе-
ëенности стpоятся по пpинöипаì теоpии веpоятно-
стей, такой поäхоä к pеøениþ заäа÷и, тяãотеþщий
к äетеpìиниpованноìу, называется геометpическим
[5]. Можно сказатü, ÷то веpоятностü конфëикта в
этоì сëу÷ае пpиниìается pавной ëибо 1, ëибо 0.

Поäхоä же, называеìый веpоятностным [5], пpеä-
поëаãает констpуиpование функöий пëотности ве-
pоятности ìестопоëожений ВС и обpаботку этих
функöий äëя pас÷ета веpоятности сбëижения ВС
на äистанöиþ, ìенüøуþ поpоãовой.
Пpеäëаãаеìый ìетоä pеøения заäа÷и вкëþ÷ает

äва аëãоpитìа, названных наìи в соответствии с пpи-
наäëежностüþ к указанныì поäхоäаì ãеоìетpи÷е-
скиì и веpоятностныì. По своей pоëи в pеøении
заäа÷и аëãоpитìы пpеäставëяþт, соответственно,
"базис" ìетоäа и еãо "наäстpойку".
Геоìетpи÷еский аëãоpитì обнаpужения конфëик-

тов позвоëяет ìиниìизиpоватü ÷исëо пpопусков
конфëиктов, веäü, pассìатpивая обëасти веpоятноãо
нахожäения ВС в ãоpизонтаëüной пpоекöии как
эëëипсы [6], окpужаþщие ноìинаëüные ìестопо-
ëожения и иìеþщие оси, äëина котоpых как в пpо-
äоëüноì, так и попеpе÷ноì напpавëениях выбpана
в соответствии с Пpавиëоì тpех сиãì, ìы охваты-
ваеì pассìотpение пpакти÷ески всех возìожных
позиöий. А ëожные тpевоãи, с то÷ки зpения безопас-
ности возäуøноãо äвижения, не так вpеäны, как
пpопуски конфëиктов.
Веpоятностный же аëãоpитì вы÷исëения веpо-

ятности сбëижения на äистанöиþ, ìенüøуþ поpо-
ãовой, сëужит äëя выpаботки äопоëнитеëüной ин-
фоpìаöии, хаpактеpизуþщей ìеpу кpити÷ности
ситуаöии [2] и пpеäоставëяеìой äиспет÷еpу.
Такиì обpазоì, ìетоä соответствует тpебованияì

Евpоконтpоëя к систеìе сpеäнесpо÷ноãо обнаpу-
жения конфëиктов [7]:

1. Систеìа äоëжна äопускатü äинаìи÷ескуþ
эвоëþöиþ неопpеäеëенности, котоpая äобавëяется
к паpаìетpаì эøеëониpования äëя отpажения pос-
та неопpеäеëенности по кажäой pазìеpности фазы
поëета пpи увеëи÷ении вpеìени пpоãнозиpования.

2. Систеìа ìожет вы÷исëятü веpоятностü наpу-
øения ноpì эøеëониpования на основе неопpеäе-
ëенностей тpаектоpий и их ãеоìетpии.
Важныì äостоинствоì пpеäëаãаеìоãо ìетоäа

явëяется то, ÷то на еãо основе созäана пpоãpаììа,
pаботаþщая в pежиìе pеаëüноãо вpеìени.

Геометpический алгоpитм 
сpеднесpочного обнаpужения конфликтов

Мы сознатеëüно, pаäи упpощения (поäpазуìевая
повыøение быстpоäействия), пpиìениëи аäапта-
öиþ описанноãо pанее ãеоìетpи÷ескоãо поäхоäа,
сопpовожäаþщуþся увеëи÷ениеì ожиäаеìой äоëи
ëожных обнаpужений [8]. Во-пеpвых, вìесто эëëип-
са ìы pассìатpиваеì описанный пpяìоуãоëüник.
Во-втоpых, ìы "pазäвиãаëи" этот пpяìоуãоëüник,
сìещая еãо стоpоны паpаëëеëüно саìиì себе на ве-
ëи÷ину ìиниìаëüно äопустиìой äистанöии. Тепеpü
не наäо искатü pасстояние ìежäу пpяìоуãоëüникаìи.
Достато÷но обнаpужитü их пеpесе÷ение, ÷то пpоще.
Базиpуясü как на веpоятностноì, так и на ãео-

ìетpи÷ескоì поäхоäах, ìожно быëо бы pасс÷иты-
ватü ноìинаëüные позиöии ВС, относящиеся к по-
сëеäоватеëüныì ìоìентаì вpеìени, отстоящиì
äpуã от äpуãа, скажеì, на 20 с. Такое поøаãовое ìо-

 1 Евpоконтpоëü — Евpопейская оpãанизаöия по безопасно-
сти возäуøной навиãаöии.
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äеëиpование, оäнако, тpебоваëо бы боëüøоãо объеìа
вы÷исëений, котоpый непpиеìëеì пpи высокой
пëотности возäуøноãо äвижения. Кpоìе тоãо, возìо-
жен быë бы пpопуск саìой кpити÷еской ситуаöии
из-за äискpетности "øаãа". Мы äëя обнаpужения
конфëиктов пpиìениëи анаëити÷еский pас÷ет.
Тpаектоpия ВС в ãоpизонтаëüной пëоскости pас-

сìатpивается как совокупностü отpезков пpяìых —
сеãìентов. Конфëикт паpы ВС в ãоpизонтаëüной
пëоскости с÷итается, в pаìках pеаëизованноãо ãео-
ìетpи÷ескоãо аëãоpитìа, пpеäваpитеëüно обнаpу-
женныì, есëи выявëена хотя бы оäна паpа сеãìен-
тов тpаектоpий, äëя котоpой пеpесекаþтся спеöи-
аëüно постpоенные обëасти.
Дëя констpуиpования обëасти, окpужаþщей сеã-

ìент, вна÷аëе стpоится пpяìоуãоëüник, äве стоpоны
котоpоãо, пеpпенäикуëяpные сеãìенту, пpохоäят ÷е-
pез еãо конöы, а äве äpуãие, паpаëëеëüные сеãìенту,
отстоят от неãо на pасстояние d. Затеì стpоятся по-
ëуокpужности с öентpаìи в конöах сеãìентов и pа-
äиусаìи, pавныìи d, äопоëняþщие пpяìоуãоëüники
(pис. 1). Пpи этоì d pавно утpоенной поãpеøности
боковоãо откëонения пëþс ìиниìаëüно äопустиìая
äистанöия ãоpизонтаëüноãо эøеëониpования.
Даëüнейøеìу анаëизу поäвеpãаþтся ëиøü те

паpы сеãìентов, котоpые хаpактеpизуþтся пеpесе-
÷ениеì pассìотpенных обëастей.
Что касается веpтикаëüной пëоскости, то есëи

на некотоpоì сеãìенте тpаектоpии запëаниpовано
изìенение высоты, то то÷но не известно, как оно бу-
äет выпоëнено. Даже у÷итывая pекоìенäуеìые пpин-
öипы возìожно боëее позäнеãо снижения и pаннеãо
набоpа высоты, ìы не ìожеì постpоитü опpеäеëен-
ный веpтикаëüный пpофиëü поëета, так как зна÷ения
веpтикаëüной скоpости ìоãут ваpüиpоватüся. Поэто-
ìу в пpеäпоëожении, ÷то äëя ëþбой то÷ки такоãо сеã-
ìента возìожно ëþбое зна÷ение высоты в ãpаниöах
пëановоãо äиапазона, ìы äëя äаëüнейøеãо анаëиза
выäеëяеì паpы сеãìентов с пеpесекаþщиìися äиа-
пазонаìи, пpеäваpитеëüно pасøиpенныìи снизу и
свеpху на поëäистанöии ìежäу эøеëонаìи.
С÷итаеì, ÷то паpа сеãìентов тpаектоpии иìеет

общий вpеìенной интеpваë, есëи пеpесекаþтся
äиапазоны вpеìени поëета вäоëü обоих сеãìентов:
[плановое вpемя пpолета начала сегмента минус неоп-
pеделенность этого вpемени, плановое вpемя пpолета
конца сегмента плюс неопpеделенность этого вpемени].
Дëя то÷ки ìаpøpута интеpваëоì пpоãнозиpова-

ния вpеìени пpоëета явëяется pазностü пëановоãо
вpеìени пpоëета и текущеãо вpеìени. Эта pазностü
уìножается на утpоеннуþ веëи÷ину поãpеøности
оöенки пpоãнозиpуеìой путевой скоpости и äеëит-
ся на pас÷етнуþ скоpостü по пëану. Поëу÷енный
pезуëüтат составëяет неопpеäеëенностü вpеìени
пpоëета то÷ки.
Есëи общий вpеìенной интеpваë äëя паpы сеã-

ìентов найäен, то в еãо пpеäеëах ìожно pасс÷итатü
ãоpизонтаëüные кооpäинаты и вpеìя наибоëüøеãо
сбëижения в ãоpизонтаëüной пëоскости (pис. 2).
Сpеäи зафиксиpованных в pаìках отäеëüных паp

сеãìентов "наибоëüøих сбëижений" ищется ис-

тинно наибоëüøее. Еãо ноìинаëüное вpеìя с÷ита-
ется ìоìентоì наибоëüøеãо сбëижения. Такоìу
наибоëüøеìу сбëижениþ ставится в соответствие
поëожение сиìвоëа конфëикта в окне потенöиаëü-
ных пpобëеì на экpане äиспет÷еpа.
Дëя ìоìента наибоëüøеãо сбëижения опpеäеëя-

ется тип ãеоìетpии конфëикта. Относитеëüный куpс
паpы ВС в то÷ке наибоëüøеãо сбëижения явëяется
базой äëя кëассификаöии взаиìоäействия как "ëо-
бовое сбëижение" (относитеëüный куpс в äиапазо-
не 135...225°), "äоãон" (±45°) иëи "пеpесе÷ение"
(45...135° иëи 225...270°) [9]. Инäикаöия ãеоìетpии
в сиìвоëе конфëикта в окне потенöиаëüных пpо-
бëеì поìоãает äиспет÷еpу как в постpоении ìыс-
ëенной каpтины возäуøноãо äвижения, так и в пpи-
нятии pеøения о äействиях. Диспет÷еp ìожет
у÷естü, к пpиìеpу, тот факт, ÷то ВС, äвижущееся
"в ëоб", пpибëизится к опасности быстpее, и поэтоìу
такое сбëижение тpебует саìых сpо÷ных äействий.
Моìент наибоëüøеãо сбëижения, опpеäеëенный

описанныì способоì, выбиpается äëя äаëüнейøеãо
анаëиза ситуаöии с пpиìенениеì веpоятностноãо
аëãоpитìа.

Два алгоpитма вычисления веpоятности 
обнаpуженного конфликта

Из изëоженноãо pанее сëеäует, ÷то äëя оäноãо и
тоãо же буäущеãо ìоìента вpеìени эëëипсы неопpе-
äеëенности ìестопоëожения ëþбых ВС в ãоpизон-

Pис. 1. Обнаpужение конфликта в гоpизонтальной плоскости

Pис. 2. Опpеделение наибольшего сближения
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таëüной пëоскости pавны по pазìеpу независиìо
от скоpостей.
Сëеäоватеëüно, ìожно оäнозна÷но опpеäеëитü

веpоятностü конфëикта (сбëижения на äистанöиþ,
ìенüøуþ поpоãовой) äëя
опpеäеëенноãо вpеìени пpоãноза;
опpеäеëенноãо уãëа пеpесе÷ения ноìинаëüных
тpаектоpий на ìоìент пpоãноза;
опpеäеëенной ноìинаëüной äистанöии ìежäу ВС
на ìоìент пpоãноза.
Эта пpобëеìа pеøена анаëити÷ески в pаботе [10]

и pазвита в pаботах [11] и [1].
Наøей заäа÷ей быëо постpоение аëãоpитìа опpе-

äеëения веpоятности P сбëижения на äистанöиþ,
ìенüøуþ поpоãовой D, äëя пpоãpаììы MTCD,
встpоенной в систеìу УВД как систеìу pеаëüноãо
вpеìени.
Боëее иëи ìенее стpоãий аëãоpитì pас÷ета ве-

pоятности сбëижения äвух ВС в ìоìент t на äис-
танöиþ, ìенüøуþ поpоãовой äистанöии D (Алго-
pитм 1, пpоиëëþстpиpованный на pис. 3), вкëþ÷ает:

1) вы÷исëение паpаìетpов ноpìаëüных функ-
öий пëотности веpоятности ìестопоëожения каж-
äоãо ВС на ìоìент t (сpеäнекваäpати÷еские откëо-
нения обеих функöий оäинаковы);

2) постpоение обëастей возìожных позиöий ВС
(таких обëастей, ãäе ВС ìоãут нахоäитüся с веpо-
ятностüþ, бëизкой к 1);

3) выäеëение сpеäи всех паp возìожных пози-
öий äвух ВС (обpазуþщих поëнуþ ãpуппу собы-
тий) таких паp, в котоpых pасстояние ìежäу пози-
öияìи ìенüøе D;

4) äëя кажäой выäеëенной паpы взвеøивание
позиöии кажäоãо ВС с пpиìенениеì своей функ-
öии пëотности веpоятности и пеpеìножение pе-
зуëüтатов;

5) суììиpование пpоизвеäений äëя поëу÷ения
искоìой веpоятности P.
Поãpеøностü Алгоpитма 1 обусëовëена теì, ÷то

обëасти возìожноãо ìестопоëожения, во-пеpвых,
беpутся оãpани÷енныìи и, во-втоpых, äискpетизи-
pуþтся.

Что касается pазìеpа обëастей, то есëи эëëипс
иìеет оси, äëина котоpых в пpоäоëüноì и попе-
pе÷ноì напpавëениях соответствует Пpавиëу тpех
сиãì, то веpоятностü нахожäения объекта в еãо
пpеäеëах pавна [6]

1 – ехp((–3)2/2) = 0,9889,
к тоìу же, pаäи пpостоты вы÷исëений, эëëипсы за-
ìенены описываþщиìи их пpяìоуãоëüникаìи. Шаã
äискpетизаöии выбpан pавныì σ/2 как äëя пpо-
äоëüноãо, так äëя попеpе÷ноãо напpавëений.
Необхоäиìая äëя pас÷етов табëиöа 12•12 "весов",

базиpуþщаяся на зна÷ениях ноpìаëüной функöии
pаспpеäеëения, ãотовится пpоãpаììой на этапе,
пpеäøествуþщеì pежиìу pеаëüноãо вpеìени pабо-
ты систеìы.
Есëи зна÷ение D заäатü соизìеpиìыì с pазìе-

pаìи ВС, то поëу÷иì веpоятностü стоëкновения.
Дpуãой аëãоpитì (Алгоpитм 2) пpи усëовии об-

наpужения конфëикта äает завыøенное зна÷ение
веpоятности, пpоìежуто÷ное ìежäу pезуëüтатаìи
Алгоpитма 1 и ãеоìетpи÷ескоãо аëãоpитìа (äëя по-
сëеäнеãо P = 1, есëи конфëикт обнаpужен).
Пункты 3—5 Алгоpитма 2 отëи÷аþтся от оäно-

иìенных пунктов Алгоpитма 1:
3) äëя кажäой обëасти из п. 2 опpеäеëение наи-

боëüøей поäобëасти, äëя кажäой то÷ки котоpой най-
äется то÷ка в обëасти веpоятноãо нахожäения äpуãоãо
ВС, отстоящая от пеpвой то÷ки бëиже, ÷еì на D;

4) взвеøенное суììиpование позиöий кажäоãо
ВС с пpиìенениеì своей функöии пëотности ве-
pоятности по своей поäобëасти из п. 3;

5) пеpеìножение суìì äëя поëу÷ения искоìой
веpоятности P. 
Пpоизвеäение в п. 5 в этоì сëу÷ае äает веpоят-

ностü тоãо, ÷то оба ВС оäновpеìенно буäут нахо-
äитüся в зонах (упоìинаеìых как поäобëасти), ко-
тоpые хаpактеpизуþтся теì, ÷то:
а) нахожäение хотя бы оäноãо ВС вне соответ-

ствуþщей еìу зоны вëе÷ет отсутствие пpоãнози-
pуеìоãо конфëикта;
б) ина÷е (пpи нахожäении обоих ВС в соответ-

ствуþщих иì зонах) äëя кажäоãо ìестопоëожения
пеpвоãо BC существует некотоpая ÷астü зоны вто-
pоãо BC, ãäе пpи нахожäении таì этоãо втоpоãо ВС
пpоãнозиpуется конфëикт, и наобоpот.
Алгоpитм 2 поëüзуется усëовияìи, äостато÷ны-

ìи äëя pеаëизаöии события, но не обязатеëüно не-
обхоäиìыìи. Алгоpитм 1 же опиpается на необхо-
äиìые и äостато÷ные усëовия.

Выбоp алгоpитма вычисления веpоятности 
обнаpуженного конфликта

Pезуëüтаты äвух pазpаботанных аëãоpитìов су-
щественно pасхоäятся äëя "поãpани÷ных" конфëик-
тов — таких, ãäе пpоãнозиpуеìая ìиниìаëüная äис-
танöия бëизка к тpебуеìоìу эøеëониpованиþ.
Пpеäпоëожиì, ÷то обëасти, ãäе оба ВС ìоãут

нахоäитüся с веpоятностüþ, бëизкой к 1, совпаäаþт.
Тоãäа, есëи паpаìетp D явно пpевосхоäит ëиней-
ный pазìеp такой обëасти (÷то хаpактеpно äëя pас-Pис. 3. Пояснение к pасчету веpоятности конфликта
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÷ета веpоятности наpуøения ноpì эøеëониpова-
ния), то оба аëãоpитìа äаäут оäинаковый pезуëü-
тат, бëизкий к 1. Есëи же паpаìетp D существенно
ìенüøе ëинейноãо pазìеpа обëасти (÷то хаpактеp-
но äëя pас÷ета веpоятности стоëкновения), то ус-
ëовие бëизости позиöий в хоäе выпоëнения Алго-
pитма 1 буäет выпоëнятüся не всеãäа, и еãо pезуëü-
тат окажется то÷нее pезуëüтата Алгоpитма 2.
Напpиìеp, пpи pазìеpе äиаãонаëи я÷ейки (каж-

äой из 144) 0,54 кì вы÷исëяëасü веpоятностü стоëк-
новения стpоãо встpе÷ных ВС. Паpаìетp D, исхоäя
из зäpавоãо сìысëа, пpиниìаëся pавныì не pазìеpу
ВС, а пpевосхоäящеìу еãо pазìеpу äиаãонаëи
я÷ейки. Наøëосü 938 из 20 736 паp я÷еек, котоpые
внесëи вкëаä в pезуëüтат Алгоpитма 1. Саìа pе-
зуëüтиpуþщая веpоятностü оказаëасü pавной 0,13.
В то же вpеìя Алгоpитм 2 äаë веpоятностü стоëк-
новения 0,99.
Мы со÷ëи öеëесообpазныì выбpатü äëя пpакти-

÷ескоãо пpиìенения Алгоpитм 2, ÷тобы избежатü
тонкой обpаботки ãpубой исхоäной инфоpìаöии.
В окне потенöиаëüных пpобëеì, по тpебованиþ

äиспет÷еpа, сиìвоëы потенöиаëüных пpобëеì ìаp-
киpуþтся в соответствии ëибо с уpовняìи веpоятно-
сти сбëижения на äистанöиþ, ìенüøуþ поpоãовой
(саìа äистанöия заäается пpи настpойке конфиãу-
pаöии систеìы), ëибо с уpовняìи уãpозы стоëкно-
вения. Кажäоìу виäу ìаpкиpовки соответствуþт
тpи уpовня.

Заключение

Пpеäставëенный ìетоä сpеäнесpо÷ноãо обнаpу-
жения конфëиктов явëяется коìбиниpованныì.
Испоëüзование ãеоìетpи÷ескоãо аëãоpитìа пpак-
ти÷ески искëþ÷ает пpопуски конфëиктов. Анаëиз
возìожных конфëиктов с пpиìенениеì веpоятно-
стноãо аëãоpитìа äает äопоëнитеëüные показатеëи
кpити÷ности ситуаöии.
Соответствуþщая пpоãpаììа функöиониpует в

составе äействуþщей систеìы УВД в аэpопоpту
Минска, Pеспубëика Беëаpусü, пpеäоставëяя äис-

пет÷еpу посpеäствоì окна потенöиаëüных пpобëеì
боëüøой набоp свеäений о пpоãнозиpуеìой воз-
äуøной обстановке.
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The authors present a method for detection of conflicts in airspace within look-ahead time of 20 minutes, based on analysis
of the current flight plans. It combines both geometric and probabilistic approaches, and contains, respectively, geometric and
probabilistic algorithms.The geometric conflict detection algorithm is the basis of the method. It views an aircraft trajectory as
a series of straight line segments between the route points. In addition, it handles the dynamic evolution of the trajectory un-
certainty with increasing look-ahead time. This algorithm ensures minimization of the number of conflicts due to estimation
of the distances in almost entire areas of the predicted aircraft positions. The algorithm for calculation of conflict probability
forms a superstructure of the method. It estimates the probability level of an event, when the distance between the two conflict
aircraft is less than the threshold value of the minimal approach time. This algorithm produces a supplementary indicator of
a situation criticality. Two algorithms of probabilistic kind were developed and tested. Their results differ only in case when



282 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 16, № 4, 2015

the predicted minimal approach distance is approximately equal to the threshold value. The algorithm, which gives greater value
to the probability level, is chosen.The method is fully analytical, so it does not need step-by-step simulation. The appropriate
computer program is used as a part of the Air Traffic Control system in the airport of Minsk, Belarus, providing to the con-
trollers a considerable amount of information on the predicted air situations.
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Метод синтеза систем непрерывной аккомодации
к дефектам в навигационно-пилотажных датчиках

автономных подводных роботов

Обсуждается метод синтеза высококачественных систем непрерывной аккомодации к дефектам, возникающим в нави-
гационно-пилотажных датчиках движущихся автономных подводных роботов. Предложенный метод основан на использова-
нии кинематических моделей этих роботов и специального комплексирования данных, получаемых от их бортовых датчиков.
Достоинством метода является простота реализации и высокая точность компенсации выявляемых дефектов в условиях
неопределенности и существенной переменности параметров окружающей среды.

Представлены результаты моделирования, подтверждающие высокую эффективность функционирования синтезирован-
ной системы аккомодации.
Ключевые слова: автономный подводный робот, дефект, навигационно-пилотажные датчики, диагностирование, аккомодация
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Введение

В настоящее вреìя автоноìные поäвоäные ро-
боты (АПР) явëяþтся саìыì эффективныì инстру-
ìентоì иссëеäования и освоения Мировоãо океана,
а также выпоëнения разëи÷ных поäвоäно-техни÷е-
ских работ. Важныìи коìпонентаìи АПР, во ìно-
ãоì опреäеëяþщиìи их способностü выпоëнятü
поставëенные заäа÷и, явëяþтся навиãаöионно-пи-
ëотажные äат÷ики, показания которых испоëüзу-
þтся äëя форìирования траекторий их äвижения.
Отказ иëи сбой в работе ëþбоãо äат÷ика привоäит
к оøибкаì в выпоëнении поставëенных заäа÷ иëи
äаже к потере робота. Поэтоìу заäа÷а своевреìен-
ноãо выявëения äефектов в этих äат÷иках явëяется
весüìа актуаëüной. Важной заäа÷ей, направëенной
на повыøение работоспособности АПР при появ-
ëении незна÷итеëüных äефектов, при которых еще
ìожно выпоëнитü и успеøно заверøитü операöии
(ìиссии), явëяется форìирование управëяþщих
возäействий, которые позвоëяþт автоìати÷ески
сохранитü важнейøие характеристики АПР в те÷е-
ние всеãо вреìени их работы. Реøение посëеäней
заäа÷и называþт аккомодацией к дефектам [1].
Известно нескоëüко поäхоäов к реøениþ заäа÷

äиаãностирования и аккоìоäаöии äат÷иков АПР
[2—6]. Эти поäхоäы и ìетоäы построены на основе
äиаãности÷еских набëþäатеëей, испоëüзуþщих не-
ëинейные äинаìи÷еские ìоäеëи АПР. На кажäый
набëþäатеëü поäаþтся управëяþщие сиãнаëы и из-
ìеряеìые коìпоненты вектора состояния АПР. При
этоì äиаãностирование осуществëяется с испоëüзо-
ваниеì анаëиза сиãнаëов рассоãëасования (невязок),
возникаþщих ìежäу выхоäаìи äат÷иков и выхоäаìи
соответствуþщих набëþäатеëей.
Провеäенный анаëиз показаë, ÷то боëüøинство

известных поäхоäов и ìетоäов обеспе÷иваþт ка÷е-
ственное реøение заäа÷ äиаãностирования и акко-
ìоäаöии тоëüко при äвижениях АПР в пëоскости с
ìаëой скоростüþ. Это связано с испоëüзованиеì при
синтезе äиаãности÷еских набëþäатеëей неëинейных
äинаìи÷еских ìоäеëей АПР, которые иìеþт неоп-
реäеëенные и существенно переìенные параìетры.
Но это привоäит к появëениþ отëи÷ных от нуëя
невязок, форìируеìых набëþäатеëяìи, äаже при
отсутствии äефектов.
В öеëях эффективноãо устранения указанноãо

неäостатка приìеняþтся разëи÷ные ìетоäы роба-
стноãо äиаãностирования поäсистеì АПР, основан-
ные на испоëüзовании скоëüзящих набëþäатеëей [7],
нейронных сетей [8], не÷еткой ëоãики [10] и äр.
Известны и разëи÷ные ìетоäы реøения заäа÷ акко-
ìоäаöии, в основе которых ëежат ìетоäы опти-
ìаëüноãо управëения [11], H∞-оптиìизаöии [12],
сëежения за этаëонной ìоäеëüþ [13], аäаптивноãо
управëения [14]. Но испоëüзование этих среäств
снижает ÷увствитеëüностü синтезированных на-
бëþäатеëей к неизвестныì (в основноì ìеäëенно
ìеняþщиìся) параìетраì äиаãностируеìых объек-
тов. При этоì боëüøой пробëеìой в практи÷ескоì
приìенении ìноãих систеì äиаãностирования и

аккоìоäаöии остается боëüøая сëожностü их прак-
ти÷еской реаëизаöии приìенитеëüно к АПР.
Такиì образоì, пробëеìа разработки ëеãко ре-

аëизуеìых систеì äиаãностирования и аккоìоäаöии
к äефектаì, ÷асто появëяþщиìся в навиãаöионно-
пиëотажных äат÷иках АПР, без испоëüзования
ãроìозäких неëинейных уравнений их äинаìики,
соäержащих переìенные и ÷асто вообще неопреäе-
ëенные параìетры, по-прежнеìу остается важной
и актуаëüной.

1. Состав навигационно-пилотажных датчиков АПР 
и постановка задачи исследования

В проöессе разработки ìетоäа аккоìоäаöии
прежäе всеãо необхоäиìо опреäеëитü состав нави-
ãаöионно-пиëотажных äат÷иков АПР и взаиìосвязü
ìежäу поступаþщиìи от них сиãнаëаìи. Эту взаи-
ìосвязü сëеäует испоëüзоватü äëя синтеза äиаãнос-
ти÷еских набëþäатеëей, выявëяþщих и ëокаëи-
зуþщих возникаþщие äефекты.
Состав äат÷иков бортовой навиãаöионной сис-

теìы АПР зависит от еãо типа и назна÷ения. Боëü-
øинство АПР, выпоëняþщих разëи÷ные поäвоä-
ные ìиссии, иìеþт [15]:

1) äопëеровский ëаã äëя изìерения еãо ëиней-
ных скоростей [vx, vy, vz] относитеëüно окружаþ-
щей среäы по всеì треì осяì жестко связанной с
ниì систеìы коорäинат (ССК);

2) аксеëероìетры, изìеряþщие ëинейные уско-
рения [ax, ay, az] по всеì треì осяì ССК;

3) äат÷ик ориентаöии АПР, изìеряþщий уãëы
крена, äифферента и курса [ϕ, θ, ψ] в абсоëþтной
систеìе коорäинат (АСК);

4) ãиäроакусти÷ескуþ навиãаöионнуþ систеìу, из-
ìеряþщуþ ëинейные коорäинаты [x, y] АПР в АСК;

5) äат÷ик ãëубины äëя изìерения коорäинаты z
в АСК;

6) äат÷ики уãëовых скоростей [ωx, ωy, ωz] отно-
ситеëüно трех осей ССК.
Все эти äат÷ики буäут испоëüзованы при разра-

ботке созäаваеìоãо ìетоäа аккоìоäаöии.
Связü ìежäу соответствуþщиìи сиãнаëаìи в ССК

и в АСК описывается сëеäуþщиì выражениеì [15]:

 = J(η)υ, (1)

ãäе υ = [vx, vy, vz, ωx, ωy, ωz]
т — вектор проекöий ëи-

нейной и уãëовой скоростей äвижения АПР на оси
ССК; η = [x, y, z, ϕ, θ, ψ]т — вектор поëожения и
ориентаöии АПР в АСК; J(η) — бëо÷ная ìатриöа
перевоäа соответствуþщих веëи÷ин из ССК в АСК,
иìеþщая виä [15]

J(η) = , (2)

η·

J1 η( ) 0

0 J2 η( )
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ãäе

J1(η) = ,

J2(η) = .

Уравнения (1) и (2) устанавëиваþт связü всех па-
раìетров äвижения АПР и переìенных, изìеряе-
ìых еãо навиãаöионно-пиëотажныìи äат÷икаìи.
Эти уравнения не соäержат переìенных иëи неоп-
реäеëенных коэффиöиентов, ÷то уäобно äëя реøе-
ния заäа÷и аккоìоäаöии к возìожныì äефектаì в
этих äат÷иках. Заäа÷у äиаãностирования ìожно
реøитü на основе анаëиза выхоäных сиãнаëов с
рассìатриваеìых äат÷иков. При этоì требуется не
тоëüко установитü факт возникновения äефекта в
конкретноì äат÷ике, но и опреäеëитü зна÷ение вно-
сиìоãо иì искажения (оøибки), которое äоëжно
испоëüзоватüся систеìой аккоìоäаöии при кор-
рекöии проãраììных сиãнаëов управëения АПР.
Исхоäя из сказанноãо в рассìатриваеìой работе

ставится и реøается заäа÷а разработки ìетоäа син-
теза высокото÷ной, но при этоì ëеãко реаëизуеìой
систеìы непрерывной аккоìоäаöии к äефектаì,
обнаруживаеìыì в реаëüноì вреìени в навиãаöи-
онно-пиëотажных äат÷иках АПР на основе их ки-
неìати÷еских уравнений, описываеìых выраже-
нияìи (1) и (2).

2. Разработка метода синтеза 
системы точной аккомодации к дефектам
в навигационно-пилотажных датчиках АПР

Разрабатываеìый ìетоä синтеза систеìы непре-
рывной аккоìоäаöии к äефектаì, возникаþщиì в
навиãаöионно-пиëотажных äат÷иках АПР, соäержит
три основных этапа. На первоì с испоëüзованиеì
уравнений кинеìатики АПР и спеöиаëüноãо коìп-
ëексирования äанных, поëу÷аеìых от их навиãаöи-
онно-пиëотажных äат÷иков, строится банк äиаã-
ности÷еских набëþäатеëей, позвоëяþщий реøитü
заäа÷у обнаружения и ëокаëизаöии äефектов. На
второì этапе за с÷ет ввеäения äопоëнитеëüных на-
бëþäатеëей с обратной связüþ по сиãнаëу невязки
реøается заäа÷а иäентификаöии веëи÷ин возникаþ-
щих äефектов, а на третüеì происхоäит форìиро-
вание äопоëнитеëüных сиãнаëов в соответствуþщих
канаëах управëения АПР, парируþщих возникаþ-
щие äефекты.
Рассìотриì все три этапа преäëоженноãо поä-

хоäа боëее äетаëüно.
В öеëях äиаãностирования и ëокаëизаöии возни-

каþщих äефектов в äат÷иках АПР ввеäеì в рассìот-
рение банк набëþäатеëей Н1, ..., Н9, оöениваþщих

показания äат÷иков, изìеряþщих веëи÷ины x, y, z,
ϕ, θ, ψ, vx, vy и vz:

H1:  = J11( , )  + J12( , , )  +

+ J13( , , ) , 

H2:  = J21( , )  + J22( , , )  +

+ J23( , , ) , 

H3:  = J31( )  + J32( , , )  +

+ J33( , , ) , 

H4:  =  + J45( , )  + J46( , ) , 

H5:  = J55( )  + J56( ) , 

H6:  = J65( , )  + J66( , ) , 

H7:  = , 

H8:  = , 

H9:  = , (3)

ãäе  = [ , , , , , , , , ]т — вектор

состояния ввеäенноãо банка набëþäатеëей; Jij —

соответствуþщие эëеìенты ìатриöы J(η) (i, j = );
сиìвоëоì "~" обозна÷ены сиãнаëы, поëу÷аеìые от
äат÷иков АПР, соäержащих äефекты. Отìетиì, ÷то
первые øестü уравнений ìоäеëи (3) поäобны урав-
ненияì ìоäеëи (1), три посëеäних о÷евиäны.
Испоëüзуя выражения (3), вектор невязок r =

= [r1, ..., r9]
т ìежäу выхоäаìи банка набëþäатеëей

и сиãнаëаìи, поступаþщиìи от соответствуþщих
äат÷иков, преäставëенных вектораìи оøибок в
этих сиãнаëах dv = [dvx, dvy, dvz]

т и dη = [dx, dy, dz,
dϕ, dθ, dψ]т, ìожно заäатü в сëеäуþщеì виäе: 

r =  – ,

ãäе  = [η + dη, v + dv]т.
При выявëении äефекта в äат÷ике АПР требу-

ется, у÷итывая банк набëþäатеëей (3), опреäеëитü
соотноøения ìежäу зна÷енияìи поëу÷енных невя-
зок r и откëоненияìи (оøибкаìи), возникаþщиìи
в сиãнаëах (в показаниях), поступаþщих от конк-
ретных äат÷иков. Такие соотноøения заäаþтся с
поìощüþ ìатриöы äефектов, зна÷енияìи которой
явëяþтся нуëи и еäиниöы. Есëи конкретная невязка
÷увствитеëüна к опреäеëенноìу äефекту, то на пе-
ресе÷ении строки, соответствуþщей этой невязке,
и стоëбöа, соответствуþщеãо выявëенноìу äефекту,
ставится 1, а в противноì сëу÷ае — 0. Дëя ввеäен-
ноãо банка набëþäатеëей (3) ìатриöа äефектов D
приниìает виä, показанный в табë. 1, ãäе dax, day
и daz — оøибки в сиãнаëах, поступаþщих от аксе-
ëероìетра АПР.

cosψcosθ
sinψcosϕ ––

cosψsinθsinϕ–
sinψsinϕ +
cosψcosϕsinθ+

sinψcosθ
cosψcosϕ +
sinϕsinθsinψ+

cosψsinϕ +–
sinθsinψcosϕ+

sinθ– cosθsinϕ cosθcosϕ

1 sinϕtanθ cosϕtanθ
0 cosϕ sinϕ–

0 sinϕ
cosθ
--------- cosϕ

cosθ
---------

x

.

θ~ ψ~ vx~ ϕ~ θ~ ψ~ vy~

ϕ~ θ~ ψ~ vz~

y

.

θ~ ψ~ vx~ ϕ~ θ~ ψ~ vy~

ϕ~ θ~ ψ~ vz~

z

.

θ~ vx~ ϕ~ θ~ ψ~ vy~

ϕ~ θ~ ψ~ vz~

ϕ

.

ωx~ ϕ~ θ~ ωy~ ϕ~ θ~ ωz~

θ

.

ϕ~ ωy~ ϕ~ ωz~

ψ

.

ϕ~ θ~ ωy~ ϕ~ θ~ ωz~

vx

.

ax~

vy

.

ay~

vz

.

az~

η x y z ϕ θ ψ vx vy vz

1 6,

η* η

η*
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Анаëиз эëеìентов ìатриöы (4) показывает, ÷то
по выхоäныì сиãнаëаì äат÷иков, изìеряþщих
переìенные ωy и ωz, äефекты в них разëи÷итü не
преäставëяется возìожныì, так как неëüзя оäно-
зна÷но опреäеëитü, какой конкретно сиãнаë соäер-
жит выявëенный äефект. В öеëях устранения этой
неоäнозна÷ности соотноøения банка набëþäате-
ëей (3) необхоäиìо скорректироватü. Дëя этоãо из
øестоãо уравнения систеìы (3) необхоäиìо выра-
зитü переìеннуþ  и поäставитü поëу÷енное вы-
ражение в Н4. В резуëüтате уäается поëу÷итü äо-
поëнитеëüный набëþäатеëü 

H10:  =

= ,

невязка котороãо уже не буäет зависетü от äефекта,
опреäеëяþщеãо зна÷ение dωy.
В резуëüтате скорректированная ìатриöа äе-

фектов, позвоëяþщая успеøно реøитü поставëен-
нуþ заäа÷у, буäет иìетü виä, показанный в табë. 2.
Такиì образоì, новая ìатриöа D1, построенная

на основе сиãнаëов, поëу÷аеìых от всех навиãаöи-
онных äат÷иков АПР, буäет позвоëятü оäнозна÷но
опреäеëятü наëи÷ие äефекта в кажäоì из äиаãнос-
тируеìых äат÷иков.

В öеëях äаëüнейøей ëокаëизаöии выявëяеìых
äефектов ввеäеì в рассìотрение вектор I

I = [I1 I2 ... I10]
т;  Ik = 

ãäе rk0 — веëи÷ина, опреäеëяþщая пороã ÷увстви-
теëüности k-ãо набëþäатеëя (k = ).
Иныìи сëоваìи, указанный k-й эëеìент векто-

ра I буäет равен 1, есëи невязка k-ãо набëþäатеëя
превысит пороãовое зна÷ение, и нуëþ — в против-
ноì сëу÷ае. Сравнивая вектор I со стоëбöаìи ìат-
риöы D1, ìожно поëу÷итü вектор L:

L = [L1 L2 ... L15]
т; Ll = 

ãäе  — l-й стоëбеö ìатриöы D1 (l = ).
При отсутствии äефектов все эëеìенты вектора L

буäут равны нуëþ. При возникновении k-ãо äе-
фекта l-й эëеìент вектора L станет равныì 1, а ос-
таëüные останутся нуëевыìи. Такиì образоì, за-
äа÷у äиаãностирования и ëокаëизаöии äефектов в
сиãнаëах, поëу÷аеìых от навиãаöионных äат÷иков
АПР, ìожно с÷итатü реøенной. Оäнако посëе об-
наружения и ëокаëизаöии äефектов äëя реаëизаöии
систеìы аккоìоäаöии необхоäиìо в реаëüноì ìасø-
табе вреìени то÷но оöенитü зна÷ения оøибок, обус-
ëовëенных этиìи äефектаìи. При этоì зна÷ения
оøибок dx, dy, dz, dθ и dψ ìожно опреäеëитü сразу
путеì интеãрирования сиãнаëов невязок, поëу÷ае-
ìых соответственно от набëþäатеëей Н1, Н2, Н3,
Н5 и Н6 систеìы (3). Дëя опреäеëения äефектов по
сиãнаëаì, поëу÷аеìыì от остаëüных äат÷иков АПР,
необхоäиìы äопоëнитеëüные проöеäуры, которые
буäут рассìотрены äаëее.
Сëеäует отìетитü, ÷то описание набëþäатеëя Н4

соäержит коэффиöиенты, зависящие от ϕ. Поэтоìу
простыì интеãрированиеì не уäается опреäеëитü
зна÷ение оøибки dϕ, и сëеäует ввести в рассìотре-
ние новый набëþäатеëü , который äоëжен бытü
построен при совìестноì реøении 5-ãо и 6-ãо
уравнений систеìы (3) (при усëовии äействия
тоëüко оäноãо этоãо äефекта):

 = arcsin , (4)

ãäе  — переìенная состояния набëþäатеëя .
Тоãäа зна÷ение этой оøибки буäет равно: dϕ =  – .
Дëя опреäеëения веëи÷ин оøибок dvx, dvy, dvz,

dωx, dωy, dωz, dax, day, daz необхоäиìо ввести в рас-
сìотрение новые набëþäатеëи , ..., , которые
совпаäаþт по виäу с набëþäатеëяìи Н1, .... Н9, но
при этоì соäержат обратнуþ связü, построеннуþ с
испоëüзованиеì сиãнаëа невязки [16]. В ÷астности,
при возникновении оøибки dvx, коãäа äефекты в
остаëüных äат÷иках отсутствуþт, набëþäатеëü 
ìожно описыватü уравнениеì

 = J11(vx + dvx) + J12vy + J13vz + k2 , (5)

Табëиöа 1

Невязка
Оøибки

dx dy dz dϕ dθ dψ dvx dvy dvz dωx dωy dωz dax day daz

r1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0
r2 0 1 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0
r3 0 0 1 1 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0
r4 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
r5 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0
r6 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0
r7 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0
r8 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
r9 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1

Табëиöа 2

Невязка
Оøибки

dx dy dz dϕ dθ dψ dvx dvy dvz dωx dωy dωz dax day daz

r1 1 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0
r2 0 1 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0
r3 0 0 1 1 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0
r4 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
r5 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0
r6 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0
r7 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
r8 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0
r9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1
r10 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0

ωy~

ϕ

.
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ãäе  — переìенная состояния этоãо набëþäатеëя,
k2 — коэффиöиент усиëения обратной связи,

= x –  — невязка набëþäатеëя .

У÷итывая выражения (1) и (5), ìожно записатü:

 =  –  = J11vx + J12vy + J13vz – J11(vx + dvx) –

– J12vy – J13vz – k2r2 = J11dvx – k2 . (6)

В общеì виäе повеäение сиãнаëа dvx(t) во вре-
ìени ìожно описатü зависиìостüþ:

dvx(t) = ae jωt,

ãäе a — аìпëитуäа изìенения оøибки; ω — ÷астота
изìенения оøибки; j — ìниìая еäиниöа. С у÷етоì
этоãо описания реøение уравнения (6) иìеет виä

(t) = C1  + e jωt + φ, (7)

ãäе φ = arctg(ω/k2), C1 — некоторая константа.

Есëи k2 . ω (это справеäëиво в боëüøинстве ре-
аëüных систеì), то выражение (7) ìожно перепи-
сатü в виäе

(t) = C1  – .

Иссëеäования показаëи, ÷то при синтезе систеì
аккоìоäаöии к äефектаì в äат÷иках АПР жеëатеëü-
но выбиратü k = 3/TC, ãäе TC — вреìя, за которое
сиãнаëы невязки вхоäят в 5 %-þ зону от искоìой
веëи÷ины. В этоì сëу÷ае в установивøеìся режиìе
зна÷ение возникаþщей оøибки опреäеëяется в виäе

dvx = – . Поäобныì же образоì опреäеëя-

þтся остаëüные оøибки.
Такиì образоì, посëе ввеäения новых набëþ-

äатеëей , ...,  уäаëосü поëностüþ реøитü за-
äа÷у оöенки зна÷ений оøибок, возникаþщих во
всех навиãаöионных äат÷иках АПР.
На третüеì этапе синтеза систеì аккоìоäаöии

зна÷ения возникаþщих оøибок испоëüзуþтся äëя
форìирования äопоëнитеëüных сиãнаëов в систе-
ìах управëения АПР, устраняþщих эти äефекты.
Дëя реøения этой заäа÷и испоëüзован вектор вы-
÷исëенных оøибок R в виäе

R = [L1dx ... L15daz]
т. (8)

Есëи обнаружена оøибка dk, то на выхоäе сис-
теìы набëþäатеëей форìируется вектор R, l-й эëе-
ìент котороãо равен зна÷ениþ оøибки, а остаëüные
равны нуëþ. При отсутствии äефектов все эëеìенты
вектора буäут нуëевыìи. Даëее исхоäя из уравне-
ния невязки и выражения (8), отниìая поëу÷енные
зна÷ения оøибок от реаëüных сиãнаëов äат÷иков,
ìожно поëу÷итü корректные зна÷ения изìеряеìых
веëи÷ин, необхоäиìые äëя форìирования про-
ãраììных сиãнаëов управëения АПР:

η = [  – R1,  – R2,  – R3,  – R4,

 – R5,  – R6]
т,

v = [  – R7,  – R8,  – R9,  – R10,

 – R11,  – R12]
т,

a = [  – R13,  – R14,  – R15]
т.

Обобщенная структурная схеìа синтезирован-
ной систеìы аккоìоäаöии преäставëена на рис. 1.
Эта систеìа позвоëяет опреäеëитü, ëокаëизоватü и
оöенитü зна÷ения оøибок, возникаþщих в нави-
ãаöионных äат÷иках АПР.

3. Исследование работы
синтезированной системы аккомодации

В öеëях проверки работоспособности и эффек-
тивности синтезированной систеìы аккоìоäаöии
быëо провеäено ÷исëенное ìоäеëирование, в про-
öессе котороãо испоëüзоваëасü ìоäеëü реаëüноãо
АПР с аäаптивной систеìой управëения [17]. Мо-

x̂

.

r2̂ x̂ H2
*

r2̂

.

x· x̂

.

r2̂

Рис. 1. Обобщенная структурная схема системы аккомодации к
дефектам в навигационно-пилотажных датчиках АПР:
ЛД — бëок ëокаëизаöии äефектов; ОВД — бëок опреäеëения
зна÷ений оøибок (äефектов); СУ — систеìа управëения АПР;
ФПC — бëок форìирования проãраììных сиãнаëов

Рис. 2. Значение дефекта dvy, определенного алгоритмом диаг-
ностирования, когда dvy = 0,75sin(0,2t)
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äеëирование провоäиëи при нуëевых на÷аëüных
состояниях АПР и набëþäатеëей. Возникновение
äефекта иìитироваëосü изìенениеì веëи÷ины dvy
по законаì dvy = 0,75sin(0,2t) и dvy = 1(t), на÷иная
с ìоìента вреìени t = 10 c.
На рис. 2 и 3 преäставëены резуëüтаты работы

систеìы äиаãностирования, позвоëяþщей в реаëü-
ноì ìасøтабе вреìени осуществëятü проöеäуру
äиаãностирования неисправных äат÷иков АПР,
а также то÷но опреäеëятü зна÷ение возникаþщих в
них оøибок. На этих рисунках кривая 1 обозна÷ает
заäаннуþ оøибку dvy, а кривая 2 — зна÷ение этой
оøибки, поëу÷енной с поìощüþ систеìы äиаãнос-
тирования, рассìотренной в статüе.
На рис. 4 преäставëены траектории äвижения

АПР в вертикаëüной и ãоризонтаëüной пëоскостях
при отсутствии и наëи÷ии äефектов в äат÷ике ско-
рости. На этоì рисунке показана эффективностü
работы систеìы аккоìоäаöии при коìпенсаöии
äефектов (коãäа они явëяþтся переìенныìи). Из
рис. 4 виäно, ÷то синтезированная систеìа позво-
ëиëа не тоëüко опреäеëитü и то÷но оöенитü по-
явивøийся äефект, но и, обнаружив еãо, сохранитü
требуеìуþ то÷ностü работы АПР. Анаëоãи÷ные ре-
зуëüтаты поëу÷ены и при возникновении разëи÷-
ных по веëи÷ине оøибок в äруãих äат÷иках.
Поëу÷енные резуëüтаты ìатеìати÷ескоãо ìоäеëи-

рования поëностüþ поäтверäиëи работоспособностü
и высокуþ эффективностü преäëоженноãо ìетоäа
синтеза систеìы аккоìоäаöии к типовыì äефек-
таì, появëяþщиìся в навиãаöионно-пиëотажных
äат÷иках АПР.

Заключение

В äанной работе преäëожен ìетоä синтеза вы-
сокока÷ественной систеìы непрерывной аккоìоäа-
öии к äефектаì, возникаþщиì в навиãаöионно-пи-
ëотажных äат÷иках АПР. К äостоинстваì ìетоäа
относится тот факт, ÷то он испоëüзует не äинаìи-
÷ескуþ, а тоëüко кинеìати÷ескуþ ìоäеëü робота.
Синтезированные с поìощüþ этоãо ìетоäа систе-
ìы иìеþт простуþ практи÷ескуþ реаëизаöиþ, но
при этоì обеспе÷иваþт высокуþ то÷ностü коìпен-
саöии выявëяеìых äефектов. Этот ìетоä, оäнако,
работает при появëении ëþбоãо, но тоëüко оäи-
но÷ноãо äефекта.
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Today, the problem of timely detection and accommodation to the arising faults in navigation sensors of autonomous underwater
robots (AUR) is very topical. Analysis shows that the existing approaches and methods provide a qualitative solution to the accom-
modation problems of faults only in case of a slow speed motion of AUR. In this paper, a new synthesis method of high-quality con-
tinuous accommodation systems to faults a rising in the navigation sensors of AUR is proposed and investigated. This method consists
of three main stages. At the first stage, the problem of detection and localization of faults based on the use of a robot's kinematic
model and special data fusion from its sensors is solved. It ensures high quality diagnostics data, because the kinematic model con-
nects all the motion parameters of AUR and variables measured by its navigation sensors. At the second stage, the problem of the
faults’ size identification is solved due to introduction of special feedback in each observer. At the third stage, the additional control
signals for AUR guaranteeing expeditious parrying of the arising faults are formed.The advantage of the proposed method is simplicity
of its realization and high precision of compensation of the revealed faults in the conditions of uncertainty and essential variability
of the environmental parameters. The modeling results prove high efficiency of operation of the synthesized system of accommodation.
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