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УПРАВЛЕНИЕ И ОБРАБОТКА ИНФОРМАЦИИ
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V. F. Filaretov, D. Sc., Head of Laboratory, Head of Department, fi laret@iacp.dvo.ru,
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The New Strategy of Designing Tracking Control Systems
for Dynamical Objects with Variable Parameters1

In this paper, the new strategy of controlling complicated dynamical objects with variable or unknown parameters during 
their movement along smooth spatial trajectories is proposed. The proposed strategy is based on correcting program signals 
that define the movement of this object depending on accurate dynamical-object movement. Using this strategy considers 
the variance of dynamical object parameters and increased accuracy of their movement when typical linear controllers are 
used. The simulations and experimental researches confirmed the workability and efficacy of the proposed strategy.

Keywords: control theory, tracking systems, mobile robot control, accuracy, design systems, dynamic object, motion 
control systems

1. Introduction

There  are three basic strategies used for con-
trolling different dynamical objects (DOs) in track-
ing mode: the feedback strategies [1], the invariance 
principle [2], and the strategy of joint nominal and 
local control. However, using these known strategies 
often does not solve the task of accuracy control 
by means of simple controllers for a new class of 
complex multiconnected systems with variable and 
unknown parameters (underwater vehicles and mul-
tilink manipulators).

The generalized structure diagram of a tra cking 
system with n control channels and using of the 
feedback strategy is presented in Fig. 1, and the fol-
lowing notation is used in this diagram: DO is the 
dynamical object, MCU represents the main control 
units installed in each control channel, FBS rep-
resents the feedback sensors, and XB(t), X*(t), ε(t),
u(t) ∈ Rn, where α(t) is the vector of controlled 
coordinates, X*(t) is the vector of desired (program) 
values of these coordinates, ε(t) = X*(t) – XB(t) is 
the vector of errors in corresponded control chan-
nels, and u(t) is the vector of control signals. To 
reach the high control accuracy in the schema pre-

1The work was supported by the Russian Foundation for  Basic 
Research (grants 16-29-04195,  17-57-45055).

sented in Fig. 1, the controllers with transfer func-
tion Wk(s) similar to k/Wok(s) should be entered in 
each control channel. Here Wok(s) is the transfer 
function of DO, k is the large gain, and s is the 
Laplace operator. However, the transfer function
k/Wok(s) cannot be implemented, as all real DO 
has reduced frequency response, and larger values 
of k decreases the stability of the system. Further-
more, if the frequency and amplitude of X*(t), which 
approach harmonic signals, is increased, then the 
values ε(t) increases as well while considering the 
limited bandwidth of DO even when adaptive con-
trollers are used.

It can provide the robustness of quality para-
meters of system working by means of the invari-
ance principle (two-channel control) [2]. The gen-
eralized diagram that implements this strategy is 
shown in Fig. 2. In this diagram, the ACU are 
the additional control units with transfer functions 
Wak(s) = 1/(Wok(s)Wk(s)) that enter in each con-

Fig. 1. The generalized structural diagram of the tracking system
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trol channel. However, the transfer function Wak(s) 
cannot be implemented exactly because of the rea-
son described earlier in the introduction. Thus, it is 
impossible to provide precise invariance of quality 
parameters to different external unknown and vari-
able influences.

The third known strategy of local, global, and 
adaptive control [3, 4] can be used for controlling 
complex multiconnected DO (multilink manipula-
tors and underwater vehicles) with variable and un-
known parameters. The generalized schema of im-
plementation of this strategy is presented in Fig. 3, 
where Ug(t) ∈ Rn is the vector of global control.

The general idea of this strategy is to calculate 
the signal for movement of DO for each control 
channel (manipulator of underwater vehicle) at cor-
responding coordinates while considering its dy-
namic properties. It supposes that DO has nomi-
nal values of its parameters, that the restrictions of 
power of DO actuators are not consi de red, and that 
the arbitrary (unknown and unmeasured) external 
influences are presented. This control must provide 
the main trend of required movement of DO but 
signal u(t), which forms by means of the first-con-
trol strategy [1], and the control must compensate 
for the inevitable errors due to accounting for its 
dynamic properties and unknown external influ-
ences. The MCU may also include the typical or 
adaptive controllers by considering the presence of 
unknown or variable parameters of DO.

A disadvantage of this strategy is the necessity to 
use complicated CS [5—9] that nevertheless cannot 
provide for the actuator restrictions in each control 

channel of DO. This can lead to control loss of
this DO.

Therefore, the analysis above shows that there is 
no control strategy that easily creates implemented 
CS for high-accuracy control of complicated DO 
with variable and unknown parameters during its 
movement along arbitrary smooth spatial trajectories.

2. Task setting

In this paper, the following task is set and solved. 
It is necessary to develop the new control strategy 
for complicated nonlinear DO with va ria ble and 
unknown parameters to provide high accuracy con-
trol by considering the restricted DO actuators by 
means of easily implemented CS. To develop the 
new synthesis methods, these CS that provide the 
deviation of DO from desired trajectories cannot 
exceed the allowable values.

This new strategy supposes not only the direct 
control of DO when it moves along desirable tra-
jectories (it usually needs to use the differential 
equations instrument) but also the control of pro-
gram signals coupled with simple tracking control 
systems installed in each control channel and pro-
viding only stability of the corresponding control 
loop. These CS must control the program signals 
that form such coordinates of the moving target 
points which ensure DO movement near all parts of 
the desirable trajectories with high accuracy even if 
large errors of tracking are present.

3. The description of movement of dynamic
control object along spatial trajectory

The DO already has the typical (simple) CS as 
follows:

 u(t) = Fu(ε(t), X*(t)), (1)

which provide its stable movement along spatial 
trajectory. The vector X*(t) is formed in the global 
coordinate frame (GCF) by means of the following 
expression [10, 11]:

 

1

*( ) ( *) ( *) * ( *) *,

( *)
y v

z

X t g x x v f x v

g x

⎡ ⎤
⎢ ⎥′= Φ =⎢ ⎥
⎢ ⎥′⎣ ⎦

�  (2)

where 2 2 1/2( *) (1 ( ( *)) ( ( *)) ) ;y zx g x g x −′ ′Φ = + +  
( *) ( *)

( *) , ( *) ;
* *

y z
y z

g x g x
g x g x

x x

∂ ∂
′ ′= =

∂ ∂
 gy(x*), gz(x*) 

Fig. 2. The generalized diagram of implementing the invariance 
principle

Fig. 3. The generalized schema of implementing this strategy
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are the functions describing the desired trajectory of 
DO movement in vertical and horizontal plans, re-
spectively; v* is the program velocity of DO move-
ment along this trajectory.

The values of elements of vector ε(t) depend on 
the curvature of current path of trajectory, velocity 
of Do movement along this trajectory, used CS, and 
vector P of the variable parameters of DO

 ε(t) = Fε(X*(t), Fu(•), P). (3)

If DO moves along the curvilinear trajectory and 
ε(t) ≠ 0, then vector εn(t) = Fn(X(t), gy(•), gz(•), ε(t)) ≠
≠ 0 ∈ Rn always arises (see Fig. 4). This vector de-
fines the deviation of DO from the trajectory and 
always satisfies the following inequality:

 0 m ||εn|| m ||ε||. (4)

If value of vector P is variable and control law 
Fu(•) is unchanged, then value ||εn|| can be decreased 
by means of changing of coordinates of vector 
X*(t). Expression (2) shows that it can be possible 
by means of decreasing the value v* on the part of 
the trajectory having a large curvature. However, it 
is undesirable if actuators of DO have a reserve of 
power to provide the high-speed movement.

In accordance with task setting described above 
and using typical tracking CS (TCS) described by 
(1) and vector X*(t) described by (2), we develop the 
new control strategy for DO on the basis of form-
ing a program signal of its movement that allows 
movement along all parts of trajectory based on the 

saturation of DO actuators and satisfying the fol-
lowing condition:

 ||εn(t) || m εmax, (5)

where εmax is the allowable deviation of DO from 
the desired trajectory.

The generalized structure diagram that imple-
ments this new control strategy is presented in 
Fig. 5, where X**(t) ∈ R3 is the vector of the current 
coordinates of desired position of target point which 
enter the inputs of each control channel (typical 
tracking systems). This diagram differs significantly 
from other diagrams presented in Fig. 1—3.

4. The forming of program signals
of dynamical object movement

The truth equation

( )

( ( ), ( ), ( ), ( ( ), ( ), )) 0

n

n B y z u

t

F X t g g F X t F P∗∗
ε

ε =

= ⋅ ⋅ ⋅ =
 (6)

ensures that the DO movement is along the arbitrary 
spatial trajectory with any achievable velocity and 
zero deviation from this trajectory. However, solving 
(6) at a relatively desired position of target point 
X**(t) ∈ R3 is possible only for simplest cases, and 
numerical solutions in real time is very complicated. 
For this reason, instead of the exact solution 
presented in (6), numerical solutions should find 
and use the approximate solution that satisfies (5).

The value X**(t) that provides approximately the 
truth of (6) we find in the following form:

 X**(t) = X*(t) + ΔX*(t), (7)

where ΔX*(t) ∈ R3 is the vector of additional pro-
gram signal that shifts the target point X*(t) from 
the desired trajectory of DO movement.

The signal X*(t) should be entered on inputs of 
CS DO and the real position X(t) of DO (dashed 
line in Fig. 6) on distance ||εn(t)|| from trajectory 
X*(t) (solid line in Fig. 6). If signal X**(t) (dotted 
line in Fig. 6) that is copied from X(t) and is located 
symmetric about trajectory X*(t) is used instead of 
signal X*(t), then real movement of DO XB(t) (dash-
dotted line in Fig. 6) has a decreased distance from 
trajectory X*(t). Herewith the following condition 
is valid:

 ε(t) = X*(t) – X(t) ≈ X**(t) – XB(t) = ε*(t).

Fig. 4. The vectors of dynamic errors and deviation

Fig. 5. The generalized diagram of CS DO that implements the 
new control strategy
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It is impossible to define the value ||εn(t)|| a prio-
ri, as it depends on the curvature of X*(t), velocity, 
DO dynamic parameters and parameters of interac-
tion with the environment. Thus, the X**(t) can be 
formed during the DO movement only.

The vector ΔX*(t)can be defined as follows:

 *( ) ( ) ( ) ( ).n nX t X t X t tΔ = − = ε  (8)

Then considering the expressions of (7) and (8), 
we have

 * * *( ) ( ) ( ) ( ) ( ).nX t X t t X t X t∗∗ = + ε = + Δ  (9)

The value ε*(t) is large when the vector ΔX*(t) is 

entered, but value || ( )||n t∗ε  (see Fig. 2) is decreased 
significantly. However, forming vector X**(t) is a 
complicated task as DO is on a point XB(t) near 
the trajectory X*(t) and the Х(t) cannot be defined. 
Thus, the vector ΔX*(t) that holds DO near to X*(t) 
while signaling X**(t) needs to be estimated. We 
then solve this task by means of CS, whose block 
diagram is shown in Fig. 7, where BFD is the block 
of forming the deviation DO from trajectory X*(t).

The CS shown in this figure has two inputs. 
The signal X*(t) enters in the first input, and sig-

nal ΔX**(t) ≈ ΔX*(t) enters in second 
input. The signal ΔX**(t) is calculated 
during DO movement near the trajec-
tory X*(t) by means of the expression

( ) [ ( ) ( )]

, ( ),

n n В

n n n n

X t k X t X t

k

∗∗ ∗
ε

∗ ∗
ε

Δ = − =

= ε ε εn
 (10)

where knε = const > 1 is the coefficient 
that is selected so that the condition (5) 
will be true for all parts of trajectory 
and the stability of TCS is maintained.

The proposed control strategy of 
DO movement along trajectory X*(t) 

is correct for any stable TCS (1). The main task for 

forming signal (10) is calculating vector n
∗ε . This 

task is solved in section 5.

5. Calculation of vector *en

To calculate the coordinates of point ( )nX t∗  and 
vector n

∗ε , we can use the method proposed in the 
work [11]. This method requires the numerical solu-
tion of system of nonlinear equation by means of a 
powerful onboard computer. However, we can esti-
mate the ( )n tε�  of vector n

∗ε , because the value 
|| ( )||n t∗ε  is usually much less than the radius of cur-
vature for all parts of trajectory X*(t). In this case, 
the vector ( )n tε�  is found as perpendicular to tan-
gent line N of trajectory X*(t) (see Fig. 8). The co-
ordinates of point � ( )n tX  (see Fig. 8) are defined in 
semi-body fixed coordinate frames with axis � � �, ,x y z  
that are parallel to the axis of GCF, while its center 
is the center of mass of DO (point XB(t)).

In this coordinate frame, the point Х*(t) is de-

fined by coordinates of vector � � �( ) ( , , ) ,T
x y ztε = ε ε ε  

and point � ( )n tX  by coordinates of vector ( )n tε� . 
The equation of the tangent line N passing through 
point Х*(t) and coinciding with vector v* has the 
following form [12]:

� � �

1 2 3

,
y zx

y zx

f f f

− ε − ε− ε
= =  (11)

where f1, f2, f3 are the elements of 
vector fv(x*) (2). The equation of 
plane G passing through point XB(t) 
and being perpendicular to line N has 
the following form [12]

 � � �
1 2 3 0.f x f y f z+ + =  (12)

Fig. 6. The schema of DO movement near the program trajectory

Fig. 7. The block diagram of the system that implements the new control strategy
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After solving system (11) and (12) we have the 
following expression:

 

2 2
2 3 1 2 1 3

3 2
22 2 3 1
2 2 3

1

3 2
23 2 3 1

2 3 3
1

( ) 1 ( ),

1

n

f f f f f f

f f f f
t f f f t

f

f f f f
f f f

f

⎡ ⎤
⎢ ⎥+ − −⎢ ⎥
⎢ ⎥+ −⎢ ⎥ε = − − ε
⎢ ⎥
⎢ ⎥

+ −⎢ ⎥− −
⎢ ⎥⎣ ⎦

�

which can define the vector ΔX**(t) with enough 
accuracy in the form:

 ( ) ( ).n nX t k t∗∗
εΔ ≈ ε�  (13)

6. The results of study of proposed control system

The simulation was performed to study the work-
ability and efficacy of the proposed control strategy. 
In this simulation, the underwater vehicle (UV) was 
used as DO. This UV is described by means of the 
mathematical model from [7]. The actuators of UV 
have equal parameters and its dynamic, which is 
described as the aperiodical dynamic link of the 
first order. The other parameters of this model 
were the UV mass ma = 100 kg; the main iner-
tia moments, Jxx = 2 kg•m2, Jyy = 10 kg•m2, and

Jzz = 10 kg•m2; the hydrodynamic coefficients,
d1x = 25 kg•s–1, d2х = 50 kg•m–1, d1y = 50 kg•s–1, 
d2у = 100 kg•m–1, d1z = 50 kg•s–1, d2z = 100 kg•m–1,

1xd ′  = 4 Nms, 1yd ′  = 7,5 Nms, 1zd ′  = 7,5 Nms,

2xd ′  = 8 Nms2, 2yd ′  = 15 Nms2, and 2zd ′  = 15 Nms2;
the added mass and inertia moments of fluid,
λ1 = 20 kg, λ2 = 40 kg, λ3 = 40 kg, λ4 = 0,5 kg•m2, 
λ5 = 1 kg•m2, and λ6 = 1 kg•m2; the metacentric 
height, Yc = 0,02 m; and the time constant of actua-
tors, Тa = 0,1 s.

It is supposed that UV (see Fig. 7) has CS that 
includes the position and orientation of the simplest 
controllers in each channel. The transfer function 
of these controllers has the following perspective, 
W(s) = K(T1s + 1)/(T2s + 1), and its parameters 
have the following values, K = 20, T1 = 2,51 s, and
T2 = 0,01 s. The parameters of the system of con-
trolling the program signal (see Fig. 7) have the 
following values, knε = 8.

The planar horizontal movement of UV along 
trajectory with the described expression y*(t) = 
= 10  sin(πx*(t)/20) was studied. This movement begins 

at the zero-initial conditions *
0 0x =  and *

0 0y = , 
the longitudinal axis of UV is directed always to 
moving point X*(t), and the desirable velocity is 
constant. The desirable yaw angle is calculated by 
the expression ϕ*(t) = arctg((y**(t) – y(t))/(|x**(t) – 
– x(t)|)) [7].

The processes of changing the values v(t), ||ε*(t)||, 
*|| ( )||n tε  and y(t) during UV movement with using 

program signal (9), (10) and v* = const = 1 m/s are 
shown in Fig. 9. This figure shows that the maximal 

value *|| ( )||n tε  is 0,13 m.

Fig. 8. The schema for calculating vector �en

Fig. 9. Process of UV movement when the proposed control stra-
tegy is used

*

*

( ) ( / ); ( ) 5( ); || ( )|| 0,2( );

|| ( )|| 2 ( )

nv t scale m s y t scale m t scale m

t scale m

= = ⋅ ε = ⋅

ε = ⋅
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For comparison, the processes of changing these 
values at signal X*(t) by means of (2) are shown in 
Fig. 10. This figure shows that the maximal value 
of deviation UV from the desired trajectory is 0,95 
m. Thus, by using signal X**(t) (9), (10) more, the 
accuracy of UV movement along desired trajectory 
was increased 7-fold without changing its CS. 
Additionally, the values of the dynamical errors 
||ε(t)|| and ||ε*(t)|| (see Fig. 6) for program signals 
X*(t) and X**(t) are almost equal.

The desired trajectory of UV movement (curve 1), 
the virtual trajectory forming by means of signal X**(t) 
(curve 2), and the real trajectory of UV movement 
(curve 3) are shown in Fig. 11. This figure shows that 
the UV position and target point X**(t) are always on 
opposite sides regarding the desired trajectory.

In addition, the marine experiments that use 
AUV MARK (see Fig. 12) and were designed in Far 
Eastern Federal University and Institute of Marine 
Technology Problems were performed [13, 14].

The AUV movement along trajectory is defined 
by means of Bezier splines passing through points 
(0,0,0)—(0,20,0)—(20,20,0)—(20,0,0)—(0,0.0) is 
studied during these experiments. MARK has 
three control channels: channel controlling forward 
movement and channels controlling angles of yaw 
and pitch. The PD-controllers are used in the first 
and second channels, and the PID-controller is 
used in third channel. The knε = 2 (see Fig. 7) and 
the AUV desired velocity is 1 m/s.

Fig. 11. The features of forming the virtual trajectory

Fig. 10. Process of UV movement when the traditional control 
strategy is used

( ) ( / ); ( ) 5( ); || ( )|| ( );

|| ( )|| 2 ( )
nv t scale m s z t scale m t scale m

t scale m

= = ⋅ ε =

ε = ⋅

Fig. 12. The external view of AUV MARK
Fig. 13. Trajectories of AUV movement without using (a) the addi-
tional loop of forming signal DX**(t) and with the additional loop (b)
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The AUV movement (black curve) along the 
defined trajectory (gray line) without additional loop 
of forming of signal ΔX**(t) are shown in Fig. 13a and 
with using of this loop in Fig. 13b. Here, the dashed 
curve is the virtual trajectory formed by signal ΔX**(t).

The deviations of AUV from the defined 
trajectory using (gray curve) the additional loop of 
formation of signal ΔX**(t) and without it (black 
curve) are shown in Fig. 14. This figure shows that 
using this additional loop decreases the deviation 
of AUV from the defined trajectory more than four 
times (from 1,3 m to 0,3 m).

Thus, the results of mathematical simulation 
confirm the workability and high efficacy of the new 
control strategy for DO, which enables designing 
the systems to automatically form program signals 
X**(t) for the movement of DO along spatial 
trajectories.

Conclusions

The new control strategy of high accuracy con-
trol of spatial movement of complicated multichan-
nel DO in tracking mode is proposed in this pa-
per. This strategy bases on control of not only DO 
but also of its program signals and shows that it 
is easier, useful, and effective. Herewith as against 
traditional strategies, using virtual trajectories that 
provide high accuracy movement of DO along de-
sired trajectory is allowed by means of simple con-
trollers even if dynamic errors reach large values. In 
other words, high accuracy movement of DO along 
smooth desired trajectories is provided by means of 
forming new program signals but not by using the 
complicated high quality CS, which minimized the 
dynamical errors of tracking.

The results of the mathematical simulation show 
that using the new control strategy increases the 
dynamic accuracy of movement of complicated DO 
along desired trajectories without improving the 
quality of its tracking CS.

Fig. 14. Change in AUV deviation from the defined trajectory 
without using an additional loop of forming the signal DX**(t) and 
the additional loop
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Цифровой контроль тенденций изменения сенсорных параметров
в интеллектуальных системах

Введение

Состояния интеллектуальных, в том числе 
мехатронных, систем и объектов управления 
в каждом цикле функционирования обычно 
оцениваются с помощью текущих значений 
контролируемых параметров, которые фор-
мируются измерительными трактами системы 
на основании сигналов сенсоров. Задание со-
става контролируемых параметров и пределы 
требуемых допусков определяются проекти-
ровщиками и экспертами на стадии разработ-
ки интеллектуальной системы. Используемые 
в настоящее время методы построения и ана-
лиза трендов миграции сенсорных параметров 
и введения границ предупредительных и ава-
рийных интервалов их изменения обеспечива-
ют выявление фактов развития уже сформиро-
вавшихся негативных тенденций, когда требу-
ется незамедлительное принятие экстренных 
управленческих решений и технических мер 
по предотвращению аварийных ситуаций.

Более эффективное управление работой си-
стемы может быть реализовано при оценке ди-
намики развития событий на ранней стадии 
формирования тренда миграции параметров. 
Проблема создания интеллектуальных мето-
дов оперативного контроля трендов миграции 

системных параметров обусловлена необходи-
мостью выявления тенденций опасного при-
ближения их значений к границам запрещен-
ных областей и выхода в эти области, харак-
теризующие аварийные и катастрофические 
ситуации. Для реального снижения уровня 
уязвимости производственно-технологических 
процессов и опасности возникновения аварий 
объективно требуется решение задачи непре-
рывного отслеживания траекторий миграции 
текущих значений критических параметров 
оборудования и внешней среды. В процессе 
контроля трендов миграции системных па-
раметров необходимо принятие адекватных 
управленческих мер при выходе указанных 
значений за допустимые пределы.

Некоторые аспекты обсуждаемой проблемы 
рассматриваются в теории наблюдения, филь-
трации и апостериорной обработки параметров 
случайных процессов. Основные положения 
этой теории нашли практическое примене-
ние, прежде всего, в системах автоматического 
сопровождения движущихся объектов [1—3].
В традиционной постановке данной задачи 
требуется в реальном масштабе времени реа-
лизовать многошаговый циклический процесс 
построения траектории по ограниченному 
числу дискретных измерений текущих коор-

Текущие состояния мехатронных систем и состояния объектов управления в каждом цикле функционирования 
обычно оцениваются с помощью набора значений контролируемых параметров, которые формируются измеритель-
ными трактами системы на основании сигналов сенсоров. В настоящее время в мехатронике широко применяются 
методы анализа трендов изменения системных параметров и контроля их нахождения в границах предупредительных 
и аварийных интервалов. Однако это обеспечивает выявление фактов развития уже сформировавшихся негативных 
тенденций, когда требуется незамедлительное принятие экстренных управленческих решений и технических мер по 
предотвращению аварийных ситуаций. Более эффективное управление может быть реализовано при ранней оценке 
динамики развития событий, что крайне важно для мехатронных систем, в которых имеет место сравнительно 
быстрое протекание системных процессов. В связи с этим рассмотрено циклическое использование трехшагового 
процесса непрерывного динамического отслеживания временных рядов контролируемых параметров и применение 
аппарата нечеткой логики c кодовой фаззификацией для принятия оперативных решений о выявлении негативной 
направленности трендов на каждом из пяти последовательных интервалов наблюдения. Выработка в мехатронной 
системе решений об устойчивости нарастания или убывания отдельных параметрических трендов или о наличии 
трендовых флэтов может осуществляться с помощью конечного набора продукционных правил, которые образуют 
последовательную структуру логических выводов. В логическом отношении наиболее просто процедуры отслежива-
ния миграций параметров и продукционные правила выработки решений реализуются на процессорах, которые под-
держивают операции с плавающей точкой и логические поразрядные операции.

Ключевые слова: интеллектуальная система, сенсорный контроль, цифровое управление, миграция параметров, 
тренд краткосрочный
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динат. Решение этой задачи осложняется тем, 
что траектории движения объектов не предпо-
лагают их априорную известность, а наблюде-
ния проводятся в условиях влияния случайных 
факторов на оценку координат пространствен-
ного положения. Разнообразные негативные 
явления могут приводить к существенным по-
терям координатной информации в отдельных 
циклах измерений [4, 5].

Исследования по теории катастроф привели 
к выделению и спецификации нескольких ма-
тематических моделей развития катастрофиче-
ской ситуации, которые различаются типами 
бифуркационных процессов [6—9]. Общетео-
ретическая классификационная значимость и 
математическая ценность полученных резуль-
татов неоспорима, однако эти конкретные за-
кономерности трудно применимы в инженер-
ном проектировании. Причины этого кроются 
в том, что выводы и заключения относительно 
динамики реальных угроз не могут быть отне-
сены ни к категории четких, ни к разряду ве-
роятностных. При этом можно говорить только 
о некоторой степени уверенности в правомоч-
ности выводов и оценок в зависимости от до-
верия к знаниям экспертов и от фактических 
ситуаций, складывающихся на рассматривае-
мых интервалах времени.

Следует отметить, что при использовании 
быстродействующих вычислительных средств 
с большими объемами оперативной памяти 
имеются объективные технические предпо-
сылки для оперативного отслеживания тра-
екторий миграции значений критических 
параметров и контроля за их приближением 
к границам запрещенных областей. Наращи-
вание арсенала разнообразного электронного 
оборудования цифровой автоматики и комму-
никаций, аппаратно-программных средств об-
работки информации, обладающих свойства-
ми искусственного интеллекта, позволяют за-
благовременно выявлять зарождение аварийно 
опасных тенденций в возможной миграции 
значений критических параметров. Интеллек-
туальные компоненты при этом должны обла-
дать способностью к рациональному функцио-
нированию в условиях действия НЕ-факторов 
(неполноты состава и неточности числовых 
данных, неустойчивости признаков событий 
и их возможных последствий, недостаточной 
строгости правил поведения и управления).

Интеллектная технология контроля тенденций 
изменения сенсорных параметров

Для семантического описания техногенных 
аварий на макроструктурном уровне эффек-
тивно применение дерева сценариев, в корне-
вых вершинах которого размещаются возмож-
ные причины аварий. Ветвям дерева сценариев 
соответствуют ожидаемые варианты развития 
событий, отражающие в хронологическом по-
рядке вовлекаемые в аварию составные части 
и процессы рассматриваемого объекта и его 
окружения, складывающиеся ситуации, за-
щитные мероприятия персонала, результаты 
действий и наступившие последствия. Дерево 
сценариев, по сути, отображает концептуаль-
ную схему предметной и проблемной областей 
аварии, которые основываются на суждениях 
экспертов, их опыте и интуиции.

Концептуальная схема и дерево сценариев 
на этапе предварительного анализа задачи по-
зволяют выделить макросостояния аварийно 
опасного объекта в виде некоторого множе-
ства {Xj(t)}, где j = 1, 2, ..., n; n — число ма-
кросостояний объекта; t — время. Отдельные 
макросостояния естественно оценивать сово-
купностями текущих значений контролируе-
мых параметров (характеристик) α внутренних 
микросостояний, которые трактуются как ко-
ординаты вектора Xν(t):

 Xv(t) = [αν1(t), αν2(t), ..., ανr(t), ...,
 ..., ανR(t), ..., ανa(t), ανb(t), ...],

где v — указатели параметров внутренних 
микросостояний объекта; R — число критиче-
ских параметров.

Значения каждой координаты характеризу-
ют возможные микросостояния объекта. Они 
соответствуют тем или иным аспектам про-
текания внешних и внутренних процессов и 
формируются измерительными трактами на 
основании сигналов сенсоров. Точность пред-
ставления контролируемых параметров за-
висит от чувствительности сенсоров, харак-
теристик трактов измерения, достоверности 
передачи информации по системным каналам, 
технической надежности аппаратуры, алго-
ритмов оцифровки и обработки данных. Для 
каждого макросостояния Xv(t) некоторое чис-
ло R координат вектора соответствует крити-
ческим параметрам (характеристикам). Состав 
критических параметров определяется шкали-
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рованием мнений экспертов и последующим 
обобщением экспертных оценок.

На стадии системного анализа целесообраз-
но полагать координаты вектора взаимно не-
зависимыми, что соответствует наихудшим 
условиям оценки энтропии возможных со-
стояний объекта. Для оценки возможных ми-
кросостояний по каждому из параметров или 
характеристике объекта необходимо задать 
пределы (границы) допусков безаварийного 
функционирования:

 αvz(t) ∈ (αvz н, αvz в),

где αvz н, αvz в — требуемый нижний и верхний 
пределы допуска параметра αvz(t) для z = 1, 2, 
..., R [10]. Определение указанных пределов до-
стигается расчетным или экспертным путем.

В состав вектора Xv(t) должны включать-
ся существенные параметры (в терминологии 
У. Р. Эшби — только "главные параметры"). 
Состав контролируемых параметров и пределы 
требуемых допусков могут быть заданы исклю-
чительно экспертами — высококвалифициро-
ванными системными аналитиками в области 
создания и использования интеллектуальных 
мехатронных систем конкретного функцио-
нального назначения. Набор ожидаемых веро-
ятностей нахождения каждого из параметров 
в пределах требуемых допусков устанавливает-
ся путем моделирования процессов формиро-
вания и получения блоком цифрового управ-
ления вектора Xv(t).

Исходной информацией для выявления 
тенденций в изменении параметров являют-
ся временные ряды в виде последовательности 
наблюдений в дискретные моменты времени 
одной или нескольких координат случайного 
вектора Xv(t) [11, 12]:

 {αvz(t) ∈ (αvz н, αvz в)};
 t = t0 + kΔt; k = 0, 1, 2, ...; Δt m 1/2fmax.

Здесь fmax — частота дискретизации параме-
тров, значение которой в соответствии с теоре-
мой Котельникова — Найквиста принято в си-
стеме в качестве граничного для спектральных 
разложений координат вектора Xv(t).

Наблюдения координат в дискретные момен-
ты времени t образуют k-е уровни их трендов. 
Каждый уровень формируется под воздействи-
ем большого числа факторов, которые традици-
онно разделяются на следующие группы:

 � факторы, определяющие превалирующую 
тенденцию (собственно тренд);

 � факторы, приводящие к циклическим коле-
баниям ряда;

 � случайные факторы.
В большинстве случаев для каждой ком-

поненты αvz(t) k-й уровень ее временного ряда 
можно представить как некоторую аддитив-
ную комбинацию трендового, циклического и 
случайного компонентов.

Классической задачей анализа трендов явля-
ется прогнозирование на его основе развития 
контролируемого процесса. С этой целью, как 
правило, применяется хорошо апробированная, 
но достаточно громоздкая схема исследований, 
предполагающая графическое представление и 
описание поведения уровней рассматриваемых 
временных рядов, выделение и использование 
закономерных (неслучайных) составляющих, 
сглаживание и фильтрацию параметров, иссле-
дование случайных составляющих и постро-
ение схемы прогнозов [11, 12]. В мехатронных 
системах, для которых характерны быстропро-
текающие процессы, практическое значение 
при выработке управленческих решений имеют 
краткосрочные тренды. Для их оперативного 
выявления целесообразно применение суще-
ственно иной схемы анализа изменений коор-
динат векторов Xv(t).

Предлагается использовать n-шаговый про-
цесс непрерывного динамического отслежива-
ния отдельных временных рядов αvz(t) контро-
лируемых координат векторов Xv(t) и примене-
ние аппарата нечеткой логики для принятия 
оперативных решений о выявлении трендов 
на каждом из m последовательных интерва-
лов наблюдения, "скользящих" по оси време-
ни. Анализ научно-технических источников и 
практический опыт построения сложных сис-
темотехнических комплексов показывает, что 
для рассматриваемого случая интеллектуаль-
ных мехатронных систем наиболее приемлемы 
значения n и m не выше n = 3, m = 5, поскольку 
их увеличение не приводит к существенному 
повышению точности прогноза. При этом

 (ti; ti + 1 = ti + Δt); (ti + 1; ti + 2 = ti + 2Δt); ...;
 (ti + 4; ti + 5 = ti + 5Δt)

для i = 0; 1; 2; 3; ...
За основу выработки решений принимают-

ся результаты линейного аналитического сгла-
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живания фактических измерений параметра 
αvz(t) в четырех смежных отсчетах:

 αvz(ti); αvz(ti + 1); αvz(ti + 2); αvz(ti + 3);

 αvz(ti + 1); αvz(ti + 2); αvz(ti + 3); αvz(ti + 4);

 αvz(ti + 2); αvz(ti + 3); αvz(ti + 4); αvz(ti + 5).

Рассмотрим традиционный процесс анали-
тического сглаживания фактических измере-
ний некоторой координаты αvz вектора Xν при 
условии, что ошибки измерений распределены 
по нормальному закону со среднеквадратич-
ным отклонением σvz. Для сглаживания выбра-
ны четыре смежных отсчета, потому что это 
минимальное число отсчетов, которое позво-
ляет достаточно обоснованно выявить локаль-
ную тенденцию целенаправленной миграции 
значений параметра αvz(t). Воспользуемся мето-
дом линейного аналитического сглаживания; 
в этом случае на интервале времени (ti, ti + 3 =
= ti + 3Δt) сглаживающая зависимость будет 
иметь следующий вид [13]:

 Aνz(ti, t) = [Ktα/Dt]t + Mα – [Ktα/Dt]Mt.

Оптимальные коэффициенты данного вы-
ражения выводятся на основе метода наимень-
ших квадратов. При этом расчеты среднего 
значения Mt и дисперсии Dt времени t, диспер-
сии координаты Mα и коэффициента корреля-
ции Ktα для четырех смежных отсчетов могут 
выполняться по соотношениям, достаточно 
простым в части состава операций и коротким 
по времени реализации:

 Mt = ti + 1,5Δt;

 Dt = 1,25Δt2;

 Mα = [αvz(ti) + αvz(ti + Δt) +
 + αvz(ti + 2Δt) + αvz(ti + 3Δt)]/4;

 Ktα = Δt[–0,375αvz(ti) – 0,125αvz(ti + Δt) +
 + 0,125αvz(ti + 2Δt) + 0,375αvz(ti + 3Δt).

Если локальная тенденция действительно 
имеет место и отражается зависимостью Avz(ti, t),
то при нормальном распределении ошибок из-
мерений каждое из значений αvz(ti); αvz(ti + 1);
αvz(ti + 2); αvz(ti + 3) с вероятностью не ниже
p = 0,997 должно находиться внутри зоны тренда

 αvz(t) ∈ Avz(t) = Avz(ti, t) ± 3σvz.

Этот признак целесообразно использовать 
в качестве критерия выявления локальной тен-

денции нарастания (Ktα > 0), убывания (Ktα < 0) 
или слабой изменчивости (Ktα ≈ 0) по времени 
координаты αvz(t) при доверительной вероят-
ности события Pдов = p4 = 0,988.

В случае если локальная изменчивость по 
времени координаты αvz(t) проявляется доста-
точно слабо, то модуль коэффициента кор-
реляции Ktα оказывается крайне малым или 
вообще Ktα → 0. В системах контроля данных 
такая ситуация называется флэтом (боковым 
трендом). При техническом анализе на основе 
экспертных оценок необходимо задать некото-
рое пороговое значение Kфлэт, ниже которого 
принимается решение о наличии флэта, если 
|Ktα| < Kфлэт. Выявление локального флэта или 
отсутствия выраженной локальной тенденции 
не исключает наличие тренда на более про-
должительном интервале времени, что требует 
организации дополнительного контроля.

Правомерно допустить, что выраженная ло-
кальная тенденция или флэт выявлены только 
в том случае, если из четырех смежных отсче-
тов имеет место выход из допустимой зоны не 
более одного значения. Если имеет место вы-
ход за пределы зоны двух результатов наблю-
дений, то вероятность наличия невыявленной 
(скрытой) локальной тенденции или флэта 
оценивается крайне низким значением 0,00003. 
В том случае, если локальная тенденция или 
флэт вообще отсутствуют, то, по крайней мере, 
два из четырех или все результаты наблюдений 
координаты αvz(t) будут находиться вне рассма-
триваемой зоны тренда, а миграция коорди-
наты, скорее всего, обусловлена хаотическими 
случайными колебаниями.

На следующем шаге рассматриваются от-
счеты αvz(ti + Δt); αvz(ti + 1 = ti + 2Δt); αvz(ti + 2 =
= ti + 3Δt); αvz(ti + 3 = ti + 4Δt), по их значени-
ям строится зависимость Avz(t) = Avz(ti + 1, t) ±
± 3σvz для нового шага и делается вывод о 
проявлении локальной тенденции на отрезке, 
сдвинутом по времени вперед на один квант 
Δt относительно предыдущего i-го шага. Ана-
логичным образом проводятся операции с от-
счетами αvz(ti + 2Δt); αvz(ti + 1 = ti + 3Δt); αvz(ti + 2 =
= ti + 4Δt); αvz(ti + 3 = ti + 5Δt), строится и анали-
зируется зависимость Avz(t) = Avz(ti + 2, t) ± 3σvz. 
Эти действия в определенной степени напоми-
нают технологию формирования скользящей 
средней [11, 12].

Особенностью выводов, которые формиру-
ются на каждом из трех шагов, является то, 
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что они не могут быть отнесены ни к катего-
рии четких, ни к категории вероятностных. По 
природе явлений эти выводы целесообразно 
относить к нечетким, и можно говорить толь-
ко о некоторой степени уверенности в право-
мочности выводов в зависимости от ситуаций, 
складывающихся на рассматриваемых интерва-
лах времени. Обязательной операцией является 
сопоставление выводов, сделанных в результа-
те анализа зависимостей Aνz(t) каждой тройки 
предыдущего, текущего и последующего шагов. 
Важнейшее значение в этом вопросе имеет по-
следовательность, в которой проявляются или 
не проявляются локальные тенденции или 
флэт. В целях обеспечения формального анали-
за введем группу лингвистических переменных 
с соответствующими терм-множествами.

Для отражения факта выявления и оцен-
ки характера локальной тенденции изменения 
контролируемой координаты ανz(t) или флэта 
на i-м шаге воспользуемся лингвистической 
переменной LTS, которую зададим с помощью 
трех возможных нечетких переменных из ее 
терм-множества [14, 15]:
 � указателя тенденции нарастания значения 

координаты или проявления "+флэта" LTН;
 � указателя тенденции убывания значения 

координаты или проявления "–флэта" LTL;
 � указателя отсутствия выраженной тенден-

ции LTN.
Лингвистическая переменная HTS будет 

отражать на шаге i + 1 факт подтверждения 
наличия и характера тенденции изменения 
контролируемой координаты ανz(t) или флэта, 
выявленных на i-м шаге. Ее зададим тремя 
нечеткими переменными из терм-множества 
лингвистической переменной HTS:
 � указателем подтверждения тенденции на-

растания значения координаты или прояв-
ления "+флэта" HTH;

 � указателем подтверждения тенденции убы-
вания значения координаты HTL или про-
явления "–флэта";

 � указателем отсутствия выраженной тенден-
ции HTN.
Кроме того, введем лингвистическую пере-

менную устойчивости подтвержденной тен-
денции STS изменения контролируемой ко-
ординаты ανz(t) или флэта на шаге i + 2. Она 
может быть задана с помощью трех нечетких 
переменных из терм-множества лингвистиче-
ской переменной STS:

 � указателя устойчивости тенденции нарас-
тания значения координаты STH или про-
явления "+флэта";

 � указателя устойчивости тенденция убыва-
ния значения координаты STL или прояв-
ления "–флэта";

 � указателя отсутствия выраженной тенден-
ции STN.
Указатели "+флэт" и "–флэт" фиксируют не 

только факты наличия флэта, но учитывают 
и направленность корреляционных связей по 
времени.

Нечеткие переменные определяются трех-
местными кортежами:

 〈Ω, X, μΩ(x)〉,

где Ω — наименование (идентификатор) не-
четкой переменной; X — область определения 
нечеткой переменной (в рассматриваемой си-
туации это дискретные значения 0; 1; 2; 3; 4 —
число точек, попадающих внутрь зоны трен-
да Aνz(t) = Aνz(ti, t) ± 3σνz); μΩ(x) — функция 
принадлежности, заданная на множестве Х и 
определяющая степень уверенности в том, что 
Ω = х, т. е. x является значением нечеткой пе-
ременной [14, 15].

По своей сути каждая из лингвистических 
переменных LTS, HTS, STS как бы "реализу-
ется" с помощью набора свойственных ей не-
четких переменных, число идентификаторов 
которых в каждом наборе равно трем, что 
соответствует мощности терм-множеств вве-
денных лингвистических переменных LTS = 
= {LTH, LTL, LTN}, HTS = {HTH, HTL, HTN}, 
STS = {STH, STL, STN}.

На рис. 1 представлены возможные функции 
принадлежности рассматриваемых нечетких 

Возможные функции принадлежности нечетких переменных:
а — Ktα > 0, Ω = LTH, HTH, STH; Ktα < 0, Ω = LTL, HTL, STL; 
б — Ktα > 0, Ktα < 0, Ω = LTN, HTN, STN
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переменных. Нечеткие переменные с иденти-
фикаторами LTH, HTH, STH и LTL, HTL, STL 
имеют одинаковые функции принадлежности и 
являются дополнениями функций принадлеж-
ности нечетких переменных LTN, HTN, STN.

Определение тенденций миграции значений 
контролируемых системных параметров

Для формирования выводов о наличии того 
или иного тренда с учетом последовательно-
сти, в которой проявляются или не проявля-
ются локальные тенденции или флэт, а также 
в целях реализации трехшаговой схемы дина-
мического отслеживания контролируемых ко-
ординат αvz(t) формально заменим с помощью 
двоичных триад возможные значения функций 
принадлежности μΩ(x) нечетких переменных 
Ω их кодовыми представлениями (кодовыми 
аналогами) μdΩ(x) (табл. 1). Кодовые аналоги 
μdΩ(x) нечетких переменных с помощью дво-
ичных триад обеспечивают выполнение кодо-
вой фаззификации этих переменных на осно-
вании текущих значений переменной x.

Для отображения фактов существования и 
характеров краткосрочных трендов введем ре-
зультирующую лингвистическую переменную 
TREND c функцией принадлежности μdTREND(x). 
Формальный прием использования кодовых 
представлений функций принадлежности μdΩ(x) 
нечетких переменных позволяет системным 
аналитикам сформировать 108 различных ва-
риантов продукционных правил относительно 
значений результирующей лингвистической пе-
ременной TREND. Однако далеко не все из них 
могут иметь реальный технический смысл и мо-
гут применяться в практических целях.

Два продукционных правила носят аксиома-
тический характер и задают условия гаранти-
рованного отсутствия выраженных тенденций:

IF μdLTH(x) � μdHTH(x) � μdSTH(x) = 100100100 
THEN
TREND = 〈Гарантированное отсутствие на-
растающего тренда или "+флэта"〉;
μTREND(x) = 1 – min{μLTH(x), μHTH(x), μSTH(x)} = 1;

IF μdLTL(x) � μdHTL(x) � μdSTL(x) = 000000000 
THEN
TREND = 〈Гарантированное отсутствие 
убывающего тренда или "–флэта"〉;
μTREND(x) = 1 – min{μLTL(x), μHTL(x), μSTL(x)} = 1.

Для агрегирования подусловий использу-
ется операция конкатенации � — операция 
"склеивания" кодов триад:

 b11 b12 b13 � b21 b22 b23 � b31 b32 b 33 =
 = b11 b12 b13 b21 b22 b23 b31 b32 b33.

Возможные решения о проявлении устой-
чивого тренда нарастания значения контро-
лируемой координаты ανz(t) или "+флэта" на 
шагах i, i + 1, i + 2 могут быть получены с по-
мощью следующих продукций относительно 
лингвистической переменной TREND с функ-
цией принадлежности μTREND(dx):

А → IF |Ktα| > Kфлэт & μdLTH(x) � μdHTH(x) � 
μdSTH(x) = 111111111
THEN TREND = 〈Устойчивый нарастаю-
щий тренд〉;
μTREND(x) = min{μLTH(x), μHTH(x), μSTH(x)} = 1;

Б → IF |Ktα| > Kфлэт & μdLTN(x) � μdHTH(x) � 
μdSTH(x) = 100111111
THEN TREND = 〈Нарастающий тренд〉;
μTREND(x) = min{μLTN(x), μHTH(x), μSTH(x)} = 1;

В → IF |Ktα| > Kфлэт & μdLTH(x) � μdHTN(x) � 
μdSTH(x) = 111100111
THEN TREND = 〈Нарастающий тренд〉;
μTREND(x) = min{μLTH(x), μHTN(x), μSTH(x)} = 1;

Г → IF |Ktα| > Kфлэт & μdLTH(x) � μdHTH(x) � 
μdSTN(x) = 111111100
THEN TREND = 〈Неустойчивый нараста-
ющий тренд〉;
μTREND(x) = min{μLTH(x), μHTH(x), μSTN(x)} = 1;

Д → IF |Ktα| < Kфлэт & μdLTH(x) � μdHTH(x) � 
μdSTH(x) = 111111111
THEN TREND = 〈Устойчивый "+флэт"〉;
μTREND(x) = min{μLTH(x), μHTH(x), μSTH(x)} = 1;

Таблица 1

Кодовые представления нечетких переменных

Кодовые аналоги

Ktα > 0 Ktα < 0

x = 0 
или 1

x = 2
x = 3 
или 4

x = 0 
или 1

x = 2
x = 3 
или 4

μdLTH(x) = μdHTH(x) =
= μdSTH(x) =

100 110 111 100 100 100

μdLTN(x) = μdHTN(x) =
= μdSTN(x) =

111 110 100 011 010 000

μdLTL(x) = μdHTL(x) =
= μdSTL(x) =

000 000 000 000 010 011
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Е → IF |Ktα| < Kфлэт & μdLTN(x) � μdHTH(x) � 
μdSTH(x) = 100111111
THEN TREND = 〈"+флэт"〉;
μTREND(x) = min{μLTN(x), μHTH(x), μSTH(x)} = 1;

Ж → IF |Ktα| < Kфлэт & μdLTH(x) � μdHTN(x) � 
μdSTH(x) = 111100111
THEN TREND = 〈"+флэт"〉;
μTREND(x) = min{μLTH(x), μHTN(x), μSTH(x)} = 1;

З → IF |Ktα| < Kфлэт & μdLTH(x) � μdHTH(x) 
�μdSTN(x) = 111111100
THEN TREND = 〈Неустойчивый "+флэт"〉.
μTREND(x) = min{μLTH(x), μHTH(x), μSTN(x)} = 1.

Эти же продукции при внесении изменений 
в условия их реализации путем соответствую-
щей замены нечетких переменных LTH, HTH, 
STH на переменные LTL, HTL, STL и при за-
мене ожидаемых результатов логических опе-
раций на соответствующие значения 011011011, 
000011011, 011000011, 011011000 позволяют по-
лучить следующие решения относительно пе-
ременной TREND с единичными значениями 
функций принадлежности μTREND(x):

А → 〈Устойчивый убывающий тренд〉;

Б, В → 〈Убывающий тренд〉;

Г → 〈Неустойчивый убывающий тренд〉;

Д → 〈Устойчивый "–флэт"〉;

E, Ж → 〈"–флэт"〉; З → 〈Неустойчивый "–флэт"〉.

Если тренд нарастания или "+флэт" не вы-
явлены, то должно быть проверено наличие 
убывающего тренда или "–флэта". Их отсут-
ствие позволяет сделать предварительный вы-
вод о хаотической миграции значения контро-
лируемой координаты ανz(t) в границах уста-
новленного допуска.

На практике, если такие потребности воз-
никают, могут быть синтезированы и другие 
виды продукционных правил, однако зна-
чения функций принадлежности μTREND(x) 
не будут превосходить 0,5, и выводы следует 
относить к категории предварительных. Эту 
сравнительно невысокую степень уверенности 
необходимо учитывать при системном исполь-
зовании результатов, которые, по сути, оказы-
ваются ненадежными, но, тем не менее, дают 
представления о возможных тенденциях раз-
вития процессов в системах.

Окончательные выводы можно сделать по-
сле дополнительной проверки выполнения не-
равенств следующего вида:

 Ktα > 0; Mα (шаг 1) < Mα (шаг 2) < Mα (шаг 3);

 Ktα < 0; Mα (шаг 1) > Mα (шаг 2) > Mα (шаг 3).

При выполнении первого неравенства мо-
жет быть принято решение о наличии на-
растающего тренда или "+флэта", а во втором 
случае — о наличии убывающего тренда или 
"–флэта".

Реальный интерес представляют решения, 
получаемые по результатам реализации про-
дукций A, Б, В. Эти решения позволяют про-
гнозировать ожидаемое число циклов функ-
ционирования системы и проведения наблю-
дений, за время выполнения которых при 
сохранении выявленной тенденции и скорости 
миграции Ktα/Dt значение контролируемой ко-
ординаты ανz(t) выйдет на границу установлен-
ного допуска:

 при Ktα > 0 Nц =
 = mod{Dt[ανz в – ανz(ti + 5Δt)]/[KtαΔt]};

 при Ktα < 0 Nц =
 = mod{Dt[ανz н – ανz(ti + 5Δt)]/[KtαΔt]}.

В качестве примера рассмотрим ряд в виде 
последовательности наблюдений в дискретные 
моменты времени значений некоторой кон-
тролируемой координаты ανz(t) при σα = 1,3;
Kфлэт = 1 (табл. 2).

Для трех последовательных шагов анализа 
все уравнения зон трендов имеют вид убываю-
щих линейных функций:

 Aνz(шаг 1) = –11,4t + 38,6 ± 3σα;

 Aνz(шаг 2) = –7t + 29,0 ± 3σα;

 Aνz(шаг 3) = –3,9t + 19,4 ± 3σα.

На первом шаге в зону Aνz(шаг 1) попадают 
четыре значения: 42, 24, 12, 8; на втором шаге 
в зону Aνz(шаг 2) входят следующие четыре зна-
чения: 24, 12, 8, 2; на третьем шаге в зоне Aνz(шаг 3) 

Таблица 2

Последовательность наблюдений контролируемой координаты

Отсчет 0 1 2 3 4 5

ανz(t) 42 24 12 8 2 1

*
vzα (t) 42 24 12 19 2 1
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окажутся значения 12, 8, 2 и 1. Таким обра-
зом, после кодовой фаззификации может быть 
синтезировано продукционное правило с еди-
ничным значением обычной функции при-
надлежности для результирующей переменной 
TREND, которое выявляет устойчивый убыва-
ющий тренд:

 IF |Ktα| > Kфлэт & μdLTH(x) � μdHTH(x) �
 � μdSTH(x) = 011011011
 THEN TREND = 〈Устойчивый убывающий 
трeнд〉;
 μTREND(x) = min{μLTH(x), μHTH(x), μSTH(x)} = 1.

При тех же условиях изменим одно значение 
в последовательности наблюдений ( *

vzα (t); см. 
табл. 2). В этом случае для трех последователь-
ных шагов уравнения зон трендов принимают 
следующий вид:

 Aνz(шаг 1) = –8,1t + 36,4 ± 3σα;

 Aνz(шаг 2) = –5,9t + 29,0 ± 3σα;

 Aνz(шаг 3) = –5t + 26,0 ± 3σα.

На первом шаге в зону Aνz(шаг 1) попада-
ет только одно значение 24; на втором шаге 
в зону Aνz(шаг 2) попадают два значения: 24 и 2; 
на третьем шаге в зону Aνz(шаг 3) входят также 
два значения: 12 и 1. Таким образом, после ко-
довой фаззификации переменных может быть 
синтезирована продукция со значением обыч-
ной функции принадлежности 0,5. Эта про-
дукция в явном виде не выявляет тренд:

 IF |Ktα| > Kфлэт & μdLTN(x) � μdHTL(x) �
 � μdSTL(x) = 000010010

 THEN TREND = 〈Тренд не выявлен〉;

 μTREND(x) = min{μLTN(x), μHTL(x), μSTL(x)} = 0,5.

Дополнительная проверка дает следующий 
результат, который позволяет принять реше-
ние о наличии убывающего тренда:

 Ktα < 0; Mα(шаг 1) = 24,25 > Mα(шаг 2) =
 = 14,25 > Mα(шаг 3) = 8,5.

Заключение

Использование в составе интеллектуальных 
мехатронных систем средств вычислительной 
техники и переход на цифровые методы об-

работки информации создают техническую 
основу для оперативного формирования вре-
менных рядов факторных и результативных 
системных параметров. Применение приемов 
предварительной обработки временных рядов 
ограниченной протяженности и предсказание 
направленности ожидаемого развития систем-
ных процессов позволяют оперативно выяв-
лять в системе зарождение опасных тенденций 
в миграции значений контролируемых параме-
тров к границам допусковых диапазонов. Для 
наделения системы указанными свойствами 
в целях принятия текущих решений о выявле-
нии негативной направленности трендов пред-
ложено циклическое использование процесса 
непрерывного динамического отслеживания 
временных рядов отдельных контролируемых 
параметров и применение аппарата нечеткой 
логики c кодовой фаззификацией.

Выработка решений об устойчивости нарас-
тания или убывания отдельных параметриче-
ских трендов или о наличии трендовых флэтов 
может осуществляться с помощью конечного 
набора продукционных правил, которые обра-
зуют последовательную структуру логических 
выводов. В логическом отношении наиболее 
просто процедуры отслеживания миграций па-
раметров и продукционные правила выработки 
решений реализуются на процессорах, которые 
поддерживают операции с плавающей точкой 
и логические поразрядные операции. При ис-
пользовании процессоров, не поддерживающих 
указанные операции, необходимо дополни-
тельное применение методов арифметического 
масштабирования и программируемой логики.

Список литературы

 1. Тихонов В. И., Харисов В. Н. Статистический анализ и 
синтез радиотехнических устройств. M.: Радио и связь, 1991.

 2. Фомин В. Н. Рекуррентное оценивание и адаптивные 
фильтры. М.: Наука, 1984.

 3. Willski A. S. A survey of design methods for dynamical sys-
tems // Automatic Journal of IFAC. 1976. Vol. 12, N. 6. P. 601—611.

 4. Sastri T., Flores B., Valdes J. Detection points of change 
in time series // Computers and Operations Research. 1989. Vol. 16, 
N. 3. P. 271—273.

 5. Szeliski R. Computer Vision Algorithms and Applications. 
Washington: Springer, 2011.

 6. Постон Р., Стюарт И. Теория катастроф и ее прило-
жения. М.: Мир, 1980.

 7. Арнольд В. И. Теория катастроф. М.: Наука, 1990.
 8. Том Р. Структурная устойчивость и морфогенез. М.: 

Логос, 2002.
 9. Gilmore R. Catastrophe Theory for Scientists and Engi-

neers. N. Y.: Dover, 1993.



450 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 19, № 7, 2018

 10. Карибский В. В., Пахоменко П. П., Согомонян Е. С., 

Халчев В. Ф. Основы технической диагностики. М.: Энер-

гия, 1976.

 11. Питерс Т., Барлетта М. Основы. Тренды. СПб.: Изда-

тельство Стокгольмской школы экономики в С.-Петербурге, 

2006.

 12. Мэрфи Д. Технический анализ фьючерсных рынков. 
М.: Альпина Паблишер, 2011.

 13. Вентцель Е. С. Теория вероятностей. М.: Наука, 1969.
 14. Заде Л. Понятие лингвистической переменной и ее при-

менение к принятию приближенных решений. М.: Мир, 1976.
 15. Штовба С. Д. Проектирование нечетких систем сред-

ствами MATLAB. М.: Горячая линия, 2007.

Digital Control of Tendencies
of Sensor Parameters Changing in Intelligent Systems

A. V. Gulay, is@bntu.by, V. M. Zaitsev, is@bntu.by
Belorussian National Technical University

Corresponding author: Gulay Anatoly V., Ph.D., Associate Professor, Chief of Department,
Belorussian National Technical University, Minsk, 220065, Republic of Belarus

Accepted on February 02, 2018

Current states of mechatronic systems and the state of control objects in every cycle of functioning are usually evalu-
ated with the aid of a set of values of controlled parameters, which are formed with measuring tracts of the system on the 
basis of signals of sensors. Presently, methods of the analysis of trends of changing the system parameters and control of 
their location within the limits of warning and emergency intervals are widely used in mechatronics. However, this provides 
identification of facts of development of already formed negative tendencies, when urgent managerial decisions and techni-
cal measures are required for avoidance of emergency situations. More effective control may be implemented during early 
assessment of the events, what is very important for mechatronic systems, in which systematic processes relatively quickly 
take place. In connection therewith the cyclic use has been considered of the three-stage process of continuous dynamic 
tracing of temporary rows of controlled parameters and the use of a fuzzy logic apparatus with the coded fuzzyfication for 
taking operative decisions about discovery of negative trends in each of five consecutive intervals of observation. Devel-
opment of solutions in the mechatronic system about the steady increment or decrease of individual parametrical trends 
or availability of trend flats can be carried out with the aid of a finite set of production rules, which form a consecutive 
structure of logical conclusions. As for the logic of the simplest procedures of tracing the migration of parameters and pro-
duction rules of generation of solutions are implemented in processors which support operations with a floating point and 
logical digit-to-digit operations.
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Построение амплитудно-частотных характеристик сетчатки глаза
и формализация их параметров

для использования в системах диагностики1

Введение

Диагностика  патологических процессов 
в медицине с использованием современных 
методов построения экспертных систем ре-
ализуется для многих систем человеческого 
организма [1—4]. Диагностика патологий сет-
чатки (особенно на ранних стадиях) является 
одним из важнейших направлений офтальмо-
логии [5]. Построение экспертных систем, об-
легчающих решение этой задачи для офталь-
мологов, ведется по разным направлениям, 
включая статистические методы, методы клас-
сификации, использование нейронных сетей 
и методы мягких вычислений [6—10]. Важная 
роль в этом процессе отводится анализу элек-
троретинограмм (ЭРГ) [11—14]. ЭРГ — это за-
пись изменений биопотенциала сетчатки глаза 
в ответ на различные виды световых раздра-
жителей. Существуют различные виды ЭРГ, 
позволяющие судить о текущем состоянии 

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ 
(грант № 16-01-00054).

разных структурных составляющих сетчатки. 
Для целей диагностики используются форма-
лизованные признаки, извлекаемые из ЭРГ, 
такие как координаты экстремумов, запазды-
вания, оценки амплитуд отдельных гармоник 
в спектральном разложении ритмических ЭРГ 
(РЭРГ) и т. д., а также коэффициенты ими-
тационных динамических моделей сетчат-
ки [15]. Однако числовые значения подобных 
признаков для большинства патологий имеют 
существенные области взаимных пересечений.
В связи с этим число информативных при-
знаков оказывается относительно небольшим. 
Эти факторы осложняют построение эффек-
тивных систем диагностики. В работе решает-
ся задача пополнения базы формализованных 
признаков текущего состояния сетчатки глаза 
за счет использования коэффициентов поли-
номов, аппроксимирующих амплитудно-ча-
стотные характеристики (АЧХ) сетчатки. Для 
этой цели анализируется возможность постро-
ения АЧХ сетчатки глаза и оценки изменений 
этих характеристик сетчатки как нелинейного 
динамического объекта в зависимости от ча-

В работе последовательно решаются две задачи. Первая — это обоснование возможности построения амплитуд-
но-частотных характеристик (АЧХ) сетчатки глаза путем обработки ритмических электроретинограмм (РЭРГ). 
Вторая задача — аппроксимация полученных АЧХ сетчатки глаза в целях получения дополнительных формализован-
ных признаков текущего состояния сетчатки в виде коэффициентов аппроксимирующих полиномов. При построе-
нии АЧХ сетчатки глаза учитывается спектр входного тестирующего воздействия (стимула). Световые стимулы 
представляют собой периодически повторяющиеся короткие световые прямоугольные импульсы пяти стандартных 
частот. В силу того что сетчатка глаза является нелинейным динамическим объектом, в работе оцениваются и 
учитываются изменения АЧХ сетчатки при построении частотных характеристик для каждой частоты подачи 
световых вспышек. Для полиномиальной аппроксимации полученных АЧХ сетчатки в работе предлагается выделить 
две характерные области частот: область низких частот (от 0 до 50 Гц) и область высоких частот (от 50 до
120 Гц). В области низких частот предлагается сглаживать АЧХ сетчатки полиномом второй степени, а в области 
высоких частот — полиномом первой степени. Предлагаемая аппроксимация АЧХ позволяет для одного субъекта 
исследований получить 25 дополнительных признаков по пяти экспериментально найденным АЧХ. При этом каждая 
АЧХ характеризуется пятью коэффициентами сглаживающих полиномов. Результаты работы позволяют прово-
дить сравнение разных способов классификации (диагностики) с использованием получаемых признаков.

Ключевые слова: амплитудно-частотная характеристика, электроретинограмма, сетчатка глаза, диагности-
ка, патология, аппроксимация
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стоты подаваемых на нее световых импульсов 
и предлагается способ ее аппроксимации.

В работе последовательно решаются две за-
дачи. Первая — это обоснование возможности 
построения АЧХ сетчатки путем обработки 
ритмических ЭРГ (РЭРГ), вторая — решение 
задачи аппроксимации полученных АЧХ сет-
чатки глаза в целях получения дополнитель-
ных формализованных признаков текущего 
состояния сетчатки в виде коэффициентов ап-
проксимирующих полиномов.

1. Построение АЧХ сетчатки глаза

1.1. Исходные предпосылки

Для решения первой задачи (построения АЧХ 
сетчатки глаза) помимо определения спектра 
наблюдаемой РЭРГ [16] необходимо учитывать 
и спектр входного тестирующего воздействия 
(стимула). РЭРГ представляет собой реакцию 
сетчатки глаза на периодически повторяющиеся 
короткие световые импульсы. Существуют пять 
стандартных частот подачи световых вспышек: 
8,3, 10, 12, 24 и 30 Гц. Исследования проводятся 
либо в полной темноте (скотопические РЭРГ), 
либо в условиях внешнего светового фона (фото-
пические РЭРГ). В силу того, что сетчатка глаза 
представляет собой нелинейный динамический 
объект, необходимо оценивать и учитывать из-
менения АЧХ сетчатки путем построения ча-
стотных характеристик для каждой частоты 
подачи световых вспышек. На рис. 1 представ-
лена запись фотопической РЭРГ, 
проведенной на установке TOMEY 
EP-1000. Частота подаваемых све-
товых импульсов составляет 8,3 Гц
Здесь же представлен амплитуд-
ный спектр наблюдаемой РЭРГ и 
даются цифровые характеристики 
первых трех гармоник разложе-
ния наблюдаемого сигнала в ряд 
Фурье. Параметры этих трех гар-
моник оказываются недостаточно 
информативными для использова-
ния их в экспертных системах.

Отметим, что в представлен-
ном на рис. 1 спектре РЭРГ при 
частоте световых вспышек 8,3 Гц 
отсутствуют шестая (49,8 Гц) и 
двенадцатая (99,6 Гц) гармоники 
из-за наличия в регистрирую-

щем приборе фильтров-пробок, вырезающих 
сетевые помехи с частотами 50 и 100 Гц. Ана-
логично в спектре РЭРГ при подаче световых 
вспышек с частотой 10 Гц отсутствуют пятая и 
десятая гармоники.

Входной тестирующий сигнал Х по существу 
отражает работу коммутатора, включающего и 
выключающего лампу-вспышку. Лампа-вспыш-
ка, обладающая своей АЧХ (WL), преобразует 
входной сигнал Х в изменение светового пото-
ка Х1. Далее сетчатка глаза со своей АЧХ (WR) 
преобразует световой поток в биопотенциал Y, 
который соответствующим прибором со своей 
АЧХ (WD) регистрируется в виде РЭРГ (Z).

Таким образом, спектр регистрируемого 
сигнала РЭРГ Z( f ) представляет собой преоб-
разованный тремя динамическими звеньями 
(лампа-вспышка, сетчатка и регистрирующий 
прибор) спектр входного сигнала X( f ).

Аналогом такого преобразователя для ли-
нейных динамических звеньев является модуль 
передаточной функции, который усиливает 
или ослабляет амплитуду каждой конкретной 
гармонической составляющей входного сигна-
ла определенной частоты.

Оценка точек АЧХ выполняется делением 
амплитуд гармоник с одинаковыми номерами 
спектра разложения сигнала РЭРГ (Z) на амп-
литуды гармоник спектра разложения входного 
периодического сигнала (Х) в виде прямоуголь-
ных импульсов. Подобный прием обоснован 
в работе [17].

Рис. 1. Форма записи РЭРГ во времени и ее спектр
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1.2. Спектр входного периодического
тестирующего сигнала

Спектр входного периодического тестирую-
щего сигнала в виде последовательности пря-
моугольных импульсов амплитудой А и дли-
тельностью τ вычисляется путем разложения 
его в ряд Фурье на временном интервале, рав-
ном одному периоду следования импульсов Tи. 
Аналитическая форма записи [17] для вычис-
ления гармоник спектра с номерами n = 1, 2, 3  
имеет следующий вид:
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и
и и
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2( ) 2 ,

2

n

n

А n А
n Т

ω τ

ω =
ω
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где ωи = 2πf.
Спектр (1) является дискретным. Частота 

первой гармоники равна частоте следования 
импульсов, вторая гармоника равна удвоенной 
частоте и т. д. Отметим характерные особенно-
сти спектров прямоугольных импульсов:
 � в спектрах отсутствуют гармоники, кратные 

обратной величине длительности импульса 
τ = 0,005 с (200 Гц, 400 Гц и т. д.);

 � амплитуды гармоник кратны частоте пода-
чи импульсов.
Проведенное исследование спектров шу-

мовых составляющих в регистрируемых РЭРГ 
вынуждают ограничивать построение спектра 
РЭРГ гармониками не выше 120...150 Гц. Фак-
тически при построении спектра регистрируе-
мого сигнала шумовая составляющая определя-
ет "запретную" зону шириной 50...80 Гц с цен-
тром на частоте 200 Гц. Все остальные высокие 
частоты спектра наблюдаемого сигнала РЭРГ 
полностью определяются шумовой составля-
ющей с характеристикой нормального белого 
шума с нулевым математическим ожиданием.

1.3. Частотные свойства лампы-вспышки
и регистрирующего прибора

Консультации с разработчиками аппара-
туры (Roland Consult и Tomey), позволяющей 
регистрировать РЭРГ, а также обработка ре-
зультатов экспериментов показывают, что АЧХ 
лампы-вспышки можно представить как неко-
торый фиксированный коэффициент передачи 
KL для всего интересующего исследователей 
диапазона частот. Таким образом, ее влияние 
может быть учтено в виде поправки амплитуды 

A входного тестирующего сигнала Х. Консуль-
тации с разработчиками аппаратуры позволя-
ют также представить АЧХ регистрирующего 
прибора WD( f ) графически в виде, показанном 
на рис. 2. Нижняя граница полосы равномер-
ного пропускания прибора примерно соответ-
ствует f0 = 1 Гц (для прибора Tomey). Начиная 
с этой частоты на всех интересующих иссле-
дователя частотах прибор имеет равномерную 
полосу пропускания с коэффициентом переда-
чи, равным KD. Таким образом, регистрирую-
щий прибор также может считаться линейным 
пропорциональным звеном в интересующей 
полосе пропускания. Его коэффициент пере-
дачи КD также может быть учтен как поправка 
амплитуды входного сигнала А.

1.4. Построение АЧХ сетчатки глаза

Вид РЭРГ в качестве исходного сигнала, 
подвергаемого разложению в ряд Фурье на пе-
риоде следования импульсов с частотой 10 Гц, 
показан на рис. 3, а. Рассматриваются РЭРГ 
субъекта с нормальным зрением.

Следует отметить, что использование спек-
тров РЭРГ для диагностики осложняется тем 
фактом, что амплитуды гармоник в них зави-
сят от спектров входных сигналов, в которых 
согласно (1) амплитуды одноименных гармо-
ник пропорциональны частоте подаваемых 
световых импульсов.

Построение АЧХ сетчатки глаза путем де-
ления значений амплитуд гармоник спектров 
Z( f ) на соответствующие значения амплитуд 
гармоник входных сигналов в соответствии 
с выражением (1) позволяет устранить этот
нежелательный эффект [17]. При этом следует 
отметить, что в анализируемых спектрах до-
пустимая верхняя граница рассматриваемых 
частот гармоник сужается до 120...150 Гц из-за 
влияния спектра шумовой составляющей РЭРГ 

Рис. 2. АЧХ регистрирующего прибора
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на вид АЧХ в окрестности критической частоты 
200 Гц, где амплитуды гармоник спектра вход-
ного импульса близки к нулевым значениям. 
Это обстоятельство приводит к тому, что число 
точек АЧХ для разных частот подачи световых 
импульсов получается разным и для высоких 
частот весьма малым. Например, для частоты 
подачи импульсов 30 Гц таких точек будет 4—5.

Промежуточные точки АЧХ 
сетчатки можно получить искус-
ственным удлинением периода 
разложения наблюдаемого сиг-
нала (или "окна") нулевыми зна-
чениями, которое применяется 
в радиотехнике для определения 
боковых гармоник исследуемого 
сигнала [18, 19]. В этих работах 
проводится спектральный анализ 
непрерывного сигнала с нулевым 
математическим ожиданием (для 
РЭРГ это условие обеспечивается 
наличием фильтра высоких ча-
стот регистрирующего прибора) 
так называемым методом окон. 
Кроме этого, исследования по-
казывают, что в сетчатке закан-
чиваются переходные процессы 
к приходу очередного импульса. 
Этот фактор является определя-
ющим при использовании подоб-
ного приема увеличения периода 
нулевыми значениями [17].

В нашем случае, условно задерживая при-
ход следующего светового импульса на опре-
деленное время и продливая на это же время 
нулевыми значениями выходной сигнал, мы 
искусственно увеличиваем период следова-
ния импульсов. При этом мы можем получить 
промежуточные (дополнительные) точки АЧХ 
сетчатки глаза.

На рис. 3, б показано удлинение периода об-
рабатываемого сигнала РЭРГ (сигнал 10 Гц на 
входе) нулевыми значениями. При этом дли-
тельность такого периода соответствует подаче 
на вход световых импульсов с псевдочастотой 
4,15 Гц.

На рис. 4 представлены АЧХ сетчатки глаза 
здорового субъекта с искусственным удлине-
нием периода следования световых импуль-
сов (псевдочастота подачи импульсов 1 Гц). 
Здесь же помечены кружками точки АЧХ это-
го же субъекта, полученные в результате обра-
ботки исходной РЭРГ, показанной на рис. 3, а.

Отметим, что на рис. 4 просматривается 
влияние на АЧХ сетевых фильтров пробок ре-
гистрирующего прибора, о которых шла речь 
выше, при частотах подачи световых импуль-
сов 8,3, 10 Гц. В дальнейших обработках гармо-
ники с этими частотами просто пропускались.

Рис. 3. Вид РЭРГ, подвергаемой разложению в ряд Фурье:
а — исходная (10 Гц); б — удлинение периода нулевыми зна-
чениями (псевдочастота подачи импульсов 4,15 Гц)

Рис. 4. Семейство АЧХ сетчатки глаза с искусственным удлинением периода сле-
дования световых импульсов (псевдочастота подачи импульсов 1 Гц). Исходные 
частоты подачи импульсов:
а — 8,3 Гц; б — 10 Гц; в — 12 Гц; г — 24 Гц; д — 30 Гц
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Заметим, что АЧХ сетчатки с увеличением 
частоты подачи импульсов постепенно опу-
скаются, т. е. передающие свойства сетчатки 
ослабевают. Помимо этого в области низких 
частот АЧХ демонстрируют наличие фильтра, 
не пропускающего низкие частоты. Подобны-
ми фильтрующими свойствами, как отмеча-
лось выше, обладает регистрирующий прибор.

Оцифровка оси ординат на рис. 4 проводит-
ся в относительных единицах. Подбором зна-
чения амплитуды входного сигнала (А) АЧХ 
сетчатки конкретного здорового субъекта це-
лесообразно сверху ограничить условной еди-
ницей или близким к единице значением, как 
это показано на рис. 5. Это условие позволяет 
проводить сравнение АЧХ пациентов с разны-
ми патологиями сетчатки.

2. Полиномиальная аппроксимация
АЧХ сетчатки глаза

Анализ большого числа АЧХ сетчаток глаз 
с различными патологиями показывает неце-
лесообразность их аппроксимации одним сте-
пенным полиномом из-за больших значений 
суммы квадратов невязок между аппроксими-
рующим полиномом и самой АЧХ. Значительно 
уменьшить значения невязок удается, если вы-
делить две характерные области частот: область 

низких частот (от нуля до 50 Гц) и область вы-
соких частот (от 50 до 120 Гц). В области низ-
ких частот предлагается сглаживать АЧХ по-
линомом второй степени, а в области высоких 
частот — полиномом первой степени. Результат 
подобной аппроксимации показан на рис. 6.

Результаты аппроксимации представлены 
зависимостями N( f ):
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Пять получаемых коэффициентов поли-
номов могут быть использованы как допол-
нительные признаки в создаваемых системах 
диагностики.

Зная АЧХ здорового субъекта с нормальным 
зрением, сравним с ней АЧХ пациентов с па-
тологией сетчатки. На рис. 7 представлены со-
вмещенные АЧХ здорового субъекта (верхняя 
сплошная кривая), субъектов с подозрением 
на глаукому (две средние штриховые кривые) 
и с глаукомой (две нижние штрихпунктир-
ные кривые) для частоты стимуляции 8,3 Гц 
с удлинением периода нулевыми значениями 
(псевдочастота подачи импульсов 4,15 Гц).

Рис. 5. АЧХ сетчатки субъекта с нормальным зрением (8,3 Гц) 
при удлинении периода

Рис. 6. Совмещенные исходная и аппроксимированная АЧХ

Рис. 7. АЧХ здорового субъекта, субъектов с подозрением на 
глаукому и с глаукомой для частоты стимуляции 8,3 Гц с удли-
нением периода нулевыми значениями (псевдочастота подачи 
импульсов 4,15 Гц):
а — исходные АЧХ; б — аппроксимированные АЧХ
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Полученные АЧХ сетчатки глаз субъектов 
отражают их свойства преобразовывать (уси-
ливать или ослаблять) соответствующие ам-
плитуды гармоник спектра входного сигнала.

Заключение

Представленные в работе результаты де-
монстрируют возможность построения ампли-
тудно-частотных характеристик сетчатки гла-
за при воздействии на нее сериями световых 
вспышек (стимулов) различных стандартных 
частот. Показано, что предлагаемая аппрокси-
мация получаемых АЧХ сетчатки глаза позво-
ляет для одного субъекта исследований полу-
чить 25 дополнительных числовых признаков 
по пяти экспериментально найденным АЧХ за 
счет предлагаемой полиномиальной аппрокси-
мации их в двух выделенных областях частот. 
Исследования АЧХ сетчатки глаза для разных 
видов патологий позволяют определить обла-
сти изменений этих признаков и их взаимные 
пересечения. Эти области с уже имеющимися 
областями значений признаков, извлекаемых 
из самих ЭРГ, могут быть использованы при 
разработке и совершенствовании систем диа-
гностики патологий сетчатки глаза.
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We consider two problems in this work. The first is the justification for the possibility of obtaining the amplitude-frequency 
response (AFR) of the retina by processing rhythmic electroretinograms (RERG). The second problem is to approximate the 
obtained AFR of the retina in order to obtain additional formalized features of the current state of the retina in the form of the 
coefficients of the approximating polynomials. When we obtain the AFR of the eye retina, we take into consideration the spectrum 
of the input testing signal (stimulus). Light stimuli are periodically repeated short rectangular light pulses of five standard frequen-
cies. Due to the fact that the retina is a nonlinear dynamic object, the changes in the AFR of the retina are evaluated and taken 
into consideration in the obtaining of the frequency characteristics for each frequency of light flashes.For the polynomial approxi-
mation of the obtained AFR’s of the retina, it is proposed to distinguish two frequency ranges: the low-frequency range (from 0 to 
50 Hz) and the high-frequency range (from 50 to 120 Hz). In the low-frequency range it is proposed to smooth the retinal AFR 
by the second degree polynomial smoothing, and in the high-frequency range — by the first degree polynomial smoothing. The 
proposed approximation of the frequency response allows to obtain 25 additional features from five experimentally determined 
AFR’s for one person. In this case each AFR is characterized by five coefficients of smoothing polynomials. The results of the 
work allow us to compare different methods of classification (diagnosis) with using the received features.

Keywords: amplitude-frequency response, electroretinogram, retina, diagnosis, pathology, approximation.
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Один способ получения оценки сглаживания фазового вектора
в задаче управления движением строя

Введение

Важный шаг к решению задачи управления 
движением строя типа "конвой" [1] состоит 
в том, что в текущий момент времени необ-
ходимо получить оценки положения роботов 
в некоторые предшествующие моменты време-
ни. Роботы в строю пронумерованы от R0 (ве-
дущего робота) до RN (замыкающего конвой). 
Стратегия управления для каждого ведомого 
робота Ri состоит в выполнении следующего 
соотношения:

 xi(t) = xi – 1(t – T),

где xi(t) представляет собой положение робота 
Ri в текущий момент; xi – 1(t – T) — положение 
робота Ri – 1 в момент времени t – T.

Задачи оценивания фазового вектора раз-
деляются на три класса: сглаживание (интер-
поляцию), фильтрацию и предсказание (экс-
траполяцию). Суть задачи сглаживания [2] 
состоит в том, что для определения оценки не-
известного вектора состояния системы в каж-
дый момент времени τ < t требуется учесть весь 
массив измерительной информации, получен-
ный до момента время t, тем самым используя 
в соответствующем алгоритме как "прошлые", 
так и "будущие" измерения.

Использование алгоритмов сглаживания 
сопряжено с рядом проблем:

1. Иногда система оказывается неустойчи-
вой. В частности, этот эффект для линейных 

Сформулирована и решена задача оценки сглаживания с постоянным запаздыванием для непрерывных линейных 
динамических систем. Указана необходимость получения оценки сглаживания с постоянным запаздыванием при ре-
шении задачи управления движением группы мобильных роботов в строю типа "конвой". Описано разделение задачи 
оценивания фазового вектора систем на три класса: задачу сглаживания, задачу фильтрации и задачу предсказания. 
Суть задачи сглаживания состоит в том, что для определения оценки неизвестного вектора состояния систем 
в каждый момент времени τ < t требуется учесть весь массив измерительной информации, полученный до момента 
времени t, тем самым используя в соответствующем алгоритме как "прошлые", так и "будущие" измерения. Указан 
ряд возможных проблем при использовании алгоритмов сглаживания с постоянным запаздыванием: во-первых, ино-
гда система оказывается неустойчивой; во-вторых, для реализации алгоритма требуется знание фундаментальной 
матрицы (для линейных систем), что может вызвать определенные трудности. Получен рекуррентный алгоритм 
сглаживания с постоянным запаздыванием, в том числе алгоритм оценки сглаживания в закрепленной точке с ис-
пользованием свойств фундаментальной матрицы линейной системы. Подчеркнуто преимущество полученных ал-
горитмов сглаживания, которое состоит в том, что метод позволяет обойти трудоемкий процесс вычисления 
фундаментальной матрицы системы. Обсужден и исследован процесс вычисления оценки сглаживания: по поступаю-
щим зашумленным измерениям параллельно проводятся процесс фильтрации и процесс сглаживания, таким образом, 
вычисление оценки сглаживания зависит от значения, полученного в процессе фильтрации. Приведены результаты 
численного моделирования для нестационарной линейной системы и нелинейных систем, которые показывают, что 
оценки сглаживания с постоянным запаздыванием быстрее сходятся к истинным значением, чем оценки фильтрации; 
и неустойчивость оценки сглаживания при моделировании не появилась; с течением времени ошибки оценки сглажи-
вания меньше, чем ошибки фильтрации.

Ключевые слова: оценки сглаживания, постоянное запаздывание, непрерывная линейная система, управление дви-
жением строя типа "конвой"
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систем продемонстрирован в работе [3]. Опыт 
авторов также подтвердил этот эффект.

2. Для реализации алгоритма требуется зна-
ние фундаментальной матрицы (для линей-
ных систем), что может вызвать определенные 
трудности.

В настоящей работе предлагается способ 
получения оценки сглаживания состояния си-
стем, решающий по крайней мере второй из 
указанных недостатков.

Постановка задачи

Пусть поведение системы описывается систе-
мой линейных дифференциальных уравнений

 ( ) ( ) ( ) ( ),t t t t= +x A x� h  (1)

а измерения состояния системы описываются 
уравнением

 z(t) = H(t)x(t) + x(t), (2)

где A(t) — матрица системы; H(t) — матрица на-
блюдений; h(t) и x(t) — гауссовы белые шумы 
со следующими характеристиками:

 Eh(t) = Ex(t) = E(x(t)hт(t)) = 0;

 E(h(t)hт(t′)) = Q(t)δ(t – t′);

 E(x(t)xт(t′)) = R(t)δ(t – t′),

где E — математическое ожидание; Q(t), R(t) — ма-
трица ковариации шумов; t′ — момент времени.

Задача состоит в получении оценки �( ),tτx
τ = t – T, T = const > 0. Это означает, что в каж-
дый момент времени необходимо знать, где 
была система заданный временной интервал T 
назад. Как будет показано ниже, алгоритм по-
лучения оценки �( )tτx  включает в себя в каче-
стве составных частей алгоритмы фильтрации 
и сглаживания в закрепленной точке.

Алгоритм сглаживания в закрепленной точке

Оценка сглаживания в закрепленной точке 
�

0( ),t tx  т. е. наилучшая оценка вектора состоя-
ния системы на момент время t = t0, имеет вид [4]

 � �
0 0( ) ( , ) ( ),t t t t t= Φx x  (3)

где � 0( )tx  — оценка, полученная в результа-
те применения метода теории рекуррентной 
фильтрации Калмана; Φ(t0, t) — фундамен-
тальная матрица системы (1). Как говорилось 
в работе [5], использование уравнения (3) со-
пряжено с трудностями, возникающими при 
нахождении фундаментальной матрицы. Далее 
предложен метод нахождения оценки сглажи-
вания, позволяющий обойти процедуру поис-
ка F(t0, t).

Приведем некоторые свойства фундамен-
тальной матрицы, которые понадобятся в даль-
нейшем:

 1� 2
1 1� 2

1�
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( ) ( , );

t t
t t t
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здесь t1, t2 — моменты времени.
Дифференцируя соотношение (3) по време-

ни t, получим

 � � �
0 0 0

. .
( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ).t t t t t t t t= +x x x�F F  (6)

Подставляя в соотношение (6) найденное с 
использованием свойства (5) выражение 

0 0( , ) ( , ) ( ),t t t t t= − A�F F  а также известное выра-

жение для оценки фильтрации �
.
( ),tx  после не-

сложных преобразований получим

� �т 1
0 0

.
( ) ( , ) ( ) ( ) ( ( ) ( ) ( )),t t t t t t t t t−= −x P H R z H xF  (7)

где P(t) — матрица ковариации ошибки оценки 
фильтрации.

Введем матрицу L′(t), связанную с матрицей 
P(t), следующим образом:

 L′(t) = F(t0, t)P(t). (8)

Дифференцируя соотношение (8) по време-
ни t, с учетом известного уравнения Риккати 

для ( )tP�  после несложных преобразований по-
лучим
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т 1 1

( ) � ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

t t t

t t t t t t− −

′

′ ′

′ = −

− +

L L A

L H R H P L P Q

�
 (9)

Таким образом, в состав выражения для 

оценки � 0

.
( )t tx  не входит фундаментальная ма-

трица F(t0, t), а кроме того, оценки возможно 
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осуществлять в реальном времени. Начальные 
условия для интегрирования системы (7) и (9) 
совпадают с условиями рекуррентной фильтра-
ции, т. е. � �

0 0 0( ) ( ),t t t=x x  L′(t0) = F(t0, t0)P(t0) = 
= P(t0).

Алгоритм сглаживания
с постоянным запаздыванием

Аналогично, оценка сглаживания с посто-
янным запаздыванием �( ),tτx  т. е. наилучшая 
оценка вектора состояния системы на момент 
время τ = t – T имеет вид

 � �( ) ( , ) ( ).t t tτ = τx xF  (10)

Дифференцируя соотношение (10) по време-
ни t, получим

 � � �
. .
( ) ( ) ( ) ( ) ( ).t t t t tτ = τ + τx x x�F F  (11)

В отличие от F(t0, t) первый аргумент F(τ, t) 
тоже зависит от времени t, таким образом, ее 
полная производная имеет вид

 
( , ) ( , )

( , )

( ) ( , ) ( , ) ( ).

t d t
t

dt t
t t t

∂ τ τ ∂ τ
τ = + =

∂τ ∂
= τ τ − τA A

� F F
F

F F
 (12)

Подставляя в соотношение (11) найденное 
выражение для полной производной фунда-
ментальной матрицы, а также известное вы-

ражение для оценки фильтрации �
.
( )tx , после 

несложных преобразований получим оценки 
сглаживания с постоянным запаздыванием:

 
� �

�т 1

.
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ( ) ( ) ( )).

t t t

t t t t t−

τ = τ +

+ −

x A x

L H R z H x
 (13)

Заметим, что матрица L(t) = F(τ, t)P(t) не яв-
ляется матрицей ковариации ошибки сглажи-
вания. Дифференцируя ее по времени t, с уче-

том известного уравнения Риккати для ( )tP�  
после несложных преобразований получим

 
т

т 1 1

( ) ( ) ( ) � ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

t t t t

t t t t t t− −

= τ + −

− +

L A L L A

L H R H P L P Q

�
 (14)

При интегрировании уравнений (13) и (14) 
необходимо определить значение �( )tτx  и L(t) 
при t m t0 + T. Обсудим это в следующей части.

Процесс вычисления оценки сглаживания
с постоянным запаздыванием

На рис. 1 показана структурная схема вы-
числения оценки сглаживания. Как видно, по 
поступающим зашумленным измерениям па-
раллельно проводятся процессы фильтрации 
и сглаживания, и вычисление оценки сгла-
живания зависит от значений, полученных 
в процессе фильтрации. Коэффициенты филь-

трации K1(t) и коэффициен-
ты сглаживания K2(t), K3(t) 
в схеме имеют вид

 K1(t) = P(t)Hт(t)R–1;

 K2(t) = L′(t)Hт(t)R–1;

 K3(t) = L(t)Hт(t)R–1,

где P(t) получаются решени-
ем уравнения Риккати; L′(t), 
L(t) получаются решением 
уравнений (9) и (14) соответ-
ственно.

Заметим, что до момента 
времени t = t0 + T в процес-
се сглаживания вычисляется 
� �

0( ) ( )t t tτ =x x  и L(t) = L′(t).Рис. 1. Структурная схема вычисления оценки сглаживания с постоянным запазды-
ванием для линейной непрерывной системы
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Экспериментальное исследование

 � Линейная нестационарная система

Рассмотрим линеаризованное уравнение 
движения математического маятника в среде 
с вязкостью, изменяющейся по гармоническо-
му закону (пример в работе [4]):

 sin(0,08 ) 0.tϕ + ϕ + ϕ =�� �

Матрица системы имеет вид

 1

2

0 1 ( )
( ) ; ( ) .

1 sin(0,08 ) ( )

x t
t t

xt t

ϕ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − ϕ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

A x
�

Измеряемой координатой считаем только 
угол отклонения маятника:

 z(t) = H(t)x(t) + x(t); H(t) = (1 0).

При моделировании время запаздывания
T = 2 с, начальные условия x(t0) = (1,  1)т, 
� т

0 (0,( ) ,0)t =x  полученные результаты показа-
ны на рис. 2 и рис. 3, 4 (см. вторую сторону об-
ложки). Как видно, оценки сглаживания с по-
стоянным запаздыванием быстрее сходятся 
к истинным значением, чем оценки фильтра-
ции, кроме того, неустойчивость оценки сгла-
живания при моделировании не появилась.
С течением времени ошибки оценки сглажива-
ния становятся меньше, чем ошибки фильтрации.

 � Нелинейная система

Теперь рассмотрим применение предложен-
ного метода в задаче управления движением 
строя типа "конвой" [1], одной подзадачей кото-
рого является задача локализации. В этом слу-
чае мы используем сами роботы в виде подвиж-

ных указателей для осуществления локализации 
роботов, и требуется выполнение трех условий:

а) знание глобального положения ведущего 
робота;

б) знание положения ведущего робота от-
носительно ведомого;

в) возможность передавать информацию о 
положении ведомому роботу (рис. 5, см. вто-
рую сторону обложки).

Используя эту информацию, каждый робот 
определяет собственное положение в абсолют-
ной системе координат. В процессе решения 
задачи управления движением каждого ро-
бота строя возникает проблема определения 
собственного положения каждого робота Ri – 1 
относительно Ri. В лабораторных условиях эта 
проблема может быть решена путем установ-
ки систем зрения, определяющих декартовы 
координаты всех членов конвоя, что является 
невозможным при движении роботов в откры-
том пространстве.

Рассмотрим решение следующей задачи: по 
измерениям, проводимым лазерным сканером, 
требуется определить положение робота Ri – 1 

относительно Ri 1 1 1( , , )i i i
i i ix y− − −θ  в системе ко-

ординат робота Ri (рис. 5, см. вторую сторону 
обложки). Для упрощения записи далее 

1 1 1( , , )i i i
i i ix y− − −θ  будем обозначать через (x, y, θr).
Уравнение движения робота Ri – 1 в связанной 

системе координат OiXiYi робота Ri имеет вид
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Очевидно, это уравнение описывает движе-
ние нелинейной системы

 ( ) ( ( ), ( )),t t t=x f x u�

где x(t) = (x, y, θr)
т, u(t) = (ωi – 1, vi – 1, ωi, vi)т.

Уравнение измерений имеют вид

 z(t) = H(t)x(t) + x(t); 
1 0 0

( ) .
0 1 0

t
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

H

В соответствии с предложенным в рабо-
те [1] законом управления алгоритм сглажива-
ния с постоянным запаздыванием может быть 
использован в этом случае, т. е. в каждый мо-
мент времени по измерениям z(t) мы получаем 

оценки � � � � т( ) ( ( ), ( ), .( ))rt T x t T y t T t T− = − − θ −x  

Рис. 2. Фазовая координата j(t):
1 — измеренное значение координаты ϕ(t); 2 — истинное зна-
чение ϕ(t); 3 — оценка сглаживания; 4 — оценка фильтрации
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Линеаризованное вдоль оценки уравнение 
движения имеет вид

 ( ) ( ) ( ),t t t=x A x�

где
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�

�
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Эксперимент проводился с участием двух 
роботов в среде ROS (рис. 6, см. вторую сторо-
ну обложки). Робот Ri – 1 совершал движение 

со скоростью vi – 1 = 0,2 м/с; ωi – 1 = 0,5 рад/с, 
а робот Ri повторял траекторию робота Ri – 1 
с запаздыванием T = 2 c. Соответствующие гра-
фики показаны на рис. 7. Видео движения двух 
роботов и коды для осуществления алгоритма 
сглаживания в среде ROS представлены в [6].

Заключение

В работе предложен рекуррентный алгоритм 
вычисления оценки сглаживания с постоянным 
запаздыванием. Преимущество этого способа 
заключается в том, что в процессе вычислений 
не используется фундаментальная матрица.
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In this paper, we formulated and solved the problem of fixed-lag smoothing estimation for continuous linear dynamical 
systems. The problems of other fixed-lag smoothing algorithm for continuous linear dynamical systems are indicated. 
Firstly, sometimes the fixed-lag smoothing algorithm is not stable. Secondly, the knowledge of state transition matrix is 
needed to implement algorithm. It is different to get it, especially for time-vary system. An algorithm is developed for gene-
rating the optimal smoothed estimate �( )t T t−x  of the state x(t) of a continuous linear system, where t is the most recent 
measurement and T is a positive real constant. The recurrent algorithm is obtained using the properties of state transition 
matrix F(t1, t2) of a linear dynamical system. The developed method makes it possible to bypass the time-consuming pro-
cedure of finding state-transition matrix. The process of computing the fixed-lag smoothed estimate is discussed in terms 
of the algorithm’s dependence on the solutions of the filtering and fixed-point smoothing problems. Therefore, the calcula-
tion of the estimation of fixed-lag smoothing depends on the value obtained during the filtering process. We give the simu-
lation result of fixed-lag smoothing algorithms for a nonstationary linear system and compared it with the simulation result 
of filtering algorithms. It is showed that the estimation errors of fixed-lag smoothing are less than the estimation errors of 
filtering. We also used the fixed-lag smoothing algorithms to improve the localization accuracy of robots in the task of mo-
tion control of convoy robots. A node named fix_lag_smoothing is written using C++ in ROS.

Keywords: smoothed estimate, fixed-lag smoothing, continuous linear system, motion control of convoy robots
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Комбинированный поисковой метод решения обратной задачи 
кинематики многозвенного манипулятора

Решение обратной задачи кинематики — это 
важный этап в процессе построения траекто-
рии движения манипулятора. Существует не-
сколько подходов к решению. Так, алгебраиче-
ский подход подразумевает вычисление углов 
в сочленениях с помощью решения системы не-
линейных уравнений [1—3]. При этом подходе 
число уравнений равно числу степеней свобо-
ды манипулятора. Недостатком этого подхода 
является сложность, а иногда и невозможность 
получения системы уравнений при числе степе-
ней свободы манипулятора больше трех.

Итеративный подход включает семейство 
методов пошагового решения, которое сво-
дится к постепенному уменьшению ошибки 
по положению и ориентации рабочего органа. 
Текущее положение и ориентация рабочего ор-
гана находятся решением прямой задачи ки-
нематики. Наиболее часто для решения обрат-
ной задачи кинематики используются метод 
обратного якобиана, градиентные методы, ко-
ординатный спуск, генетический алгоритм и т. д.
Метод обратного якобиана [4] заключается 
в приведении изменений обобщенных коорди-

нат манипулятора в изменения в координатах 
рабочего органа в декартовом пространстве. 
Для обратного якобиана недостатком являет-
ся инвертирование матрицы Якоби: с ростом 
числа степеней свободы ее размер увеличива-
ется, и эта операция может быть затратной по 
времени. Кроме того, при определенном поло-
жении манипулятора якобиан может вырож-
даться. Проблему вырождения решает исполь-
зование псевдообратного якобиана [5]. Этот 
метод использует псевдообратный якобиан, 
который определен для любой матрицы Яко-
би, даже неквадратных и с неполным рангом 
по строкам. Однако при использовании такого 
подхода теряется точность, и при приближении 
заданного положения рабочего органа к грани-
це рабочей области могут появиться большие 
изменения в обобщенных координатах для не-
большого перемещения рабочего органа [6].

Координатный спуск [7] лишен проблем ме-
тода обратного якобиана и для манипуляторов 
с небольшим числом степеней свободы рабо-
тает очень быстро, но с ростом степеней под-
вижности время поиска значительно увеличи-

Рассматривается решение обратной задачи кинематики многозвенного манипулятора. Данная задача является 
многоэкстремальной с позиционными и функциональными ограничениями. Предложено решение комбинированным 
поисковым методом на основе генетического алгоритма и симплексного поиска. Генетический алгоритм способен 
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вается, кроме того, время поиска зависит от 
расстояния, на которое перемещается рабочий 
орган. Общей проблемой вышеописанных ме-
тодов является то, что они находят всего одно 
решение, которое не всегда оптимально в силу 
многоэкстремальности задачи.

Градиентные методы [8, 9] способны найти 
решение с учетом функциональных и пози-
ционных ограничений. Однако для их работы 
требуется градиент целевой функции, который 
для манипулятора с числом степеней больше 
трех затруднительно вывести аналитически. 
Вместо градиента можно использовать его ап-
проксимацию, что может привести к увеличе-
нию числа вызовов целевой функции.

Генетический алгоритм (ГА) способен най-
ти оптимальное решение, но ему потребуется 
большая популяция, что сильно повлияет на 
скорость движения к цели. Среди достоинств 
метода можно отметить простоту исполнения 
самого алгоритма и простоту введения огра-
ничений в задачу поиска и низкую вычисли-
тельную сложность. ГА уже долгое время ис-
пользуются для решения обратной задачи ки-
нематики манипулятора. В первой работе по 
данной теме [10] было показано, что можно по-
лучить решение с минимизацией отклонения 
обобщенных координат от начальной конфи-
гурации. Для увеличения точности решения 
использовался метод ниш [11, 12], позволяю-
щий находить множество решений и прово-
дить их сравнение для нахождения оптималь-
ного результата. Кодирование хромосом алго-
ритма может быть как бинарное [10, 13], так 
и вещественное [14, 15]. ГА используются для 
решения обратной задачи неизбыточных [16] 
и избыточных [17] манипуляторов. Также воз-
можно уменьшение времени поиска за счет 
распараллеливания вычислений на GPU [18].

Для уменьшения времени поиска и повы-
шения точности ГА его используют в комби-
нации с симплексным поиском. В работе [15] 
представлен гибрид ГА с алгоритмом Нелде-
ра — Мида, в котором оценивается положение 
оптимума и лучшие вершины ГА образуют 
симплекс, который завершает поиск опти-
мума. В работах [19, 20] на каждом шаге ГА 
с популяцией проводятся операции симплекс-
ного поиска: отражение, сжатие, растяжение.
В работе [21] представлена комбинация, в ко-
торой каждая хромосома ГА является набором 

вершин, образующим симплекс. Комбиниро-
ванные алгоритмы чаще находят глобальный 
минимум функции за меньшее время и име-
ют меньшее число вызовов целевой функции
[15, 19—21].

Целью данной статьи является разработка 
и применение комбинированного поискового 
алгоритма для решения обратной задачи ки-
нематики (ОЗК) многозвенного манипулято-
ра. Поскольку ОЗК может иметь множество 
локальных оптимумов, то требуется алгоритм, 
способный найти глобальный оптимум. Обыч-
ный ГА решает ОЗК, но в комбинации с сим-
плексным поиском решение будет найдено 
значительно быстрее.

Прямая задача кинематики

Решение прямой задачи кинематики (ПЗК) 
для манипулятора с известной структурой есть 
расчет координат рабочего органа (РО) отно-
сительно координат основания манипулятора 
в рабочем пространстве при известных обоб-
щенных координатах. В общем виде эта задача 
выглядит следующим образом:

 x = f(q), (1)

где q — вектор n Ѕ 1 обобщенных координат 
манипулятора, x = [rт rт]т — комбинирован-
ный вектор размерности m, отображающий 
степень свободы РО манипулятора; r — вектор 
положения манипулятора размерности mr Ѕ 1, 
r — вектор ориентации рабочего органа раз-
мерности mρ Ѕ 1, mr и mρ — степени свободы 
РО на перемещение и вращение соответствен-
но. Векторы r и r представлены на рис. 1. Ве-
личина m = mr + mρ зависит от конструкции 
манипулятора. Для планарного манипулятора 
m = 3, так как РО может двигаться вдоль двух 
осей и вращаться вокруг одной оси. Макси-

Рис. 1. Рабочее пространство манипулятора
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мальное значение m = 6, тогда РО может пере-
мещаться и вращаться по всем трем осям де-
картовой системы координат.

Решение прямой задачи кинематики ма-
нипулятора начинается с присвоения каждо-
му сочленению локальных систем координат, 
начиная с основания манипулятора. Каждая 
локальная система координат описывается по-
ложением и ориентацией текущего сочленения 
по отношению к предыдущему. Положение и 
ориентация описываются параметрами Дена-
вита — Хартенберга [22]. Список и значения 
параметров представлены в табл. 1.

Эти параметры используются для форми-
рования матриц трансформации. Положение 
и ориентация системы координат i-го сочле-
нения по отношению к (i – 1)-му сочленению 
описывается матрицей трансформации:
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A  (2)

где c(qi) = cosqi, s(qi) = sinqi.
Решение прямой задачи кинематики нахо-

дится из матрицы трансформации n-го сочле-
нения по отношению к основанию манипу-
лятора:

 1 2
0 0 1 1... .n n

n−= ⋅ ⋅A A A A  (3)

Вектор x = [rт rт]т извлекается из 0
nA .

Обратная задача кинематики

ОЗК манипулятора — это поиск таких обоб-
щенных координат q, при которых текущее по-

ложение и ориентация РО (x) равны заданным 
(xd). ОЗК выводится из уравнения (1) при усло-
вии x = xd:

 q = f  –1(xd). (4)

Решение ОЗК напрямую связано с основ-
ной целью управления манипулятором — рас-
положением РО в определенном положении и 
ориентацией. Трудность решения ОЗК заклю-
чается в том, что f  –1(•)сложно аналитически 
выразить из f(•). Также f(•)зависит от кон-
струкции манипулятора, поэтому аналити-
ческое решение f  –1(•), найденное для одного, 
будет неадекватным для другого. Кроме того, 
для манипуляторов с числом степеней свобо-
ды n > 1, для точек a и b при qa ≠ qb задача (1) 
может давать f(qa) = f(qb). Поэтому у уравнения 
(4) может существовать более одного решения. 
При этом эти решения могут сильно отличать-
ся друг от друга, и для нахождения лучшего 
решения необходимо ввести дополнительный 
критерий, а именно энергию, затраченную на 
перемещение.

Рассмотрим решение (4) в виде задачи не-
линейного программирования:

 ( ) min,
V

Q
∈

→
q

q  (5)

где V = {q:q ∈ E  n, g(q) = 0, qmin m q m qmax}.
Целевая функция (5) отображает энергию, 

затраченную на перемещение
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где т т т[ ]d d d=x r r  — вектор требуемых коорди-
нат РО; q0 — вектор обобщенных координат 
в начальный момент времени.

Функциональные ограничения обязывают 
вести поиск только среди конфигураций с ми-
нимальной ошибкой по положению и ориен-
тации:
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где 0 m ω m 1 определяет важность точности 
положения при поиске.

Таблица 1

Параметры Денавита — Хартенберга

Параметр Значение

qi Угол между xi – 1 и xi вокруг оси zi – 1

αi Угол между zi – 1 и zi вокруг оси xi

ai Расстояние между сочленением zi – 1 и zi 
вдоль оси x

di Расстояние от основания i – 1 системы 
координат до оси xi вдоль zi – 1

σi Тип сочленения: 1 — призматическое;
0 — вращательное
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Здесь позиционные ограничения отобража-
ют физические ограничения на перемещения 
сочленений:

 qmin m q m qmax. (8)

Комбинированный поисковой метод

Генетический алгоритм — итеративный 
эвристический алгоритм поиска, использую-
щийся для решения многомерных задач оп-
тимизации значений целевой функции путем 
случайного подбора, комбинирования и ва-
риации исходных параметров. ГА содержит 
"популяцию" точек в пространстве поиска, 
называемых "особи". На каждом шаге поиска 
создается новая популяция. С каждой новой 
популяцией особи будут находиться ближе 
к оптимуму. Чтобы создать новую популяцию 
на основе предыдущей, ГА выполняет следу-
ющие шаги: а) вычисление целевой функции 
каждой особи популяции; б) выбор особей на 
основе значения их целевой функции; в) ре-
комбинация существующих особей генетиче-
скими операциями: скрещивание и мутация. 
ГА работает независимо над несколькими по-
тенциальными решениями, а не над одним, 
что позволяет находить глобальный оптимум. 
Также поиску глобального оптимума содей-
ствует наличие случайностей в операциях вы-
бора и реком бинации.

Пусть имеется задача (5). Для поиска в 
n-мерном пространстве одна особь будет иметь 
n генов и представлять одну конфигурацию 
манипулятора. Значение целевой функции 
особи называется фитнесом или приспосо-
бленностью. Алгоритм состоит из следующих 
этапов:

1) создается начальная популяция P0 объ-
емом pSize в разрешенной области поиска та-
ким образом, что особи равномерно заполня-
ют пространство поиска;

2) увеличивается счетчик популяций i =
= i + 1 и создается новая популяция Pi. Среди 
особей старой популяции выбирается самая при-
способленная ql, она сохраняется неизменной и 
переносится в новую популяцию ql ∈ Pi. Остаток 
новой популяции заполняется потомками;

3) выбор родителей происходит по турнир-
ной схеме. Из Pi – 1 случайно выбирается часть 
особей, среди которой находится наиболее 
приспособленная, она становится одним из 

родителей. Второй родитель выбирается та-
ким же способом;

4) скрещивание является одноточечным, т. е. 
в хромосоме потомка существует одна точка, 
по одну сторону от которой находятся гены 
родителя 1, а по другую — гены родителя 2. 
Вероятность получения генов родителя 1 рав-
на ρc, вероятность получения генов родителя 2 
соответственно равна (1 – ρc);

5) на стадии мутации получившийся с про-
шлого шага потомок может получить случай-
ное изменение в генах с вероятностью ρm. На 
практике для каждого гена происходит сравне-
ние случайного числа из диапазона [0,1] с ρm, и 
если случайное число меньше ρm, то текущий 
ген получит случайное число из допустимого 
диапазона;

6) новая популяция заменяет старую, и для 
всех ее особей считается функция фитнеса;

7) условие останова: достижение максималь-
ного числа популяций i = Nga, или самая при-
способленная особь не меняется определенное 
число поколений , , 1 ,... ,

sl i l i l i kq q q− −= = =  или 
целевая функция находится в определенном 
диапазоне значений. Если выполнены условия 
останова, то переход к п. 8, в противном случае 
переход к п. 2;

8) вывод самой приспособленной особи.
Алгоритм Нелдера — Мида (симплексный 

поиск (СП)) — это локальный алгоритм пря-
мого поиска нулевого порядка. "Симплекс" —
это геометрическая фигура в n-мерном про-
странстве, состоящая из (n + 1) вершин. В про-
цессе работы алгоритм использует простые ге-
ометрические трансформации над симплексом 
(отражение, сжатие, растяжение). Для выбора 
подходящей трансформации используется зна-
чение целевой функции в каждой вершине. 
После каждой трансформации текущая худ-
шая вершина заменяется на лучшую. Таким 
образом, симплекс движется в сторону оп-
тимума. При любом значении n алгоритм на 
каждом шагу требует не более трех вычисле-
ний целевой функции (на отражение, сжатие 
и растяжение), что делает СП быстрее других 
алгоритмов, требующих на каждом шагу вы-
числения целевой функции n раз.

Алгоритм Нелдера — Мида:
1) для пространства поиска размерности n 

строится симплекс из n + 1 вершин. Строится 
начальный симплекс вокруг заданного центра 
с заданной длиной ребра;
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2) вычисляется целевая функция для всех 
вершин. Лучшая вершина ql имеет значе-
ние целевой функции Q(ql) < Q(qj), худшая 
вершина qs с целевой функцией Q(qj) < Q(qs)
j = 1...n + 1, j ≠ l;

3) вершина qs отражается относительно цен-
тра тяжести  остальных вершин, отраженная 
вершина обозначается qr;

4) проводится сравнение отраженной вер-
шины с остальными. Существуют несколько 
вариантов изменения симплекса в зависимо-
сти от значения целевой функции в qr:

a) если Q(qr) < Q(ql), то симплекс растягива-
ется в сторону qr;

b) если Q(ql) < Q(qr) < Q(qs), то симплекс со-
храняет форму на текущем шаге;

c) если Q(qs) < Q(qr), то происходит сжатие 
отраженной вершины к центру тяжести остав-
шихся n вершин;

5) проверка условия останова: если сим-
плекс удовлетворяет условию
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1
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n

j
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− < ε
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при известном ε или число шагов больше Nsim, 
то переход к п. 6. Если не удовлетворяет, пере-
ход к п. 3;

6) вывод лучшей вершины.
Здесь Q(qa) < Q(qb) для точек a и b обознача-

ет, что точка a лучше точки b.
Интенсификация — процесс уменьшения 

области поиска ГА. Используется для повы-
шения шансов нахождения глобального оп-
тимума, а также увеличения точности поиска 
в целом. Смысл ее заключается в увеличении 
концентрации особей ГА в перспективной об-
ласти (promising area) [23]. Перспективная об-
ласть — область пространства поиска ГА, в ко-
торой, вероятнее всего, находится глобальный 
оптимум. Она считается найденной, если в ней 
находится лучшая особь популяции и большая 
часть других особей. В процессе интенсифика-
ции происходит уменьшение размера области 
поиска и объема популяции.

Интенсификация характеризуется параме-
тром сжатия 0 < γpa < 1, который регулирует, 
какая доля области поиска и популяции оста-
нется после интенсификации.

Оптимизационные алгоритмы можно клас-
сифицировать на глобальные и локальные. 

Глобальные методы (ГА) способны найти гло-
бальный оптимум на многоэкстремальной 
функции. Локальные методы (СП) за короткое 
время находят ближайший оптимум, незави-
симо от того, глобальный он или нет.

Недостатком ГА является большое число 
шагов и обращений к целевой функции из-за 
частично случайного характера поиска.

СП быстро сходится к ближайшему опти-
муму, но не способен выбраться из локального 
оптимума.

Для сохранения достоинств и устранения 
недостатков рассмотренных методов поиска 
был разработан комбинированный метод поис-
ка. Суть его заключается в том, что на каждом 
шаге ГА его лучшие особи передаются в алго-

Рис. 2. Алгоритм КПМ
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ритм Нелдера — Мида, где вокруг них строятся 
симплексы и выполняется симплексный поиск. 
Результаты поиска сравниваются с особями ГА 
и при необходимости заменяют их. Алгоритм 
комбинированного поискового метода:

1) i = 0;
2) инициализация ГА:
2.1) создание начальной популяции Pi ГА 

объемом pSize;
2.2) вычисление целевой функции (5) для 

особей популяции Pi;
3) i = i + 1.
4) создание популяции Pi:
4.1) выбор родителей;
4.2) скрещивание;
4.3) мутации;
5) вычисление целевой функции у популя-

ции Pi;
6) симплексный поиск:
6.1) сортируем Pi. по значению целевой 

функции в порядке убывания;
6.2) kl первых точек из Pi становятся началь-

ными точками для kl СП;
6.3) kl новых точек, найденных по заверше-

нию СП заменяют kl первых точек из Pi;
7) проверка условий интенсификации:
7.1) условия выполнены: интенсификация, 

переход к п. 2;
8) проверка условий остановки ГА:
8.1) условия выполнены: остановка поиска;
8.2) иначе переход к п. 3;
Схема алгоритма представлена на рис. 2.

Решение обратной задачи кинематики

Для решения обратной задачи кинематики (4) 
n-мерного манипулятора необходимо осущест-
влять поиск углов в сочленениях q в n-мерном 
пространстве. Каждая особь популяции пред-
ставляет собой самостоятельное решение ОЗК. 
Гены особи кодируются числами с плаваю-
щей точкой. Число генов равно n. Структура
особи/вершины q показана на рис. 3.

Обратная задача кинематики решалась ком-
бинированным поисковым методом (КПМ). 
Для сравнения использовались ГА и метод вну-
тренней точки (МВТ) как алгоритм, требую-
щий градиент целевой функции и учитываю-
щий функциональные и позиционные ограни-
чения. Для моделирования использовался пакет
MATLAB, установленный на PC с процессором 
Intel Pentium P6000 1.87 ГГц, 3 Гб DDR3 ОЗУ.

Параметры КПМ подбирались по резуль-
татам экспериментов с условием, что средняя 
ошибка по положению будет меньше 0,005 м 
при минимальном объеме вызовов целевой 
функции. Для сравнения проводился поиск 
с помощью ГА с параметрами КПМ. Далее 
экспериментально находились параметры ГА, 
при которых средняя ошибка по положению 
была меньше 0,005 м при минимальном объеме 
вызовов целевой функции.

Трехзвенный неизбыточный манипулятор

Данный манипулятор не является избыточ-
ным (m l n), поэтому ОЗК имеет малое (≈ 2) 
число решений. Кинематическая схема мани-
пулятора представлена на рис. 4. Параметры 
Денавита — Хартенберга для манипулятора 
представлены в табл. 2.

Параметры КПМ: длина хромосомы n = 3; 
размер популяции pSize = 10; вероятность

Рис. 3. Структура особи/вершины

Рис. 4. Кинематика трехзвенного манипулятора

Таблица 2

Параметры трехзвенного манипулятора

Параметр
Звено

1 2 3

σi 0 0 0

αi, рад 0 0 0

ai, м 0,500 0,670 0,200

di, м 0 0 0
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скрещивания ρc = 0,5; вероятность мутации
ρm = 0,85; максимальное число популяций
Nкпм = 10; интенсификация после отсутствия 
улучшения в ks = 3 поколениях; γpa = 0,75; kl = 3, 
максимальное число шагов симплекса Nsim = 50.

Каждый алгоритм решал восемь задач, рас-
пределенных по рабочему пространству. Алго-
ритм ГА имеет идентичные КПМ параметры: 
максимальное число популяций и размер по-
пуляции pSize = 10. Также экспериментально 
определены параметры ГА, при которых ре-
зультаты поиска приближаются к КПМ. Эф-
фективность оценивается такими значениями, 
как ошибка по положению er, ошибка ориен-
тации eρ, число вызовов целевой функции k и 
время выполнения t. Собранные данные пред-
ставлены в табл. 3.

Несмотря на то, что МВТ имеет наилучшие 
показатели по таблице, он не смог найти ре-
шение четырех из восьми задач. Как показали 
эксперименты, МВТ не может решить некото-
рые ОЗК, при которых необходимо повернуть 
первое сочленение более чем на 180°. Это про-
исходит в ситуациях, когда для достижения 
цели необходимо совершить движение, кото-
рое приведет к увеличению значения функции 
ограничения. ГА при схожих параметрах имеет 
несравнимо худшие результаты, и для дости-
жения повышения точности необходимо ис-
пользовать значение параметра Nga = 100, что 

замедляет поиск в ≈ 20 раз. Сравнивая экспе-
рименты можно отметить следующее:
 � самый быстрый алгоритм: МВТ 0,9 с, од-

нако не гарантировано, что решение будет 
найдено;

 � КПМ по сравнению с МВТ имеет боль-
шее время поиска и число вызовов целевой 
функции, но решение гарантированно на-
ходится благодаря свойствам глобального 
поиска ГА.

Шестизвенный трехмерный
неизбыточный манипулятор

Данный манипулятор не избыточный, по-
этому имеется ограниченное число решений. 
Описание шестизвенного манипулятора пред-
ставлено в табл. 4.

Здесь КПМ и ГА имеют следующие зна-
чения: длина хромосомы n = 6; размер попу-
ляции pSize = 100; вероятность скрещивания 
ρc = 0,5; вероятность мутации ρm = 0,85; мак-
симальное число популяций Ngnma = Nga = 10; 
интенсификация после отсутствия улучшения 
в ks = 3 поколениях; kl = 3; γpa = 0,75; мак-
симальное число шагов симплекса Nsim = 50. 
Проводился поиск решения для восьми поло-
жений манипулятора, разбросанных по рабо-
чему пространству. Кинематика манипулятора 
изображена на рис. 5.

Результаты работы алгоритма представлены 
в табл. 5.

Как и в случае с трехмерным манипулято-
ром, МВТ требует меньше времени на решения 
ОЗК, но при определенных начальных услови-
ях решение не может быть найдено из-за зави-
симости этого алгоритма от градиента. ГА так-

Таблица 3

Сравнения средних показателей поиска
для трехзвенного планарного манипулятора

Алгоритм er, м eρ, ° k t, с

КПМ 0 0,02 1487 3,4

ГА, Nga = 10 0,566 28,67 1231 2,9

ГА, Nga = 100 0,007 0,24 29 681 67

МВТ 0 0 123 0,9

Таблица 4

Параметры шестизвенного манипулятора

Параметр
Звено

1 2 3 4 5 6

σi 0 0 0 0 0 0

αi, рад π/2 0 –π/2 π/2 –π/2 0

ai, м 0,500 0 0 0 0 0

di, м 0,700 0 0 0,600 0 0,200 Рис. 5. Кинематика шестизвенного манипулятора
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же находит решение, но среднее время поиска 
решений в два раза больше среднего времени 
поиска КПМ.

Четырехзвенный избыточный манипулятор

Конструкция манипулятора является из-
быточной, поскольку число степеней свободы 
рабочего пространства меньше числа степеней 
свободы манипулятора (m < n). Это приводит 
к неограниченному числу решений ОЗК. Ки-

нематическая схема манипулятора представле-
на на рис. 6.

В табл. 6 даны параметры кинематики
манипулятора.

Параметры КПМ: длина хромосомы n = 3;
размер популяции pSize = 15; вероятность 
скрещивания ρc = 0,5; вероятность мутации
ρm = 0,85; максимальное число популяций
Ngnma = Nga = 10; интенсификация после отсут-
ствия улучшения в ks = 3 поколениях; kl = 3; 
γpa = 0,75; максимальное число шагов симплекса 
Nsim = 50. Для этого эксперимента заданные по-
ложения и ориентации соответствуют данным 
в эксперименте с трехзвенным манипулятором.

Результаты работы алгоритмов представле-
ны в табл. 7.

Главной сложностью решения ОЗК избы-
точных манипуляторов является большое чис-
ло возможных решений. В таких условиях ГА 
обладает преимуществом перед градиентным 
методом. КПМ и ГА нашли решения для всех 
положений, МВТ не смог найти решения для 
положений, при которых первое звено должно 
совершить поворот более чем на 180°. При этом 
ошибки по положению и ориентации КПМ 
при сходных с ГА характеристиках несравнен-
но ниже.

Заключение

Был разработан алгоритм, основанный на 
комбинации ГА и СП для решения обратной 
задачи кинематики манипулятора. Исследо-
вания проводили на избыточных и неизбы-
точных манипуляторах. Результаты показали,
что КПМ находит решение намного быстрее
(в 4,8 раза), чем обычный ГА, и при этом тре-
буется в среднем в 5,6 раза меньше вычислений 
целевой функции благодаря СП. Ошибки по 
положению и ориентации КПМ меньше, чем 
у ГА с аналогичными параметрами. Алгоритм 
обладает свойствами глобального и локально-
го поиска, не требует градиента целевой функ-
ции, и решение находится всегда, если оно су-
ществует.
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The solution of the inverse kinematics problem of the manipulator is considered. The inverse kinematics problem of 
multi-link manipulators is a multi-extremal optimization problem with functional and positional constraints. Global op-
timization algorithms are commonly used  to solve that kind of tasks. In this paper the solution of the inverse kinematics 
problem using the hybrid search method is considered. This method is a combination of genetic  algorithm and simplex 
search. The genetic algorithm is not able to move quickly towards the optimum, but is able to find a global optimum on a 
multi-extremal func tion. Simplex search quickly moves toward a local minimum, but is not able to find a global minimum. 
This combination uses the strengths of both search algorithms, while covering the weaknesses. At eac h step of the genetic 
algorithm, the best individuals are selected to become the centers of simplex searches. Simplex searches improve the popu-
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lation of the genetic algorithm.  Thus, a global extremum can be found in several steps of the genetic algorithm. For testing 
several redundant and non-redundant manipulators was used and for each of them several desired posi tions was specified. 
In solving the inverse kinematics problems, the hybrid algorithm showed comparable accuracy with the genetic algorithm 
with larger number of calls of the objective function. In addition, this algorithm is very easy to implement and there are 
no issues associated with the gradients of the objective  function and functional limitations. This method allows us to find 
solutions for non-redundant and redundant manipulators.

Keywords: multilink manipulator, inverse kinematics problem, genetic algorithm, simplex search, hybrid sea rch method
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Вопросы создания восполняемых источников энергии
морских автономных подводных роботизированных комплексов1

Введение

Задача  создания источников для воспол-
нения энергии батарей подвижных объектов 
всегда была актуальной. Во многих случаях 
она решается путем применения солнечных 
батарей, качество которых постоянно улучша-
ется. В том случае, если объект работает в ус-
ловиях полярной ночи или под поверхностью 
воды, создание источников восполнения энер-
гии становится затруднительным.

В настоящее время энергетический ресурс 
морских подповерхностных буев, донных стан-
ций, метеорологических буев для высоких ши-
рот ограничен емкостью применяемых акку-
муляторных батарей. В последнее время к чис-
лу таких традиционных объектов добавились 
подводные глайдеры и подводные автономные 
необитаемые аппараты — носители роботи-
зированных комплексов. Отметим, что объем 
задач, решаемых с помощью этих роботизиро-
ванных комплексов, напрямую зависит от ем-

1Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ
17-08-00010.

кости аккумуляторной батареи носителя, что 
сделало задачу восполнения заряда аккумуля-
торных батарей без использования солнечной 
энергии еще более актуальной. Очевидно, что 
число физических явлений, которые можно 
использовать для выработки электрической 
энергии в условиях работы указанных объек-
тов, очень ограничено. В электрическую энер-
гию могут быть преобразованы следующие 
виды кинетической энергии:
 � от морских поверхностных гравитационных 

волн;
 � от качки носителя;
 � от подповерхностного волнового движения 

частиц воды;
 � от морских течений;
 � от погружения или всплытия носителя.

Использование того или иного вида энер-
гии возможно в зависимости от того, установ-
лен ли объект — носитель роботизированного 
комплекса стационарно под водой или являет-
ся подвижным аппаратом.

Вопросы создания подобных источников 
энергии были тщательно проработаны в книге 
М. Мак-Кормика [4], который предложил схе-

Рассматриваются пути создания восполняемых источников энергии морских объектов, работающих в отсутствие 
солнечной энергии. Очевидно, что продолжительность работы многих морских подводных аппаратов ограничена за-
рядом их аккумуляторных батарей. При работе на малых глубинах такие аппараты находятся в среде, возмущенной 
волнами, и имеют качку. Поверхностные плавающие буи также подвержены возмущениям от морского волнения. При 
их эксплуатации в условиях полярной ночи использование солнечной энергии для заряда батарей также становится 
затруднительным. Для решения указанной задачи предложено использовать энергию поверхностных волн или качки 
объекта. Энергия от волнового течения и орбитальной скорости движения частиц воды в волне может быть преоб-
разована во вращение вертушки. Рассматриваются теоретические основы использования таких устройств для сбора 
энергии и их возможности. Указывается, что установка нескольких подобных устройств, ориентированных во взаимно 
перпендикулярных направлениях, позволит преобразовывать энергию, возникающую и от поступательного движения 
подводного аппарата при изменении его глубины. Кроме того, обсуждается использование энергии качки объекта для ее 
преобразования в электрическую энергию. Эта идея чрезвычайно привлекательна и потому не является новой. Однако 
подобные генераторы никогда не использовались на морских роботизированных объектах. Рассматривается конструк-
ция индукционного генератора, которая запатентована автором. Показано, что ее работа описывается дифференци-
альным уравнением второго порядка. Предложено использовать в подобных преобразователях, настройку электроме-
ханической системы в резонанс с преобладающими колебаниями качки. Для этого можно изменять степень успокоения 
колебательной системы. Обсуждаются возможные технические решения и физические принципы их работы. Проведена 
оценка мощности таких малогабаритных преобразователей. Выполнено сравнение с существующими подобными образ-
цами. Показано, что предложенные генераторы могут вырабатывать энергию в несколько десятков ватт.

Ключевые слова: восполнение энергии, морские автономные аппараты, буи, качка, ветровые волны
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мы преобразователей и обосновал принципы 
их расчета. В настоящее время крупные про-
мышленные преобразователи волновой энергии 
в электрическую выпускаются промышленно. 
Одним из мировых лидеров их производства 
является датская компания Wave Star Energy [8]. 
В Советском Союзе подобными преобразова-
телями занимались ученые кафедры судостро-
ения и судоремонта Калининградского техно-
логического института под руководством проф. 
Н. Б. Севастьянова в конце 80-х лет прошлого 
столетия. Они обратили внимание на тот факт, 
что морское судно в условиях плавания может 
рассматриваться как естественный источник 
накопления энергии волн, которую в дальней-
шем и будет расходовать. При этом использо-
вание преобразователей энергии волн на борту 
поможет в борьбе с качкой корабля. В начале 
90-х проработкой схем плавающих преобразо-
вателей энергии волн занимался А. А. Теме-
ев [5, 6], который в настоящее время довел свои 
разработки до стадии испытаний эксперимен-
тальных образцов [7].

Очевидно, что в настоящее время в мире по-
лучили распространение волновые генераторы 
значительной мощности и больших габаритных 
размеров, работающие от энергии поверхност-
ных гравитационных волн, однако отсутствуют 
малогабаритные генераторы для восполнения 
энергии аккумуляторных батарей автономных 
подводных подвижных объектов.

Возможности использования энергии
подповерхностных волн

Из теории поверхностных гравитационных 
волн известно [1], что частицы воды в волне 
движутся по эллиптическим траекториям, 
причем высота волны h связана с радиусом 
орбитального движения частиц воды соотно-
шением h = 2r, где r — радиус орбитального 
движения частиц воды на поверхности. Орби-
ты движения затухают с глубиной Z по закону
γm = e–KZ, где K = 2π/λ — волновое число; λ — 
длина волны. При этом траектории замкнуты, 
и нет увлечения частиц воды при деформации 
свободной поверхности. Распространяется 
лишь сама деформация [1]. Отметим, что вер-
тикальная полуось орбит уменьшается с глу-
биной быстрее, чем горизонтальная [2], и на 
предельной глубине, приближающейся к дли-

не волны, частицы воды колеблются на отрез-
ке горизонтальной прямой. В том случае, если 
мы имеем дело с гармонической волной ко-
нечной амплитуды, профиль отдельной волны 
в жидкости бесконечной глубины перемещает-

ся с фазовой скоростью C .V
K
ω

=

Основные параметры волнового движения 
в жидкости бесконечной глубины связаны 
между собой следующими выражениями:
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g g

;
2 2
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λ τ
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где τ — период волны; VC — фазовая скорость 
волн; λ — длина волны.

Из выражения (1) видно, что фазовая ско-
рость волны тем выше, чем больше ее длина.

Отметим, что кроме фазовой скорости вол-
ны имеют еще групповую скорость движе-
ния [2]. Групповая же скорость тем больше, 
чем круче волна, и в общем случае в два раза 
меньше фазовой скорости волн. Очевидно, что 
каждая из волн определенной длины имеет 
свою скорость. В связи с этим волны посто-
янно складываются и преобразуются, что осо-
бенно заметно при визуальных наблюдениях.

Таким образом, на носитель, находящийся 
на глубине менее половины длины поверх-
ностной волны, будет действовать не только 
гидростатическое давление, но и гидродина-
мическое волновое давление, вызванное фазо-
вой скоростью движения частиц воды в волне, 
вектор которой соответствует направлению 
бега волн при прохождении гребня и направ-
ленный в обратном направлении при прохож-
дении подошвы:

 P = ρgz + ρgrγmcosωt, (2)

где ρ — плотность воды; g — ускорение свобод-
ного падения; r — амплитуда поверхностной 
волны; ω — угловая частота; Z — глубина по-
гружения носителя.

Отметим, что скорости движения частиц 
воды VC также затухают с глубиной по экспо-
ненциальному закону [2].

 VC = rωe–KZ. (3)

Кроме того, на объект, находящийся во 
взволнованной среде, будет действовать давле-
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ние, вызванное групповой скоростью волн, и 
возможное подводное течение. Длина развитых 
волн на открытых акваториях лежит в преде-
лах до нескольких сотен метров, что приво-
дит к ощутимой качке подводных объектов на 
глубинах до 50 м, а в условиях шторма даже на 
больших глубинах.

Указанная энергия подповерхностных волн, 
обусловленная скоростью потока воды (3), про-
порциональной второму члену уравнения (2), 
может быть использована генераторами элек-
троэнергии, расположенными как на стацио-
нарно установленных на глубине подводных 
объектах, так и на движущихся подводных ап-
паратах. Эти генераторы будут воспринимать 
также давление, вызванное подводным течени-
ем. Для сбора такой энергии может быть исполь-
зована крыльчатка, например, представленная 
на рис. 1, сопряженная с ротором электриче-
ской машины, ориентированная по направле-
нию бега волн или направлению течения.

Сила, вызывающая ее вращение, обуслов-
ленное скоростью движения частиц воды, 
определяется выражением

 
2

C ,
2

V
F K= ρ

где KC — гидродинамический коэффициент, 
зависящий от особенностей вертушки и ско-
рости потока; V — скорость потока.

Установка нескольких подобных устройств, 
ориентированных во взаимно перпендикуляр-
ных направлениях, позволит преобразовывать 
энергию, возникающую и от поступательного 
движения глайдера. Подобные крыльчатки, 
оснащенные электрическими машинами, мог-
ли бы выполнять роль не только генераторов 
энергии, но и движительного комплекса авто-
номного аппарата, возможно использование 

их и как запасного движительного комплекса. 
Работа такой крыльчатки по сбору волновой 
энергии была проверена в опытовом волновом 
бассейне Крыловского государственного науч-
ного центра.

Использование энергии качки объекта

Идея использования энергии качки судна для 
ее преобразования в электрическую является 
очень привлекательной. Над ней до сих пор тру-
дятся последователи известного заслуженного 
ученого кораблестроителя проф. Н. Б. Севастья-
нова [9]. Для сбора энергии от качки плавающих 
объектов обычно предлагается использовать 
маятниковую систему, представляющую собой 
обращенный осевой или угловой акселерометр 
разомкнутого типа [5, 6, 9 и др]. Такие генера-
торы вырабатывают электроэнергию с помощью 
электромагнитной системы, имеющей в своем 
составе постоянный магнит, или управляют 
поршнем, который способствует аккумулирова-
нию энергии, преобразуемой в итоге в электри-
ческую. Следует отметить, что подобные систе-
мы являются колебательными, а для повыше-
ния их КПД может быть использован принцип 
настройки в резонанс колебательных систем.
В случае использования колебательной системы 
для преобразователя энергии качки в электриче-
скую такая система должна быть настроена в ре-
зонанс с преобладающей частотой качки. Этот 
принцип может быть реализован в технических 
схемах, построенных по различным кинемати-
ческим схемам. Например, для осевой маятни-
ковой системы, имеющей пружину, например, 
осевого акселерометра, уравнение второго по-
рядка будет иметь хорошо известный вид:

 ж ,m K c Qxα + α + α = − ���� �

где m — масса инерционного тела; α — его откло-
нение; сж — жесткость упругого элемента; Q — 
закон изменения действующего ускорения x�� .

Очевидно, что выражение для частоты соб-
ственных колебаний механической системы ωc 
имеет вид

 2
c 0 1 ,ω = ω − ξ

где ж
0

c
m

ω =  — частота свободных, недемпфи-

рованных колебаний системы; Д

ж2

K

mc
ξ =  — 

Рис. 1. Крыльчака в обечайке
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степень успокоения системы; KД — коэффици-
ент демпфирования.

Из приведенных выражений видно, что из-
менение частоты собственных колебаний ме-
ханической системы эффективнее всего дости-
гается за счет изменения коэффициента демп-
фирования.

Кинематическая схема устройства, реали-
зующего этот принцип [3], представлена на 
рис. 2.

Генератор состоит из подвижной массы 1, 
перемещающейся вертикально и кинематиче-
ски связанной с демпфером 2. Указанная масса 
подвешена в направляющих на пружине 3 че-
рез блоки с использованием гибких тяг. Один 
из роликов блока установлен на роторе гене-
ратора переменного тока 4. Таким образом, 
на качке за счет колебаний подвижной массы 
приводится во вращение ротор генератора. Для 
настройки в резонанс с качкой механической 
системы служит демпфер, воздушное отвер-
стие которого для изменения площади сече-
ния перекрывается диском, управляемым ша-
говым двигателем 5. Управление элементами 
генератора осуществляется от контроллера    8, 
который определяет среднюю частоту качки и 
управляет демпфером, кроме того, он управ-
ляет подключением обмоток трансформатора 6 
для предотвращения перезаряда аккумулятор-
ной батареи 7.

Предложенный принцип может быть реали-
зован и на основе генератора без преобразова-

ния линейного перемещения подвижной мас-
сы в угловое, а для регулировки силы демпфи-
рования можно использовать и иные схемные 
решения. Очевидно, что указанные методы 
восполнения энергии будут наиболее актуаль-
ными в аппаратах и буях малого водоизмеще-
ния, однако они могут найти применение и 
при пополнении энергии батарей автономных 
приборов связи и сигнализации, служащих 
для контроля местоположения транспортных 
контейнеров, систем автономной сигнализа-
ции транспортных объектов и др.

Таким образом, путями решения проблемы 
восполнения энергии аккумуляторных батарей 
подвижных морских подводных автономных 
роботизированных комплексов может быть 
использование энергии качки таких аппаратов 
или энергии от морских подповерхностных 
волн и течений. Технические средства для сбо-
ра такой энергии могут иметь различные ки-
нематические схемы и исполнения, однако для 
их реализации целесообразно использовать ге-
нераторы, сопряженные с крыльчатками, или 
индукционные преобразователи колебаний.

Оценка мощности преобразователей

Детальный расчет мощности предложенных 
преобразователей при заданных условиях экс-
плуатации, является предметом отдельного 
исследования, однако оценить порядок выра-
батываемой мощности несложно.

Мощность, вырабатываемая преобразовате-
лем на основе крыльчатки, будет зависеть от 
набегающего потока воды. Представим себе, 
что крыльчатка стационарно закреплена на не-
которой глубине Z и ориентирована по направ-
лению распространения волн с помощью кон-
струкции ее обтекателя. Очевидно, что на нее 
будет действовать поток частиц воды, и тогда 
скорость движения частиц воды будет равна

 VВ = VС + VГ + VТ,

где VГ — групповая скорость волн; VТ — ско-
рость течения.

Значимое значение скорости VC, определя-
емой выражением (3), будет достигаться при 
условии установки вертушки на глубину ме-
нее четверти длины волны, что позволит не 
оголять преобразователь при прохождении по-
дошвы волны. В то же время установка пре-

Рис. 2. Генератор для восполнения энергии аккумуляторов, 
использующий качку объекта
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образователя на большую глубину приведет 
к значительному уменьшению скорости по-
тока воды от волнового движения. На рис. 3 
представлены результаты расчета зависимо-
сти фазовой скорости движения частиц воды 
VC от заглубления крыльчатки Z на волнении 
интенсивностью 6 баллов с высотой волн 5 м, 
периодом 9 с и длиной 126 м [10]. Для расчета 
использовались выражения (1).

Из рис. 3 видно, что для эффективной рабо-
ты преобразователя его следует устанавливать 
на глубину не более 10 м.

В настоящее время на морских яхтах актив-
но используются источники подзаряда батарей 
на основе вертушечных генераторов. Такие ге-
нераторы имеют конструкцию в виде пилона 
с вертушкой и просто закрепляются на кор-
ме яхты аналогично подвесному мотору [11, 12 
и др.]. При этом диаметр их винта составляет 
примерно 200 мм. Конструкция некоторых из 
них предполагает простую буксировку вслед 
за яхтой на кабель-тросе. На рынке представ-
лены генераторы с разным числом лопастей 
и даже с винтом регулируемого шага. Анализ 
предложенных в интернете характеристик по-
казывает, что при скорости 1 м/c такой генера-
тор способен выработать несколько ватт энер-
гии. Учитывая, что в расчетах скорости потока 
воды, набегающей на вертушку, использова-
лось значение амплитуды волны, отсутствовал 
учет групповой скорости волн и возможного 
течения, можно сделать вывод о том, что с по-
мощью предложенного вертушечного преобра-
зователя энергии подповерхностных волн и те-
чений можно получить энергию значением от 
нескольких ватт до нескольких десятков ватт.

Индукционные преобразователи скорости 
на основе линейно перемещающейся массы 

также присутствуют на рынке. Одним из таких 
образцов является генератор для подзарядки 
аккумуляторных батарей мобильных телефо-
нов nPower PEG, работающий при ходьбе пе-
шехода. Генератор имеет массу 255 г, длину
230 мм. При энергичной ходьбе он вырабаты-
вает энергию до 4 Вт [13]. Очевидно, что ука-
занный преобразователь при работе в условиях 
качки носителя, сможет выработать энергию 
мощностью несколько десятков ватт, а в слу-
чае увеличения размеров его электромагнит-
ной системы — еще больше.

Заключение

Таким образом, путями решения проблемы 
восполнения энергии аккумуляторных батарей 
подвижных морских подводных автономных 
роботизированных комплексов может стать 
использование энергии качки таких аппара-
тов или энергии от морских подповерхност-
ных волн и течений. Технические средства для 
сбора такой энергии могут иметь различные 
кинематические схемы и исполнения, однако 
для их реализации целесообразно использо-
вать генераторы, сопряженные с крыльчатка-
ми или индукционные преобразователи коле-
баний. Возможно использование комбиниро-
ванных преобразователей, каждый из которых 
способен вырабатывать энергию в несколько 
десятков ватт. Следует отметить и то, что вы-
работка энергии такими преобразователями
возможна лишь при условии плавания на ма-
лых глубинах — там, где объекты испытывают 
воздействие подповерхностных волн. С точ-
ки зрения эффективности решения целевых 
задач автономным аппаратом это не всегда 
оправданно, однако периодическое всплытие 
аппаратов возможно и связано с требования-
ми выхода на связь и измерениями гидрофи-
зических характеристик на подповерхностных 
горизонтах. Очевидно, что применение таких 
преобразователей на поверхностно плавающих 
морских буях значительно увеличит их авто-
номность, особенно при работе в условиях по-
лярной ночи.
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The paper considers the options of renewable power sources development for marine objects operated in absence of solar 
energy. Operation of many undersea vehicles is evidently limited by their battery charge. When operating at shallow depths, 
such vehicles experience pitch and roll in the wave-perturbed environment. Buoys floating on the water surface are also 
disturbed by sea waves. Moreover, when they are operated during polar night, solar energy cannot be used for charging their 
batteries. To solve this problem, it is proposed to use the energy of surface waves or the vehicle pitch and roll. It is quite pos-
sible to transform the energy of wave current and the orbital velocity of water particles motion into propeller rotation. Basic 
theory of using such devices for energy accumulation and their capabilities are studied. It is stated that several such devices 
installed in orthogonal directions relative to each other will transform the energy that is also generated by the undersea 
vehicle’s propulsion when its depth is changing. Furthermore, the vehicle pitch/roll energy transformation into electric power 
is discussed. This idea is extremely attractive, so it is not new. However, generators of this type have never been used on 
undersea robotic vehicles. The paper presents an induction generator designed and patented by the author. It is shown that 
its operation is described by a differential equation of the 2nd order. It is proposed to adjust the electromechanical system 
of such transformers to be resonant with the dominant pitch/roll oscillations. This can be done by varying the degree of 
the oscillating system damping. Potential engineering solutions and physical principles of their operation are discussed. The 
proposed small-size transformers are estimated in terms of power capacity and compared to the existing similar devices. It 
is demonstrated that the proposed generators are able to generate power of a few dozens Watt.
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Моделирование тактильной обратной связи,
реализуемой с помощью пьезоэлектрического привода1

Минимально  инвазивная хирургия (MIS) — 
это новая технология, в которой хирург рабо-
тает с небольшими разрезами размером около 
10 мм. Благодаря уменьшению разрезов MIS 
позволяет пациентам быстрее восстанавли-
ваться и испытывать меньшую боль, чем тра-
диционные методы. Для MIS необходимы два 
компонента: монитор, который дает визуаль-
ную обратную связь хирургу в режиме реаль-
ного времени для внутренней среды, и набор 
специализированных хирургических инстру-
ментов, адаптированных для минимально 
инвазивной хирургии, которые вводятся че-
рез небольшие разрезы для манипулирования 
внутренними органами.

Относительно недавно были разработаны 
хирургические роботизированные системы, 
которые объединяют эти два компонента [1, 2]. 
Наиболее известным примером является хи-
рургическая система da Vinci (Intuitive Surgical, 
Sunnyvale, CA).

Во время открытых полостных операций хи-
рурги используют тактильную обратную связь 
для определения различных характеристик 
ткани. В MIS из-за отсутствия такой обратной 
связи хирурги могут полагаться только на ви-
зуальное изображение внутренних полостей 

1Работа выполнена при частичной финансовой поддержке 
РФФИ (проекты 16-58-52033,  18-01-00538).

в режиме реального времени. Некоторые сосу-
ды или нервы внутри органов невидимы. Без 
тактильного очувствления иногда бывает труд-
но принять правильные оперативные решения, 
и поэтому хирургические риски могут возрасти. 
В работах [3, 4] показано, что в MIS необходи-
ма тактильная обратная связь. Ряд статей [5—7] 
посвящен проблемам разработки устройств, 
предоставляющих такую связь для хирургов.

Некоторые пьезоэлектрические элементы 
[8—12] могут создавать эллиптическое движе-
ние их наконечника из-за комбинации изгиба 
и продольного движения конструкции. Если 
наконечник прижат к ползуну, то можно по-
лучить линейный ультразвуковой приводной 
механизм. Преимущества пьезоэлектрическо-
го привода, такие как быстрый отклик, вы-
сокая плотность усилия и гибкая настройка, 
позволяют использовать его в качестве при-
водного механизма, обеспечивающего тактиль-
ное очувствление. В. Вурптс и Дж. Твифел [9] 
предложили моделировать такой двигатель 
с помощью осциллятора с двумя степенями 
свободы. Динамическое моделирование уль-
тразвукового двигателя с использованием то-
чечной контактной модели между статором
и ротором также рассматривалось в работах 
[10, 12]. Было показано, что такой подход мо-
жет достаточно точно оценить реакцию движе-
ния ротора.

Отсутствие тактильной обратной связи в минимально инвазивной хирургии во многих случаях повышает сложность 
операции и приводит к увеличению времени ее проведения. Исследование нацелено на создание системы, обеспечивающей 
передачу тактильных ощущений и состоящей из мастер-манипулятора, блока управления и исполнительного устройства, 
оснащенного датчиком усилия. Пользователь нажимает на кнопку манипулятора, зафиксированную на ползуне. Дви-
жение этой кнопки синхронизируется с движением ведомого исполнительного звена, которое индентируется в мягкую 
ткань. Нагрузка на индентор измеряется датчиком усилия и затем передается в блок управления. Блок управления за-
дает рабочую частоту пьезоэлектрического привода (ПЭП), формирующую силу, соответствующую измеренной нагрузке. 
Эта сила прикладывается к кнопке манипулятора и ощущается пользователем. Таким образом, система обеспечивает 
тактильную обратную связь. Для описания динамики приводного механизма ПЭП, контактирующего с ползуном, ис-
пользуется конечномерная эмпирическая модель. Параметры модели идентифицируются на основе экспериментальных 
данных. Показано, что система позволяет различать объекты с различными характеристиками жесткости.

Ключевые слова: тактильное очувствление, пьезоэлектрический привод, математическая модель, идентифика-
ция параметров, локальная жесткость, трение
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В данной работе предложена идея системы 
тактильной обратной связи, передающей ощу-
щение локальной жесткости мягкой ткани, 
в которой для генерирования ответного усилия 
в мастер-манипуляторе используется линейный 
пьезоэлектрический исполнительный механизм.

Прототип устройства разработан и изготов-
лен, проведены предварительные эксперимен-
ты. Для моделирования динамического пове-
дения системы создана конечномерная модель. 
Найдены параметры модели, которые позволя-
ют адекватно описать движения пьезоэлектри-
ческого привода (ПЭП). Показано, что система 
позволяет различать объекты с различными 
характеристиками жесткости.

Предварительный эксперимент с ПЭП

На рис. 1 (см. третью сторону обложки) по-
казана схема прототипа системы тактильной 
обратной связи. Система состоит из трех ос-
новных частей: мастер-манипулятора, блока 
управления и исполнительного устройства, 
оснащенного датчиком усилия. Когда поль-
зователь нажимает на кнопку манипулятора, 
прикрепленную к ползуну, она начинает пере-
мещаться. Смещение кнопки фиксируется дат-
чиком, и соответствующий сигнал подается 
на шаговый двигатель, приводящий в движе-
ние ведомое исполнительное звено. Исполни-
тельное звено индентируется в мягкую ткань. 
Нагрузка на индентор измеряется датчиком 
усилия и затем передается в блок управления, 
который формирует рабочую частоту ПЭП, 

обеспечивающую силу воздействия на ползун, 
равную измеренной нагрузке. Эта сила через 
кнопку манипулятора может ощущаться поль-
зователем. Таким образом, система обеспечи-
вает тактильную обратную связь.

Для оценки усилия, создаваемого ПЭП, было 
проведено его тестирование. На электроды
пьезоэлемента подавалось переменное напря-
жение 300 В с различной частотой возбужде-
ния в диапазоне 60...80 кГц. Данный диапазон 
был определен методом конечных элементов
(не описан в рамках этой статьи). Кнопка ма-
нипулятора двигалась вверх и упиралась в дат-
чик усилия. Датчик усилия приводился в дви-
жение вибрационным двигателем с частотой 
5 Гц и амплитудой 0,2 мм. Показания датчика, 
соответствующие данной частоте, фиксирова-
лись. Максимальная сила (118 г) была получена 
при 71,7 кГц. Результаты испытаний показаны 
черными кружками на рис. 2.

Феноменологическая
математическая модель ПЭП

Будем для простоты считать, что вся установ-
ка расположена в горизонтальной плоскости.

В рамках феноменологической модели ПЭП 
предполагается, что основание головки при-
вода совершает гармонические колебания 
по закону xb = Ax0 + Axsinνt, yb = Aysin(νt + Φ) 
(рис. 3, см. третью сторону обложки). Наличие 
среднего смещения Ax0 связано с силой пред-
варительного нагружения N, прикладываемой 
к ПЭП. Внутренняя динамика зоны контакта 
головки с ползуном описывается с помощью 
осциллятора с двумя степенями свободы.

Уравнения движения подсистемы, описы-
вающей динамику ползуна с кнопкой, приво-
димого в движение пьезоэлектрическим ли-
нейным двигателем, могут быть представлены 
в следующем виде:

;

( ) ( ) ;

( ) ( ) .

s s s f

a a x a b x a b c a c a

a a y a b y a b

m y F P m g F

m y k x x h x x k x h x

m y k y y h y y F

= − − +

= − − − − − −

= − − − − −

��
�� � � �
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 (1)

Здесь ys — координата центра масс ползуна; 
ms — масса ползуна; F — сила, действующая на 
ползун со стороны ПЭП; Ff — сила трения, 
действующая на ползун со стороны направля-
ющей; P — сила, прикладываемая пользовате-
лем к кнопке; g — ускорение свободного паде-
ния; N — сила прижатия ПЭП к ползуну; xa, 
ya — координаты осциллятора; ma — масса ос-
циллятора; kx, ky, kc — эффективные коэффи-Рис. 2. Зависимость силы P* от частоты n возбуждения
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циенты жесткости; hx, hy, hc — эффективные 
коэффициенты демпфирования. Сила F, дей-
ствующая на ползун со стороны головки при-
вода, определяется следующим соотношением: 

sgn( )( ).s a c a c aF y y k x h x= −μ − +� � �  Здесь μ — ко-
эффициент сухого трения между головкой и 
ползуном. Сила трения Ff описывается форму-
лой sgn ( ),f s c a c aF f y k x h x= − +� �  где f — соответ-
ствующий коэффициент трения.

Среднее смещение Ax0 определяется из урав-
нений равновесия:

 0 = –kx(xa0 – Ax0) – kcxa0; kx(xa0 – Ax0) = N,

где xa0 — положение осциллятора в состоянии 
равновесия. Отсюда получаем:

 0 0
1 1

, .a x
c x c

N
x A N

k k k

⎡ ⎤
= − = − +⎢ ⎥

⎣ ⎦
Изменение N ведет к изменению среднего 

значения упругой силы, действующей на пол-
зун, и, следовательно, к изменению тянущей 
силы, создаваемой ПЭП.

Система уравнений (1) замкнута, если задана 
частота ν возбуждения двигателя и усилие P.

Сила, ощущаемая пользователем при нажа-
тии на кнопку, описывается следующей фор-
мулой:

 .f s s sP F F m y m g= + − −��  (2)

Теперь запишем уравнения движения под-
системы, описывающей движение индентора, 
упирающегося в мягкую ткань, и соединенно-
го с ним линейного шагового двигателя:
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Здесь yi — координата индентора; mi — масса 
индентора; Ni — сила, действующая на инден-
тор со стороны ткани; Fi — сила, действующая 
на индентор со стороны двигателя; θ — угол 
поворота ротора двигателя; IA, IB — токи, теку-
щие в фазах А и В двигателя; VA, VB — управля-
ющее напряжение, приложенное к фазам дви-
гателя; L и R — индуктивность и сопротивле-
ние обмоток; κ — моментный коэффициент; 
χ — коэффициент вязкого трения; n — число 
зубцов ротора; r — радиус ротора.

Предположим, что вращение двигателя пе-
редается на индентор без проскальзывания:

yi = –rθ. Тогда, исключая Fi из первого и вто-
рого уравнений (3), получаем следующую си-
стему:
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Система (4) замкнута, если заданы управ-
ляющие напряжения и сила взаимодействия 
с тканью. Предположим, что трение и индук-
тивность в шаговом двигателе малы. Учиты-
вая, что –rθ = yi, получим:
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Целью управляющих воздействий, прикла-
дываемых к системе, является обеспечение вы-
полнения следующих соотношений:

 ; .i s iy r y N F= − θ = =

Здесь F  — среднее значение силы, создава-
емой ПЭП (т. е. силы, обеспечивающей очувст-
вление) за некоторое характерное время T.

В процессе работы устройства сила Ni изме-
ряется датчиком усилия (см. рис. 1). На основе 
этой информации блок управления формирует 
соответствующую частоту возбуждения ν.

Идентификация параметров модели ПЭП

Обозначим P* такое значение вынуждаю-
щей силы, при котором ползун остается не-
подвижным при заданном значении частоты.

Для определения параметров системы вос-
пользуемся данными, полученными в описан-
ных выше экспериментах. При этом значение 
силы предварительного нагружения было рав-
но 8 Н. Масса ползуна составляла 0,02 кг. Для 
коэффициента трения μ, следуя работе [12], 
было принято значение 0,3.

С помощью метода координатного спуска 
параметры системы были определены таким 
образом, чтобы расчетная зависимость P* от 
частоты была как можно ближе к эксперимен-
тальной. При этом были получены следующие 
значения параметров:

 ma = 0,36•10–3 кг; kx = 6,9•107 Н/м;
 ky = 6,9•107 Н/м; hx = 25 Н•с/м;
 hy = 5 Н•с/м; kc = 3,6•106 Н•с/м; hc = 0,2 Н•с/м;
 Ax = 0,33•10–6 м; Ay = –0,97•10–6 м.
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На рис. 2 представлена расчетная зависи-
мость силы P* от частоты ν возбуждения (ром-
бики). Черными кружками изображены экспе-
риментальные данные. Видно, что расчетная 
зависимость достаточно близка к эксперимен-
тальным данным.

Особенности управления ПЭП

Сформируем алгоритм управления часто-
той возбуждения ПЭП в зависимости от силы 
Ni. При этом будем опираться на имеющиеся 
экспериментальные данные.

Эти данные охватывают ограниченный диа-
пазон частот ν1 m ν m ν2, на котором P* моно-
тонно убывает с ростом частоты. Введем следу-
ющие обозначения: P*(ν1) = Pmax, P*(ν2) = Pmin. 
Будем выбирать частоту ПЭП из этого диапа-
зона таким образом, чтобы сила , соответству-
ющая этой частоте, превышала значение Pmin 
на величину, равную измеренному значению 
силы Ni. В случае, когда Ni + Pmin m Pmax, из 
известной экспериментальной зависимости 
P*(ν) однозначно находится значение ν, при-
надлежащее требуемому диапазону. Если же
Ni + Pmin > Pmax, то частота принимается рав-
ной ν1. При этом сила, развиваемая ПЭП, ока-
зывается равной Pmax.

Численное моделирование

Пусть кнопка совершает возвратно-поступа-
тельное движение по гармоническому закону

 ys = ys0(1 – cos2πt/T). (6)

Будем моделировать ткань линейно-упругой 
пружиной: Ni = –Kys. Исследуем зависимость от 

времени силы, ощущаемой пользователем, при 
разных значениях коэффициента жесткости K.

Отметим, что в рамках предложенного выше 
алгоритма управления максимальное значение 
K, для которого сила, измеряемая индентором, 
не превысит максимальную силу, которую мо-
жет создать ПЭП, определяется формулой

 max min
max

max

.
s

P P
K

y
−

=

Здесь ysmax — максимальное смещение кноп-
ки (и, соответственно, индентора). Для закона 
движения (5) имеем ysmax = 2ys0. Для описан-
ного устройства при выбранном законе движе-
ния кнопки Kmax ≈ 82 Н/м.

Была проведена серия расчетов при ys0 = 2 мм,
T = 1 с. Результаты расчетов представлены на 
рис. 4, 5. Точки обозначают расчетные зна-
чения силы P, сплошная кривая — величину
Ni + Pmin (т. е. целевое значение силы очувст-
вления), а штриховая прямая — величину Pmin.

На рис. 4 представлены результаты для слу-
чая, когда коэффициент трения между ползу-
ном и его направляющей равен 0,025. Видно, 
что в диапазоне K < Kmax система обеспечивает 
очувствление, позволяя различить пружины 
с разной жесткостью по максимальному значе-
нию силы P, задаваемой формулой (2), и ско-
рости ее роста.

Отметим, что уменьшение хода кнопки по-
зволяет увеличить диапазон значений коэф-
фициента жесткости, в котором возможно на-
дежное очувствление.

Однако наличие трения между ползуном и 
направляющей приводит к тому, что ощущае-
мая сила отличается от реальной силы, изме-
ряемой датчиком усилия на инденторе (рис. 5). 

Рис. 4. Зависимость силы очувствления от жесткости пружины:
а — K = 25 Н/м, f = 0,025; б — K = 50 Н/м, f = 0,025; в — K = 75 Н/м, f = 0,025
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Она больше целевых значений при опускании 
кнопки и меньше них при подъеме. В момент 
изменения направления движения кнопки 
ощущаемая сила претерпевает разрыв.

Разницу между измеряемой и ощущаемой 
силами в принципе можно уменьшить либо 
путем уменьшения трения в ползуне, либо 
путем уменьшения силы N предварительного 
нагружения ПЭП. Однако второй способ при-
ведет к уменьшению силы F, действующей на 
ползун со стороны ПЭП, и, следовательно, 
к сужению диапазона усилий, в котором будет 
реализовываться очувствление.

По-видимому, целесообразно идентифици-
ровать коэффициент трения f и учитывать силу 
трения между ползуном и направляющей, что-
бы парировать ее наличие, по крайней мере, на 
какой-то из фаз движения. Это приведет к су-
жению диапазона жесткостей, для которых воз-
можно очувствление, но зато даст пользователю 
более точную информацию о контактных усили-
ях, возникающих между индентором и тканью.

Выводы

Рассмотрена мехатронная система, реали-
зующая тактильную обратную связь. Система 
состоит из мастер-манипулятора, блока управ-
ления и исполнительного устройства, осна-
щенного датчиком усилия. В качестве двига-
теля, создающего тактильное сопротивление, 
использован пьезоэлектрический привод. Для 
описания динамики системы построена ко-
нечномерная феноменологическая модель. Па-
раметры ПЭП идентифицированы на основе 
экспериментальных данных. Показано, что 

система позволяет различать объекты с раз-
личными характеристиками жесткости.
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Lack of the haptic feedback in the minimally invasive surgery often results in the increase of the complexity and duration of 
the surgical operation. This study aims at creation of a system that provides transmission of tactile sensation and consists of a 
master manipulator, control unit, and actuator equipped with a force sensor. The user pushes the button on the manipulator. The 
motion of this button is synchronized with the motion of the slave actuator that indents into the soft tissue. The load upon the 
indenter is measured by the force sensor and transmitted to the control unit. The control unit determines the operating frequency 
of a piezoelectric actuator in such a way that the actuator generates a force corresponding to the measured load. This force is 
applied to the button of the manipulator, and the user feels it. Thus, the system ensures the tactile feedback. Mathematical model 
of the system is created. In order to describe the dynamics of the actuator subsystem, a simplified empirical model is used. Pa-
rameters of the model are identified based on experimental data. Numerical simulation of dynamics of the system is performed 
using the determined values of parameters for the case when the button moves harmonically. Soft tissue is modeled by linear 
elastic springs with different stiffness coefficients. Influence of the dry friction between slider and its guide is analyzed. It is shown 
that the system ensures tactile sensing and allows distinguishing objects with different stiffness characteristics based on maximum 
value of the force experienced by the user from the part of the button and the rate of growth of this force.
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Методика определения параметров двигателя постоянного тока

Введение

В настоящее время широкое применение 
во многих областях автоматики находят раз-
личные типы электроприводов постоянного 
тока. Примером могут служить роботизиро-
ванные устройства или лабораторные стенды, 
в которых они применяются в качестве испол-
нительных механизмов. В большинстве слу-
чаев для разработки системы автоматического 
управления объектом необходима математиче-
ская модель привода. Степень ее точности и 
необходимость учета различных эффектов за-
висит от конкретной задачи. Однако на прак-
тике не всегда доступна информация обо всех 
интересующих параметрах электродвигателя. 
Нередко в технической документации приво-
дятся лишь основные параметры привода, та-
кие как номинальное напряжение, момент и 
частота вращения. При этом, например, дан-
ные об активном сопротивлении обмоток и их 
индуктивности, моменте инерции вала двига-
теля могут отсутствовать. Это обстоятельство 

может быть существенным, поскольку данные 
параметры определяют динамические свой-
ства двигателя и, следовательно, могут иметь 
большое значение при проектировании систе-
мы автоматического управления. Особенно 
остро эта проблема проявляется при проек-
тировании прототипов устройств, когда в ка-
честве привода может применяться двигатель, 
который есть в наличии и о котором неизвест-
но вообще ничего. В связи с этим возникает 
задача определения параметров двигателя, не-
обходимых для получения его математической 
модели.

Математическая модель двигателя постоян-
ного тока в настоящее время хорошо изучена 
и описана во многих работах, например, в [1, 2].
В работе [3] приводится способ получения 
уравнений математической модели двигателя 
при проектировании системы автоматическо-
го управления. Кроме того, реальный привод 
может обладать рядом особенностей, таких как 
наличие редуктора, особенности работы кол-
лекторного узла и др., усложняющих его мо-

Рассматривается методика получения математической модели двигателя постоянного тока. Несмотря на то, 
что классическая математическая модель широко известна и хорошо изучена, нередко возникает необходимость ее 
уточнения и определения ее параметров экспериментальным путем. В технической документации не всегда могут 
быть указаны все интересующие параметры двигателя, иногда о двигателе может не быть вообще никакой инфор-
мации. К тому же на практике в реальном двигателе могут присутствовать особенности, которые не учитывает 
классическая модель. В начале статьи рассматривается традиционная модель двигателя, его статические и ди-
намические характеристики. Выявляются параметры модели, которые необходимо определить экспериментально. 
Далее проводится анализ особенностей, которые отличают поведение реального двигателя от поведения, предска-
зываемого моделью. К таким особенностям можно отнести работу коллекторного узла привода, особенности его 
геометрии и влияние редуктора. Путем проведения различных экспериментов изучается влияние этих особенностей 
на работу двигателя и определяются условия, при которых следует получать параметры его модели. Далее на основе 
проведенного анализа предлагается методика получения математической модели. В основе методики лежит экс-
периментальное определение соотношений тока и крутящего момента с одной стороны, и приложенного напряжения 
и скорости вращения — с другой стороны. При этом методика учитывает влияние трения вала двигателя, которое 
возрастает при наличии нагрузки на нем. Предлагается способ компенсации этого эффекта для исключения его вли-
яния на результат определения математической модели. Далее приводится пример применения описанной методики 
для определения параметров модели сервопривода Lego NXT Motor. Представлены численные значения параметров и 
графические данные. В завершение проводится сравнение поведения реального двигателя и поведения, рассчитанного 
по модели, полученной ранее. В качестве демонстрационной системы используется система автоматического управ-
ления углом поворота вала двигателя на основе пропорционального регулятора.

Ключевые слова: двигатель постоянного тока, системы автоматического управления, математическая модель, 
экспериментальное определение характеристик, особенности модели
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дель. Эти особенности могут оказывать суще-
ственное влияние на работу конечной системы 
и потому должны быть учтены. В данной рабо-
те рассмотрена методика определения параме-
тров математической модели двигателя посто-
янного тока (ДПТ) с учетом наличия особенно-
стей, встречающихся в реальных устройствах, 
проведена оценка степени линейности модели. 
В качестве примера в статье рассматривает-
ся сервопривод NXT Lego Motor (рис. 1). Это 
устройство представляет собой электропривод 
постоянного тока с постоянными магнитами. 
В сервопривод встроены редуктор и квадра-
турный энкодер, который имеет 360 отсчетов 
на период и значительно упрощает оценку угла 
и скорости вращения вала.

Классическая модель
двигателя постоянного тока

В данном разделе приведены теоретические 
соотношения, описывающие поведение двига-
теля постоянного тока. Классическая модель 
ДПТ включает следующие уравнения:

 ;
di

U L Ri E
dt

= + +  (1)

 ;eE K= ω  (2)

 ;m L f
d

J M M M
dt
ω

= − −  (3)

 т .mM K i=  (4)

В табл. 1 приведены параметры модели ДПТ, 
их физический смысл и единицы измерений. 
Отметим также, что в общем случае момент 
трения двигателя Mf включает статический 
момент, определяемый внутренним трением 

ротора и элементов редуктора, и дополни-
тельный момент сухого трения, создаваемый 
внешней нагрузкой на валу. Значение этого 
момента определяется нагрузкой, свойствами 
вала и редуктора двигателя, а также конструк-
цией устройства, в котором применяется ДПТ. 
Подробнее этот вопрос будет рассмотрен ниже.

Статические свойства ДПТ (т.   е. свойства 
в установившемся режиме) определяются па-
раметрами Kт, Ke и R. Уравнение, описываю-
щее поведение ДПТ в установившемся режиме, 
выводится из основных соотношений при ус-

ловии 0
d
dt
ω

=  и 0:
di
dt

=

 
т

1
( ).L f

e e

R
U M M

K K K
ω = − +  (5)

Данное соотношение описывает семейство 
механических характеристик ДПТ. Динамиче-
ские свойства ДПТ (постоянные времени пере-
ходного процесса) определяются величинами 
L и J. Следует отметить, что величина J вклю-
чает не только момент инерции вала ДПТ, но и 
момент инерции нагрузки, и этот факт необхо-
димо учитывать. Для описания динамики по-
ведения ДПТ выведем передаточную функцию 
из соотношений (1)—(4), подставив выражение 
(2) в уравнение (1) и выражение (4) в уравне-
ние (3), принимая ML = 0 и Mf = 0:

 ;e
di

U L Ri K
dt

= + + ω  (6)

 т .
d

J K i
dt
ω

=  (7)

Рис. 1. Двигатель Lego NXT Motor

Таблица 1

Параметры модели ДПТ

Обозна-
чение

Физический смысл Единица

U Напряжение на обмотках двигателя В

E ПротивоЭДС В

i Ток в обмотках двигателя А
ω Скорость вращения вала двигателя рад•с–1

Mm Крутящий момент двигателя Н•м

ML Момент нагрузки на валу двигателя Н•м

Mf Момент трения Н•м

L Индуктивность обмоток двигателя Гн

R Сопротивление обмоток двигателя Ом

J Момент инерции вала двигателя кг•м2

Ke Коэффициент передачи скорости В•с•рад–1

Kт Коэффициент передачи тока Н•м•А–1
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Подставляя оператор дифференцирования 
d

p
dt

=  в уравнения (6)—(7), после чего под-

ставляя (7) в (6), получим

 2

т т

,e
LJ RJ

U p p K
K K

⎛ ⎞
= + + ω⎜ ⎟

⎝ ⎠
откуда

 2
э м м

1/
( ) ,

1
eK

W p
U p T T pT

ω
= =

+ +
 (8)

где
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т
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e

L RJ
T T

R K K
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Для ДПТ, как правило, Tэ n Tм. В этом слу-
чае выражение (8) можно преобразовать к сле-
дующему виду:

 
э м

1/
( ) .

( 1)( 1)
eK

W p
U T p T p
ω

= =
+ +

При этом переходный процесс имеет ярко 
выраженные быструю и медленную составля-
ющие, каждой из которых соответствует своя 
постоянная времени (Тэ и Тм соответственно). 
Это свойство можно использовать для вычис-
ления значений данных величин.

Анализ особенностей двигателя

Для выбора способа определения параме-
тров ДПТ и корректного проведения опыта 
необходимо рассмотреть некоторые особенно-
сти ДПТ, которые не учитывает классическая 
модель. К таким особенностям можно отнести 
следующие:
 � работу коллекторного узла;
 � геометрию ДПТ;
 � наличие редуктора.

Подробно особенности геометрии ДПТ и 
работы коллекторного узла рассмотрены в ра-
ботах [4, 5].

Исследуемый двигатель Lego NXT Motor, как 
было сказано выше, представляет собой ДПТ 
с постоянными магнитами. На рис. 2 пред-
ставлены переходные процессы силы тока на 
холостом ходу. Графики силы тока соответ-
ствуют различным уровням эквивалентного 
напряжения, приложенного к обмоткам дви-
гателя. Значение эквивалентного напряжения 

задавалось с помощью ШИМ с определенными 
значениями скважности. Из рис. 2 видно, что 
сила тока пульсирует, при этом период пульса-
ций пропорционален скорости вращения вала 
двигателя. Возникновение пульсаций связано 
с работой коллекторного узла (коммутацией 
обмоток) и геометрией ДПТ (расположение 
магнитов и щеток). В первом приближении 
для определения момента, создаваемого ДПТ 
(из соотношения (4) следует, что он пропорци-
онален току), можно использовать средние за 
период пульсации значения силы тока.

С геометрией ДПТ связан еще один эффект. 
Он проявляется в следующем: при одинаковой 
нагрузке на валу и различных значениях на-
пряжения на обмотках якоря сила тока в об-
мотках имеет большее значение, если ротор 
неподвижен, чем в случае, если он вращается. 
Рис. 3 иллюстрирует этот эффект. На рис. 3 
представлены графики силы тока двигателя 
при различных значениях скважности напря-
жения и одинаковой нагрузке. При наимень-
шем напряжении U1 ротор неподвижен: ω1 = 0.
При напряжениях U2 > U1 и U3 > U2 ротор  вра-
щается с частотами ω2 > 0 и ω3 > ω2 соответ-
ственно. При этом сила тока при напряжении 
U1 (когда ротор неподвижен) выше, чем при на-
пряжениях U2 и U3. Таким образом, поведение 
реального двигателя не вполне соответствует 
классической модели. Такая особенность ДПТ 
связана, с одной стороны, с его геометрией,

Рис. 2. Переходные процессы тока при различных уровнях 
скважности ШИМ:
1 — 15 %; 2 — 30 %; 3 — 45 %; 4 — 60 %; 5 — 75 %
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а с другой — с тем, что сила трения покоя выше, 
чем сила трения скольжения. Геометрия ДПТ 
такова, что магнитный поток распределен не-
равномерно. Данное свойство проявляется так-
же в наличии устойчивых положений у вала 
мотора при отсутствии напряжения. Наличие 
данного эффекта приводит к тому, что для 
определения параметров ДПТ не вполне кор-
ректно использовать опыты, в которых вал дви-
гателя неподвижен (например, измерение дав-
ления на опору через рычаг). Кроме того, из-за 
коммутации обмоток в коллекторном узле, их 
эквивалентное активное сопротивление также 
меняется на протяжении периода вращения, 
поскольку в разные моменты времени может 
быть подключено разное число обмоток и в раз-
ных конфигурациях. Из этого следует, что со-
противление обмоток мотора также правильнее 
определять в процессе вращения вала.

В исследуемый двигатель встроен редуктор, 
который имеет колебательные свойства, по-
добные свойствам крутильной пружины. Для 
демонстрации этого свойства был проведен 
следующий опыт. На обмотки двигателя по-
давалось напряжение различной величины, 
при этом вал редуктора был зафиксирован. На 
рис. 4 приведены переходные процессы силы 
тока. Из рис. 4 видно, что на начальном эта-
пе вал мотора приходит во вращение, однако 
далее под действием нарастающей силы упру-
гости постепенно останавливается. Для ис-

ключения влияния этого эффекта на результат 
определения параметров ДПТ необходимо ис-
ключить колебания редуктора. Один из спосо-
бов состоит в том, чтобы прикладывать к об-
моткам постепенно нарастающее напряжение. 
Это приведет к тому, что сила тока, а значит и 
момент, будут нарастать постепенно, что сни-
зит величину возможных колебаний. Второй 
способ заключается в том, что после приложе-
ния напряжения необходимо дождаться пол-
ного затухания колебаний, после чего прово-
дить измерения.

Редуктор также имеет еще одно свойство — 
свободный ход, или люфт. Он может оказывать 
существенное влияние на поведение нагрузки. 
Однако при проведении опыта по оценке па-
раметров двигателя влияние данного эффекта 
легко исключить. Для этого достаточно в ходе 
опыта вращать вал мотора в лишь одном на-
правлении и не менять его на противопо ложное.

Таким образом, для того, чтобы при оценке 
параметров двигателя исключить влияние на 
результат измерений особенностей, описан-
ных выше, необходимо выполнить следующие 
условия:
 � при проведении опыта необходимо, чтобы 

вал двигателя находился во вращении;
 � при расчетах использовать средние за пери-

од пульсации силы тока значения;
 � измерять значения величин после затуха-

ния колебаний в редукторе.

Рис. 3. Ток двигателя при неподвижном и вращающемся вале 
при одинаковой величине нагрузки

Рис. 4. Амортизирующие свойства редуктора. Кривые тока 
соответствуют значениям скважности ШИМ:
1 — 15 %; 2 — 30 %; 3 — 45 %; 4 — 60 %; 5 — 75 %
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Описание методики определения
параметров двигателя

Для решения поставленной задачи был вы-
бран следующий способ определения параме-
тров ДПТ. На валу мотора размещается катуш-
ка, на которую при вращении наматывается 
нить. На конце нити закрепляются грузы раз-
личной массы. В ходе опыта измеряются сила 
тока через обмотки двигателя и скорость вра-

щения его вала при различных значениях на-
пряжения на обмотках и массы груза. Схема 
опыта представлена на рис. 5. При выбранном 
способе проведения опыта следует учитывать 
влияние момента трения Mf   . В данном случае 
значение момента трения зависит не только от 
свойств двигателя, но и от нагрузки, прило-
женной к валу. Связано это с тем, что катушка 
с грузом образует рычаг, через который переда-
ется воздействие силы тяжести груза, что при-
водит к появлению дополнительного момента 
трения Mf. Рис. 5, б иллюстрирует это свойство.

Таким образом, к статическому моменту 
двигателя Ms, создаваемому внутренним тре-
нием двигателя, добавляется момент сухого 
трения, пропорциональный дополнительному 
моменту Ma, а соотношение для полного мо-
мента трения выглядит следующим образом:

 Mf = Ms + Kf   Ma,

где Kf — коэффициент трения.
Для корректного определения параметров 

модели двигателя в общем случае требуется 
вносить поправку на момент трения. Это необ-
ходимо сделать, поскольку неизвестны коэф-
фициент трения и статический момент, а зна-
чит, неизвестен полный момент, приложенный 
к валу двигателя. Следовательно, коэффици-
ент передачи тока Kт может быть определен не-
верно (см. выражение (4)).

Для корректного определения параметров 
двигателя предлагается провести два опыта 
(рис. 6). В первом опыте груз размещается не на 
конце нити, а в точке крепления катушки, при 
этом на вал действует только момент трения. 
Измеряется ток в установившемся режиме, ко-
торый пропорционален только моменту трения:
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Во втором опыте груз размещается на кон-
це нити, на вал действуют и момент трения, 
и момент нагрузки. Измеряются сила тока и 
скорость вращения вала в установившемся ре-
жиме. При этом сила тока пропорциональна 
сумме момента трения и момента нагрузки:
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Рис. 5. Схема опыта (а); схема возникновения дополнитель-
ного момента трения (б). Здесь Mm — момент, развиваемый 
двигателем; ML — момент нагрузки; Ma — дополнительный 
момент нагрузки; Mf —дополнительный момент трения

Рис. 6. Схема опыта по измерению момента трения (а); схема 
основного опыта (б)
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Далее вычисляется разность сил токов, в ре-
зультате чего определяется сила тока, пропор-
циональная только моменту нагрузки:
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Поскольку момент нагрузки известен, ко-
эффициент Kт будет определен корректно. По-
сле этого, зная значение параметра Kт, можно 
определить момент трения, на основе которого 
далее вычислить статический момент и коэф-
фициент трения.

С учетом всего вышесказанного предлагает-
ся следующая процедура определения параме-
тров модели.

1. Выполнить опыт 1, измерив силу тока if 
при фиксированных значениях напряжения на 
обмотках и момента нагрузки.

2. Выполнить опыт 2, измерив силу тока im 
и скорости вращения вала ω при фиксирован-
ных значениях напряжения на обмотках и мо-
мента нагрузки.

3. Вычислить силу тока, пропорциональную 
только моменту нагрузки: iL = im – if.

4. Определить параметр Kт с помощью ап-
проксимации зависимости момента нагрузки 
от тока ML(iL) = KтiL при фиксированном зна-
чении напряжения.

5. Вычислить параметры Ms и Kf с помощью 
аппроксимации зависимости дополнительно-
го момента от момента трения Mf(Ma) = Ms +
+ KfMa. При этом момент трения вычислить 

через значения силы тока и коэффициента 
тока: Mf = Kтif   .

6. Определить параметр Ke на основе зави-
симости скорости вращения вала от напряже-
ния U(ω) = Keω при фиксированном значении 
момента нагрузки.

7. Определить сопротивление обмоток мо-
тора из уравнения (5): R = (U – Keω)Kт/im.

8. Определить значения L и J с помощью 
аппроксимации суммой экспонент зависимо-
сти i(t) на холостом ходу.

В следующем разделе приведены результаты 
опыта, проведенного по описанной методике.

Результат определения параметров

В соответствии с описанной выше методи-
кой были проведены два опыта, по результа-
там которых определены параметры двигателя. 
В ходе опыта силу тока измеряли с помощью 
датчика тока, основанного на эффекте Холла, 
а значение скорости в установившемся режиме 
определяли с помощью встроенного в двига-
тель квадратурного энкодера путем измерения 
угла поворота вала за заданный промежуток 
времени. Регулирование напряжения про-
водили с помощью ШИМ на частоте 10 кГц. 
При такой частоте пульсации тока от ШИМ 
много меньше, чем пульсации от работы кол-
лектора мотора, и регулирование эквивалент-
но управлению уровнем напряжения (рис. 7). 

Рис. 7. Осциллограммы тока при использовании ШИМ:
а — при частоте 1 кГц; б — при частоте 10 кГц
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Для проведения опытов были выбраны 5 то-
чек фиксированного напряжения и 13 точек 
фиксированного момента нагрузки. Данные 
точки приведены в табл. 2 и 3. При этом от-
брасывались точки, в которых вал мотора не 
вращался из-за большой нагрузки, для того 
чтобы данные не были искажены из-за эффек-
та, описанного в разделе 2 (см. рис. 3). Полу-
ченные данные были обработаны с помощью 
пакета MATLAB. Результаты представлены на 
рис. 8—17. В табл. 4 приведены вычисленные 
значения параметров двигателя.

Рис. 8. Статические характеристики ДПТ: зависимость ско-
рости от напряжения

Рис. 9. Статические характеристики ДПТ: зависимость ско-
рости от момента

Рис. 11. Зависимость момента трения от дополнительного 
момента

Рис. 10. Зависимость момента от силы тока

Таблица 3

Точки момента нагрузки

Масса, г
Момент нагрузки 

ML, Н•см
Дополнительный 
момент Ma, Н•см

0 0 5,61

45 2,51 7,37

91 5,08 9,17

136 7,60 10,93

186 10,39 12,90

231 12,90 14,66

277 15,47 16,46

322 17,99 18,23

371 20,72 20,15

416 23,24 21,91

462 25,81 23,72

507 28,32 25,48

556 31,06 27,40

Таблица 2

Точки напряжения

Скважность 0,15 0,30 0,45 0,60 0,75

Эквивалентное 
напряжение, В

1,35 2,70 4,05 5,40 6,75
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Рис. 14. Статический момент

Рис. 13. Коэффициент тока

Рис. 12. Коэффициент скорости Рис. 15. Коэффициент трения

Рис. 16. Сопротивление обмоток мотора

Таблица 4

Значения параметров двигателя

Обозначение Физический смысл Значение Единица

Kf Коэффициент 
трения

0,046 Безраз-
мерный

Ms Статический
момент трения

0,4 Н•см

L Индуктивность 
обмоток

8 мГн

R Сопротивление 
обмоток

5,2 Ом

J Момент инерции 
вала

1,5 г•м2

Ke Коэффициент 
передачи скорости

0,55 В•с•рад–1

Kт Коэффициент 
передачи тока

0,28 Н•м•А–1
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Численное моделирование

Для оценки точности полученных параме-
тров модели был написан программный мо-
дуль, реализующий простейший пропорци-
ональный регулятор. На рис. 18 представлен 
результат работы системы и результат модели-
рования. Схема моделирования системы при-
ведена на рис. 19. Как видно из рис. 18, кривая, 
полученная при моделировании, имеет отли-
чие от кривой реального устройства. С одной 
стороны, это связано с тем, что модель не учи-
тывает наличие механического зазора в редук-
торе. Из рис. 18 видно, что при старте двига-
теля из двух крайних положений, когда зазор 
еще не пройден и когда зазор пройден, пере-
ходные процессы отличаются. С другой сто-
роны, параметры системы имеют некоторую 
нелинейность, что также искажает реальную 
характеристику. Тем не менее, в данном случае 

Рис. 17. Аппроксимация переходного процесса тока для получения значений его постоянных времени:
а — электромагнитная постоянная времени (быстрый процесс); б — механическая постоянная времени (медленный процесс). 
Кривые тока были смещены на величину среднего установившегося значения (к нулевому уровню) для корректной обработки 
данных

Рис. 19. Схема моделирования системы. Параметры взяты из табл. 4. Значение коэффициента регулятора принято Kp = 8

Рис. 18. Результат проверки модели:
1 — результат моделирования; 2 — переходный процесс при 
старте вращения из положения, когда механический зазор 
не пройден; 3 — переходный процесс при старте вращения 
из положения, когда зазор пройден
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отличие модели и реального привода количе-
ственное, но не качественное.

Заключение

По результатам проделанной работы можно 
сделать следующие выводы.

1. Математическая модель реального ДПТ 
имеет существенные отличия от линейной 
модели, связанные с особенностями его кон-
струкции. Отдельный вклад вносит редуктор, 
если он применяется. Это проявляется в на-
личии следующих эффектов:
 � пульсация тока в обмотках ДПТ вследствие 

работы коллектора;
 � наличие механического зазора;
 � появление колебательных свойств.

2. Для корректной оценки значений стати-
ческих характеристик ДПТ необходимо, чтобы 
в процессе измерения выполнялись следую-
щие условия:
 � при проведении опыта необходимо, чтобы 

вал двигателя находился во вращении;
 � при расчетах нужно использовать средние 

за период пульсации тока значения;
 � измерять значения величин нужно после за-

тухания колебаний в редукторе.
3. Нагрузка на валу ДПТ помимо непосред-

ственно нагрузочного момента создает также 
дополнительный момент трения, что также 
необходимо учитывать.

На основании этого предложена методика 
проведения опыта по оценке параметров мате-
матической модели ДПТ.

Проведение опыта показывает, что механи-
ческие характеристики реального ДПТ также 
имеют отличия от линейных. Переходный про-
цесс демонстрационной системы управления 
положением вала с применением пропорцио-
нального регулятора имеет количественные 
отличия от процесса, полученного при моде-
лировании системы. Из этого можно сделать 
следующие выводы:

1) при использовании ДПТ для управле-
ния объектом с нелинейной моделью влияние 
особенностей модели ДПТ может стать суще-
ственным;

2) регулятор системы управления должен 
быть робастным, поскольку отклонение моде-
ли ДПТ от линейной может меняться от одно-
го двигателя к другому, а также и во времени.
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The technique of the direct current motor math model obtaining is considered in this article. Despite the fact that the 
classical math model is widely known and well studied it often becomes necessary to refine and determine its parameters by 
experiment. The technical documentation may not specify all motor parameter of interest. Sometimes there is no information 
about the motor at all. In addition the features that the classical model does not take into account can be presented in a real 
motor in practice. At the beginning of the paper the traditional model of the motor is under consideration as well as its static 
and dynamic characteristics. The model parameters to be determined are brought out. Further the analysis of the features 
that distinguish the behavior of the real motor from the behavior predicted by the model is carried out. These features are 
commutator operation, the geometry of the motor, and the reducer action on system. The influence of these features on the 
motor operation is researched by the different experiments and the conditions under which the parameters of motor model 
should be obtained are determined. Further the technique of math model obtaining based on the analysis done is carried 
out. The method is based on the experimental determination of current and torque ratio on the one hand and the applied 
voltage and rotation speed on the other hand. Wherein the technique takes into account the effect of motor shaft friction 
which is increasing when there is a load on it. The method for compensating this effect to exclude its influence on the math 
model determining result is proposed. An example of application of the described technique to determining model of Lego 
NXT servo motor is given further. The numerical values of the parameters and the graphical data are presented. Finally, 
the behavior of the real motor and the behavior calculated from the model obtained earlier are compared. As a demonstra-
tion system, the automatic control system of the motor shaft rotation angle based on the proportional controller is used.

Keywords: DC motor, automatic control systems, math model, experimental parameters obtaining, model features
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