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МЕТОДЫ ТЕОРИИ АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ

Исследуется влияние процедуры формирования базы знаний на характеристики нечеткого логического регуля-
тора. Рассматриваются поверхности управления регулятора, построенного на основе реляционных моделей, и пере-
ходные процессы в замкнутой системе при изменении базы правил и вида функций принадлежности лингвистических 
переменных. Приводятся количественные оценки влияния степени растяжения-сжатия функций принадлежности на 
динамические характеристики нечеткого регулятора.
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Оценка свойств нечетких систем управления
на этапе формирования базы знаний1

Введение

Регуляторы, основанные на нечетком логиче-
ском выводе, в настоящее время прочно вошли 
в практику построения систем автоматического 
управления. Исходной информацией при по-
строении таких регуляторов служат знания экс-
пертов. Эти знания формализуются с помощью 
построения функций принадлежности термов 
входных и выходных лингвистических пере-
менных и установления нечеткого соответствия 
между пространством предпосылок и простран-
ством заключений. Очевидно, что "при этом бу-
дет происходить некоторая потеря информации, 
поскольку не существует уникальных способов 
перевода качественных понятий в количествен-
ную форму" [1]. Поэтому, как правило, необходи-
ма коррекция базы знаний и параметров алгорит-
ма нечеткого логического вывода для достиже-
ния требуемых показателей качества системы [2].
Основная проблема организации процедуры кор-
рекции состоит в сложности целенаправленного 
изменения тех или иных параметров алгоритма, 
поскольку связь между настройками нечеткого 
логического регулятора (НЛР) и его динами-
ческими свойствами изучена еще недостаточно 
хорошо. Таким образом, представляется актуаль-
ной задача комплексных исследований НЛР, по-
зволяющих проводить анализ и синтез системы 
с позиций классической теории автоматического 
управления.

1 Статья подготовлена при финансовой поддержке Российско-
го фонда фундаментальных исследований (проект 16-01-00054-а).

Алгоритм нечеткого логического вывода со-
стоит из ряда этапов, таких как формирование 
базы знаний, фаззификация, агрегирование, 
активизация, аккумуляция, дефаззификация. 
Формирование базы знаний является, пожалуй, 
наиболее ответственным этапом, поскольку тре-
бует привлечения экспертов и формализации их 
знаний в целях дальнейшей обработки на ЭВМ. 
Собственно говоря, вся "нечеткость" системы 
проявляется именно на этом этапе. Этап фор-
мирования базы знаний включает в себя состав-
ление базы правил и построение функций при-
надлежности (ФП) термов входных и выходных 
лингвистических переменных. Изменения, вно-
симые в базу данных, наиболее часто исполь-
зуются на практике при коррекции алгоритмов 
нечеткого вывода. В статье рассматривается вли-
яние базы правил и формы функций принадлеж-
ности на характеристики НЛР и свойства нечет-
кой системы управления (НСУ).

Нечеткий регулятор как объект исследования

В данной работе будем рассматривать НЛР, 
имеющий два входа, на которые подаются рас-
согласование системы и его производная, и один 
выход, представляющий собой сигнал управле-
ния, подаваемый на объект. Этот нечеткий ПД 
регулятор будем сокращенно обозначать НПД. 
Для исследования свойств нечеткого регулятора 
будем рассматривать его отдельно, вне системы 
управления (рис. 1), а для исследования свойств 
НСУ включим его в контур управления дина-



292 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 19, № 5, 2018

мическим объектом (рис. 2). Поскольку в дан-
ном исследовании нас интересует, в первую оче-
редь, поведение НПД, то для наглядности вы-
берем объект с достаточно простой передаточной 
функцией

 o
o

o

( ) ,
(1 )

K
W

T
=

+
s

s s
 (1)

где Ko = 1 c–1, To = 1 c — известные параметры 
объекта.

Для описания НПД введем следующие линг-
вистические переменные: <"Рассогласование" ("g1"), 

1
,gT  E>, <"Производная" ("g2"), 2

,gT  D>, <"Управле-
ние" ("h"), Th, X>, где E = [–em; em], D = [–dm; dm], 
X = [–xm; xm] — их области оп ределения, 

1gT =  

1 1 1

1 2 3{ , , } {" ", " ", " "},g g gT T T N Z P= =  
2 2 2 2

1 2 3{ , , }g g g gT T T T= =
{" ", " ", " "},N Z P= 1 2 3{ , , } {" "," "," "}h h h hT T T T N Z P= =  —

их терм-множества. Здесь и далее нечеткие пере-
менные "N", "Z", "P" интерпретируются как "От-
рицательное", "Около нуля", "Положительное" 
соответственно.

База правил в нечетких реляционных моделях

Базой правил в системах нечеткого вывода на-
зывают совокупность правил нечетких продук-
ций, в которых условия и заключения сформу-
лированы в терминах нечетких лингвистических 
высказываний.

Наиболее часто база правил представляется в 
форме структурированного текста:

 

П 1 :  "Условие 1"  "Заключение 1"

П 2 :  "Условие 2"  "Заключение 2"

...............................................................

П :  "Условие "  "Заключение "Q Q Q

ЕСЛИ ТО

ЕСЛИ ТО

ЕСЛИ ТО

 (2)

При построении систем, основанных на не-
четких логических выводах, наибольшее распро-
странение получили алгоритмы Мамдани [3], 
Ларсена [4], Цукамото [5], Сугено—Такаги [6].
В данной работе для исследования выбран алго-
ритм на основе нечетких реляционных моделей [7]. 

Этот алгоритм не является альтернативой пере-
численным выше, он может использоваться со-
вместно с ними и представляет собой модифика-
цию механизма нечеткого логического вывода на 
этапе активизации правил [8]. В нечетких реля-
ционных моделях входные нечеткие переменные 
отображаются на выходные нечеткие перемен-
ные с помощью нечетких соответствий, опреде-
ляемых, например, реляционными матрицами. 
Эти модели позволяют зафиксировать ФП термов 
лингвистических переменных и затем настроить 
нечеткие соответствия, реализуемые моделями, 
посредством элементов нечетких соответствий [9].

Для системы с двумя входными и одной вы-
ходной лингвистическими переменными, каж-
дая из которых описывается тремя термами, не-
которое q-е правило имеет вид:

 

1 2

1 21 2

1 2
1 2

3
3

1 2

П : есть есть

есть ( ) есть ( )

есть ( )

( 1, 2, 3, 1, 2, 3 , 1, 9),

j j
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T G T G
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ТО И

И

� �

� �

�
 (3)

где rqk — степень уверенности в управляющем 
решении k

hT  в q-м правиле. Эти степени мож-
но представить как элементы реляционной ма-
трицы R = ||rij||, определяющей нечеткое соот-
ветствие между пространством предпосылок и 
пространством заключений (в рассматриваемом 
случае — соответствие между входными и вы-
ходным сигналами НЛР). Реляционная матрица 
задается на основе экспертных оценок. Для вы-
бранного числа лингвистических переменных и 
мощности терм-множеств реляционная матри-
ца имеет размерность 9Ѕ3. Очевидно, что число 
различных комбинаций численных значений ее 
элементов очень велико. Так, например, если 
задавать степени доверия в интервале от 0 до 1
с шагом 0,1, то число различных комбинаций со-
ставит 1127 ≈ 1,311•1028. Поэтому в данном иссле-
довании ограничимся тремя, на наш взгляд, до-
статочно характерными нечеткими соответстви-
ями, описываемыми матрицами R1, R2 и R3 [10]:
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Рис. 1. Входные и выходной сигналы нечеткого ПД регулятора

Рис. 2. Структурная схема нечеткой системы управления
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Первое соответствие можно содержательно 
интерпретировать как "решительную" модель 
действий, когда лицо, принимающее решение, 
абсолютно уверенно выбирает одно из возмож-
ных управляющих воздействий даже при самых 
незначительных предпочтениях. Заметим, что 
при таком выборе графика нечеткого соответ-
ствия и максиминном логическом базисе алго-
ритм нечеткого вывода становится эквивалент-
ным алгоритму Мамдани.

Второе соответствие будем называть "взве-
шенной" моделью, когда при очевидных пред-
почтениях уверенно выбираются управляющие 
воздействия, при неочевидных — выбор осу-
ществляется более осторожно.

Третье соответствие будем условно называть 
"неуверенной" моделью действий. Для этого слу-
чая характерна очень большая осторожность в 
принимаемых решениях, не выходящая, однако, 
за пределы здравого смысла.

На рис. 3 изображены поверхности управле-
ния НПД для "решительной", "взвешенной" и 
"неуверенной" моделей принятия решений, пред-
ставляющие собой зависимости управляющего 
сигнала x от входных сигналов e и d.

Как видно из рис. 3, средний наклон статиче-
ских характеристик максимален для "решитель-
ной" модели и минимален для "неуверенной". 
Для всех характеристик наблюдается уменьше-
ние наклона вблизи начала координат. При этом 
для "неуверенной" модели это уменьшение при-
водит к появлению зоны нечувствительности. 
Это, в свою очередь, может привести к возник-
новению статической ошибки системы. Пере-
ходные процессы в нечеткой системе управления 
для данных моделей принятия решения и объ-
екта, описываемого передаточной функцией (1), 
изображены на рис. 4.

Как видно из рис. 4, использование "неуверен-
ной" модели приводит к затягиванию переходно-
го процесса в системе, и в ней, действительно, 
присутствует статическая ошибка. Заметим, что 
"взвешенная" модель, хотя и представляет собой 
некоторое компромиссное решение, соответ-
ствующий ей переходный процесс в рассматри-

ваемом случае не занимает промежуточного по-
ложения между процессами, соответствующими 
"решительной" и "неуверенной" моделям. Более 
того, возникает даже небольшое перерегулиро-
вание переходного процесса, которое отсутствует 
для двух других моделей. Подобное явление ха-
рактерно не только для нечетких систем управ-
ления, оно достаточно часто встречается и в ли-
нейных системах при определенных структуре и 
параметрах объекта и регулятора.

Рассмотренные три модели в значительной 
степени характеризуют индивидуальные черты 
эксперта: чем более уверенно он принимает реше-
ния, тем выше оказывается коэффициент усиле-
ния нечеткого регулятора. Поэтому при постро-
ении нечеткой системы управления следует учи-
тывать эту особенность, но, по возможности, не 
изменять параметры базы правил.

Влияние формы функций принадлежности
термов лингвистических переменных

на характеристики НПД

Существует несколько точек зрения на содер-
жательную интерпретацию ФП. В большинстве 
известных работ по исследованию и применению 
теории нечетких множеств считается, что ФП — 
это некоторое не вероятностное субъективное 
измерение нечеткости, и что она отличается от 
вероятностной меры [2]. Однако в некоторых за-
дачах управления и диагностики бывает удобно 
и целесообразно использовать вероятностные 
модели для построения ФП [11, 12].

Рис. 4. Переходные процессы в нечеткой системе управления 
для "решительной" (1), "взвешенной" (2) и "неуверенной" (3) 
моделей принятия решений

Рис. 3. Поверхности управления НПД для "решительной" (а), "взвешенной" (б) 
и "неуверенной" (в) моделей принятия решений
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Известно достаточно много способов анали-
тического задания ФП. В литературных источ-
никах часто рассматриваются треугольные, тра-
пециевидные, полиномиальные, гауссовы, сигмо-
идальные и другие. ФП [13]. Возникает вопрос, 
насколько принципиальным является выбор того 
или иного аналитического описания ФП? В рабо-
те [14] было высказано предположение, что раз-
личные виды ФП могут давать схожие показате-
ли качества системы. Рассмотрим этот вопрос на 
примере ФП трапециевидной и полиномиальной 
формы, при этом ограничимся рассмотрением 

только лингвистической переменной "Рассогласо-
вание", описывающей входной сигнал e, и "реши-
тельной" модели принятия решений.

В качестве базовых удобно выбрать треуголь-
ные ФП. Поверхность управления изображена 
на рис. 3, а, а переходный процесс в замкнутой 
системе — на рис. 4 (кривая 1). Далее начнем 
трансформировать исходные ФП. Для трапеци-
евидной формы будем изменять ширину модаль-
ных значений, а для полиномиальной формы —
степень полиномов. При этом для того чтобы ФП 
удовлетворяли смысловым требованиям [15], из-

менения будем проводить та-
ким образом, чтобы при сжа-
тии ФП центрального терма 
ФП крайних термов растяги-
вались, и наоборот.

На рис. 5 изображены тра-
пециевидные ФП, сжатые к 
центру базовой шкалы, со-
ответствующая им поверх-
ность управления и пере-
ходный процесс в замкнутой 
системе, а на рис. 6 — эти же 
характеристики для полино-
миальных ФП. Как видно из
рис. 5, б и рис. 6, б, крутиз-
на поверхностей управления 
в области начала координат 
возрастает. Для рассматрива-
емого объекта управления это 
приводит к увеличению коле-
бательности переходных про-
цессов (рис. 5, в и рис. 6, в).

На рис. 7 изображены 
трапециевидные ФП, рас-
тянутые от центра базовой 
шкалы, соответствующая им 
поверхность управления и пе-
реходный процесс в замкну-
той системе, а на рис. 8 — эти 
же характеристики для поли-
номиальных ФП. Как видно 
из рис. 7, б и рис. 8, б, в об-
ласти начала координат об-
разуется зона нечувствитель-
ности. Для рассматриваемо-
го объекта управления это 
приводит к появлению ста-
тической ошибки в системе
(рис. 7, в и рис. 8, в).

Таким образом, с точки 
зрения влияния на динамику 
нечеткой системы управле-
ния конкретное аналитиче-
ское описание ФП не являет-
ся принципиальным, однако 
их степень растяжения-сжа-
тия оказывает существенное 

Рис. 7. Трапециевидные функции принадлежности, растянутые от центра базовой шка-
лы (а), соответствующая им поверхность управления (б) и переходный процесс в замк-
нутой системе (в)

Рис. 8. Полиномиальные функции принадлежности, растянутые от центра базовой шка-
лы (а), соответствующая им поверхность управления (б) и переходный процесс в замк-
нутой системе (в)

Рис. 6. Полиномиальные функции принадлежности, сжатые к центру базовой шкалы (а), 
соответствующая им поверхность управления (б) и переходный процесс в замкнутой 
системе (в)

Рис. 5. Трапециевидные функции принадлежности, сжатые к центру базовой шкалы (а), 
соответствующая им поверхность управления (б) и переходный процесс в замкнутой 
системе (в)
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влияние как на поверхности управления, так и 
на характер переходных процессов. Этому влия-
нию можно дать количественную оценку. В ра-
боте [14] была предложена линеаризованная мо-
дель НПД в виде ПД регулятора с передаточной 
функцией

 ПД П Д ф( ) (1 ).W K K K T= + = +s s s  (5)

Здесь Д
ф

П

K
T

K
=  — постоянная времени форси-

рующего звена. Параметры KП, KД определяются 
по результатам идентификации ПД регулятора в 
замкнутой системе (см. рис. 2) методом экспо-
ненциальной модуляции [16]. Рассмотрим нечет-
кий регулятор с полиномиальными ФП термов 
лингвистической переменной. Аналитическая 
форма задания ФП представлена следующими 
выражениями:
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где z = {e, d, x}, 
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1 2

3 3 3 3{ , , }.g g hA T T T=  Величина Z задается исходя из 
области определения конкретной лингвистиче-
ской переменной.

В качестве примера приведем зависимости 
параметров KП, KД, Тф от степени растяжения-
сжатия ФП термов лингвистической переменной 
"Рассогласование" γe при ступенчатом входном 
сигнале 0( ) 1 ( )mu t U t= ⋅  для различных значений 
амплитуды Um (рис. 9).

Аналогичные зависимости получены для сте-
пеней растяжения-сжатия ФП термов лингвисти-
ческих переменных "Производная" γd и "Управле-
ние" γx. Анализ этих зависимостей позволяет от-
метить следующие их особенности.

При увеличении степени растяжения-сжа-
тия ФП термов ЛП "Рассогласование" параметр 
аппроксимирующего ПД регулятора KП умень-
шается и, начиная с некоторого значения γe, об-
ращается в ноль. При этом в линеаризованной 
системе управления объектом вида (1) должна 
появляться статическая ошибка. Параметр KД 
изменяется незначительно, и постоянную време-
ни форсирующего звена можно считать обратно 
пропорциональной параметру KП.

При увеличении степени растяжения-сжатия 
ФП термов ЛП "Производная" параметр KП уве-
личивается, а KД уменьшается, и НПД становит-
ся близким по своим свойствам к П регулятору.

Рис. 9. Зависимости параметров аппроксимирующего ПД
регулятора KП (а), KД (б) и Тф (в) от степени растяжения-
сжатия ФП термов ЛП "Рассогласование" при Um = 0,2 (1), 
Um = 0,4 (2), Um = 0,6 (3), Um = 0,8 (4), Um = 1,0 (5)
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Увеличение степени растяжения-сжатия ФП 
термов ЛП "Управление" приводит примерно к 
одинаковому уменьшению параметров KП и KД. 
При этом постоянная времени форсирующего 

звена Д
ф

П

K
T

K
=  изменяется в узких пределах. Та-

ким образом, изменение формы ФП термов ЛП 
"Управление" влияет только на общий коэффи-
циент усиления НПД.

На основании вышеизложенного можно сде-
лать вывод о том, что, изменяя форму ФП термов 
лингвистических переменных с помощью степе-
ней γe, γd, γx, можно настраивать нечеткий регу-
лятор для обеспечения заданных показателей 
качества системы управления. Следует, однако, 
заметить, что такой способ, во-первых, недоста-
точно прозрачен для разработчика; во-вторых, 
требует определенного времени для формиро-
вания новых ФП. Второе обстоятельство может 
стать препятствием при подстройке НПД в ре-
жиме реального времени.

Заключение

Рассмотрены вопросы формирования базы 
знаний в алгоритмах нечеткого вывода, осно-
ванных на реляционных моделях. Введены три 
характерные модели принятия решений при со-
ставлении базы правил — "решительная", "не-
уверенная" и "взвешенная" — и сделаны оценки 
их влияния на поверхности управления НПД и 
переходные процессы в нечеткой системе управ-
ления. Сделан вывод о том, что, с точки зрения 
влияния на динамику нечеткой системы управ-
ления конкретное аналитическое описание ФП 
не является принципиальным, однако их сте-
пень растяжения-сжатия оказывает существен-
ное влияние как на поверхности управления, так 
и на характер переходных процессов.

Определены зависимости параметров аппрок-
симирующего ПД регулятора от степени рас-
тяжения-сжатия ФП термов лингвистических 
переменных.

Проведенные исследования позволяют орга-
низовать целенаправленную настройку НПД, 

обеспечивающую заданные показатели качества 
системы управления.
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The paper is devoted to the study of the influence of the procedure of formation of the knowledge base on the characteristics 
of the fuzzy logic controller (FLC). The source of information in the construction of fuzzy controllers is expert knowledge. 
Constructing of membership functions of terms of the input and output linguistic variables and the fuzzy matching between the 
antecedent and consequent spaces is formalizes this knowledge. This entails loss of information, because there is no unique 
translation from a qualitative entity to a quantitative representation except for some special cases. Therefore, as a rule, it is 
necessary to correct the knowledge base and parameters of algorithm of fuzzy inference in order to achieve the required quality 
of the system. The main problem of the organization of the correction procedure lies in the complexity of purposeful changes 
of certain parameters of the algorithm, since the relationship between the settings of FLC and its dynamic properties are still 
not well studied. Thus, the task of complex research of FLC, allowing an analysis and synthesis system from the standpoint 
of the classical theory of automatic control, is relevant. The algorithm of the fuzzy inference consists of several stages such 
as formation of a knowledge base, fuzzification, aggregation, activation, accumulation and defuzzification. Creation of a 
knowledge base is perhaps the most critical step because it requires the involvement of experts and formalizing their knowledge 
to further computer processing. The formation of knowledge base in the algorithms of fuzzy inference based on relational 
models is discussed in the paper. We suggest considering three typical models of decision-making in compiling the rule base is 
"strong", "uncertain" and "balanced" — and estimate their influence on the control surface of FLC and the transient response 
of the fuzzy control system. We concluded that, from the point of view of influence on the dynamics of fuzzy control systems, 
specific analytical description of the membership functions is not essential; however, their degree of tension-compression has 
a significant effect on both the control surface, and system behavior. The conducted research allows goal-seeking tuning of 
FLC, providing required quality metrics of control system.
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Метод управления объектом, идентифицирующим параметры 
траектории прямолинейно движущейся цели

стемы [4]. Для этого на карту помещения нано-
сятся места расположения некоторых объектов, 
внешний вид которых или образ заранее извест-
ны. Мобильное устройство должно быть оснаще-
но видеокамерой. Изображение видеокамеры об-
рабатывается на предмет распознавания извест-
ных образов объектов помещения. По взаимному 
расположению найденных образов рассчитыва-
ется положение мобильного устройства.

Данное направление исследований является 
необходимым элементом в задачах управления 
роботами как индивидуального, так и группово-
го управления [8—17]. При этом наряду со стати-
ческим развивается и динамическое позициони-
рование.

Во всех исследованиях ключевым моментом 
является наличие заранее известной карты по-
мещения/района перемещений; наличие специ-
альных устройств, установленных на известных 
позициях и привязанных к карте, требующих 
постоянного или периодического обслуживания. 
Должна быть известна координатная система ме-
ста, и положение мобильного устройства опреде-
ляется в рамках этой координатной системы. Эти 
требования не позволяют использовать представ-
ленные подходы к локации для новых или неизу-
ченных заранее мест, или мест с нарушенными 
в результате каких-либо воздействий системами 
навигации или структурами помещений.

В работах [17, 19] для таких ситуаций исполь-
зуются измерения расстояния до цели и скоро-
сти изменения этого расстояния.

В данной статье рассматриваются условия, при 
которых карта местности неизвестна и отсутству-
ют какие-либо внешние ориентиры. В качестве 
источника информации о целевом объекте высту-
пают только ненаправленные измерения рассто-
яния до него. Такие условия могут возникнуть, 

Рассматривается задача управления движением объекта для определения параметров траектории прямолинейно 
движущейся цели на основе измерения только расстояний от объекта до цели в условиях отсутствия какой-либо 
информации о внешней среде. Приводится общая постановка задачи управления, описано решение задачи, сформули-
рованы условия существования решения. Определено максимальное число измерений расстояний от объекта до цели 
для получения информации о траектории движения цели.

Ключевые слова: управление, позиционирование, траектория движения, расстояние, количество измерений, па-
раллельное движение, динамическая система

Задачи позиционирования в настоящее время 
очень активно исследуются благодаря появлению 
различных технологий в области электроники и 
телекоммуникационных систем. Одним из на-
правлений исследований является локация лю-
дей и мобильных объектов при отсутствии систем 
глобального позиционирования. Такие условия 
возникают при движении объектов внутри поме-
щений, под землей, под водой. В этом случае ис-
пользуются различного рода метки или дополни-
тельные устройства, по которым можно провести 
позиционирование [1—6].

Если внутри помещения (здания, сооружения) 
развернута корпоративная Wi-Fi сеть со стацио-
нарными точками доступа (базовыми станциями), 
то по мощности сигнала, поступающего от мобиль-
ного объекта, можно определить с некоторой точ-
ностью местоположение объекта. При этом карта 
помещения должна быть известной, должны быть 
известны координаты стационарных точек доступа 
и проведены дополнительные исследования по по-
строению радиокарты помещения [5, 6].

Другой способ локации опирается на использо-
вание Bluetooth-маячков, размещенных в заданных 
местах помещения, координаты которых и карта 
самого помещения также известны. Пользова-
тельское устройство, получая сигнал от маячков 
и определяя мощность сигнала, может рассчитать 
свое местоположение на карте помещения [7].

Аналогичный подход применяется при ис-
пользовании радиосигналов [2, 3].

В водной среде используется акустический 
сигнал, по скорости распространения которо-
го можно определить расстояния от объекта до 
установленных на известных позициях передат-
чиков и рассчитать координаты объекта [1].

Кроме радиосигналов для ориентации внутри 
помещения можно использовать оптические си-
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например, в случае использования технологии 
Wi-Fi или радиосигналов, когда по силе сигнала 
можно определить расстояние до источника сиг-
нала, при этом направление, в котором находится 
источник сигнала, остается неизвестным.

Работа является продолжением исследований, 
представленных в статье [18], при этом задача 
позиционирования движущейся цели рассма-
тривается в контексте задачи управления дви-
жущимся объектом, так как несложно показать, 
что неподвижный объект не может определить 
трае кторию движущейся цели. Работа опирается 
на принципы триангуляции и трилатерации, но 
в условиях динамических систем.

Постановка задачи управления
движущимся объектом, рассчитывающим

траекторию движущейся цели

Сформулируем задачу управления.
Пусть траектории цели (а) и объекта (б) на ко-

ординатной плоскости XOY имеют вид:

 
( ) ( ) ( ) ( , , )

( ) ; ( ) ,
( ) ( ) ( ) ( , , )

x t f t x t f t u v
а б

y t g t y t g t u v

⎧=⎧ =⎪
⎨ ⎨= =⎪⎩ ⎩

�

�
 (1)

где t — время; (u, v) — управление объектом; u и
v — скалярные функции времени. При этом функ-
ции ,  f g� �  являются известными, а функции f и 
g — неизвестными. В любой момент времени t 
объект может проводить измерения расстояний 
до цели:

 2 2( ) ( ( ) ( , , )) ( ( ) ( , , )) .r t f t f t u v g t g t u v= − + −� �

Требуется организовать процесс измерения 
расстояний таким образом, чтобы, зная r(t), най-
ти траекторию цели (функции f(t) и g(t)). При 
этом под организацией измерений понимается 
выбор соответствующего управления (u, v).

В настоящей работе рассматривается частный 
случай задачи, когда f и g являются линейны-
ми функциями, а f�  и g�  — кусочно-линейными. 
Таким образом, цель движется по прямой с по-
стоянной скоростью, а объект движется по ло-
маной, изменяя направления движения за счет 
изменения управления (u, v), которое является 
кусочно-постоянной функцией времени.

Введем дополнительное ограничение: пусть 
процесс измерения дискретен. Тогда возникает 
задача о наименьшем числе измерений, позволя-
ющем найти траекторию цели.

Итак, пусть траектория цели имеет вид

 0

0

( ) ;

( ) ,

x t x t

y t y t

= + α⎧
⎨ = + β⎩

 (2)

где параметры x0, y0, α и β неизвестны, а траекто-
рия объекта описывается системой

 0

0

( ) ;

( ) .

x t x ut

y t y vt

= +⎧
⎨ = +⎩

�
�  (3)

Пусть r(t) измеряются в моменты времени 
( 1) ,kt t k= = − Δ  где 0 < Δ — заданная величина 

(шаг измерения), k = 1, 2, ... . Пусть 0 0,x =�  0 0.y =�  
Тогда

 
2 2 2

0

2
0

( ) ( ( )( 1) )

( ( )( 1) ) .

k kr r t x u k

y v k

= = + α − − Δ +

+ + β − − Δ
 (4)

Пусть известны измеряемые величины r(tk) = 
= r(tk, u, v). Требуется найти управление (u, v), 
при котором можно определить значения пара-
метров цели: x0, y0, α и β.

При этом будем минимизировать число изме-
рений.

Метод нахождения параметров
траектории цели на основе семи измерений 

расстояний от объекта до цели

Решение задачи невозможно получить в слу-
чае, если объект будет неподвижен. Как показано 
в статье [18], из неподвижного положения можно 
получить несколько возможных траекторий дви-
жения цели. Кроме этого необходимым условием 
для получения решения, как будет показано да-
лее, является двукратное изменение положения 
объекта.

Пусть для первых трех измерений при t ∈ [0,2Δ] 
выбраны произвольные постоянные u = u1, v = v1 
и 0 0,x =�  0 0.y =�  Тогда траектория объекта зада-
ется системой

 1

1

( ) ;
0 2 ,

( ) ;

x t u t
t

y t v t

=⎧
Δ⎨ =⎩

m m

а измеряемые расстояния удовлетворяют следу-
ющим соотношениям:

 ( ) ( )
( ) ( )

2 2 2
1 0 0

2 22
2 0 1 0 1

2 22
3 0 1 0 1

;

( ) ( ) ;

2( ) 2( ) .

r x y

r x u y v

r x u y v

= +

= + α − Δ + + β − Δ

= + α − Δ + + β − Δ

 (5)

Вычитая из второго равенства первое и из 
третьего второе, а затем вычитая из одной раз-
ности другую, получим следующее соотношение:

 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 3

1
( ) ( ) ( 2 ).

2
u v r r rα − Δ + β − Δ = − +  (6)

Далее изменим управление: пусть на проме-
жутке t ∈ [2Δ, 4Δ] управление (u2, v2) выбрано 
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так, чтобы векторы (u1, v1) и (u2, v2) не были кол-
линеарны (рис. 1). Траектория объекта примет 
следующий вид:

 1 2

1 2

( ) 2 ;
2 4 .

( ) 2 ;

x t u u t
t

y t v v t

= Δ +⎧
Δ Δ⎨ = Δ +⎩
m m  (7)

Проведем еще два измерения расстояния r4, 
r5, удовлетворяющие соотношениям
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( )
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22
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2
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22
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2
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(2 2 ) ( 4 )
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= + Δ − + Δα +
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+ + Δ − + Δβ

 (8)

Из соотношений (5) и (8) получаем

( )
( )
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( ) ( ) 2 5( ) ;

r r u u u x u

v v v y v
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r r u u u x u
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− = − α Δ − Δ − − α − Δ +

+ − β Δ − Δ − − β − Δ
 (10)

Вычтем из соотношения (10) соотношение (9) 
и получим

 2 2 2 2 2 2 2
2 2 5 4 3

1
( ) ( ) ( 2 ).

2
u v r r rα − Δ + β − Δ = − +  (11)

Вычитая из (11) соотношение (6), получим ли-
нейное уравнение для α и β:
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Получим еще одно линейное уравнение от-
носительно α и β. Для этого изменим еще раз 
вектор скорости объекта, положив u = u3, v = v3 
при t ∈ [4Δ, 6Δ] так, чтобы векторы (ui, vi) были 
попарно неколлинеарны для i = 1, 2, 3 (рис. 1). 
Тогда траектория объекта примет вид

 1 2 3

1 2 3

( ) 2 4 ;
4 6 .

( ) 2 4 .

x t u u u t
t

y t v v v t

= Δ + Δ +⎧
Δ Δ⎨ = Δ + Δ +⎩
m m  (13)

Сделаем еще два измерения расстояний и 

найдем разности 2 2
56r r−  и 2 2

7 6r r− :

 

2 2
5 3 2 1 3 16

0 1 3 2 1

3 1 0 1

( ) (4( ) ( )

2 9( ) ) ( ) (4( )

( ) 2 9( ) );

r r u u u u u

x u v v v

v v y v

− = − α Δ − Δ + − Δ −

− − α − Δ + − β Δ − Δ +
+ − Δ − − β − Δ

 (14)

 

2 2
7 3 2 1 3 16

0 1 3 2 1

3 1 0 1

( ) (4( ) 3( )

2 11( ) ) ( ) (4( )

3( ) 2 11( ) ).

r r u u u u u

x u v v v

v v y v

− = − α Δ − Δ + − Δ −

− − α − Δ + − β Δ − Δ +
+ − Δ − − β − Δ

 (15)

Вычитая из соотношения (14) соотношение 
(15), получаем

 2 2 2 2 2 2 2
3 3 7 56

1
( ) ( ) ( 2 ).

2
u v r r rα − Δ + β − Δ = − +  (16)

Вычитая из соотношения (16) соотношение (6), 
получаем:

 

2 2
1 3 1 1 3 1

2 2 2 2
3 1 3 1

2 2 2 2 2 2
7 5 3 2 16

( )( ) ( )( )

( ) ( )
1

.2 22
2

u u u v v v

u u v v

r r r r r r

α − − Δ + β − − Δ =

⎛ ⎞− Δ + − Δ −
⎜ ⎟= ⎜ ⎟− + − + −

−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (17)

Таким образом, соотношения (12) и (17) обра-
зуют систему линейных уравнений относительно 
α и β:

 

2 2
1 2 1 1 2 1

2 2 2 2
2 1 2 1

2 2 2 2
5 4 2 1

2 2
1 3 1 1 3 1

2 2 2 2
3 1 3 1

2 2 2 2 2 2
7 5 3 2 16

( )( ) ( )( )

( ) ( )
1

;2 22
2

( )( ) ( )( )

( ) ( )
1

.2 22
2

u u u v v v

u u v v

r r r r

u u u v v v

u u v v

r r r r r r

⎧ α − − Δ + β − − Δ =
⎪

⎛ ⎞⎪ − Δ + − Δ −
⎜ ⎟⎪= ⎜ ⎟− + −⎪ −⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎪

⎨
α − − Δ + β − − Δ =⎪

⎪ ⎛ ⎞− Δ + − Δ −⎪ ⎜ ⎟⎪= ⎜ ⎟− + − + −⎪ −⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

 (18)

Найдя решение α*, β* системы (18), можно по-
строить линейную систему для нахождения x0, 
y0, например, взяв в качестве уравнений выраже-

ние для 2 2
2 1 ,r r−  которое можно получить из со-

Рис. 1. Изменение траектории объекта



301Мехатроника, автоматизация, управление, Том 19, № 5, 2018

отношений (5), и равенство (9). В результате по-
лучаем систему

 

( ) ( )
( ) ( )

* *
1 0 1 0

2 2 * 2 2 * 2 2
2 1 1 1

* *
2 0 2 0

* * 2
2 2 1

* * 2 2 2
2 2 1 4 3

( ) ( )

1
( ( ) ( ) );

2

( ) ( )

4 51
.

2 4 5

u x v y

r r u v

u x v y

u u u

v v v r r

⎧ α − Δ + β − Δ =
⎪
⎪ = − − α − Δ − β − Δ⎪
⎪

− α Δ + − β Δ =⎨
⎪

⎛ ⎞− α + − α Δ +⎪ ⎜ ⎟⎪= ⎜ ⎟⎪ ⎜ ⎟+ − β + − β Δ − +⎝ ⎠⎩

 (19)

Теорема 1. Для нахождения траектории цели 
(2) достаточно, чтобы траектория объекта имела 
вид (3), где 0 0 0,x y= =� �  а управления задавались 
следующим образом:

 
[ ]

( ( ), ( )) ( , ),

2( 1) , 2 , 1, 2, 3,
i iu t v t u v

t i i i

=

∈ − Δ Δ =
 (20)

где (ui, vi) — постоянные, удовлетворяющие ус-
ловиям

 
2 1 3 1 3 1 2 1
* * * *

1 2 1 2

( )( ) ( )( ) 0;

( )( ) ( )( ) 0,

u u v v u u v v

u v v u

− − − − − ≠⎧⎪
⎨

α − − β − β − − α ≠⎪⎩
 (21)

где (α*, β*) — решение системы (18), и векторы
(ui, vi), i = 1, 2, 3, попарно неколлинеарны.

Доказательство. Неизвестные параметры x0, 
y0, α и β траектории цели (2) однозначно опреде-
ляются решением систем (18) и (19). Система (18) 
имеет единственное решение при условии выпол-
нения первого соотношения системы (21). Систе-
ма (19) имеет единственное решение при условии 
выполнения второго соотношения системы (21).

Таким образом, при выполнении условия (21) 
задача определения траектории цели будет раз-
решима.

Рассмотрим следующий пример. Пусть Δ = 1. 
Определим управление объектом следующим об-
разом:

 

(2, 3), 0 2;

( ( ), ( )) ( 2, 1), 2 4;

(0,5, 3), 4 6.

t

u t v t t

t

⎧
⎪= −⎨
⎪
⎩

m m
m m
m m

Отметим, что построенное управление удов-
летворяет условию попарной неколлинеарности 
и выполняется первое соотношение условия (21):

 2 1 3 1 3 1 2 1( )( ) ( )( ) 5 0.u u v v u u v v− − − − − = − ≠

Пусть были проведены семь измерений рас-
стояния до целевого объекта: 

 
2 2 2 2

1 2 3 4

2 2 2
5 76

13, 40, 85, 64,

53, 60,25, 68.

r r r r

r r r

= = = =

= = =

Тогда система (18) принимает следующий вид:

 
4 2 2;

2,5 0 2,5.

− α − β = −⎧
⎨− α + β =⎩

Решение системы (α*, β*) = (–1, 3). Отметим, 
что для полученного решения выполняется вто-
рое соотношение условия (21):

 * * * *
1 2 1 2( )( ) ( )( ) 6 0.u v v uα − − β − β − − α = ≠

Система (20) принимает следующий вид:

 0 0

0 0

3 0• 9;

1• 2 7.

x y

x y

− + =⎧
⎨− − =⎩

Решение системы * *
0 0( , ) ( 3, 2).x y = − −

Таким образом, траектория движения цели 
описывается следующей системой в координат-
ной системе объекта:

 
( ) 3 ;

( ) 2 3 .

x t t

y t t

= − −⎧
⎨ = − +⎩

Следует отметить, что построенное управле-
ние (20), удовлетворяющее условиям попарной 
неколлинеарности, а также условию (21), опреде-
ляются неоднозначно, что позволяет поставить 
дополнительные задачи, оптимизационные или 
связанные с нахождением требуемой траектории 
объекта. Например, можно находить управле-
ния, минимизирующие энергетические затраты 
или реализующие некоторую замкнутую траек-
торию объекта.

С точки зрения минимизации числа измере-
ний описанное выше решение использует семь 
измерений для получения оценки параметров 
уравнения цели (2).

В работе [18] в качестве начальной точки и 
управлений предлагались следующие значения:

 

0

0

1 1

2 2

3 3

0;

0;

( , ) (0,0), 0 2 ;

( , ) ( ,0), 2 3 ;

( , ) (0, ), 3 4 ,

x

y

u v t

u v w t

u v w t

=⎧
⎪ =⎪⎪ = Δ⎨
⎪ = Δ Δ⎪

= Δ Δ⎪⎩

�
�

m m
m m
m m

где w — некоторое расстояние, на которое объ-
ект сможет переместиться за время Δ. Первые три 
измерения объект проводит из неподвижного со-
стояния, четвертое — сместившись по оси ОХ на 
расстояние w, пятое — сместившись по оси OY 
на расстояние w. Для определения параметров 
траектории цели объекту при таком управлении 
и способе решения потребуется провести всего 
пять измерений. При этом выполнение расчетов 
связано с выполнением операций извлечения 
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квадратного корня, что оказывает влияние на 
точность решения и требует больших вычисли-
тельных мощностей. В представленном же ал-
горитме с семью измерениями все вычисления 
связаны с рациональными функциями.

Обобщая формулы (6), (11), (16), сформулиру-
ем утверждение.

Утверждение 1. Для любых двух различных 
прямых, задаваемых уравнениями

 0

0

( ) ;

( ) ;

x t x t

y t y t

= + α⎧
⎨ = + β⎩

 0

0

( ) ;

( ) ,

x t x ut

y t y vt

= +⎧
⎨ = +⎩

�
�  (22)

для любого промежутка времени Δ ≠ 0 и любого 
k = 1, 2, ... выполняется соотношение

 ( ) ( )
2 2 2

2 2 2 1
2

2
,

2
k k kr r r

u v + +− +
α − + β − =

Δ
 (23)

где rk задаются соотношениями (4).
Следствие из Утверждения 1. Зная полную 

информацию об одной из прямых (22) и не имея 
никакой информации о второй прямой, можно 
получить информацию о второй прямой, сделав 
только три последовательных измерения rk, rk + 1,
rk + 2 между прямыми. Это означает, что четвер-
тое измерение не принесет никакой дополни-
тельной информации.

Нахождение параметров траектории цели
в случае параллельного движения

объекта и цели

Рассмотрим частный случай. Пусть объекту 
известно направление движения цели (угол на-
клона прямой к оси OX ), и он движется парал-
лельно цели, т. е. выполняется следующее соот-
ношение:

 .
u
v

α
=

β
 (24)

При этом 0 0,x =�  0 0.y =�  Пусть Δ = 1 и про-
ведены три измерения расстояния от объекта до 
цели: r1, r2, r3 (рис. 2). Пусть d — расстояние, 
которое объект преодолевает между двумя изме-
рениями, а l — расстояние, которое цель преодо-
левает между двумя измерениями. Значение d из-
вестно, значение l неизвестно.

Из соотношений (23) и (24) получаем выраже-
ния для α и β:

 

2 2 2
1 2 3

2 2

2 2 2
1 2 3

2 2

2
1 ;

2( )

2
1 .

2( )

r r r
u

u v

r r r
v

u v

⎛ ⎞− +⎜ ⎟α = ±
⎜ ⎟+⎝ ⎠
⎛ ⎞− +⎜ ⎟β = ±
⎜ ⎟+⎝ ⎠

 (25)

Тогда нетрудно показать, что координаты на-
чальной точки (x0, y0) имеют вид

 

2
1

0 2 2 2 2

2 2
2

0 0 1 2

;

( ) ,

r AA
x u v

u v u v

v u v
y x r A

u u

−
= ± ±

+ +

+
= ± −

 (26)

2 2 2
1 2 3
2 2 2

1 2 3

3 4
где  .

4( 2 )

r r r
A

r r r

− +
=

− +
На самом деле формулы (26) дают восемь зна-

чений (x0, y0), но только четыре из них удовлет-
воряют измеренным расстояниям r2 и r3.

Для выбора единственной начальной точки 
необходимо сделать еще одно измерение рассто-
яния, изменив траекторию движения целевого 
объекта. Одним из вариантов изменения траек-
тории является поворот на 90° (рис. 3).

Таким образом, для параллельного движения 
базового и целевого объектов для получения 
полной информации о траектории целевого объ-

Рис. 3. Четыре измерения расстояния от объекта до цели 
через равные промежутки времени с изменением траектории 
движения объекта

Рис. 2. Три измерения расстояния от объекта до цели через 
промежутки времени D = 1
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екта достаточно сделать четыре измерения рас-
стояния между объектами.

Если траектория движения базового объекта 
после поворота описывается уравнением

 
( ) 2 ;

2 4 ,
( ) 2 ;

x t u vt
t

y t v ut

= Δ +⎧
Δ Δ⎨ = Δ −⎩
m m  (27)

то для нахождения неизвестных α, β, x0, y0 мож-
но воспользоваться выражением (23), которое 
сначала применим к прямым (2) и (3), а потом к 
прямым (2) и (27).

Вычитая одно выражение из другого, получим 
линейное соотношение, связывающее α и β:

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
2 2 2 2

2 25 4 2 1
2

2 2

2 2
.

2

u u v v u v

r r r r
u v u v

α − − + β − + =

− + −
= − − − +

Δ

 (28)

Используя соотношение (24), получим реше-
ние (α*, β*) системы (24), (28):

 

* 2 2 2 2
5 4 2 12 2 2

* 2 2 2 2
5 4 2 12 2 2

( 2 2 );
4 ( )

( 2 2 ).
4 ( )

u
r r r r

u v

v
r r r r

u v

α = − + −
Δ +

β = − + −
Δ +

 (29)

Зная α* и β*, линейную зависимость между x0 
и y0 можно найти из соотношения

 
2 2 * *

1 2 0 0

2 * 2 2 * 2

2 ( ) 2 ( )

( ) ( ) .

r r u x v y

u v

− = Δ α − + Δ β − +

+ Δ α − + Δ β −
 (30)

Из аналогичного соотношения для r4 и r5 
можно получить вторую линейную зависимость 
между x0 и y0:

 

2 2
5 4

* *
0

* *
0

( )(2 7 4 3 )

( )(2 7 4 3 ).

r r

v x u v

u y v u

− =

= Δ α − + α Δ − Δ − Δ +

+ Δ β + + β Δ − Δ + Δ

 (31)

Решив полученную линейную относительно x0 
и y0 систему (30), (31), получим решение * *

0 0( , )x y .
Единственное решение будет существовать 

при условии

 
0;

( )( ) ( )( ) 0.

u

v v u u

α − ≠⎧
⎨ α − β − − β + α − ≠⎩

 (32)

Если нарушается первое условие системы (32), 
то это означает, что объекты движутся с одина-
ковыми скоростями, и r1 = r2 = r3. В этом случае 
α и β являются известными, а для того чтобы 
найти x0 и y0, необходимо изменить скорость 
движения базового объекта.

Легко доказать, что второе условие системы 
(32) будет выполняться всегда, если выполняется 
первое условие. Действительно, из соотношения 

(24) выразим β и подставим во второе выражение 
системы (32):

 2 2
2 2 2 2

( ) ( )

( ) 1 .

v v
v v u u

u u

v u
u v v u

u u

⎛ ⎞ ⎛ ⎞α − α − − α + α − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞+ α⎛ ⎞= + − α = + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 (33)

Не снижая общности, предполагаем, что
u ≠ 0, тогда первая скобка в правой части вы-
ражения (33) не обращается в ноль. Тогда выра-
жение (33) может обратиться в ноль только при 
равенстве нулю второй скобки, а это возможно, 
только когда α = u. Таким образом, если выпол-
няется первое условие соотношения (32), то вы-
полняется и второе соотношение.

Таким образом, при параллельном движении 
объекта и цели для получения полной информа-
ции о траектории цели достаточно сделать че-
тыре измерения расстояния между объектами ri,
i = 1, 2, 3, 4.

При выполнении расчета по формулам (29)—
(31) потребуется больше времени на решение за-
дачи определения параметров уравнения траек-
тории цели, так как надо будет сделать четыре 
перемещения (рис. 4), при этом после второго 
перемещения расстояние можно не измерять.

Заключение

В общем случае при движении цели с неиз-
вестной постоянной скоростью по неизвестной 
прямолинейной траектории оценки параметров 
уравнения ее движения можно получить с помо-
щью семи измерений расстояний до цели, дваж-
ды меняя направление движения, т. е. применяя 
управления (u1, v1), (u2, v2) и (u3, v3), где векторы 
(ui, vi) попарно неколлинеарны. В работе [18] был 

Рис. 4. Пять измерений расстояния от объекта до цели через 
равные промежутки времени с изменением траектории дви-
жения объекта
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предложен другой подход к решению задачи, ко-
торый позволяет решить задачу всего за пять из-
мерений.

Также были получены результаты для частно-
го случая параллельного движения цели и объ-
екта. В общем случае для получения единствен-
ного решения задачи требуется выполнить не ме-
нее пяти измерений, однако, если использовать 
подход на основе сравнения нового измерения с 
ранее выполненными расчетами, то решение за-
дачи может быть получено за четыре измерения.

И в том и в другом случаях наименьшее чис-
ло измерений достигается за счет получения не-
скольких вариантов решения с последующим 
отсечением неправильных вариантов на основе 
получения новых измерений. При этом получе-
ние нескольких вариантов сопряжено с выпол-
нением операций извлечения квадратного корня, 
что оказывает влияние на точность решения и 
требует больших вычислительных мощностей.

Представленные в статье результаты могут 
быть использованы для позиционирования объ-
ектов в условиях отсутствия какой-либо инфор-
мации о внешней среде на основе последователь-
ных измерений расстояний между объектами.

При этом следует отметить, что представлен-
ный подход дает точное решение при условии 
высокой точности проведения измерений рас-
стояний. На практике на точность измерений 
оказывает влияние большое число факторов. По-
этому следующим этапом является исследование 
зависимости точности определения параметров 
уравнения движения цели от точности получа-
емых измерений.
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The article deals with the problem of object control in order to determine the parameters of the moving target trajectory. 
We consider the conditions under which a locality map is unknown and there are no external landmarks. There is no 
available target position information except for non-directional measurements of the distance between an object and a target. 
Such conditions can arise, for example, in the case of using Wi-Fi or radio signals, when by means of a signal strength the 
distance to a signal source can be determined, while the direction in which a signal source is located remains unknown.
A general statement of the control problem is given. The solution of the problem in a particular case of rectilinear motion of 
a target and a piecewise linear motion of an object is proposed. It is proved that the estimations of the parameters of target 
motion can be obtained by using not less than 7 measurements of distances to a target. In addition, in the measurement 
process,  an object twice has to change the direction of its motion at least two times. An immovable object cannot determine 
the trajectory of a target. The method of object control which enables to determine the parameters o f a target trajectory is 
 proposed. The conditions of control existence are obtained. It is also shown that in a special case of a parallel movement 
of a target and an object not less than 4 measurements are needed to determine target trajectory parameters. The problem 
solution time corresponding to different methods of solution is estimated.  The results of research can be used in the robot 
control problem, particularly, in the problem of robot gathering. The presented approach gives an   exact solution under 
condition of high accuracy of distance measuring. In practice, the accuracy of measurements is influenced by a large 
number of factors. Therefore, a challenging problem is to study the dependence of the target tra jectory parameters problem 
solution on the accuracy of distance measurements.

Keywords: control, positioning, distance between points, trajectory, num  ber of measurements, parallel motion, dynamic 
system
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Адаптивная аппроксимация сигналов

Введение

Эффективным методом аппроксимации из-
меряемых сигналов является их приближение 
линейными комбинациями базисных функций
[1—4]. Неизвестные параметры можно опреде-
лять на основе методов псевдообращения, соста-
вив при этом соответствующую систему линей-
ных алгебраических уравнений. При этом учи-
тывается следующее:
 � как правило, информация о сигнале поступа-

ет в реальном времени;
 � сами базисные функции и их число, которое 

необходимо взять для аппроксимации, неиз-
вестны.
Задача состоит в том, чтобы разработать алго-

ритмы аппроксимации экспериментальных дан-
ных, с помощью которых можно было бы уточ-
нять параметры аппроксимации, а не перевычис-
лять их на каждом этапе в полном объеме. Это 
позволяет значительно быстрее решать сложные 
задачи информатики и прикладной математики.

В данной работе для аппроксимации экспе-
риментальных данных рассматривается общая 
итерационная схема. Предложенная схема — это 
динамическая система разностных уравнений, 
которая записана относительно искомых пара-
метров. Схема включает два этапа: внутренний 
и внешний. Внешний этап предусматривает из-
менение структуры базисных функций, их нара-
щивание по мере необходимости. Внутренний — 
уточняет параметры аппроксимации по мере по-
ступления экспериментальных данных. Сколько 
необходимо брать измерений для внутреннего 
этапа и как долго необходимо наращивать систе-
му базисных функций — это проблема, которую 
можно решить при рассмотрении конкретных 
задач. Особенно хотелось бы обратить внимание 
на то, что для анализа устойчивости аппрокси-
мации можно использовать методы практиче-
ской устойчивости динамических систем.

Постановка задачи

Предположим, что измеряется в некоторые 
моменты
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Задача состоит в том, чтобы аппроксимиро-
вать с заданной точностью ε поступающий в ре-
альном режиме времени сигнал с помощью си-
стемы базисных функций

 1 2( ), ( ),..., ( )nt t tϕ ϕ ϕ

в виде линейной комбинации
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При этом n может варьироваться от 1 до M. 
Важно асимптотическое изучение модели (M → ∞).

Параметры аппроксимации α1, α2, ..., αn будем 
определять, учитывая тот факт, что число базис-
ных функций и размер выборки данных явля-
ются неизвестными для достижения указанной 
точности. Для вычисления коэффициентов αi бу-
дем рассматривать систему уравнений

, ,
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При решении ряда важных прикладных задач необходимо проводить аппроксимацию экспериментальных данных. 
В работе рассматривается задача адаптивной аппроксимации данных. Предложена общая итерационная схема. Эта 
процедура имеет два цикла: внутренний и внешний. Внешний цикл предусматривает изменение структуры базисных 
функций, их наращивание при необходимости. Внутренний цикл уточняет параметры аппроксимации по мере поступле-
ния экспериментальных данных. Предложенная схема базируется на форме представления псевдообратного оператора.

Ключевые слова: адаптивная аппроксимация, динамическая система, оптимизация, псевдоинверсия, итерацион-
ная схема, вычислительный эксперимент, сходимость
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где mk может принимать значения от 1 до nk в 
зависимости от номера k, т.е. nk — заранее за-
данные ограничения на число измерений на k-й 
итерации оценки параметров.

В описанной модели при использовании всех 
базисных функций и измерений получим систе-
му высокой размерности, что значительно ус-
ложняет вычислительную процедуру. Поэтому 
для определения параметров модели α1, α2, ..., αn 
запишем динамическую разностную систему.

Перепишем систему (3) в векторно-матричной 
форме. Для этого введем обозначения
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измеряемых данных;
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n
m m m nm = α α αa  — вектор неиз-

вестных параметров размерности n (здесь и далее 
буквой т будем обозначать операцию транспони-
рования).

Тогда систему (3) можно записать в виде

 ( , ) ( )( ) .k k

k

n m mn
m =A ba  (4)

Решение системы (4) можно представить че-

рез псевдообратную матрицу ( , )kn m +A  размерно-
сти nЅmk:
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k
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m
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Далее алгоритм предусматривает разбиение на 
два этапа: внешний и внутренний с соответству-
ющими индексами циклов i и jk. На этих этапах 
циклов увеличиваем систему базисных функций 
или измерений в целях уточнения параметров 
аппроксимации. Работа алгоритма прекращается 
при выполнении одного из нескольких условий:
 � достигнута заданная точность ε;
 � невозможно добавлять базисные функции 

или наращивать экспериментальные данные.
Предположим, что условия задачи требуют 

добавления базисных функций на внешнем эта-
пе и измерений — на внутреннем.

Тогда, расширив систему благодаря еще одной 
точке экспериментальных данных , 1kk mx +  на вну-
треннем этапе, систему (3) можно записать в виде
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Переписав систему (5) в векторно-матричной 
форме, получим
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(mk + 1)-мерный вектор свободных членов;
( )

1k

n
m +a  — вектор искомых параметров размерно-

сти n на (mk + 1)-й итерации.
Решение системы (6) можно записать, исполь-

зуя псевдообратную матрицу ( , 1)( )kn m + +A :
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+ ++
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Поскольку матрицу ( , 1)( )kn m + +A  можно выразить 
через псевдообратную и проекционные матрицы на 
mk-й итерации, то для поиска вектора искомых па-
раметров запишем итерационную схему.

Для адаптивной коррекции вектора неизвест-
ных параметров при последовательном наращи-
вании измеряемых данных имеет место итераци-
онная схема

 ( , )( ) ( ) ( )
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n nn n n
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со следующими начальными условиями:
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Из представления псевдообратной матрицы [5] 
следует запись линейной разностной схемы (8).
Для этого необходимо представить матрицу 

( , 1)( )kn m + +A  через матрицу ( , )( )kn m +A  и проекци-

онные матрицы ( , ) ( , ) ( , )( ) ( ) ,k k kn m n m n m
n

+= −Z A E A A  
( , ) ( , ) ( , ) т( ) ( )k k kn m n m n m +=R A A A  на mk-й итерации.

Приведем формулы для вычисления матрицы 
( , )

k

n n
mL  и вектора ( )

k

n
my  [5—8].

Случай 1. Предположим, что для матрицы 
( , )kn mA  имеет место выражение

 ( , )( )т ( )
1 1( ) 0.k

k k

n mn n
m m+ + >a Z A a

Тогда матрица ( , )
k

n n
mL  и вектор ( )

k

n
my  размерно-

стей nЅn и n соответственно имеют вид (с учетом 
представления псевдообратной матрицы)



308 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 19, № 5, 2018

 
( , ) ( )

1( , ) ( ) т
1( , )( ) т ( )

1 1

( )
( ) ;

( ) ( )

k
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k kk

k k

n m n
mn n n

nm mn mn n
m m

+
+

+ +

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Z A a
L E a

a Z A a

 1

1

( , ) ( )
( )

, 1( , )( ) т ( )
1

( )
,

( ) ( )

k

k

kk k

k k

n m n
mn

k mm n mn n
m m

x+

+

+
+

=
Z A a

a Z A a
y

где En — единичная матрица размерности n.
Для этого случая проекционные матрицы 

( , 1)( )kn m +Z A  и ( , 1)( )kn m +R A  вычисляются итераци-
онно по следующим формулам [5]:

( )
( , )

( , 1)
т( )

1

( , ) ( , )( ) ( ) т
1 1( , )

( , )( ) т ( )
1 1

( )

( ) ( ) ( )
( ) ;

( ) ( )

k

k

k

k k

k kk

k

k k

n m

n m
n

m

n m n mn n
m mn m

n mn n
m m

+

+

+ +

+ +

⎛ ⎞
⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

= −

A
Z A Z

a

Z A a a Z A
Z A

a Z A a

 (9)
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( , 1)

( ) т
1

( , ) ( , )( ) ( ) т
1 1( , )

( , )( ) т ( )
1 1

( , ) ( , )( ) ( ) т
1 1

( , )( ) т ( )
1 1

( ,

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

(

k

k

k

k k

k kk

k

k k

k k

k k

k

k k

n m
n m

n
m

n m n mn n
m mn m

n mn n
m m

n m n mn n
m m

n mn n
m m

n m

+

+

+ +

+ +

+ +

+ +

⎛ ⎞
⎜ ⎟= =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − −

− +

+

A
R A R

a

Z A a a R A
R A

a Z A a

R A a a Z A

a Z A a

Z A ) ( , )( ) ( ) т
1 1

( , )( ) т ( ) 2
1 1

( , )( ) т ( )
1 1

) ( ) ( )

(( ) ( ) )

(1 ( ) ( ) ).

k k

k k

k

k k

k

k k

n mn n
m m

n mn n
m m

n mn n
m m

Ѕ

Ѕ

+ +

+ +

+ ++

a a Z A

a Z A a

a R A a

 (10)

Случай 2. Если для матрицы ( , )kn mA  выполня-
ется равенство

 ( , )( ) т ( )
1 1( ) ( ) 0,k

k k

n mn n
m m+ + =a Z A a

то матрица ( , )
k

n n
mL  и вектор ( )

k

n
my  вычисляются по 

формулам

 
( , ) ( ) ( ) т

1 1( , )
( , )( ) т ( )

1 1

( ) ( )
;

1 ( ) ( )

k

k k

k k
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m mn n

nm n mn n
m m
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+ +

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟+⎝ ⎠

R A a a
L E

a R A a
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1 1
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.
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k mm n mn n
m m
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+

+ +

=
+

R A a

a R A a
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Проекционные операторы в этом случае вы-
числяются следующим образом:

 
( , )

( , 1) ( , )
( ) т

1

( ) ( );
( )

k

k k

k

n m
n m n m

n
m

+

+

⎛ ⎞
⎜ ⎟= =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A
Z A Z Z A

a
 (11)
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1 1

( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) .

1 ( ) ( )

k

k

k

k k

k kk

k

k k

n m
n m

n
m

n m n mn n
m mn m

n mn n
m m

+

+

+ +

+ +

⎛ ⎞
⎜ ⎟= =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= −
+

A
R A R

a

R A a a R A
R A

a R A a

 (12)

По определению, проекционные матрицы 
Z(A) и R(A) для матрицы A определяются по фор-
мулам

 т( ) , ( ) ( ) .n
+ + += − =Z A E A A R A A A  (13)

Согласно выражениям (13), для итерационно-
го вычисления матриц (9), (10) и (11), (12), необ-
ходимо сначала вычислить Z(A(n, 1)) и R(A(n, 1)) по 
формулам

 

( ,1) т ( ,1)
( ,1) ( ) т

1 ( ,1) ( ,1) т 2

( ) ( ) т
1 1
( ) т ( ) 2
1 1

( )
( ) (( ) )

( ( ) )

( )
;

(( ) )

n n
n n

n n n

n n

n n n

= = − =

= −

A A
Z A Z a E

A A

a a
E

a a

( ,1) ( ) т ( ,1) ( ,1) т
1

( ,1) т ( ,1)
( ) т ( ) т т
1 1 ( ,1) ( ,1) т ( ,1) ( ,1) т

( ) ( ) т ( ) ( ) т
1 1 1 1

( ) т ( ) ( ) т ( ) ( ) т ( ) 2
1 1 1 1 1 1

( ) (( ) ) ( ) (( ) )

( )
(( ) ) (( ) )

( ) ( )

( ) ( )
.

( ) ( ) (( ) )

n n n n

n n
n n

n n n n

n n n n

n n n n n n

+ +

+ +

= = =

= = =

= =

R A R a A A

A A
a a

A A A A

a a a a

a a a a a a

Итерационную схему (8) можно исследовать 
на сходимость с помощью аналога второго ме-
тода Ляпунова для разностных уравнений. При 
этом будем считать, что a  — решение постав-
ленной задачи, т. е. ( )

k

n
m →a a  при mk → ∞. Тогда, 

сделав замену

 ( ) ( ) ,
k k

n n
m m= +ya a

систему (8) запишем в новых переменных:

 ( ) ( ) ( )
1 ( ), 1,2,...

k k k

n n n
km m m m+ = =y f y  (14)

Задача анализа сходимости итерационной 
процедуры (8) будет эквивалентна исследованию 
устойчивости разностной схемы (14). При этом 

( ) 0, 1,2,...,
k

n
km m= =y  называют невозмущенным 

решением.
Определение 1. Невозмущенное решение 

( ) 0, 1,2,...,
k

n
km m= =y  системы (14) называют устой-

чивым по Ляпунову, если для любого ε > 0 можно 
указать такое δ(ε) > 0, что на решениях системы 
(14) выполняется неравенство ( ) ,

k

n
m < εy  mk = 1,2,... 

при условии ( )
1
n < δy  (здесь и далее ( )

k

n
my  будем 

понимать евклидову норму вектора ( )
k

n
my ).
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Если, кроме определения 1, на решениях си-

стемы (14) выполняется условие ( )lim 0
k

k

n
mm →∞

=y  при 
( )
1 ,n < δy  то невозмущенное движение системы 

(14) называют асимптотически устойчивым по 
Ляпунову.

Справедливы следующие теоремы [8].
Теорема 1. Пусть в области

 ( ) ( ){ : }
k k

n n
m mρ = < ρY y y

для системы разностных уравнений (14) мож-
но указать положительно определенную по-
следовательность функций Ляпунова ( )( ),

k k

n
m mV y

mk = 1,2,..., а ее первая разница на решениях рас-
сматриваемой системы неположительна, т. е.

 

( ) ( )
1 1

( ) ( ) ( )
1

( ) ( )

( ( )) ( ) 0,

k k kk k

k kk k k

n n
m m mm m

n n n
m mm m m

V V V

V V

+ +

+

Δ = − =

= −

y y

f y y m

тогда невозмущенное решение является устой-
чивым по Ляпунову.

Теорема 2. Если при условиях предыдущей те-
оремы о последовательности функций Ляпуно-

ва ( )( ), 1,2,...,
k k

n
m kmV m =y   первая разница ,

kmVΔ
mk = 1,2,..., на решениях системы (17) является 
отрицательно определенной, то невозмущенное 
решение системы (17) является асимптотически 
устойчивым.

Необходимо отметить, что последователь-
ность функций Ляпунова можно выбирать в виде

 ( , )(1) ( )т ( ), 1,2,...,k

k k k

n mn n
km m mV m= =y B y

где ( , )kn mB  — некоторые положительно опреде-
ленные матрицы.

Если a  — решение системы (3) для любого 
mk, то система разностных уравнений для воз-
мущенного движения, т. е. относительно векто-
ров ( )

k

n
my , имеет вид

 ( , )( ) ( )
1 , 1,2,...k

k k

n mn n
km m m+ = =y L y . (15)

Таким образом, исследование сходимости 
итерационной процедуры (8) при возмущенных 
исходных данных эквивалентно анализу устой-
чивости линейной разностной системы (15). Со-
гласно принципу сжатых отображений Банаха 
разностная система (15) будет асимптотически 
устойчивой, если

 ( , ) ( ) ( ) , 1,2,...n m n n n< =L y y .

Рассмотрим процедуру внешнего цикла алго-
ритма, когда к системе базисных функций 

1 2( ), ( ),..., ( )nt t tϕ ϕ ϕ  добавляем еще одну функ-
цию ϕn + 1(t). При этом в системе (3) изменяется 
число неизвестных параметров:

 

1

, ,
1

( ) ,

1, , 1, , .

k k

n

i i k j k j
i

k k k k

t x

k N j m m n

+

=
α ϕ =

= =

∑

m

 (16)

Запишем систему (16) в векторно-матричной 
форме:

 ( 1, ) ( )( 1) ,k k

k

n m mn
m

+ + =A ba  (17)

где ( 1, ) ( , ) ( 1)( , )k k

k

n m n m n
m

+ +=A A a  — матрица размер-

ности mkЅ(n + 1); ( 1) т
1 ,1 1 ,2( ) ( ( ), ( ),

k

n
n k n km t t+

+ += ϕ ϕa  

1 ,..., ( ))
kn k mt+ϕ  — известный вектор размерности 

mk; 
( 1) т ( )т

, 1( ) ( , )
kk k

n n
m nm m

+
+= αa a  — (n + 1) — мерный 

вектор искомых переменных на (n + 1)-й итера-
ции оценивания.

Решение системы (17) можно записать через 

псевдообратную матрицу ( 1, )( )kn m+ +A :

 ( 1, ) ( )( 1) ( ) .k k

k

n m mn
m

++ += A ba

Так как в этом случае псевдообратная матрица 
( 1, )( )kn m+ +A  выражается через псевдообратную и 

проекционную матрицы на n-й итерации, то для 
поиска вектора неизвестных параметров можно 
записать разностную схему.

Для коррекции вектора неизвестных параме-
тров при последовательном расширении системы 
базисных функций и постоянных измерениях 
сигнала справедлива следующая итерационная 
схема:

 ( , )( 1) ( ) ( ), 1,2,...k

k k k

n mn n n
m m m n+ = + =Q ua a  (18)

со следующими начальными условиями для ска-

лярной величины (1)
kma :

 
(1, ) т

( )(1)
(1, ) (1, )т

( )
.

( )

k
k

k k k

m
m

m m m=
A

b
A A

a

Если выполняется условие

 ( , )( 1) т ( 1)( ) ( ) 0,k

k k

n mn n
m m

+ + >a Z A a

тогда матрица ( , )kn mQ  и вектор ( )
k

n
mu  имеют вид

 ( , ) ;
0

k nn m ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠

E
Q  (19)
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Для этого случая проекционные матрицы 
( 1, )( )kn m+Z A  и ( 1, )( )kn m+R A  вычисляются итераци-

онно по следующим формулам:
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В случае, когда для матрицы ( , )kn mA  и вектора 
( 1)

k

n
m

+a  выполняется условие

 ( , )( 1) т т ( 1)( ) (( ) ) 0,k

k k

n mn n
m m

+ + =a Z A a

матрица  ( , )kn mQ  определяется по формуле (19),
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проекционные матрицы ( 1, )( )kn m+Z A  и ( 1, )( )kn m+R A  
вычисляются следующим образом:

 ( 1, ) ( , ) ( , )( 1) т( ) ( ) (( ) );k k k

k

n m n m n mn
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+ += =Z A Z A a Z A
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Заключение

Для дискретных последовательностей сигна-
лов описана процедура субоптимальной аппрок-
симации временных рядов. Исследована сходи-
мость процедур аппроксимации с помощью вто-
рого метода Ляпунова.
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A lot of works devoted to the problems of approximation both continuous and discrete signals. But, in spite of this, important 
practical problems arise, especially in the field of Informatics and applied mathematics, which require development and 
testing of new approaches of experimental data approximation. First of all it is connected with the fact that data processing 
is conducted in the majority in real time. Besides, strict conditions are laid down on the developed algorithms: they must 
be constructive in programming for optimal performance and real-time problem solving. Approaches to the approximation 
of the continuous processes are proposed, but on their basis it is easy to derive discrete counterparts. As a rule, in applied 
tasks signals into discrete moments are measured. Thats why differencing schemes can prove to be more effective for use. 
When using the proposed algorithms the questions of analysis of convergence of the following iterative procedures arise. It 
can be done on the basis of Lyapunov methods and special criteria of stability. Adaptive signals approximation models in 
structural-parametric classes of functions are considered. Approximation is made by using an iterative procedure in the 
form of an ordinary differential equations system. In order to confirm the effectiveness of the proposed approach, software 
for simulated examples and real problems testing was developed.

Conditions for the convergence of the iterative scheme for approximating signals, which are based on Lyapunov stability 
theory, are given. Suggested methods can be effectively applied for the detection of chemical and biological analysis of the 
spectral data. To demonstrate the effectiveness model examples for the approximation of the continuous signals are given.

Keywords: adaptive approximation, dynamical system, optimization, pseudoinversion, iterative scheme, convergence
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Разработка компьютерной динамической модели
и исследование прямолинейного движения транспортной системы 

малогабаритного мобильного робота

массой от 7 до 15 кг [1, 2, 5], предназначенных для 
решения разведывательных и ряда других задач в 
городских условиях. Особенности и назначение 
ММР описаны в работах [5—9].

К преимуществам подобных роботов относятся:
 � компактные размеры и небольшая масса;
 � возможность оперативной доставки и развер-

тывания;
 � малозаметность и высокая подвижность.

Главная задача при создании таких роботов 
заключается в обеспечении их функционирова-
ния в недетерминированной среде на урбани-
зированной территории [8, 9], характеризуемой 
препятствиями, соизмеримыми или превосходя-
щими собственные размеры робота.

Актуальными задачами при этом являются: 
во-первых, обоснованное структурное построе-
ние транспортной системы ММР, позволяющей 
роботу двигаться через такие препятствия; во-
вторых, проведение достоверных расчетов кине-
матических силовых и энергетических характери-
стик элементов транспортной системы робота в 
целях подтверждения либо уточнения параметров 
приводов, механических передач, ходовой части. 
Решение первой задачи требует разработки соот-
ветствующей методики синтеза рационального 
схемно-конструктивного решения реализации 
шасси ММР исходя из заданных ограничений 

РОБОТОТЕХНИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ

Исследуются особенности мобильных мини-роботов (ММР) — малогабаритных роботов носимого типа, харак-
терные размеры которых измеряются несколькими десятками сантиметров, а масса не превышает 15 кг. Исследу-
ются и обосновываются особенности транспортных систем ММР с точки зрения подходов к методам их проекти-
рования и математического описания. Приводятся результаты структурного синтеза транспортной системы ММР 
с реконфигурируемым шасси. Выполняется построение компьютерной модели транспортной системы в двух конфи-
гурациях: гусеничной и колесной. Приводятся результаты экспериментальных исследований и сравнения полученных 
экспериментальных и расчетных данных.

Выявленные особенности транспортных систем ММР и методов построения компьютерных моделей с учетом 
этих особенностей позволили повысить точность и адекватность моделирования движения ММР по сравнению с 
известными подходами, применяемыми при расчетах более крупных аналогов.

Ключевые слова: мобильный робот, мобильный мини-робот, транспортная система, реконфигурация, шасси, ком-
пьютерная модель, моделирование, экспериментальные исследования

Введение

Мобильная робототехника — одно из наибо-
лее активно развивающихся направлений экс-
тремальной робототехники. Мобильные роботы 
(МР) предназначены для доставки в рабочую зону 
специального (технологического, манипуляцион-
ного) оборудования в целях выполнения функ-
циональных задач на удалении от центра управ-
ления. Общая классификация МР приводится в 
работах [1, 2]. Любой МР может быть представ-
лен в виде совокупности трех основных частей:
системы управления и двух исполнительных под-
систем — транспортной и специальной [3, 4].

Технические решения, принятые при создании 
транспортной системы, во многом влияют как на 
конечный облик всего МР, так и на его функцио-
нальные возможности, способность к адаптации к 
условиям движения, энергозатраты на движение и 
пр. Обоснованность этих решений играет ключе-
вую роль при создании МР. Особенно это актуаль-
но для роботов мини- и микроразмерностей [1, 2], 
к транспортным системам которых предъявляются 
более высокие требования по проходимости ввиду 
их малых собственных размеров [5, 6]. Актуальной 
задачей в настоящее время [8—10] является разра-
ботка универсальной платформы для мобильных 
мини-роботов (ММР) — роботов носимого класса 
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(требований). Решение второй задачи требует по-
строения математических и компьютерных мо-
делей, которые бы обеспечили достаточную для 
целей проектирования точность расчетов.

Исследование вопросов теории и практики 
создания колесных и гусеничных машин, а так-
же МР различного назначения показывает, что 
существующие методы расчета и подходы, ис-
пользуемые при их создании, не могут быть про-
сто формально перенесены на малогабаритные 
транспортные системы мини-роботов [11], кото-
рые обладают рядом особенностей, отличающих 
их от более крупных аналогов. Среди таких осо-
бенностей: небольшие размеры всех элементов 
приводной и ходовой частей, обусловливающие 
различия в характере взаимодействия с опорной 
поверхностью; особенности, связанные с необ-
ходимостью передвижения в среде с макропре-
пятствиями; необходимость более точного учета 
внутренних потерь в элементах транспортной 
системы, которые начинают играть существен-
ную роль на фоне полезных сил.

В настоящей статье, являющейся продолжени-
ем работ [12—14], предлагается подход к разработке 
математической и компьютерной моделей транс-
портной системы ММР с учетом выявленных осо-
бенностей описания малогабаритных транспорт-
ных систем в целях повышения адекватности мо-
делей при проведении проектных работ.

Схемотехнические решения
транспортной системы

Анализ условий функционирования и требо-
ваний по назначению ММР [5, 6, 8, 9] позволяет 
сформулировать следующий комплекс основных 
требований:
 � обеспечение минимально возможных габа-

ритных размеров и массы (требование транс-
портировки (носимости) ММР одним челове-
ком в руках или специальной укладке);

 � функционирование в городской среде внутри 
и снаружи зданий;

 � продолжение функционирования (движения) 
после опрокидывания;

 � обеспечение максимальных возможностей по 
увеличению высоты визирования бортовых 
телекамер;

 � преодоление пороговых препятствий высотой 
250...300 мм;

 � преодоление канав (горизонтальных щелей) 
шириной до 300 мм;

 � движение по лестничным маршам;
 � обеспечение возможности установки на робот 

дополнительного оборудования — модулей 
различного функционального назначения (мо-
дуля ориентации обзорной телекамеры, мини-
манипулятора, модуля автономной навигации, 
различных полезных нагрузок и т. п.).

Представленные требования являются исход-
ными данными для проектирования транспорт-
ной системы ММР и задают ряд ограничений, 
которые необходимо учитывать.

Первоочередная задача состоит в принципи-
альном определении структурно-кинематиче-
ской схемы (СКС) шасси, которая удовлетворяла 
бы заданным ограничениям, и нахождении всех 
ее геометрических параметров [15]. Такая СКС 
должна обладать высокими адаптационными 
способностями к поверхности движения с пре-
пятствиями и соответствовать предъявляемым 
функциональным требованиям.

Существует огромное множество вариантов 
схемной реализации шасси МР [16—18], в целях 
анализа которых в работах [12, 13] было проведе-
но исследование принципов построения, тенден-
ций развития шасси МР, а также их системати-
зация с точки зрения способностей к адаптации 
к изменяющимся условиям передвижения. Было 
показано, что наибольшими адаптационными 
способностями обладают системы, способные к 
геометрической и структурной реконфигурации. 
Именно такие системы наиболее оправданы для 
рассматриваемого класса МР.

Для осуществления обоснованного выбора 
схемного решения шасси была разработана ме-
тодика синтеза СКС, описанная в работе [14], 
которая заключается в сравнении возможных ва-
риантов СКС по ряду критериев, составленных 
исходя из заданных ограничений. Эти критерии 
учитывают: требования минимизации массы и 
размеров ММР, функциональные требования 
по удобству внутренней компоновки, установ-
ки навесного оборудования, а также сохранения 
функционирования ММР после опрокидыва-
ния, требования по преодолению обозначенных 
типовых препятствий с одновременным обеспе-
чением минимально возможных размеров.

По результатам проведенного в работе [14] 
анализа для транспортной системы ММР была 
выбрана шестигусеничная схема с формулой 
6Г2А1, обладающая высокими характеристика-
ми по геометрической реконфигурации, которые 
оцениваются коэффициентами возможного из-
менения длины шасси KL и высоты шасси KH, 
а также общим коэффициентом трансформации

 Kтр = (Lр/Lт)(Hр/Hт) = KLKH, (1)

где Lp — габаритная длина шасси в разложенном 
(рабочем) положении; Lт — габаритная длина 
шасси в сложенном (транспортном) положении; 
Нр — габаритная высота шасси в разложенном 
положении; Нт — габаритная высота шасси в сло-
женном положении.

1 Буквенно-цифровые обозначения схем шасси приводятся 
в соответствии с работами [12,  13].
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Данная схема по сравнению с другими вари-
антами показала наиболее высокие значения по 
разработанным критериям. В частности, срав-
нение возможностей по преодолению типовых 
препятствий оценивалось в относительном из-
мерении с помощью коэффициента порогового 
препятствия

 Kпп = Hп/Hт, (2)

где Нп — высота преодолеваемого порогового 
препятствия,

и коэффициента препятствия типа "канава"

 Kпк = Bк/Lт, (3)

где Вк — ширина преодолеваемой канавы.
Значения указанных коэффициентов для схе-

мы 6Г2А приведены в табл. 1.

Таблица 1

KLmax KHmax Kтр Kпп Kпк

1,8 6,2 3,9 3,0 1,0

Высокие значения этих коэффициентов ука-
зывают на возможность минимизации габарит-
ных размеров транспортной системы и ММР в 
целом при сохранении требуемых функциональ-
ных свойств и показателей проходимости.

Дополнительно проведенный анализ позво-
лил сделать вывод о возможности конструктив-
ного исполнения схемы 6Г2А в реконфигурируе-
мом варианте, когда она может быть легко пере-
строена в колесную схему 4К2Г.

Таким образом, структурно-кинематическая 
схема шасси исследуемой транспортной системы, 
показанная на рис. 1, включает две конфигура-
ции: гусеничную 6Г2А и колесную 4К2Г.

Структурное построение
транспортной системы

Транспортная система любого 
МР представляет собой совокуп-
ность элементов, непосредственно 
участвующих    в процессе последо-
вательного преобразования энергии 
бортового источника питания в ме-
ханическую энергию движения [19]. 
Этот процесс может быть разбит на 
три стадии: распределение, преоб-
разование и потребление энергии. 
В качестве потребителя выступает 
ходовая часть, которая рассматрива-
ется во взаимодействии с опорным 
основанием.

Отличительной особенностью 
рассматриваемой транспортной си-
стемы ММР является разветвление 
ее электромеханической системы 

на две относительно независимые параллельные 
ветви (части): подсистему i-х тяговых приводов 
(ТП) и подсистему j-х приводов механизмов из-
менения геометрии   (МИГ   ).

Для рассматриваемого примера транспортной 
системы

 i = {1; 2}, j = {1; 2}. (4)

Структурная схема транспортной системы по-
казана на рис. 2.

Подсистема управления исполнительными 
приводами транспортной системы условно отде-
лена от нее, так как транспортная система рассма-
тривается как чисто электромеханическая состав-
ляющая ММР, когда управляющие воздействия 
на нее (уровни питающих напряжений на двига-
телях) считаются известными и рассматриваются 
в качестве исходных данных анализа [19]. В этом 
случае двигатели приводов считаются подсоеди-

Рис. 2. Структурная схема транспортной системы ММР:
ИП — источник питания; РУ — распределительное устрой-
ство; Дв — двигатель; Ред — редукторы (механические пере-
дачи); ХЧ — ходовая часть; I — приводная подсистема; II — 
исполнительная подсистема

Рис. 1. Структурно-кинематическая с хема шасси ММР

Рис. 3. Структурно-кинематическая схема транспортной системы ММР:
1 — электродвигатель ТП; 2 — планетарный редуктор ТП; 3 — зубчатая ремен-
ная передача ТП; 4 — колесо переднее; 5 — колесо заднее; 6 — основная гусе-
ница; 7 — бортовая ременная передача; 8 — электродвигатель привода МИГ;
9 — планетарный редуктор МИГ; 10 — червячный редуктор МИГ; 11 — вал 
МИГ; 12 — рычаг МИГ; 13 — дополнительная гусеница; 14 — бортовой источ-
ник питания
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ненными непосредственно к источ-
нику питания через простейшее 
коммутирующее устройство, обе-
спечивающее подключение нужно-
го двигателя к источнику в нужный 
момент времени.

Каждый из приводов представ-
лен электродвигателем и совокуп-
ностью механических передач, со-
став которых определяется в том 
числе из конструктивно-компо-
новочных решений всего ММР. 
Учитывая небольшие размеры ми-
ни-робота, важно отметить, что, 
компоновка всех его частей в целом 
способна существенно повлиять на 
состав компонентов транспортной 
системы [20] и должна проводиться 
уже на первых этапах формирова-
ния ее технического облика в целях 
проверки принципиальной реали-
зуемости разработанных схемных 
решений с учетом определенных 
геометрических параметров.

На рис. 3 представлен один из возможных вари-
антов структурно-кинематической схемы транс-
портной системы, а на рис. 4 — соответствующая 
этому варианту компоновочная схема ММР.

Особенности построения компьютерной модели 
транспортной системы

Компьютерная модель транспортной системы 
строится на основе структуры, показанной на 
рис. 2, и включает блоки, описывающие функ-
ционирование каждого из входящих в нее эле-
ментов (звеньев). Особенностью разработанной 
модели является ее деление на две взаимодей-
ствующие друг с другом части, условно обозна-
ченные на рис. 2 как приводная (I) и исполни-
тельная (II) подсистемы.

Структура построения компьютерной модели 
с учетом этой особенности показана на рис. 5.

Первая из указанных частей имеет вид "ис-
точник питания — двигатели — редукторы" и 
характеризуется единственной степенью под-
вижности для каждого из i-х или j-х приводов. 
Вторая часть имеет вид "ходовая часть — поверх-
ность" и, по сути, в терминах теории автомати-
ческого управления представляет собой объект 
управления [21], характеризуемый сложным вза-
имодействием с внешней средой (поверхностью 
движения). Взаимодействие между двумя частя-
ми модели осуществляется через внешнюю DLL-
библиотеку. Задание внешних условий нагруже-
ния (тип и геометрия поверхности), а также всех 
параметров модели и управляющих воздействий 
осуществляется через модель исполнительной 

части, которая строится в программном ком-
плексе имитационного моделирования динами-
ки сложных механических систем.

Преимущества представленного метода по-
строения компьютерной модели заключаются в 
наглядности получаемых результатов и возмож-
ности анализа любой из кинематических или 
динамических характеристик элементов моде-
ли, возможности моделирования общих случаев 
движения, автоматическом учете изменяющейся 
в ходе движения геометрической конфигурации 
транспортной системы и соответствующих инер-
ционных характеристик, возможности оператив-
ного задания геометрии опорной поверхности.

При построении модели приняты следующие 
допущения: параметры однотипных приводов 
в пределах каждой электромеханической под-
системы имеют одинаковые значения; рассм   а-
тривается взаимодействие только с твердыми 
недеформируемыми основаниями; параметры и 
характеристики, описывающие работу и взаимо-
действие с опорной поверхностью обоих бортов 
ходовой части, также одинаковы.

На рис. 6 представлена общая блок-схема при-
водной части компьютерной модели транспорт-
ной системы ММР.

Поскольку в рамках настоящей статьи рас-
сматривается только исследование прямолиней-
ного движения ММР с фиксированной геоме-
трической конфигурацией, т. е. приводы МИГ не 
задействованы, на рис. 6 приводится только та 
часть модели, которая относится к ТП. Модель 
приводной части подсистемы МИГ имеет вид, 
аналогичный ТП. На рис. 6 показаны только 
входные воздействия на приводы МИГ, обозна-
ченные Ue3 и Ue4.

Рис. 5. Структура компьютерной модели транспортной системы ММР

Рис. 4. Трехмерная компоновочная схема транспортной системы и ММР в целом 
(обозначения см. рис. 3)
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Рассмотрим подробнее блоки, входящие в пред-
ставленную на рис. 6 модель транспортной системы.

1. Блок "Voltage" устанавливает задающее воз-
действие в виде фиксированного значения напря-
жения пи   тания на приводах (Ue1 для ТП, Ue3 и 
Ue4 для приводов МИГ). Применение в рамках 
настоящей работы вместо модели бортовой акку-
муляторной батареи (АКБ) простейшего блока, за-
дающего фиксированное напряжение, обусловлено 
спецификой предлагаемого в работе исследования, 
целью которого в том числе был анализ характера 
влияния на рассчитываемые характеристики ско-
ростных режимов работы транспортной системы.

2. Блок "Power Distribution" имитирует работу 
простейшего распределительного устройства, 
подключающего к питанию тот или иной привод 
в заданный момент времени.

3. Блоки "Motor1" и "Motor2", схема которых пока-
зана на рис. 7, представляют собой модели электро-
двигателей ТП. Их построение выполнено на осно-
ве известных математических моделей, описываю-
щих динамику двигателей постоянного тока [21, 22].

Однако особенностью моделей в сравнении с 
известными подходами является добавление мо-
мента Mд f сил внутреннего сопротивления двига-

теля в форме, включающей зависимость от скоро-
сти вращения вала двигателя и имеющей вид

 д д 0 д д дsign ,f f fM M K= ϕ + ϕ� �  (5)

где Mд f — момент сухого трения; дϕ�  — угловая 
скорость вала двигателя; Kfд — коэффициент 
вязкого трения [мН•м•с]. Вид этой зависимости 
подтвержден экспериментальной верификацией 
представленной на рис. 7 модели электродвига-
теля и соответствует описанию модели вязкого 
трения в миниатюрных двигателях постоянного 
тока [22]. В представленной модели отсутствует 
учет инерции вращающихся масс, разгоняемых 
электродвигателями, так как учет приведенных 
моментов инерции выполнен в модели исполни-
тельной части транспортной системы ММР.

4. Блоки "Gear1" и "Gear2", структура кото рых 
показана на рис. 8, моделируют редукторную 
часть ТП.

Отличительная особенность моделей состо-
ит в учете непостоянства момента внутренних 
потерь, КПД редуктора и зависимости момента 
собственного трения в редукторе от скоростных 
факторов.

Рис. 6. Компьютерная модель приводной части транспортной системы ММР
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При расчетах и моделировании транспортных 
машин и МР потери в механических передачах 
традиционно учитываются как постоянные ве-
личины, рассчитанные для некоторых номиналь-
ных значений внешней нагрузки [19, 21, 23, 24]. 
Это является допустимым при рассмотрении ре-
жимов работы передач на нагрузках, равных или 
превосходящих номинальные. Однако строго го-
воря при движении МР нагрузки на входящие 
в состав их транспортных систем механические 
передачи меняются в гораздо более широких 
пределах, что требует более точного учета харак-
теристик механических потерь в редукторах на 
режимах частичных нагрузок.

Известно, что внутренние потери редуктора 
складываются из потерь холостого хода и потерь, 
пропорциональных внешней нагрузке, и могут 
быть описаны в виде [25]

д тр.хх
р рм

д

M M

M

−
η = η  или тр.хх

р рм
д

1 ,
M

M

⎛ ⎞
η = − η⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (6)

где ηp — КПД редуктора; Мд — момент на вход-
ном валу редуктора (выходном валу двигателя); 
Мтр.хх — момент потерь холостого хода редукто-
ра, приведенный к входному валу; ηрм — КПД, 
учитывающий потери, пропорциональные внеш-
ней нагрузке.

Характеристики КПД редукторов в зависимо-
сти от выходного момента Мред, построенные по 

формуле (6), имеют вид, показанный на рис. 9. 
Форма этих зависимостей широко известна из 
теории деталей машин [19], а их количественное 
описание хорошо согласуется с результатами экс-
периментальных исследований, проведенных на 
редукторах и передачах, используемых в составе 
рассматриваемой транспортной системы.

Экспериментальные исследования элементов 
малогабаритных транспортных систем ММР по-
казали, что существенное влияние на суммарное 
значение внутренних потерь оказывает состав-
ляющая потерь в редукторах Мтр.хх — момент по-
терь холостого хода редуктора, который описы-
вается зависимостью

 тр.хх р 0 д р дsign ,f fM M K= ϕ + ϕ� �  (7)

где Мрf0 — момент сухого трения, измеренный 
на входном валу; дϕ�  — угловая скорость входно-
го вала редуктора; Kfp — коэффициент вязкого 
трения.

Суммарный момент внутреннего сопротив-
ления в редукторе, приведенный к выходному 
валу, определяется как

 Mfред.в  ых = Mдiред(1 – ηр), (8)

где iред — передаточное отношение редуктора.
Тогда из уравнения (8) с учетом (6) получаем

 Mfред.вых = Mдiред(1 – ηрм) + Mтр.ххiредηрм. (9)

Рис. 8. Компьютерная модель редукторной части тягового привода (блоки "Gear1" и "Gear2")

Рис. 7. Компьютерная модель электродвигателей (блоки "Motor")
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Формула (9) представляет потери в редукторе 
как сумму потерь, пропорциональных моменту 
нагрузки (первое слагаемое), и потерь холостого 
хода (второе слагаемое).

КПД редуктора 

 ηр = Mред/Mдiред. (10)

5. Блок "Mechanical Sys." представляет собой 
подсистему входных-выходных параметров, ис-
пользуемых для взаимодействия с моделью ис-
полнительной части транспортной системы.
В качестве таких параметров каждого i-го приво-
да в порядке их следования на рис. 6 выступают: 
Mi — выходной момент i-го привода; Idi — ток 
электродвигателя; kpd_ri — КПД редукторной 
части привода; Mf_ri — момент внутренних по-
терь в редукторной части; Mdi — механический 
момент на в  алу электродвигателя; Id_sum — сум-
марный ток электродвигателей ТП; Wi — обрат-
ная связь по угловой скорости исполнительного 
узла i-го привода.

Значения экспериментально определенных 
параметров модели, входящих в уравнения (5), 
(7) и (9), приведены в табл. 2.

Таблица 2
Результаты экспериментальной идентификации

параметров приводной части модели

Параметр Mд f0 Kfд Mpf0 Kfp ηрм

Единицы 
измерения

мН•м Ѕ10–3 
мН•м•с

мН•м Ѕ10–3 
мН•м•с

—

Значение 2,7 0,55 0,3 1,4 0,75

На рис. 10 представлен внешний вид имита-
ционной компьютерной модели исполнитель-
ной части транспортной системы ММР. Модель 
включает в себя следующие компоненты: корпус; 
две зубчатые ременные передачи с грунтозаце-
пами, имитирующие основные гусеницы ММР; 
четыре рычага; четыре зубчатые ременные пере-
дачи с грунтозацепами, имитирующие дополни-
тельные гусеницы ММР в конфигурации 6Г2А, и 
четыре колеса, играющие роль опорных элемен-
тов в конфигурации 4К2Г.

Геометрические размеры и соотношения меж-
ду компонентами модели соответствуют параме-
трам, определенным в работе [14] в результате 
параметрического синтеза СКС шасси на основе 

Рис. 10. Компьютерная модель тра нспортной системы ММР:
а — в гусеничной конфигурации 6Г2А; б — в колесной конфигурации 4К2Г

Рис. 9. Зависимости КПД редукторов от момента нагрузки:
а — двухступенчатого планетарного редуктора Maxon GP32C (i = 23); б — червячной передачи (модуль m = 1, i = 30); сплошные 
линии — расчет по формуле (6), метки в виде квадратов — экспериментальные данные
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оптимизации по критерию минимизации разме-
ров шасси при сохранении заданных параметров 
геометрической проходимости.

Основные геометрические параметры модели 
приведены в табл. 3.

Массоинерционные параметры составных ча-
стей модели заданы по результатам конструктор-
ской проработки в среде CAD-моделирования. 
Определение суммарного момента инерции вра-

щающихся масс, приведенного к оси ведущего 
колеса (шкива), выполняется по формуле [26]

 2
пр д ред рм к,J J i J′ = η +  (11)

где Jд — момент инерции деталей, вращающих-
ся с одной скоростью с валом двигателя; Jк — 
момент инерции деталей, вращающихся с одной 
скоростью с колесом (шкивом).

В табл. 4 приведены расчетные значения мас-
соинерционных параметров модели в виде масс 
m отдельных компонентов и моментов инерции 
относительно оси вращения (ось z на рис. 10, а).

Исследование прямолинейного движения 
транспортной системы ММР

В данной работе рассматриваются результаты 
моделирования частного случая движения транс-
портной системы ММР, а именно движение по по-
верхностям с различными углами наклона. Такой 
режим является классическим расчетным случаем 
при проектировании транспортной техники, по-
зволяющим исследовать тягово-сцепные свойства 
системы при движении в различных условиях [23].

Целью моделирования является исследова-
ние процесса разгона и равномерного движения 
транспортной системы на различных режимах на-
гружения, определение значений действующих на 
ее элементы нагрузок, затрат энергии на движе-
ние, а также характера влияния на эти величины 
текущего значения угла наклона поверхности и 
веса робота с учетом полезного груза, т. е. оценка 
нагрузочной способности транспортной системы.

Режим нагружения (условия испытаний) 
складывается из задания угла наклона поверх-
ности, массы дополнительного груза (т. е. сум-
марной массы робота с учетом груза), скоростно-
го режима (напряжения питания на приводах), 
типа поверхности движения.

В качестве поверхности в настоящей работе 
использовалась тестовая модельная поверхность 
с относительно низкими сцепными свойствами 
(коэффициент сцепления около 0,32...0,35), что 
позволяло исследовать в том числе режимы дви-
жения с буксованием (проскальзыванием) дви-
жите  лей транспортной системы.

Универсальной характеристикой энергетиче-
ских затрат приводов является суммарный по-
требляемый ток электродвигателей IΣ. На рис. 11 
показаны характерные гра   фики суммарного тока 
для двух конфигураций транспортной систе-
мы — шестигусеничной 6Г2А и колесной 4К2Г. 
Данные графики получены для случая движе-
ния транспортной системы по горизонтальной 
поверхности при напряжении питания электро-
двигателей 33 В. Графики, полученные в ходе 
моделирования при других расчетных случаях 

Таблица 4

Массоинерционные параметры модели

Параметр m, г
Jz,

кг•мм2

Приме-
нимость

6Г2А 4К2Г

Шкив основной 
гусеницы

82 75 + +

Шкив дополнитель-
ной гусеницы

104 140 + +

Дополнительные 
вращающиеся 
детали, связанные 
с ведущим колесом 
(шкивом)

0,0* 5,76•103 + +

Колесо 86 152 – + 
Рычаг 470 1470 + –
Гусеница основная 40 1,59 + +
Гусеница дополни-
тельная

25 1,00 + –

Корпус 10,3•103 1,19•105 + + 
Робот в конфигура-
ции 6Г2А

13,1•103 2,51•105  +  + 

Робот в конфигура-
ции 4К2Г

11,5•103 1,45•105  +  + 

* Массы компонентов учтены в массе корпуса.

Таблица 3

Геометрические параметры модели

Параметр
Обоз на-
че ние

Ед. 
изм.

Зна-
че ние

Габаритная длина
в транспортном положении

Lт мм 390

Габаритная высота
в транспортном положении

Нт мм 87,4

Ширина шасси по движителю Вт мм 278
База Lб мм 300
Длина рычагов lp мм 205
Максимальная длина опорной 
поверхности движителя

Lбmax мм 705

Условный диаметр по гусенич-
ному обводу:  
— основных и дополнительных 
шкивов

D мм 87,4

— направляющих роликов d мм 27,0
Диаметр колеса Dк мм 100
Высота корпуса Hb мм 76
Ширина корпуса Bb мм 208
Дорожный просвет в конфигу-
рации:  
— 6Г2А hg мм 10,7
— 4К2Г 17
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(другие напряжения, различные углы наклона 
поверхности, наличие полезного груза), имеют 
схожий вид.

На графиках хорошо различимы три зоны, 
характеризующие следующие этапы движения: 
I — трогание; II — разгон с буксованием; III — 
равномерное движение. О наличии буксования 
говорит повышенное потребление в зоне II, т. е. 
наличие дополнительных потерь энергии, а так-
же сравнение графиков реальной (действитель-
ной) скорости движения робота Vx и теоретиче-
ской скорости Vxteor, определяемой по скоростям 
вращения колес в соответствии с формулой
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где кiϕ�  — угловая скорость колеса i-го ТП; rк — 
радиус качения; n — число ТП.

Сравнение графиков Vx и Vxteor, полученных 
для тех же расчетных случаев, что и графики на 
рис. 11, представлено на рис. 12.

Графики IΣ, Vx и Vxteor на этапах равномерного 
движения характеризуются значительными коле-
баниями, особенно сильно выраженными для гу-
сеничной конфигурации 6Г2А (для конфигурации 
4К2Г в масштабе рис. 11 и рис. 12 эти колебания не 
заметны, так как имеют на порядок меньшую ам-
плитуду). Графики суммарного энергопотребления 
по рис. 11 укрупненно показаны на рис. 13.

Анализ результатов моделирования для схемы 
6Г2А показывает, что эти колебания вызваны не-
равномерностью движения гусениц, а их период 
точно согласуется с шагом S расположения грун-
тозацепов и определяется формулой
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Рис. 12. Характерные графики теорети ческой и действительной скоростей движения ММР:
1 — Vx; 2 — Vxteor; t ′ — время разгона

Рис. 13. Графики суммарного тока в приводах при равномерном движении транспортной системы

Рис. 11. Характерные графики суммарного тока в приводах
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Для схемы 4К2Г формула (13) также справед-
лива, если под S в ней понимать шаг расположе-
ния рабочих зубьев ремня.

Причина более значительных колебаний для 
конфигурации 6Г2А заключается в характере вза-
имодействия движителя с поверхностью. Карти-
на этого взаимодействия различна для гусенич-
ной и колесной схем. Для схемы 4К2Г взаимо-
действие движителей с поверхностью происходит 
через четыре опорные точки, а основные гусени-
цы играют роль лишь передаточных механизмов, 
не нагруженных нормальными реакциями. Для 
схемы 6Г2А каждая гусеница взаимодействует с 
поверхностью через грунтозацепы, передавая да-
лее эти нагрузки на передний и задни й шкивы 
и нижние направляющие. При этом, как пока-
зывает совместный анализ видеозаписей (анима-
ций) движения и графиков, полученных в ходе 
моделирования, пики колебаний тока приходят-
ся на моменты ударов грунтозацепов, входящих 
в данный момент в зацепление с поверхностью.
С этим же связаны и колебания скоростей колес 
и линейной скорости робота. Однако в результа-
те оценки установлено, что амплитуда этих коле-
баний не превышает 2 %.

Результаты оценки энергетических затрат на 
движение ММР по поверхностям с различными 
углами наклона α показаны на рис. 14 в виде диа-
грамм, иллюстрирующих характер распределения 
мощностей по составным звеньям транспортной 
системы. Для сравнения приведены результаты 
расчетов для двух крайних случаев: режима мак-
симальной нагрузки — при максимальном напря-
жении питания, которое для рассматриваемого 
ММР составило 33 В, и максимальной массе по-
лезного груза, равной 8 кг, и режима условно ми-
нимальной нагрузки — при напряжении питания 
15 В и нулевой массе полезного груза.

Значения мощностей на звеньях, соответству-
ющие графикам на рис. 14, определены по следу-
ющим формулам [19]:
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где Pэ — суммарная мощность, потребляемая 
приводами от источника; Ue — напряжение пи-
тания; Iдi — ток электродвигателя i-го привода;
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где Nд — суммарная мощность на электродвига-
телях ТП;
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где Nк — суммарная мощность на ведущих ко-
лесах; Mкi — момент на ведущем колесе (шкиве), 
связанном с i-м приводом;

 г р( ) ( cos sin ) ,V xN x g M M V f G= Ψ + = α + α�  (17)

где NV — суммарная мощность сил сопротив-
ления движению; x�  и Vx — линейная скорость 
движения центра масс ММР вдоль оси x; Ψ — ко-
эффициент сопротивления движению на подъем 
[23]; M — масса ММР; Mг — масса полезного гру-
за; f — коэффициент сопротивления движению; 
α — угол наклона поверхности; Gp — общий вес 
робота с грузом.

Потери в звеньях транспортной системы опре-
деляются как
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Рис. 14. Структура энергозатрат транспортной системы ММР в конфигурациях 6Г2А и 4К2Г при прямолинейном движении: 
--- — Ue = 15 B, Мг = 0 кг;  — Ue = 33 B, Мг = 8 кг; 1 — Рэ; 2 — Nд; 3 — Nк ; 4 — NV
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где ζд и ηд — потери и КПД двигателей; ζp и ηp —
потери и КПД механических передач; ζхч и ηхч —
потери и КПД ходовой части; ζтс и ηтс — сум-
марные потери и суммарный КПД транспортной 
системы.

По полученным на рис. 14 картинам можно су-
дить об эффективности как каждого из отдельных 
элементов системы, так и транспортной системы 
в целом. По сути, такие диаграммы являются сво-
его рода "паспортом" рассматриваемой системы.

Например, из рис. 14 видно, что наибольшие 
потери происходят в механических передачах 
транспортной системы в обоих вариантах кон-
фигураций и в ходовой части гусеничной конфи-
гурации 6Г2А. Первые из них графически оце-
ниваются разностью (Nд – Nк), отнесенной к Nд, 
вторые — разностью (Nк – NV), отнесенной к Nк. 
При этом обращает на себя внимание "завали-
вание" характеристик мощности на движителях 
NV с ростом угла наклона поверхности, проявля-
ющееся во всех режимах, но особенно заметное 
для гусеничной конфигурации 6Г2А при движе-
нии с большими скоростями при максимальном 
значении напряжения питания, составляющем 
33 В. Такой характер обусловливается ростом 

буксования, которое вызывает дополнительные 
потери в ходовой части.

Приблизительно прямолинейный вид харак-
теристик Pэ, Nд и Nк, которые несколько рас-
ходятся друг относительно друга с ростом угла 
наклона поверхности, говорит об относительной 
стабильности КПД двигателей и механических 
передач, работающих на нагрузках, близких к 
номинальным значениям (рис. 14).

Общий анализ графиков на рис. 14 приводит к 
логичному выводу о более высокой эффективно-
сти колесной конфигурации 4К2Г. Расчетные зна-
чения суммарного КПД транспортной системы 
для конфигурации 4К2Г в 1,6...2,3 раза превыси-
ли соответствующие значения для конфигурации 
6Г2А. Большая разница характерна для наимень-
ших углов наклона, меньшая — для наибольших.

Экспериментальные исследования

Для проверки достоверности проведенных ком-
пьютерных моделирований был выполнен ком-
плекс экспериментальных исследований на макете 
ММР с геометрическими и массоинерционными 

параметрами, соответствующими раз-
работанной компьютерной модели и 
по методике аналогичной виртуаль-
ным экспериментам. Задавалось дви-
жение транспортной системы ММР 
по тестовой поверхности с извест-
ными экспериментально определен-
ными характеристиками при различ-
ных значениях напряжения питания. 
Режим нагружения транспортной 
системы задавался, как показано на
рис. 15, путем изменения угла накло-
на поверхности и установки на ММР 
грузов различной массы.

В целях исследования непо-
средственно транспортной системы 
ММР элементы его бортовой систе-
мы управления (БСУ) были отклю-
чены от приводов. При этом питание 
самих электроприводов осуществля-
лось от внешнего стабилизирован-
ного источника питания, что по-
зволяло задавать различные значе-
ния напряжения и контролировать 
энергопотребление непосредственно 
на двигателях. На рис. 16 показа-
на схема подключения измеритель-
ных средств к экспериментальному 
ММР, а на рис. 17 — внешний вид 
подключаемого оборудования.

Измерение частоты вращения 
электродвигателей проводилось с по-
мощью программатора контроллеров 
семейства 56F800E, который исполь-

Рис. 16. Схема подключения оборудования к экспериментальному ММР:
А — амперметр; АКБ — аккумуляторная батарея; ИП — источник питания; 
ЛД — левый двигатель ТП; ПД — правый двигатель ТП; ДПМ — двигатель 
переднего привода МИГ; ДЗМ — двигатель заднего привода МИГ; КБСУ — 
плата контроллера бортовой системы управления ММР; ПК — персональный 
компьютер; ПРМ — программатор; ТПДУ — технологический пульт дистан-
ционного управления; Enc — энкодеры двигателей; JTAG — интерфейс стан-
дарта IEEE 1149; S1...S4 — переключатели режимов работы ТПДУ

Рис. 15. Испытательный стенд и способы создания нагрузки на транспортную 
систему:
слева — изменение угла наклона поверхности движения; справа — из менение 
веса ММР с помощью грузов
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зовался для считывания показаний 
непосредственно с энкодеров дви-
гателей через имеющийся на плате 
контроллера БСУ интерфейс JTAG. 
Программатор закреплялся на кор-
пусе ММР и через USB-интерфейс 
подключался к компьютеру.

Измерение действительной ско-
рости движения мини-робота Vx 
осуществлялось за счет измерения 
времени между последовательными 
прерываниями двумя штангами, 
установленными на роботе спереди 
и сзади, оптических лучей от трех 
лазерных указок, установленных 
вдоль беговой дорожки на определенных рассто-
яниях друг от друга.

Таким образом, в ходе экспериментов напря-
мую измерялись:
 � суммарное потребление электродвигателей IΣ;
 � частоты вращения электродвигателей nдi;
 � действительная линейная скорость движения Vx.

Косвенно определялись: теоретическая скорость 
движения робота Vxteor, энергозатраты на движение 
в каждом из звеньев транспортной системы.

На рис. 18 показаны результаты измерений 
суммарного потребления в приводах IΣ при раз-
личных режимах нагружения транспортной 
системы: маркерами обозначены эксперимен-
тальные точки, а пунктирными линиями — ре-
зультаты их аппроксимации. Достоверность ап-
проксимации оценивается в виде [27]
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где R2 — коэффициент достоверности аппрок-
симации, который может принимать значения 
от нуля до единицы и показывает степень при-
ближения экспериментальной зависимости к 
аппроксимирующей функции; Yi — эксперимен-

тальные значения; i — порядковый номер точки 
(i = 1, ..., n); yi — значения аппроксимирующей 
функции, соответствующие Yi; n — число точек.

Как видно из рис. 18, полученные экспери-
ментальные зависимости хорошо аппроксимиру-
ются линейными функциями, что подтверждает-
ся приведенными на рисунке соответствующими 
значениями R2.

Из рис. 18 хорошо видно различие нагрузок на 
приводах при движении на одинаковых углах на-
клона α, с одинаковым грузом Мг, но при различ-
ных скоростных характеристиках, т.  е. при раз-
личных напряжениях Ue (в данном примере — это 
линии 1 и 2 при 15 В и 33 В соответственно).

Обращает на себя внимание несколько раз-
личный характер приведенных зависимостей 
для гусеничной и колесной конфигураций ми-
ни-робота. Хорошо видно, что в конфигурации 
4К2Г увеличение массы груза МГ не приводит к 
заметному повышению энергопотребления при 
движении по горизонтальной поверхности (точ-
ки при α = 0°). Заметный в сравнении с этим 
рост энергопотребления в конфигурации 6Г2А 
говорит о более возрастающей роли внутренних 
потерь для этой конфигурации по мере роста об-
щей массы робота.

Рис. 17. Подключение измерительного оборудования к экспериментальному ММР:
1 — ММР; 2 — источник питания; 3 — программатор; 4 — амперме тр; 5 — 
ТПДУ; 6 — компьютер

Рис. 18. Зависимости суммарного энергопотребления от режима нагружения транспортной системы ММР при прямолинейном 
равномерном движении:
1 — Мг = 0 кг, Ue = 15 B; 2 — Мг = 0 кг, Ue = 33 B; 3 — Мг = 5 кг, Ue = 33 B; 4 — Мг = 8 кг, Ue = 33 B
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Сравнение экспериментальных
и расчетных данных

Идентичность методик виртуальных (ком-
пьютерных) и физических экспериментов позво-
лила провести сравнение полученных результа-
тов. В ходе такого сравнения проводилась оценка 
расхождений расчетных и экспериментальных 
данных для тех параметров, которые определя-
лись напрямую (IΣ, nд, Vx), по формуле:
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где Р — расчетное значение; Э — эксперимен-
тальное значение.

Сравнение экспериментальных и расчетных 
данных показало близкую их сходимость в пере-
делах расхождений δP, не превышающих 5...7 %, 
что позволяет говорить о справедливости пред-
ложенных при построении компьютерной моде-
ли подходов и адекватности самой модели транс-
портной системы ММР, имеющей достаточно точ-
ное соответствие своему физическому прототипу.

Заключение

В работе проведено исследование малогаба-
ритных транспортных систем ММР — роботов 
носимого типа, линейные размеры которых из-
меряются несколькими десятками сантиметров, 
а масса не превышает 15 кг. Показывается, что 
небольшие размеры всех элементов рассматри-
ваемых транспортных систем влияют на методы 
их проектирования, требуя как особых подходов 
к их структурному построению, так и создания 
уточненных компьютерных моделей, позволяю-
щих адекватно описывать динамику движения 
транспортной системы с достаточной для про-
ектных задач точностью.

Разработаны математические и компьютерные 
модели всех звеньев транспортной системы ММР 
с реконфигурируемым шасси, проведена их экс-
периментальная апробация и построена модель 
транспортной системы, включающая две подси-
стемы: подсистему передвижения и подсистему 
изменения геометрической конфигурации шасси.

Проведено компьютерное исследование частно-
го случая прямолинейного движения транспорт-
ной системы ММР по поверхностям с различными 
углами наклона. Проведены аналогичные по ме-
тодическому подходу экспериментальные иссле-
дования транспортной системы макетного образ-
ца ММР и сравнение результатов компьютерных 
и физических экспериментов для большого числа 
расчетных режимов (более 20). Определены рас-
хождения расчетных и экспериментальных дан-
ных, которые не превысили 5...7 %, что позволяет 
говорить о корректности предложенных в работе 
подходов и адекватности разработанных моделей.

Дополнительно выполненная в работе оцен-
ка показывает, что пренебрежение выявленны-
ми особенностями исследуемых малогабаритных 
транспортных систем ММР приводит к суще-
ственным расчетным ошибкам (15...30 %), в от-
личие от случая более крупных роботов, для ко-
торых такое упрощение допустимо [19, 24].

Можно отметить, что разработанные модели 
и подходы к их построению могут быть исполь-
зованы как на проектных стадиях проектирова-
ния мобильных роботов, так и при проведении 
проверочных расчетов и моделирования функ-
ционирования робототехнических систем на 
предельных режимах эксплуатации или в крити-
ческих ситуациях, являясь своего рода "цифро-
вым двойником" физического объекта.

Полученные компьютерные модели могут 
быть использованы для моделирования общих 
случаев движения транспортной системы и в 
перспективе могут быть дополнены моделью си-
стемы управления ММР, что позволит отрабаты-
вать алгоритмы управления малогабаритным МР 
при его передвижении в среде с макропрепят-
ствиями, в том числе алгоритмы автоматическо-
го преодоления этих препятствий по информа-
ции от датчиков обратных связей.
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The article investigates the features of mobile mini-robots (MMR) — man-portable small-sized robots, whose general 
dimensions are measured by several tens of centimeters, and the weight does not exceed 15 kg. When creating such robots, 
the main task is to ensure their functioning in indeterminate environment characterized by obstacles commensurate with or 
exceeding the robot’s own dimensions. A study of the theory and practice of the creation of wheeled and tracked vehicles and 
mobile robots for various purposes shows that the existing methods of calculation and the approaches used to create them can 
not be just formally transferred to small-sized MMR transport systems that have a number of features that distinguish them 
from larger analogues. The paper investigates and substantiates the features of MMR’s transport systems in terms of approaches 
to the design methods and mathematical description. Among such features are: small size of all elements of the driving and 
locomotion components, causing differences in the nature of interaction with the supporting surface; features related to the need 
for locomotion in an environment with macro-obstacles; the need for more accurately account for internal losses in the elements of 
the transport system, which begin to play an essential role relative to useful forces. The results of structural synthesis of the MMR 
transport system with a reconfigurable chassis are presented. The mathematical and computer models of the transport system 
is being constructed in two configurations: tracked and wheeled. The complete computer model of the transport system includes 
a mathematical description of such units as: power source, electric motors and reduction gears of traction drives and drives of 
chassis geometry reconfiguration mechanisms, chassis in tracked or wheel configuration. The study of the model of the transport 
system is considered in interaction with the surface with the specified characteristics and geometric configuration. The results of 
experimental studies of the linear motion of the MMR’s transport system on inclined surfaces under different load conditions are 
presented. The obtained experimental and calculated data are compared. The revealed features of the MMR transport systems 
and the methods of constructing computer models taking into account these features made it possible to increase the accuracy and 
adequacy of the MMR motion simulation in comparison with the known approaches used in the case of larger systems.

Keywords: mobile robot; mobile mini-robot; transport system; reconfiguration; chassis; computer model; simulation, 
experimental tests
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Математическая модель робота на омни-колесах,
расположенных в вершинах прямоугольного треугольника1

Заметим здесь, что с общей точки зрения за-
дача соединения треугольников в общую задан-
ную фигуру (соответствующую грузу, который 
следует перевезти) является задачей замощения 
плоскости или части плоскости однотипными 
"плитками" [9], которая еще называется задачей 
укладки, упаковки или задачей о паркетах (см. 
также [9, 10]). Известно, что для плиток-тре-
угольников эта задача имеет решение.

В данной работе построим базис управления 
роботам и-агентами, с помощью которого в даль-
нейшем возможно будет решать задачу замощения.

Кинематика

Проанализируем и опишем кинематику робо-
та на трех омни-колесах. Пусть корпус представ-
ляет собой прямоугольный треугольник со сто-
ронами a, b, c (для определенности c2 = a2 + b2), 
и колеса расположены в его вершинах. Оси колес 
направлены вдоль медиан треугольника (рис. 1).

Рассмотрено управление роботами с тремя омни-колесами, представляющими собой платформу в виде прямоу-
гольного треугольника. Исследуется функция управления и приведены явные формулы моментов сил, которые нужно 
приложить к колесам для движения вдоль заданной траектории. Рассмотрено два частных случая: поступательное 
движение и движение, когда продольная ось корпуса робота направляется по касательной к траектории, и робот, 
соответственно, поворачивается.

Ключевые слова: омни-колесо, треугольная платформа, всенаправленное движение, мобильный робот, управление 
омни-роботом

Введение

Достаточно  много работ посвящено роботам 
на трех омни-колесах [1—5], но в них в основном 
изучаются платформы в виде равносторонних 
треугольников. В настоящей работе рассматри-
вается корпус робота в виде прямоугольного тре-
угольника. В этом случае уравнения имеют более 
сложную форму. В данной работе изучается мате-
матическая модель такого робота и, в частности, 
исследуются моменты сил, которые нужно при-
ложить к колесам для движения вдоль произволь-
ной кривой. За счет омни-колес вдоль траектории 
можно двигаться разными способами. Здесь будут 
рассмотрены два случая: первый — это поступа-
тельное движение, когда робот не поворачивается 
в процессе перемещения; второй — это движение 
по касательной к выбранной криволинейной тра-
ектории, когда робот поворачивается в соответ-
ствии с кривизной траектории.

Цель исследования состоит в следующем. 
Группа описанных роботов может реализовать 
транспортирующую систему с различной конфи-
гурацией общей транспортной платформы, для 
этого роботы должны соединяться сторонами 
(ребрами) своих корпусов. Для того чтобы об-
разовывать общую платформу, например прямо-
угольник или ромб, требуется, чтобы у корпуса 
робота-агента был прямой угол.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (про-
екты № 16-01-00131-а,  № 16-08-00880-а,  16-29-04412-офи_м),  
РНФ (проект № 16-19-10705)  и Программы № 29 фундамен-
тальных исследований Президиума РАН "Актуальные пробле-
мы робототехнических систем".
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Геометрический центр треугольника (т. е. точ-
ка пересечения медиан) обозначим О1, а центры 
колес — А, В, С. Свяжем с роботом систему коор-
динат О1ху так, чтобы ось О1х была параллельна 
стороне АВ, как показано на рис. 1. Таким обра-
зом, координаты центров колес следующие:

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2
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3 3
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Оси колес с осью О1х составляют углы α1, α2, α3. 
Предполагается, что положительные угловые ско-
рости вращают колеса против часовой стрелки, 
тогда
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Кроме того, на аппарат наложены связи [6, 7]:
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где , 1,2,3,i
d

q i
dt

=  — угловые скорости колес; r — 

радиус колес; (vx, vy) — линейная скорость робо-
та; ω — угловая скорость аппарата, матрица M 
зависит от расположения колес.

Для робота, рассматриваемого в данной рабо-
те, матрица М имеет вид
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Для решения прямой задачи кинематики не-
обходима обратная матрица:
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Динамика

Обозначим т
1 2 3( , , ) ,q q q q=  т( , , ) .x yz v v= ω

Кинетическая энергия (она же лагранжиан в 
данной задаче) имеет следующий вид:
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где m — полная масса аппарата; 2 2 2;x yv v v= +  I — 
полный момент инерции относительно точки O1; 
Ii, i = 1, 2, 3, — момент инерции i-го колеса от-
носительно соответствующей оси колеса. Пред-
полагаем, что колеса идентичны друг другу, по-
этому I1 = I2 = I3.

Используя уравнения Лагранжа с неопреде-
ленными множителями [8], получим уравнения 
динамики для данного аппарата:
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где μ = (μ1, μ2, μ3)
т — вектор моментов сил, при-

ложенных к колесам,

 

0 0

diag{ , , }, 0 0 .

0 0 0

m

A m m I m

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= Γ = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

После подстановки матриц A, M и Г последнее 
уравнение имеет следующий вид:
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и имеет явное решение:
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Моменты, необходимые для движения по за-
данной траектории ( )z t : 

 ( ) 1т т1
2 .

I
r M A M M z z

r

− ⎛ ⎞⎛ ⎞μ = − + + Γω⎜⎜ ⎟ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

�  (2)

Для свободного движения (μ(t) = 0) первые 
интегралы: ω = const1 и
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Заметим, что матрица (М  тМ) — симметрическая 
и для данного расположения колес (M  тM)13 =

= (M  тM)23 = 0.
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Для постоянных моментов исследуем ста-
ционарные движения. Для постоянной угловой

скорости ω0 требуется условие 2 2
1 4a bμ + + 

2 2 2 2
2 34 0a b a b+ μ + + μ + = , иначе ω = ω(t). Пе-

репишем уравнения динамики:
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 u1, u2 — сокращенная для 

удобства запись правых частей уравнений дина-
мики (u1 и u2 — постоянны). Стационарные ре-
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Движение вдоль траекторий

Благодаря конструкции колес робот может 
двигаться вдоль заданной траектории различны-
ми способами. Два наиболее интересных — это 
поступательное движение и движение по каса-
тельной к кривой.

Сначала рассмотрим движение робота при ус-
ловии, что он не вращается вокруг оси О1z. Сле-
довательно, ω = 0. Предположим, что центр ро-
бота уже находится в некоторой точке кривой,
а ось  О1х составляет некоторый угол β с некоторой 
постоянной осью Оξ1. Согласно требованиям за-
дачи угол β должен оставаться постоянным. Тогда
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В эти выражения следует подставить уравне-
ние траектории в параметрическом виде. Из вы-
ражения (2) находятся необходимые моменты 
для реализации данного движения.

Теперь рассмотрим движение робота вдоль 
кривой при условии, что в каждый момент време-
ни ось О1х направлена по касательной к траекто-
рии. Тогда ω = kv, где k — кривизна траектории.

Предположим, что в начальный момент робот 
уже расположен так, что ось О1х и касательная к 
траектории совпадают. Тогда

 2 2
1 2 1 2, , .x y

d d d d
v v k

dt d t d t d t
= ξ = ξ ω = ξ + ξ

Моменты сил для такого типа движений так-
же выражаются из соотношения (2).

Управление

Чтобы проверить модель и учесть влияние 
возможного проскальзывания, был создан про-
тотип робота на трех омни-колесах с электромо-
торами (рис. 2).

Рис. 2. Прототип робота

Главной целью прототипирования является 
синтез управления движения вдоль различных 
траекторий и сравнение результатов с результата-
ми математического моделирования. Использова-
ние омни-колес упрощает кинематическую схему 
аппарата за счет того, что нет необходимости в 
сложных рулевых устройствах, при этом остается 
возможность управления криволинейным движе-
нием. Произвольное расположение колес позво-
ляет обобщить теорию роботов всенаправленного 
движения. Аппаратная и программная архитек-
тура системы управления мобильным роботом 
была разработана на основе микроконтроллера 
STM32F4. MATLAB Simulink был выбран в каче-
стве среды моделирования и программирования 
системы управления. Для моделирования кине-
матики и динамики робота был использован про-
граммный комплекс "Универсальный механизм". 
Универсальная система низкоуровневого контро-
ля для электродвигателей с обратной связью по 
датчикам для оценки возможного проскальзыва-
ния и датчикам угловых скоростей колес на осно-
ве эффекта Холла была разработана для много-
функциональной мобильной платформы в виде 
блок-схем для многодоменного моделирования и 
модельного проектирования в MATLAB Simulink. 
Для получения обратной связи для корректиров-
ки позиционирования используется бортовая на-
вигационная система. Навигация осуществляется 
с помощью маяков на основе ультразвуковых дат-
чиков расстояния.

Заключение

В статье описаны кинематика и динамика 
треугольного аппарата на омни-колесах. В ра-
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боте приведены явные формулы моментов сил, 
необходимые для управления движением вдоль 
произвольной кривой. Тестирование таких си-
стем управления предполагается на прототипе.
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The article deals with control of a robot with three omni-wheels. The feature of this robot is the triangular platform with 
a right angle. The steering function is of special interest of the paper. The explicit formulae of moments applied to the wheels 
are obtained for the robot’s movement along a specified trajectory for two particular cases. The first is forward motion, 
when the robot does not turn during the movement. The second is the tangential movement to the selected curvilinear 
trajectory, when the robot rotates according to the curvature of the trajectory. The purpose of the study is as follows. A group 
of described robots can implement a transport system with a different configuration of a common transport platform, for this, 
the robots connecte by the sides (ribs) of their bodies. In order to form a common platform — for example, a rectangle, or 
a rhombus, and it is required that the body of the robot agent has a right angle. We note here that, from a general point of 
view, the problem of connecting triangles to a common given figure (corresponding to transporting thing) is the task of tiling 
the plane, or part of the plane, with a repeating "pattern" [9], which is also called the tessellation, packing or the problem 
of parquet (see also [9, 10]). It is known that for triangular tiles this problem has a solution.

Keywords: omni-wheels, triangular platform, omni-directional movement, mobile robot, omni-robot control
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Рис. 1. Постановка задачи Рис. 3. Структурная схема робота

УДК 681.51 DOI: 10.17587/mau.19.331-335.

С. Л. Зенкевич, д-р физ.-мат. наук, проф., zenkev@bmstu.ru, Хуа Чжу, аспирант, zhuhua1302@gmail.com, 
Цзяньвень Хо, аспирант, huojianwen2008@hotmail.com,

Научно-учебный центр "Робототехника" МГТУ им. Н. Э. Баумана

Экспериментальное исследование движения
группы мобильных роботов в строю типа "конвой"

ции, стереозрением. Ведомые роботы в этом слу-
чае должны только следить за положением свое-
го ведущего робота.

Задача настоящей работы состоит в экспери-
ментальном исследовании группы мобильных 
роботов в строю типа "конвой".

Описание ведущего и ведомого роботов

Внешний вид роботов представлен на рис. 2 
(см. четвертую сторону обложки), а их структур-
ная схема — на рис. 3. В состав робота входят 
следующие компоненты:

1. Механическая платформа, имеющая два не-
зависимых ведущих колеса и одно пассивное.

2. Два электродвигателя с магнитными энко-
дерами.

3. Одноплатный компьютер Raspberry Pi 2B 
(частота: 900 MГц, ОЗУ: 1 Гб).

4. Микроконтроллер Arduino Uno для управ-
ления двигателями.

Приведено описание эксперимента, состоящего в исследовании движения группы мобильных роботов в строю 
типа "конвой". Рассмотрены используемые аппаратные средства роботов. Описана распределенная система управ-
ления ведущими и ведомыми роботами в среде ROS. Кратко изложены алгоритмы управления ведущим и ведомыми 
роботами. Приведены результаты экспериментов: построенная карта среды, траектории роботов.

Ключевые слова: эксперимент, навигация, ведущий робот, следование, ведомый робот, распределенная система

Введение

Ранее авторами было проведено теоретическое 
исследование методов управления движением 
роботов [1], а также компьютерное моделирова-
ние движения роботов в среде ROS [2].

Компьютерное моделирование является одним 
из эффективных методов изучения движения 
группы роботов. Но вместе с тем этот метод ана-
лиза движения может не учитывать ряд факторов, 
например, неточности модели и измерений, за-
держки при коммуникации и т. д. Поэтому прове-
дение натурных испытаний является актуальной 
задачей, позволяющей оценить как правильность 
используемых методов, так и возможность их ис-
пользования в реальных условиях.

Постановка задачи

Пусть мобильные роботы движутся в плоско-
сти OXY строем типа "конвой" (рис. 1). Роботы 
пронумерованы от R0 (ведущего робота) до RN 
(замыкающего конвой). Ведущий робот осна-
щен богатой сенсорной системой, позволяющей 
планировать траекторию в непредсказуемой об-
становке, например, сканирующими лазерными 
дальномерами, системами спутниковой навига-
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5.    Лазерный сканер Hokuyo
urg-04lx-urg01 (диа пазон измерения: 
5,6 м, скорость сканирования:
100 мс/скан, только у ведущего ро-
бота).

6. Raspberry Pi камера (только у 
последнего ведомого робота).

В эксперименте участвует строй 
типа "конвой", в состав которого 
входят четыре ведомых и один ве-
дущий робот.

Описание программного
обеспечения распределенной

системы управления роботами

Цель эксперимента состоит в 
том, чтобы в условиях отсутствия 
априорных знаний о внешней сре-
де перевести группу мобильных 
роботов из начального положения 
в положение, заданное операто-
ром. Для реализации такой систе-
мы в масштабе реального времени 
роботы оснащены операционной 
системой Ubuntu 14.04 совмест-
но с ROS (Robot Operating System).
В среде ROS разработано про-
граммное обеспечение распреде-
ленной системы управления ро-
ботами, структура которого пред-
ставлена на рис. 4.

Опишем основные элементы данного про-
граммного обеспечения:

 � Процесс /hector_mapping используется для по-
строения двухмерной карты окружающей сре-
ды и определения собственного положения в 
ней с помощью информации лазерного скане-
ра, обслуживаемого процессом /hokuyo_node.

 � Процесс /move_base служит для динамиче-
ского формирования роботом отслеживаемой 
траектории, а также формирования команды 
управления.

 � Процесс /follower ведомого робота предназна-
чен для отслеживания им траектории своего 
ведущего робота.

 � Процесс /odometry служит для определения 
положения ведомого робота в окружающей 
среде.

 � Управление исполнительным механизмом осу-
ществляется процессом /serial_node.

 � Процесс /raspicam_node, принадлежащий по-
следнему ведомому роботу, служит для мони-
торинга движения роботов оператором с по-
мощью камеры, установленной на роботе.
Из-за ограниченной вычислительной мощно-

сти бортового компьютера части задачи ведущего 
робота выполняются удаленным компьютером.

Алгоритмы управления ведущим роботом

Для автономной навигации ведущего робота 
необходимо решать следующие задачи: определе-
ние собственного положения, построение карты, 
а также планирование траектории.

 � Определение собственного положения и по-
строение карты (SLAM)
Построенная в процессе эксперимента карта 

является растровой, каждая клетка P(x, y) кото-
рого характеризуется величиной M(P) ∈ [0, 100]:

 

0, клетка свободна;

( ) 100, клетка занята препятствием;

–1, состояние клетки неизвестно.

M P
⎧
⎪= ⎨
⎪
⎩

Используемый метод SLAM [3] состоит в том, 
что на каждом шаге сканирования ищется поло-
жение робота ξ* = (x0, y0, θ0)

т, минимизирующее 
квадратичный критерий:

 2

0
* [100 ( ( ))] ,arg min

n

i
i

M S
ξ =

ξ = − ξ∑

где n = 501 — число лучей в каждой развертке; 
M(x, y) — значение занятости в клетке (x, y);
Si(ξ) — координаты конечной точки луча i в си-
стеме координат карты OXY, которые можно по-
лучить, используя измеренные координаты ко-

Рис. 4. Структура программного обеспечения распределенной системы управле-
ния роботами
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нечной точки (ρi, x ρi, y)
т (рис. 5, а, см. четвертую 

сторону обложки):

 ,0 0 0

,0 0 0

cos sin
( ) .

sin cos
i x

i
i y

x
S

y

ρθ − θ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
ξ = +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ρθ θ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

Пусть во время t получены оценки положения 
робота ξ(t), и через промежуток Δt проводится 
новое сканирование, тогда смещение положения 
Δξ* ищется из условия

 2

0
* [100 ( ( ( ) ))] .arg min

n

i
i

M S t
Δξ =

Δξ = − ξ + Δξ∑

Подробный процесс нахождения Δξ* описан в 
работе [3], где алгоритм Гаусса—Ньютона исполь-
зуется для решения задач поиска экстремума ме-
тодом наименьших квадратов. Далее проводится 
обновление положения и карты (рис. 5, б, см. чет-
вертую сторону обложки).

 � Планирование траектории
Используя полученную карту, процесс /move_

base планирует траекторию с учетом габаритных 
размеров робота. В эксперименте используется 
два типа планирования: глобальное [4] и локаль-
ное [5]. От текущего до целевого положения робо-
та глобальное планирование генерирует последо-
вательность точек, используя алгоритм Дейкстры. 
По поступающим данным от сканера локальное 
планирование вычисляет команды управления 
роботом для следования вдоль сегмента марш-
рута с помощью алгоритма Trajectory Rollout или 
Dynamic Window. Преимущество этого способа 
планирования состоит в возможности перепла-
нировки траектории в масштабе реального време-
ни при появлении препятствий на маршруте.

Алгоритмы управления ведомом роботом

 � Формирование команды (vi, ωi) управления ро-
ботом Ri
Стратегия управления роботом состоит в том, 

что робот Ri  повторяет траекторию своего веду-
щего робота Ri – 1 с некоторым временным запаз-
дыванием T. Команда (vi, ωi) управления роботом 
имеет вид [1]

1 1 1 1

2 1

( ( ) ( )) cos ( ) ( ( ) ( )) sin ( )
,

( ( ) ( ))
i i i i i i i

i i i

v k x t T x t t k y t T y t t

k t T t
− −

−

− − θ + − − θ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟ω θ − − θ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

где (xi(t), yi(t), θi(t)) — положение робота Ri в си-
стеме координат карты во времени t, T = 2 c.

 � Классический способ управления двигателями
В каждый момент времени требуемая скорость 

двигателей ищется следующим образом:

 

2
;

2
2

,
2

i i
R

i i
L

v l
r

v l
r

+ ω⎧ω =⎪⎪
⎨ − ω⎪ω =
⎪⎩

где ωR, ωL — требуемая скорость правого и левого 
двигателей; r = 0,067 м — радиус ведущих колес; 
l = 0,172 м — расстояние между центрами двух 
колес.

Управление двигателями осуществляется клас-
сическом методом (с использованием ПИД регу-
лятора по скорости). Выходной сигнал регулятора 
u(t) = (ur(t), ul(t))

т определяется тремя слагаемыми:

 
0

( )
( ) ( ) ( ) ,

t

p i d
de t

u t k e t k e d k
dt

= + τ τ +∫

где kp, ki, kd — коэффициенты усиления пропор-
циональной, интегрирующей и дифференцирую-
щей составляющих регулятора соответственно; 

т( ) ( ( ) ( ), ( ) ( ))real real
R R l le t t t t t= ω − ω ω − ω  — отклоне-

ние скорости от требуемой.
В дискретной программной реализации мето-

да расчета выходного сигнала уравнение прини-
мает рекуррентную форму:

 
( ) ( 1) ( ( ) ( 1))

( ( ) ( 1))
( ( ) 2 ( 1) ( 2)),

2

p

i
d

u n u n K e n e n

K e n e n
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− −
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где Kp = kp, Ki = kiΔt, Kd = kd/Δt, которые выбраны 
методом Циглера—Николса; время дискретиза-
ции Δt = 0,02 с.

Результаты эксперимента

 � Результаты управления исполнительным меха-
низмом
Постоянная требуемая скорость двигателя и 

временная реакция двигателя показаны на рис. 6 
и рис. 7 ("с участием нагрузки" означает, что робот 
двигался по полу лаборатории).

Как видно из рис. 6, 7, длительности переходного 
процесса tпп различны в двух случаях (tпп1 = 0,5 с, 

Рис. 6. Реакция двигателя на ступенчатое воздействие
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tпп2 = 2,5 с). Соотношение tпп2 > tпп1 значит, что 
инерция робота влияет на быстродействие систе-
мы, т. е. на работоспособность робота в масштабе 
реального времени.

 � Результаты проверки функционирования в ав-
тономном режиме ведущего робота
При заданной оператором последователь-

ности целевых точек A, B, C, D, ведущий робот 
автономно проходил эти целевые точки, для ко-
торых распознавал окружающую среду и плани-
ровал траектории. Реальная траектория робота 
показана на рис. 8.

Точность построенной карты представлена в 
таблице.

 � Результаты движения группы роботов в строю 
типа "конвой"
При движении робота в строю линейная ско-

рость ведущего робота ограничена диапазоном 
[0,1 м/с, 0,2 м/с], угловая скорость ограничена 
диапазоном [–1,5 рад/с, 2 рад/с]. Безопасное рас-
стояние между роботами установлено равным 
0,15 м. Результаты движения показаны на рис. 9 
(см. четвертую сторону обложки).

Из рис. 9, а видно, что траектории ведомых 
роботов не совпадают с траекторией ведущего, 
однако траектории ведомых роботов хорошо со-
впадают друг с другом. Причинами этого могут 
быть следующие:

1. Различные точности локализации ведущего 
и ведомых роботов.

2. Задержки при коммуникации и недостаточ-
ное быстродействие исполнительного механизма.

Заключение

В работе описан проведенный эксперимент, 
исследующий движение роботов в строю типа 
"конвой". Полученные результаты демонстриру-
ют правильность используемых методов. Даль-
нейшее направление исследования включает 
рассмотрение:

 � согласованного движения квадрокоптера и 
группы мобильных роботов в строю типа 
"конвой";

 � логического управления группой роботов при 
изменении топологии строя, обеспечивающий 
выполнение различных действий группы, на-
пример, входа робота в конвой, выхода робота 
из конвоя, объединения конвоев, разделения 
конвоя и т. д.
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Сравнение реальной дистанции и дистанции на карте

Имя 
точек

Реальная 
дистанция, м

Дистанция
на карте, м

Погреш-
ность, м

%

L1 2,05 1,98539 0,06461 3,15

L2 1,5 1,43363 0,06637 4,4

Рис. 7. Реакция двигателя на ступенчатое воздействие с уча-
стием нагрузки

Рис. 8. Траектория ведущего робота в построенной карте
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In this paper the authors describe the experiment, which consists in studying the motion of the mobile robots moving 
in the convoy type formation, including one leader-robot and several follower-robots. The components of the educational 
robots and their sensor devices including Hokuyo urg-04lx-urg01 scanning laser rangefinder (only the leader-robot has it) 
are introduced. A distributed control system of the robots in ROS (Robot Operating System) is described, at the same time 
the functions of each node of the robots are presented in detail. The authors describe the SLAM algorithm of the leader-
robot and its computational process in practice, and simultaneously the algorithm of the trajectory planning in real-time 
is described briefly. The authors present the PID controller for DC (direct current) motors and discuss the performance 
of DC motor according to its step response in the loading conditions. The motion control algorithm of the follower-robot is 
also presented. Experimental results including the map of environment and the trajectory of robots on the map are provided, 
which demonstrate effectiveness of the used algorithms. The authors analyze the reasons for discrepancy in the trajectories 
of some robots in a group, for example, different positioning accuracy of the leader-robot and follower-robots, delays in 
communication, insufficient performance of the actuator.

The further research direction consists of two aspects: firstly, the coordinated movements of the drone and a group 
of mobile robots moving in the convoy type formation; secondly, logical control of a group of robots when changing the 
formation topology. The control mechanism ensured the execution of various convoy behaviors, for example, convoy 
separation.

Keywords: experiment, navigation, leader-follower, distributed system, ROS
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Зрительный анализатор анимата
как основа семантики сенсорной системы робота1

социальных сообществ, где основной акцент де-
лается именно на поведение, применение этих 
слов не совсем удобно. Термин "робот" обычно 
подразумевает некий технический характер объ-
екта моделирования. В то же время под "агентом" 
понимается в основном некая сугубо абстракт-
ная, программная сущность. В этом смысле бо-
лее удобным является использование термина
анимат. Под аниматом может пониматься как 
модель, так и техническое устройство [2, 3], од-
нако этот термин подчеркивает свою биоинспи-
рированность, ориентацию на поведенческие 
аспекты. Аниматы — это искусственные живот-
ные, которые в процессе выживания должны 
приспосабливаться к сложным и враждебным 
средам. Поведение анимата нацелено на дости-
жение полезных результатов. Считается, что у 
анимата есть потребности, например, в питании 
и безопасности. С этими потребностями связано 
поведение, количественно характеризующееся 
мотивациями [4].

Создание искусственных социумов роботов 
(аниматов) может и должно быть основано на 
исследованиях организации сообществ живот-
ных. Одни из самых совершенных сообществ в 
мире животных и наиболее сложные сообщества 
среди насекомых формируют муравьи [5]. Поэто-
му для отработки принципов социальных вза-
имодействий в группах роботов представляется 
оправданным взять за основу принципы органи-
зации социума и модели поведения, присущие 
муравьям. Важнейшую роль в восприятии мира 
муравьем и, как следствие, в его социальном по-
ведении играет зрительная система. Именно она 
обеспечивает распознавание "своих" и "чужих", 
определение ситуаций и анализ сцен, наблюдае-
мых аниматом, ориентацию в пространстве и т. д.

Предлагается структура так называемого зрительного анализатора анимата, имитирующего работу системы вос-
приятия муравья. Описывается метод распознавания объектов путем их декомпозиции на признаки, приводится алго-
ритм распознавания сложных объектов и сцен, основанный на поиске изоморфных подграфов. Показана принципиальная 
возможность использования подобной системы технического зрения для распознавания поз аниматов, сцен с их участием, 
простых киноптических реакций. Представлена архитектура системы распознавания с интерфейсом уровня семанти-
ческой сети.

Ключевые слова: зрительный анализатор, анимат, групповая робототехника, социум роботов, моделирование, 
распознавание объектов, система технического зрения

Введение

Одним  из перспективных направлений груп-
повой робототехники являются исследования в 
области создания моделей социального поведения 
применительно к группам роботов. Конечной це-
лью этих исследований является реализация сооб-
ществ роботов, организованных как социум, что 
должно создать условия более высокого уровня 
решения групповых задач. Подобный социум в ко-
нечном итоге предназначен для решения практи-
ческих задач, например, патрулирования и охраны 
обширных территорий [1], поддержания энергети-
ческой автономности и т. д., однако в основе по-
строения как самих механизмов построения соци-
ума, так и архитектур роботов, способных к соци-
альному взаимодействию, лежат заимствованные 
из биологии (прежде всего этологии) принципы.

Заимствование конструкций и технологий из 
природы (моделей поведения, особенностей ана-
томии, зрения животных) давно является неотъ-
емлемой частью робототехники. При этом, одна-
ко, биологически инспирированная робототех-
ника в основном использует не столько модели 
поведения, сколько особенности строения живых 
организмов — морфологию, элементы сенсорной 
системы и т. д.

В групповой робототехнике для обозначения 
объекта исследования обычно используются тер-
мины "робот" или "агент". При моделировании 

1 Работа поддержана грантом РНФ № 16-11-00018 (введе-
ние,  описание архитектуры зрительного анализатора,  модели-
рование зрительных систем,  вопросы проектирования системы 
технического зрения)  и грантом РФФИ офи_м № 16-29-04412 
(аппаратная реализация,  эксперименты,  вопросы поведения 
анимата на основе сигналов анализатора).
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Настоящая работа посвящена вопросу воз-
можного устройства зрительной системы анима-
та. При этом речь не идет о вопросах создания 
того, что называется обычно системой техниче-
ского зрения. Здесь нас интересует некая ком-
плексная система восприятия зрительной ин-
формации, решающая в конечном итоге задачу 
распознавания и классификации сцен. Такая си-
стема называется зрительным анализатором.

В работе сначала обсуждаются вопросы, ка-
сающиеся самого понятия анализатора. Далее 
рассмотрены биологические аспекты зрительно-
го восприятия аниматов, важные с точки зрения 
решаемых аниматом-муравьем задач. После это-
го определены требования для проектируемого 
анализатора и изложен подход к системе распоз-
навания. В заключение представлены программ-
ная и аппаратная реализации и результаты про-
веденных экспериментов.

1. Зрительный анализатор и сенсорная система

Сенсорная система (анализатор по И. П. Пав-
лову) в физиологии человека и животных — функ-
циональная единица нервной системы, включа-
ющая рецепторную, проводящую и центральную 
(обрабатывающую информацию) части [6, 7].
В данной статье анализатором называется ком-
плекс аппаратных и программных средств, вы-
полняющих функции зрительных сенсоров, об-
работки видеопотока, распознавания объектов и 
сцен. Результатом работы анализатора является 
комплекс сигналов, направленный на формиро-
вание социального поведения анимата. Известен 
обширный ряд методов, позволяющих распозна-
вать и выделять элементы пространства. В рабо-
те [8] приводится описание основных подходов к 
решению задачи создания системы технического 
зрения (СТЗ): стереозрение, SfM (Structure-from-
Motion), детектирование объектов и др. Однако 
для создания зрительной системы анимата-му-
равья методов, описанных в данном источнике, 
недостаточно. Прежде чем выделять объекты, 
необходимо провести обработку изображения в 
реальном времени. Для того чтобы на основе си-
туации выбрать тип поведения, необходимо рас-
познать сцену для дальнейшей классификации. 
Поэтому методы обработки зрительной инфор-
мации для проектируемого анализатора должны 
включать: обработку поступающего изображе-
ния в реальном времени; выделение объектов 
на изображении; целенаправленный анализ зри-
тельной сцены.

Анализатор должен быть выполнен в общей 
парадигме с системами управления поведением 
аниматов. Он должен иметь интерфейс, позво-
ляющий изменять описание объектов на уровне 
семантических сетей. Это требование сформули-

ровано из тех соображений, что объект управ-
ления воспринимает распознанные им объекты 
и ситуации в зависимости от дополнительного 
контекста. Примером такой ситуации, когда ва-
жен контекст, может быть текущее положение 
анимата — одна и та же визуальная ситуация мо-
жет восприниматься по-разному в зависимости 
от того, на какой территории происходит дей-
ствие: на своей, на нейтральной или на враже-
ской. Требуется задавать распознаваемые объек-
ты таким образом, чтобы управляющий модуль 
имел возможность вносить изменения в их опи-
сание в процессе работы (рис. 1).

Суть работы заключается в проектировании 
зрительного анализатора, способного обеспечи-
вать распознавание аниматов-муравьев, опреде-
ление их поз и киноптических реакций в груп-
пах искусственных агентов. Далее рассмотрены 
параметры различных зрительных сенсорных 
систем животных и особенности поведения, свя-
занные со зрением. На основе этого описания 
определена концепция и параметры анализатора, 
признаки, объекты и сцены, которые необходи-
мо распознавать. Как результат, описано унифи-
цированное программное обеспечение, приме-
нимое для различных аппаратных средств.

Биологические основы моделирования зритель-
ного анализатора. Одной из систем коммуника-
ционных навыков общественных насекомых, 
в том числе муравьев, является кинопсис (язык 
поз) [9]. Это комплекс реакций, основанных на 
зрительном восприятии характерных поз и дви-
жений. С помощью кинопсиса регулируются раз-
личные социальные взаимодействия индивидов 
в малых (от двух особей) и больших группах. Для 
моделирования киноптических реакций требу-
ется создание аналога зрительной сенсорной си-
стемы муравьев, который имел бы возможность 
распознавать индивидов и воспринимать визу-
альные сигналы от них.

В животном мире существует огромное раз-
нообразие органов зрения. Они могут быть пред-
ставлены отдельными светочувствительными 
клетками, их группами, простыми и сложными 
органами зрения — глазами [10]. Для создания ис-
кусственного анализатора, способного собирать 

Рис. 1. Схема взаимодействия анализатора и модуля 
управления анимата
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визуальную информацию для формирования со-
циального поведения, целесообразно рассматри-
вать органы зрения, наиболее приспособленные 
для этого. Это фасеточные глаза насекомых и ка-
мерные глаза млекопитающих и птиц. Первые мож-
но рассматривать и использовать их аналоги при 
моделировании компактных роботов, вторые —
при создании/модификации крупных агентов. 
Выполняя сходные функции, камерные и фасе-
точные глаза отличаются по морфо-физиологиче-
ским характеристикам [11, 12].

Моделируемые формы поведения муравьев. При 
ориентации, коммуникации, поиске пищи и т. д. 
муравьи используют различные сенсорные систе-
мы. Зрительные органы у разных видов муравьев 
имеют свои структурные и функциональные осо-
бенности. Для многих видов глаза являются до-
минирующим органом чувств, по крайней мере, 
во внегнездовой деятельности рабочих. Примером 
могут служить виды родов Gigantiops (Roger, 1863), 
Harpegnatos (Jerdon, 1851) и другие активные охот-
ники. Рабочие особи других видов, например оби-
тающих в почве и древесине Lasius flavus (Fabricius, 
1782) и Lasius umbratus (Nylander, 1846), имеют сла-
бое зрение. Для таких видов возрастает роль так-
тильных и обонятельных сенсорных систем.

Основным модельным объектом для создания 
аниматов в настоящей работе являются муравьи 
рода Formica (Linnaeus, 1758). Выбор модельно-
го объекта связан с доступностью (виды Formica 
широко распространены в средней полосе Рос-
сии [13]), развитостью социальных структур [5] 
и разнообразием индивидуального и группового 
поведения особей [14, 15]. Они отличаются от-
носительно хорошим зрением, реализуют много-
численные киноптические реакции.

Агрессивная поза. Муравей Formica, нахо-
дящийся на куполе гнезда и обнаруживший 
опасность, может принимать агрессивную позу
(рис. 2, а). Увидевшие это рабочие делают то же 
самое, в случае необходимости разворачиваясь в 
направлении угрозы.

Транспортировка, "пассивная поза". По раз-
личным причинам у муравьев может появлять-
ся необходимость транспортировать друг друга.
У видов Formica возможна транспортировка ра-
бочих (рис. 2, б), при этом переносимый рабочий 

подгибает брюшко к груди и складывает ноги 
(компактно "упаковывает" себя). Это положение 
тела условно назовем пассивной позой.

2. Практика моделирования биологически
инспирированных зрительных систем

Существует ряд исследовательских групп, изу-
чающих поведение автономных мобильных ро-
ботов, зрение которых разработано по аналогии 
со зрением насекомых и млекопитающих, в ре-
альных условиях. Одним из примеров может слу-
жить так называемая эволюционная активная 
зрительная система мобильного робота [16], ко-
торая позволяет автоматически сканировать изо-
бражение, изменяя разрешающую способность и 
решая простейшие задачи распознавания. Си-
стема состоит из сетчатки (содержащей девять 
зрительных нейронов), управляемой полученной 
нейросетью. В рамках этого подхода также реа-
лизованы робот-муравей и летающий робот со 
зрительным самоуправлением.

Известен анимат iRat, несущий видеокамеру
на борту и использующий видеоданные для реше-
ния задачи навигации построения карты местно-
сти [17]. В работе [18] модель анимата использует 
систему, основанную на нейросети для задачи из-
бегания столкновения с препятствиями во время 
движения. Исследователи из AILab Университе-
та Цюриха создали робота-муравья Sahabot (Sa-
habot2), который умеет определять поляризацию 
света, и ориентироваться по ней на местности [19].

Интересна работа [20], в которой описывается 
создание искусственных аналогов глаз членисто-
ногих с помощью почти полных полусфериче-
ских камер (около 160°). Оптическая подсистема 
реализована путем объединения эластомерных 
составных оптических элементов и деформиру-
емых массивов тонких кремниевых фотодетек-
торов в интегрированные листы, которые могут 
быть трансформированы в полусферические 
формы для встраивания в камеры. В статье [21] 
описывается метод проектирования сложных 
глаз с панорамным, неискаженным полем зре-
ния. Представленный прототип представляет 
собой одну из многих возможных реализаций 
принципа проектирования CurvACE [22]. Авторы 
создали компактный, легкий, энергоэффектив-
ный миниатюрный датчик зрения, который под-
ходит для применения в широком спектре задач, 
требующих быстрое обнаружение движения на 
панорамном поле зрения.

3. Параметры моделируемого анализатора

Для моделирования зрительного анализато-
ра анимата-муравья накладываются следующие 
требования: 

Рис. 2. Агрессивная поза (а) и транспортировка (б) у ры-
жих лесных муравьев (группа Formica rufa) (по работе [13] 
с изменениями)
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1) зрительный модуль должен уметь распозна-
вать рабочих особей муравьев. Желательно отли-
чать особей своего и чужого видов. Также анали-
затор должен определять расплод: яйца, личинок 
и куколок; 

2) необходимо различать позы рабочих мура-
вьев. Минимальный набор для распознавания: 
"обычное" положение тела, агрессивная поза, 
поза для транспортировки ("пассивная"); 

3) анализатор должен уметь определять число 
указанных выше объектов в поле обзора, выда-
вать информацию об изменении их числа; 

4) на основании данных о числе, состоянии
и взаимном расположении распознанных объ-
ектов необходимо классифицировать модельные 
ситуации:
 � "сигнал тревоги" — "свой(и)" муравей(ьи) при-

нял(и) агрессивную позу;
 � "транспортировка" — муравей(ьи) пере но-

сит(ят) другого (их);
 � "опасность для расплода" — вражеская(ие) 

особь(и) рядом с расплодом;
 � "конфликт" — обнаружены "свои" и "чужие" 

рабочие особи.

4. Подход к проектированию
системы распознавания

Для решения поставленных задач был выбран 
атрибутный подход к распознаванию и описа-
нию объектов. Согласно ему каждый объект 
пространства реального мира содержит ряд ха-
рактерных атрибутов или признаков. В качестве 
таких признаков может выступать как цвет или 
узор покрытия данного объекта, так и его фор-
ма, динамика, размеры и прочие особые харак-
теристики. Атрибутное представление удобно и 
с точки зрения описания, ведь для задания объ-
екта достаточно перечислить все (или основные) 
его признаки, и с точки зрения реализации си-
стемы. Последний пункт продиктован текущим 
развитием данной области и наличием ряда ме-
тодов и алгоритмов обработки и фильтрации 
изображений, позволяющих выделить тот или 
иной признак. Это могут быть, например, детек-
торы цвета/узора и детекторы контуров/формы 
наблюдаемого объекта, нейросетевые детекторы 
определенных признаков и т. п. Также удобство 
данного подхода заключается в расширяемости 
системы, так как реализация новых детекторов, 
в дополнение к хорошо известным и использую-
щимся, не требует изменения системы в целом. 
Данный подход к распознаванию можно считать 
статистическим. В работе [23] упоминается, что 
при использовании такого подхода использова-
ние контекстной информации трудоемко, однако 
дальнейшее предложенное расширение подхода 
призвано устранить эту проблему.

Описание объектов. Базовой единицей выше-
описанного подхода является атрибут (a). Каж-
дый атрибут (a) принадлежит своему классу (A). 
Простейшими примерами классов атрибутов
могут выступать классы цвета, формы и т.  д. 
Объект (o) образуется набором атрибутов (ai), ко-
торые принадлежат соответствующим классам:

 о = {a1, a2, ..., an}, ai ∈ Ai, Ai ≠ Aj, i ≠ j.

Каждое значение зависит непосредственно от 
программной реализации и настроек детектора 
соответствующего класса. Для того чтобы систе-
ма зарегистрировала искомый объект на пред-
ставляемом ей изображении, требуется, чтобы 
все программные детекторы, отвечающие за свои 
атрибуты, выдавали список областей изображе-
ния, где эти атрибуты были зафиксированы. Если 
в определенной области был зарегистрирован весь 
список атрибутов, следовательно, в ней распознан 
искомый объект.

Сложные объекты. Система в данной реали-
зации не справится с распознанием объектов, 
имеющих слишком широкий набор призна-
ков. Примером могут служить любые объекты с 
большим спектром разнообразных цветов. В этот 
список можно добавить объекты, способные из-
менять форму в течение малого промежутка вре-
мени. Для решения этой задачи введено понятие 
сложного объекта (co), который характеризуется 
множеством простых объектов {oi} и набором от-
ношений {rj} между ними. Отношение является 
предикатом на множестве пар объектов, т.   е. для 
каждой пары объектов возвращает или "ложь", 
или "истину". Таким образом, сложный объект 
может задаваться набором троек, где тройка — 
это два объекта и отношение между ними:

 co = {{o1, o2, r1}, ..., {oi, oj, rk}}.

Отношения в данном случае подразумева-
ются, в основном, пространственные и сравни-
тельные. В роли пространственных отношений 
выступают следующие: "располагаться над дру-
гим объектом", "располагаться рядом с другим 
объектом", "лежать под углом к другому объек-
ту" и т.  д. Сравнительные обычно подразумевают 
отношение размеров: "быть больше, чем другой 
объект", "быть шире, чем другой объект" и т.  п. 
Это позволит описать сложный объект в виде 
композиции простых объектов с указанием их 
отношений [24].

Данный подход укладывается в парадигму, 
обозначенную во введении. Путем описания объ-
ектов в таком виде образуется интерфейс на уров-
не семантической сети. Семантические сети —
хорошо известная форма представления зна-
ний, использующая графовое представление [25].
В это представление входит способ распозна-
вания сложных объектов, описанных выше, где 
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в роли вершин выступают простые объекты,
а в роли ребер — отношения. Таким образом, си-
стема управления имеет возможность при необ-
ходимости изменя ть параметры распознаваемых 
объектов, меняя их отношения или составные 
части. Такой подход не реализуем, если объекты 
распознаются монолитно, как, например, с ис-
пользованием нейросетевых алгоритмов.

Опишем представление муравья Formica (вид 
сверху), используя следующие атрибуты: форма 
тагм (головы, груди или брюшка), их цвет, от-
носительные размеры (см. таблицу).

В данном примере муравей представлен в не-
сколько упрощенной форме. На практике все 
тагмы тела (голова, грудь и брюшко) муравьев 
имеют более сложную форму, и необходима воз-
можность распознавать их. Возможно распозна-
ние пигментных пятен и специфических узоров 
на различных сегментах, определение наличия/
отсутствия волосков на них, положения сложных 
глаз и глазков на голове. В перспективе необхо-
димо распознавать и определять положение при-
датков головы и груди: антенн, элементов рото-
вого аппарата, ног, крыльев.

После того как создано описание сложного 
объекта и система распознала отдельные его ча-
сти, требуется определить, образуют ли отдель-
ные фрагменты общую картину. Данная провер-
ка выполняется с помощью графового анализа. 
Для этого сложный объект, заданный в системе 
распознавания, представляется в виде графа, где 
в качестве вершин выступают объекты, а в каче-
стве ребер — отношения (данный граф назовем 
эталонным (рис. 3)). Такое представление объек-

тов позволяет перейти к семантическому описа-
нию [27].

Распознанные объекты, принадлежащие слож-
ному объекту, формируют граф, который назовем 
графом текущего наблюдения. На нем к вершинам 
объектов (которые могут быть представимы в не-
скольких экземплярах) добавляются распознан-
ные отношения. Программный модуль проверки 
попарно проверяет отношения между соответству-
ющими объектами и добавляет ребро в граф, если 
отношение было распознано. После формирования 
графа текущего наблюдения запускается алгоритм 
поиска под-изоморфизмов в графах. В этом случае 
подграфом выступает эталонный граф, а его по-
иск происходит в графе текущей сцены. Граф теку-
щего наблюдения для положительного результата 
должен содержать не меньше объектов, чем эта-
лонный граф. Процесс поиска под-изоморфизмов 
возвращает подграф графа текущего наблюдения, 
который изоморфен эталонному графу. В данном 
случае наличие изоморфности означает, что инте-
ресующий объект найден.

Распознавание поз. Подобный подход позволя-
ет вносить дополнительные отношения в описа-
ние объекта, для того чтобы учесть возможность 
его изменения. В соответствии с поставленными 
задачами необходимо не только иметь возмож-
ность отмечать наличие аниматов в поле зрения 
анализатора, но и распознавать позы, в которых 
они находятся. Для распознания агрессивной 
позы (см. рис. 2, а) добавим к предыдущему опи-
санию анимата дополнительное отношение меж-
ду объектами "грудь" и "брюшко": "располагаются 
под углом около 90° друг к другу".

Также необходима возможность распознавания 
аниматов-муравьев, находящихся в "пассивной 
позе". В этом случае в сложный объект (рис. 3) до-
бавляется отношение между объектами "брюшко" 
и "грудь" — "соприкасаются по длинной стороне". 
Обе позы упрощены. Стоит отметить, что распоз-
навание является дополнительной опцией, общее 
описание сложного объекта позволяет распознать 
анимата в любой позе.

Сцены. Так как речь идет о системе техниче-
ского зрения, использующейся в задачах управ-
ления, следует рассматривать не только рас-
познавание объектов как отдельных элементов
среды, но и анализ общей наблюдаемой карти-
ны. Будем называть общую картину наблюдения
сценой (S) [28]. Описание сцены аналогично опи-
санию сложного объекта. Однако сцена содержит 
и простые, и сложные объекты, соединенные не-
кими отношениями:
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Отношения в анализе сцен имеют сравнитель-
ный и пространственный характер. Для каждой Рис. 3. Эталонный граф сложного объекта "муравей"

Описание муравья Formica
с использованием выбранных атрибутов

Класс Атрибут

По: [26] с изменениями

Объект 1: голова

Цвет Оранжевый

Форма Трапеция

Объект 2: грудь

Цвет Оранжевый Голова соединена с грудью
Голова более широкая, чем 
грудь
Грудь соединена с брюшком
Грудь более узкая, чем 
брюшко

Форма Прямоугольник

Объект 3: брюшко

Цвет Коричневый

Форма Овал
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из ситуаций, перечисленных в требованиях к 
возможностям анализатора, в системе создается 
своя сцена, описывающая данную ситуацию. Во 
время работы анализатора происходит распозна-
вание сцены методом, аналогичным методу по-
иска сложных объектов (рис. 4). Когда сцена рас-
познана, она передается на выход анализатора.

До этого момента имелись в виду статические 
сцены. Также сцены могут быть динамическими, 
т. е. сами объекты или отношения могут иметь 
динамический характер. Например, существу-
ет разница, отдаляется враг от наблюдающего 
за ним анимата или приближается к нему. Для 
перехода от статических объектов и сцен к дина-
мическим был реализован механизм слежения за 
объектами, позволяющий соотнести объекты на 
разных шагах распознавания.

Система распознавания. Система распозна-
вания была реализована на языке С++ с ис-
пользованием библиотек компьютерного зрения 
OpenCV и графового анализа iGraph. В системе 
можно выделить три этапа обработки (рис. 5). 
Первый этап представляет собой запуск про-
граммных модулей, выделяющих атрибуты. На 
втором этапе происходит выделение простых 
и сложных объектов по найденным атрибутам. 
Третий этап реализует выделение сцен.

использовать в дальнейших исследованиях, не-
достаточны. Система оснащена ультразвуковым 
дальномером, вместе с камерой закрепленным на 
подвижном кронштейне. Он позволяет вращать 
связку "камера—дальномер" вокруг горизонталь-
ной и вертикальной осей. Таким образом, ис-
пользуя показания видеокамеры, анализатор мо-
жет наводиться на интересующий объект и изме-
рять расстояние до него с помощью дальномера 
(рис. 6). Интерфейс между системой и роботом 
обеспечивается сервисным микроконтролле-
ром, который также управляет сервоприводами 
и считывает данные с дальномера. Разработан 
протокол команд, позволяющий роботу настра-
ивать систему.

С системой, реализующей механизмы распоз-
навания, был поставлен ряд экспериментов — 
для простоты и проверки общей работоспособ-
ности были изображены некоторые абстракции, 
описывающие перечисленные выше понятия.

Рис. 4. Пример графа, описывающего сцену "транспортировка"

Рис. 6. Программно-аппаратная реализация системы техни-
ческого зрения:
1 — микрокомпьютер Raspberry PI; 2 —сервисный микро-
контроллер; 3 — камера; 4 — УЗ дальномер; 5 — подвижный 
кронштейн

Рис. 5. Этапы обработки

6. Эксперименты

Эксперимент 1. Простые и сложные объекты. 
Модели аниматов-муравьев были сильно упро-
щены по сравнению с описанным выше. На дан-
ном этапе моделирования требовалась проверка 
принципиальной применимости подхода, распоз-
навание сложных моделей не было необходимым. 
Грудь и голова анимата-муравья обозначались од-
ним оранжевым прямоугольником, а брюшко — 
коричневым прямоугольником (рис. 7).

Если два прямоугольника находились на за-
данном расстоянии друг от друга, то анализатор 
распознавал их как объект "муравей". Это отно-
шение не зависело от взаимного расположения 

5. Аппаратная реализация

Была разработана бортовая система техни-
ческого зрения мобильного робота. Анализатор 
представляет собой автономный модуль, вклю-
чающий собственный вычислитель на базе ми-
крокомпьютера Raspberry PI, так как вычисли-
тельные мощности роботов, которые планируют 
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брюшка и груди. Все конфигурации моделей 
аниматов распознаны как "муравей" (рис. 7, а, б).

Эксперимент 2. Добавление поз. Далее в си-
стему были добавлены три вида поз: нейтраль-
ная, пассивная и агрессивная. Анализатор рас-
познавал пассивную позу, если блоки "голова" + 
+ "грудь" и "брюшко" располагались друг над 
другом. Сочетание последних объектов, распола-
гавшихся под углом 90° друг к другу, распознава-
лось как агрессивная поза (рис. 7, в).

После тестирования на нарисованных аб-
стракциях была проведена проверка работоспо-
собности системы на реальных изображениях, 
полученных с камеры. Подобное распознавание 
связано с комплексом проблем, сопряженных с 

работой видеокамер: низкая чет-
кость, недостаток освещенности, 
искажение цветов объектов и т.   д. 
Были собраны макеты нарисован-
ных ранее абстракций. При мо-
делировании вместо прямоуголь-
ников использованы цилиндры. 
Результаты распознавания пред-
ставлены на рис. 8.

Если добавить отношения, за-
дающие пассивную и агрессивную 
позы, как было описано выше, то 
также можно выделить их и отли-
чить от обычной позы.

Эксперимент 3. Распознавание 
сцены. Следующим этапом явля-
ется распознавание сцены в целом. 
Для этого вводится объект "враг". 
Сложный объект "враг" состоит 
из двух простых объектов черного 
цвета. Отношения, соединяющие 
объекты, аналогичны отношениям 
внутри сложного объекта "друг". 
Смоделирована следующая сцена.

На рис. 8, а, б все объекты идентифицирова-
ны как "друг" или "враг". Позы этих объектов яв-
ляются дополнительной информацией.

На следующей стадии выделенные объекты за-
носятся в граф текущего наблюдения и сравни-
ваются с эталонным графом, как было описано 
выше. Для полного описания сцены "конфликт" 
анализатор подсчитывает число сложных объ-
ектов: "друг", "враг", определяет позы, в которых 
находятся аниматы, и направляет эти данные 
вместе с определением сцены на модуль управле-
ния. Аналогично программа может определять и 
подсчитывать число транспортируемых и транс-
портирующих особей, формируя сигнал сцены 
"транспортировка".

Рис. 8. Сцена "конфликт" — распознанные простые (а) и сложные (б) объекты

Рис. 7. Распознавание:
а — простых объектов; б — сложных объектов; в — поз
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7. Формирование поведения анимата
на основе сигналов анализатора

Поведение анимата должны формировать 
другие аппаратные и/или программные модули с 
использованием сигналов анализатора. Рассмо-
трим варианты использования информации, по-
ступающей от зрительного модуля.

Распознавание дружеских и вражеских осо-
бей, их подсчет позволят анимату анализировать 
тактическую ситуацию вокруг себя. На основа-
нии данных анализатора он может принимать 
решение о вступлении в схватку и выходе из нее.

Данные о позе аниматов-муравьев составля-
ют основу для киноптических реакций в группах 
агентов. Например, возможность распознавания 
агрессивной позы позволит проводить локальные 
мобилизационные мероприятия. Аниматы-мура-
вьи смогут передавать информацию о нападении 
без дополнительных сигнальных систем, просто 
переходя в боевой режим и готовясь к атаке.

Кроме того, система позволяет предложить 
вариант альтернативного (не обоснованного био-
логически) использования рассматриваемых ус-
ловных сигналов. При критически малом заряде 
аккумулятора анимат должен принять пассив-
ную позу, обозначая этим необходимость транс-
портировки. Такое техническое решение может 
быть полезно и эффективно и при моделирова-
нии социумов аниматов, и в организации со-
обществ роботов, автономно решающих задачи в 
течение длительного времени.

Если рассматривать архитектуру подробнее, то 
можно представить ее в качестве двух фрагмен-
тов одной семантической сети (рис. 9). Одна часть 
реализована на уровне анализатора, и сигналы 
этой сети, которые отвечают распознанным ситу-
ациям, возбуждают вершины второго фрагмента 
сети, описывающего модуль управления. В свою 
очередь, сематическая сеть модуля управления 
может возбуждать вершины сети анализатора, от-
вечающие за параметры объектов и сцен, изменяя 
выход. Таким образом, модуль управления может 

влиять на особенности распознавания объектов в 
соответствии с контекстом.

Заключение

Основным результатом работы является соз-
дание прототипа зрительного анализатора, ре-
ализованного на основе метода распознавания 
объектов путем декомпозиции их признаков. 
В ходе тестирования аппаратно-программного 
комплекса была показана принципиальная воз-
можность формирования киноптических реак-
ций у аниматов-муравьев.

Работа выявила возможность применения 
предложенного подхода для подготовки визуаль-
ных данных и формирования поведения анима-
та. Можно обозначить два возможных направле-
ния дальнейшего развития системы.

Первое направление — использование систе-
мы в робототехнике, в том числе при создании 
аниматов. Анализатор может использоваться как 
источник информации для систем, формирую-
щих поведение агентов.

Вторым направлением является использова-
ние предложенных методов в качестве основы 
для системы определения реальных муравьев на 
изображениях и описания их поведения на осно-
ве видеозаписей. Для решения подобной задачи 
требуется использование более сложных (чем в 
приведенных примерах) и разнообразных мето-
дов распознавания атрибутов, а также расшире-
ние описаний объектов.
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In the framework of study the implementation of social behavior models in group robotics systems, the question of the 
arrangement of animat visual system is of high importance. In this paper we propose the structure of the so-called visual 
analyzer, simulating the work of the perception system of the animat. The direction of modeling animated ants (artificial 
animals) has been chosen in the robot society design. The system requirements have been developed: the ability to recognize 
individuals, determine their number in the field of view, give information about the change of its quantity, and distinguish 
its poses. The system was implemented in C++ using technical vision and graph analysis libraries. The video stream passes 
through three consistent processing stages: selecting attributes, recognizing simple and complex objects, recognizing scenes. 
The method of recognizing objects is realized by decomposing their features, the algorithm for recognizing complex objects 
and scenes is based on the search for isomorphic subgraphs in the system of technical vision. The principal possibility of 
using such a system for recognizing models of animats of different kinds, scenes with participation, formation of simple 
kinoptical reactions is shown. A software and hardware complex designed for installation on a mobile robot is described. 
Models of animated ants were simplified for the experiments. This was done to test the applicability of the approach. After 
testing the system on the drawn abstractions, the system was tested on real images received from the camera. Further 
development options for the system are indicated.

Keywords: visual analyzer, animat, group robotics, robot society, modeling, object recognition, technical vision system, ant
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Исследование качественных характеристик наблюдаемости 
переменных состояния линейных нестационарных моделей 

инерциальных навигационных систем

и алгоритмическим путями. Разработка новых 
конструкций измерительных систем требует но-
вой технологической базы и больших финансо-
вых затрат. Алгоритмический подход позволяет 
существенно повысить точность навигационных 
определений с использованием измерительных 
систем современного уровня точности.

Алгоритмическая коррекция навигационных 
систем [1] обычно осуществляется с помощью 
алгоритмов коррекции высокого уровня — ал-
горитмов оценивания, прогнозирования и ком-
плексирования [3]. Такая алгоритмическая кор-
рекция предусматривает использование второго 
измерительного датчика информации, внешне-
го по отношению к корректируемой системе.
С помощью этого внешнего датчика формирует-
ся измерительный сигнал для алгоритмов, пред-
ставляющий собой смесь ошибок измерительной 
системы и внешнего датчика.

Алгоритмы оценивания [4] применяются для 
компенсации погрешностей в выходном сигна-
ле базовой измерительной системы. Для повы-
шения точности навигационных определений на 
современных ЛА используют несколько измери-
тельных систем, объединенных в измерительные 
комплексы [2, 3], которые снабжены сложным 
алгоритмическим обеспечением и отличаются 
высокой точностью.

Дальнейшее повышение точности возможно 
путем использования в алгоритмах моделей с 
повышенными качественными характеристика-
ми. В схемах коррекции навигационной инфор-

Рассмотрен критерий степени наблюдаемости переменных состояния линейных нестационарных систем. Исследо-
ваны качественные характеристики наблюдаемости погрешностей инерциальной навигационной системы. Исследована 
задача определения достижимой точности корректируемых инерциальных навигационных систем летательных аппа-
ратов.

Ключевые слова: летательный аппарат, инерциальная навигационная система, степень наблюдаемости, анализ 
качественных характеристик

Введение

Летательный аппарат (ЛА) как объект управ-
ления является одним из наиболее сложных
из-за высоких требований к точности управления. 
Разработка систем управления перспективными 
динамическими объектами, в частности ЛА, тре-
бует изучения новых подходов к их проектирова-
нию, создания новых концепций, модернизации 
существующего программно-алгоритмического 
обеспечения, создания новой элементной базы, 
применения новых информационных технологий.

Успешное решение задач управления ЛА во 
многом определяется уровнем развития измери-
тельной техники. Эксплуатационные характери-
стики ЛА в большой степени определяются со-
вершенством бортового оборудования, в частно-
сти, качеством информационно-измерительных 
сигналов, используемых для управления. Инфор-
мационно-измерительные сигналы поступают от 
измерительных систем ЛА. В качестве измери-
тельных систем используют различные гироско-
пические навигационные системы, например, 
для атмосферных ЛА используют инерциальные 
навигационные системы (ИНС), спутниковые на-
вигационные системы (GPS, ГЛОНАСС), разно-
образные радиолокационные системы и др. [1, 2].

Измерительные сигналы этих систем имеют 
погрешности, обусловленные конструктивны-
ми особенностями и условиями функциониро-
вания ЛА. Повышение точности измерительной 
информации осуществляется конструкторским 

УПРАВЛЕНИЕ В АВИАКОСМИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ
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мации используются алгоритмы, включающие 
различные математические модели исследуемых 
процессов, в частности модели погрешностей 
ИНС [2, 3]. Эти модели отличаются уровнем под-
робности и качественными характеристиками. 
Одной из качественных характеристик моделей 
является степень наблюдаемости переменных 
состояния [5, 6].

В данной работе представлены критерии сте-
пени наблюдаемости линейных нестационарных 
систем. Исследованы качественные характери-
стики наблюдаемости переменных состояния 
линейных нестационарных систем.

Критерий наблюдаемости
нестационарных динамических систем

Рассмотрим линейную нестационарную си-
стему вида

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t t= +x A x G W�  (1)

и уравнение измерений, имеющее вид

 ( ) ( ) ( ) ( ),t t t t= +z H x v  (2)

где x(t) — n-мерный вектор состояния системы; 
W(t) — вектор входного шума; z(t) — m-мерный 
вектор измерений; v(t) — измерительный шум; 
A(t), G(t), H(t) являются линейными нестацио-
нарными матрицами соответствующих размер-
ностей; t — текущее время.

Система (1) и (2) называется вполне наблюда-
емой [7] в момент t, если можно определить со-
стояние системы x(t0) из наблюдения выходной 
функции z(t) на интервале времени [t0, t].

В большинстве практических случаев размер-
ность вектора z(t) меньше, чем размерность век-
тора x(t), т. е. m < n, и уравнение (2) представляет 
собой систему m уравнений с n неизвестными. 
Поэтому значение вектора z(t) в момент t не дает 
достаточной информации для восстановления 
вектора x(t). Нужно учесть информацию о векто-
ре z(t) [8] на отрезке [t0, t].

Рассмотрим нестационарную систему (1) и (2).
Вектор z(τ) в момент τ ∈ [t0, t] можно предста-

вить в виде

 ( ) ( ) ( , ) ( ),t tτ = τ τ +z H xF

где F(τ, t) — переходная матрица нестационарной 
системы (1).

Введем матрицу грамиана наблюдаемости [7, 9]

 
0

т т
0( , ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) .

t

t

t t t t d= τ τ τ τ τ∫N H HF F

Для наблюдаемости системы (1) и (2) необхо-
димо и достаточно существование момента t0 < t, 
для которого матрица N(t, t0) положительно опре-
делена, т. е. det N ≠ 0.

Критерий степени наблюдаемости переменных 
состояния нестационарных систем

При исследовании степени наблюдаемости 
переменных состояния нестационарного объекта 
уравнение объекта удобно представлять в дис-
кретном виде:

 xk = Fk, k – 1xk – 1 + Gk – 1wk – 1, (3)

где xk — вектор состояния; wk – 1 — вектор вход-
ного возмущения; Fk, k – 1 — матрица объекта;
Gk – 1 — матрица входа; k — такт вычислений.

Уравнение измерений имеет вид

 zk = Hkxk + vk, (4)

где zk — вектор измерений; vk — вектор ошибок 
измерения; Hk — матрица измерений.

Разобьем каждый шаг измерений на n (поря-
док системы) подтактов [tk, tk + n – 1] и выразим 
эти измерения через вектор состояния в началь-
ном подтакте tk измерений этого шага:

 

1 1 1,� 1�

1 1 1,� 2 1,�

� 1 1,� 2 2,� 1

� 1 2 2

1

1

.

;

;

... ... ...

..

... .

k k

k

k n k n

k k k k

k k k k k k k

k n k n k n k n k k k

k n k n k n k k k

k n k n

+ + + +

+ − + − + − + − +

+

+ − +

+ − + − + − + +

+ − + − −

= +

+

+

+

= +

= +

+

+ +

z H x v

z H x H w

z H x

H

v

w

w vH

G

...

F

F G

G

F

F

F

 (5)

Перепишем выражение (5) в матричной форме:

 * * ,k Lk k k= +z O x v
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Матрица OLk является матрицей наблюдаемо-
  сти. Нестационарная система (3) и (4) наблюдаема 
в интервале [tk, tk + n – 1], если ранг матрицы OLk 
равен порядку системы n, т. е. rank[OLk] = n [10].

Выразим из уравнения объекта вектор состоя-
ния в начальном подтакте измерения:

 * * ,k Lk k Lk k
+ += −x O z O v  (6)

где т 1 т[ ]Lk Lk Lk Lk
+ −=O O O O  — псевдообратная мат-

рица матрицы OLk.
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В соответствии с уравнением (6) введем обо-
значение

 * .k Lk k
+=y O z  (7)

Пусть Hk = [1 0 ... 0], запишем уравнение (7) в 
скалярном виде:

 1, 2, 1 , 1... ,i i i i
k k k k k n k k ny z z z+ + −= α + α + + α  (8)

где i
ky  — i-й элемент вектора yk; , ( 1,..., )i

j k j nα =  — 
i-я строка матрицы Lk

+O .
Для остальных компонент вектора состояния 

уравнения измерений формируются в соответ-
ствии с уравнением (8).

Запишем вектор приведенного измерительно-
го шума * * ,k Lk k

+= O vV  в соответствии с уравнени-
ем (8), в скалярном виде:

 *
1, 2, 1 , 1... ,i i i i

k k k k k n k k nv v v+ + −= α + α + + αV

где *i
kV  — i-й элемент вектора *;kV  vk + s — ошибки 

измерения в различные подтакты проведения 
измерений ( 0, 1s n= − ), которые являются ком-
понентами вектора *

kv .
Дисперсия приведенного к i-й компоненте из-

мерительного шума *i
kV  определяется коэффици-

ентами , ( 1,..., ),i
j k j nα =  т. е.

 * 2 2 2 0
1, 2, ,[( ) ( ) ... ( ) ] ,i i i i

Lk k k n k kR R= α + α + + α  (9)

где 0
kR  — дисперсия исходного измерительного 

шума vk.
Судить о мере наблюдаемости можно по двум 

характеристикам: точности оценивания и време-
ни сходимости. Критерий, по которому опреде-
ляется степень наблюдаемости, имеет вид [9]
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С учетом (9) критерий степени наблюдаемо-
сти для нестационарных систем будет иметь вид
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где 2[( ) ]i
kE x  — дисперсия произвольной i-й ком-

поненты вектора состояния; 2[( ) ]i
kE y  — диспер-

сия непосредственно измеряемого вектора со-
стояния.

Степени наблюдаемости погрешностей
инерциальных навигационных систем

Рассмотрим степени наблюдаемости ошибок 
ИНС. Помимо различия во временных интерва-
лах, необходимых для удовлетворительного оцени-

вания ошибок ИНС, различны и относительные 
погрешности оценивания по отношению к оцени-
ваемому номиналу. В связи с этим встает вопрос о 
степени наблюдаемости различных ошибок ИНС.

Известный способ повышения точности оцени-
вания заключается в выборе модели с меньшими 
элементами матрицы Lk

+O , т. е. с большими степе-
нями наблюдаемости (уменьшение шума приводит 
к повышению качества наблюдения) [11]. Повыше-
ние степени наблюдаемости с помощью критерия 
(10) осуществляется путем, например, увеличения 
периода дискретизации T. Повышение точности 
оценивания ошибок ИНС предполагает уменьше-
ние коэффициентов при формировании приведен-
ных измерений в уравнении (8) и (9).

Но с течением времени точность оценивания 
и время сходимости у нестационарных систем 
могут изменяться. Поэтому актуальной является 
задача исследования степени наблюдаемости в 
процессе функционирования системы.

В алгоритме линейного нестационарного 
фильтра Калмана [4] использована априорная 
модель. Придать этой модели улучшенные свой-
ства можно с помощью критериев степени на-
блюдаемости. Известен критерий вида [11]

 Ω = {det[OLk]}
2 → max.

Критерий представляет собой критерий сте-
пени наблюдаемости: с увеличением детерми-
нанта матрицы наблюдаемости повышается сте-
пень наблюдаемости компонент вектора состоя-
ния системы.

Другой метод повышения точности алгоритма 
оценивания заключается в снижении измери-
тельного шума путем минимизации коэффици-
ентов   , ( 1,..., )i

j k j nα =  в уравнении (9), которые 
используются при вычислении степеней наблю-
даемости по критерию (10).

Таким образом, метод выбора коэффициен-
тов матрицы наблюдаемости позволяет повысить 
степень наблюдаемости оцениваемых перемен-
ных состояния, а также выбрать   оптимальные 
характеристики систем.

Поэтому параметры модели погрешностей 
ИНС можно изменять в  целях повышения сте-
пени наблюдаемости приведенных измерений. 
В связи с этим остро встает вопрос о точности 
линейного нестационарного фильтра Калмана и 
исследовании влияния этих параметров на каче-
ство оценивания.

В соответствии с вышесказанным на рис. 1—3 
приведены графики степеней наблюдаемости, 
оценок погрешностей ИНС и среднеквадратиче-
ских отклонений (СКО) ошибок оценивания (τ).

На рис. 1 представлена степень наблюдаемости 
угла отклонения гиростабилизированной плат-
формы (ГСП) при различных периодах дис крети-
зации.
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На рис. 2 представлен результат оценивания 
угла отклонения ГСП с помощью линейного 
нестационарного фильтра Калмана при различ-
ных периодах дискретизации.

Для того чтобы сравнить качество оценива-
ния при различных периодах дискретизации, на 
рис. 3 изображено СКО ошибок оценивания угла 
отклонения ГСП.

По рис. 3 видно, что СКО ошибок оценивания 
с помощью линейного нестационарного фильтра 
Калмана при T = 1 с равно 2,5•10–6 рад, а при 
T = 2 с — 1,5•10–6 рад. Моделирование показа-
ло, что точность оценивания погрешностей ИНС 
посредством линейного нестационарного фильтра 
Калмана с повышенными характеристиками 
наблюдаемости выше по сравнению с использова-
нием классического линейного нестационарного 
фильтра Калмана.

Выбор коэффициентов позволяет повысить 
степень наблюдаемости оцениваемых перемен-
ных вектора состояния, а следовательно, повы-
сить точность оценивания переменных состоя-
ния исследуемой системы.

Если изменяющиеся коэффициенты не под-
лежат искусственному изменению, то появляет-
ся возможность вычислить достижимую точность 
оценивания в зависимости от значений таких ко-
эффициентов. Например, при изменении высоты 
полета ЛА меняется гравитационное ускорение gk. 
В этом случае учет gk в математической модели 
погрешностей ИНС приводит к изменению ее 
качественных характеристик, в частности степе-
ни наблюдаемости погрешностей ИНС. Исполь-
зование моделей с различными качественными 
характеристиками в алгоритме оценивания при-
водит к разной точности оценивания погрешно-
стей ИНС. Определение достижимой точности 
оценивания погрешностей ИНС в зависимости 
от высоты полета ЛА позволяет принять реше-
ние об использов ании той или иной схемы кор-

Рис. 2. Оценка угла отклонения ГСП реальной системы ИНС, 
полученная с помощью линейного нестационарного фильтра 
Калмана при различных T:
1 — оценка угла отклонения ГСП реальной системы ИНС, 
полученная с помощью линейного нестационарного фильтра 
Калмана при Т = 1; 2 — оценка угла отклонения ГСП реаль-
ной системы ИНС, полученная с помощью линейного неста-
ционарного фильтра Калмана при Т = 2; 3 — реальные данные

Рис. 3. СКО ошибок оценивания с помощью линейного 
нестационарного фильтра Калмана при различных T:
1 — СКО ошибок оценивания посредством классического 
линейного нестационарного фильтра Калмана (при T = 1 с); 
2 — СКО ошибок оценивания посредством линейного не-
стационарного фильтра Калмана с повышенными характе-
ристиками наблюдаемости (при T = 2 с)

Рис. 1. Степень наблюдаемости угла отклонения ГСП при 
различных T:
1 — степень наблюдаемости угла отклонения ГСП при Т = 1; 
2 — степень наблюдаемости угла отклонения ГСП при Т = 2
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рекции ИНС. Достижимая точность оценивания 
зависит от многих факторов [1], но в настоящей 
статье рассмотрим зависимость только от меняю-
щихся коэффициентов матрицы модели погреш-
ностей ИНС. В качестве критерия, по которому 
определяется точность оценивания, используем 
критерий степени наблюдаемости нестационар-
ных переменных состояния (10).

Уравнения ошибок ИНС имеют вид

 xk = Fk, k – 1xk – 1 + Gk – 1wk – 1,

где
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здесь δVk — погрешность в определении скорости; 
ϕk — угол отклонения ГСП относительно сопро-
вождающего трехгранника; εk — скорость дрей-
фа ГСП; Bk – 1 — смещение нуля акселерометра;
wk – 1 — дискретный аналог белого гауссовско-
го шума; Λ — среднеквадратическое отклонение 
случайного значения дрейфа гироскопа; R — ра-
диус Земли; μ — средняя частота изменения слу-
чайного дрейфа гироскопа.

Уравнение измерения имеет вид (4), где
Hk = [1 0 0].

В этом случае матрица наблюдаемости имеет вид

 
2

21
1 1

1 0 0

1 0 .

1

Lk k

k
k k k

g T

g T
g T g T g T

R
+

+ +

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− − − −⎢ ⎥⎣ ⎦

O
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Поэтому, в соответствии с уравнением (8), для 
непосредственного измерения компонент векто-
ра состояния уравнения имеют следующий вид:
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В соответствии с выражением (9) определим 
дисперсию приведенного к углу отклонения ГСП 
относительно сопровождающего трехгранника 
измерительного шума:
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где 0
kR  — дисперсия ошибки в измерении скорости.

Определим степень наблюдаемости угла от-
клонения ГСП относительно сопровождающего 
трехгранника:
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Определим дисперсию измерительного шума, 
приведенного к скорости дрейфа ГСП относи-
тельно сопровождающего трехгранника:
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Степень наблюдаемости скорости дрейфа ГСП 
определяется аналогично:
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Результаты моделирования
нестационарных ошибок ИНС

с различными степенями наблюдаемости

Исследуем степени наблюдаемости перемен-
ных состояния нестационарной системы. Для 
этого необходимо сначала вычислять ранг матри-
цы наблюдаемости OLk. Когда ранг матрицы OLk 
равен порядку системы n, т. е. rank[OLk] = n, ис-
следуемая система является наблюдаемой. В этом 
случае можно перейти к исследованию степеней 
наблюдаемости переменных состояния. На рис. 4 
и 5 показаны зависимости степени наблюдаемости 
угла отклонения ГСП и скорости дрейфа ГСП.

Когда степень наблюдаемости угла отклоне-
ния ГСП равна 1,5•10–3, ошибка оценивания с 
помощью линейного нестационарного фильтра 
Калмана равна 3,5•10–8 рад; когда же степень 



351Мехатроника, автоматизация, управление, Том 19, № 5, 2018

наблюдаемости угла отклонения ГСП равна 
1,05•10–3, ошибка оценивания равна 7,8•10–9 рад. 
Таким образом, чем выше степень наблюдаемо-
сти, тем меньше ошибка оценивания.

Теперь проанализируем зависимость степени 
наблюдаемости от изменения ускорения свобод-
ного падения (или высоты полета ЛА) в про-
странстве. В 1971 г. на ассамблее Международно-
го союза геофизики и геодезии была рекомендо-
вана формула нормального значения ускорения 
свободного падения [2]:

 g0 = 9,780318(1 + 0,0053024sin2ϕ – 0,0000059sin2ϕ),

или

g0 = 9,7803185(1 + 0,005278895sin2ϕ – 0,000023462sin4ϕ),

где ϕ — широта местоположения.

Значение ускорения свободного падения от 
изменения высоты имеет вид

 g = g0 – 0,000003086h, 

где h — высота полета ЛА.
При более точных расчетах необходимо исполь-

зовать одну из моделей гравитационного поля Зем-
ли, дополнив ее поправками.

В результате получены зависимости, пред-
ставленные на рис. 6—8.

Таким образом, результаты моделирования 
показали, что чем больше высота полета ЛА, 
тем меньше значения степеней наблюдаемости и 
ниже точность оценивания.

Рассматривая модели погрешностей ИНС в 
условиях изменения высоты полета для каждого 
типа ИНС и оценивая их с помощью нестаци-
онарного фильтра Калмана, можно определить 
качество оценивания этих погрешностей.

Исследуем степени наблюдаемости погрешно-
стей ИНС и их влияние на качество оценивания. 
Установив взаимосвязь степени наблюдаемости и 
точности оценивания, можно определять точность 
корректируемой ИНС на основе анализа степеней 
наблюдаемости исследуемых погрешностей ИНС.

При решении задачи выбора состава авионики 
перспективного ЛА рассматриваются различные 
типы ИНС, модели погрешностей которых отли-
чаются некоторыми параметрами, например, сред-
ней частотой случайного изменения дрейфа μ.

Проведено моделирование алгоритмов оцени-
вания с использованием данных лабораторных 

Рис. 5. Степень наблюдаемости скорости дрейфа

Рис. 4. Степень наблюдаемости угла отклонения ГСП

Рис. 6. Степень наблюдаемости угла отклонения ГСП при 
различных h:
1 — степень наблюдаемости угла отклонения ГСП при
h = 1 м; 2 — степень наблюдаемости угла отклонения ГСП 
при h = 1000 км; 3 — степень наблюдаемости угла отклоне-
ния ГСП при h = 10 000 м
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ство оценивания с помощью линейного не ста-
цио нарного фильтра Калмана.

На рис. 9 представлена степень наблюдаемо-
сти угла отклонения ГСП при различных часто-
тах случайного изменения дрейфа.

На рис. 10 также при различных частотах 
случайного изменения дрейфа представлен ре-
зультат оценивания угла отклонения ГСП с 
помощью линейного нестационарного фильтра 
Калмана.

Рис. 10. Оценка угла отклонения ГСП реальной системы 
ИНС, полученная с помощью линейного нестационарного 
фильтра Калмана при различных m:
1 — при μ = 10–1; 2 — при μ = 10–2; 3 — при μ = 10–4; 4 — 
реальные данные

Рис. 9. Степень наблюдаемости угла отклонения ГСП при 
различных m:
1 — степень наблюдаемости угла отклонения ГСП при
μ = 10–1; 2 — степень наблюдаемости угла отклонения ГСП 
при μ = 10–4

Рис. 7. Оценка угла отклонения ГСП реальной системы ИНС, 
полученная с помощью линейного нестационарного фильтра 
Калмана при различных h:
1 — при h = 1 м; 2 — при h = 1000 м; 3 — при h = 10 000 м; 
4 — реальные данные

Рис. 8. СКО ошибок оценивания с помощью линейного 
нестационарного фильтра Калмана при различных h:
1 — при h = 1 м; 2 — при h = 104 м; 3 — при h = 105 м; 4 — 
при h = 106 м

экспериментов с навигационными системами 
АИСТ350, Ц-060К и КомпаНав-2М. Эти системы 
относятся к разным классам точности. Реальная 
система была установлена на неподвижном ос-
новании, поэтому выходной сигнал по скорости 
является погрешностями ИНС в определении 
скорости, который использован в качестве изме-
рения для фильтра Калмана.

Рассмотрим влияние параметра средней ча-
стоты случайного изменения дрейфа μ на каче-
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В зависимости от класса точности ИНС воз-
можно заранее определить достижимую точность 
определения навигационных параметров ЛА при 
алгоритмической коррекции этой ИНС. Дости-
жимая точность корректируемой ИНС определя-
ется путем анализа степени наблюдаемости по-
грешностей ИНС.

Таким образом, точность алгоритма оценива-
ния повышается при использовании моделей с 
повышенными качественными характеристика-
ми наблюдаемости переменных состояния.
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Рис. 11. СКО ошибок оценивания с помощью линейного 
нестационарного фильтра Калмана при различных m:
1 — при μ = 10–1; 2 — при μ = 10–2; 3 — при μ = 10–4

На рис. 11 представлено СКО ошибок оцени-
вания.

Параметр μ является средней частотой слу-
чайного изменения дрейфа, и поэтому чем мень-
ше значение μ, тем лучше качество оценивания.

Таким образом, разработан метод оценки точ-
ности ИНС, корректируемых с помощью алгорит-
ма оценивания. По результатам моделирования 
сделано заключение о том, что чем выше точ-
ность автономной ИНС, тем с большей точностью 
можно оценить погрешности ИНС. Однако сле-
дует отметить, что зависимость точности ИНС и 
точности оценивания погрешностей ИНС имеет 
нелинейный характер. Точность оценивания за-
висит от качественных характеристик наблюдае-
мости погрешностей ИНС.

Заключение

Рассмотрен критерий степени наблюдаемости 
линейных нестационарных систем. Исследованы 
качественные характеристики наблюдаемости 
переменных состояния линейных нестационар-
ных систем на примере вычисления погрешно-
стей ИНС. Рассмотрена зависимость точности 
оценивания нестационарного фильтра Калма-
на от степени наблюдаемости при изменении gk 
(при изменении высоты полета ЛА). По резуль-
татам моделирования сделано заключение о том, 
что при увеличении высоты полета ЛА точность 
оценивания погрешностей ИНС снижается.
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A criterion for the degree of observability of state variables in linear time-varying systems is considered. The qualitative 
characteristics of the observability of the errors in inertial navigation systems are studied with a change in the aircraft flight 
altitude, the step of computation and in depending with the type of inertial navigation system, that are characterized by the 
values of the mean frequency of the random change in the drift of the gyroplatform. The results of simulation of navigation 
system errors, their degree of observability and estimation by the non-stationary Kalman filter are presented. The problem 
of determining the achievable accuracy of corrected inertial navigation systems in aircraft is investigated. In the models 
of the estimation algorithms, different values of the average frequency of the change in drift of the gyroplatform are used.
A method for studying the achievable accuracy of corrected navigation systems has been developed, which makes it possible 
to make an informed decision on the use of the system in the design of the aircraft avionics. Based on the analysis of the 
state variable observability characteristics of navigation systems, it can be concluded that the accuracy of the estimation is 
dependent on the variable parameters of the inertial navigation system error model.
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Исследование устойчивости угла атаки
при спуске на Марс космического аппарата с малой асимметрией

ческой. Анализ устойчивости угла атаки будем 
выполнять в квазилинейном случае (при малых 
значениях угла атаки), предварительно упростив 
систему уравнений движения аппарата с помо-
щью метода усреднения.

Математическая модель

Для исследования устойчивости по углу атаки 
используем квазилинейную систему уравнений 
движения КА с малой асимметрией в атмосфере, 
полученную в статье [4]. Данная система уравне-
ний при движении КА в атмосфере Марса имеет 
следующий вид:
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22
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α ω ω
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Рис. 1. Атмосферный спуск капсулы с марсоходом "Curiosity"

Рассматривается спуск космического аппарата с малой аэродинамической и геометрической асимметриями в 
разреженных слоях марсианской атмосферы при малых значениях угла атаки. Применение метода усреднения по-
зволяет получить уравнение второго приближения для угла атаки, близкое по форме к линейному однородному урав-
нению. Формулируется условие асимптотической устойчивости при движении спускаемого космического аппарата 
в атмосфере Марса по углу атаки.

Ключевые слова: космический аппарат, твердое тело, угол атаки, устойчивость, асимметрия, угловая скорость, 
уравнения движения, атмосфера, метод усреднения, квазилинейный случай

Введение

Эра активного изучения и освоения Мар-
са автоматическими космическими аппаратами 
начиналась в шестидесятых годах двадцатого 
века. Следует отметить, что в 1976 году на Марс 
успешно приземлились первые спускаемые аппа-
раты Viking-1 и Viking-2 [1]. В настоящее время 
для исследований Марса было отправлено более 
трех десятков экспедиций, значительная часть из 
которых закончилась неудачами. Как показала 
многолетняя практика, спуск на "красную пла-
нету" является наиболее сложным и аварийно-
опасным этапом этих миссий [2]. При этом одну 
из основных проблем представляет обеспечение 
требуемых ограничений по значению угла атаки. 
Известно, что нарушение требуемых ограниче-
ний по углу атаки может привести к перегреву 
бортового оборудования или явиться причиной 
аварийной ситуации при развертывании пара-
шютной системы.

Постановка задачи

При спуске космического аппарата (КА) в ат-
мосфере требуется обеспечивать функциональные 
ограничения на значение угла атаки [3]. Угол ата-
ки представляет собой угол между направлением 
вектора скорости набегающего потока и продоль-
ной осью КА (на рис. 1 угол атаки обозначен α). 
Требуется исследовать изменение угла атаки при 
неуправляемом спуске КА с малой аэродинами-
ческой и малой геометрической асимметриями в 
разреженной атмосфере Марса. Геометрическая 
асимметрия представляет собой совокупность 
массовой и инерционной асимметрий КА.

Пусть КА представляет собой твердое тело 
массой 577 кг, имеющее форму, близкую к кони-
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где ε — малый параметр, характеризующий ма-
лость параметров массовой, инерционной, аэро-
динамической асимметрии и медленность изме-
нения ω; ω — частота прецессии при угловой ско-
рости ωx = 0; ω1,2 — частоты "прямой" и "обратной" 
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α — пространственный угол атаки; θ — быстрая 
фаза; A

xm  — параметр, характеризующий массо-
вую и инерционную асимметрии; mA — параметр, 
характеризующий массовую, аэродинамическую 
и инерционную асимметрии; Cx1, Cy1 — коэффици-
енты аэродинамических сил; znmα  — частная про-
изводная коэффициента аэродинамического 
восстанавливающего момента mzn по углу атаки α 
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носительно осей системы координат OXYZ; 
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моменты инерции аппарата в системе координат 
OXYZ; θ1 — параметр, который определяет вза-
имное расположение геометрической и аэроди-
намической асимметрии в системе координат 

OXYZ; θ2 — параметр, который определяет взаим-
ное расположение массовой и инерционной асим-
метрии в системе координат OXYZ; ωx — угловая 
скорость КА относительно оси OX; ωx – ω1 — резо-
нансное соотношение частот; q — скоростной на-
пор; s и l — площадь миделевого сечения и длина 
аппарата. Система (1)—(4) описывает движение 
аппарата при ωx > 0. Случай отрицательных угло-
вых скоростей ωx может быть рассмотрен по
аналогии.

В то же время система уравнений движения 
(1)—(4) является стандартной системой с одной 
быстровращающейся фазой вида
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Правые части уравнений (1)—(3) зависят от 
быстрой фазы θ, что затрудняет дальнейший 
анализ системы. Для дальнейшего исследования 
исключим из уравнений быструю фазу θ, исполь-
зуя нерезонансную схему метода усреднения. 
Метод усреднения — наиболее известный метод 
асимп то тического анализа, изложенный в рабо-
тах [5—6].

При усреднении используется замена пере-
менных:
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Замена переменных (5) позволяет перейти от 
неусредненных медленных переменных z к ус-
редненным медленным переменным z0.

При этом усредненная по быстрой фазе систе-
ма (1)—(3) принимает вид:
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Здесь и в дальнейшем рассматриваются толь-
ко усредненные значения медленных перемен-
ных, поэтому индекс "0" медленных переменных 
системы не указывается.

Учитывая, что спуск КА происходит в раз-
реженной атмосфере, будем считать, что первое 
приближение ( )

1 0A α = . Следовательно, основное 
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Запишем усредненное уравнение для угла ата-
ки (7) в следующей форме:
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Таким образом, в соответствии с уравнением 
(8) знак функции f определяет направление из-
менения медленной составляющей угла атаки. 
Иначе говоря, при положительной функции f 
угол атаки α возрастает (неустойчивый случай). 
Напротив, при отрицательной функции f угол 
атаки α убывает (устойчивый случай).

Компьютерное моделирование

При численном моделировании использовались 
характеристики КА, аналогичные характеристи-
кам спускаемого КА "Schiaparelli" [7]: наибольший 
радиус r = 1,65 м, высота конуса l = 2 м и масса
m = 577 кг. Малый КА осуществляет спуск в атмо-
сфере Марса при ускорении свободного падения 
g0 = 3,86 м/с2. Начальные условия входа в атмос-
феру: V(0) = 3400 м/с, высота H(0) = 120 км. На 
рис. 2 показано изменение угла атаки α(t), полу-
ченное с применением системы (1)—(3).

Рис. 2. Изменение угла атаки в процессе спуска
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На рис. 3 представлено изменение угла атаки 
α(t) согласно усредненному уравнению (8) для 
двух случаев (I и II) при выполнении условия 
устойчивости медленной составляющей угла ата-
ки ( f < 0). При моделировании использовали сле-
дующие параметры асимметрии: A

xm  = 0,2;
mA = 0,012, θ1 – θ2 = π (в случае (I)); A

xm  = 0,001, 
mA = 0,01, θ1 – θ2 = π (в случае (II)).

Заключение

Для квазилинейного случая получено усло-
вие устойчивости медленной составляющей угла 
атаки при спуске КА с малой аэродинамической 
и геометрической асимметриями в разрежен-
ной атмосфере. В отличие от известных работ 

по тематике атмосферного спуска [8—10] условие 
устойчивости было получено посредством нере-
зонансного усреднения квазилинейного уравне-
ния для угла атаки с учетом двух первых при-
ближений. Данное условие позволяет определить 
значения параметров асимметрии, обеспечиваю-
щих асимптотическую устойчивость медленной 
составляющей угла атаки в процессе спуска КА в 
разреженных атмосферах планет Земной группы.
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The authors consider a motion of a spacecraft with small aerodynamic-mass asymmetries in the rarefied layers of the 
martian atmosphere at small values of the angle of attack. As is known, that small aerodynamic-mass asymmetries of the 
spacecraft can lead to loss of stability in the angle of attack, caused by the influence of resonant phenomena. The purpose of 
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this study is to obtain a condition of the stability of the relative motion of an asymmetric spacecraft with respect to the angle 
of attack in a rarefied atmosphere of Mars. The application of the averaging method makes it possible to obtain the second-
approximation equation for the angle of attack which form is close to the linear homogeneous equation. The averaged 
equation allows us to formulate the required stability condition. The theoretical significance of this study is the condition 
of the stability of the motion of a spacecraft with respect to the angle of attack as solid body in a rarefied atmosphere. The 
presented condition of the stability was used at research of the motion of the conical spacecraft with respect to the angle of 
attack in a rarefied atmosphere of Mars. In this case, the mass-inertial parameters of the spacecraft were similar to those 
of the descending capsule "Schiaparelli". Of practical interest is the use of the obtained stability condition in the analysis of 
the relative motion of asymmetric spacecraft in the rarefied layers of the atmosphere of the terrestrial planets.
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