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В. И. Краснощеченко, канд. техн. наук, доц., kviip@yandex.ru,
Калужский филиал МГТУ им. Н. Э. Баумана

Синтез робастного динамического Н¥-регулятора низкого порядка
с использованием линейных матричных неравенств

и прое кционных лемм

1. Для объекта высокого порядка проектиру-
ется регулятор высокого порядка, а затем с ис-
пользованием различных подходов (например, 
балансного усечения, аппроксимации ганкелевой 
нормы и др. [6]) синтезируется регулятор низкого 
порядка. Возможна следующая проблема: редуци-
рованный регулятор может приводить не только к 
значительной потере качества, но и даже к потере 
устойчивости.

2. Редуцируется модель высокого порядка 
объекта управления, и для полученной редуци-
рованной модели объекта строится регулятор по-
ниженного порядка. Возможна следующая про-
блема: понижение порядка модели объекта огра-
ничено сохранением его существенных свойств.

3. Прямой метод: для модели высокого порядка 
сразу синтезируется регулятор низкого порядка. 
Возможна следующая проблема: потеря качества 
управления для редуцированного регулятора, од-
нако устойчивость обеспечивается.

В данной статье рассматривается третий под-
ход. Для синтеза робастного Н∞-регулятора низ-
кого порядка для объектов с политопической 
неопределенностью используется лемма об огра-
ниченности Н∞-нормы передаточных функций 
(так называемая BR-лемма (bounded real lemma) 
[12, 13]) для линейных матричных неравенств и 
две процедуры проектирования: 1) проекцион-
ная лемма для линейных матричных неравенств 
[2, 3, 12], далее — просто проекционная лемма

Рассматривается прямой подход к синтезу робастного регулятора низкого порядка. Для синтеза робастного 
Н∞-регулятора низкого порядка для объектов с политопической неопределенностью используются лемма об ограни-
ченности Н∞-нормы передаточных функций (так называемая BR-лемма для линейных матричных неравенств) и две 
процедуры проектирования: 1) проекционная лемма для линейных матричных неравенств; 2) проектирование неот-
рицательно определенных матриц в редуцированное пространство также неотрицательно определенных матриц. 
Подробно рассмотрен пример синтеза регулятора для двухмассовой системы четвертого порядка с политопической 
неопределенностью. Показано, что порядок регулятора можно снизить с первоначального четвертого до второго при 
незначительном ухудшении показателей качества.

Ключевые слова: робастность, линейные матричные неравенства, проекционная лемма, политопическая неопре-
деленность, двухмассовая система, регулятор низкого порядка

Введение

В настоящее время существует множество ме-
тодов и алгоритмов синтеза динамических регуля-
торов (регуляторов, для которых входом является 
вектор измеряемых переменных, но не исполь-
зуется наблюдатель) для объектов с неопреде-
ленными параметрами. Предложены алгоритмы 
робастного модального синтеза динамических 
Н∞-регуляторов [1]; алгоритмы, использующие 
проекционную лемму для линейных матричных 
неравенств [2—5]; синтез с использованием дроб-
но-линейных преобразований [6]; алгоритмы, 
использующие параметризацию Юлы и взаимно 
простую факторизацию передаточных функций 
[7]. Но всегда возникает одна проблема: спро-
ектированные регуляторы, как правило, име-
ют высокий порядок, равный порядку объекта 
управления или превышающий его. Достаточно 
привести пример из работы [6], где для объекта 
второго порядка с тремя интервально неопреде-
ленными параметрами спроектированный регу-
лятор имеет двадцатый порядок. Поэтому про-
блема синтеза регуляторов низкого порядка име-
ет как теоретический, так и, что более важно, 
практический интерес. Данная проблема всегда 
стояла перед разработчиками, менялись только 
подходы и объекты управления [8—11].

Следует отметить, что при проектировании регу-
ляторов низкого порядка имеют место три подхода.
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(аналог элиминационной леммы П. Финслера [14]); 
2) проектирование неотрицательно определенных 
матриц в редуцированное пространство также 
неотрицательно определенных матриц. Подробно 
рассмотрен пример синтеза регулятора для высо-
коколебательного объекта четвертого порядка с 
политопической неопределенностью. Показано, 
что порядок регулятора можно снизить с первона-
чального четвертого до второго при незначитель-
ном ухудшении показателей качества.

Постановка задачи

Задан объект управления:

 
1 2

1 11 12

2 21

( ) ( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( ),

t t t t

t t t t

t t t

= + +
= + +
= +

x Ax B w B u

z C x D w D u

y C x D w

�

 (1)

где pnR∈x  — вектор состояния; znR∈z  — век-
тор регулируемых переменных (определяет цели 
управления; чаще всего состоит из ошибок 
слежения, а также позволяет косвенно ограни-
чить уровень входного управляющего сигнала и 
др.); ynR∈y  — вектор измеряемых переменных; 

unR∈u  — вектор управления; wnR∈w  — вектор 
возмущений (неконтролируемых воздействий, 
куда относятся различного рода шумы, команд-
ные сигналы). Матрицы объекта управления 
имеют соответствующие размерности:
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Требуется для выбранного уровня Н∞-качества 
γ > 0 и заданной политопической неопределен-
ности синтезировать робастный динамический 
регулятор по выходу U(s) = K(s)Y(s) (где K(s) — 
матричная передаточная функция регулятора) 
минимально возможного порядка, обеспечиваю-
щий выполнение условия

 ||Ww → z (s)||∞ < γ;

Ww → z(s) — передаточная функция системы по 
каналу "возмущение — регулируемая переменная"; 
||•||∞ — Н∞-норма передаточной функции.

Процедура синтеза динамического регулятора

В пространстве состояний динамический ре-
гулятор имеет следующий вид:

 
( ) ( ) ( );
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K K K K

K K K
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где , ,cn
K c pR n n∈x m  т.е. размерность вектора со-

стояния регулятора совпадает с размерностью 
вектора состояния объекта управления (регуля-
тор полного порядка) либо имеет меньший поря-
док. Матрицы динамического регулятора имеют 
соответствующие размерности:

 : ; : ; : ; : .K u y K u c K c y K c cn n n n n n n n× × × ×D C B A

Используя уравнения (1) и (2), найдем переда-
точную функцию замкнутой системы от возму-
щения w к регулируемой переменной z. Получим

 ( ) 1* * * *( ) ,w z s s
−
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где I — единичная матрица соответствующей 
размерности.

Представим матрицу A* замкнутой системы в 
следующем виде:
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, ,

,

p p p c p u p c

c cc p c u c c

y p y c

c cc p

n n n n n n n n

n nn n n n n n

n n n n

n nn n

× × × ×

×× × ×

× ×

××

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A 0 B 0
A B

0 0 0 I

C 0
C

0 I

а K K

K K

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠

D C
K

B A
 — матричные параметры иско-

мого регулятора. Заметим, что матрицы , ,A B C  
связаны только с объектом управления.

Для синтеза стабилизирующего Н∞-ре гу ля-
тора используем BR-лемму [12, 13] и проекци-
онную лемму. В соответствии с BR-леммой зам-
кнутая система устойчива и имеет Н∞-норму не 
больше γ, ||Ww → z(s)||∞ < γ, если существует поло-
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жительно определенная матрица P � 0 (в даль-
нейшем используем символы {≺, �} для указания 
знакоопределенности матрицы или матричного 
неравенства) размерности (np + nc)Ѕ(np + nc) та-
кая, что выполнено следующее неравенство от-
носительно неизвестной матрицы P, но содержа-
щее матрицы, зависящие от искомых, а значит, 
тоже неизвестных параметров регулятора (см. 
формулы (4)—(7)):

 

* *T * *T

*T *T

* *

* *

* *

T
* *

* *
.

⎛ ⎞+ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟−γ = −γ +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−γ⎜ ⎟−γ ⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟+ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

PA A P PB C 0 0 0

B P I D 0 I 0

0 0 IC D I

P 0
A B I 0 0

0 0
0 I 0C D0 I

P 0
A B I 0 0

0 0 0
0 I 0C D0 I

≺

 (9)

Для нахождения параметров регулятора из не-
равенства (9) сначала преобразуем его. Для этого 
представим матрицу Р и обратную к ней в блоч-
но-матричной форме, а именно:

 

T
T

T

1 T
T

T

, ,

, ,

, ,

, .

p p

p c c c

p p

p c c c

n n

n n n n

n n

n n n n

R

R R

R

R R

×

× ×

×−

× ×

⎛ ⎞
= = ∈⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

∈ = ∈

⎛ ⎞
= = ∈⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

∈ = ∈

R M
P R R

M V

M V V

S N
P S S

N U

N U U

 (10)

Подстановка (10) в формулу (9) с учетом со-
отношений (4)—(8) приводит к следующему не-
равенству:

T T
1 1

T T
1

T T T
1 1 11

1 11

2
T

2 212

12

2
T

2 212

12

K K

K K

K K

K K

⎛ ⎞+
⎜ ⎟
⎜ ⎟

+⎜ ⎟
−γ⎜ ⎟

⎜ ⎟−γ⎝ ⎠
⎛ ⎞
⎜ ⎟

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟+ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

TRA A R A M RB C

M A 0 M B 0

B R B M I D

C 0 D I

RB M

D C C 0 D 0M B V
B A 0 I 0 00 0

D 0

RB M

D C C 0 D 0M B V
B A 0 I 0 00 0

D 0

T

.0≺

(11)

Обозначим:

 

T T
1 1

T T
1

T T T
1 1 11

1 11

2
T

2 212

12

,

, ,

.

L R

K K

K K

⎛ ⎞+
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
−γ⎜ ⎟

⎜ ⎟−γ⎝ ⎠
⎛ ⎞
⎜ ⎟

⎛ ⎞⎜ ⎟= = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠

TRA A R A M RB C

M A 0 M B 0

B R B M I D

C 0 D I

RB M

C 0 D 0M B V
0 I 0 00 0

D 0

D C

B A

W

Y Y

Q

 (12)

Тогда неравенство (11) можно записать в сле-
дующей компактной форме:

 т( ) ( ) ( ( ) ) ,L R L R+P + P P 0≺W Y QY Y QY  (13)

где аргументы в скобках указывают на зависи-
мость соответствующего слагаемого или мно-
жителя от матрицы Р, а точнее, от элементов ее 
блочно-матричного представления (10). Теперь 
воспользуемся проекционной леммой [2—5], где 
показано, что для разрешимости неравенства 
(13) необходимо и достаточно, чтобы были вы-
полнены следующие два неравенства:

 

T

т т т

1) ( ) ( ) ( ) ;

2) ( ) ( ) ,

L L

R R

⊥ ⊥

⊥ ⊥P P P 0

P 0

≺

≺

Y W Y

Y W Y
 (14)

где ,L
⊥Y  т

R

⊥
Y  — ортогональные дополнения 

столбцовых пространств т,L RΨ Ψ . Отметим, что 
для произвольной матрицы G ортогональное 
дополнение G⊥ совпадает с нульпространством 

TNull
G  матрицы Gт (линейная оболочка любого 

базиса ядра отображения TKerG ) [15], т.е.

 т
тNull Ker .⊥ = =

G
G G  (15)

С учетом (15) неравенства (14) представляются 
в следующем виде:

 ( )( ) ( ) ( )
TT T1) Ker Ker ;L LP P P 0≺Y W Y  (16а)

 ( ) ( )т2) Ker Ker .R RP 0≺Y W Y  (16б)

Рассмотрим вначале неравенство (16б), так как 
его ортогональное дополнение не зависит от неиз-
вестной матрицы P. Из соотношения (12) имеем

 

1

2 21

2

Ker Ker ,R

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

V 0

C 0 D 0 0 0

0 I 0 0 V 0

0 I

Y  (17)
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где Vi, i = 1, 2, — любые матрицы соответствую-
щих размерностей, обеспечивающие выполнение 
равенства

 

1

2

.R

⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎜ ⎟Ψ = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎜ ⎟
⎝ ⎠

V 0

0 0 0 0

V 0 0 0

0 I

Используя выражение (17), преобразуем (16б) 
с учетом (12). Получим
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T T
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T T
1

T T T 21 1 11
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1 11
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Ѕ
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 (18)

где матрица

 ( )
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T T
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1 11

−
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⎜ ⎟= −γ
⎜ ⎟−γ⎜ ⎟
⎝ ⎠

RA + A R RB C

R B R I D

C D I

W  (19)

теперь зависит только от неизвестной блочной 
матрицы R и
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Переходим к неравенству (16а). Имеем
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 (21)

где использованы соотношения (10) и легко до-
казываемое равенство ( ) 1Ker Ker−=QH H Q  для 
любой невырожденной матрицы H. Подставим 
(21) в (16а), после преобразований получим
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Рассмотрим в формуле (22) составляющую
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Подстановка выражения (23) в соотношение 
(22) после проведения преобразований приводит 
к неравенству
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Используя матрицу перестановок
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для неравенства (24), получим
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где матрица

 ( )
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S C S I D
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теперь зависит только от неизвестной блочной 
матрицы S.

Теперь видно, что разрешимость неравенств 
(16а), (16б) сводится к следующей системе линей-
ных матричных неравенств:
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относительно неизвестных матриц ,R 0 S 0� � , 
где матрицы ( )1 ,−Ω R  ( )2

− SW  определяются фор-
мулами (19) и (26) соответственно. Однако не-
равенств (27) недостаточно, так как матрицы 

,R 0 S 0� �  связаны соотношениями (10).
Для поиска дополнительных условий рассмо-

трим обращение блочных матриц. Известно [15, 
16], что для блочной матрицы

 , det 0
⎛ ⎞

= ≠⎜ ⎟
⎝ ⎠

A B
X D

C D

ее обратная (один из возможных вариантов) 
определяется как
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,
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−
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⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟⎜ ⎟− +⎝ ⎠

T T BD
X

D CT D D CT BD
 (28)

где 1 , det 0.−= − ≠T A BD C T
Пусть блочная матрица V = I в матрице P будет 

единичной. Тогда из соотношения (28) получаем

 ( ) 1T 1 T .
− −− = ⇒ − =R MM S R S MM 0�  (29)

Так как p cn nR ×∈M  и nc m np, то

 ( ) ( )1 Trank rank .cn−− =R S MM m  (30)

Используя дополнение Шура [12] для выраже-
ния (29), имеем следующее дополнительное ли-
нейное матричное неравенство для нахождения 
матриц (R, S):

 1 .− ⎛ ⎞
− ⇔ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

R I
R S 0 0

I S
� �  (31)

Ивасаки и Скелтон [3] показали, что для дан-
ной пары матриц (R, S) достигается минимальный 
порядок *

cn  регулятора, если матрица M имеет 
полный ранг по столбцам, т.е.

 ( ) ( )1 T *rank rank .cn−− = =R S MM  (32)

Для регулятора не обязательно минимального 
порядка *

c c pn n n<m  соотношение (32) имеет вид 
неравенства

 ( ) ( )1 Trank rank .cn−− =R S MM m  (33)
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Итак, окончательно имеем следующую теорему 
о субоптимальном редуцированном Н∞-регуляторе 
с Н∞-нормой передаточной функции замкнутой 
системы ||Ww → z(s)||∞ < γ и заданным параметром 
γ > 0.

Теорема. Следующие утверждения эквива-
лентны:

1) существует субоптимальный Н∞-ре гу ля тор 
порядка nc;

2) существуют положительно определенные 
матрицы ,R 0 S 0� �  такие, что выполнены не-
равенства (27), (31), (33). �

Однако возникает одна проблема. Если нера-
венства (27), (31) являются линейными матрич-
ными неравенствами, а значит, определяют вы-
пуклые множества, то неравенство (33) является 
таковым только для nc = np [3]. При nc < np, что 
является обычной практикой и целью данной ра-
боты, условие (33) уже не является выпуклым, так 
как ранговое условие (33) не определяет выпукло-
го множества в параметрическом пространстве 
(R, S). Поэтому решить неравенства (27), (31), 
(33) с использованием, например, средств пакета 
МATLAB не представляется возможным.

Для решения данной проблемы используем 
проекционный метод и следующую двухэтапную 
процедуру синтеза.

1 этап. На первом этапе решим ослабленную 
задачу (27), (31) без учета условия (33). Для по-
лучения регулятора редуцированного поряд-
ка необходимо использовать некоторую про-
цедуру оптимизации, а именно: найти матрицы 

, ,R 0 S 0� �  которые минимизируют след ма-
трицы (31) (линейная целевая функция)

 ( )
, ,

min tr min tr trJ
⎛ ⎞

= = +⎜ ⎟
⎝ ⎠R 0 S 0 R 0 S 0

R I
R S

I S� � � �
 (34)

при выполнении ограничений (неравенств) (27), 
(31) и заданном параметре γ > 0.

Такой выбор целевой функции обусловлен 
следующими соображениями. Рассмотрим пре-
дельный случай, когда динамический регулятор 
(nc > 0) переходит в статический (nc = 0). Для 
статического регулятора имеем матрицы M = 0,  

, ,= = =N 0 U 0 V 0  и 1 ,−=S R 0�  1 1, ,− −= =P R P R  
а целевая функция (34) представляется как

 ( )1
0 1

min tr min tr +tr .J −
−

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠R 0 R 0

R I
R R

I R� �
 (35)

Нетрудно показать, что при отсутствии ка-
ких-либо ограничений 

1* *
pn

−
= =R R I  и опти-

мальное значение целевой функции *
0 2 .pJ n=�  

При наличии ограничений, как в нашем случае, 
* * *

0 0 .J J J> > �  Поэтому целевая функция вида (34) 
вполне адекватна решаемой задаче.

2 этап. Для получения редуцированного ре-
гулятора и учета рангового условия (33) исполь-

зуем полученные после первого этапа матрицы 
(R, S) и процедуру ортогонального проектирова-
ния симметричной неотрицательно определен-
ной матрицы R – S–1 на множество редуциро-
ванных неотрицательно определенных матриц. 
Для этого воспользуемся модификацией леммы 
из работы [17].

Лемма. Пусть T , n r
r r r S += ∈Q Q 0 Q�  — неко-

торая неотрицательно определенная матрица раз-
мерности nЅn, ранга r < n и

 ( )
T
1T

1 2 T
2

r
r

+ ⎛ ⎞⎛ ⎞Σ
= = ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

U0
Q U U U U

0 0 U
S

— ее сингулярное разложение, где U — орто-
гональная матрица, ( )1 :,1 : r=U U  — матрица 
размерности nЅr, ( )2 :, 1 :r n= +U U  — матрица 
размерности ( ),n n r× −  r

+Σ  — диагональная ма-
трица ее положительных собственных значений 
(сингулярных чисел), n rS +  — множество неотри-
цательно определенных матриц размерности nЅn, 
ранга r. Тогда ортогональная проекция матрицы 
Qr на множество неотрицательно определенных 
матриц n p

p S +∈Q  размерности nЅn и ранга p < r 
определяется следующей формулой:

 ( )
T
1 T

1 2 1 1T
2

,p
p p

+
+

⎛ ⎞⎛ ⎞
= =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

U0
Q U U U U

0 0 U

�
� � � �

�
S

S  (36)

где ( )1 2diag , ,.., ,p p
+ = σ σ σS  1 2 ... 0,pσ σ σ >l l l  

p < r — диагональная матрица ненулевых син-
гулярных чисел матрицы Qr , полученная при-
равниванием нулю (r – p) самых малых (практи-
чески нулевых) сингулярных чисел матрицы Qr, 

( )1 :,1 : .p=U U�
Доказательство. Скалярное произведение (A, B) 

неотрицательно определенных матриц , ,n pS +∈A B
p < n, определяется следующим выражением [16]:

 ( ) ( ), tr ,=A B AB

где tr(Y) — след матрицы Y. Тогда ортогональ-
ная проекция n qS⊥ +∈A  матрицы n pS +∈A  на не-
которое замкнутое и выпуклое подмножество 

,n q n pS S q p+ +⊂ <  находится по формуле

 ( ), 0.⊥ ⊥− =A A A

Нетрудно показать, что подстановка представ-
ленных выше выражений для спроектированной 
матрицы дает необходимый результат, т.е.

 ( ), 0.p r p− =Q Q Q  �
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Воспользовавшись этой леммой, проведем 
сингулярное разложение матрицы R – S–1 (фор-
мула (29)) и рассмотрим ее ортогональную про-

екцию на множество , .p cn n
c pS n n+ m  Получим

 
( )

( ) ( )

1 T
1 1

1/2 1/2 T T
1 1 ,

c

p c

c c

n

n n
n n S

− +

+

+ +
+

− = =

= = ∈

R S U U

U U MM

S

S S
 (37)

где ( )1 2diag , ,.., ,
c cn n

+Σ = σ σ σ  1 2 ... 0,
cnσ σ σ >l l l  

0 < nc m np. Такая процедура проектирования по-

казывает, что матрица ( )1/2

1 cn
+=M U S  имеет пол-

ный ранг, т.е. порядок *,c cn n=  
*

,p cn nR ×∈M  рав-
ный минимальному порядку регулятора.

Однако после отбрасывания только (практи-

чески) нулевых сингулярных чисел в матрице *
cn

+S  
могут остаться сингулярные числа очень малых 
значений, близких к нулю. В этом случае воз-
можна дальнейшая редукция порядка регулятора
удалением таких сингулярных чисел. Структу-
ра регулятора становится проще. Но при этом 
с каждым отбрасыванием малых сингулярных 
чисел качество регулирования может ухудшать-
ся. Необходим компромисс и количественные 
оценки работы полученного редуцированного 
регулятора. Далее рассматривается решение этой 
проблемы.

Синтез редуцированного регулятора

Далее мы рассматриваем регуляторы, у которых 
*,r

c cn nm  т.е. регуляторы, где отбрасываются ма-

лые ненулевые сингулярные числа матрицы *
c

n
+Σ .

Обозначим редуцированную матрицу

 
( ) ( )

( ) ( )
*

1 T
1 1

1/2 1/2
T T

1 1 ,

c

r
p c

r r
c c

rr

n

n n

n n
S

− +

+

+ +
+

− = Σ =

= Σ Σ = ∈

R S U U

U U MM� � � �
 (38)

где

 ( ) *
1 2diag , ,.., , ,r r

c c

r
c cn n

n n+Σ = σ σ σ m

 ( ) ( )1/2

1 1 1, :,1 : ,r
c

r
cn

n+= Σ =M U U U� � �

 *1 2 1
... ... 0,r r

c c cn n n+σ σ σ σ σ >�l l l l l

 rank( ) ,r
cn=M�  *.r

c cn nm

После отбрасывания малых сингулярных чи-
сел необходимо проверить выполнение основного 
линейного матричного неравенства (13), из кото-

рого после подстановки полученных матриц ,P M�
определяются матрицы регулятора AK, BK, CK, DK. 
Ясно, что при редукции порядка регулятора не-
равенство (13) для некоторого *r

c cn n<  может не 
выполняться. При этом возможны два решения:

1) вернуться к регулятору более высокого по-
рядка, который обеспечивает выполнение этого 
неравенства;

2) увеличить параметр γ и/или изменить ве-
совые коэффициенты матриц регулируемого вы-
хода (ухудшение качества управления), решить 
задачу первого этапа и попробовать найти регу-
лятор для выбранного порядка r

cn .
Представленный алгоритм синтеза редуциро-

ванного регулятора рассмотрим на примере син-
теза робастного регулятора для объекта управ-
ления с политопической неопределенностью. 
Объектом управления выступает спутник, со-
единенный нежесткой связью с инструменталь-
ным блоком (двухмассовая система) [18]. Необ-
ходимо управлять угловым положением инстру-
ментального блока, на котором стоят звездный 
датчик и датчик углового положения самого 
блока, а привод управляет угловым положением 
спутника. Ввиду нежесткости связи имеет место 
несогласованность движений привода и датчика 
углового положения инструментального блока, 
в западной литературе этот эффект получил на-
звание "noncollocated" [18].

Пример

Рассматривается двухмассовая система (рис. 1), 
где J1, J2 — моменты инерции масс спутника и 
инструментального блока соответственно, свя-
занных гибкой связью с неопределенными пара-
метрами: k ∈ [kmin, kmax] — жесткость пружины, 

Рис. 1. Схематическое изображение объекта управления
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f ∈ [ fmin, fmax] — коэффициент вязкого трения; 
τ — вращающий момент, приложенный к первой 
массе.

Фиксированные и интервально неопределен-
ные параметры объекта управления: k ∈ [0,09...0,4], 
f ∈ [0,0038...0,042], J1 = 1 кг•м2, J2 = 0,1 кг•м2.

Требуется синтезировать регулятор низкого 
порядка, обеспечивающего следующие пока-
затели качества для любых параметров объекта 
управления:

1) время переходного процесса не более 20 с;
2) перерегулирование не более 15 %.
Решение. Синтезируем Н∞-регулятор. Пере-

менные состояния: 1 1 2 1, ,x x= θ = θ�  3 2 4 2,x x= θ = θ�  
(объект четвертого порядка, np = 4). Управление: 
u = τ. Матрицы объекта управления (1) имеют 
следующий вид:
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Дополнительные индексы внизу у матриц при-
ведены для того, чтобы показать, что данные ма-
трицы еще не в полной мере соответствуют урав-
нениям полного объекта управления (1), имеется 
еще эталонная модель (ЭМ). Целью использова-
ния ЭМ является обеспечение синтезированным 
регулятором максимально точного отслеживания 
объектом управления желаемой динамики в пе-
реходном процессе. Структурная схема системы 
управления представлена на рис. 2.

Собственные значения матрицы A0 изменя-
ются в широких пределах: наряду с наличием 
двойного нуля (двойного интегратора) имеются 
комплексные полюса с высоким значением по-
казателя колебательности и малой собственной 
демпфированной частотой. В табл. 1 приведены 
собственные значения системной матрицы A0 для 
четырех вершин политопа неопределенности.

Измеряется только угол поворота инстру-
ментального блока θ2, т.е. матрица выхода C2,0 =
= (0 0 –1 0). Знак минус указывает на то, что 

на вход регулятора поступает рассогласование 
( ) ( ) ( )*

2 ,y t t t= θ − θ  где ( ) ( )* t w tθ =  — желаемая 
траектория угловой координаты инструменталь-
ного блока (внешнее нерегулируемое воздейст-
вие). В качестве регулируемого вектора выхода z
рассматривается вектор взвешенных угловых ко-
ординат спутника и инструментального блока, 
управления и рассогласования углового поло-
жения инструментального блока с выходом эта-
лонной модели. Матрицы регулируемого выхода 
объекта управления:
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 (39)

где числовые значения весовых коэффициентов 
α1, ..., α3, βu будут приведены ниже.

Для формирования матрицы A полного объек-
та управления к системной матрице A0 добавим 
системную матрицу

 M

0 1 0

0 0 1

a b c

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

A

ЭМ, где коэффициенты a, b, c определяют пере-
даточную функцию третьего порядка для жела-

Рис. 2. Структурная схема системы управления:
Р — регулятор; ОУ — объект управления; ЭМ — эталонная 
модель; α1, ..., α3, βu — весовые коэффициенты регулируемо-
го выхода z

Таблица 1

Собственные значения системной матрицы A0

для угловых вершин политопа

Вершина политопа Собственные значения

(kmin, fmin) –0,0209±j0,9948; 0; 0

(kmin, fmax) –0,2310±j0,9678; 0; 0

(kmax, fmin) –0,0209±j2,0975; 0; 0

(kmax, fmax) –0,2310±j2,0849; 0; 0
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емой динамики объекта управления. Выход мо-
дели θM = x5 сравнивается с измеряемым углом 
θ2 для формирования сигнала рассогласования, 
затем ошибка взвешивается и формирует одну из 
координат регулируемого выхода. Полная модель 
объекта управления в этом случае имеет следу-
ющие матрицы:
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 (40)

Остальные матрицы определены соотношени-
ем (39). Порядок полной модели объекта управ-
ления с учетом эталонной модели np = 7.

Замечания:
1) состояние ЭМ не управляется регулятором, 

поэтому размерность реально управляемого объ-
екта np, o = 4. Относительно этого порядка объ-
екта мы и будем синтезировать регулятор;

2) на первых эт  апах выбора матриц регули-
руемого выхода использовался алгоритм слеже-
ния за эталонным входом (без ЭМ, в этом случае
np = np, o = 4). Но получить удовлетворительный 
результат во всем диапазоне политопической не-
определенности не удалось. Переход к введению 
ЭМ и использованию алгоритма слежения за ее 
выходом позволил решить поставленную задачу.

Синтез робастного регулятора. По представ-
ленному выше алгоритму синтезированы три ре-
гулятора: четвертого, третьего и второго поряд-
ков. Весовые коэффициенты для матриц регу-
лируемого выхода и параметр γ (выражения (39)) 
для каждого регулятора представлены в табл. 2.

Передаточные функции ЭМ выбраны таким 
образом, чтобы максимально обеспечить выпол-
нение требуемых показателей качества для всех 
регуляторов, а именно:
 � регулятор четвертого порядка

 ( )M4 3 2

0,113
;

0,9 0,54 0,113
W s

s s s
=

+ + +

 � регулятор третьего порядка

 ( )M3 3 2

0,022
;

0,84 0,24 0,022
W s

s s s
=

+ + +

 � регулятор второго порядка

 ( )M2 3 2

0,078
.

0,89 0,43 0,078
W s

s s s
=

+ + +

На первом этапе поиска матриц R, S для син-
теза робастного регулятора в линейных матрич-
ных неравенствах использовали либо все вер-
шины политопической неопределенности, либо 
номинальную усредненную матрицу и пару вер-
шинных матриц (определены моделированием).

Сингулярные числа симметричной матрицы 
R – S–1, полученные после первого этапа син-
теза, отражены в табл. 3 (выделены сингулярные 
числа, определяющие порядок регулятора).

Практически нулевые сингулярные числа σ7
∼ 10–8 ≈ 0 для всех регуляторов определяют 
rank(R – S–1) = 6. Однако малые сингулярные 
числа σ5, σ6 ∼ 0,01...0,03, учитывающие влияние 
ЭМ и нами отбрасываемые, позволяют начинать 
с регулятора четвертого порядка.

Из табл. 3 видно, ч  то для регуляторов 4-го и 
3-го порядков максимальное отбрасываемое син-
гулярное число при редукции порядка регуля-
тора на порядок меньше, чем оставленное мини-
мальное сингулярное число. Для регулятора вто-
рого порядка эта величина равна одной четверти, 
что, как мы увидим ниже, напрямую отражается 
на показателях качества в худшую сторону.

Полученные после второго этапа передаточ-
ные функции регуляторов — все неминимально 
фазовые и имеют нуль с малой частотой сопря-
жения (реальное дифференцирующее звено):
 � регулятор четвертого порядка

 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

p4

2

2

0,975 0,764 0,0003 1,84 1,61
;

10,84 0,87 0,85 0,60

W s

s s s s

s s s s

=

− − + + +
=

+ + + +

Таблица 2

Весовые коэффициенты регулируемого выхода и параметр g 
(выделены столбцы, одинаковые для всех регуляторов)

Порядок 
регулятора

α1 α2 α3 βu γ

4 0,014 0,0084 0,0018 0,0021 0,0174

3 0,014 0,0084 0,0018 0,0021 0,0174

2 0,014 0,0084  0,00074 0,0032 0,0174

Таблица 3

Сингулярные числа матрицы R – S–1

Порядок
регуля-

тора
Сингулярные числа матрицы R – S–1

4 1600000; 9,31; 1,44; 0,50; 0,036; 0,011; 8,8•10–10

3 250000; 37,4; 7,05; 0,81; 0,05; 0,013; 1,6•10–8 

2 20870; 2,66; 0,72; 0,26; 0,032; 0,0083; 6,4•10–9
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Рис. 4. Переходные характеристики с регулятором четвертого порядка:
а — график углового движения спутника; б — график углового движения инструментального блока

Рис. 3. Отмеченные точки политопической неопределенности 
параметров, с которыми проводилось моделирование. Выде-
лена область 

2PU - , где для регулятора второго порядка полу-
чены худшие результаты

 � регулятор третьего порядка

 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )p3 2

0,74 0,92 0,0003 1,59
;

57,1 0,82 0,19

s s s
W s

s s s

− − + +
=

+ + +

 � регулятор второго порядка

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )p2

2,84 0,89 0,001
.

27,6 0,51

s s
W s

s s

− − +
=

+ +

Моделирование. Моделирование проводили во 
всем диапазоне политопической неопределенности 
параметров k и f (рис. 3).

Результаты моделирования — переходные про-
цессы по углам θ1(t), θ2(t) для различных регулято-
ров — представлены на рис. 4—6.

Обсуждение полученных результатов. По ре-
зультатам моделирования можно сделать следу-
ющие выводы:
 � наибольшим быстродействием обладает си-

стема с регулятором четвертого порядка. При 
этом по углу θ1(t) показатели качества удов-
летворяются в полном объеме. По углу θ2(t)
для некоторых параметров k, f имеется неболь-
шое (5...7 %) превышение допустимого пере-
регулирования. При этом норма w z→ ∞

=W
= 0,0182 > γ = 0,0174, что объясняется коле-
бательным, а не апериодическим переходным 
процессом в объекте управления, как в ЭМ;

 � регулятор третьего порядка обеспечива-
ет практически апериодический переходной 
процесс по обеим угловым координатам, но 
есть небольшое увеличение (порядка 1...2 с) 
допустимого времени переходного процесса. 
Здесь норма 0,0162 0,0174;w z→ ∞

= < γ =W
 � регулятор второго порядка обеспечивает 

требуемые показатели качества по углу θ1(t), 
но переходные процессы по углу θ2(t) имеют 
больший разброс, а для отдельных траекторий 
(область 

2
,PU −  см. рис. 3) имеют место колеба-

тельность и превышение требуемого времени 
переходного процесса (около 4 с). При этом 
норма 0,0164 0,0174.w z→ ∞

= < γ =W
Заметим, что в монографии [18] требуемый пе-

реходной процесс был получен только для двух из 
четырех рассмотренных регуляторов (для регуля-
тора с полным измерением вектора состояния и 
регулятора с наблюдателем), причем для случаев: 
а) номинального (усредненного по параметрам) 
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объекта управления и б) абсолютно жесткого со-
единения спутника и инструментального блока.

Заключение

В работе рассмотрен алгоритм прямого син-
теза робастного редуцированного регулятора 
с использованием линейных матричных нера-
венств и проекционных лемм. Решение задачи 
осуществляется в два этапа. На первом этапе 
проекционная лемма позволяет определить не-
обходимые положительно определенные матри-

цы, характеризующие робастность проектиру-
емой системы. Этап не включает нахождение 
матриц динамического регулятора, но гаранти-
рует, что решение задачи синтеза регулятора с 
заданным уровнем показателя качества γ > 0 су-
ществует. На втором этапе использование про-
цедуры проектирования в пространстве неотри-
цательно определенных матриц (процедуры ре-
дукции порядка регулятора) дает возможность 
найти параметры регулятора соответствующей 
размерности. Рассмотренный практический 
пример показал эффективность и простоту 
предлагаемого метода.

Рис. 5. Переходные характеристики с регулятором третьего порядка:
а — график углового движения спутника; б — график углового движения инструментального блока

Рис. 6. Переходные характеристики с регулятором второго порядка:
а — график углового движения спутника; б — график углового движения инструментального блока
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In this article the direct method of synthesis of a robust regulator of the low order is considered. For synthesis robust 
Hinf-regulator of the low order for plant with polytopic uncertainty are using bounded real lemma for linear matrix 
inequalities and two procedures of projection: 1) the projective lemma for linear matrix inequalities and 2) projection of 
nonnegative matrixes to reduced space also nonnegative matrixes. At the first stage of design the weakened problem with 
a convex linear matrix inequality is solved. For performance of not convex rank condition a procedure of orthogonal 
projection of singular value decomposition of a matrix and by rejection zero singular values is used. The order reduction 
a regulator is carried out by rejection small singular values. The submitted algorithm of synthesis of the reduced regulator 
is considered on an example of synthesis of robust regulator for plant with polytopic uncertainty. The plant is a satellite 
connected by a flexible boom with the sensor package (two-mass system). It is necessary to control angular position of the 
sensor package on which there is a star sensor and the sensor of angular position of the package, and the actuator control 
by angular position of the satellite. In view of no rigid connections inconsistency of movements of the actuator and the sensor 
of angular position of the sensor package takes place, i.e. there is a noncollocated system. Synthesis of a robust regulator 
for the weak damping plant of the fourth order with polytopic uncertainty is in detail considered. It is shown, that the 
order of a regulator it is possible to lower with initial the fourth to the second at insignificant deterioration of performance. 
specifications.

Keywords: robust, linear matrix inequalities, a projective lemma, polytopic uncertainty, two-mass system, a regulator 
of the low order
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Синтез микропрограммных дискретно-логических систем управления

Исходная схема, предложенная М. Уилксом и 
Дж. Стринджером, состоит из управляющей ма-
трицы N� , матрицы S, задающей последователь-
ность действий, пирамидального дешифратора, 
на который подаются импульсы синхронизации, 
и адресного регистра R (рис. 1, а).

Информация с выхода адресного регистра R 
поступает на вход пирамидального дешифрато-
ра, который декодирует двоичное слово длиной
n бит и устанавливает в единичное состояние 
одну из его выходных шин.

Матрица C состоит из системы горизонталь-
ных и вертикальных проводников. Показанные 
на матрице C точки представляют собой венти-
ли, связывающие эти две системы проводников. 
Таким образом, электрический сигнал, распро-
страняющийся вдоль любого горизонтального 
проводника, в месте, где указана точка, пройдет 
через эту связь и будет распространяться по вер-
тикальным проводникам.

Каждая вертикальная линия матрицы C со-
единена с одним из исполнительных элемен-

Разработана методика построения нового вида дискретно-логических микропрограммных систем управления. Дан 
пример построения микропрограммной системы управления в инструментальной среде программирования ISaGRAF.

Ключевые слова: управление, дискретно-логические системы, электроавтоматика, металлорежущие станки

Микропрограммный автомат
Уилкса — Стринджера

Микропрограммирование обычно связыва-
ют с именем М. Уилкса (Maurice Vincent Wilkes), 
предложившего совместно с Дж. Стринджером 
(John Bentley Stringer) в 1951 г. микропрограммное 
управление в качестве упорядоченного и гибко-
го средства для управления вычислительными 
машинами [2]. Программа, задаваемая вычисли-
тельной машине, представляет собой последова-
тельность команд. Микропрограммное управ-
ление означает, что машина с помощью заранее 
составленной внутренней микропрограммы ин-
терпретирует каждую команду и затем исполняет 
ее в виде последовательности микроопераций.

Техническая база вычислительной техни-
ки долго сдерживала практическое применение 
микропрограммных автоматов, но в начале 60-х 
годов интерес к микропрограммному управле-
нию резко возрос, и большинство машин стали 
микропрограммными.

Рис. 1. Микропрограммный автомат Уилкса—Стринджера
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тов управляемого устройства. Горизонтальную 
линию можно условно представить как микро-
команду. Когда эта линия возбуждена, она в свою 
очередь возбудит через вертикальные шины зара-
нее заданный набор исполнительных элементов.

Импульс от дешифратора проходит также и 
сквозь матрицу S, которая задает последователь-
ность действий. Выходные линии этой матрицы 
устанавливают соответствующий код в адресном 
регистре R. В соответствии с содержимым реги-
стра R выбирается микрокоманда, которая вы-
дает импульсы, управляющие исполнительными 
элементами в соответствии с программой, хра-
нящейся в матрицах C и S.

В микропрограммном автомате Уилкса—
Стринджера предусмотрена возможность ветвле-
ния микропрограмм, необходимая для условной 
передачи управления (рис. 1, б).

Синтез микропрограммных систем управления

Распространим принцип микропрограммного 
управления на дискретно-логические системы 
управления технологическими объектами. На-
зовем такого рода системы микропрограммными 
системами управления [4].

Микропрограммная система 
управления — это дискретный ав-
томат, который в процессе функ-
ционирования генерирует после-
довательность микрокоманд, пере-
даваемых в качестве управляющих 
воздействий на внешний объект 
управления.

Как и в микропрограммном ав-
томате Уилкса—Стринджера, в ми-
кропрограммной системе управле-
ния микрокоманды запрограмми-
рованы и хранятся в виде двоичных 
кодов в матрицах C и S (рис. 2).

Особенности управления техно-
логическими объектами не требуют 
сложной адресации микрокоманд. 
Они выбираются из матриц в по-
рядке последовательной очереди. 
Поэтому в микропрограммной си-
стеме не требуется дешифратор 
адресов, а функции указателя ми-
крокоманд выполняет регистр ми-
крокоманд, состоящий из цепочки 
взаимодействующих триггеров T.

Микрокоманды из матрицы C 
передаются на вход объекта управ-
ления. Дискретные датчики A, B, C, 
D, E на выходе объекта управления 
формируют сигналы обратной свя-
зи, которые поступают на схемы И 
в матрице S.

Рассмотрим работу микропрограммной си-
стемы управления. Импульс пуска P включает 
первый (сверху) триггер регистра микрокоманд. 
Сигнал с его выхода возбуждает горизонтальную 
линию 1 матриц C и S. В матрице C с помощью 
вентилей или схем ИЛИ, присоединенных к этой 
линии, отбираются сигналы, которые в виде па-
раллельного двоичного кода передаются на объ-
ект управления. После этого система переходит в 
режим ожидания конца исполнения переданной 
на объект управления микрокоманды.

Окончанием действия, заданного микро-
командой, служит сигнал с датчика A. Этот сиг-
нал открывает схему И, включенную последова-
тельно в первую линию матрицы S. В результате 
на выходе матрицы S формируется единичный 
сигнал, который по цепи обратной связи посту-
пает в регистр микрокоманд и открывает в нем 
следующий по порядку (второй) триггер. Этот 
триггер, включившись, возбуждает горизонталь-
ную линию 2 и одновременно сбрасывает вы-
шестоящий первый триггер T. Таким образом, 
управление микрокомандами передается от пер-
вой горизонтальной линии ко второй, и далее 
процесс повторяется.

После отработки последней микрокоманды 
выключается конечный триггер регистра микро-

Рис. 2. Схема микропрограммной системы управления
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команд, и система управления приходит в исход-
ное состояние.

Главное отличие микропрограммной системы 
управления от известных многотактных систем 
[3, 4] состоит в том, что она не отслеживает со-
стояния дискретного автомата. Последователь-
ная выборка микрокоманд, запрограммирован-
ных в компьютере, позволяет управлять внеш-
ним объектом без применения дополнительных 
(внутренних) элементов памяти. Поэтому в про-
цессе синтеза микропрограммных систем не тре-
буется строить сложные циклограммы работы 
механизмов, исключать повторяющиеся состоя-
ния дискретного автомата и минимизировать ло-
гические функции. В результате проектирование 

дискретно-логических систем значительно упро-
щается.

Рассмотренная схема микропрограммной си-
стемы управления (рис. 2) — это лишь ее упро-
щенная модель, которую при реализации на ком-
пьютере необходимо преобразовать в рабочую 
функциональную схему. С этой целью исполь-
зуем язык функциональных блоковых диаграмм 
FDB, отвечающий требованиям международного 
стандарта IEC61131—3 и входящий в состав ин-
струментальных систем программирования ISa-
GRAF, CodeSys и др.

С помощью этого графического языка пред-
ставляем микропрограммную систему управления 
(рис. 2) в виде функциональной схемы (рис. 3).

Рис. 3. Функциональная схема микропрограммной системы управления
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Ее можно использовать как унифицированный 
шаблон для построения различных микропро-
граммных систем, работающих в разнообразных 
условиях. Логические связи в данной функцио-
нальной схеме аналогичны связям, которые рас-
сматривались в прототипе микропрограммной си-
стемы управления (см. рис. 2).

Унифицированная программа (рис. 3) включа-
ет три компонента: регистр микрокоманд, триггер 
управления и формирователь микрокоманд.

Регистр микрокоманд для рассматривае-
мой системы состоит из шести статических RS-
триггеров. Выходные сигналы этих триггеров 
q1, q2, q3, q4, q5, q6 объявлены в программе как 
локальные переменные. При переходе подсистемы 
из одной позиции в следующую позицию соот-
ветственно следующий триггер в регистре микро-
команд включается, а предыдущий выключается.

Триггер управления выполняет функции фла-
га. Сигнал T на его выходе показывает, в каком 
состоянии находится система. Если T = 0, то это 
значит, что система находится в состоянии ожи-
дания. Сигнал T = 1 свидетельствует о том, что 
система находится в работе.

Формирователь микрокоманд представляет 
собой простую комбинационную схему, состоя-
щую в данном случае из логических элементов 
ИЛИ, которая выбирает микрокоманды с шины 
q1, q2, q3, q4, q5, q6 для передачи их на объект 
управления.

Рассмотрим функционирование программы. 
Сигнал Pusk = 1 поступает из подсистемы верх-
него уровня и остается включенным во все время 
работы системы. Через элемент И он включает 
первый триггер регистра микрокоманд. Возбуж-
дается линия q1, и включается триггер управле-
ния, который своим сигналом T блокирует даль-
нейшее воздействие сигнала Pusk на вход регистра 
микрокоманд. Включение триггера управления 
свидетельствует о том, что команда на включение 
системы принята, и система приступила к испол-
нению этой команды.

Одновременно в формирователе микрокоманд 
с линии q1 отбирается сигнал x = 1, который пере-
сылается на объект управления для исполнения. 
По окончании действия, заданного микрокоман-
дой, срабатывает датчик A объекта управления. 
Сигнал с этого датчика a = 1 включает второй 
триггер регистра микрокоманд. Возбуждается 
линия q2 на выходе этого регистра. Одновремен-
но по цепи обратной связи выключается выше-
стоящий первый триггер. Подсистема переходит 
во вторую позицию. Далее работа программы 
циклически продолжается по рассмотренному 
алгоритму, пока не включится последний триггер 
регистра микрокоманд с выходным сигналом q6.

Заметим, что включение каждого нового сиг-
нала qi предшествует отключению последующего 
сигнала q(i – 1), что предотвращает прерывание 

выходных сигналов микропрограммной системы 
управления в моменты переключений триггеров 
в регистре микрокоманд.

Сигнал на последней линии q6 формирует 
сигнал FPusk = 1, который передается в систему 
верхнего уровня. Получив этот сигнал, система 
верхнего уровня гасит сигнал Pusk и передает 
управление некоторой другой подсистеме ниж-
него уровня.

Как только переменная Pusk примет значение 
Pusk = 0, триггер управления выключится. Ин-
версный сигнал с выхода этого триггера выклю-
чает последний триггер регистра микрокоманд, 
и на этом работа системы завершается.

Микропрограммная система управления
механизмом автоматической смены инструмента

Изучим методику синтеза микропрограммных 
систем управления на примере механизма авто-
матической смены инструмента (МАСИ) станка 
с ЧПУ (рис. 4)

МАСИ имеет два автооператора (захватных 
устройства) ЗУ1 и ЗУ2. Первое захватное устрой-
ство ЗУ1, совершая вращательное и поступатель-
ное движения, переносит отработавший инстру-
мент из шпинделя (Ш) в промежуточное загру-
зочное место (ПЗМ), а новый инструмент — из 
ПЗМ в Ш.

Вращательное движение ЗУ1 происходит с по-
мощью электродвигателя Д, а поступательное —
посредством гидравлического цилиндра Ц1.
В шпинделе инструмент зажат пружиной. Для 
ее отжатия и освобождения инструмента служит 
цилиндр Ц2.

Второе захватное устройство ЗУ2 может со-
вершать два поступательных движения — го-
ризонтальное и вертикальное, причем в гори-
зонтальном направлении положение механизма 
контролируется в трех точках (1, 2 и 3), а в вер-
тикальном — в двух. Привод ЗУ2 гидравличе-
ский (цилиндры Ц3 и Ц4).

Подсистема 2, которая управляет захватным 
устройством ЗУ2, за время отработки всего цик-
ла смены инструмента запускается дважды.

Последовательность работы МАСИ предста-
вим в виде условной записи:

1-я подсистема:
ЗУ1 (+90°); ← И1 → ; ЗУ1 (↓); ЗУ1 (+180°);
ЗУ1 (↑); → И2 ← ; ЗУ1 (–90°);

2-я подсистема:
ЗУ2 (1 → 3); ЗУ2 (↓); ЗУ2 (3 → 2);
ЗУ2 (↑); ЗУ2 (2 → 1);

3-я подсистема:
Работа магазина М (в данном примере под-

робно не рассматривается);



236 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 19, № 4, 2018

2-я подсистема:
ЗУ2 (1 → 2); ЗУ2 (↓); ЗУ2 (2 → 3);
ЗУ2 (↑); ЗУ2 (3 → 1).

Здесь стрелками показаны направления дви-
жения рабочих органов станка.

Смена инструмента в металлорежущих стан-
ках с ЧПУ программируется в управляющей про-
грамме (УП) с помощью технологических функ-
ций под именем Т. Для исполнения этих функций 
служит система управления электроавтоматикой 
станка.

Если в очередном кадре УП задана функция 
Т, то в системе управления электроавтоматикой 
специальный модуль технологических функций 
TFUNK пересылает значения технологических 
функций из массива данных системы ЧПУ в 
массив технологических команд. Одновремен-
но модуль TFUNK заполняет массив управления 
драйверами MDR, в котором запоминаются за-

явки на включение драйверов для обслуживания 
периферийных устройств (рис. 5).

Ряд технологических функций требует ответа, 
подтверждающего исполнение указанных функ-
ций на станке. Для этой цели служит команда 

Рис. 4. Структурно-кинематическая схема устройства автоматической смены инструмента:
Д — двигатель; М — магазин; ПЗМ — промежуточное загрузочное место; Ш — шпиндель; (Ц1-Ц4) — гидравлические цилиндры

Рис. 5. Массив управления драйверами MDR
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OPROS, которая включает драйвер 
опроса станка. При получении утвер-
дительного ответа (сигнал OTVET) 
со станка система ЧПУ гасит сигнал 
OPROS, а система управления элек-
троавтоматикой, соответственно, вы-
ключает сигнал OTVET.

1. Синтез подпрограммы
электроавтоматики S1

Рассмотрим диаграмму микро-
команд подпрограммы электроавто-
матики S1 (рис. 6). Она содержит ряд 
условных переходов.

Диаграмма микрокоманд — это гра-
фическое изображение позиций и ми-
крокоманд, соединенных направленны-
ми линиями. Позиции и микрокоманды 
чередуются. Позиции изображаются 
маленькими горизонтальными поло-
сками, которые пересекают линии со-
единения. К каждой позиции присое-
диняются логические условия перехода 
к этой позиции. Возле каждой позиции 
указывается ее порядковый номер.

Микрокоманды изображаются в 
виде прямоугольников, внутри кото-
рых с помощью математических сим-
волов записываются действия системы 
управления во время исполнения данной микро-
команды. В специально отведенном поле мож-
но задать необязательный комментарий — сло-
весное описание действия системы управления, 
предписанное микрокомандой.

Диаграмма микрокоманд похожа на диа-
граммы SFC, которые в системах ISaGRAF или
CodeSys программируются на языке высокого 
уровня (языке последовательных функциональ-
ных схем) SFC. Такая схожесть объясняется тем, 
что язык SFC наследует принцип управления 
внешними объектами от микропрограммных ав-
томатов, первым из которых был микропрограм-
мный автомат Уилкса — Стринджера.

Этот же принцип управления использован в 
сетях Петри, которые, в свою очередь, послужи-
ли основой для построения языка SFC [1].

Во всех указанных устройствах осуществляет-
ся заранее запрограммированная последователь-
ная выборка команд, хранящихся в памяти ком-
пьютера. Естественно, структура и работа этих 
устройств разная, но главный принцип управле-
ния с помощью последовательного или адресно-
го обращения к командам или микрокомандам 
их объединяет.

Рассматриваемая диаграмма микрокоманд 
принципиально отличается от диаграмм SFC 
тем, что может содержать сложные ветвления, 
условные и безусловные переходы, обращения к 

подпрограммам и др., а также содержит микро-
команды, которые непосредственно управляют 
объектом управления. Язык высокого уровня SFC 
такими возможностями не обладает. Программы 
на этом языке управляют объектом лишь с помо-
щью вызова вспомогательных подпрограмм-по-
средников, созданных на основе одного из язы-
ков нижнего уровня. Чтобы выполнить тот или 
иной переход по условию, программа SFC также 
вынуждена обращаться к помощи подпрограмм 
нижнего уровня.

Расшифруем содержимое представленной ди-
аграммы микрокоманд для подпрограммы S1. 
Сигнал S1 — это сигнал, разрешающий запуск 
системы управления в автоматическом цикле 
работы. Если S1 = 0, то подсистема управления 
находится в исходном состоянии. При поступле-
нии сигнала S1 = 1 и при начальном значении 
сигнала с триггера управления T = 0 подсистема 
переходит в первую позицию, где с помощью ус-
ловных переходов выбирается нужная ветвь про-
граммы.

Если сигнал OPROS = 0, то система управ-
ления электроавтоматикой никаких действий, 
связанных с работой драйверов, не выполняет.
С помощью команды безусловного перехода
Go1 – 4a = 1 регистр микрокоманд переводит-
ся с позиции 1 в позицию 3, из которой при ло-
гическом условии Go1_4a + Go1_4b + Go3_4 = 1

Рис. 6. Диаграмма микрокоманд управления электроавтоматикой
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система переходит в последнюю позицию 4, и ра-
бота программы заканчивается.

Если задано OPROS = 1, то подпрограмма 
электроавтоматики находит нужное имя драйве-
ра и обращается к одной из подпрограмм S1_1, 
S1_2, S1_3, обслуживающих требуемое устрой-
ство станка (рис. 7).

Чтобы вызвать эти подпрограммы из подпро-
граммы электроавтоматики S1, достаточно уста-
новить в единичное состояние соответствующие 
входные переменные S1_1, S1_2 или S1_3. Во все 

время работы любой подпрограммы входная пе-
ременная обязательно должна находиться в еди-
ничном состоянии.

По окончании работы каждая из подпрограмм 
возвращает в систему электроавтоматики S1 еди-
ничные значения соответствующих выходных 
переменных FS1_1, FS1_2 или FS1_3.

По окончании работы выбранной подпро-
граммы регистр микрокоманд по логическому 
условию FS1_1 + FS1_2 + FS1_3 = 1 переходит 
в позицию 2, где инициируется переменная
OTVET = 1, после чего ожидается гашение си-
стемой ЧПУ заявки OPROS. Когда эта перемен-
ная переходит в состояние OPROS = 0, регистр 
микрокоманд переводится из состояния 2 в со-
стояние 3, где с помощью сигнала Go3_4 = 1 он 
переводится в позицию 4. Работа программы 
управления электроавтоматикой S1 завершается, 
и переменная OTVET становится равной 0.

Подпрограмма управления электроавтомати-
кой на языке FBD представляет собой функцио-
нальную схему (рис. 8).

Как и предыдущая функциональная схема (см. 
рис. 3), данная схема (рис. 8) включает в свой со-

Рис. 7. Подпрограммы драйверов

Рис. 8. Программа управления электроавтоматикой S1
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став три типовых блока: регистр микрокоманд, 
триггер управления и формирователь микро-
команд. Чтобы упростить прорисовку функцио-
нальной схемы, перекрестные связи в регистре 
микрокоманд показаны с помощью дополнитель-
ных ярлычков с именами переменных. Условные 
переходы программы реализованы в формирова-
теле микрокоманд с помощью простой комбина-
ционной схемы на элементах И.

Если переменные OPROS = 1 и DRT = 1, то 
по внешнему сигналу S1 = 1 включается первый 

триггер регистра микрокоманд. Сигнал q1 на его 
выходе принимает значение 1. Соответственно, 
в формирователе микрокоманд создается микро-
команда, которая запускает в работу дочернюю 
подпрограмму S1_1. По окончании ее работы на 
вход материнской подсистемы S1 поступает сиг-
нал FS1_1 = 1, что приводит к переключению 
регистра микрокоманд с позиции 1 в позицию 2.
В этой позиции по сигналу q2 = 1 формирователь 
микрокоманд присваивает переменной OTVET 
значение 1. Система ЧПУ, получив это сообще-
ние, присваивает переменной OPROS значение 0. 
В результате регистр микрокоманд переходит в 
позицию 3, из которой с помощью микрокоман-
ды безусловного перехода Go3_4 далее переходит 
в последнюю позицию 4, где формируется сигнал 
окончания работы подсистемы FS1 = 1.

Из диаграммы микрокоманд (см. рис. 6) вид-
но, что подпрограмма драйвера S1_1 запускается 
из основной программы электроавтоматики S1 
(рис. 9).

Подсистема управления механизмом смены 
инструмента S1_1, в свою очередь, включает   две 
подсистемы: подсистему управления первым за-
грузочным устройством ZU1 и подсистему управ-
ления вторым загрузочным устройством ZU2.

Ставится задача синтезировать подпрограмму 
драйвера S1_1 для управления механизмом сме-
ны инструмента.

2. Синтез подсистемы S1_1

Подсистема S1_1 простая. Она последователь-
но вызывает две подпрограммы нижнего уровня: 
подпрограмму управления первым загрузочным 
устройством ZU1 и подпрограмму управления 

Рис. 9. Подсистема управления механизмом смены инстру-
мента:
ZU1 — загрузочное устройство 1; ZU2 — загрузочное устрой-
ство 2; MAG — магазин

Рис. 11. Программа подсистемы S1_1
Рис. 10. Диаграмма микрокоманд под-
системы S1_1
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вторым загрузочным устройством 
ZU2. Диаграмма микрокоманд под-
системы S1_1 состоит всего из трех 
позиций (рис. 10).

Программа подсистемы S1_1 так-
же простая (рис. 11).

3. Синтез подсистем ZU1 и ZU2

Рассмотрим процесс проектиро-
вания подсистемы ZU1. Строим диа-
грамму микрокоманд подсистемы 
ZU1 (рис. 12).

Программа подсистемы ZU1 пред-
ставлена на рис. 13. Методика по-
строения микропрограммной подси-
стемы ZU2 аналогична.

Программы созданного проекта в 
ISaGRAF удобно представить в виде 
функциональных блоков [1], связан-
ных в древовидную структуру (рис. 14). 

Заключение

Главная отличительная особен-
ность рассматриваемой методики 
программирования дискретно-логи-
ческих систем состоит в том, что в 
программу FBD вносится один из ос-
новных элементов языка SFC, заим-
ствованных из микропрограммных 
автоматов. Это процедура последо-
вательной выборки микрокоманд из 
памяти компьютера, позволяющая 
расширить область решаемых дис-

Рис. 12. Диаграмма микрокоманд подсисте-
мы ZU1

Рис. 13. Программа подсистемы ZU1
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Созданные средствами ISaGRAF функцио-
нальные схемы можно также использовать для 
построения дискретно-логических систем управ-
ления на основе интегральных логических ми-
кросхем, включая ПЛИС. Кроме того, функцио-
нальные схемы могут служить в качестве про-
межуточных моделей для программирования 
дискретно-логических систем на языке C++.
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кретно-логических задач на языке FBD и упро-
щающая их решение. Команды ветвления и обра-
щения к подпрограммам существенно расш иряют 
функциональность микропрограммных систем 
управления, создаваемых на языке FBD.

Практическая реализация микропрограм-
мных систем управления сложными объектами, 
как и любых других систем управления, требует 
решения задач частного характера, возникающих 
в процессе проектирования. Графический язык 
функциональных диаграмм FBD хорошо подхо-
дит для решения такого рода вопросов, поскольку 
создаваемые в проекте ISaGRAF функциональные 
схемы наглядны, они отождествляются с реальны-
ми электронными схемами и поэтому сравнитель-
но легко отлаживаются и тестируются с помощью 
средств инструментальной системы программиро-
вания. В конечном итоге в ISaGRAF функциональ-
ные схемы автоматически транслируются в при-
кладные программы, которые загружаются в ПЛК 
либо в промышленные компьютеры.

Рис. 14. Микропрограммная система управления электроавтоматикой с использованием функциональных блоков
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The article discusses the engineering synthesis of discrete-logic control systems for industrial machinery based on the 
algebra of logic. Given the method of designing new kinds of systems — Firmware discrete logic control systems. Projects 
of microprogram control systems are created in the instrumental ISaGRAF programming environment using the language 
of functional blocks FBD. An example of programming of the control system of tool electroautomatics in FBD is given. 
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The main distinguishing feature of the technique of programming discrete-logical systems is that one of the main elements 
of the high-level language SFS in included in the FBD program. This language, in turn, is taken from microprogramming 
machines and provides the procedure of consecutive sample of micro-ops from the memory of the computer that allows you 
to extend the scope of solvable discrete-logic problems in FBD and simplifies their solution. Branching commands and calls 
to subroutines greatly extend the functionality of microprogram control systems created in FBD. Practical implementation 
of microprogram control systems for complex objects, like any other management systems, requires solving problems of 
a private nature arising in the design process. Graphic language of functional diagrams FBD is well suited to solve this 
kind of issues because functional diagrams created in the ISaGRAF project are illustrative, they are identified with real 
electronic circuits and therefore they are relatively easily debugged and tested by means of the tool system programming. 
Ultimately, in ISaGRAF function diagrams are automatically translated into application programs that are loaded in the 
PLC or industrial computers. Function diagrams created by means of ISaGRAF, can also be used to build discrete-logic 
control systems based on integrated logic circuits. In addition, functional diagrams can serve as intermediate models for 
discrete programming-logical systems in the algorithmic language C++.
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Автоматизация промышленного предприятия
 � Системы автоматизации предприятия верхнего уровня
 � Анализ и управление финансово-хозяйственной дея-

тельностью предприятия
 � Управление снабжением и сбытом, автоматизация 

промышленного склада
 � Системы связи и телекоммуникаций для промыш-

ленных объектов

Автоматизация технологических процессов
 � SCADA-системы (диспетчерское управление и сбор 

данных)
 � Системы автоматизированного проектирования и 

разработки
 � Автоматизация технологических линий
 � Программируемые логические контроллеры и рас-

пределенные системы управления

 � Тренажеры операторов автоматизированных систем 
управления

 � Средства операторского интерфейса

Измерительные технологии
и метрологическое обеспечение

 � Контрольно-измерительные приборы и автоматика
 � Оборудование для испытаний, диагностики и нераз-

рушающего контроля
 � Аналитическое и лабораторное оборудование

Робототехника и мехатроника
 � Автоматизация добычи нефти и газа
 � Автоматизация на транспорте
 � Решения для интеллектуальных зданий
 � IT-консалтинг
 � Информационно-аналитические системы
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Роботы для восстановительной медицины:
проблемы и технические решения

В данной статье рассматриваются вопросы 
проектирования робототехнических систем для 
выполнения массажа с использованием биомеха-
тронных модулей (БММ) и реализации методов 
обучения и воспроизведения обученных траек-
торий на основе информации о силомоментном 
взаимодействии инструмента робота с мягкими 
тканями пациента. Это взаимодействие суще-
ственно отличается от взаимодействия инстру-
ментов робота с заготовками, например, при их 
механообработке [8]. По определению биомеха-
троника объединяет в себе передовые наработки 
из механики, теории управления и обработки ин-
формации, компьютерного зрения, электроники, 
биологии и медицины [9]. Функции БММ — не 
только измерять усилия взаимодействия инстру-
мента робота с мягкими тканями, но и исклю-
чить быстрый подход инструмента робота к телу 
пациента, а также участвовать в задании необхо-
димой траектории [10, 11].

С точки зрения механики задача массажа со-
стоит в контролируемом, повторяющемся дефор-
мировании определенных участков мягких тка-
ней (МТ) — кожных, мышечных, сухожильных 
механорецепторов [12, 13]. Также при мас  саже 
деформируются кровеносные и лимфатические 
сосуды, вызывая дренажный эффект гидронасо-
са, хотя основной эффект массажа — рефлектор-
ный. Известны исследования свойств МТ [14, 15],
связанные с диагностикой опухолей в МТ, и ис-

Рассматривается возможность использования биомехатронных модулей как средства адаптации к робототех-
ническим системам серийно выпускаемых манипуляционных роботов для выполнения разнообразной массажной физи-
отерапии. Приводится описание структурных моделей управления манипуляционным роботом, взаимодействующим 
с деформируемой биологической средой. Получено практическое решение для реализации совместной деятельности 
сервисного манипуляционного робота и человека-оператора, обучающего его методом "демонстрации движений".

Ключевые слова: биомехатроника, массаж, манипуляционный робот, мягкая ткань, позиционно-силовое управление, 
податливое управление, обучение демонстрацией, силовая точка, датчик усилия, задающая рукоятка, миотонометр

В настоящее время наблюдается значительное 
расширение применений автоматизированных 
и механизированных устройств в практике со-
циально значимых направлений, таких как ре-
абилитация после травм, терапия, восстановле-
ние, массаж [1]. Аппаратные средства массажа 
(например, массажные кресла) имеют широкое 
коммерческое применение и постоянно совер-
шенствуются [2]. По сравнению с массажными 
креслами следует отметить ряд преимуществ ро-
ботов для массажной физиотерапии, основными 
из которых являются дозированное воздействие, 
возможность проведения манипуляций на лю-
бых доступных участках и реализация принци-
пов контроля прогресса процедур по психофизи-
ологическим параметрам пациента [3].

Роботы показали высокую эффективность 
в различных медицинских задачах [4, 5]. В на-
стоящее время техническим средством, позволя-
ющим заменить труд массажистов, также могут 
быть роботы [6].

Таким образом, возникают задачи разработ-
ки многоцелевых систем или адаптации серий-
но выпускаемых систем к конкретным задачам, 
например, использования серийно выпускаемых 
манипуляционных роботов как основы для раз-
работки робототехнических систем, способных 
выполнять массаж как неинвазивное, контакт-
ное, контролируемое деформирование мягких 
тканей человека [7].

РОБОТОТЕХНИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ
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следования, связанные с разработкой хирургиче-
ских копирующих манипуляторов [16]. Однако 
задачи распознавания опухолей и хирургических 
манипуляций на МТ отличаются от задач управ-
ляемого неинвазивного деформирования МТ.
В процессе массажа неинвазивно деформируются 
живые биологические ткани пациента, а потому 
предъявляются повышенные требования к обе-
спечению эффективного физиотерапевтического 
воздействия [17].

Особенности взаимодействия манипуляционного 
робота с биологическими мягкими тканями

Для организации управления роботом при 
массажной физиотерапии необходимо разрабо-
тать модели МТ и учитывать специфику ее взаи-
модействия с инструментом робота.

Контактное взаимодействие инструмента и МТ 
происходит под действием усилия Fr, прикладыва-
емого к инструменту со стороны робота, и усилия 
F0, прикладываемого рукой оператора к рукоятке, 
вызывая реакцию МТ F, учитывающую: инерци-
онную силу Fi, силы вязкого и сухого трения Fμ 
и Ff , силу упругого сопротивления Fs. В общем
случае выражение для F будет иметь вид

 F = Fi + Fμ + Ff + Fs.

Для введения в память системы управления 
робота усилий для необходимого деформиро-
вания МТ и параметров движения инструмента 
робота можно использовать различные методы 
обучения расчетом или демонстрацией реальных 
траекторий. Расчет параметров может проводить-
ся программным способом при предварительном 
внесении данных о заранее известных характери-
стиках среды — МТ, что невозможно для разных 
пациентов и при изменяющихся характеристиках. 
Методы обучения манипулятора демонстрацией 
повторяющихся реальных движений опытного 
массажиста являются наиболее удобным и есте-
ственным способом формирования информации 

о траекториях и усилиях взаимодействия инстру-
мента манипулятора и МТ [10].

Одна из моделей МТ представляется инерци-
онной вязкоупругой средой. Если пассивно со-
противляющуюся МТ пациента считать инерци-
онной вязкоупругой средой, то в аналитической 
механике динамическая модель такой среды, 
взаимодействующей с инструментом робота с 
усилием F в системе координат, связанной с ин-
струментом, закрепленным на конечном звене 
робота, может быть представлена нелинейным 
дифференциальным уравнением вида [13]

 т( ) ( , ) ( ) ,M q q L q q S q F+ = −�� �

где , , nq q q R∈� ��  — векторы обобщенных коорди-
нат положения, скорости, ускорения соответ-
ственно; ( ) n mM q R ×∈  — матрица полного ранга, 
характеризующая инерционные свойства среды; 

( , )
nmL q q R∈�  — вектор, характеризующий вязко-

упругие свойства среды и ее вес; т( ) m mS q R ×∈  — 
невырожденная матрица; т — символ транспони-
рования; mF R∈  — вектор сил, действующих на 
конечное звено (инструмент) манипулятора со 
стороны среды.

При этом усилие со стороны среды учиты-
вает: вектор усилий (моментов), создаваемых 
рукой человека-оператора, F0; вектор усилий 
(моментов), создаваемых инструментом робота на 
мягкие ткани, Fr  :

 F = F0 + Fr  .

Деформирование МТ нажатием встречает со-
противление твердой костной ткани (рис. 1, а), 
что вызывает необходимость учета разного вида 
нелинейностей модели (рис. 1, в) [12].

С учетом рассмотренных выше особенностей 
управление манипуляционным роботом, взаи-
модействующим с динамической средой, пред-
ставляется следующей моделью [13]:

 т( ) ( , ) ( ) ,H q q h q q J q F+ = τ +�� �

где ( ) n nH q R ×∈  — матрица, характери-
зующая инер ционные свойства мани-
пулятора; ( , ) nh q q R∈�  — вектор, ха-
рактеризующий гравитационные, 
центробежные, кориолисовы силы в 
звеньях манипулятора; nRτ ∈  — 
вектор управляющих моментов, раз-
виваемых приводами манипулятора; 

( ) n mJ q R ×∈  — матрица Якоби, свя-
занная с преобразованием скоростей 
обобщенных координат q� .

Целью данного управления в 
режиме обучения "демонстрацией 
движений" является формирование 

Рис. 1. Модель контактного взаимодействия (а), при котором МТ ограничена 
с одной стороны твердой поверхностью (б), обладающая нелинейными свой-
ствами F(D) (в), где D0 — толщина МТ
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таких же усилий и траекторий воздействия ин-
струмента манипуляционного робота, которые 
прикладывает оператор на рукоятку в направ-
лении к МТ. Фаза отработки реализуется путем 
воспроизведения роботом, обученным показом, 
силовой непрерывной траектории. При измене-
нии геометрических или силовых параметров 
МТ в процессе манипуляций реальные усилия 
F в процессе управления могут быть вычисле-
ны и использованы при формировании вектора 
управляющих моментов τ.

Биомехатронные модули
для обучения силовых точек

Для ввода в систему управления роботом дан-
ных о задаваемых и измеряемых перемещениях 
и усилиях были предложены методы обучения 
демонстрацией движений от человека-оператора. 
Сначала рассматривалось программное обучение 
так называемых силовых точек. Этот метод тре-
бовал задания и измерения только одной состав-
ляющей усилия, направленной вдоль инстру-
ментальной оси робота. Был усовершенствован 
робот РМ-01 с возможностью программирования 
усилия и разработан и изготовлен пассивный 
биомехатронный модуль (БММ), содержащий 
индукционный датчик усилий, пружину для 
сглаживания перегрузок и сменный инструмент 
(рис. 2, см. вторую сторону обложки) [11]. С ро-
ботом, содержащим этот модуль, были проведе-
ны основные исследования на макете и с паци-
ентами-добровольцами.

Во втором варианте БММ индукционный дат-
чик усилия был заменен высокоточным серий-
ным тензодатчиком (рис. 3, см. вторую сторону 
обложки).

Дальнейшее развитие метод обучения сило-
вых точек получил при использовании трехком-
понентного тензодатчика усилий (рис. 4, см. вто-
рую сторону обложки).

Процесс управления с многокомпонентным 
силовым датчиком, расположенным на фланце 
конечного звена робота (рис. 4), осуществляет-
ся методом демонстрации движений человеком-
оператором путем формирования непрерывной 
траектории с учетом деформирования МТ.

Оператор прикладывает усилия F0 для пере-
мещения рукоятки, размещенной на конечном 
звене робота, и деформирует МТ пациента. Ро-
бот в режиме податливого управления не пре-
пятствует движениям оператора.

Предварительные экспериментальные исследо-
вания режима управления роботом методом ввода 
перемещений и усилий путем програм много об-
учения показали работоспособность модулей (см. 
рис. 2 и 3 на второй стороне обложки), но при обу-
чении на множестве точек требовалось значитель-

ное время и напряженная работа человека-опера-
тора, которые необходимо было снижать [10].

Для улучшения сервиса и быстродействия 
был предложен метод обучения мануальной де-
монстрацией движений пространственному не-
обходимому перемещению при деформировании 
МТ пациента.

Обучение манипуляционного робота
методом "демонстрации движений"

с помощью задающей рукоятки,
перемещаемой человеком-оператором

Демонстрация необходимого движения с по-
мощью задающей рукоятки с податливым управ-
лением является наиболее естественной формой 
обучения и ввода данных. Это бионический под-
ход к организации управления, позволяющий 
приближать управление роботом к естественным 
действиям опытного массажиста — человека. 
Системы с организацией обучения показом не-
обходимого движения относятся к классу систем 
полуавтоматического биотехнического управле-
ния человеко-машинных эргономических систем 
управления. Особенностью этого класса эргоно-
мических систем управления для медицинской 
техники является объект управления — пациент 
с психофизиологическими свойствами, которые 
отсутствуют у технических объектов управления.

Алгоритмы работы системы обучения демон-
страцией непрерывной траектории с учетом де-
формирования МТ с многокомпонентным сило-
вым датчиком аналогичны программным алго-
ритмам, реализованным для систем на рис. 2 и 3.
Отличие состоит в том, что здесь усилие F0 вво-
дится в робот оператором не программным спо-
собом, а рукой человека-оператора, обучающего 
его методом демонстрации движений [2].

Система с мануальным вводом F0 реализована 
с использованием БММ в одном из двух вариан-
тов (рис. 5, а, б), отличающихся конструктивным 
вариантом размещения датчиков усилия. Опера-
тор перемещает рукоятку, размещенную на ко-
нечном звене робота, и деформирует МТ пациен-
та. Робот не препятствует движениям оператора.

Обозначения на рис. 5 векторов усилий (мо-
ментов) следующие: Fr — вектор усилий (момен-
тов), создаваемых двигателями приводов робота;
F0 — вектор усилий (моментов), создаваемых ру-
кой оператора; F — вектор усилий (моментов), соз-
даваемых давлением МТ на инструмент робота;
T1 — вектор усилий (моментов), измеряемых верх-
ним датчиком усилия; T2 — вектор усилий (момен-
тов), измеряемых нижним датчиком усилия.

Усилие F0, создаваемое рукой массажиста-
оператора, создает траекторию, точки которой 
содержат не только геометрическую, но и сило-
вую информацию о деформировании МТ.
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Управление манипулятором для массаж-
ной физиотерапии рассмотрено в патенте [18], 
в котором предлагается реализация устройства 
управления технологическим инструментом
манипулятора (рис. 6). Устройство содержит 
корпус 1, соединенную с ним рукоятку 2, дат-
чик контроля управляющего усилия 3, датчик 
усилия от объекта манипулирования 4. Датчики 
располагаются на упругих диафрагмах 5, 6. На 
диафрагме 6 закреплен массажный инструмен 7. 
Корпус устройства прикрепляется к фланцу ма-
нипуляционного робота 8.

Предложенная конструкция отличается от 
рассмотренных выше вариантов тем, что позво-
ляет, помимо контроля усилия от объекта ма-
нипулирования на манипулятор, обеспечивать 
контроль усилия, создаваемого оператором на 
объект манипулирования.

При этом, если траектория получена в резуль-
тате обучения показом, но не непрерывно, то 
формируется множество точек Ai, где Ai = (x, y, z, 
o, a, t, Fx, Fy, Fz, Mx, My, Mz); x, y, z — координаты 
точки; o, a, t — углы ориентации; Fx, Fy, Fz, Mx, 

My, Mz — усилия и моменты по осям, возникаю-
щие в точке.

Режим медленных, плавных и глубоких дви-
жений в массаже может быть приближен к ква-
зистатическому. Тогда с учетом компенсации сил 
веса звеньев

 ( ) ( , ) 0.H q q h q q= =�� �

Окончательно имеем

 т
0( )( ) .rJ q F F F− − =

Это равенство позволяет сформулировать цель 
управления в режиме обучения методом "демон-
страции движений": оператор-массажист должен 
задавать и чувствовать своей рукой необходимое 
усилие деформирования МТ:

 0.F F→

Тогда усилие со стороны робота (Fr) должно 
стремиться к нулю, что и позволит оператору 
лучше чувствовать уcилие F со стороны МТ.

Если масса последнего звена сосредоточена в 
инструменте, то датчики, расположенные выше 
и ниже руки оператора, в статике будут измерять 
различные усилия:

 T1 = Fr = F – F0 – C(q);

 T2 = –F + C(q) = –F0 – Fr  .

Верхний датчик измеряет усилие T1 ≈ F – F0 
(датчик F в схемах на рис. 5).

Нижний датчик, измеряющий усилие T2 ≈ F, 
может быть полезным для визуального наблюде-
ния за реакцией МТ или может сообщать звуко-
вым сигналом о перегрузке, а также использо-
ваться для коррекции небольших перемещений 
МТ пациента, например, при его дыхании.

В процессе обучения перемещения в суставах 
с энкодеров записываются или в виде отдельных 
узловых силовых точек, или в виде непрерывной 
позиционной траектории.

Рис. 5. Усилия, прикладываемые к роботу от оператора и среды:
а — вариант без разделения усилий; б — вариант с разделением усилий

Рис. 6. Устройство управления технологическим инструмен-
том манипулятора
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Метод обучения силовых точек является част-
ным случаем метода обучения демонстрацией 
движений для получения необходимой траекто-
рии движения с учетом взаимодействия инстру-
мента со средой.

Воспроизведение обученных траекторий

Процедура массажной физиотерапии в робото-
техническом исполнении имеет две фазы — обу-
чение и воспроизведение обученных траекторий.

Простейшая аппаратная реализации системы 
воспроизведения записанной траектории пред-
ставляет собой жесткий позиционный робот, ко-
пирующий записанную при обучении траекторию.

При дыхании пациента и взаимодействии с 
жесткими тканями усилия в записанной в ре-
зультате обучения траектории могут не соот-
ветствовать деформациям МТ пациента. В этих 
случаях необходимо позиционно силовое управ-
ление (ПСУ), при котором компромиссно вы-
полняются условия стабилизации усилия вдоль 
инструментальной оси Fz и стабилизации запи-
санных в процессе обучения перемещений ин-
струмента x0 с приоритетом усилия, когда вы-
полняется задача ПСУ:

 Fz → 0
zF  и x → x0,

где x0, 
0
zF  — заданные траектория и усилие вдоль 

инструментальной оси.
Схема системы воспроизведения полученной 

в результате обучения траектории с БММ при-
ведена на рис. 7. Силовой привод вместе с датчи-
ком усилия вдоль инструментальной оси робота 
образуют активный БММ [3].

Перемещение инструмента робота х, обеспе-
чивающее необходимое деформирование МТ, 
складывается из перемещений позиционных 
приводов x1 и перемещения силового привода x2: 
x = x1 + x2, при этом x1 = 0x′  – xe, где xe — вектор 
рельефа МТ, 0x′  — вектор перемещения по ре-
льефу МТ с приложенным усилием Fz.

Программное исполнение си-
стемы воспроизведения пред-
полагает ПСУ при выполнении 
условий стабилизации усилий и 
перемещений.

Применение
биомехатронного модуля
в качестве миотонометра

Датчик усилия в БММ робота 
для массажа может использовать-
ся не только для ПСУ и податли-
вого управления роботом, но и для 

определения упругости МТ. В качестве миотономе-
тра он может быть использован для диагностики 
состояния пациента по мышечному тонусу, опреде-
ления болезненных уплотнений мышц для назна-
чения компрессии, биотехнического управления 
для обеспечения требуемого мышечного тонуса [17].

На рис. 8 приведены экспериментальные ха-
рактеристики Fz = f(Δz) для мышц предплечья 
(кривые 1, 2) и бедра (кривые 3, 4) и видно влия-
ние степени напряженности этих мышц [11]. Из-
мерения проводились с использованием индук-
ционного датчика усилия, размещенного в БММ 
(см. рис. 2).

Характеристика Fz = f(Δz) нелинейная, и сред-
ний участок характеристики с меньшими ис-
кажениями определяет упругость МТ, поэтому 
предлагается сравнивать упругости МТ по при-
ращениям ΔFz/Δz. Так, характеристика (рис. 8) 
напряженного предплечья при Δz = 14 мм имеет 
крутизну 2,4 Н/мм, характеристика расслаблен-
ного предплечья при Δz = 14 мм имеет крутизну 
1,7 Н/мм.

Использование БММ для биотехнического 
управления по мышечному тонусу позволяет 
повысить эффективность массажной физиоте-
рапии [10].

Рис. 7. Блок-схема робота, взаимодействующего с МТ, реализующего при вос-
произведении ПСУ

Рис. 8. Влияние степени напряженности мышц предплечья: 
1 — напряженное предплечье; 2 — расслабленное предпле-
чье; 3 — напряженное бедро; 4 — расслабленное бедро
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Интерфейс
для биомехатронного модуля

Схема системы обработки сигнала 
от тензодатчика БММ приведена на 
рис. 9. Прикладываемое к тензодат-
чику усилие Fz после оцифровывания 
аналогового сигнала в десятичный код является 
варьируемой переменной в управляющей програм-
ме, которая, в свою очередь, задает корректирую-
щие шаги перемещения Δz на манипуляторе.

Пассивный биомехатронный модуль с силовым 
тензодатчиком представлен на рис. 10 (см. вторую 
страницу обложки). Интерфейс для тензодатчика 
находится в кассете 4, включающей аналогово-циф-
ровой преобразователь (АЦП). Чувствительным 
элементом в модуле является тензодатчик FC2231, 
измеряющий усилия до 50 Н с точностью ± 1 %.

Экспериментальная оценка параметров
силового взаимодействия инструмента

манипуляционного робота с мягкими тканями

Серия экспериментальных работ была выпол-
нена с БММ, размещенными на конечном звене 
робота РM-01 [10].

Единственный способ управления приводами 
робота РМ-01 с использованием его программно-
го обеспечения ARPS состоит в том, чтобы ука-
зывать число шагов перемещений, которые робот 
должен полностью отследить как заданные пере-
мещения. При программном опросе датчика уси-
лия после каждого шага в направлении инстру-
ментальной оси реальная скорость перемещения 
будет зависеть от этого шага и будет меньше уси-
лия, задаваемого в программе. Эксперименталь-
ная характеристика зависимости скорости пере-
мещения инструмента робота РМ-01 Vz от шага 
приведена на рис. 11.

Основной характеристикой режима обучения 
является отклонение реальной силы F, создава-
емой роботизированным инструментом на МТ F 
от силы F0, назначенной оператором. На рис. 12 
представлены экспериментальные характеристи-
ки F = f(F0) и отклонения F – F0.

Максимальное отклонение реальной силы от 
заданной не превышает 10 %, что допустимо для 
выполнения профилактического массажа.

Заключение

Проведенный в статье анализ проблемы пока-
зывает возможность расширения применимости 
роботов для задач восстановительной медицины. 
Рассмотренные в статье биомехатронные моду-
ли позволяют применить ранее неиспользуемые 
в практике восстановительной медицины воз-
можности податливого управления для создания 
условий человеку-оператору (врачу) в процессе 
совместной деятельности с сервисным манипу-
ляционным роботом, которые предусматривают 
формирование и накопление образцов-эталонов 
выполнения двигательных актов в практике вос-
становления и реабилитации населения.

В экспериментальных исследованиях позици-
онный робот РМ-01 дополнялся БММ для реше-
ния задач обучения демонстрацией с деформиро-
ванием МТ. Было предложено расширение метода 
обучения силовых точек обучением по непрерыв-
ным пространственным траекториям. Режим по-
датливости способствует упрощению сложных 
механических и программных решений, повыше-
нию надежности при обучении робота в режиме 
демонстрации движений, снижению риска стол-
кновений, защите от опасных реакций приложен-
ных сил. Достигается возможность одновремен-
ного получения данных контроля управляющего 

Рис. 9. Блок-схема интерфейса БММ

Рис. 11. Функция скорости перемещения робота РМ-01 в за-
висимости от шага

Рис. 12. Характеристики F = f (F0) и отклонения F – F0
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усилия от оператора и усилия, создаваемого де-
формируемой средой на инструмент манипуля-
тора, с возможностью выделения управляющего 
усилия от оператора из совокупности усилий со 
стороны манипулятора и использования его при 
обучении манипулятора, необходимом для даль-
нейшей работы манипулятора в автоматическом 
режиме.

Результаты исследований позволяют вывести 
на новый, более эффективный уровень примене-
ние роботизированных аппаратных средств для 
восстановительной медицины.
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The article is devoted to the consideration of theoretical and practical solutions of the problems of the cooperative activity 
of the manipulation robot for restorative medicine and the human-operator teaching it by the "movement demonstration 
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with soft tissue deforming" method. The possibility of using biomechatronic modules as a means of adapting serially 
produced manipulation robots to robotic systems for performing a variety of massage physiotherapy is considered. Under 
the interaction with the environment performed with the manipulation robot, we mean non-invasive, controlled, repeated 
contact deformation of soft tissue, without changing its shape. To ensure smoothness of efforts in position-force control, 
the integrator for each link is introduced into the structure of the control system at the stage of computing the joint 
coordinates. The modified method implements the recording of the parameters of the positional steps from the encoders 
in the links and the efforts from the two sensors of the assigning handle mounted on the flange of the manipulator. The 
recording of these parameters is performed in the training mode of the manipulator during movements demonstration. The 
purpose of modernization consisted in the best quality of position-force control in the mode of reproduction of trained 
trajectories. Constructive solutions are presented in the form of system structures, methods of processing force information 
and theoretical justification of problems that are confirmed by experiments. A description of the structural model of control 
system of the manipulation robot interacting with soft tissue is given. The experimental results were obtained on a real 
robot based on the six-degree manipulator Puma-560 and they can be transferred to manipulation systems equipped with 
six-component force sensors.

Keywords: bio-mechatronics, massage, manipulation robot, soft tissues, position-force control, admittance control, 
training by demonstration, reproduction, force point, force sensor, assign handle, myotonometer
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Идентификация параметров математической модели
мобильной роботизированной платформы
всенаправленного движения KUKA youBot1

вые скорости вращения колес). Во втором случае 
на вход системы управления могут подаваться же-
лаемые значения моментов, которые должны раз-
вить приводы, или токов в цепях двигателей или 
параметры широтно-импульсной модуляции.

Эксперименты демонстрируют неудовлетво-
рительную точность кинематического управле-
ния на частотах выше 0,5 рад/с. Повысить точ-
ность управления и провести его оптимизацию 
можно, используя алгоритмы динамического 
уровня, но для их синтеза требуется проработан-
ная математическая модель системы.

Разработке таких моделей посвящено огром-
ное число публикаций (см., например, [4, 5]). 
Исследование динамики и управляемости си-
стем с произвольным числом и расположением 
роликонесущих колес проведено в работах [6—8]. 
В статье [9] выполнено точное интегрирование 
уравнений управляемого движения трехколес-
ной всенаправленной платформы в частном слу-
чае, рассмотрены вопросы оптимизации энерго-
затрат и счисления пройденного ею пути.

Отметим, что в рассмотренных публикациях 
при составлении уравнений движения силы тре-
ния, действующие на валы и оси механических 
передач колес, либо игнорируются, либо группи-
руются авторами с управляющими моментами. 
Учету трения в осях роликов колес в публикаци-
ях фактически не уделено никакого внимания.

Предлагаемая статья посвящена построению 
неголономной математической модели движения 
мобильной платформы youBot с учетом сил линей-
ного вязкого трения в сочленениях тел, а также 
идентификации параметров такой модели.

Кинематика платформы
всенаправлненного движения youBot

Исследуем движение мобильного робота youBot 
по горизонтальной плоскости (подстилающей по-

Объектом исследования является мобильный робот KUKA youBot, платформа которого оснащена двумя парами роли-
конесущих колес всенаправленного движения. Построена неголономная модель системы. Решена задача идентификации 
параметров — коэффициентов в уравнениях движения робота. Найдены калибровочные движения платформы, на кото-
рых обеспечивается наблюдаемость искомых параметров и возможно провести декомпозицию задачи идентификации.

Ключевые слова: платформа всенаправленного движения, меканум-колесо, колесо Илона, youBot, неголономная 
система

Введение

Все  чаще мобильные робототехнические си-
стемы, предназначенные для работы в стесненных 
условиях складских, производственных и подоб-
ных помещений, реализуются на базе платформ 
всенаправленного движения, оснащенных роли-
конесущими колесами. Примером такой системы 
является KUKA omniMove — мобильная платформа 
повышенной грузоподъемности, оснащенная ме-
канум-колесами (Mecanum wheel). На периферии 
меканум-колеса  располагаются тела качения — 
ролики, оси которых скрещиваются с осью колеса 
под углом 45° [1].

Обзор мобильных устройств с меканум-ко-
лесами, предназначенных для применения в 
различных сферах науки и техники; подробное 
сравнение меканум-платформ с другими видами 
платформ всенаправленного движения можно 
найти статьях [2, 3].

Объектом исследования настоящей работы яв-
ляется KUKA youBot (рис. 1, а, см. третью сторону 
обложки) — мобильная платформа всенаправ-
ленного движения с меканум-колесами (рис. 1, б,
см. третью сторону обложки), оснащенная од-
ним или двумя манипуляторами. Для этого ро-
бота создано свободное и открытое программное 
обеспечение, что позволяет использовать youBot 
для широкого класса научно-исследовательских 
и учебных задач.

Существующий программно-аппаратный ком-
плекс позволяет организовать управление робо-
том youBot на кинематическом и динамическом 
уровнях. В первом случае на вход системы управ-
ления подаются желаемые значения кинемати-
ческих параметров (проекции вектора скорости 
центра платформы, ее угловая скорость или угло-

1 Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ
16-01-00429-a.
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верхности, полу). Считаем, что манипулятор не-
подвижен относительно платформы.

Для описания кинематики платформы мо-
бильного робота введем неподвижную систему 
координат X ′Y ′Z ′ с горизонтальной плоскостью 
X ′Y ′ и связанную с платформой подвижную 
OXYZ с началом в геометрическом центре плат-
формы (рис. 2, см. третью сторону обложки).

Движение системы описывается 11 обобщен-
ными координатами (рис. 2): декартовыми коор-
динатами OX ′  и  OY ′  ее геометрического центра O; 
курсовым углом ψ = ∠(X ′, X); углами поворота ко-
леса относительно корпуса робота ϕi (i = 1, ..., 4); 
углами поворота роликов, контактирующих с 
подстилающей поверхностью, относительно дис-
ков колес γi (i = 1, ..., 4).

В рамках настоящей работы рассматривает-
ся идеальная модель движения меканум-колес. 
Считаем, что в каждый момент времени ролик 
колеса i движется без проскальзывания и отры-
ва от подстилающей поверхности, причем центр 
колеса Ci, центр оси ролика Ki и точка контакта 
Pi ролика с полом лежат на одной вертикальной 
прямой (рис. 2).

В соответствии с принятыми допущениями 
вектор скорости точки контакта 

iPV  равен [10]:

p[ , ] [ , ] [ , ] 0,
iP O i i i i i i iOC C K K P= + + + =V V

����� ������ ������
W w w  (1)

где VO = {VX, VY, 0} — вектор скорости центра 
платформы; W, iw  и p iw  — соответственно век-
торы абсолютных угловых скоростей платформы, 
колеса i и его ролика, контактирующего с полом; 
[ , ] — операция векторного умножения. Пере-
численные векторы угловых скоростей равны
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где Ω = ψ�  — угловая скорость платформы; eY и eZ —
орты осей координатных X и Y; fi = {cosδi, sinδi, 0} —
единичный вектор оси ролика колеса i (рис. 2),
δ2 = δ3 = 45°, δ1 = δ4 = –45°. Здесь координаты векто-
ров указаны в подвижной системе OXYZ.

Выполнив необходимые преобразования для 
каждого из колес (i = 1, ..., 4), из формул (1) и 
(2) получаем выражения для угловых скоростей 
вращения колес и роликов:
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где R = |CiPi| — радиус меканум-колеса; r = |KiPi| — 
радиус поперечного сечения ролика; l и h — харак-
терные размеры платформы (рис. 2).

Соотношения (3) обосновывают всенаправ-
ленное свойство движения платформы — произ-
вольные законы изменения VX, VY и Ω могут быть 
реализованы за счет вращения роликонесущих 
колес. Например, для поступательного движения 
робота вбок (VX = 0, Ω = 0) вращение колес долж-
но выполняться со скоростями 2 3 1φ = φ = −φ =� � �

4 / ,YV R= −φ =�  а для вращения вокруг центра 
платформы (VX = 0, VY = 0) — со скоростями 

2 4 1 3φ = φ = −φ = −φ =� � � �  (l + h)Ω/R.

Модель динамики робота youBot

Составим уравнения движения робота, счи-
тая, что в сочленениях тел действуют линейные 
по скорости силы вязкого трения, а ролики и 
вращающиеся детали механических передач ко-
лес невесомы. Каждое колесо рассматриваемой 
системы оснащено отдельным электроприводом. 
Моменты, развиваемые этими приводами, обо-
значим Mi (i = 1, ..., 4) (рис. 2, см. третью сторону 
обложки).

Соотношения (3) определяют восемь неголо-
номных связей, налагаемых на динамику мо-
бильного робота youBot. Из его 11 обобщенных 
скоростей можно составить лишь три независи-
мые линейные комбинации, например
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и с помощью них описать динамику системы.
Для составления уравнений движения робота 

воспользуемся уравнениями Аппеля [10, 11].
Построение уравнений Аппеля для исследу-

емой системы подробно изложено в работе [12].
С учетом введенных выше допущений дина-

мика мобильного робота youBot описывается сле-
дующей системой уравнений:
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где m0 = m + 4m1 — общая масса робота; m — масса 
платформы со всем перевозимым оборудованием 
и грузом; m1 — масса колеса; I0 — момент инер-
ции робота относительно оси OZ; aX и aY — коор-
динаты центра масс платформы с оборудованием 
и грузом C в подвижной системе OXY (рис. 2);
I1 — момент инерции колеса относительно его 
оси; μ1 — коэффициент вязкого трения в сочле-
нениях колес и платформы; μ2 — коэффициент 
вязкого трения в осях роликов; FX, FY и MΩ — 
управляющие обобщенные силы и момент, кото-
рые выражаются через моменты приводов колес 
Mi, i = 1, ..., 4, по формулам
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Значения некоторых коэффициентов в систе-
ме (4) неизвестны и подлежат оцениванию.

Для удобства дальнейшего анализа введем 
нормализованные скорости и силы:
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и перепишем систему уравнений движения (4)
в следующей форме:
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— вектор неизвестных постоянных параметров 
(коэффициентов в уравнениях движения);
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( )/l h hη = +  — безразмерная длина.

Калибровочные движения.
Анализ наблюдаемости параметров

Рассмотрим задачу синтеза движения мобиль-
ной платформы из условия наблюдаемости всех 
искомых параметров и сходимости их оценок. 
Поставленная задача сводится к выбору законов 
изменения скоростей VX, VY и Ω, поскольку для 
отработки движений может быть использована 
существующая система управления кинематиче-
ского уровня.

Известно, что сходимость оценок параметров 
линейного объекта, вырабатываемых по гради-
ентному алгоритму идентификации, обеспечива-
ется, если на вход исследуемого объекта подать 
мультисинусоидальный сигнал [13, с. 366]. Экс-
периментально обнаружено, что при указанном 
способе формирования закона движения плат-
формы точность системы управления может быть 
неудовлетворительной (рис. 3). К тому же, во вре-

Рис. 3. Точность управления платформой в процессе отработки мультисинусоидальных законов изменения компонент скорости 
ее центра (1 — желаемые значения скоростей, 2 — их реализованные величины)
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мя выполнения "замысловатых" маневров в тече-
ние продолжительного времени могут нарушаться 
идеальные условия контакта колес с полом.

Рассмотрим несколько "простых" маневров 
робота (калибровочных движений), на совокуп-
ности которых обеспечивается наблюдаемость 
всех коэффициентов в уравнениях движения.

Калибровочное движение I представляет собой 
вращение платформы вокруг точки, лежащей на 
поперечной оси OY на расстоянии (l + h) от точ-
ки O. На таком движении VX = (l + h)Ω, VY = 0 
или, что то же самое, , 0

X YV VΩ = Ω Ω = . Угловая 
скорость Ω является T-периодической функцией, 
причем среднее за период значение ее куба равно 
нулю. Отметим, что на предложенном калибро-
вочном движении 1 3 2 40, .φ = φ = φ = φ� � � �

Грамиан наблюдаемости параметров модели 
мобильного робота на рассматриваемом движе-
нии равен

 

т
I

0

2 4 2 2 4

2 2 2

2 2 2 2

2 4

2 4 2 2 2 4

2 2

2 2

d

0 0 0 0

0 0 0 0

2 0 2 0 0

,0 0 0 2 0 0 0

2 0 2 0 0

0 0 0 0 0 2

0 0 0 0 0

T

W H H t

d c d d c

d d d

d d d d

d c

d c d d d c

c c

c c

≡ =

+ − −⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥

= +⎢ ⎥
⎢ ⎥− − − − +
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫

где 
0

d ,
T

k
kc t= Ω∫  

0

d .
T

k
kd t= Ω∫ �  При вычислении WI 

было учтено, что в силу периодичности движения 

1
0

0

d ( 1) 0.
T

Tk kt k +ΩΩ = + Ω =∫ �

Поскольку матрица WI распадается на бло-
ки, то совокупности параметров {x4}, {x6, x7} и
{x1, x2, x3, x5}, отвечающие этим блокам, можно 
оценивать независимо.

Граммиан WI вырожден (rgWI = 6), линейная 
комбинация параметров x1 + x2 + x5 на рассма-
триваемом калибровочном движении ненаблю-
даема.

Калибровочное движение II представляет собой 
вращение платформы вокруг точки, лежащей на 
продольной оси OX на расстоянии (l + h) от точ-
ки O. На таком движении VX = 0, VY = (l + h)Ω 
или, что то же самое, 0, .

X YV VΩ = Ω = Ω  Угловая 
скорость Ω является T-периодической функцией, 
причем среднее за период значение ее куба равно 
нулю. Отметим, что на предложенном калибро-
вочном движении 3 4 1 20, .φ = φ = φ = −φ� � � �

Найдем грамиан наблюдаемости параметров 
модели мобильного робота на рассматриваемом 
движении:
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Анализ структуры матрицы WII позволяет 
сделать вывод о том, что совокупности параме-
тров {x5}, {x6, x7} и {x1, x2, x3, x4} можно оценивать 
независимо.

Грамиан WII вырожден (rgWII = 6), линейная 
комбинация параметров x1 + x3 – x4 на рассматри-
ваемом калибровочном движении ненаблюдаема.

Поскольку нуль-пространства положительно 
полуопределенных матриц WI и WII не пересека-
ются, то матрица WI + WII является положитель-
но определенной. Таким образом, на последова-
тельности калибровочных движений I и II обе-
спечивается полная наблюдаемость оцениваемых 
параметров.

Калибровочное движение III представляет со-
бой периодическое поступательное движение 
платформы (Ω = 0), причем VX и VY являются 
линейно независимыми функциями. Анализ 
грамиана наблюдаемости показывает, что на та-
ком движении комбинации параметров x1 – x3 
и x2 полностью ненаблюдаемы, а совокупности
{x1 + x3}, {x4, x5} и {x6, x7} могут быть оценены не-
зависимо друг от друга.

Калибровочное движение IV представляет со-
бой равномерное прямолинейное движение цен-
тра платформы ( 0X YV V− Ω =�  и 0Y XV V+ Ω =� ), 
причем ее угловая скорость Ω изменяется по пе-
риодическом закону. Анализ грамиана наблюда-
емости показывает, что на таком движении пара-
метр x1 полностью ненаблюдаем. Калибровочное 
движение IV введено для улучшения наблюдае-
мости параметра x3.

Идентификация параметров модели робота

Построим рекуррентный алгоритм иденти-
фикации рассматриваемой системы, основыва-
ясь на методике решения задачи оперативного 
(on-line) оценивания параметров, примененной в 
работе [13] для манипуляционного робота.

Исходные данные для решения задачи иден-
тификации параметров робота youBot получены 
в результате экспериментальной реализации по-
следовательности калибровочных движений и из-
мерения скоростей вращения колес ( ),i tφ�  i = 1...4,
и моментов Mi(t) (рис. 4).

Зависимости продольной и поперечной ком-
понент скорости центра платформы VX(t) и VY(t), 
полученные в ходе выполнения последователь-
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ности калибровочных движений I, III, II и IV, 
представлены на рис. 5. Здесь калибровочное 
движение III представляет собой поступательное 
движение платформы вдоль окружности.

Матрица Н в соотношении (7) содержит не-
измеряемые ускорения. Для их исключения про-
ведем замену функций, линейно входящих в эле-
менты Н, по формулам [12, с. 146; 13, 14]
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где af > 0 — постоянный коэффициент. Здесь αk, 
αij и βk являются результатами обработки норма-
лизованных скоростей, их произведений, а также 

нормализованных сил апериодическими филь-
трами с передаточными функциями af/(p + af).

Подставив соотношения (8) в систему (7), по-
сле перегруппировки слагаемых и исключения 
производных новых переменных получаем
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где вектор e = (εi) удовлетворяет уравнению 
0,fa+ =�e e  а производные iα�  вычисляются в 

соответствии с соотношениями (8), например, 
3 3[ ].faα = Ω − α�  Далее экспоненциально затуха-

ющими величинами εi, i = 1...3, будем пренебре-
гать и примем z = Hzx.

Найдем вектор оценок параметров 	x , мини-
мизирующий квадратичный критерий
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где Р > 0, а время начала оценивания t0 выбира-
ется из условия пренебрежимой малости величин 
εi, i = 1...3, при t > t0. В работах [13, 14] этот алго-
ритм назван рекуррентным методом наименьших 
квадратов, а матрица P — матрицей усиления ал-

Рис. 4. Схема получения экспериментальных данных для решения задачи идентификации

Рис. 5. Зависимости, характеризующие продольные и по-
перечные компоненты скорости центра платформы на по-
следовательности калибровочных движений I—III—II—IV 
(1 — экспериментальные данные, 2 — идеальные параметры 
калибровочных движений)
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горитма идентификации. Заметим, что соотноше-
ния (10) совпадают c уравнениями фильтра Кал-
мана для случая аддитивных белошумных оши-
бок измерений единичной интенсивности [15].

Для вычисления оценок массы 
 0,m  моментов 
инерции 	0I  и 	1I , координат центра 
масс платформы 	Xa  и 	Ya , коэффи-
циентов трения 	1μ  и 	 2μ  использова-
лись построенные оценки 	 ix , а так-
же значения l = 0,15 м, h = 0,2355 м,
R = 0,0475 м, r = 0,014 м, m1 = 1,4 кг. 
Графики изменения некоторых из 
перечисленных оценок приведены на 
рис. 6.

По вектору оценок 	( )etx  при вре-
мени окончания оценивания te =
= 140 с найдены следующие оцен-
ки параметров робота: 
 0 35,3m =  кг,
	
0 4,4I =  кг•м2, 	 3

1 6,0•10I −=  кг•м2,
	 1,6Xa =  см, 	 2,6Ya = −  см, 	1μ =
= 0,11 Н•м•с и 	 3

2 5,78•10−μ =  Н•м•с.
Оценим точность, с которой по-

строенная математическая модель 
робота с найденными значения-
ми параметров описывает действи-
тельное поведение реальной систе-
мы. Соотнесем выходной вектор 
параметрической модели (9) z(t) =

т
1 2 3( ( ) ( ) ( )) ,t t t= β β β  построенный по измерени-

ям управляющих моментов, с вектором прогноза

 	 	 	 	 	т
1 2 3( ) ( ( ) ( ) ( )) ( ) ( ).z et t t t t t= β β β = xz H

Рис. 6. Графики изменения оценок параметров системы:
а — оценка массы робота; б — оценки координат центра масс платформы; в — оценка коэффициента вязкого трения в сочле-
нениях платформы и колес; г — оценка коэффициента вязкого трения в осях роликов

Рис. 7. Точность параметрической модели робота на последовательности кали-
бровочных движений I—III—II—IV (1 — прогноз выходных переменных пара-
метрической модели робота, 2 — экспериментальные данные)
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Графики изменения прогнозируемых выходов 
параметрической модели (9) 	1β  и 	 2β , аппрокси-
мирующих экспериментальные зависимости β1
и β2, представлены на рис. 7.

Заключение

Построена неголономная математическая мо-
дель мобильной роботизированной платформы 
всенаправленного движения youBot. Предложена 
совокупность калибровочных движений робота, 
на которых обеспечивается полная наблюдае-
мость параметров системы (коэффициентов в 
уравнениях движения) и возможна декомпози-
ция задачи оценивания параметров. На основе 
полученной математической модели разработан 
алгоритм идентификации и получены оценки 
параметров мобильной платформы youBot.
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The object of the study is a mobile robot KUKA youBot. Because of two pairs of mecanum—wheels its platform has 
full omnidirectional motion capabilities. We consider ideal contact of the wheel rollers and the floor. Under this assumption 
a complete (kinematics and dynamics) non-holonomic model of the system is developed. The dynamical model of the 
mecanum-wheeled robot consider mass eccentricity of its platform and linear viscous friction in platform-and-wheel and 
wheel-and-roller joints. The motion equations are derived using Appel’s equations in terms of longitudinal and transversal 
velocities of the robot platform center, and rotational velocity of the platform. Values of the robot parameters (coefficients 
in the equations of motion) are not available and have to be determined. Calibration motions, such that all parameters 
are observable on them and it is possible to decompose identification problem, are designed. The physical robot inputs and 
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outputs are respectively the motor torques and the wheel rotational velocities (for each wheel). Using measurements of them 
and kinematics and dynamics relations longitudinal, transversal, and rotational velocities of the platform and generalized 
control forces in the equations of motion are computed. Because of the presence of the unmesaurable accelerations the 
equations of the robot motion can not be used directly for parameter estimation as a robot estimation model. To avoid 
the accelerations in the estimation model a filter technique is used. The " inputs" to the estimation model are the filtered 
versions of longitudinal, transversal, and rotational velocities of the platform. The estimation model "outputs" are filtered 
generalized control forces. The estimate of the parameters is generated by continuous-time recurrent least squares algorithm 
(LSM-estimator). Using experimental data measured on series of calibration motions the robot parameters is estimated.

Keywords: omnidirectional platform, Mecanum wheel, Ilon wheel, youBot, parameter estimation, non-holonomic system
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Беспоисковая система адаптивного управления электроприводом
для механизмов с переменным моментом инерции

ных процедур позволяет более гибко проводить 
оценку наблюдаемых и вычисляемых координат, 
а также прогнозировать режим работы привода
[2—5]. Однако на полученные оценки момен-
та электродвигателя и его инерции существенно 
влияет момент нагрузки, характер изменения ко-
торого в общем случае непредсказуем. Таким об-
разом, возникает задача определения структуры 
идентификатора, учитывающего режимы работы 
привода, связанные с изменением нагрузки и мо-
мента инерции.

Известны различные методы, позволяющие 
осуществить оптимизацию и настройку регу-
ляторов при неизвестных параметрах объекта. 
В большинстве случаев это достигается за счет 
пробных воздействий или прогонов, что в ряде 
случаев недопустимо или неприемлемо по усло-
виям функционирования конкретного механиз-
ма. С учетом этого наиболее целесообразно ис-
пользовать адаптивные модели, которые в про-
цессе функционирования системы позволяют 
одновременно с определением параметров объ-
екта осуществлять перестройку регуляторов си-
стемы управления.

Общие рекомендации по синтезу самонастра-
ивающихся систем даются в ряде работ. Из них в 
классе беспоисковых самонастраивающихся си-
стем можно выделить подход [1], основанный на 
редуцированных наблюдателях. Формально этот 
подход соответствует переходу к вектору наблю-
дателя пониженного порядка. При структурном 

Рассматривается беспоисковая самонастраивающаяся система управления электроприводом для механизмов с 
переменным моментом инерции. Для обеспечения инвариантности динамических характеристик к вариациям пара-
метров объекта регулирования в систему вводится наблюдатель в виде адаптивной модели исполнительного элек-
тродвигателя. Проводится синтез контуров идентификатора и сопоставление структур адаптивной модели. Даны 
рекомендации по выбору регуляторов основных контуров системы подчиненного регулирования. Определены условия 
выбора значений идентифицируемых параметров объекта. Приведены результаты моделирования самонастраиваю-
щейся системы при вариации моментов нагрузки и инерции.

Ключевые слова: электропривод, переменный момент инерции, адаптивная модель, функция Ляпунова, форсиро-
вание динамических процессов, условия идентификации

Введение

В электромеханических системах с многоко-
ординатным электроприводом технически опти-
мальные процессы возможны лишь при соответ-
ствии фактических параметров объекта управ-
ления их расчетным значениям. В реальных 
системах параметры объекта могут изменяться в 
значительных пределах и иметь явно выражен-
ное влияние на один из исполнительных элек-
троприводов. Одним из наиболее существенных 
параметров является переменный момент инер-
ции J(t), который при фиксированных настрой-
ках регулятора скорости определяет динамику и 
качественные показатели системы регулирова-
ния. Неопределенность данного параметра су-
щественным образом влияет на динамическую 
точность системы и отработку возмущений со 
стороны нагрузки.

Одно из направлений развития систем регули-
руемого электропривода связно с использовани-
ем методов адаптивного управления. Построение 
таких систем основано на совмещении функций 
идентификации текущих параметров объекта и 
перестройки параметров регуляторов [1]. Необхо-
димость идентификационных подходов особенно 
очевидна в области частотно-регулируемых элек-
троприводов, где использование моделей (наблю-
дателей) позволяет получить косвенные оценки 
недоступных параметров и переменных. Исполь-
зование бессенсорных подсистем и рекуррент-

ИСПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ
МЕХАТРОННЫХ СИСТЕМ
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представлении системы это связано с разделени-
ем задач синтеза основного контура управления 
и синтеза контура адаптации. Различают эталон-
ную и адаптивную модели, используемые в само-
настраивающихся системах [1, 6]. Заметим, что 
если учитывать задачи идентификации объекта, 
то настраиваемая модель в отличие от эталонной 
модели имеет существенные преимущества, так 
как позволяет косвенным образом оценивать вну-
тренние и внешние возмущения объекта и варьи-
ровать настройки регулятора при их изменении.

Необходимо отметить, что идентификация мо-
мента инерции возможна лишь в динамических 
режимах. Это приводит к временным ограниче-
ниям определения параметра для всех известных 
методов идентификации, в том числе использу-
ющих подстраиваемую модель. С учетом этого
в данной статье представлены анализ наиболее 
приемлемых вариантов контуров самонастройки 
для электропривода с подчиненным регулирова-
нием параметров, а также поиск дополнительных 
мер, позволяющих обеспечить приемлемые каче-
ственные показатели не только в динамических, 
но и в статических режимах работы.

Анализ и синтез контуров адаптивной модели

В качестве исходных уравнений для исследо-
вания электропривода с переменным моментом 
инерции примем уравнения двигателя постоян-
ного тока:

 я я ;
dI

U R I L E
dt

= + +  (1)

 д c ( ) ;
d

M M M J t
dt
ω

= − =  (2)

 ; ,M c I E c= Φ = Φω  (3)

где U — напряжение на якоре двигателя; Iя — ток 
якорной цепи; Lя, Rя — индуктивность и сопро-
тивление якорной цепи; Мд — динамический 
момент; М — момент двигателя; Мс — момент 
нагрузки; J(t) — переменный момент инерции;
ω — угловая частота; E — противоЭДС; Lя, Rя —
индуктивность и сопротивление якорной цепи; 
c — конструктивная постоянная двигателя; Φ — 
магнитный поток.

Уравнение, характеризующее динамику дви-
гателя при учете переменного момента инерции, 
имеет вид

 м я м д м я с с( ) ( ) ( ) ,T t T T t k U k T M Mω + ω + ω = − +��� �  (4)

где 2
м я( ) ( ) /( )T t J t R c= Φ  — электромеханическая 

постоянная времени двигателя; Tя = Lя/Rя — 
электромагнитная постоянная времени двигате-

ля; kд = 1/(сΦ) — коэффициент передачи двига-
теля; 2

м я /( )k R c= Φ — коэффициент передачи по 
моменту нагрузки.

С точки зрения динамики электропривода 
управляющее и возмущающее воздействия равно-
ценны друг другу. Для упрощения синтеза адап-
тивной модели предположим, что момент нагруз-
ки доступен для измерения, тогда с учетом кон-
тура самонастройки уравнения объекта и модели 
можно записать в следующем виде:

 2 1 0 0 c( ) ( ) ( , );a a a t a t f U Mω + ω + ω =�� �  (5)

 2 м 1 м 0 м 0 см( ) ( ) ( , ) ,b b b t b t f U Mω + ω + ω =�� �  (6)

где с д м я с с( , ) ( );f U M k U k T M M= − +�  f(U, Mсм) =
= kдU – kм(Tя смM�  + Мсм); Mс = Мсм — моменты 
нагрузки двигателя и модели; a2 = b2 = 1; a1 = b2 =
= 1/Tя; 0 м я( ) 1/ ( ) ;a t T t T=  0 мм я1/ ( ) ;b T t T=  kдм = kд; 
kмм = kм — коэффициенты объекта и модели.

Представим переменные коэффициенты в 
виде двух составляющих:

 0 0 0 0 0 0( ) ( ); ( ) ( ),a t a a t b t b b t= + Δ = + Δ

где a0, b0 — постоянные величины; Δa0(t), Δb0(t) — 
приращения коэффициентов.

На основании соотношений (5) и (6) запишем 
уравнение рассогласования между выходом объ-
екта и модели:

1 0

0 м 0 0 0 с( ) ( ) ( ( ) ( ) ( , ),

b b

b t a t b t a t f U M

ε + ε + ε =
= Δ ω − Δ ω + Δ − Δ

�� �
 (7)

где ε = ω – ωм.
Предположим, что коэффициент объекта 

Δa0(t) изменяется квазистационарно на интерва-
лах времени Tk настройки модели. Тогда, с уче-
том равенства начальных значений координат 
объекта и модели, уравнение (7) можно записать 
следующим образом:

 1 0 0 м( ( , )),b b f U Mε + ε + ε = γ ω +�� �  (8)

где 0 0 0( ) [ ].kb t a Tγ = Δ − Δ
Задачу синтеза регулятора будем решать на 

основе второго метода Ляпунова. Для этого вве-
дем функцию Ляпунова в виде квадратичной по-
ложительно определенной формы от координат-
ных и параметрических ошибок:

 2 2 2
1 0 0 0,V p p= ε + ε + λ γ�  (9)

где p0, p1, λ0 — положительные величины.
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Полная производная функции Ляпунова в со-
ответствии с выражением (9) имеет вид

 1 0 0 02 2 2 .
dV

p p
dt

= ε ε + εε + λ γ γ� �� � �  (10)

Определяя из уравнения (8) вторую произ-
водную от ошибки и подставляя ее в формулу 
(10), получим

 1 0 м с

2
1 1 1 0 0 0 0 0

2 ( ( , ))

2 2 2 2 .

dV
p f U M

dt

p b p b p

= γ ε ω + −

− ε − εε + εε + λ γ γ

�

� � � �

Принимаем p1 = 1, p0 = b0/2, тогда в силу опре-
деления устойчивости по Ляпунову для дости-
жения устойчивости процесса настройки произ-
водная должна быть знакоопределенной и иметь 
знак, противоположный V, т. е.

 1 0 м 0 0 02 ( ( , )) 2 0сp f U Mγ ε ω + + λ γ γ� � m

или

 0 м с
1

( ( , ).f U Mγ = − ε ω +
λ

� �

Учитывая квазистационарный характер изме-
нения коэффициента a0(Tk), получим уравнение, 
характеризующее закон изменения настраивае-
мого параметра:

 0 м д м я с с
1

( ( )).b k U k T M MΔ = − ε ω + − +
λ

� ��

Один из возможных вариантов структуры 
подстраиваемой модели двигателя, реализован-
ной в соответствии с методом понижения поряд-
ка производной, представлен на рис. 1.

Подстраиваемые коэффициенты показаны 
обобщенно без их конкретной реализации. Мо-
мент нагрузки, как правило, не поддается непо-
средственному измерению. С учетом этого ис-
пользован дополнительный контур формирова-
ния статического момента по разности момента, 
развиваемого двигателем, и динамического мо-
мента модели. Основной настроечный параметр 
Δb0(t) формируется с помощью интегратора, а 
скорректированный Δb0ск(t) — путем устранения 
составляющей Tя.

Используемый формализованный подход по-
зволяет определить в общих чертах структуру 
подстраиваемой модели.

Заметим, что реальные координаты двигате-
ля в представленной структуре непосредственно 
не определены, а для формирования устойчивых 
переходных процессов необходимо дифференци-
рование сигналов. В реальных системах опера-

ция взятия производной нереализуема, и, следо-
вательно, необходимо искать более приемлемые 
решения. С этой целью рассмотрим структурную 
схему двигателя и его модель с учетом контуров 
самонастройки.

Структурная схема двигателя и модели, со-
ответствующей описанию дифференциальными 
уравнениями (1)—(3), показана на рис. 2.

Здесь в явном виде представлена якорная цепь

 я
я

я

1/
( )

1
R

W p
T p

=
+

и механическая часть привода

 
1

( , ) ,
( )

W p t
J t p

=

где я
я

я

L
T

R
=  — электромагнитная постоянная 

времени.
В качестве одного из основных условий бли-

зости поведения объекта и модели примем ра-
венство их динамических моментов Мд = Мдм.

Рис. 1. Структурная схема подстраиваемой модели, реали-
зованной в соответствии с методом понижения порядка про-
изводной

Рис. 2. Структурные схемы объекта и модели
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Примем также во внимание, что реализация 
данного условия возможна, если настройка пере-
менного коэффициента kjм(t) = 1/Jм(t) будет вы-
полняться с быстродействием большим, чем бы-
стродействие основного контура модели и объ-
екта. С учетом этого уравнения механики могут 
быть записаны следующим образом:

 д м м дм( ) ; ( ) ,j jk t M k t Mω = ω =� �

а уравнение рассогласования будет иметь вид

 дм,Mε = γ�  (11)

где м( ) ( )j j kk t k Tγ = Δ − Δ  — разность между при-
ращениями коэффициентов.

При выборе функции Ляпунова в виде

 2 2V p= ε + λγ

полная производная будет иметь вид

 / 2 2 .dV dt p= εε + λγγ� �

После подстановки выражения (11) получим

 дм/ 2 2 ,dV dt p M= εγ + λγγ�

откуда с учетом знака производной и p0 = 1 

 дм
1

Mγ = − ε
λ

�

или

 м дм
1

.jk MΔ = − ε
λ

�

Для восстановления γ используется звено пе-
ремножения и интегрирующий регулятор

 и
1

( ) .W p
p

=
λ

Квадратичная форма функций Ляпунова за-
дает знакоопределенность переходных процессов, 
но не гарантирует их качественные показатели 
[7]. В рассматриваемом случае контур самона-
стройки будет иметь комплексно сопряженные 
корни и, следовательно, незатухающие переход-
ные процессы.

Для обеспечения устойчивости и оптимизации 
переходных процессов контура дополнительно 
введем реальное дифференцирующее звено

 1
дф

2

( )
1

T p
W p

T p
=

+

и проведем замену закона изменения настраива-
емого параметра

 
дм

,jk
M

ε
Δ = −

μ
�

где 22 Tμ = λτ = τ  — выбирается из условия на-
стройки контура на модульный оптимум;
τ = |T1| — безразмерный нормирующий коэффи-
циент.

При анализе переходных процессов в контуре 
самонастройки можно использовать закон ком-
мутативности для входов множительного звена 
и представить его в виде переменного коэффи-
циента k(Mдм). Обратное звено (делитель) тогда 
будет представлено коэффициентом 1/k(Mдм). 
С учетом этого уравнение настройки регулятора 
можно записать в виде

 дм

2 2

1/ ( )
.

2 ( 1) 1j
k M

k p
T p T p

= ω
+ +

Отсюда следует, что изменение коэффициента 
будет происходить лишь на участках ускорения 
или замедления скорости, а на участках устано-
вившегося движения его значение равно нулю. 
Необходимо отметить, что это соответствует ус-
ловиям работы реального двигателя, когда мо-
мент двигателя уравновешивает момент нагрузки.

Разработка структуры системы управления

Предварительные исследования электропри-
вода, где модель использовалась только в каче-
стве идентификатора, приведены на рис. 3.

Анализ процессов позволяет сделать следую-
щие выводы: изменения момента инерции и 
момента нагрузки оказывают равноценное вли-
яние на характер изменения скорости привода; 
использование дополнительных контуров типа 
алгебраической петли для определения момента 
нагрузки неэффективно; компенсация измене-

Рис. 3. Влияние нагрузки и момента инерции на коэффициент 
самонастройки идентификатора
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ний момента инерции и момента нагрузки может 
осуществляться за счет коэффициента форси-
ровки динамических процессов.

С учетом этого разработана структурная схема 
системы подчиненного регулирования скорости 
двигателя (рис. 4). Выбор регуляторов каждого 
из трех контуров осуществляется из условия на-
стройки на модульный оптимум.

Передаточная функция регулятора тока име-
ет вид

 я я( 1)
( ) ,

2i I

R T p
W p

k k T pμ Σ

+
=

где kμ, ki — коэффициенты передачи усилителя 
мощности и датчика тока; TΣI ≈ Tμ — сумма ма-
лых постоянных времени контура тока; Tμ — по-
стоянная времени усилителя мощности.

Передаточная функция регулятора скорости 
первого контура имеет вид

 
1

1( , ) ( ( )),
2
ik

W p t k J t
c k T

ω

ω
ω Σ

= β =
Φ

где 1 2 2IT T T
ω

Σ μΣ = =  — сумма малых постоянных 
времени первого контура скорости.

Токоограничение контура тока реализуется за 
счет введения звена насыщения на выходе регуля-
тора, а форсировка тока — блоком деления (БД), 
коэффициент передачи которого ( ( )) ( ).k J t J t≡

Передаточная функция регулятора скорости 
второго контура имеет вид

 
2

2 1 1
( ) ,

2
W p

p T p
ω

ω
Σ

= =
τ

где 2 12 4T T T
ω ω

μΣ Σ= =  — сумма малых постоянных 
времени второго контура скорости.

Заметим, что со стороны нагрузки передаточ-
ная функция двухконтурного регулятора скоро-
сти соответствует пропорционально-интеграль-
ному регулятору

 
1

( ) ,
p

W p
p

τ +
= β

τ

а со стороны управляющего воздействия условия 
настройки контура скорости соответствуют сим-
метричному оптимуму.

С учетом предварительных исследований 
структура системы управления дополнена бло-
ком обработки входной информации, с помощью 
которого определяются участки движения, со-
ответствующие участкам разгона, торможения 
и движения с постоянной скоростью. Для этих 
целей используется блок логической обработ-
ки (БЛ), анализирующий приращения скорости 
двигателя и условия выхода на заданные зна-
чения. На участках разгона и торможения, ко-
торые формируются программным задатчиком 
скорости (ПЗС), изменения момента инерции и 
момента нагрузки двигателя оказывают одина-
ковое влияние на динамический момент. Учиты-
вая это, на данных интервалах с помощью БЛ 
формируют сигналы выборки (В 1), по которым 
проводят фиксацию текущих значений настро-
ечного сигнала kj в блоке выборки хранения 
(БВХ 1). На начальном участке движения ввиду 
неопределенности пуск осуществляется с фикси-
рованным значением управляющего параметра 

0 01/ .jk J∗ =  Переключение на сигнал jk ∗  с выхода 
БВХ 1 осуществляется ключом (К) с задержкой, 
формируемой БЛ в момент пуска привода. Время 
задержки определяется переходными процесса-
ми контура самонастройки.

На участках движения с постоянной скоро-
стью БЛ формирует сигналы выборки (В 2), по 
которым фиксируется ток двигателя I в блоке 
БВХ 2. Значение тока с выхода блока Iсм опреде-

Рис. 4. Структурная схема самонастраивающейся системы управления электроприводом:
БД — блок деления; БВХ — блок выборки хранения; БЛ — блок логической обработки; ПЗС — программный задатчик ско-
рости
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ляет эквивалентный момент нагрузки и поступа-
ет на вход модели двигателя.

Результаты моделирования

Как показали исследования, основной контроль 
изменения скорости целесообразно осуществлять 
со стороны программного задатчика скорости, 
регламентирующего темп ее изменения. В этом 
случае реакция системы управления не зависит от 
провалов скорости, связанных с запаздыванием 
отработки линейными регуляторами скачкообраз-
ных возмущений со стороны нагрузки и измене-
ния момента инерции привода (рис. 5).

На участке разгона выделены три промежутка, 
соответствующие пуску без нагрузки с неопреде-
ленным моментом инерции и скачку приведен-
ного момента инерции, скачку момента нагруз-
ки. На каждом из этих промежутков происходит 
изменение коэффициента передачи регулятора 
скорости в функции сигнала ik ∗  с выхода БВХ 1. 
При этом за счет блока деления БД происходит 
рост токоограничения и форсирование моментов 
двигателя и модели. Фиксация момента нагрузки 
(тока) проводится с помощью БВХ 2 на участках 
движения с установившейся скоростью. На дан-
ных участках момент двигателя уравновешивает 
момент нагрузки M = Mc. Это позволяет обеспе-
чить полное соответствие поведения объекта и 
модели по динамическому моменту и, как след-
ствие, более близкое приближение настроечного 

параметра его расчетному значению. На первом 
участке торможения показана реакция системы 
на вторичное изменение момента инерции.

Заключение

Таким образом, специфические особенности 
настраиваемой модели и блока определения ре-
жимов работы придают основному контуру систе-
мы управления электроприводом новые качества, 
свойственные как линейным, так и релейным 
системам, дают возможность форсирования ди-
намического момента двигателя. Это обусловле-
но характером изменения возмущающих воздей-
ствий со стороны как нагрузки, так и приведенно-
го момента инерции механизма. Для компенсации 
данных возмущений система должна иметь запас 
по мощности и перегрузочной способности дви-
гателя. Алгоритмы работы задатчика скорости и 
блока логики практически уже заложены в про-
граммное обеспечение систем числового про-
граммного управления (ЧПУ) и могут исполь-
зоваться для расширения функций ЧПУ в части 
реализации адаптивных систем управления при-
водами металлорежущих станков и роботов.
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The electric drive control system for the mechanisms with the variable moment of inertia is considered. Uncertainty of 
the moment of inertia significantly influences the dynamic accuracy of the system and loading disturbance attack. In this 
connection it is necessary to perform in the electric drives the parametrical adjustment of regulators according to the current 
resulted moment of inertia to provide invariance of dynamic characteristics of the system to variations of parameters of the 
regulation object. To maintain invariance of dynamic characteristics to variations of parameters of the regulation object 
the observer in the form of adaptive model of the actuating electric motor is included in the system. There is performed the 
synthesis and the analysis of the most acceptable variants of self-adjustment contours as well as search of the additional 
measures allowing to provide acceptable quality indicators not only in dynamic, but also in static operating modes. 
Recommendations on the choice of regulators of the basic system contours of the subordinated regulation and the additional 
devices defining conditions of parameters identification and their definition are given. The researches have shown the 
expediency of introduction of the unit of processing the input information in the structure of a control system by means of 
which the sites of movement corresponding to acceleration, braking and movement with constant speed are defined. The 
results of modeling of the self-adjusted system with variation of the moments of loading and inertia are given. The results of 
development of the system of control from the self-adjusted model made it possible to give to the basic contour of a control 
system of the electric drive the new qualities peculiar both to linear and relay systems. The research of dynamics has shown 
that reaction of the system does not depend on the failures of speed connected with delay of working off by linear regulators 
of step disturbance from loading and change of the drive inertia moment. To compensate the given disturbances, the system 
should have power margin and overload capacity of the engine.
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Алгоритмы расчета зоны покрытия антенны радиочастотного ридера 
при определении местоположения высокоскоростного объекта1

екта по траектории сложно-разветвленного про-
цесса осуществляется определение как его техни-
ческих характеристик, так и его местоположения.

Известная система автоматической иденти-
фикации (САИ) состояния подвижного состава 
"Пальма" [6] включает кодовый бортовой дат-
чик и считывающую аппаратуру. Датчик хранит 
полную информацию о вагоне или локомотиве 
в закодированном виде: идентификационный 
номер, направление следования, дату последне-
го деповского ремонта, пробег, число единиц в 
составе. Объем памяти датчика — 128 бит. Ап-
паратура в масштабе реального времени реги-
стрирует в АСУ железнодорожным транспортом 
факты прохождения оборудованного специаль-
ными метками подвижного состава через пике-
ты, установленные вдоль железнодорожных пу-
тей и оборудованные специальной аппаратурой 
считывания. Эффективность работы новой си-
стемы достигается за счет того, что человеческий 
фактор почти не задействован — информация 
передается автоматически из разных пунктов на-
хождения поезда. В рамках пилотного проекта 
финское транспортное агентство Liikennevirasto 
и компания Vilant [7] установили четыре ридера 
Vilant Railroad Reader в нескольких местах вдоль 
железнодорожных путей в районе городов Оулу 
и Мантсала. Ридеры были смонтированы на 
мачтах, размещенных на расстоянии прибли-
зительно 2,5 м (8,2 фута) от железнодорожного 

Предложен подход к решению задачи определения местоположения высокоскоростного объекта на основе ис-
пользования комплекса средств радиочастотной идентификации, в котором ряд пассивных радиочастотных меток 
размещается по пути следования объекта, а радиочастотный ридер (считывающее устройство) устанавливается на 
самом объекте. Разработан алгоритм расчета такой зоны покрытия антенны ридера, которая в заданном диапазо-
не скоростей движения объекта гарантирует требуемое значение вероятности формирования ответного импульса 
от радиочастотной метки. Проведена оценка вероятности формирования ответного импульса с использованием 
математического аппарата статистического анализа. Приведены результаты расчетов зоны покрытия антенны в 
диапазоне допустимых скоростей движения объекта, а также сформированы рекомендации по выбору оптимального 
варианта, доказывающие применимость предложенного подхода.

Ключевые слова: радиочастотная идентификация, высокоскоростные транспортные средства, точность опре-
деления местоположения

Введение

Прослеживание  состояния сложной техниче-
ской продукции в процессах жизненного цикла 
сегодня является одной из самых актуальных за-
дач повышения ее качественных характеристик 
(например, путем выявления контрафактной, 
фальсифицированной продукции, неаутентич-
ных компонентов и пр.) и безопасности исполь-
зования (например, движения). Наиболее эф-
фективный метод получения элементов, харак-
теризующих техническое состояние продукции, 
основанный на применении современных средств 
идентификации материальных объектов и их ха-
рактеристик, в частности радиочастотной иденти-
фикации (ридеры, радиочастотные метки (РЧМ)), 
находит широкое применение в самых различных 
областях: в производственных процессах, логи-
стике и на транспорте [1—5].

В основу метода положена стандартная орга-
низационно-технологическая схема применения 
средств радиочастотной идентификации, пред-
полагающая установку радиочастотных ридеров 
на штатных позициях производственной линии, 
а РЧМ — непосредственно на объектах. Таким 
образом, при перемещении маркированного объ-

1 Работа выполнена при поддержке РФФИ, проект
№ 15-08-04342а.

УПРАВЛЕНИЕ В АВИАКОСМИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ
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пути, чтобы они могли считывать уникальные 
идентификационные номера, закодированные в 
каждой РЧМ Ironside, прикрепленной к стенкам 
кузова проходящих вагонов. С помощью разрабо-
танного Vilant программного обеспечения Train 
Analyzer, хранящегося на резидентном сервере 
компании, каждый уникальный идентификаци-
онный номер увязывается с серийным номером 
вагона, а также с информацией об операторе, 
которому принадлежит вагон, и другими под-
робными данными. Посредством соотнесения 
идентификационного номера с временами счи-
тывания РЧМ предыдущим и текущим ридера-
ми программный комплекс Vilant Train Analyzer 
рассчитывает скорость движения поездов. Таким 
образом, агентство может решать любые пробле-
мы путем контакта с оператором.

Присущие данной схеме недостатки, прежде 
всего, необходимость обеспечения электропита-
ния, средств передачи данных на перемещаемый 
объект, защиты от случайных/намеренных по-
вреждений и восстановления работоспособности 
в случае его нарушения существенно ограничи-
вают применимость такой схемы при построении 
больших территориально-распределенных транс-
портных систем, в частности железнодорожных.

В связи с этим рядом исследователей [8—10] 
предлагается модифицированная схема, вклю-
чающая установку как минимум двух пассив-
ных РЧМ на пути следования железнодорожно-
го транспортного средства, а ридера — на самом 
транспортном средстве. При считывании РЧМ 
ридером определяется местоположение средства 
с последующей выработкой необходимых управ-
ленческих команд (например, торможение). В ряде 
случаев для повышения точности управления и 
безопасности движения радиочастотный ридер 
объединяется с дополнительными датчиками, на-
пример, измерения скорости перемещения, при-
ема навигационных сигналов со спутников и пр.

В условиях наблюдаемых тенденций [11] по 
проработке концептов поездов, движущихся на 
скоростных и высокоскоростных магистралях и 
в замкнутом пространстве (туннелях), традици-
онное использование спутниковых радионавига-
ционных технологий [12] становится проблема-
тичным.

Поэтому решение задачи использования тех-
нологий радиочастотной идентификации для 
определения местоположения высокоскоростно-
го поезда является актуальным.

Особенности применения технологии
радиочастотной идентификации для определения 

местоположения высокоскоростного поезда

Технология радиочастотной идентификации 
предполагает следующую схему взаимодействия 

ридера и РЧМ: антенна ридера излучает в окру-
жающее пространство электромагнитный сигнал 
определенной мощности на установленной часто-
те в течение некоторого диапазона времени. РЧМ 
воспринимает энергию излучения, проводит не-
обходимые преобразования и выдает ответный 
сигнал, который принимает антенна ридера. По 
результатам его обработки ридер идентифициру-
ет РЧМ и сохраняет в своей памяти записанную 
в ней информацию. Если ридер перемещается 
относительно РЧМ, может возникнуть ситуация, 
при которой отсутствует возможность идентифи-
кации РЧМ, а именно: время нахождения РЧМ 
в поле действия ридера не позволяет собрать до-
статочное количество энергии его излучения для 
формирования ответного сигнала, и РЧМ фор-
мирует ответный сигнал уже после выхода из 
поля действия ридера.

В силу того что время попадания РЧМ в поле 
действия антенны ридера носит случайный ха-
рактер, а время ее нахождения переменно, зона 
покрытия ридера должна иметь размер, гаран-
тирующий формирование ответного импульса 
от РЧМ во всем диапазоне скоростей движения 
объекта и с заданным значением вероятности.

Таким образом, формулируется задача опре-
деления размера зоны покрытия ридера, гаран-
тирующего формирование ответного импульса 
от РЧМ с заданным значением вероятности во 
всем диапазоне скоростей движения объекта.

Для решения данной задачи необходимо реали-
зовать следующую последовательность действий:
 � сформировать различные варианты нахожде-

ния РЧМ в поле действия антенны ридера;
 � рассчитать вероятность формирования от-

клика РЧМ в интервале скоростей движения 
объекта.

Алгоритм расчета зоны покрытия антенны 
радиочастотного ридера, гарантирующей

формирование ответного импульса от РЧМ
с заданным значением вероятности

Рассмотрим объект, движущийся со скоро-
стью v. На объекте установлена антенна, обра-
зующая на поверхности Земли зону покрытия 
длиной D. По пути следования установлена РЧМ 
(рис. 1).

Для обнаружения метки антенна периоди-
чески в течение времени tr излучает серию из n 
импульсов, а затем в течение tp (tp < tr) ожида-
ет отклик РЧМ, после чего цикл длительностью
tc = tr + tp повторяется (рис. 2).

РЧМ при попадании в зону покрытия антен-
ны принимает зондирующие импульсы. Число 
принятых импульсов зависит от времени нахож-
дения РЧМ в зоне покрытия, которое опреде-
ляется скоростью v и длиной D зоны покрытия. 
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При этом в силу влияния сложного переотраже-
ния радиоволн, изменения ориентации РЧМ при 
движении объекта каждый из импульсов серии 
принимается РЧМ с некоторой вероятностью. 
После приема зондирующих импульсов РЧМ 
формирует ответный импульс.

Время τ, в течение которого объект проходит 
путь, равный длине зоны покрытия, находится 
из соотношения

 / .D vτ =  (1)

Совместим начало временного интервала τ с 
моментом T0 попадания РЧМ в зону покрытия 
антенны. Поскольку зондирование проводится с 
постоянной длительностью цикла tc независимо 
от движения объекта, то момент времени T0 будет 
величиной случайной, распределенной равномер-
но в интервале от 0 до tc (рис. 3). Функция распре-
деления случайной величины T0 имеет вид
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Чувствительность РЧМ определяется экспе-
риментально. Так как длина перекрытия Тс вре-
менных интервалов tr и τ будет случайной вели-
чиной, изменяющейся в пределах от 0 до tr, то 
чувствительность представляется зависимостью 
вероятности появления отклика от длины пере-
крытия Тс.

Отклик — бинарная случайная величина Y, 
принимающая значения 0 и 1:

 
0   при отсутствии отклика от РЧМ;

1   при наличии отклика от РЧМ.
Y

⎧
= ⎨

⎩

Характеристика чувствительности пред-
ставляется функцией т

c( 1) ( ),P Y F tβ= =  где 
( )1 2,β = β β  — вектор параметров. Наиболее часто 

используют функцию стандартного нормально-
го распределения, в этом случае модель принято 
называть пробит моделью, и функцию логисти-
ческого распределения, тогда модель принято 
называть логит моделью [13].

В случае, когда скорость движения объекта от-
носительно небольшая, интервал τ может накрыть 
(полностью или частично) несколько периодов 
зондирования, тогда вероятность получения от-
клика от РЧМ будет определяться как вероят-
ность получения отклика от хотя бы одной серии 
зондирующих импульсов, а вероятность получе-
ния отклика от конкретной серии определяется 
по зависимости P(Y = 1). Например, если интер-
вал τ накрывает две серии зондирующих импуль-
сов с интервалами перекрытия (1)

cT  и (2)
cT  соот-

ветственно (рис. 4), то вероятность получения от-
клика от первой серии равна (1)

1 c( ),p P T=  а от 
второй — (2)

2 c( ).p P T=  Тогда вероятность полу-
чения хотя бы одного отклика будет равна 

1 21 (1 )(1 ).sp p p−= − −

Рис. 1

Рис. 2

Рис. 3

Рис. 4
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При увеличении скорости v уменьшается дли-
тельность интервала τ. При τ m tp перекрытой 
может быть не более одной серии зондирующих 
импульсов. Поэтому с увеличением скорости 
снижается вероятность формирования РЧМ от-
ветного импульса.

В связи с этим возникает задача обоснования 
требуемой длины покрытия D, при которой в за-
данном диапазоне скоростей движения v < vmax 
вероятность формирования РЧМ ответного им-
пульса не была бы меньше заданной величины.

Рассмотрим решение этой задачи при доста-
точно высокой скорости движения, определяе-
мой из условия τ m tc + tr . В этом случае возмож-
но получение отклика не более чем от двух серий 
зондирующих импульсов.

Найдем закон распределения случайных ве-
личин (1)

cT  и (2)
cT  — длин перекрытия первой и 

второй серий импульсов соответственно.
Случайная величина (1)

cT  принимает значения
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Таким образом, случайная величина (1)
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(1)
c( )F t  имеет разрыв на величину (1)

c( 0)P T = , а на 
участке (0, tr) функция распределения (1)

c( )F t  не-
прерывна.

Вероятность того, что ширина первого интер-
вала перекрытия равна нулю, определяется вы-
ражением
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Случайная величина (2)
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Расчет вероятности получения отклика 
РЧМ с заданным уровнем надежности

в интервале движения поезда

Рассмотрим в качестве примера ре-
шение задачи при следующих условиях: 
tr = 30 мс, tp = 100 мс; зависимость P(tc) 

вероятности получения отклика РЧМ от длины 
перекрытия серии импульсов имеет вид логисти-
ч еской функции

 
c( )c /

1
( ) ,

1 t a kP t − −=
+ e

где a = 23,0 мс, k = 1,81 мс. Зависимость P(tc) при-
ведена на рис. 5.

Пусть длина зоны покрытия D = 10 м. Зада-
димся требуемым уровнем надежности, напри-
мер, при скорости движения до 125 м/с с вероят-
ностью не ниже 0,95 частота появления хотя бы 
одного отклика должна быть не менее 0,9. При 
любом τ > tr функция распределения (1)

c( )F t  бу-
дет иметь вид (рис. 6)
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Функция распределения (2)
c( )F t  зависит от τ

(так как )
с
(2T  в соответствии с (2) зависит от τ),

а время τ, в свою очередь, определяется ско-
ростью v (см. (1)). Рис. 7 иллюстрирует зависи-
мость поведения функции распределения (2)

c( )F t  
при различных значениях скорости v.

Рис. 5

Рис. 6
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Зная (1)
c( )F t  и (2)

c( )F t , можно найти 
законы распределения частоты получе-
ния отклика на соответствующую се-
рию импульсов и, следовательно, закон 
распределения частоты получения хотя 
бы одного отклика.

Так, при τ = tc + tr = 130 мс возможно 
перекрытие не более двух серий зонди-
рующих импульсов. Это соответствует 
скорости 76,92 м/с (276,92 км/ч). В этом 
случае закон распределения частоты 
F(ps) будет иметь вид, представленный 
на рис. 8. Как видно из рис. 8, с надеж-
ностью 0,95 (см. квантиль уровня 0,05) 
частота получения хотя бы одного от-
клика будет равна 0,9795.

При увеличении скорости объекта v 
до 85 м/с значение частоты получения 
хотя бы одного отклика с надежностью 
0,95 снижается до 0,9012 (рис. 9). Таким 
образом, длина зоны покрытия D = 10 м 
не обеспечивает требуемую надежность 
при скоростях более 85 м/с.

Аналогичным образом можно по-
строить зависимость квантили уровня 
0,05 частоты получения хотя бы одного 
отклика при различных значениях ско-
рости v от длины зоны покрытия D.

Для макси мальной заданной скоро-
сти v = 125 м/с эта зависимость будет 
иметь вид, представленный на рис. 10. 
Как видно из рис. 10, для обеспечения 
длина зоны покрытия D при заданных 
значениях tr, tc должна быть не меньше 
14,7 м.

Очевидно, что с изменением значе-
ния максимальной скорости движения 
изменится и требуемое значение длины 
D зоны покрытия. На рис. 11 представ-
лены результаты расчетов при варьиро-
вании значения максимальной скорости 
от 80 до 150 м/с.

Таким образом, разработанные ал-
горитмы позволяют рассчитать требуе-
мое значение длины D зоны покрытия 
антенны ридера при задании макси-
мальной скорости движения объекта и 
уровня надежности получения отклика 
антенны.

Заключение

Предложен подход к решению одной 
из задач повышения эффективности 
управления движением высокоскорост-
ного транспорта за счет комплексного 
использования средств радиочастотной 
идентификации для определения его 

Рис. 7

Рис. 8

Рис. 9

Рис. 10
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местоположения. Разработан алгоритм расчета 
зоны покрытия антенны ридера, размер которой 
в установленном диапазоне скоростей движения 
объекта гарантирует получение ответного откли-
ка от каждой РИМ, расположенной на пути его 
следования. Проведена оценка вероятности фор-
мирования ответного отклика от РИМ с исполь-
зованием математического аппарата статистиче-
ского анализа. Приведены результаты расчетов 
зоны покрытия антенны в диапазоне допусти-
мых скоростей движения объекта и при задан-
ном уровне надежности получения ответного от-
клика, а также сформированы рекомендации по 
выбору заданного варианта, доказывающие при-
менимость предложенного подхода.
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The analysis of modern systems of automatic identification of a moving objects condition with use of means of 
radiofrequency identification is carried out. The requirements to the system for automatic identification of high-speed 
objects are formulated. An approach to solving the problem of locating a high-speed object based on the use of a complex 
of radio frequency identification means is proposed, in which a number of passive radio frequency tags are placed along 
the path of the object, and a radio frequency reader is installed on the object itself. The probabilistic model of the response 
formation is considered. Based on the analysis of the relative location of the time interval during which the RF tag is in the 
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coverage zone of the antenna and the radiation intervals of the antenna bundles of the probing pulses, the distribution law 
of the random variables corresponding to the overlapping time of the first and second bursts of pulses is constructed. The 
sensitivity of the RF tag (the probability of forming a response of RF tag from one bundle of probing pulses depending on the 
width of the packet) is given in the form of a logistic function with parameters determined experimentally. It is shown that at 
high speeds of the object with a small width of the coverage zone of the antenna, the appearance of the response of the RF 
tag is unlikely. The problem of justifying the required width of the antenna coverage zone is formulated, which ensures the 
formation of a response of the RF tag with a probability not less than a given value. The solution of the problem is illustrated 
for a complex of radio frequency identification means with known sensitivity parameters of the RF tag and with a required 
duration of probing and a radiation cycle. For a given values of maximum speed of motion and the required probability of 
occurrence of at least one response, laws of distribution of mixed random variables — the time of overlapping of the first 
and second bursts of impulses for different speeds of the object’s motion are constructed, which allows us, through statistical 
modeling, to find the empirical distribution function of the frequency of occurrence of at least one RF tag response.For a 
given level of reliability, it is possible to construct a quantiles dependence of the required level of the random frequency 
of obtaining at least one response for different values of speed and the length of the coverage zone, which in turn makes it 
possible to justify the required width of the coverage zone of the transmitting antenna of the automatic identification system.

Keywords: radio frequency identification, high-speed vehicles, positioning accuracy
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The problem of stabilization law synthesis of a single-airscrew helicopter’s lateral motion for lack of information about 
the lateral speed of its motion is analytically solved. The solution is based on the method of output vector control synthesis, 
which provides a specified spectrum of a dynamic system motion to be used as the basis of an especially designed multilevel 
decomposition of the system model in state space. Numerical simulation data that confirm the results are presented.
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are piecewise constant values (i.e. linearization coef-
ficients: [1]). The variables that correspond to the vec-
tors of state and entry (of control) have the fol lowing 
mea nings: ΔVz — deviation from specified value of the 
lateral speed; Δωx — deviation from specified value of 
the roll angular velocity; Δωy — deviation from speci-
fied value of the yawing angular velocity; Δγ — devia-
tion from specified value of the angle of roll; Δuz — de-
viation angle of a main rotor’s cone in the transverse 
direction; and Δuрв — pitch of a steering propeller.

We use the following notation:
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then the control object (1) as a Multi Inputs Multi 
Outputs (MIMO) system of the "input-state" type can 
be written in more detail in the following way:
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�

�
�
�

 (2)

Hereafter it will be considered that information 
about change of speed ΔVz as a result of direct or indi-
rect measurements is not available.

Taking into consideration the assumptions made, 
the vector differential equation (2) can be written in 
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 1. Introduction and problem statement

In practice, the synthesis of a single-airscrew he-
licopter (SH) control laws the approach of division 
of SH spatial motion onto isolated longitudinal and 
transversal motions is accepted [1]. In this case, in ac-
cordance with [1], the control object in the side channel 
can be considered as an interrelated (i.e. roll-yawing) 
motion of SH, which in the "input-state" form, is:

 x( ) x( )+ u( ),t t t=� A B  (1)
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z

zx

y

V
u

u

⎛ ⎞
⎜ ⎟ω ⎛ ⎞⎜ ⎟= = ⎜ ⎟⎜ ⎟ω ⎝ ⎠⎜ ⎟

γ⎝ ⎠

x u

�
��
��

�
having the following matrices of coefficients:
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Here, the elements of the matrices
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the form of a dynamic MIMO-system of the "input — 
state — output" type:

 ( ) ( ) ( ), ( ) ( ),t t t t t= + =�x x u y xA B C  (3)

where the matrices with real elements (i.e. those 
specified over the field of real numbers �) are equal to:

 

11 12 13 14

21 22 23

31 32 33

43

0
, 4,

0

0 1 0

n n

a a a a

a a a
n

a a a

a

×

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ∈ =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

�A  (4)

 

11 12

21 22

31 32

, 4, 2,

0 0

n r

b b

b b
n r

b b
×

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ∈ = =
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

�B  (5)

 

0 1 0 0

0 0 1 0 , 4, 3.

0 0 0 1

m n n m×
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ∈ = =⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

�C  (6)

If, as a control law (3), to suggest the expression of 
the following form:

 ( ) ( ) ( ),t t t= =u y xF FC  (7)

where F ∈ �rЅm is a matrix of the output control-
ler, then, in accordance with [2] for the system under 
consideration (3)—(7), a case of the dynamic MIMO-
system output vector control (i.e. output control) will 
take place.

It is required (with the help of the control law (7)) 
to provide the specified motion spectrum for the con-
trolled system (3).

It should be noted that the output control of the 
spectrum of a dynamic system is a classical problem in 
control theory; however, judging by multiple published 
works, in which different mathematical approaches are 
used (e.g. [3—7]), no complete solution of this prob-
lem is presently available.

Hereafter we assume that matrix В ∈ �4Ѕ2 (5) has 
a full rank (rankB = 2 in this case), or that its equiva-
lent matrix ВтВ is invertible (i.e. det(ВтВ) ≠ 0). From a 
physical standpoint, this easily performed requirement 
means a linear independence of input control signals.

Let us now specify a notion of the spectrum con-
sidered here. It will be understood as a set of matrix 
A eigenvalues. In this case A ∈ �4Ѕ4 (4) and a set of 
eigenvalues can be presented in the following way:

 ( ) ( ){ }4eig : det 0, 1,...,4 .i i i= λ ∈ λ − = =
A I A

Here, I4 — identity matrix of size 4Ѕ4, � — the set 
of complex numbers (complex plane).

Let Λ be the given spectrum of matrix of system 
(3) with a close-loop control (7), then it is possible to 

determine a spectrum of the close-loop system as a set 
of the matrix A + BFC eigenvalues, that is

 { }1 2 3 4, , , .Λ = λ λ λ λ
� � � �

 (8)

Thus, it is required to determine (i.e. synthesize) 
explicitly the controller matrix F ∈ �2Ѕ3 (7), such that 
the equality

 ( )eigΛ = +A BFC

should be satisfied exactly.
The additional (methodological) complexity of this 

problem is a necessity for obtaining a solution in ex-
plicit analytical form, since A, B matrices, at best, as 
per [1], have a piecewise constant form. We emphasize 
that we know nothing about any alternative approach 
that allows the analytical solution of this problem to 
be obtained.

2. Decomposition of a dynamic system. As a first 
step of the given problem solution we will consider the 
multilevel decomposition of the SH model suggested 
in [8—10].

Since in this case the inequality m l r (i.e. the 
number of system’s outputs is greater than the number 
of its inputs) is implemented, then, in general, not 
taking into consideration specific numerical values for 
m and r, we consider the multilevel decomposition of 
system (3) of the following form:

— zero (initial) decomposition level

 0 0 0, , ,= = =A A B B C C  (9)

— first decomposition level

 T T
1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0, , ,⊥ ⊥ ⊥ ⊥= = =A B A B B B A B C C A B  (10)

— kth decomposition level (1 < k < M)

 
T

1 1 1 1 1 1

T
1 1 1

, ,

,

k k k k k k k k

k k k k

⊥ ⊥ ⊥
− − − − − −

⊥
− − −

= =

=

A B A B B B A B

C C A B
 (11)

— Mth (final) decomposition level (here: M = 
= ceil(n/r), where ceil(*) — is the operation of roun-
ding the number "*" upwards)

 1 1 1 1 1 1

1 1 1

, ,

.

M M M M M M M M

M M M M

⊥ ⊥+ ⊥
− − − − − −

⊥+
− − −

= =

=

A B A B B B A B

C C A B
 (12)

Equations (9)—(12) for a set of indices 0,k M=  
involve the matrices with the following properties:

 ( ) 1T , 0, ,
k

k k k k k k r
k

+
−⊥ ⊥ +

⊥

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

B
B B B B B B I

B
 (13)

 ( )
1

T T, 0, ,
k

k k k k k k m
k

−

+ ⊥ ⊥ +
⊥

⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

C
C C C C C C I

C
 (14)
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where the superscript "T" denotes the transposition 
operation, the superscript " ⊥" denotes semi-orthogo-
nal annihilators (divisors of zero), and the superscript 
"+" denotes the Moore-Penrose pseudoinverse matri-
ces [8—10].

Also, we consider the recurrence formulae to ob-
tain the required controller in (7), written down in 
reverse order:

— M-th (final) decomposition level

 ( ) ,M M M M M M
+ + += Φ −F B B A C  (15)

— k-th decomposition level (1 k M< < )

 ( ) 1, ,k k k k k k k k k k
− − + − + ⊥

−= Φ − = −F B B A C B B F B  (16)

— first decomposition level

 ( )1 1 1 1 1 1 1 1 2 1, ,− − + − + ⊥= Φ − = −F B B A C B B F B  (17)

— zero (initial) decomposition level

 ( )0 0 0 0 0 0 0 0 1 0, .− − + − + ⊥= Φ − = −F B B A C B B F B  (18)

Here Φi ( 0,i M= ) are certain specified matrices, 
which will be determined in the next section.

The multilevel decomposition procedure consid-
ered is then implemented.

3. Algorithm for synthesis
of the MIMO-system output control

The following statement that has been proven in 
[11] is true

Theorem 1. Let m l r, and the following matrices 
exist and are pairwise completely controllable:

 ( ) ( )T T, ,M M M M M M M M M

+ ⊥+ ⊥ + ⊥ + ⊥= =G B A C B C H B C  (19)

 ( ) ( )T T, ,k k k k k k k k k

+ ⊥− ⊥ − ⊥ − ⊥= =G B A C B C H B C  (20)

 ( ) ( )T T
1 1 1 1 1 1 1 1 1, ,

+ ⊥− ⊥ − ⊥ − ⊥= =G B A C B C H B C  (21)

 ( ) ( )T T
0 0 0 0 0 0 0 0 0, .

+ ⊥− ⊥ − ⊥ − ⊥= =G B A C B C H B C  (22)

Then, there exists a nonempty set of matrices Ki, 

0, ,i M=  such that

 
( ) ( ) ( )

T

T ,

i i i i

i i i i i i i i

+ ⊥− ⊥ − ⊥ − ⊥

Φ = + =

= +

G H

B A C B C B C

K

K
 (23)

and (19)— (22) satisfy the equalities of spectra

 ( )eig eig( ),M M M M M+ = ΦA B F C  (24)

 ( )
1

eig eig( ),
M

k k k k i
i k= −

+ = Φ∪A B F C  (25)

 ( )1 1 1 1
1

eig eig( ),
M

i
i=

+ = Φ∪A B F C  (26)

 
( ) ( )0 0 0 0

1

1

eig eig

eig( ) .
M

i
i

+

=

+ = + =

= Φ = Λ∪

A B F C A BFC
 (27)

The condition m l r in Theorem 1 is not restric-
tive; it is introduced to indicate that, in the present 
case, F matrix from (7) is conventionally considered 
as a matrix of controller (i.e. the number of inputs is 
less than the number of outputs), and not as a matrix 
of state observer (i.e. the number of inputs is greater 
than the number of outputs).

For the case m m r. Theorem 1 has a dual formulation, 
and matrix F is replaced with the observer matrix L.

Theorem 2. Let m m r, N = ceil(n/m), and the fol-
lowing decomposition of system (3) hold (1 < k < N):

 0 0 0, , ,= = =A A B B C C

 T T
1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0, , ,⊥ ⊥ ⊥ ⊥= = =A C A C B C A C C C A C
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1 1 1 1 1 1

T
1 1 1

, ,

,

k k k k k k k k

k k k k

⊥ ⊥ ⊥
− − − − − −

⊥
− − −

= =

=

A C A C B C A C

C C A C

 
T

1 1 1 1 1 1

T
1 1 1

, ,

,

N N N N N N N N

N N N N

⊥ ⊥ ⊥
− − − − − −

⊥
− − −

= =

=

A C A C B C A C

C C A C
moreover, the following matrices exist and are pairwise 
completely controllable:

 ( ) ( ), ,N N N N N N N N N

+ ⊥⊥ + ⊥ + ⊥ += =G B C B A C H B C

 ( ) ( ), ,k k k k k k k k k

+ ⊥⊥ + ⊥ + ⊥ += =G B C B A C H B C

 ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 1 1, ,
+ ⊥⊥ + ⊥ + ⊥ += =G B C B A C H B C

 ( ) ( )0 0 0 0 0 0 0 0 0, .
+ ⊥⊥ + ⊥ + ⊥ += =G B C B A C H B C

Then, there exists a nonempty set of matrices Li, 

0,i N= , such that

 ( ) ( )T T,i i i i i i i i i i i i

+ ⊥⊥ + ⊥ + ⊥ +Ψ = + = +L LG H B C B A C B C
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and, for

 ( ),N M M M M M
+ + += Ψ −F B C A C

 ( ) T
1, ,k k k k k k k k k k

+ − − − + ⊥
−= Ψ − = −F B C A C C C C F

 ( ) T
1 1 1 1 1 1 1 1 1 2, ,+ − − − + ⊥= Ψ − = −F B C A C C C C F

 ( ) T
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1, ,+ − − − + ⊥= Ψ − = −F B C A C C C C F

it holds that

 ( )eig eig( ),N N N N N+ = ΨA B F C

 ( )
1

eig eig( ),
N

k k k k i
i k= −

+ = Ψ∪A B F C

 ( )1 1 1 1
1

eig eig( ),
N

i
i=

+ = Ψ∪A B F C

 ( ) ( )
1

0 0 0 0
1

eig eig eig( ) .
N

i
i

+

=
+ = + = Ψ = Λ∪A B F C A BFC

As in the algorithms described in [8—10], only se-
miorthogonal and pseudoinverse matrices are used in 
the transformations, which at least do not reduce the 
condition number of the equations.

This approach does not impose restrictions in the 
form of the differentiation between the algebraic and 
geometric multiplicities of the elements of the spec-
trum to be assigned; there are also no restrictions on 
the size of the problem [8—10]. This is confirmed by 
extensive simulation, which shows a high relative ac-
curacy of spectrum control and the practical absence 
of restrictions on the size of system (3).

4. Analytical synthesis
of aircraft’s lateral motion control

In accordance with the problem statement, it is 
required to find explicitly a formula of controller F in 
the control law  that can be expressed in this case as:
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and provides for the close-loop system "HS + control 
system" of a specified spectrum (8).

We perform for the system (3) with matrices (4)—(6) 
the multilevel decomposition described in Section 2,
which has in this case two decomposition levels

(M = 1): zero level (9) and first level (10). Therefore, 
we will have
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where for the compactness of a record we use the 
following symbols:
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To check the controllabili ty conditions in Theorem 
1, we calculate the matrices:
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0 0 0
11 12 13T

0 0 0 0 0
21 22 23
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 ( )
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where, as before, the following notation is used:
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For the zero and first decomposition levels, we cal-
culate the ranks of the following block matrices:

 ( ) ( )0 0 0 1 1 1, , ,H G H H G H ,

as a result we will obtain:

 ( ) ( )0 0 0 1 1 1rank rank 2= =H G H H G H ;

this corresponds to the number of "independent" 
inputs r = 2. Therefore, each level of decomposition 
satisfies the control-lability condition in Theorem 1.

According to the form of controllers — we define a 
matrix whose eigenvalues will be assigned to the first 
decomposition level. With this purpose for matrices 
H1, G1 of the first decomposition level we will con-
sider an additional sublevel, and calculate beforehand 
for this matrix H1

⊥, which in this case is equal to

 
1
12

1 1
22

1
b

b

+
⊥

+

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
H .

Next, using the expressions

 ( ) ( )T
1 1 1 1 1 11 11 1

, ,⊥ ⊥ ⊥= =H G H H G HG H

we obtain

 
( )1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
22 12 21 11 12 22 12 12 12 22( ( / ))/ / ,a a a aa b a a b b b a b b+ + + + + +

=

= − + +

H

 
( ) 11 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
22 12 21 11 12 22 22 12 12 22( ( / ))/ / .

aa

a a a a

a

a b a a b b b a b b+ + + + + +

= =

= + + +

G

Whereupon the scalar value ( )1 1
+H  will be equal to

 ( ) ( )1 1
1 1

1+ =H
H

.

Let us now assign one of the eigenvalues as a scalar 
matrix

 ( ) 1 121 1
Ф s= λ =

�

and calculate the matrix of feedback coefficients for 
the additional sublevel of the first decomposition level. 
We obtain

 

1 1 1 1 1 1 1
1 11 22 22 21 11 12 22 12

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
12 12 22 22 12 21 11 12 22 22

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
12 12 22 22 22 21 11 12 22 12

1 1 1
12 12 22

/( ( ( / ))/

/ ) ( ( ( / ))/

/ )/( ( ( / ))/

/ ).

a a a

a a a a

a a a a

a

k s a b a a b b b

a b b a b a a b b b

a b b a b a a b b b

a b b

+ + + +

+ + + + + +

+ + + + + +

+ +

= − + +

+ − + + +

+ − + +

+

Next, according to equations — from Theorem 1 
we calculate the matrix

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 11 121 1 10 0 0

m mk b b− + ⊥= − =H H H ,
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where

 

1 1 1 1 1 1 1 1 1
11 12 11 22 22 21 11 12 22 12

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
12 12 22 22 12 21 11 12 22 22

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
12 12 22 22 22 21 11 12 22 12

1
12 12

( ( /( ( ( / ))/

/ ) ( ( ( / ))/

/ )/( ( ( / ))/

m a a a

a a a a

a a a a

a

b b s a b a a b b b

a b b a b a a b b b

a b b a b a a b b b

a b

+ + + + +

+ + + + + +

+ + + + + +

= − − + +

+ − + + +

+ − + +

+ 1 1 1 1 1 1 2 1 2
22 22 12 22 12 22/ )))/ /(( ) ( ) ),b b b b b b+ + + + + + +− +

 

1 1 1 1 1 1 1 1
12 22 12 21 11 12 22 22

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
12 12 22 22 22 21 11 12 22 12

1 1 1 1 1 1
12 12 22 11 22 22 21

1 1 1 1 1 1
11 12 22 22 12 12 12

( ( ( / ))/

/ )/( ( ( / ))/

/ ) /( ( (

/ ))/ ))/

m a a a

a a a a

a a a

a a

b a b a a b b b

a b b a b a a b b b

a b b s a b a

a b b b b a b

+ + + +

+ + + + + +

+ + +

+ + + +

= + + +

+ − + +

+ − − +

+ + 1 1
22

1 2 1 2 1 2
12 12 22

/ )

( ) /(( ) ( ) ).

b

b b b

+ +

+ + +

+

+ +

We then specify the matrix of eigenvalues of the 
zero sublevel of the first decomposition level by

 ( ) 2 121 0
Ф s= λ =

�
.

Finally, we find matrix k0 by the rule

 ( ) ( ) ( ) ( )0 1 11 121 1 10 0 0
Ф k k− −= − =k GH H ,

where

 
1 1 1 1 1

11 11 12 21 21 11 11

1 1 1 1 1
11 21 12 22 21 12 11

,

.

m a m a m

m a m a m

k b s a b a b

k b s a b a b

= − −

= − −

As a result, we obtain, using equation (18), the ma-
trix Φ1, whose eigenvalues s12, s12, are ensured by the 
output controller for the model on the first decompo-
sition level:

 
1 1

11 12
1 1 1

21 22

Ф
i i

i i

f f

f f

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
.

Here

 

1 1 1 1 1 1 1 1 1
11 11 22 11 11 21 21 11 12 12

1 1 1 1 1 1 1
12 21 11 11 21 21 11 12

1 1 1 1 1 1 1 1 1
21 12 22 12 11 22 21 21 12 12

1 1 1 1 1 1 1
12 22 12 11 22 21 21 1

( ( )) / ,

,

( ( )) / ,

i a a m a m m

i a a m a m m

i a a m a m m

i a a m a m m

f a b a b a b b s b

f a a b a b b s

f a b a b a b b s b

f a a b a b b s

+ +

+ +

= + + −

= − − +

= + + −

= − − + 2.

Based on equation (15), the first decomposition 
level yields the following formula for the controller

 ( )
1 1 1
11 12 13

1 1 1 1 1 1 1 1 1
21 22 23

,
f f f

f f f
+ + +

⎛ ⎞
= Φ − = ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
F B B A C

where the elements are:

 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
11 11 11 11 21 12 11 11 21 12

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
12 12 11 11 21 12 11 11 21 12

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
13 13 11 11 21 12 11 11 21 12

1 1 1 1 1
21 11 11 21 21

( ),

( ),

( ),

(

a a i i

a a i i

a a i i

a a

f c a b a b b f b f

f c a b a b b f b f

f c a b a b b f b f

f c a b a b

+ + + + +

+ + + + +

+ + + + +

+ +

= − + − −

= − + − −

= − + − −

= − + 1 1 1 1 1
22 11 21 21 22),

i ib f b f+ + +− −

 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
22 12 11 21 21 22 11 21 21 22

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
23 13 11 21 21 22 11 21 21 22

( ),

( ).

a a i i

a a i i

f c a b a b b f b f

f c a b a b b f b f

+ + + + +

+ + + + +

= − + − −

= − + − −

To calculate matrix 0
−B  that is needed for deter-

mining the zero level controller, we use the second 
formula in . As a result, we obtain the expression

 11 12 13
0 0 1 0

21 22 23

0

0

m m m

m m m

b b b

b b b
− + ⊥

⎛ ⎞
= − = ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
B B F B .

Here

 

1 1 1 1
11 11 21 32 22 31 11 11 21 12

1 1
31 13 11 22 12 21

1 1 1 1
12 12 11 32 12 31 11 11 21 12

1 1
31 13 11 22 12 21

1 1 1 1 1 1
13 13 11 11 21 12 31 13

21 21 21 3

(( )(

))/( ),

(( )(

))/( ),

,

((

m

m

m

m

b b b b b b c f c f

c f b b b b

b b b b b b c f c f

c f b b b b

b b c f c f c f

b b b b

+

+

+

+

= − − + +

+ −

= + − + +

+ −

= − − −

= − 1 1 1 1
2 22 31 11 21 21 22

1 1
31 23 11 22 12 21

1 1 1 1
22 22 11 32 12 31 11 21 21 22

1 1
31 23 11 22 12 21

1 1 1 1 1 1
23 23 11 21 21 22 31 23

)(

))/( ),

(( )(

))/( ),

.

m

m

b b c f c f

c f b b b b

b b b b b b c f c f

c f b b b b

b b c f c f c f

+

+

− + +

+ −

= + − + +

+ −

= − − −

According to Theorem 1, we complete the system 
of the zero decomposition level using . This yields

 ( ) ( )T T 11 12
0 0 0 0 0 0

21 22

a a

a a

a a

a a

+− ⊥ − ⊥
⎛ ⎞

= = ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

G B C B A C ,

where

 

0
11 11 11 11 21 12 31 13

0
12 11 11 21 21 22 31 23

0
21 12 11 11 21 12 31 13

0
22 12 11 21 21 22 31 23

( ),

( ),

( ),

( ).

a m m m

a m m m

a m m m

a m m m

a b a b a b a b

a b a b a b a b

a b a b a b a b

a b a b a b a b

+

+

+

+

= − + +

= − + +

= − + +

= − + +

Now, we should determine Φ0 for the zero decom-
position level. For this purpose, we decompose the 
matrices H0, G0 of the zero level into two sublevels 
and calculate the corresponding matrices. We obtain

 ( ) ( )
21

11
0 0110 0

21

, 1 ,

1

m
m

m
m

b
b

b
b

⊥
⎛ ⎞− ⎛ ⎞⎜ ⎟

= = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎜ ⎟

⎝ ⎠

H H

 ( )

11 21
2 2

11 21
0 0 2

11
2 2

11 21

( ) ( )
,

( )

( ) ( )

m m

m m

m

m m

b b

b b

b

b b

+

⎛ ⎞−
⎜ ⎟

+⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟+⎝ ⎠

H
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( ) ( ) ( )0 10 0 01 0 0

2 0
21 12 11 21 21 22 31 23

0 2
11 11 11 21 21 22 31 23 21 21

2 0
21 11 21 12 11 11 21 12 31 13

0
11 11 11 11 21 12 31 13

(( ) ( ( )

( ( ))/ ))/(( )

( ) ) ( ( ( )

( (

aa

m m m m

m m m m m m

m m m m m m

m m m

a

b b a b a b a b

b b a b a b a b b b

b b b b a b a b a b

b b a b a b a b

⊥

+

+

+

+

= = =

= − + + +

+ + + +

+ − + + +

+ + +

GG H H

2 2
21 21 21))/ ))/(( ) ( ) ),m m m mb b b+

 

( ) ( ) 0 0 10 01 0

0 0
12 11 21 21 22 31 23 21 12 11 11

0
21 12 31 13 11 11 11 11 21 12

0
31 13 21 11 11 11 11 21

21 22 31 23 21

( ) ( ( (

) ( (

))/ ))/ ( (

))/ .

bb

m m m m m

m m m m m

m m m m m

m m m

b

b a b a b a b b b a b

a b a b b b a b a b

a b b b b b a b

a b a b b

⊥

+ +

+

+

= = =

= − + + + +

+ + + + +

+ − +

+ +

G HH H

Using the values of b1
bb, we then find the matrix 

(scalar, in this case)

 ( ) 10 1
1

1 bb
bb b

b
+ += =H .

Let us now assign the eigenvalue as a scalar matrix 

( ) 3 030 1
Ф s= λ =

�
 and calculate the matrix of feedback 

coefficients for the first sublevel of the zero decompo-
sition level. We obtain

 1 1 1 03( )bb aak b a s+= − − .

Next, we calculate the matrix

( ) ( ) ( )10 0 00 0 0

1 11 1 03 11 21 11
1 1 032 2 2 2

21 11 21 11 21

( )
( ) .

( ) ( ) ( ) ( )

bb m aa m m m
bb aa

m m m m m

k

b b a s b b b
b a s

b b b b b

− + ⊥

+
+

= − =

⎛ ⎞−
= − − +⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

H H H

We specify again the matrix of eigenvalues of the 
zero sublevel of the zero decomposition level by

 ( ) 4 020 0
Ф s= λ =

�
.

Finally, we find matrix K0 by the rule

 ( ) ( ) ( ) ( )0 0 11 120 0 00 0 0
Ф K K− −= − =K GH H ,

where in the case under examination

 

0 11 21 1 11 1 03
11 11 2 2

11 21 21

11 11 21 12 31 13

2
0 11
12 1 1 03 2 2

11 21

11 11 21 12 31 13

11 21
02 2 2

11 21

( )
Ѕ

( ) ( )

Ѕ ( )

( )
( ) Ѕ

( ) ( )

Ѕ( )

( ) ( )

m m bb m aa

m m m

m m m

m
bb aa

m m

m m m

m m

m m

b b b b a s
K b

b b b

a b a b a b

b
b b a s

b b

a b a b a b

b b
s

b b

+
+

+ +

⎛ ⎞−
= − −⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠

+ + +

⎛ ⎞
+ − +⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠

+ + −

−
+

1 11 1 03

21

( )
,

bb m aa

m

b b a s

b

+⎛ ⎞−
−⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

2
11

12 02 1 1 03 2 2
11 21

2
0 11
12 1 1 03 2 2

11 21

11 11 21 12 31 13

0 11 21 1 11 1 03
11 2 2

11 21 21

1

( )
( )

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

( )

( )
Ѕ

( ) ( )

Ѕ (

m
bb aa

m m

m
bb aa

m m

m m m

m m bb m aa

m m m

b
K s b a s

b b

b
b b a s

b b

a b a b a b

b b b b a s
b

b b b

a

+

+ +

+
+

⎛ ⎞
= − + +⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠

⎛ ⎞
+ − + ×⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠

× + + −

⎛ ⎞−
− −⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠

1 21 21 22 31 23).
m m mb a b a b+ +

As a result, we obtain using equation , the matrix 
Φ0, whose eigenvalues s02, s03, are ensured by the out-
put controller,

 
0 0

11 12
0 0 0

21 22

Ф
i i

i i

f f

f f

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
.

Here

 

0 0 21 11
11 11 11 11 21 12 31 13

11

0 0
12 11 12 11 11 21 12 31 13

0 0 21 12
21 11 11 21 21 22 31 23

11

0 0
12 12 12 11 21 21 22 31 23

( ) ,

( ),

( ) ,

( ).

m
i m m m

m

i m m m

m
i m m m

m

i m m m

b K
f b a b a b a b

b

f K b a b a b a b

b K
f b a b a b a b

b

f K b a b a b a b

+

+

+

+

= − + + −

= − + +

= − + + −

= − + +

Further calculations, which were described, for in-
stance, in [9, 10], finally yield the following formula 
for the output controller vector (28):

 11 12 13

21 22 23
.

f f f

f f f
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

F =  (29)

Elements of the matrix  can be expressed as

 

0 0
11 12 11 22 12 32 13 12 11 22 12

0 0
12 13 11 23 12 33 13 13 11 23 12

13 14 11

0 0
21 12 21 22 22 32 23 12 21 22 22

0
22 13 21 23 22 33 23 13 21 23

,

,

,

,

m i m m m m i

m i m m m m i

m

m i m m m m i

m i m m m m

f b f a b a b a b b f

f b f a b a b a b b f

f a b

f b f a b a b a b b f

f b f a b a b a b b f

= − − − +

= − − − +

= −

= − − − +

= − − − + 0
22

13 14 21

,

.

i

mf a b= −

The synthesized controller (and the control system 
based on it) ensures exactly the specified spectru m (8) 
for controlled lateral motion of the SH. This assertion 
can be directly checked with the help of appropriate 
analytical calculations. For this purpose it is suffi-
cient to make use of the package Symbolic Toolbox 
MATLAB; namely, one can use the eig instruction to 
calculate the eigenvalues of the A + BFС matrix.
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5. Numerical analysis

Let use for simulation of the lateral motion of the 
hypothetical SH the following numerical values of the 
coefficient matrices:

 

0,1900 6,2000 68,9161 9,7932

0,1200 6,2519 0,1900 0

0,0500 0,1000 0,8720 0

0 1 0,1000 0

− − −⎛ ⎞
⎜ ⎟− − −⎜ ⎟=
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A , (30)

 

16,1744 6,0409

135,4887 2,3329

3,5087 13,0006

0 0

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟=
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

B . (31)

Suppose that we want the closed-loop system "SH +
+ control system" with matrices (30), (31) to have the 
following specified spectrum (8) :

 { }–1,5;  1,5;  –1,5;  – , .1 5−Λ =  (32 )

The set (32), as we can see, consists of identical 
numbers, i. e., we want the closed-loop system "SH +
+ control system" to have the spectrum with a multi-
pli cation factor of 4.

It should be noted that, even under much simpler 
conditions of the closed-loop control synthesis, when 
all the elements of the state vector are accessible for 
measurement, known methods do not allow this prob-
lem to be solved.

For instance, a well-known function place from the 
MATLAB software package will deliver an error in 
this case, since it is required to ensure that the mul-
tiplicity of the spectrum elements are greater than the 
number of inputs.

For the numerical values of the matrices (30), (31),  
and the desired spectrum (32) with use of equation 
(29), we obtain the controller matrix:

 
0,0299 0,0272 0,0168

�.
0,0125 0,2060 0,0128

− −⎛ ⎞
= ⎜ ⎟− −⎝ ⎠

F  (33)

The matrix A + BFC of the close-loop system "SH +
+ control system" will take the form of

 

0,1990 5,6402 68,1118 9,9879

0,1200 2,1649 3,0143 2,2500
.

0,0500 0,1572 3,6451 0,2267

0 1 0,4663 0

+ =

− − −⎛ ⎞
⎜ ⎟− − −⎜ ⎟=
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟

−⎝ ⎠

A BFC

  (34)

Fig. 1. The diagrams of transition functions for the state vector components of the close-loop "SH + control system"

Fig. 2. The values of control actions of the close-loop "SH + control system"
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The computation of eigenvalues of the matrix
A + BFC  yields

 ( ) –1,5;  1,5;  –1,5;  –1,5eig { },−A + BFC  =

which coincides with the set (32), which we wanted 
to obtain.

For the initial values of the SH  state vector in the 
system of SI units that are

 
( )
( )

T

T3,00 0,02 0,02 0,30

z x yVΔ Δω Δω Δγ =

=
,

the diagrams of transition functions for the state 
vector components of the close-loop "SH + control 
system" are provided in Fig. 1. Correspondingly, the 
values of control actions are shown in Fig. 2. We can 
see that the transition processes are fast-decaying ones 
and have a close-to-aperiodic (low-oscillatory) type, 
which ensures good handling qualities of the vehicle.

6. Conclusions

The problem of a stabilization law synthesis of 
single-airscrew helicopter’s lateral motion for lack 
of information about the lateral speed of its motion 
has been analytically solved. The solution is based on 
the method of the output signal control synthesis that 
provides a specified spectrum of the MIMO-system’s 
motion, presented earlier in [11]. The method is based 
on a decomposition of the system using orthogonal 
transformations. The method has no restrictions on the 
algebraic and geometric multiplicities of the spectrum 
elements, and also makes it possible to obtain analytical 
solutions and a parameterization (construction) of 

a set of controllers. Numerical simulation data that 
confirm the analytical expressions are also presented.
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Выбор направления движения ЛА для доставки грузов группе 
движущихся объектов. Часть 1. Выход в точку запуска БПЛА

Задачи обоих этапов должны решаться с уче-
том целого ряда ограничений, вытекающих из 
возможностей самого многофункционального 
ЛА и текущей обстановки в ходе полета [6—8].

Совместная формализация этих задач приво-
дит к сложным моделям, поиск решения которых 
затруднен. В данной статье рассмотрим алгоритм, 
позволяющий решить задачу первого этапа [8].

Алгоритм оптимизации выбора направле-
ния движения ЛА разработан для обеспечения 
максимального числа обслуженных получателей 
грузов. В качестве исходной информации алго-
ритм использует снимаемую с датчиков много-
функционального ЛА информацию и гипотезу 
о траектории движения объектов в группе, для 
которых доставляется груз.

Представляемый алгоритм определяет номер 
оптимального маршрута, выбирая в результате 
оптимизации маршрут, обеспечивающий макси-
мальное число обслуженных объектов, которым 
доставляется груз. Поставленная задача решает-
ся при условии, что на число объектов, которым 
доставляется груз, и на характер их движения 
накладывается ряд ограничений [9, 10]. Пусть 
объекты движутся равномерно и прямолинейно, 
а выпущенные БПЛА выполняют свой полет им 
навстречу. Предполагаем, что направление дви-
жения комплекса (ЛА и группа БПЛА на его бор-
ту) должно быть выбрано так, что многофунк-
циональный ЛА не может отклоняться более 
чем на 90° от направления движения объектов. 
Рассмотрим решение задачи при условии, что ге-
нерируется не более трех отрезков (заканчиваю-
щихся соответствующим узлом) по направлению 
на группу объектов, а их длина и угол излома от-
носительно текущего курса определяются манев-
ренными возможностями многофункциональ-

Показана возможность синтезирования алгоритмов управления многофункционального летательного аппарата 
(ЛА) при выведении его в заданную точку пуска беспилотных летательных аппаратов (БПЛА) для доставки грузов 
группе движущихся объектов.

Формирование оптимальной траектории для выхода в заданные условия включает два этапа: этап выбора на-
правления движения ЛА на маршруте (выход ЛА в заданную точку пуска БПЛА); этап траекторного управления 
(синтезирование команд на сокращение отклонения от заданного направления на маршруте).

Разработан алгоритм первого этапа, учитывающий ограничения, накладываемые техническими возможностя-
ми многофункциональных ЛА и условиями движения группы объектов. Приведены результаты моделирования, под-
тверждающие работоспособность разработанного алгоритма.
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Введение

Одной из актуальных задач, возлагаемых на ле-
тательные аппараты (ЛА), является доставка гру-
зов группе движущихся в труднодоступной мест-
ности объектов, в том числе в условиях отсутствия 
взлетно-посадочной полосы. В описанном случае 
при доставке дорогостоящего груза (например, вы-
сокотехнологичного оборудования) одним из эф-
фективных способов является использование мно-
гофункциональных ЛА, несущих на борту группу 
БПЛА, каждый из которых на конечном этапе до-
ставляет груз одному из объектов [1]. Задача ос-
ложняется, если объекты движутся.

Созданию алгоритмов управления ЛА при вы-
боре оптимального направления полета в рассма-
триваемых условиях посвящен ряд работ [2, 3]. 
В статье предлагается алгоритм, расширяющий 
учитываемые в ходе выбора направления полета 
ограничения [4, 5].

Решение задачи доставки грузов группе дви-
жущихся объектов с использованием много-
функциональных ЛА и группы БПЛА включает 
два этапа:
 � этап выбора маршрута движения ЛА, на кото-

ром формируется оптимальная (в смысле цели 
управления) траектория движения;

 � этап траекторного управления, на котором 
определяется отклонение ЛА от направления 
движения по оптимальной траектории и син-
тезируются команды на сокращение этого от-
клонения.
В соответствии с таким подходом система 

управления включает алгоритмы:
 � оптимизации направления траектории движе-

ния (выход в заданную точку пуска БПЛА);
 � текущей оптимизации траектории полета.
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ного ЛА. Требуется из сгенерированных узлов, 
характеризующих возможное положение много-
функционального ЛА, выбрать тот, для которого 
значение сформированного штрафного функци-
онала минимально.

Выбранный номер оптимального маршрута 
поступает в алгоритм текущей оптимизации по-
лета в качестве исходных данных.

Постановка задачи

Требуется разработать алгоритм, позволяю-
щий рассчитать направление траектории движе-
ния многофункционального ЛА, доставляющего 
с помощью БПЛА грузы для группы движущихся 
объектов с учетом выдерживания ограничений.

Считаем, что существует исходное множество 
маршрутов, отличающихся друг от друга значе-
ниями x, z, ψ, где x, z, ψ — координаты и курс 
ЛА. Из этого счетного множества требуется вы-
брать единственный оптимальный маршрут, 
максимизирующий число обслуживаемых на 
нем движущихся объектов группы получателей. 
Маршрут формируется итерационно и состоит 
из частей траектории, выбираемых в дискретных 
точках (узлах). Из каждого такого узла генери-
руется определенное число направлений движе-
ния, заканчивающихся новым узлом, который 
и подлежит выбору в данный момент. В статье 
рассматривается частый случай использования 
метода ветвей и границ, и выбор узлов осущест-
вляется из трех возможных вариантов.

Введем искомую переменную n — номер вы-
бираемого направления из трех возможных:

 }{1,2,3, n N N∈ = . (1)

Это номер генерируемой ветви при выполне-
нии в ходе оптимизации одной итерации. Выбор 
на каждом шаге осуществляется из трех ветвей.

Требуется выбрать такое значение этой цело-
численной переменной n, для которого значение 
веса Vу узла будет минимальным:

 Vу → min. (2)

Значение Vу ищется при следующих ограниче-
ниях на движущиеся объекты группы, число ко-
торых равно l (далее i — номер объекта, 1, li = ):
 � объекты не должны выходить за ограничения, 

наложенные на курсовой угол ϕi:

 cosϕi > 0°; (3)

 � направление движения ЛА и БПЛА на группу 
объектов должно осуществляться во встреч-
ном направлении, т. е. должно выполняться 
ограничение относительно ракурса qi:

 cosqi > 0; (4)

 � формирование маршрута должно выполнять-
ся с возможно малой разностью курсовых 
углов между крайними объектами:

 |ϕmax – ϕmin| < 30°, (5)

где ϕmax, ϕmin — курсовые углы объектов с мак-
симальными и минимальными значениями;

 � минимальная радиальная составляющая ско-
рости каждого i-го объекта группы должна 
удовлетворять условию:

 о cos 60 м/сi iV q > ; (6)

 � объекты, для которых доставляется груз, про-
ранжированы; определен объект, получаю-
щий груз первым. 
Формализуем описанную задачу как задачу 

математического программирования. Вес каждо-
го узла Vy в итерациях определяется по формуле
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где Qкач — отражает требования к траектории 
ЛА и служит для формирования маршрута с воз-
можной малой разностью курсовых углов меж-
ду крайними объектами группы получателей;
Qштm — функция штрафа, назначаемая в том 
случае, если значения параметров, вычисленных 
в узле, выходят за ограничения (3)—(6), которая 
рассчитывается по формулам
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 кач 4 max min0,52 ,Q = β − ϕ − ϕ  (13)

где β1, ..., β4 — коэффициенты, значения которых 
выбираются в зависимости от типа многофунк-
ционального ЛА.

Таким образом, сформируем критерий для за-
дачи оптимизации направления траектории дви-
жения как наименьшее значение функционала в 
одном из трех сгенерированных узлов:

 Ik = Ik – 1 + Vn → min, (14)

где Ik – 1 — значение функционала в узле, из ко-
торого происходит генерация (для первой итера-
ции I0 = 0), k — номер итерации.
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В результате циклической генерации отрезков 
получается постоянно возрастающее число ва-
риантов маршрута, имеющих одну общую точку. 
Из образовавшихся трех узлов выбирается узел с 
наименьшим значением функционала, и генера-
ция группы направлений повторяется.

Полученная модель относится к классу цело-
численных линейных моделей математического 
программирования. Решать такие задачи легче 
при замене целочисленных переменных булевы-
ми. Введем булевую переменную yn:

 

1,  если используется  

-я ветвь из трех;

0 в противном случае.
ny n

⎧
⎪= ⎨
⎪
⎩

. (15)

Тогда на каждом шаге выбора направления 
движения решается задача
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при условии, что на каждой итерации всегда вы-
бирается единственная ветвь:
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При этом на каждом шаге работы алгоритма 
формируется показатель (16), а вес Vy сгенериро-
ванной ветви рассчитывается с использованием 
выражений (8)—(13).

Задача (16)—(17) представляет собой линей-
ную модель целочисленного математического 
программирования с булевыми переменными.

Особенностью полученной математической 
модели (16)—(17) по сравнению с общей линей-
ной моделью дискретного математического про-
граммирования с булевыми переменными явля-
ется наличие ограничения, указывающего на то, 
что из всего множества переменных yn выбирает-
ся лишь одна переменная, принимающая значе-
ние, равное единице.

В технической задаче ограничения такого 
типа возникают, так как в рассматриваемой по-
становке задачи необходимо выбрать лишь одну 
сгенерированную ветвь.

Для полученного класса целочисленных моде-
лей разработано два общих метода генерирования 
специальных ограничений: метод ветвей и границ 
и метод отсекающих плоскостей. Опыт вычисле-
ний свидетельствует, что для моделей типа (16)—
(17) метод ветвей и границ более успешно решает 
задачу, чем метод отсекающих плоскостей [11, 12].

Алгоритм оптимизации направления
траектории движения ЛА

Алгоритм оптимизации траектории движе-
ниям многофункционального ЛА создан на базе 
метода ветвей и границ. Этот метод позволяет, 

не осуществляя полный перебор вариантов ре-
шения задачи целочисленного линейного про-
граммирования, найти оптимальное решение. 
Он гарантированно эффективен, когда размер-
ность полученной модели не превышает десятка 
переменных и ограничений.

Суть метода ветвей и границ основывается на 
последовательном исключении из рассмотрения 
областей, не содержащих целочисленных реше-
ний, путем введения надлежащих ограничений. 
Данный метод изменяет пространство решений 
задачи линейного программирования так, что в 
конечном счете получается оптимальное реше-
ние задачи целочисленного программирования.

Разработанный алгоритм имеет пошаговую 
структуру. Его блок-схема приведена на рис. 1.

Шаг 1. Вычисление исходного состояния цен-
тра группы объектов
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где Xгр, Zгр — координаты группы, ψгр — курс 
группы; l — число объектов в группе; XOi, ZOi —
координаты объектов для текущей итерации;
ψOi — курс необслуженных объектов.

Рис. 1. Блок-схема алгоритма оптимизации траектории дви-
жения МЛА
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Шаг 2. Вычисление длины ветвей для текуще-
го ветвления Tn и угла излома ветвей относитель-
но текущего курса ЛА ρn:
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где Tn — длина ветви для текущего ветвления; 
Dб — расстояние от ЛА до ближайшего объекта 
группы; Dв — дальность выпуска БПЛА до бли-
жайшего объекта; K1 — коэффициент усиления;
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где VЛА — скорость ЛА; γmax — максимально до-
пустимый крен ЛА; t — текущее время полета 
ЛА. Формулы (19) и (20) были получены в ходе 
моделирования.

Шаг 3. Вычисление исходной дальности от 
центра группы до многофункционального ЛА:

 2 2
гр гр( ) ( ) ,ЛА ЛАD X X Z Z= − + −  (21)

где D — исходная дальность от центра группы  до 
маневренного ЛА; XЛА, ZЛА — координаты ЛА в 
момент входа в алгоритм.

На данном шаге также проводится расчет об-
ласти запрета Δx, Δz, Δψ и координат объектов 
группы для текущего ветвления oiX ′ , oiZ ′  и ко-
ординаты ЛА для конца n-й генерируемой в алго-
ритме ветви в каждой итерации xЛАn, zЛАn:

 2 ЛА
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 (22)

где VЛА — скорость полета ЛА; Tn — длина ветвей 
для текущего ветвления; K2 и K3 — коэффициен-
ты усиления; 
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где VoXi, VoZi — проекции скоростей объектов для 
текущей итерации; ψoбi — курс необслуженных 

объекто в; 
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n
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∑ – время прохождения ЛА одного 

из сгенерированных маршрутов;
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где xЛА min, zЛА min, ψЛА min — координаты и курс 
ЛА, в которых значение функционала минималь-
но; Δψj — приращение курса относительно ψЛА min 
для n-й ветви из генерируемого числа в каждой 
итерации.

Шаг 4. Исключение из рассмотрения объек-
тов, выходящих за области запрета, что проверя-
ется выполнением условий:
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где 
0 0 0ЛА ЛА ЛА, ,x z ψ  — координаты и курс ЛА в 

началь ный момент входа в алгоритм.
Шаг 5. Присвоение ветви порядкового номера.
Шаг 6. Вычисление дальности Di, курсового 

угла ϕi и ракурса qi на i-й объект по формулам
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Шаг 7. Проведение проверки выхода курсово-
го угла и ракурса объекта за наложенные огра-
ничения, а также дополнительная проверка фак-
та обслуживания объекта.

В случае, е сли объект исключается из рассмо-
трения, назначаются штрафы (8)—(12).

Шаг 8. Проверка, проводимая в целях опреде-
ления факта доставки груза движущемуся объ-
екту (вылета БПЛА к данному объекту).

Шаг 9. Присваивается "поощряющий" штраф 
со знаком минус, вычисляемый по формуле (13), 
в случае, если объект является обслуженным.

Шаг 10. Проверяется факт обслуживания всех 
движущихся объектов. В том случае, если не все 
объекты обслужены, проводятся новые итерации 
(число k ограничено 300 итерациями ввиду вы-
числительных возможностей и выполнения по-
ставленной задачи).

Шаг 11. Значение функционала n-й ветви 
складывается из значен ия функционала ветви, 
из которой она была сгенерирована, и суммы 
функций качества и штрафа, вычисленных для 
данной ветви (14).

Шаг 12. Условием окончания работы алгорит-
ма является факт обслуживания всех объектов 
группы получателей при минимуме (14). Сумма 
значений функционала во всех узлах маршрута 
составляет цену маршрута. Выбор оптимально-
го маршрута. Оптимальным будет маршрут, обе-
спечивающий максимальное число обслуженных 
объектов (минимум цены).
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Компьютерная апробация алгоритма

Для тестирования и отработки разработанно-
го алгоритма выбора оптимального направления 
движения многофункционального ЛА исполь-
зована его упрощенная имитационная модель в 
виде дифференциальных уравнений [13]. Про-
граммная реализация модели реализована в сре-
де Visual Studio 2012.

На первом этапе (для разработанного алго-
ритма оптимизации направления дв ижения ЛА) 
при моделировании учитываются следующие 
требования:
 � в качестве доставляющего ЛА рассматривает-

ся современный многофункциональный ЛА;
 � в качестве получателей груза рассматривают-

ся движущиеся в группе объекты;
 � очередность доставки БПЛА грузов определя-

ется критерием обслуживан ия максималь ного 
числа объектов г руппы получателей;

 � под приоритетом доставки грузов будем рас-
сматривать заданную степень их значимости, 
определяемую путем задания первого объек-
та из группы (ограничение на ранжирование 
объектов);

 � число движущихся объектов не может превы-
шать четырех:

 � объекты движутся параллельно вектору сред-
ней скорости с  неизменными по времени мо-
дулями собственных скоростей:

 � в качестве БПЛА рассматриваются БПЛА 
среднего класса;

 � дальность пусков БПЛА ограничивается энер-
гетикой БПЛА;

 � при проведении моделирования прията ги-
потеза о прямолинейном движении объектов, 
дл я которых доставляется груз;

 � объекты не эшелонированы по высоте;
 � объекты не маневрируют;
 � в продольном канале многофункциональный 

ЛА работает в режиме стабилизации высоты;
скорости всех объектов составляют 50 км/ч;

 � скорость многофункционального ЛА состав-
ляет 500 км/ч.
Характерные результаты моделирования для 

четырех экспериментов приведены в таблице.
Для движущихся объектов и при различных 

координатах многофункционального ЛА осу-

ществлялось моделирование доставки груза че-
тырем получателям. В зависимости от координат 
многофункционального ЛА получены различные 
варианты выбора направления его движения.

Отличительной особенно стью описанного экс-
перимента 1 является приоритет доставки, кото-
рым обладает движущийся объект под номером 1. 
Для экспериментов 2 и 3 та блицы приоритетны-
ми будут является объекты под номерами 2.

На рис. 2 представлен результат работы ал-
горитма оптимизации направления траектории 
движения многофункционального ЛА. Много-
функциональный ЛА стартует из точки 1. На-
встречу ему из точек А, Б, В, Г прямолинейно 
движутся четыре объекта, которым доставляется 
груз. В точках 1—5 сгенерированы направления 
траекторий движения многофункционального 
ЛА. В этих точках алгоритм осуществляет выбор 
оптимального направления полета ЛА, которое 
заканчивается точкой 6, где выбор направления 
повторяется.

Условием окончания расчета направления 
траектории движения многофункционального 
ЛА является (для варианта № 1) обеспечение до-
ставки грузов всем четырем объектам. В точке 6 
осуществляется выпуск БПЛА с грузом для каж-
дого объекта.

Для второго и третьего экспериментов получе-
ны аналогичные результаты. Успешно построены 
траектории многофункционального ЛА, обеспечи-
вающие доставку грузов всем четырем объектам.

Результаты экспериментов по выбору направления движения маневренного ЛА
при доставке грузов группе движущихся объектов 

№ экс-
пери-
мента

Начальные координаты 
многофункционального 

ЛА (XЛА, ZЛА), км

Начальные координаты
движущихся объектов

(Хо, Zo), км

Длина 
ветви 
Tj, м

Угол 
излома 

ветвей, °

Значение 
функцио-

нала In

Номер оп-
тимального 
маршрута

1 (0,0) (130,10) (120,20) (100,30) (100,40) 23,3 16,8 27,8 3

2 (0,0) (100,10) (110,20) (120,30) (90,40) 15 13,5 48,6 1

3 (0,0) (70,10) (60,20) (50,30) (40,40) 11 18,3 32,5 2

Рис. 2. Схематичное представление построения ветвей для 
эксперимента 1
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Заключение

Разработан алгоритм выбора оптимального 
направления движения многофункционального 
ЛА. Его особенностью является учет ограничений 
технических возможностей ЛА и условий движе-
ния группы объектов и приоритетов обслужива-
ния объектов в группе с точки зрения важности 
доставки грузов. Алгоритм осуществляет выбор 
направления траектории полета многофункцио-
нального ЛА, предусматривающий выход в точку 
маршрута, где выпущенные БПЛА доставят груз 
максимальному числу объектов, движущихся на-
встречу ЛА.

Компьютерное моделирование подтвердило 
работоспособность алгоритма оптимизации на-
правления траектории движения многофунк-
ционального ЛА. Полученные данные могут 
быть использованы в качестве исходной инфор-
мации для алгоритма текущей оптимизации 
траектории полета многофункционального ЛА. 
Описанию этого алгоритма будет посвящена от-
дельная статья (ввиду значительного объема со-
ответствующих алгоритмов).

Совместная работа двух алгоритмов позволит 
решать задачи в полном объеме: вывести много-
функциональный ЛА в точку, где грузы будут до-
ставлены группе движущихся объектов.
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At present, special attention i s paid to the joint use of modern multifunctional aircraft (MA) and unmanned aircraft 
(UAV). One of the possible scenarios for interaction between aircraft and UAV is the delivery of goods to a group of moving 
objects. Effective implementation of the mission assigned to the complex (the aircraft and the UAV group on its board) re-
quires the development of appropriate software and algorithmic support (AS). The article is devoted to  the development of a 
AS, which allows to select the optimal trajectory of a multifunctional aircraft that delivers the UAV and which, in its turn, 
delivers the goods to a group of moving objects. One of the actual tasks assigned to the aircraft is the delivery of goods to a 
group of objects moving in difficult-to-reach terrain, also when there is no runway. In described case, when delivering  an 
expensive cargo (for example, high-tech equipment), one of the effective methods is the use of MA carrying a UAV group 
on board, each at the final stage delivers the cargo to one of the objects. T he task is complicated if objects are moving. One 
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of the ways to improve the efficiency of solving this problem is to form an optimal control trajectory f or a multifunctional 
aircraft to bring it to a certain point from which the UAV is launched. The algorithm of the first stage, considering the 
restrictions imposed by technical capabilities of MLA and traffic conditions of group of objects is developed. The results of 
modeling confirming operability of the developed algorithm are presented.

Keywords: modern multifunctional aircraft, unmanned aircraft, algorithmic support,  optimal control trajectory
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