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СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ, УПРАВЛЕНИЕ
И ОБРАБОТКА ИНФОРМАЦИИ

УДК 681.5.015 DOI:10.17587/mau.24.507-518

А. Р. Гайдук, д-р техн. наук, проф., gaiduk_2003@mail.ru,
ФГАОУ ВО Южный федеральный университет, г. Таганрог

Синтез дискретных и гибридных нелинейных систем управления*

дискретной линейной модели [1—3]. Однако этот 
подход не позволяет учесть все особенности не-
линейных объектов и обеспечить повышенные 
требования к процессам управления. Поэтому 
чаще всего дискретные нелинейные системы 
управления являются гибридными, т. е. они 
синтезируются как непрерывные, а полученное 
непрерывное управление реализуется с приме-
нением цифровых процессоров как дискретное 
[3—5]. Но этот подход требует применения циф-
ровых элементов с очень высоким быстродей-
ствием из-за малого периода дискретизации.

С целью получить цифровые системы управ-
ления нелинейными объектами с большим 
периодом дискретизации осуществляется дис-
кретизация непосредственно нелинейных 
уравнений объектов [6—13]. Для этого обычно 
используется метод Эйлера, позволяющий пе-
рейти от дифференциальных уравнений к раз-

Предлагается новый метод синтеза дискретных и гибридных систем управления нелинейными объектами с диффе-
ренцируемыми нелинейностями. Повышающиеся требования к качеству процессов управления и широкое распростра-
нение средств вычислительной техники обусловливают широкие возможности синтеза и реализации цифровых систем 
управления. Однако для решения этой задачи необходимы дискретные модели объектов управления. В случае линейных 
объектов такие модели создаются на основе z-преобразования, формул Эйлера или Тастина. В случае нелинейных объек-
тов эти преобразования неприменимы, поэтому к настоящему времени разработано большое число приближенных ме-
тодов дискретизации. Наибольшее распространение имеют преобразования Эйлера и Рунге—Кутты, но они приводят 
к удовлетворительным результатам лишь при очень малых периодах дискретизации. В случае систем автоматического 
управления это требует применения цифровых средств автоматизации с очень высоким быстродействием, что часто 
экономически нецелесообразно. Методы дискретизации с большим периодом чаще всего разрабатывались на базе раз-
ложения в ряды правых частей дифференциальных уравнений, преобразованных по Эйлеру. Здесь возникает, во-первых, 
проблема выбора необходимого числа членов ряда, подлежащих удержанию, а во-вторых, уже при третьем—четвертом 
порядке объекта расчетные соотношения оказываются чрезвычайно сложными.

Предлагаемый ниже метод отличается тем, что дискретизируются не уравнения нелинейных объектов в форме 
Коши, а соответствующие квазилинейные модели. При этом используется модифицированный метод трапеций, при-
чем целью дискретизации является не наиболее точная аппроксимация исходных непрерывных уравнений объекта, 
а устойчивость замкнутой нелинейной системы управления при достаточно большом периоде дискретизации. Эта 
система синтезируется с применением алгебраического полиномиально-матричного метода синтеза нелинейных си-
стем управления. В результате образуется гибридная нелинейная система с достаточно простыми алгебраическими 
расчетными выражениями. Предложенный подход позволяет создавать системы управления нелинейными непрерыв-
ными объектами с применением обычных вычислительных средств автоматизации.

Ключевые слова: нелинейный объект, дифференцируемая нелинейность, дискретизация, модифицированный ме-
тод трапеций, квазилинейная модель, дискретная квазилинейная модель, алгебраический полиномиально-матричный 
метод, невырожденность по управлению, гибридная система управления

Введение

Повышающиеся  требования к качеству про-
цессов управления и широкое распространение 
вычислительных средств автоматизации об-
условливают разработку методов синтеза дис-
кретных систем управления нелинейными объ-
ектами. Математическими моделями нелиней-
ных объектов чаще всего являются непрерывные 
нелинейные дифференциальные уравнения 
в форме Коши. В случае синтеза линейных дис-
кретных систем управления применяется клас-
сический метод линеаризации. С этой целью ли-
неаризованные уравнения объекта подвергаются 
z-преобразованию, что приводит к получению 

*Исследование выполнено при поддержке передовой ин-
женерной школы Южного федерального университета "Ин-
женерия киберплатформ".
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ностным [2, 5, 6]. Однако допустимый период 
дискретизации в этом случае также оказыва-
ется очень малым. Несколько больший период 
позволяет получить схема Рунге—Кутты [7, 8]. 
Более эффективным является совместное при-
менение метода Эйлера и рядов Тейлора, Пе-
ано—Бэкера (Peano—Baker) и др. [9—13]. В ра-
ботах [9—11] приращение решения нелинейной 
системы на периоде Т разлагается в ряд Тей-
лора, и сохраняются два его члена, переходная 
матрица, соответствующая второму члену ряда 
Тейлора, разлагается в ряд Пеано—Бэкера. Чис-
ло удерживаемых членов этого ряда определя-
ется требуемой точностью соответствия между 
решениями дискретной и непрерывной систем. 
На примере перевернутого маятника [11], точка 
опоры которого подвергается гармоническому 
воздействию вдоль вертикальной оси, показано, 
что этот прием позволяет увеличить период дис-
кретизации с Т = 0,001 до Т = 0,005 при удержа-
нии трех членов ряда Пеано—Бэкера.

Более существенные результаты достигаются 
применением к дискретной системе, полученной 
методом Эйлера, разложения в ряд Тейлора по 
степеням периода дискретизации, при этом ко-
эффициенты ряда определяются с применением 
скобки Ли [12, 13]. В случае нелинейной систе-
мы первого порядка графики изменения ее пере-
менной состояния при пяти членах ряда Тейлора 
практически совпадают с графиком непрерывной 
системы как при Т = 0,1 с, так и при Т = 0,3 с [12]. 
Особенно эффективным этот подход оказывается 
в случае нелинейных систем с запаздыванием как 
по управлению, так и по состоянию [13]. Однако 
подходы, использующие ряды Тейлора, приводят 
к очень сложным расчетным соотношениям. На-
пример, вывод выражений для четвертого и пято-
го членов ряда авторы работы [12] из-за большого 
объема вынуждены были перенести в приложе-
ние. При высоком порядке объектов управления 
это приводит к сложным расчетным соотноше-
ниям и необходимости применения быстродей-
ствующих, многопроцессорных контроллеров, 
более дорогих, с большим энергопотреблением и 
габаритными размерами.

В данной работе предлагается подвергать 
дискретизации не уравнения нелинейного объ-
екта управления, а уравнения его квазили-
нейной модели (КЛМ) [14, 15] с применением 
модифицированного метода трапеций. Пре-
имущество этого подхода заключается в более 
простых аналитических соотношениях для 
определения параметров дискретной модели 

непрерывного объекта при достаточно большом 
периоде дискретизации. Наиболее существен-
ным ограничением предлагаемого метода дис-
кретизации является требование дифференци-
руемости нелинейностей объектов управления.

Квазилинейная дискретизация
нелинейных объектов

Как показано в работах [14, 15], если нелиней-
ности объектов, аффинных по управлению и воз-
мущениям, являются дифференцируемыми, то 
их дифференциальные уравнения в отклонени-
ях, записанные в форме Коши, можно совершен-
но точно представить квазилинейной моделью

 т( ) ( ) ( ) , ( ) ,x A x x b x u h x f y c x x= + + =�  (1)

где x — n-мерный вектор переменных состо-
яния хi; u, f и y — управление, возмущение и 
выходная управляемая переменная; A(x) и b(x), 
h(x), c(x) — функциональные (nЅn)-мерная 
матрица и n-мерные векторы, элементы ко-
торых — известные нелинейные скалярные 
функции или числа. Будем предполагать, что 
переменные состояния объекта и выходная 
переменная измеряются.

Методы построения квазилинейной моде-
ли (1) по уравнениям объектов в форме Коши 
с дифференцируемыми нелинейностями мож-
но найти в работах [15, 16]. В соответствии 
с этими методами элементы матрицы и векто-
ров этой модели определяются путем интегри-
рования частных производных нелинейностей 
объекта по вспомогательной переменной в пре-
делах от 0 до 1. Поэтому при ограниченном по 
норме векторе х все они, в частности элементы 
матрицы A(x) = [aij(x)], являются ограниченны-
ми функциями переменных состояния хi, т. е.

 
| ( )| ( ) , , || || ,

, 1, 2, , .
ij A da x x x x M

i j n

ζ < ∞ ∀ ⊂ Ω < ∞

= …

m m
 (2)

Здесь |•| и ||•|| — модуль скалярной и норма 
векторной величин; Ωd — некоторая окрестность 
точки х = 0 такая, что при всех x ⊂ Ωd выполня-
ются неравенства (2); ζA(x) — положительно опре-
деленная, ограниченная функция; M — число.

В данной работе предлагается метод ква-
зилинейной дискретизации уравнений нели-
нейных объектов управления, представленных 
квазилинейной моделью (1), (2). Этот метод 
заключается в дискретизации с некоторым
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периодом Т решения x(t, x0, u, f ) первого урав-
нения (1). Очевидно, каждому из дискретных 
моментов времени tk = kT, k = 0, 1, 2, ..., соот-
ветствует дискретное значение xk = x(kT) реше-
ния x(t) = x(t, x0, u, f ) этого уравнения. Точное 
значение xk+1 = x((k + 1)T) теоретически может 
быть найдено по формуле

 
( 1)

1 [ ( ), ( ), ( )] ,
k T

k k
kT

x x x x t u t f t dt
+

+ = + ∫ �  (3)

где производная [ ( ), ( ), ( )]x x t u t f t�  определяется 
правой частью первого уравнения (1). Однако 
точное интегрирование произвольных нели-
нейных функций практически невозможно, 
даже с применением современных ЭВМ. Поэ-
тому на практике обычно применяются раз-
личные формулы приближенного интегриро-
вания дифференциальных уравнений [17].

Метод квазилинейной дискретизации пред-
усматривает применение модифицированного 
метода трапеций, который естественно приво-
дит к приближенным значениям 1,kx +�  которые 
несколько отличаются от xk+1. Поэтому, имея 
в виду применение указанного метода, форму-
лу (3) запишем в следующем виде:

 
( 1)

1 [ ( ), ( ), ( )] ,
k T

k k
kT

x x x x t u t f t dt
+

+ = + ∫� � � �  (4)

где [ ( ), ( ), ( )]x x t u t f t� �  — среднее значение скоро-
сти изменения вектора ( )x t�  на интервале
[kT, (k + 1)T], определяемое выражением

 1 1 1( ) 0,5[ ( , , ) ( , , )]k k k k k kx t x x u f x x u f+ + += +� �� � � � �

или

 
1

1 1 1 1 1 1 1

( ) 0,5[

].

k k k k k k k k

k k k k k k k k

k k k k k k k k

x t A x b u h f A x

A x A x b u h f

b u b u h f h f

+

+ + + + + + +

= + + + −

− + + + +

+ − + −

� � �
� �  (5)

Здесь для краткости введены обозначения:

 ( ), ( ), ( ), ( ).k k k k k k kA A x b b x h h x f f kT= = = =� � �

Добавленные разности 1 1,k k k kA x A x+ +−� �  
,k k k kb u b u−  ,k k k kh f h f−  очевидно, не изменя-

ют значения ( ),x t�  но позволяют представить 
выражение (5) следующим образом:

1( ) 0,5[ 2 2 ] ( ),k k k k k k k k kx t A x A x b u h f x+= + + + + ε� � � �  (6)

где

 1 1

1 1 1 1

( ) 0,5[( )

].
k k k k

k k k k k k k k

x A A x

b u b u h f h f
+ +

+ + + +

ε = − +

+ − + −

� �

Подставляя выражение (6) в равенство (4) и 
выполняя интегрирование, получим

 1 10,5 [ ( ) ( ) ]

( ) ( ) ( ).
k k k k k k

k k k k k

x x T A x x A x x

Tb x u Th x f T x
+ += + + +

+ + + ε

� � � � � �
� � �

 (7)

Как видно из соотношения (6), величина 
( )kT xε �  зависит от разности значений 1kx +�  и 

kx�  вектора дискретной модели (7), причем, 
если при fk ≡ 0 вектор 0,kx →�  то и величина 

( ) 0,kT xε →�  поэтому далее она не учитывается. 
При этом из соотношения (7) следует нелиней-
ное разностное уравнение

 1[ 0,5 ( )]

[ 0,5 ( )] ( ) ( ) .
k k

k k k k k k

E TA x x

E TA x x Tb x u Th x f
+− =

= + + +

� �
� � � �

 (8)

Отметим, что в получении выражений (5)—
(8) заключается предложенная здесь модифи-
кация метода трапеций.

Для краткости записей в выражении 
( , ) [ 0,5 ( )]k kL x T E TA x= −� �  заменим kx�  на х и по-

кажем, что в условиях (2) существуют значения T,
при которых матрица L(x, T) = [E – 0,5TA(x)] 
имеет обратную.

Лемма 1. Если матрица A(x), являясь систем-
ной матрицей квазилинейной модели ( ) ,x A x x=�  
удовлетворяет условию (2), то существует конеч-
ное Т > 0 такое, что матрица L(x) = [E – 0,5T  A(x)]
при всех x ⊂ Ωd имеет обратную матрицу.

Доказательство. Прежде всего отметим, что 
если n = 1, т. е. A(x) = а(x), то значение Т, при 
котором выполняется условие теоремы, можно 
определить выражением 2 / max ( ) ,

x
T a x= γ  где 

0 < γ < 1. Здесь ,d dx +⊂ Ω ∈Ω  а Ωd+ — под-
область Ωd, во всех точках которой, кроме точ-
ки х = 0, функция a(x) ≠ 0; поэтому далее будем 
считать, что n >1.

В условиях леммы 1 (nЅn)-мерная матрица 
A(x) = [aij(x)] удовлетворяет условиям (2), поэто-
му при всех i = 1, 2, ..., n существуют и являют-
ся ограниченными величины [18, с. 190—192] 

,
1,...

( ) max ( ),A A i
i n

R x R x
=

=  а также

 

,
1

,

,
1,

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ).

n

A i ij
j

ii A i A

n

A i ij
j j i

R x a x

a x K x n x

K x a x

=

= ≠

= =

= + ζ < ∞

=

∑

∑

m  (9)

Элементы матрицы L(x, T) = [E – 0,5TA(x)] =
= [lij(x, T)] и соответствующие ей величины 
RL,i(x) определяются выражениями
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, ,

1 0,5 ( ), ,
( , )

0,5 ( ), ;

( , ) 1 0,5 ( ) 0,5 ( ).

ii
ij

ij

L i ii A i

T a x j i
l x T

T a x i j

R x T T a x T K x

− =⎧⎪= ⎨− ≠⎪⎩
= − +

 (10)

Для доказательства леммы используются вы-
ражения 2.2.3 из книги [18, с. 193], в которых 
фигурируют величины PL,i(x,T) и kL(x,T), отно-
сящиеся к матрице L(x,T). С учетом (9) и (10) 
эти величины определяются выражениями:

 
, ,

,
1,...,

( , ) 0,5 ( ),

( , ) min [ ( , ) ( , )].

L i A i

L ii L i
i n

P x T T K x

k x T l x T P x T
=

=

= −  (11)

Положим T = 2γ/RA(x) и найдем оценки 
величины kL(x,T) в зависимости от значений 
aij(x) и KA,i(x). С учетом выражений (9)—(11)
получим:

1 3 ,

1 ,

4 ,

1 3 ,

2 ,

1 , ( ) 0, ( ) 0,

1 0, ( ) 0, ( ) 0,

( , ) 1 0 , ( ) 0, ( ) 0,

1 , ( ) 0, ( ) 0,

1 0, ( ) 0, ( ) 0,

i i ii A i

i ii A i

L i ii A i

i i ii A i

i ii A i

a x K x

a x K x

k x T a x K x

a x K x

a x K x

⎧ − γβ − γβ > ≠
⎪

− γβ − > =⎪
⎪= − − γβ = ≠⎨
⎪ + γβ − γβ < ≠⎪
⎪ + γβ − < =⎩

 (12)

где

 

1

2

( )
1;

( )

1, ( ) ( ),( )

( ) 1, ( ) ( );

ii
i

A

iiii
i

ii

a x

R x

a x a xa x

a x a x a x

β =

⎧ =⎪β = = ⎨
< ≠⎪⎩

m

 (13)

 

,
3

,,
4

,

( )
1;

( )

1, ( ) ( ),( )

( ) 1, ( ) ( );

A i
i

A

A i AA i
i

A A i A

K x

R x

K x K xK x

K x K x K x

β =

⎧ =⎪β = = ⎨
< ≠⎪⎩

m

 (14)

 ,
1,... 1,...

( ) max ( ) , ( ) max ( ).ii A A i
i n i n

a x a x K x K x
= =

= =

Отметим, что случай одновременного вы-
полнения условий aii(x) = 0 и KA,i(x) = 0 при всех
i = 1, 2, ..., n здесь не рассматривается, так как 
в этом случае элементы системы не будут взаи-
мосвязаны. Однако в отдельных i-х строках ма-
трицы A(x) эти условия могут выполняться. В со-
отношении (12) эти случаи опущены, так как при 
этом ( , ) 1,i il x T =  а PL, i(x,T) = 0, т. е. kL(x,T) = 1.

Величины βiν, ν = 1, 2, 3, 4, в соответствии 
с выражениями (13), (14) не больше 1, поэтому 
согласно соотношению (12) наиболее вероятно 
выполнение условия kL(x,T) = 0 при aii(x) < 0,
KA,i(x) ≠ 0. Однако из выражений (13) и (14) сле-
дует, что в этом случае

,
1 3

,
[1, ]

( ) ( )
, [1, ].

max ( ( ) ( ))
ii A i

i i
vv A v

v n

a x K x
i n

a x K x
∈ …

−
β − β = ∈

+
 (15)

Отсюда следует, что |βi1 – βi3| m 1 при всех
i ∈ [1, n]. Таким образом, если γ < 1 и T = 2γ/RA(x),
то матрица L(x,T) = [E – 0,5TA(x)] удовлетво-
ряет условию kL(x,T) ≠ 0. Следовательно, в со-
ответствии с неравенством 2.2.3 [18, с. 193] 
detL(x,T) ≠ 0, что соответствует утверждению 
леммы 1. Лемма доказана.

Значение периода дискретизации T = 2γ/RA(x) 
принято лишь для доказательства его суще-
ствования в общем случае. На практике до-
пустимое значение T, определяемое КЛМ кон-
кретного объекта, как правило оказывается 
достаточно большим. Например, КЛМ паро-
генератора [19] при некоторых условиях может 
быть представлена в виде

 
11 12

21 22

0 0

0,007 0 ,

0 0 0,0067 1

a a

x a a x u
⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦

�  (16)

где a11 = 0,87ψ1 – 0,09, a12 = 0,87ψ2, a21 = –0,087ψ1,
a22 = 0,087ψ2, γп = 3,4673,

 
1

1 1 0,5
1 п 1

0, если 0, иначе,

( ) ,

x

x x−

=⎧⎪ψ = ⎨
γ −⎪⎩

 
2

2 1 0,5
2 п 2 1

0, если 0, иначе,

( ) .

x

x x x−

=⎧⎪ψ = ⎨
γ + −⎪⎩

В этом случае допустимые значения Т огра-
ничены значением 2,28, т. е. можно принять 
значения Т значительно большие тех Δt, что 
используются при решении дифференциаль-
ных уравнений на ЦВМ с использованием со-
отношений Рунге—Кутты и др. [17].

Пусть Т выбрано таким, что

 det[ 0,5 ( )] 0,kE TA x− ≠�

тогда из выражения (8) и второго уравнения (1) 
следуют уравнения

 
1

т

( ) ( ) ( ) ;

( ) ,

k d k k d k k d k k

k k k

x A x x b x u h x f

y c x x

+ = + +

=

� � � � �

� � �
 (17)

где

 1( ) [ 0,5 ( )] [ 0,5 ( )];d k k kA x E TA x E TA x−= − +� � �  (18)

 
1

1

( ) [ 0,5 ( )] ( );

( ) [ 0,5 ( )] ( ).

d k k k

d k k k

b x E TA x Tb x

h x E TA x Th x

−

−

= −

= −

� � �

� � �
 (19)
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Разностное уравнение (17) является резуль-
татом квазилинейной дискретизации уравне-
ний непрерывного объекта с дифференцируе-
мыми нелинейностями. Фактически, метод 
квазилинейной дискретизации дает дискрет-
ную квазилинейную модель (ДКЛМ) нели-
нейных объектов, которую можно рассматри-
вать как приближенную модель нелинейных 
объектов с дифференцируемыми нелинейно-
стями. Решения этой модели отличаются от 
решений точной модели (1) на величину ( ),kT xε �  
стремящуюся к нулю при fk ≡ 0 и 0.kx →�

По форме модель (17) аналогична непрерыв-
ной квазилинейной модели [15], что позволяет 
алгебраическим полиномиально-матричным 
(АПМ) методом [20] синтезировать дискретную 
систему управления с устойчивым положением 
равновесия, в которой 0kx →�  при gk = g(kT) ≡ 0
и fk ≡ 0. Очевидно, в такой системе с ростом k 
ДКЛМ будет становиться все более точным 
приближением нелинейного непрерывного 
объекта. Следовательно, можно предположить, 
что дискретное управление, стабилизирующее 
положение равновесия ДКЛМ, будет стабили-
зировать и положение равновесия гибридной 
системы управления непрерывным нелиней-
ным объектом, аналогично тому, как классиче-
ское управление, синтезированное по линей-
ным уравнениям первого приближения, стаби-
лизирует и соответствующую нелинейную 
систему. Покажем эту возможность.

Система управления для дискретной 
квазилинейной модели

Следуя [20], определим дискретное управле-
ние для модели (17) выражением

 т( ) ( ) ,k g k k k ku k x g k x x= −� � �  (20)

где т
1 2( ) [ ( ) ( ) ( )];k k k n kk x k x k x k x= …� � � �  ( )g kk x�  и 

( )i kk x�  — функциональные коэффициенты, 
подлежащие определению; gk = g(kT), g(t) — 
задающее воздействие. Для вывода расчетных 
соотношений подставим выражение (20) в пер-
вое соотношение (17). В результате получим

1

т

( ) ( ) ( ) ( ) ,

( ) ,

k k k d k g k k d k k

k k k

x D x x b x k x g h x f

y c x x

+ = + +

=

� � � � � �

� �
 (21)

где

 т( ) ( ) ( ) ( ).k d k d k kD x A x b x k x= −� � � �  (22)

Воспользовавшись формулой (П.25) [21,
с. 233], характеристический полином

 ( , ) det[ ( )]k kD z x zE D x= −� �

матрицы ( )kD x�  представим в виде

 
т

( , ) ( , )

( )adj[ ( )] ( )

k d k

k d k d k

D z x A z x

k x zE A x b x

= +

+ −

� �
�� �

или

 
1

( , ) ( , ) ( ) ( , );
n

k d k i k i k
i

D z x A z x k x V z x
=

= + ∑� � � �  (23)

1

0
( , ) det[ ( )] ( ) ;

n
n j

d k d k j k
j

A z x zE A x z x z
−

=
= − = + α∑� � �  (24)

 

т

1

,
0

( , ) adj[ ( )] ( )

( ) ,

i k i d k d k

n
j

i j k
j

V z x e zE A x b x

v x z
−

=

= − =

= ∑

� � �

�
 (25)

где ei — i-й столбец единичной (nЅn)-мерной 
матрицы E, 1, .i n=  Как и в непрерывном слу-
чае [20], полином ( , )kD z x�  в выражении (23) за-
меняется полиномом D*(z), корни которого ве-
щественные, неотрицательные, различные и 
меньше единицы, т. е.

1
1 1 0

1
( ) ( ) .

n
n n

i n
i

D z z z z z∗ ∗ ∗ − ∗ ∗
−

=
= − σ = + δ +…+ δ + δ∏  (26)

Здесь

10 1 , , , , [1, ],i d i i i n∗ ∗ ∗ ∗
ςσ < − η σ − σ > υ ≠ ς ς =m  (27)

υ1, d
∗η  — положительные числа, 1.d

∗η <  Чис-
ленные значения корней i iz ∗ ∗= σ  выбираются 
исходя из требуемого быстродействия синтези-
руемой системы управления. Заменив в соот-
ношении (23) полином ( , )kD z x�  полиномом 
D*(z) и перенеся полином ( , )d kA z x�  в левую 
часть равенства (23), получим выражения

 
1

( , ) ( ) ( , );
n

k i k i k
i

R z x k x V z x
=

= ∑� � �  (28)

 
1 2

1 2 0

( , ) ( ) ( , )

( ) ( ) ( ),

k d k

n n
n k n k k

R z x D z A z x

x z x z x

∗

− −
− −

= − =

= ρ + ρ +…+ ρ

� �

� � �
 (29)

где ( ) ( ).i k i i kx x∗ρ = δ − α� �  Выражение (28) являет-
ся полиномиальным уравнением относительно 
неизвестных функциональных коэффициен-
тов ( ).i kk x�  Приравнивая коэффициенты при 
одинаковых степенях z в левой и правой части 
этого равенства с учетом соотношений (25) и 
(29), получим систему алгебраических уравне-
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ний [15, 21]. В векторно-матричной форме эта 
система имеет вид

 ( ) ( ) ( ),k k kG x k x d x=� � �  (30)

где

 

10 20 ,0

11 21 ,1

1, 1 2, 1 , 1

1 0

2 1

1

,

, .

n

n

n n n n

n n

v v v

v v v
G

v v v

k

k
k d

k

− − −

−

…⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥

…⎢ ⎥⎣ ⎦
ρ⎡ ⎤ ⎡ ⎤

⎢ ⎥ ⎢ ⎥ρ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥

ρ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

�
� � ��� �

� �

 (31)

В выражениях (31) аргумент kx�  матрицы и 
всех функций опущен для краткости записи.

Отметим, что решение системы (30), (31) су-
ществует при тех же условиях, что и в случае 
постоянных коэффициентов, т.  е. матрица 

( )kG x�  должна быть квадратной, а ее определи-
тель det ( ) 0.kG x ≠�  Первое условие выполняет-
ся по построению этой матрицы, а второе вы-
полняется, если модель (17) удовлетворяет ус-
ловию управляемости

1

det ( )

det[ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )]

0, ,

k

n
d k d k d k d k d k

U k U

U x

b x A x b x A x b x

x

−

=

= …

ζ > ⊂ Ω

�

� � � � �

�

l

l  (32)

где ζU — некоторое не очень малое число; ΩU — 
окрестность точки 0,kx =�  в которой выполня-
ется неравенство (32).

Будем предполагать, что период дискретиза-
ции Т выбран таким, что непустой является 
замкнутая область ΩUd = (ΩU ∩ Ωd) ∈ Rn, в ко-
торой выполняются условия (2) и (32). В этом 
случае решение системы (30) дает вектор ( )kk x�  
из управления (20), при котором матрица 

( )kD x�  (22) замкнутой системы (21) имеет соб-
ственные числа, равные корням полинома 
D*(z) (26), т. е. постоянные при всех .k Ux ⊂ Ω�  
Рассмотрим соответствующую (21) при gk ≡ 0 и 
fk ≡ 0 свободную дискретную систему

 1 ( ) , ,k k k k Udx D x x x+ = ⊂ Ω� � � �  (33)

где 0( , )kx x kT x=� � �  — некоторое решение систе-
мы (33), начинающееся в точке 0 .Udx ⊂ Ω�

Теорема 1. Если собственные числа матри-
цы ( )kD x�  при всех k Udx ⊂ Ω�  удовлетворяют 
условиям (27), то положение равновесия 0kx =�  

системы (33) является асимптотически устой-
чивым в большом, т. е.

 lim 0, .k k Ud
k

x x Θ
→ ∞

= ∀ ⊂ Ω ∈Ω� �  (34)

Здесь ΩΘ — окрестность точки 0kx =�  про-
странства Rn, внешняя граница которой опре-
деляется решением уравнения

 ( ) 0,kC x− Θ =�  (35)

где С и ( )kxΘ �  — (nЅn)-мерные матрицы из вы-
ражений (37) и (39), приведенных ниже.

Доказательство теоремы 1. Представим си-
стему (33) следующим образом:

 1 [ (0) ( )] ,k k kx D x x+ = + ϒ� � �  (36)

где ( )kxϒ �  — матрица, определяемая выражением 
( ) ( ) (0).k kx D x Dϒ = −� �  Очевидно, при 0kx →�  ма-

трица ( ) 0.kxϒ →�  По построению матрицы ( )kD x�  
ее собственные числа являются постоянными 
при всех k Udx Θ⊂ Ω ∈Ω�  и по модулю меньше 
единицы, поэтому собственные числа матрицы 
D(0) по модулю также меньше единицы.

Рассмотрим функцию т( ) ,k k kV x x x= Λ� � �  где 
Λ — симметричная матрица, являющаяся ре-
шением уравнения

 т(0) (0) .D D CΛ − Λ = −  (37)

Здесь C — симметричная положительно опре-
деленная матрица. Выражение (37) является дис-
кретным уравнением Ляпунова, поэтому в силу 
известной теоремы Ляпунова матрица Λ являет-
ся положительно определенной [22, p. 131].

На траекториях системы (36) или, что то же 
самое, (33) разность 1( ) ( ) ( )k k kV x V x V x+Δ = −� � �  
с учетом (37) определяется выражением

 т т( ) ( ) ,k k k k k kV x x Cx x x xΔ = − + Θ� � � � � �  (38)

где

 т т( ) [2 ( ) (0) ( ) ( )].k k k kx x D x xΘ = ϒ Λ + ϒ Λϒ� � � �  (39)

При 0kx →�  матрицы ( ) 0kxϒ →�  и ( ) 0,kxΘ →�  
а матрица [ ( )] .C x С− Θ →�  Так как C является 
положительно определенной матрицей, то при 
всех ,kx�  таких что т т ( ) ,k k k k kx Cx x x x> Θ� � � � �  соглас-
но (38), (39) разность ( )kV xΔ �  функции Ляпу-
нова ( )kV x�  на траекториях системы (33) явля-
ется отрицательно определенной. Следователь-
но, положение равновесия этой системы в 
условиях теоремы 1 является асимптотически 
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устойчивым в большом, т. е. выполняется ус-
ловие (34). Доказательство окончено.

Для оценки точности функционирования 
многих устойчивых систем управления боль-
шое значение имеет разность между задающим 
воздействием и выходной управляемой пере-
менной в установившемся режиме. В случае дис-
кретных систем, в частности типа (21), характер 
изменения этой разности определяется матри-
цей ( ) [ ( )].k kD x E D x= −� � �  Следующей лем мой 
устанавливаются условия невырожденности 
этой матрицы.

Лемма 2. Если собственные числа некоторой 
матрицы ( )kD x�  при всех kx Θ⊂ Ω�  удовлетворя-
ют  условиям (27), то  матрица ( ) [ ( )]k kD x E D x= −� � �  
является невырожденной, т. е. det ( ) 0kD x ≠� �  
также при всех .kx Θ⊂ Ω�

Доказательство леммы 2. По условиям лем-
мы собственные числа i iz ∗ ∗= σ  матрицы ( )kD x�  
при всех k Udx ⊂ Ω�  являются различными, по-
этому существуют невырожденные матрицы 

( ),kS x�  1( ),kS x− �  такие что 1( ) ( )k kS x S x E− =� �  и 
1

1 2( ) ( ) ( ) diag{ }k k k nS x D x S x− ∗ ∗ ∗= σ σ … σ� � �  [18, c. 84].
Следовательно,

 
1

1 2

( )[ ( )] ( )

diag{1 1 1 }.

k k k

n

S x E D x S x−

∗ ∗ ∗

− =

= − σ − σ … − σ

� � �
 (40)

По условиям (27) 1,c
∗η <  c0 1 ,i

∗ ∗σ < − ηm
i = [1, n], поэтому из (40) следует равенство 
det ( ) 0.kD x ≠� �  Лемма 2 доказана.

Если свободная система (33) — устойчивая, то 
существуют воздействия gk = g01(k) и fk = f01(k), 
с достаточно малыми значениями g0, f0, такие 
что в дискретной системе (21) при kg = kd,g воз-
никает установившийся режим, в котором 

1k kx x+ =� �  с пренебрежимо малой ошибкой1. 
Обозначим ,x y� �� �  и gδ

�  установившиеся значе-
ния переменных ,k kx y� �  и разности , ,g k k g kg yδ = −  
при fk ≡ 0. Если gk = g01(k) и fk ≡ 0, то из (21) 
в установившемся режиме следует равенство

 , 0[ ( )] ( ) ( ) .d d gE D x x b x k x g− =� � � �� � � �  (41)

В силу условий леммы 2 матрица 
( ) [ ( )]D x E D x= −� � �� �  имеет обратную, поэтому 

из (41) с учетом второго равенства (21) и форму-
лы для обратной матрицы [21, c. 41] выводим

 
т

,
0

( )[adj ( )] ( ) ( )
.

det ( )
d d gc x D x b x k x

y g
D x

=
� � � � �

�
� �

� � � �
�

�
 (42)

1В этом режиме при fk ≡ 0 и k → ∞ величина ( )kxε �  в вы-
ражении (7) стремится к нулю, т. е. ( ) 0.kxε →�

Поскольку lim kx x=��  при k → ∞, то из ра-
венства (42) вытекает условие обеспечения нену-
левого значения управляемой величины y ��  дис-
кретной нелинейной системы (21), т. е. условие 
невырожденности по управлению ДКЛМ (17):

 
т( ) ( )[adj ( )] ( ) 0,

.
d k k k d k

k Ud

x c x D x b x

x Θ

γ = ≠

∀ ⊂ Ω ∈Ω

�� � � �
�

 (43)

Если условие (43) выполняется, то из равен-
ства (42) следует выражение для коэффициента 

, ( )d g kk x�  из (20), при котором статическая ошиб-
ка 0g kg yδ = −� �  дискретной нелинейной системы 
(21) по задающему воздействию gk = g01(k) будет 
равна нулю:

 , ( ) det ( )/ ( ).d g k k d kk x D x x= γ�� � �  (44)

Соотношения (20), (24)—(31) и (44) при вы-
полнении условий управляемости (32) и невы-
рожденности по управлению (43) являются ал-
горитмической базой метода синтеза дискрет-
ных нелинейных систем управления (21), (22) 
объектами, заданными дискретными урав-
нениями типа (17). Это могут быть как урав-
нения естественных дискретных нелинейных 
объектов управления, так и уравнения, полу-
ченные в результате дискретизации нелиней-
ных непрерывных объектов.

Далее рассмотрим применение полученно-
го по приведенным выше соотношениям при 

k kx x=�  дискретного управления uk = uk(xk) 
к КЛМ (1) некоторого нелинейного непрерыв-
ного объекта.

Гибридная система

Если в равенстве (20) вектор kx�  заменить на 
xk = x(kT), а kg на kг,g то получим дискретное 
управление непрерывным объектом, представ-
ленным КЛМ (1):

 т
г, г, ( ) ( ) , 0, 1, 2, ,k g k k k ku k x g k x x k= − = …  (45)

где вектор k(xk) по-прежнему определяется вы-
ражениями (18), (19) и (24)—(31), в которых век-
тор kx�  заменен на xk = x(kT). Заменяя в (1) 
управление u на uг,g из (45), придем к замкнутой 
системе, которая описывается уравнениями

т
г,

т

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

( 1) , ( ) ,

k k g k kx A x x b x k x x b x k x g h x f

kT t k T у c x x

= − + +

< + =

�

m
 (46)
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где при t = kT

 т
г( ) ( ) ( ) ( ), 0, 1, 2,k k k kA x b x k x D x k− = = …  (47)

и является, очевидно, гибридной [3—5]. При 
этом значение периода дискретизации Т может 
быть значительно большим по сравнению со 
значениями, которые принимаются при моде-
лировании нелинейных систем, синтезирован-
ных как непрерывные [1, 2, 22].

Применительно к системе (46) условие обес-
печения ненулевого значения управляемой пе-
ременной у = у(t), т. е. условие невырожденно-
сти по управлению непрерывного нелинейного 
объекта, представленного КЛМ (1), имеет вид

 
т 1

г г( ) ( ) ( ) ( ) 0,

.Ud

x c x D x b x

x

−

Θ

γ = ≠
∀ ⊂ Ω ∈Ω

 (48)

При выполнении условия (48) коэффициент 
kг,g(xk) в (45) определяется выражением

 г, г( ) 1/ ( ).g k kk x x= − γ  (49)

Полученные результаты составляют теорети-
ческую базу метода квазилинейной дискретиза-
ции нелинейных объектов и метода синтеза дис-
кретных законов управления как дискретными 
нелинейными объектами, так и непрерывными 
нелинейными объектами, которые могут быть 
представлены квазилинейными моделями.

Отметим, что в случае линейных одномер-
ных систем с постоянными параметрами ус-
ловия невырожденности по управлению (43) и 
(48) обычно выполняются автоматически, так 
как в противном случае канал "задающее воз-
действие—выход" таких систем, фактически, 
будет разомкнутым (и очевидным). В случае 
же нелинейных систем эти условия зависят от 
переменных состояния КЛМ или ДКЛМ и мо-
гут как выполняться, так и не выполняться.

Например, в теории нелинейных систем 
очень часто рассматривается тестовый объ-
ект "перевернутый маятник на тележке", где 
управлением является перемещение тележки 
[22]. При этом заданное значение угла откло-
нения маятника от вертикали, как правило, 
принимается равным нулю. Обычно авторы не 
объясняют причину этого, но на самом деле 
это связано с тем, что математические модели 
этого объекта не удовлетворяют условию (48), 
т. е. нулевое значение угла отклонения маят-
ника от вертикали — это не заданное положе-

ние маятника, а установившееся значение этой 
величины, обусловленное устойчивостью по-
ложения равновесия системы; обеспечить же 
ненулевое значение угла отклонения маятника 
при моделях типа используемой в работе [22] 
невозможно по указанной выше причине.

Методический пример

В качестве примера применения метода 
квазилинейной дискретизации синтезиру-
ем сначала дискретную нелинейную систему 
управления ДКЛМ, соответствующей просто-
му нелинейному модельному объекту второго 
порядка, уравнения которого имеют вид:

 1 2 1 1

2 2 2 1

arctg(2 ),

sin 2 , 0,5 ,

x x x x

x x x u у x

= −
= + =

�
�

 (50)

а затем гибридную систему управления этим 
же объектом.

Переходя к решению, прежде всего запи-
шем непрерывную КЛМ заданного объекта 
(50) в виде (1), где f = 0:

 

1

2

arctg(2 ) 1
( ) ,

0 sin

0 0,5
( ) , ( ) .

2 0

x
A x

x

b x c x

−⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (51)

Ограниченность элементов aij(x) системной 
матрицы A(x) (51) является очевидной, т. е. су-
ществует ДКЛМ (17) при f = 0 и некотором пе-
риоде Т.

Заменяя в (51) xi на , ,i kx�  легко установить, 
что значение периода дискретизации, допусти-
мое по условию 0,det[ 0,5 ( )]kE TA x− ≠�  в дан-
ном случае ограничено значением Тmax = 0,649 с. 
Примем Т = 0,4 с и для краткости введем обо-
значения: 1arctg(2 ),xϕ = �  2,Si sin .kx= �  По фор-
мулам (18) и (19) с учетом (51) найдем матрицу 
и вектор дискретной ДКЛМ (17) объекта (50):

 

11 12

22

1

2

( ) ( )
( ) ,

0 ( )

( )
( ) ,

( )

k k
d k

k

d k
d k

d k

a x a x
A x

a x

b x
b x

b x

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

� �
�

�

�
�

�

 (52)

где 11( ) (1 0,2Si)(1 0,2 )/ ;k La x = − − ϕ Δ�  

12( ) 0,4/ ;k La x = Δ�  

22( ) (1 0,2 )(1 0,2Si)/k La x = + ϕ + Δ�
и 1( ) 0,4/ ;d k Lb x = Δ�  2( ) (2 0,4 )/ ;d k Lb x = + ϕ Δ�  

(1 0,2 )(1 0,2Si).LΔ = + ϕ −
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По формуле (32) при n = 2 имеем

 

2

2

1
( )

0,4 0,4(3 0,2 0,2Si 0,04 Si)
.

2 (1 0,2 ) 2(1 0,2Si)(1 0,2 )

k
L

L

L

U x Ѕ

Ѕ

=
Δ

Δ + ϕ − − ϕ⎡ ⎤
⎢ ⎥
Δ + ϕ + + ϕ⎣ ⎦

�

Так как 1arctg(2 ) /2,x π� m  а |sinx2| m 1, то
2det ( ) 1,6/ 0,643,k LU x = − Δ >�  т. е. при Т = 0,4 с 

условие (32) выполняется, и задача синтеза 
устойчивой дискретной системы управления 
для ДКЛМ (17), (52) имеет решение.

Из-за нелинейного характера элементов ма-
трицы и вектора (52) решение данной задачи 
синтеза возможно только в численной форме. 
В связи с этим далее промежуточные выраже-
ния приводятся с использованием принятых 
обозначений элементов матрицы ( )d kA x�  и век-
тора ( ).d kb x�  Прежде всего по формулам (24), 
(25) находятся полиномы

 2
1 0( , ) ( ) ( ),d k k kA z x z x z x= + α + α� � �  (53)

 1 11 10

2 21 20

( , ) ( ) ( ),

( , ) ( ) ( ),
k k k

k k k

V z x v x z v x

V z x v x z v x

= +

= +

� � �
� � �

 (54)

где 1 11 22( ) ( ) ( );k k kx a x a xα = − −� � �  

0 11 22( ) ( ) ( );k k kx a x a xα =� � �  

10 12 2 22 1( ) ( ) ( ) ( ) ( );k k d k k d kv x a x b x a x b x= −� � � � �  

11 1( ) ( );k d kv x b x=� �  20 11 2( ) ( ) ( );k k d kv x a x b x= −� � �  

21 2( ) ( ).k d kv x b x=� �
В данном случае n = 2, поэтому по (26) фор-

мируется полином 2
1 0( )D z z z∗ ∗ ∗= + δ + δ  с раз-

личными корнями 1 1z ∗ ∗= σ  и 2 2,z ∗ ∗= σ  удовлет-
воряющими условию (27), а затем по выраже-
нию (29) с учетом (53) находится разность

 1 0( , ) ( ) ( ),k k kR z x x z x= ρ + ρ� � �  (55)

где 1 1 1( ) ( ),k kx x∗ρ = δ − α� �  0 0 0( ) ( ).k kx x∗ρ = δ − α� �  На 
основе коэффициентов полиномов (54) и (55) 
формируется система (30):

 10 20 1 0

11 21 2 1

( ) ( ) ( ) ( )
.

( ) ( ) ( ) ( )
k k k k

k k k k

v x v x k x x

v x v x k x x

ρ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ρ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

� � � �
� � � �  (56)

Решение системы (56) дает значения коэффи-
циентов 1( )kk x�  и 2( ),kk x�  подставив которые 
в формулу (22) c учетом (52), получим матрицу 

( ),kD x�  а затем матрицу ( ) ( ).k kD x E D x= −� � �  
В данном случае условие (43) — невырожденно-
сти по управлению ДКЛМ — выполняется, по-
этому по формуле (44) находится коэффициент

 , ( ) det ( )/ ( ).d g k k d kk x D x x= γ�� � �  (57)

На этом завершается определение управления 
ud,k по (20) для ДКЛМ (17), (52). С учетом введен-
ных обозначений это управление имеет вид

 , , 1 1 2 2( ) ( ) ( ) .d k d g k k k k k ku k x g k x x k x x= − −� � � � �  (58)

Исследование дискретной системы. Разност-
ное уравнение замкнутой дискретной системы 
(17) при fk = 0, (52), (57), (58) легко моделируется 
в MATLAB. При этом вычисления всех коэффи-
циентов, а также матрицы ( )kU x� (32) и величи-
ны ( )d kxγ �  осуществляются на каждом периоде 
Т = 0,4 c. Расчеты выполнялись при различных 
значениях корней полинома D*(z) и различных 
начальных условиях 0.x�  В табл. 1 для примера 
приведены значения вектора т

1 2[ ],k k kx x x=� � �  
управления ud,k и выходной величины yd,k при
gk = 0 и корнях 1 0,2z ∗ =  и 2 0,3z ∗ =  полинома 
D*(z) (26). При том же начальном условии, тех же 
корнях 1 2,z z∗ ∗  и gk = 1(k) переменные состояния, 
управление и выходная величина дискретной 
нелинейной системы принимают значения, при-
веденные в табл. 2.

Таблица 1
Table 1

Переменные системы при gk = 0

System variables with gk = 0

k т
kx� ud,k yd,k

0 [1,0000  0,8000] –0,709 0,5000

1 [0,6721  –0,5883] 0,0395 0,3361

2 [0,2945  –0,3996] 0,0639 0,1473

3 [0,1252  –0,2232] 0,0508 0,0626

4 [0,0506  –0,1071] 0,0298 0,0253

5 [0,0189  –0,0442] 0,0137 0,0095

6 [0,0066  –0,0163] 0,0053 0,0033

7 [0,0022  –0,0056] 0,0019 0,0011

Таблица 2
Table 2

Переменные системы при gk = 1

System variables with gk = 1

k т
kx� ud,k yd,k

0 [1,0000  0,8000] 0,7553 0,5000

1 [1,2321  2,8317] –0,2147 0,6161

2 [1,6610  2,7422] –0,2297 0,8305

3 [1,8525  2,7066] –0,2415 0,9263

4 [1,9383  2,6774] –0,2464 0,9692

5 [1,9896  2,6563] –0,2491 0,9948

6 [1,9958  2,6535] –0,2494 0,9979

7 [1,9983  2,6524] –0,2495 0,9992



516 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 24, № 10, 2023

На основе полученных данных можно заклю-
чить, что дискретное нелинейное управление (58) 
обеспечивает системе управления ДКЛМ (17), (52) 
устойчивое в большом положение равновесия. Ее 
статическая ошибка по задающему воздействию 
имеет практически нулевое значение.

Исследование гибридной системы. C этой це-
лью, выполняя указанные выше замены, при-
дем к управлению (45) в данном случае вида

 г, г, 1 1 2 2( ) ( ) ( ) .k g k k k k k ku k x g k x x k x x= − −  (59)

В процессе моделирования уравнения (50) 
были проинтегрированы при u = uг,k (59) функ-
цией ode45 MATLAB. Коэффициент kг,g(xk) 
был вычислен по выражениям (48), (49), а ко-
эффициенты k1(xk), k2(xk) — по соотношениям 
(52), (32), (54)—(56) с заменой kx�  на xk, начиная 
с t = 0, через каждые 0,4 с. Результаты модели-
рования гибридной системы (50), (59) при 
тех же корнях 1 0,2z ∗ = , 2 0,3z ∗ =  и начальных 
условиях представлены на рис. 1—3. На рис. 1, а 
и рис. 1, б приведены графики изменения пе-

ременных состояния при g = 0 и g = 1(t), 
соответственно.

Графики на рис. 1, а, рис. 2, а свиде-
тельствуют об устойчивости положения 
равновесия гибридной системы при до-
вольно большом периоде управления. 
Аналогично, из графиков на рис. 1, б, 
рис. 2, б следует, что несмотря на не-
линейность системы можно обеспечить 
практически нулевое значение ошиб-
ки по задающему воздействию. Правда, 
и здесь ошибка не является робастной 
к параметрам системы.

На рис. 3 приведены графики измене-
ния управления гибридной системы.

Сравнивая графики на рис. 1, рис. 2 и 
на рис. 3, легко убедиться в том, что синте-
зированная система является гибридной.

Как видно из табл. 1, 2 и приведенных 
графиков, поведение гибридной и соот-
ветствующей дискретной систем при оди-
наковых начальных условиях и внешних 
воздействиях совпадают лишь в устано-
вившихся режимах. Переходные процес-
сы обеих систем затухающие, но их харак-
тер существенно различается. Например, 
в рассмотренном примере дискретная 
система имеет длительность переходного 
процесса около 1,6 с, а гибридная — по-
рядка 4 с. По всей видимости, эти раз-
личия обусловлены тем, что обе системы 
являются нелинейными, свойства пере-
ходных процессов которых, как известно, 
существенно зависят от начальных ус-
ловий, интенсивности внешних воздей-
ствий, а также от характера процессов, 
протекающих в самих системах.

Заключение

Предложенный в работе метод квази-
линейной дискретизации непрерывных 

Рис. 1. Графики переменных состояния:
а — при g = 0; б — при g = 1(t)
Fig. 1. Graphs of the state variables:
a — with g = 0; б — with g = 1(t)

Рис. 2. Графики выходной переменной:
а — при g = 0; б — при g = 1(t)
Fig. 2. Graphs of the output variable:
a — with g = 0; б — with g = 1(t)

Рис. 3. Графики управления гибридной системы:
а — при g = 0; б — при g = 1(t)
Fig. 3. Control graphs of the hybrid system:
a — with g = 0; б — with g = 1(t)
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объектов с дифференцируемыми нелинейно-
стями позволяет получить дискретную квази-
линейную модель исходного нелинейного объ-
екта. При этом период дискретизации может 
быть значительно больше того периода, кото-
рый допускается при использовании формул 
Эйлера или Рунге—Кутты. Квазилинейные 
модели приводят к новому свойству нелиней-
ных объектов: они могут быть невырожденны-
ми или вырожденными по управлению. Опре-
деляется это свойство непрерывного нелиней-
ного объекта по его квазилинейной модели и 
отражает наличие связи выходной величины 
объекта с управлением, причем, если рассма-
тривается синтез непрерывной нелинейной 
системы управления, то используется обыч-
ная квазилинейная модель. Если же ставится 
задача синтеза гибридной системы управле-
ния для непрерывного нелинейного объекта, 
то используется соответствующая дискретная 
квазилинейная модель. Если же дискретная 
система управления для заданного дискретно-
го нелинейного объекта синтезируется АПМ 
методом, то оценка его невырожденности по 
управлению проводится непосредственно по 
заданным уравнениям объекта.

Если дискретная квазилинейная модель не-
линейного объекта удовлетворяет условиям 
управляемости и невырожденности по управ-
лению, то с применением АПМ метода можно 
синтезировать гибридную систему управления 
с нулевой ошибкой по задающему воздействию. 
Если же и возмущение имеет постоянную до-
статочно малую интенсивность, то гибридную 
систему можно синтезировать с некоторой 
ошибкой по возмущению. Область притяже-
ния положения равновесия синтезированной 
предложенным методом гибридной системы 
определяется областью пространства состоя-
ния нелинейного объекта, в которой выпол-
няются условия управляемости его дискретной 
квазилинейной модели.

Предложенный подход позволяет синтези-
ровать астатические, инвариантные и опти-
мальные гибридные системы управления не-
линейными объектами при разработке соот-
ветствующих методов.
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Abstract
In this article the new method of discrete control systems design for nonlinear plants with differentiable nonlinearities is sug-

gested. The increasing demands on the quality of control processes and the widespread use of computer technology provide ample 
opportunities for the design and implementation of digital control systems. However, discrete models of control plants are needed to 
solve this problem. In the case of linear plants, such models are created on the basis of z-transformation, Euler or Tustin formulas. 
In the case of nonlinear plants, these transformations are not applicable, so a large number of approximate discretization methods 
have been developed to date. Euler and Runge-Kutt transformations are used for these purposes most often, but they lead to satis-
factory results only with very small period of discretization. In the case of automatic control systems, this requires the use of digital 
automation tools with very high speed, which is often economically impractical. Methods of discretization with a long period were 
most often developed on the basis of decomposition into series of the right-hand sides of the differential equations, transformed on 
Euler. Here, firstly, the problem of selecting the number of the series members, which to be retained arises, and secondly, already 
in the third or fourth order of the plant, the calculating ratios turn out to be extremely complex. The discretization method sug-
gested below differs in that it is not the equations of nonlinear plants in the Cauchy form that are discretized, but the corresponding 
quasilinear model. In this case, a modified trapezoid method is used, and the discretization purpose is not the most accurate ap-
proximation of the original equations of the plant, but the stability of a closed nonlinear control system with rather big period. This 
system is designed using the algebraic polynomial-matrix method for designing of the nonlinear control systems. As a result, a hybrid 
nonlinear system with fairly simple algebraic calculation expressions is formed. The suggested approach makes it possible to create 
the control systems for nonlinear controlled plants using conventional computational automation tools.

Keywords: nonlinear plant, differentiable nonlinearity, discretization, modified trapezoid method, quasilinear model, 
discrete quasilinear model, algebraic polynomial-matrix method, nondegeneracy in control, hybrid control system
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Синтез систем управления максимальной робастной степени 
устойчивости на основе вершинных критических корневых диаграмм*

Постановка задачи

При синтезе систем автоматического управ-
ления (САУ) с переменными параметрами наи-
более целесообразным является критерий мак-
симальной степени устойчивости САУ [1, 2]. Его 
применение позволяет найти такие значения 
параметров регулятора, при которых области 
локализации полюсов САУ удалены от мнимой 
оси на максимально возможное расстояние.

Для стационарной САУ n-го порядка с k па-
раметрами регулятора максимальная степень 
устойчивости определяется критическими 
полюсами одной из возможных критических 
корневых диаграмм (ККД) системы [3]. Оче-
видно, что ККД можно использовать для пара-
метрического синтеза регуляторов максималь-

*Работа выполнена при финансовой поддержке Россий-
ского научного фонда (проект № 23-29-00737).

ной степени устойчивости стационарной САУ. 
В частности, это возможно на основе метода, 
предложенного в работе [4].

Однако реальные САУ, как правило, неста-
ционарные, и их параметры могут изменяться 
по заранее неизвестным законам внутри из-
вестных интервалов. При некотором сочета-
нии значений таких интервальных параметров 
САУ будет работать в наихудшем режиме с ми-
нимальной (робастной) степенью устойчиво-
сти, которую желательно максимизировать 
параметрами регулятора. Такая задача решена 
в работах [5, 6] для САУ с интервальным ха-
рактеристическим полиномом (ИХП), коэф-
фициенты которого заданы своими интерва-
лами. В основу метода ее решения положены 
достаточные условия, в которых показатель 
устойчивости (правая граница области рас-
положения полюсов) определяется предель-
ными значениями коэффициентов полинома. 

Рассматривается характеристический полином системы автоматического управления с интервально-неопреде-
ленными параметрами, приведенный к интервальному виду (полином с интервальными коэффициентами). В один из 
коэффициентов входит настраиваемый параметр, который должен обеспечивать максимум минимальной степени 
устойчивости полинома при наихудшем сочетании его интервальных коэффициентов. Для определения значения 
этого параметра предлагается решить максиминную задачу на основе критерия максимальной робастной степени 
устойчивости. При этом целесообразно использовать свойство унимодальности степени устойчивости полинома 
по его коэффициентам, а также свойство вершин многогранника коэффициентов определять робастную степень 
устойчивости полинома. Решение поставленной задачи на основе указанного критерия предусматривает анализ вер-
шинных критических корневых диаграмм. Они в отличие от обычных критических корневых диаграмм представляют 
собой расположенные на одной вертикальной прямой полюса, которые являются образами разных вершин многогран-
ника коэффициентов. Для получения таких диаграмм следует среди вершин многогранника выбрать все возможные 
прообразы критических полюсов. Сделать это возможно на основе формирования и решения двойных интервальных 
угловых неравенств и угловых уравнений теории корневого годографа. При этом условием выбора указанных вершин 
является определение критическими полюсами робастной степени устойчивости полинома.

Из полученных для каждого критического полюса наборов вершин-кандидатов на робастную степень устойчиво-
сти составляются проверочные пары. Для всех проверочных пар вершин каждой критической корневой диаграммы 
формируются соответствующие пары вершинных характеристических полиномов. Для каждой из них составляется 
система четырех уравнений приравниванием к нулю вещественных и мнимых частей полиномов. В результате ее 
решения находится общая для пары полиномов степень устойчивости и соответствующее значение настраиваемого 
параметра. Из решений систем уравнений для всех пар полиномов выбирается значение максимальной робастной 
степени устойчивости интервального полинома и обеспечивающее ее значение настраиваемого параметра.

Приводится числовой пример синтеза системы максимальной робастной степени устойчивости.

Ключевые слова: интервально-неопределенные параметры, интервальный характеристический полином, вершин-
ные критические корневые диаграммы, критические полюса, углы выхода ветвей корневого годографа, интервальные 
угловые неравенства, проверочные вершины, максимальная робастная степень устойчивости
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Однако достаточность этих условий позволяет 
получать настройки регулятора, обеспечива-
ющие только квазимаксимальную робастную 
степень устойчивости ИХП.

Предлагаемый метод решения рассматривае-
мой задачи, обеспечивающий получение имен-
но максимальной робастной степени устойчи-
вости ИХП, основан на ее важном свойстве [7]: 
минимальные значения степени устойчивости 
на интервалах коэффициентов ИХП находятся 
в крайних точках интервалов. Иными словами, 
степень устойчивости обладает свойством уни-
модальности при изменении коэффициентов 
ИХП. При этом ИХП имеет робастную степень 
устойчивости в одной из вершин многогранни-
ка PA коэффициентов ИХП [8].

Использование этого свойства для максими-
зации робастной степени устойчивости ИХП 
с помощью ККД предполагает вершинную мо-
дификацию ККД стационарных систем. Она 
позволит найти среди вершин PA  прообразы 
критических полюсов ККД, определяющих 
робастную степень устойчивости ИХП. В ра-
боте [9] установлено, что такие вершины вхо-
дят в определенное число вершин-кандидатов, 
в которых возможна робастная степень устой-
чивости. Для получения набора вершин-кан-
дидатов необходимо составить и решить ин-
тервальные угловые неравенства [9].

Таким образом, поставленную задачу можно 
рассматривать как максиминную, так как для 
ее решения предлагается найти у PA  вершины-
кандидаты, в которых степень устойчивости η 
может быть минимальной, и максимизировать 
ее в этих вершинах. Заметим, что использо-
вание вершин-кандидатов при решения такой 
задачи наиболее эффективно для САУ низко-
го порядка (третьего, четвертого), поскольку 
в этом случае их число значительно меньше 
общего числа вершин PA.

Вершинные критические 
корневые диаграммы для 
систем низкого порядка

Согласно работе [3] стаци-
онарные САУ третьего и чет-
вертого порядков имеют со-
ответственно две и три ККД, 
показанные на рис. 1 и рис. 2.

Критические полюса при-
веденных ККД определяют-

ся постоянными значениями коэффициентов 
характеристических полиномов ai. Для нахож-
дения прообразов критических полюсов САУ 
с ИХП используем указанное выше свойство 
унимодальности функций η(ai) на интервалах 
ai, когда каждая из них имеет свой глобаль-
ный максимум. Очевидно, что если параметр 
регулятора k входит в один из коэффициентов 
ИХП, то унимодальными являются и функции 
η(k). Рассмотрим показанные на рис. 3 примеры 
зависимостей η(k) для двух вершин V1 и V2.

Из рис. 3 видно, что в V1 при k = k1 ИХП 
имеет максимум степени устойчивости η1,
а в V2 при k = k2 его значение равно η2. При 
этом максимальная степень устойчивости сразу 
для двух вершин определяется точкой пересе-
чения графиков при k = k0 и равна η0. На ККД 
в этом случае предлагается отображать степень 
устойчивости η0, а также указывать номера вер-
шин-прообразов критических полюсов. В даль-
нейшем будем называть такие ККД вершинны-
ми, так как они представляет собой соответ-
ствующее расположение критических полюсов 
с указанием для каждого из них возможных 

Рис. 1. ККД для САУ третьего порядка:
а — ККД1; б — ККД2
Fig. 1. CRD for ACS of the third order:
а — CRD1; б — CRD2

Рис. 2. ККД для САУ четвертого порядка:
а — ККД1; б — ККД2; в — ККД3
Fig. 2. CRD for ACS of the fourth order:
а — CRD1; б — CRD2; в —CRD3
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вершин-прообразов PA. Такое представление 
информации показано на рис. 4 на примерах 
ККД с тремя (рис. 4, а) и четырьмя (рис. 4, б) 
критическими полюсами на одной вертикаль-
ной прямой для двух вершин V1 и V2.

Для того чтобы критические полюса в вер-
шинных ККД определяли минимальную сте-
пень устойчивости (чтобы при изменении ai по-
люса не могли двигаться к мнимой оси), необ-
ходимо наложить ограничения на углы выхода 
ветвей корневых годографов из этих полюсов 
при изменении ai. Представим эти ограничения 
в виде двойных интервальных угловых нера-
венств (ДИУН) и угловых уравнений. Для этого 
в соответствии с работой [9] зададим в желае-
мом диапазоне углы Qi выхода из каждого кри-
тического полюса ветвей интервального корне-
вого годографа при изменении коэффициентов 
ai ИХП. Очевидно, что если степень устойчиво-
сти определяет комплексно-сопряженный по-

люс, то должно выполняться ДИУН 
3

.
2 2iQ
π π
m m  

Если же полюс вещественный, то требуется вы-
полнение равенства Qi = π.

Проведем вершинную модификацию ККД 
на рис. 1 и рис. 2. Из рис. 1 видно, что ККД1 
имеет два комплексно-сопряженных и один 
вещественный критический полюс. Для
полюса s1 на основе работы [9] определяем 

;
2iQ i
π⎡ ⎤= π − π⎢ ⎥⎣ ⎦

 и получаем ДИУН:

 
3

; ,
2 2 2ii r
π π π⎡ ⎤π − π + π⎢ ⎥⎣ ⎦
m m  (1)

где i — индекс изменяющегося интервального 
коэффициента ИХП. Для вещественного по-
люса s2 на ККД1 для всех коэффициентов ai 
должны выполняться следующие равенства:

 (2 1), 0,1,2,3, ,i iQ r k k+ π = π + = …  (2)

где Qi = πi.
Перейдем к рассмотрению ККД2, имеющей 

два кратных вещественных критических полю-
са. Требование к углам Qi для полюса s1 имеет 
тот же вид. Для полюса s2 необходимо, чтобы

 2 , 0,1,2,3,...ii r k kπ + π = π =  (3)

Запишем ДИУН и угловые уравнения для 
трех ККД САУ четвертого порядка (см. рис. 2):

— для s1 ККД1:

 
3 3

; ;
2 2 2 2ii r
π π π π⎡ ⎤π − + π⎢ ⎥⎣ ⎦
m m

— для s2 ККД1:

 
3

; ;
2 2 2 2ii r
π π π π⎡ ⎤π − + π⎢ ⎥⎣ ⎦
m m

— для s1 ККД2:

 
3

; 0; ;
2 2 2 2ii r
π π π π⎡ ⎤ ⎡ ⎤π − − π + π⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
m m

— для s2 ККД2:

 (2 1), 0,1,2,3, ;ii r k kπ + π = π + = …

— для s1 ККД3:

 (2 1), 0,1,2,3, ;ii r k kπ + π = π + = …

— для s2 ККД3:

 2 , 0,1,2,3,ii r k kπ + π = π = … .

Решениями ДИУН и угловых уравнений для 
ИХП третьего и четвертого порядков является 
такой выбор ri = 0 или ri = 1, что если ri = 0, то 
угол выхода ветви корневого годографа из кри-
тического полюса при изменении ai из соответ-
ствующей вершины не меняется, а если ri = 1, 

Рис. 3. Зависимости степени устойчивости САУ от параметра k 
в вершинах V1 и V2

Fig. 3. Dependences of the ACS stability degree on the parameter k 
at the vertices V1 and V2

Рис. 4. Вершинные ККД:
а — с тремя критическими полюсами; б — с четырьмя кри-
тическими полюсами
Fig. 4. Vertex CRDs:
а — with three critical poles; б — with four critical poles
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то угол изменяется на 180°. При этом значение 
ri = 0 соответствует максимальному значению 
коэффициента ai, а ri = 1 — его минимально-
му значению. Таким образом, значения ri дают 
координаты вершин-кандидатов на минималь-
ную (робастную) степень устойчивости. При 
этом заметим, что если ri может быть равен
как 0, так и 1, то предел ai следует брать и ми-
нимальным, и максимальным. Также отметим, 
что согласно работе [9] в координатах искомых 
вершин не может быть одинаковых пределов 
у трех рядом стоящих коэффициентов.

Обозначим вершины-кандидаты ,m
pqV  где 

m — номер ККД, p — номер критического по-
люса ККД, q — номер вершины в наборе, и 
сведем результаты решений ДИУН и угловых 
уравнений в табл. 1.

ствующих им наборов. При этом каждой паре 
вершин из этих наборов соответствуют два 
графика унимодальных функций η(k), пересе-
чение которых дает общую для этих вершин 
степень устойчивости η0 и обеспечивающий ее 
параметр регулятора k. Так как степень устой-
чивости ИХП минимальна в вершинах PA, то 
если при найденном значении k степени устой-
чивости во всех других вершинах ККД больше 
η0, то η0 является максимумом робастной сте-
пени устойчивости ИХП (рис. 5).

Таким образом, проводить максимизацию 
робастной степени устойчивости предлагается 
по всем возможным парам вершин-кандида-
тов каждой вершинной ККД. Будем называть 
в дальнейшем такие пары проверочными.

Для применения изложенного подхода 
к ИХП третьего и четвертого порядков состав-
лена табл. 2, где для возможных ККД определе-
ны все проверочные пары вершин-кандидатов.

Таблица 1
Table1

Координаты вершин-кандидатов

Coordinates of candidate vertices

n ККД sp Координаты вершин-кандидатов

3 ККД1 s1 1 1
11 0 1 2 3 12 0 1 2 3

1
13 0 1 2 3

( , , , ), ( , , , ),

( , , , )

V a a a a V a a a a

V a a a a

s2 1
21 0 1 2 3( , , , )V a a a a

ККД2 s1 2
11 0 1 2 3( , , , )V a a a a

s2 2
21 0 1 2 3( , , , )V a a a a

4 ККД1 s1 1 1
11 0 1 2 3 4 12 0 1 2 3 4

1
13 0 1 2 3 4

( , , , , ), ( , , , , ),

( , , , , )

V a a a a a V a a a a a

V a a a a a

s2 1 1
21 0 1 2 3 4 22 0 1 2 3 4

1
23 0 1 2 3 4

( , , , , ), ( , , , , ),

( , , , , )

V a a a a a V a a a a a

V a a a a a

ККД2 s1 2 2
11 0 1 2 3 4 12 0 1 2 3 4

2 2
13 0 1 2 3 4 14 0 1 2 3 4

2 2
15 0 1 2 3 4 0 1 2 3 416

2 2
17 0 1 2 3 4 18 0 1 2 3 4

( , , , , ), ( , , , , ),

( , , , , ), ( , , , , ),

( , , , , ), ( , , , , ),

( , , , , ), ( , , , , )

V a a a a a V a a a a a

V a a a a a V a a a a a

V a a a a a V a a a a a

V a a a a a V a a a a a

s2 2
21 0 1 2 3 4( , , , , )V a a a a a

ККД3 s1 3
11 0 1 2 3 4( , , , , )V a a a a a

s2 3
21 0 1 2 3 4( , , , , )V a a a a a

Таблица 2
Table 2

Проверочные пары вершин-кандидатов

Test pairs of candidate vertices

n ККД Проверочные пары вершин-кандидатов

3 ККД1 1 1 1 1 1 1
11 21 12 21 13 21( , ),( , ),( , )V V V V V V

ККД2 2 2
11 21( , )V V

4 ККД1 1 1 1 1 1 1
11 21 11 22 11 23( , ),( , ),( , ),V V V V V V  
1 1 1 1 1 1
12 21 12 22 12 23( , ),( , ),( , ),V V V V V V
1 1 1 1 1 1
13 21 13 22 13 23( , ),( , ),( , )V V V V V V

ККД2 2 2 2 2 2 2 2 2
11 21 12 21 13 21 14 21

2 2 2 2 2 2 2 2
15 21 21 17 21 18 2116

( , ),( , ),( , ),( , ),

( , ),( , ),( , ),( , )

V V V V V V V V

V V V V V V V V

ККД3 3 3
11 21( , )V V

Максимизация робастной степени 
устойчивости на основе проверочных пар 

вершин-кандидатов

Согласно табл. 1 в каждой ККД прообраза-
ми двух критических полюсов могут быть не-
сколько вершин-кандидатов из двух соответ-

Рис. 5. Графическое определение максимума робастной сте-
пени устойчивости
Fig. 5. Graphical definition of the maximum robust stability degree
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Введем в рассмотрение вершинные поли-
номы, коэффициенты которых определяются 
координатами вершин-кандидатов. По ана-
логии с вершинами обозначим такие поли-
номы ( , ).m

pqD s k  Для реализации изложенного 
выше подхода к решению максиминной задачи 
предлагается сформировать вершинные поли-
номы для каждой проверочной пары вершин 
из табл. 2. Для поиска у пары вершинных по-
линомов равных степеней устойчивости сдела-
ем в одном из них подстановку s = –η + jβ,
а в другом s = –η – jβ, где η — максимизиру-
емая степень устойчивости. После разделения 
полученных полиномов на вещественные и 
мнимые части и приравнивания их к нулю со-
ставим систему четырех уравнений с четырь-
мя неизвестными. Число таких систем равно 
числу проверочных пар вершин-кандидатов 
для конкретной вершинной ККД. Так, напри-
мер, для ИХП третьего порядка с ККД1 будем 
иметь три системы уравнений:

 

1
11 1

1
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Заметим, что вторая система соответствует 
и ККД2.

При найденных для каждой проверочной 
пары вершин значениях k находятся степени 
устойчивости в остальных вершинах-канди-
датах ККД. Так, для первой пары это верши-

ны 1
12 0 1 2 3( , , , ),V a a a a  1

13 0 1 2 3( , , , ),V a a a a  для вто-

рой — 1
11 0 1 2 3( , , , ),V a a a a  1

13 0 1 2 3( , , , ),V a a a a  для 

третьей — 1
11 0 1 2 3( , , , ),V a a a a  1

12 0 1 2 3( , , , ).V a a a a  
Если для какой-либо проверочной пары вер-
шин-кандидатов ККД степень устойчивости 
в остальных проверочных вершинах окажется 
больше η0, то значение η0 будет максимумом 
робастной степени устойчивости ИХП.

Пример

Пусть для системы 3-го порядка с одним 
настраиваемым параметром k задан ИХП

 [a3]s
3 + [a2]s

2 + [a1]s + [a0],

где [a3] = [0,03; 0,04], [a2] = [0,9; 1,1], [a1] =
= [80k; 100k], [a0] = [250; 350]. Определим зна-
чение k, обеспечивающее максимум робастной 
степени устойчивости заданного ИХП. Для 
решения задачи рассмотрим две вершинные 
ККД, представленные в табл. 1. Запишем для 
них все возможные пары вершинных полино-
мов в соответствии с проверочными парами 
вершин-кандидатов из табл. 2:
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На основании (5) составим системы уравне-
ний (4). Их решения сведем в табл. 3, где при-
ведем также значения степени устойчивости 
в остальных вершинах-кандидатах.

Анализ данных табл. 3 позволяет заключить, 
что максимум робастной степени устойчиво-
сти равен 5,846 и достигается при k = 0,468.

Для проверки построен многопараметри-
ческий интервальный корневой годограф 
(рис. 6), являющийся отображением на ком-
плексную плоскость корней многогранника PA 
при синтезированном параметре k.

Таблица 3
Table 3

Результаты максимизации робастной степени устойчивости

Test pairs of candidate vertices

Провероч-
ные пары 
вершин

Значение 
k

Значение 
η0

Значения η

1
11V 1

12V 1
13V

1 1
11 21( , )V V 0,468 5,846 12,17 7,92

1 1
12 21( , )V V 0,29 6,00 2,37 3,59

1 1
13 21( , )V V 0,41 6,81 4,96 10,72
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Из рис. 6, а видно, что крайние правые точ-
ки областей локализации всех трех полюсов 
ИХП лежат на одной вертикальной прямой, 
проходящей через точку (–5,846; j0). При этом 
прообразом правой границы вещественного 
отрезка полюса является вершина 1

21,V  а ком-
плексно-сопряженные полюса являются ото-
бражением вершины 1

11.V

Заключение

В данной работе максимизация робастной 
степени устойчивости системы проводится на 
основе ее характеристического полинома, ко-
эффициенты которого могут изменяться вну-
три заданных интервалов независимо друг от 
друга. Для уменьшения вызванного этим до-
пущением консерватизма и усиления робаст-
ных настроек регулятора желательно перейти 
от интервального типа коэффициентов поли-
нома к более реальному аффинному типу. При 
этом следует учитывать, что при аффинной 
неопределенности коэффициентов минималь-
ная степень устойчивости полинома может 
быть как в вершинах, так и на ребрах много-
гранника интервальных параметров системы. 
Поэтому критические полюса на критической 
корневой диаграмме будут отображениями 
вершин многогранника параметров или точек 
его ребер. В связи с этим дальнейшие иссле-
дования по максимизации робастной степени 
устойчивости должны быть связаны с нахож-
дением  у многогранника интервальных пара-
метров прообразов критических полюсов. Ос-
новой для этого может служить разработанная 

в работе [10] методика построения вершинно-
реберного маршрута, образ которого определя-
ет робастную степень устойчивости системы.
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Abstract

The article solves the problem of operative selection of the redundant onboard equipment complex components configu-
ration of the suitable in the current operating conditionаs in the interests of ensuring high fault tolerance of the complex, as 
well as achieving other operational and technical characteristics. The basis of the redundancy management system of the 
complex consists of configuration supervisors — as program subjects according to the number of its competitive configura-
tions of heterogeneous and nonuniform equipment worked out in advance. The choice of the preferred configuration is pro-
posed to be carried out by performing multi-level arbitration, which includes two phases of paired arbitration of computers 
and paired arbitration of configuration. It is proposed to include the means of both types of arbitration in each configuration 
supervisor, which ensures its self-sufficiency when participating in a competitive selection. The second part of the article 
is devoted to the computer’s arbitration for the implementation of redundancy management functions. The approach is ap-
plicable to a computing environment with many comparable computing devices and contains 2 phases. In the first phase, a 
preliminary selection of a competing pair of computers — as applicants for the implementation of redundancy management 
functions in them is carried out. In the break between the phases, the pair computers implement the procedures for pair 
arbitration of configurations given in the first part of the article. In the second phase, the final choice of the α-computer 
is made, in which the supervisor who won the arbitration will be implemented. In order to achieve the maximum possible 
centralization of selection procedures and, as a consequence, the exclusion of "bottlenecks" in terms of reliability of places, 
additionally proposed: the organization of secure data exchange between computers based on distributed registry techno-
logy; the procedure of paired arbitration of computers, consisting in mutual cross-validation of dominant supervisors of a 
pre-allocated pair by comparing preference matrices, including information parcels of arbitration objects. A methodological 
example that demonstrates the features of the system functioning in the conditions of computers degradation is given. The 
proposed approach can be used to solve the problems of reconfiguration control of heterogeneous computing facilities of 
technical objects on-board equipment complexes.

Keywords: linear interval system, critical root diagrams, candidate vertices, test vertices, controller parameters, maxi-
mum robust stability degree
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Метод построения виртуальных датчиков
для замены отказавших физических датчиков*

Введение

Сложные  современные системы, как прави-
ло, снабжены большим числом физических дат-
чиком для измерения их характеристик. В ряде 
случаев используются и так называемые вирту-
альные датчики, представляющие собой вычис-
лительное устройство, которые на основе пока-
заний имеющихся физических датчиков выра-
батывают оценку неизмеряемых характеристик 
рассматриваемой системы и, тем самым, дают 
о ней дополнительную информацию. Кроме это-
го, виртуальные датчики могут использоваться 
для замены отказавших физических датчиков.

Проблеме построения и применения вирту-
альных датчиков посвящена обширная лите-
ратура, например [1—10], детальная процедура 

*Исследование выполнено за счет гранта Российского на-
учного фонда № 23-29-00191, https://rscf.ru/project/23-29-00191/.

построения таких датчиков в линейных систе-
мах описана в работе [1]. Методы построения 
виртуальных датчиков, предназначенных для 
замены отказавших физических датчиков, за-
метно отличаются от стандартной процедуры. 
Разработке такой процедуры для систем, опи-
санных нелинейными динамическими моде-
лями, посвящена настоящая работа.

Для решения поставленной задачи предла-
гается использовать так называемый логико-
динамический (ЛД) подход, который был при-
менен как для решения задачи диагностиро-
вания [11], так и для анализа наблюдаемости 
и управляемости нелинейных систем [12]. ЛД 
подход характерен тем, что он не гарантиру-
ет достижения оптимального решения задачи 
в смысле размерности получаемых в результа-
те решения датчиков, но оперирует только ли-
нейными методами даже для систем с недиф-
ференцируемыми нелинейностями.

Рассматривается задача построения виртуальных датчиков для нелинейных динамических систем с негладкими 
нелинейностями, описываемых моделями с непрерывным временем, в целях замены отказавших физических датчиков. 
Основное назначение виртуальных датчиков — нахождение оценки неизмеряемых фазовых переменных рассматри-
ваемой системы для получения дополнительной информации о системе в целях эффективного управления ею и реа-
лизации процесса функционального диагностирования. Кроме того, виртуальные датчики могут быть использованы 
для замены отказавших физических датчиков. Методы построения виртуальных датчиков, предназначенных для 
решения этой задачи, отличаются от стандартной процедуры тем, что информация о показаниях отказавшего 
физического датчика не должна использоваться при синтезе виртуального датчика, заменяющего отказавший фи-
зический датчик. Предполагается, что для решения поставленной задачи система оснащена средствами диагности-
рования, позволяющими в определенный момент времени зафиксировать отказ какого-либо физического датчика. 
Для каждого такого датчика строится свой виртуальный датчик, вырабатывающий оценку, заменяющую показания 
отказавшего датчика. Для решения задачи используется логико-динамический подход, характерный тем, что он не 
гарантирует достижения оптимального решения задачи в смысле размерности получаемых в результате решения 
датчиков, но оперирует только линейными методами даже для систем с недифференцируемыми нелинейностями. 
Логико-динамический подход реализуется в несколько этапов. На первом из них из системы удаляется нелиней-
ный член и строится линейная модель, далее проверяется возможность замены отказавшего физического датчика 
виртуальным и возможность введения в эту модель преобразованной нелинейной составляющей. На последнем эта-
пе обеспечивается устойчивость датчика. Виртуальный датчик может быть реализован в одной из канонических 
форм — идентификационной или жордановой. Достоинством идентификационной канонической формы является 
регулярная процедура построения датчика на ее основе, достоинство жордановой формы — возможность получения 
более простого решения. Приведены соотношения, позволяющие построить виртуальный датчик как в идентифика-
ционной, так и жордановой формах.

Ключевые слова: динамические системы, непрерывные модели, негладкие нелинейности, физические датчики, 
виртуальные датчики, канонические формы
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Основные модели

Рассмотрим стационарную систему, опи-
санную нелинейной моделью

 
( ) ( ) ( ) ( ( ), ( ));

( ) ( ),

x t Fx t Gu t C x t u t

y t Hx t

= + + Ψ
=

�
 (1)

где x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm и y(t) ∈ Rl — векторы со-
стояния, управления и выхода; F, G и H — ма-
трицы соответствующих размеров; C — матри-
ца размера nЅp. Нелинейный член Ψ(x(t), u(t)) 
имеет вид
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A1, ..., Ap — матрицы-строки; ϕ1, ..., ϕp  — не-
линейные (возможно, недифференцируемые) 
функции. Уточним, что матрица H описывает 
показания имеющихся физических датчиков.

Будем полагать, что система (1) оснащена 
средствами диагностирования, позволяющи-
ми выявить отказавший физический датчик, 
которые в некоторый момент времени зафик-
сировали отказ j-го датчика. Сказанное озна-
чает, что переменная yj(t) теперь поставляет ис-
каженную информацию о системе, из-за чего 
требуется построить виртуальный датчик, оце-
нивающий переменную

 ( ) ( ),jz t H x t=

где Hj — j-я строка матрицы H.
Решение рассматриваемой задачи состоит 

в построении нелинейного функционального 
наблюдателя, оценивающего переменную z(t) 
и, таким образом, выполняющего функцию 
виртуального датчика. Уравнения, описываю-
щие искомый наблюдатель, имеют вид

 

* * * * *

* * *

* * *

* 0

* 0 *

( ) ( ) ( ) ( )

( ( ), ( ), ( )) ( );

( ) ( );      

( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( ),
z

x t F x t J y t G u t

C x t y t u t Kr t

y t H x t

z t H x t Qy t

r t R y t y t

= + + +
+ Ψ +

=
= +

= −

�

 (2)

где x*(t) ∈ Rk — вектор состояния наблюдателя; 
k — его размерность; F*, J*, G*, C*, R*, H*, Gz, 
Q, K — матрицы, подлежащие определению; 
C*Ψ(x*, y, u) — нелинейная составляющая;

 0 0( ) ( ),y t H x t=

матрица H0 получена из H удалением j-й стро-
ки. Отметим, что переменная y*(t) в системе (2) 
необходима для формирования невязки r(t), ис-
пользуемой в цепи обратной связи для обеспе-
чения устойчивости наблюдателя. Переменная 
y(t) в первом уравнении в своей j-й позиции со-
держит не показания отказавшего физическо-
го датчика, а переменную z(t), дающую оценку 
этих показаний.

Замечание 1. Особенность модели (2) в от-
личие от стандартной состоит в том, что для 
формирования переменной z(t) и невязки r(t) 
информация о показаниях отказавшего фи-
зического датчика не должна использоваться, 
что отражено в структуре матрицы H0.

Наблюдатель (2) предполагает, что матрицы 
F* и H* реализованы в идентификационной 
канонической форме (ИКФ):

 *

*

0 1 0 0

0 0 1 0

;0 0 0 0

0 0 0 0

(1 0 0 0).

F

H

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

�
�
�

� � � � �
�
�

 (3)

Известно [13], что для построения наблюда-
теля также используется жорданова канониче-
ская форма (ЖКФ), когда матрица F* ищется 
в виде

 

1

2
*

0 0

0 0
.

0 0 k

F

λ⎛ ⎞
⎜ ⎟λ⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟

λ⎝ ⎠

�
�

� � � �
�

 (4)

Предполагается, что все собственные числа 
λ1, ..., λk в матрице (4) отрицательны, т. е. ма-
трица F* устойчива по построению; тогда на-
блюдатель (2) упрощается, поскольку невязка 
r(t) теперь не нужна:

 
* * * * *

* * *

* 0

( ) ( ) ( ) ( )

( ( ), ( ), ( ));

( ) ( ) ( ).z

x t F x t J y t G u t

C x t y t u t

z t H x t Qy t

= + + +
+ Ψ

= +

�
 (5)

Замечание 2. Напомним, что устойчивость 
наблюдателя (5) обеспечивается выбором отри-
цательных собственных чисел. Использование 
в первом уравнении (5) вектора y(t), содержаще-
го переменную z(t), приведет к образованию об-
ратной связи, что может нарушить устойчивость, 
в связи с чем необходим дополнительный анализ.
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В соответствии с ЛД подходом решение за-
дачи на основе ИКФ осуществляется в три эта-
па. На первом этапе из системы (1) удаляется 
нелинейный член и строится линейная модель:

 * * * * *

* * *

( ) ( ) ( ) ( );

( ) ( ).

x t F x t J y t G u t

y t H x t

= + +
=

�
 (6)

Далее проверяется возможность оценки пе-
ременной z(t) на основе соотношения

 * 0( ) ( ) ( )zz t H x t Qy t= +  (7)

и возможность введения в нее нелинейной со-
ставляющей C*Ψ*(x*, y, u). На последнем этапе 
ищется матрица K, обеспечивающая устойчи-
вость наблюдателя. Рассмотрим эти этапы бо-
лее детально.

Построение модели на основе ИКФ

Для получения решения предполагается, 
что векторы x(t) и x*(t) связаны матрицей Φ:

 *( ) ( ).x t x t= Φ

Известно, что матрицы, описывающие мо-
дель (6), удовлетворяют следующим уравнени-
ям [10, 11]:

 * 0 * * * *, , .R H H F F J H G G= Φ Φ = Φ + = Φ  (8)

Решение задачи на первом этапе осущест-
вляется на основе уравнения [10, 11]

 ( )
* *1 *( ) 0,k

kR J J V− … − =  (9)

где

 

0
1

( ) , 1,  2,  ...

k

k
k

H F

HFV k

H

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= =⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

�

Уравнение (9) имеет нетривиальное реше-
ние, если

 ( )rank( ) 1.kV lk< −  (10)

Для построения модели из (10) определяется 
минимальное k, начиная с k = 1, и из (9) — 
строка (R*  –J*1  ...  –J*k), затем на основе соот-
ношений для строк Φi и Ji матриц Φ и J:

 
* 0 1 1 *, ,

1, 1, ,
i i i

k k

R H F J H

i k F J H

+= Φ Φ = Φ +

= − Φ =

полученных из (3) и (8), строится матрица Φ, 
на чем заканчивается первый этап.

Для реализации второго этапа представим 
соотношение (7) с учетом равенства z(t) = Hjx(t) 
в виде

 0( ) ( ) ( ),j zH x t H x t QH x t= Φ +

откуда следует уравнение

 0
0

( ) ,j z zH H QH H Q
H

Φ⎛ ⎞
= Φ + = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (11)

которое имеет решение, если

 0
0

rank rank .

j

H
H

H

⎛ ⎞Φ
Φ⎛ ⎞ ⎜ ⎟

=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

 (12)

Выполнение условия (12) означает, что ма-
трица Hj может быть выражена через матрицу 

т т т
0(   ) ,HΦ  и построенная линейная модель 

будет оценивать заданную компоненту z = Hj x; 
матрицы Hz и Q определяются из алгебраиче-
ского уравнения (11). Если (12) не выполняет-
ся, нужно найти другое решение уравнения (9) 
при прежней или увеличенной размерности k.

Если C* = ΦC = 0, искомая модель линейна; 
для преобразования ее в наблюдатель исходя 
из требований к виду переходного процесса 
задаются собственные числа λ1, ..., λk, и эле-
менты матрицы обратной связи K определяют-
ся из известных соотношений [10]:

 

1 1 2

2 1 2 1 3 1

1 2

( ... );

... ,...;

( 1) ... .

k

k k

k
k k

K

K

K

−

= − λ + λ + + λ

= λ λ + λ λ + + λ λ

= − λ λ λ

Примем G* = ΦG, на чем заканчивается про-
цедура построения линейного виртуального 
датчика. Случай C* ≠ 0 рассматривается ниже.

Решение модели на основе ЖКФ

По аналогии с ИКФ решение задачи на 
основе ЖКФ осуществляется в два этапа. На 
первом этапе строится линейная модель:

 * * * * *( ) ( ) ( ) ( ).x t F x t J y t G u t= + +�  (13)

Далее проверяется возможность оценки пере-
менной z(t) на основе этой модели и возмож-
ность введения в нее нелинейной составляющей 
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C*Ψ*(x*, y, u). Устойчивость наблюдателя обеспе-
чивается канонической формой матрицы F*.

Также по аналогии с ИКФ матрицы, опи-
сывающие модель (13), удовлетворяют уравне-
ниям

 * * *, .F F J H G GΦ = Φ + = Φ

С учетом ЖКФ (4) первое уравнение может 
быть представлено в виде k независимых урав-
нений:

 * , 1, ,i i i iF J H i kΦ = λ Φ + =

которые можно привести к виду

 *(   ) 0, 1, ,i n
i i

F I
J i k

H

− λ⎛ ⎞
Φ − = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (14)

где In — единичная матрица.
Задавая конкретные значения λi < 0, из урав-

нения (14) следует найти минимальное число 
строк матрицы Φ (а также строк J*i), которые 
удовлетворяют условию (12), и определить мат-
рицы Hz и Q из алгебраического уравнения (11) и
G* — из соотношения (8). В предположении, 
что C* = ΦC = 0, построение наблюдателя на 
этом заканчивается. Случай C* ≠ 0 рассматри-
вается ниже.

Замечание 3. Матрицы R* и H* в синтезе на-
блюдателя предлагаемым методом не участвуют, 
поскольку в первом методе они использовались 
для введения обратной связи в целях обеспече-
ния устойчивости наблюдателя, которая в ли-
нейном случае прямо следует из жордановой 
формы матрицы F*. Отсутствие необходимости 
оценивать переменную y*(t) позволяет в ряде 
случаев уменьшить размерность наблюдателя.

Нелинейный случай

Предполагается, что C* ≠ 0. В этом случае 
соотношения (8) дополняются равенствами
C* = ΦC и

 * .A A
H

Φ⎛ ⎞′ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (15)

Матрица A′ состоит из тех строк матрицы A, 
номера j1, j2, ..., jd которых совпадают с номерами 
ненулевых столбцов произведения ΦC. Соотно-
шение (15) справедливо тогда, когда выполняет-
ся ранговое равенство

 rank rank .H
H

A

Φ⎛ ⎞
Φ⎛ ⎞ ⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟′⎝ ⎠

 (16)

Для проверки возможности преобразования 
построенной линейной модели в нелинейную 
рассчитывается матрица C* = ΦC, определяют-
ся номера j1, j2, ..., jd ненулевых ее столбцов и по 
описанному выше правилу строится матрица A′. 
Далее проверяется условие (16) и при его вы-
полнении строится нелинейная составляющая:
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где матрицы-строки 
1 2* * *, ,...,

dj j jA A A  опреде-
ляются из линейных уравнений

 * 1, , .j j dA A j j j
H

Φ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟

⎝ ⎠

Если условие (16) не выполняется, нуж-
но найти другое решение уравнения (9) при 
прежней или увеличенной размерности k (для 
ИКФ-реализации) или найти другое решение 
уравнения (14) (для ЖКФ-реализации). На 
этом заканчивается процедура построения не-
линейной модели.

Анализ устойчивости и ее обеспечение (при 
необходимости) для нелинейного наблюдателя 
может быть проведено методами, описанными 
в работах [13—15].

Пример

Рассмотрим систему управления

 

1 1 1 1 1 2

2 2 2 1 1 2

2 2 3

3 2 2 3 3 3 3

1 2 2 3

( ) ( )/ ( ) ( );

( ) ( )/ ( ) ( )

( ) ( );

( ) ( ) ( ) ( ) ;
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x t u t b x t x t

b x t x t

x t b x t x t b x t

y t x t y t x t

= ϑ − −
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= − − − ϑ

= =
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 (17)

Уравнения (17) описывают так называемую 
трехтанковую систему (рис. 1), состоящую из 
трех резервуаров, соединенных между собой 
трубами. Жидкость поступает в первый и второй 
танки и выливается из третьего танка. Уровни 
жидкости в танках обозначены x1(t), x2(t) и x3(t); 
предполагается, что 1 2 3( ) ( ) ( )x t x t x tl l  при всех 
t l 0; ϑ1, ϑ2, ϑ2, b1, b2 и b3 — коэффициенты, зна-
чения которых определяются геометрическими 
размерами системы. Для простоты примем
ϑ1 = ϑ2 = 1, ϑ3 = 0, b1 = b2 = b3 = 1.
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Предполагается, что отказал первый датчик, 
измеряющий переменную x2(t), поэтому примем 
H1 = (0  1  0) и построим соответствующий вир-
туальный датчик с H0 = (0  0  1), y0(t) = y2(t). По-
скольку уравнения (17) содержат только нелиней-
ные члены, для них F = 0, и решение задачи опи-
санным методом невозможно. Для устранения 
этого недостатка, согласно ЛД подходу, добавим 
в первое уравнение формальный член –(x1 – x2) + 
+ (x1 – x2), первый элемент которого отнесем 
к линейной части, второй — к нелинейной. Ана-
логично во второе уравнение добавим выражение
x1 – x2 – (x2 – x3) — (x1 – x2 – (x2 – x3)), в третье — 
(x2 – x3 – x3) – (x2 – x3 – x3). В результате получим 
следующее описание системы:
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3 3
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0 1 2 0 0
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= − = − =

Нетрудно проверить, что ИКФ не дает ре-
шения поставленной задачи, поскольку не вы-
полняется условие (12), поэтому используем 
ЖКФ. Уравнение (14) принимает вид

 *

1 1 0

1 2 1

( ) 0.0 1 2

0 0 1

0 1 0

i

i

i i iJ

− − λ⎛ ⎞
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⎜ ⎟
⎝ ⎠

Примем λ1 = –1 и получим Φ1 = (1  0  0),
J*1 = (0  1). С λ2 = –2 получаем Φ2 = (1  –1  0), 
J*2 = (–1  1), что дает

 * * 1 2
1 0 1 0 0

, , 1, 2.
1 1 2 1 0

G C j j
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Проверка условия (12) показывает, что оно 
выполняется, решение уравнения (11) имеет 
вид Hz = (1  –1), Q = 0, т. е. z = x*1 – x*2.

Линейная модель описывается уравнениями
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Проверка условия (16) показывает, что оно 
выполняется, решение уравнения (15) имеет вид

 *1 *2(0 1 0 0), (1 1 1 0).A A= = − −

Нелинейная составляющая описывается 
выражением

* * *
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Добавляя ее к линейной модели и преобра-
зуя, в результате получаем
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 (18)

На рис. 2 представлены результаты моде-
лирования системы (17) и наблюдателя (18) с
u1(t) = 0,5, u2(t) = 0,2 и начальными состояни-
ями x(0) = (5   3   1)т, x*(0) = (1   4)т. Нетрудно 
видеть, что переменная z(t) сходится к x2(t).

Рис. 2. Графики функций x2(t) и z(t)
Fig. 2. Graphs of the functions x2(t) and z(t)

Рис. 1. Трехтанковая система
Fig. 1. Tree-tank system
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Заключение

В статье для технических систем, описы-
ваемых нелинейными моделями, предложен 
метод построения виртуальных датчиков, 
предназначенных для замены отказавших фи-
зических датчиков. На основе двух канониче-
ских форм — идентификационной и жордано-
вой — получены соотношения, позволяющие 
построить виртуальный датчик минимальной 
размерности, заменяющий отказавший датчик 
и использующий показания исправных физи-
ческих датчиков. Синтезированные виртуаль-
ные датчики дают возможность системе про-
должить выполнение решаемой задачи даже 
при отказах ее физических датчиков.
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Abstract

The paper considers the problem of virtual sensor design for nonlinear dynamic systems with non-smooth nonlinearities 
described by continuous-time models for faulty physical sensor replacement. The main purpose of virtual sensors is generating 
the estimates of the unmeasured components of the considered system to provide additional information for effective control 
and fault diagnosis. Besides, virtual sensors can be used for faulty physical sensor replacement. The methods of virtual sensor 
design for solving this problem differ from standard procedure since information from faulty physical sensor does not use to 
design the virtual sensor replacing this sensor. It is assumed that to solve the problem, the system is equipped by diagnostic 
system allowing detecting faulty sensor. For every such a sensor, the virtual sensor generating estimate replacing the faulty sen-
sor is designed. To solve the problem, so-called logic-dynamic approach is used which does not guarantee optimal solution but 
uses only methods of linear algebra to solve the problem for systems with non-smooth nonlinearities. This approach contains 
three steps. Initially, the nonlinear term is removed from system and linear model is designed. Then, a possibility to estimate 
the faulty sensor and to insert in the model the transformed nonlinear term is checked. Finally, stability of sensor is provided. 
The virtual sensor can be designed in identification canonical form or Jordan canonical form. The advantage of the first form 
is a standard procedure of the virtual sensor design while Jordan form allows obtaining simpler solution. The relations allowing 
designing the virtual sensor as in identification canonical as Jordan canonical form are derived.

Keywords: dynamic systems, continuous time models, non-smooth nonlinearities, physical sensors, virtual sensors, 
canonical forms
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Захват неизвестных объектов с помощью автономного манипулятора: 
современное состояние, проблемы и перспективы

Abstract

To fulfill  the practical needs of modern robotics, it is necessary to develop approaches for grasping unknown objects, since in the real world 
the robot faces a large variety of them. Approaches that imply the availability of complete information about the objects of the working area 
(3D model, weight and size characteristics) are not practical and can only be used in controlled conditions, such as working on a conveyor with 
standard details. Therefore, the scientific community and a number of industries are interested in research methods that increase the robot’s 
ability to adapt to new, unfamiliar conditions. This article presents main problems and research directions in the field of visual scene perception 
and grasping unknown objects by a manipulative robot. We discuss the differences in existing approaches according to various criteria, as well 
as advantages and disadvantages of existing solutions. The article may be useful to get acquainted with the subject area.

Keywords: unknown objects grasping, collision avoidance, manipulative robot, machine learning, grasping objects of static scene, 
unknown objects perception

Для выполнения практических задач, стоящих перед современной робототехникой, требуется разработка подходов 
к захвату незнакомых объектов, поскольку в условиях реального мира робот сталкивается с большим их разнообразием. 
Подходы, подразумевающие наличие полной информации об объектах рабочей области (3D-модель, массогабаритные 
характеристики), не практичны и могут быть использованы только в контролируемых условиях, таких как работа на 
конвейере c типовыми деталями. Поэтому научное сообщество и ряд отраслей промышленности заинтересованы в ис-
следовании методов, повышающих способность робота адаптироваться к новым, незнакомым условиям.

В данной статье приводится подборка основных направлений в задачах визуального анализа сцены и захвата неиз-
вестных объектов манипуляционным роботом. Рассмотрены отличия существующих подходов по различным критериям, 
преимущества и недостатки имеющихся решений. Статья может быть полезна для ознакомления с предметной областью.

Ключевые слова: захват незнакомых объектов, избегание столкновений, манипуляционный робот, машинное об-
учение, захват объектов статической сцены, восприятие незнакомых объектов

Introduction

Grasping various objects is an integral part of 
applied tasks for industrial and service manipulative 

robots. There are a large number of works devoted 
to this problem in the scientific literature, but the 
problem of grasping unknown objects in heavily 

РОБОТЫ, МЕХАТРОНИКА
И РОБОТОТЕХНИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ
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cluttered scenes with a success 
rate close to 100 % has not been 
solved yet.

The task of grasping objects of 
unknown shape by a manipulative 
robot can be considered in the 
form of several subtasks (Fig. 1): 
the task of perceiving the scene, 
implying receiving data from the 
onboard sensor subsystem, pro-
cessing and analy zing this data; 
the task of synthesizing the op-
timal grasping configuration and 
the task of planning movement to the grasping con-
figuration with collision avoidance.

The main difficulties in the grasping task are 
such aspects as: clutteriness of the scene, compli-
cating perception due to overlaps between objects; 
imperfection of the onboard sensor subsystem, lea-
ding to noisy and distorted measurements; the pre-
sence of objects of unknown shape on the scene; 
the need of grasping in real time, imposing a strict 
limitation of search algorithms.

The ability of the manipulative robot to grasp 
objects regardless of their visual and physical pro-
perties, such as shape, color, texture, as well as in 
conditions of severe clutter and changing lighting 
opens up wide opportunities for such applied tasks 
as cleaning [1], sorting [2, 3], working in warehous-
es [4] and emergency rescue operations [5].

The task of perceiving a static scene

Obtaining scene representation. At the stage of 
scene perception, a generalized representation of 
the working environment of the manipulative robot 
is formed, which will then serve as the basis for 
the methods of grasp synthesis. Usually, an RGBD-
camera or a depth-camera is used at this stage. The 
use of an RGBD image is preferable to the use of an 
RGB image, since it contains more information and 
serves as a source of features allocated by the neural 
network model. In existing studies, different tactics 
are used to obtain initial data:
 � obtaining an RGBD image or a depth image from 

one camera position (Fig. 2, a, see the second side 
of the cover). In this case, the camera position is 
fixed on the end link of the robot [6, 7] or above 
the stage [8—12]. Approaches involving a fixed 
camera position are applicable in controlled envi-
ronments and have the advantage that the robot 
does not spend time moving the camera over the 
scene to scan before grasping the object;

 � merging of individual RGBD or depth images into 
a single point cloud of the scene. In this case, the 
manipulative robot moves the camera in several 
positions, set, for example, by spherical coordi-
nates, while taking pictures of the scene [13];

 � continuous integration of RGBD or depth im-
ages into a point cloud while following the scan-
ning trajectory [13, 14].
In [14], point cloud building strategies are classified 

into an active — movement of a wrist-mounted camera 
along a complex trajectory with a constant direction 
to the center of the scene, and a passive — mer ging 
of images from two cameras with known positions 
mounted on the robot body. Thus, moving along the 
scanning trajectory allows to get significantly more 
information, while with a passive strategy, part of the 
scene is not perceived. Exploratory movements of the 
robot in order to obtain depth images from diffe rent 
camera positions,  for building a more detailed point 
cloud, may not be possible if the robot works in a 
limited space, since cluttered scenes significantly limit 
the robot’s working area [15].

The possibility of using depth images in grasp 
synthesis methods is also due to the fact that a 
training sample with realistic images can be ob-
tained by means of virtual modeling. At the same 
time, a neural network model trained on an artifi-
cially created training set can be applied in the real 
world without additional model changes [7, 13]. In 
addition to point clouds, during the operation of 
the grasp synthesis method, a representation of the 
scene in the form of a voxel grid can be used to eval-
uate the collision of the gripper with scene objects 
[6] and a truncated signed distance field (TSDF) 
representation as input data of a neural network [13] 
(Fig. 2, b, see the second side of the cover).

In the template library-based approach [17], a 
convex hull consisting of polygons is constructed 
around an object previously segmented on the plane 
of the table. Vectors of normals to the centers of 

Fig. 1. Decomposition of the problem of capturing unknown objects of a static scene
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polygons of the resulting shell are used to create a 
discrete sample of potential positions of the gripper. 
A similar approach can be found in [18], where a 
limiting 3D bounding box is used, the selection of 
points in the faces of which allows to get a set of 
potential positions of the gripper. Thus, the repre-
sentation of scene objects in the form of polygonal 
surfaces is applicable.

Scene segmentation. An important role for the 
application of grasp synthesis methods in practice is 
played by their ability to segment a set of objects of a 
complex static scene into separate instances. Classi-
cal computer vision algorithms such as morphological 
operations, Canny boundary detector, superpixel ex-
traction [19], watershed algorithm, etc. are applicable 
only as an intermediate stage of image proces sing, 
since they can lead to over-segmentation [8] and are 
able to provide information about object instances 
only in the simplest or controlled cases. Therefore, 
the most qualitative solution to the problem of seg-
mentation of unfamiliar objects is performed using 
neural network technologies [20—24].

Segmentation of scene instances avoids the situ-
ation when the robot cannot determine the bounda-
ries of objects and grasps two objects simultaneously 
[14]. At the same time, such a disadvantage is insig-
nificant if the applied task is to remove all objects 
from the scene. It is worth noting that in unde-
manding tasks, many grasp generation methods re-
sort to selecting a flat surface using the RANSAC 
model parameter estimation algorithm and thus 
obtain information about point clouds of loosely 
spaced objects or a single scene object [15].

Existing methods for image segmentation based 
on machine learning show good results. In [20], the 
modified architecture of the Mask R-CNN neural 
network is investigated for segmentation of objects 
without defining their category. Authors of 
[21] explore segmentation using a feature 
map obtaining via neural network. Clus-
ters of points with the same features are 
considered as one object, and thus segmen-
tation of instances of unknown objects is 
carried out (Fig. 3, a, see the second side 
of the cover). An approach presented in 
[22] uses a two-stage process with two au-
toencoders for regression and refinement 
of segments of unknown objects. In [23]  
the authors use the hierarchical structure 
of the neural network to perform segmen-
tation of the scene and receive informa-
tion not only about visible segments, but 
also about the expected segments of parts 

of objects invisible on the frame (Fig. 3, b, see the 
second side of the cover).

The neural network architecture PointNet [24] 
and its improved version PointNet++ [25] allow 
to extract features directly from three-dimensional 
data, such as point clouds. This architecture was 
originally developed for use in classification and 
segmentation tasks, so it is being used in recent 
studies to extract the properties of the original point 
cloud and generate a set of potential grasps.

Types of static scenes. A number of studies consid-
ers two types of cluttered scenes that affect the dis-
tribution of potential grasps. In the works [6, 9, 13], 
cluttered scenes with a random arrangement of objects 
and scenes consisting of objects arranged in order are 
considered (Fig. 4).

A feature of scenes with randomly arranged ob-
jects is the random position and orientation of all 
objects. An example of such scenes in the real world 
can be a blockage, a set of unsorted objects. In this 
kind of scenes, the potential poses of the gripper 
are oriented mostly vertically. Cluttered scenes with 
an ordered arrangement of objects contain objects 
stably located on the surface. An example of such 
a scene is a set of tightly arranged objects on a 
shelf. In this kind of scene, the potential poses of 
the gripper can be distributed both vertically and 
horizontally. In scenes with an ordered arrangement 
of objects, an unintentional collision of a gripper 
with an object leads to much more noticeable con-
sequences than in random scenes: an object stan-
ding vertically can fall, touch other objects, greatly 
changing the scene. In applied tasks, this may be 
extremely undesirable [6]. Thus, an important role 
in evaluating the effectiveness of the method is as-
sociated with its verification on both types of scenes 
reflecting real-world conditions.

Fig. 4. Static scenes [13]:
a — with a random objects arrangement; b — with an ordered objects arrangement
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Summarizing the analysis of existing approaches 
to the perception of the scene, we can group them 
into Table 1.

Manipulative robot motion planning task

The task of grasping in number of studies is con-
sidered as the task of synthesizing such a position of 
the gripper that would allow the manipulative robot 
to reliably grasp the object, avoiding collisions with 
other objects of the scene [6, 7, 9, 13, 15, 26]. Thus, 
the grasping-based task of cleaning the workspace 
from objects [10] implies the sequential removal of 
objects from the workspace, simulating the applied 
tasks of analyzing the blockage and cleaning the 
room. The scientific literature presents many ap-
proaches that solve this problem, which differ in the 
complexity of implementation; the necessary equip-
ment for scene perception and data processing; 
computational complexity. They will be discussed 
in more detail.

Formalized description of the position and orien-
tation of the gripper. A formalized description of the 
position and orientation of the gripper plays an im-
portant role for the effectiveness of the grasp synthe-
sis methods. Usually, when synthesizing the gras ping 
configurations of a manipulative robot, 2 ways of 
representing the pose of the gripper are considered, 
differing in the number of degrees of freedom:

1) representation of a pose with 3 degrees of 
freedom [11, 27—29]. In this case, the pose of the 
gripper is described by 3 independent parameters 
relative to the image plane: (x, y, θ), where (x, y) are 
the coordinates of the center of the gripper device 
in the image, θ is the angle of rotation of the grip-

per relative to the horizontal axis. The magnitude 
and direction of the longitudinal displacement of 
the gripper is determined from the coordinates of 
the grasping center point in the image and the nor-
mal vector to the surface at this point [11]. The use 
of such a representation greatly limits the variety of 
grasps considered by those whose approach direc-
tion is perpendicular to the image plane. As a result, 
grasping an object may be kinematically impossible;

2) pose representation with 6 degrees of freedom 
[6, 7, 9]. In this case, the pose of the gripper is de-
fined by 6 independent parameters: (x, y, z, α, β, γ),
where (α, β, γ) are 3 Euler angles and (x, y, z)
are 3 projections of the translation vector. The ad-
vantage in such approaches is the ability to grasp 
objects from any side. The disadvantage is the fact 
that position regression in three-dimensional Eu-
clidean space is more complicated than regression 
in two-dimensional space [9];

3) apart from the above mentioned parametri-
zation methods extended approach is used for the 
case of a multifingered grippers. Depending on the 
complexity of the gripper kinematics, a bigger num-
ber of parameters is required to desсribe its pose 
and orientation [26]. Nonetheless many researchers 
simplify the pose estimation task and reduce the 
optimization problem to 3 or 6 parameters.

In [9], the authors rely on the observation that 
in most cases one of the contact points of a paral-
lel gripper with an object lies on the visible part of 
the surface. This observation allowed them to use 
the dimension of the representation of the gripper 
equal to 4 in order to optimize regression. Thus, the 
learning process of the neural network was facili-
tated and, moreover, the accuracy of estimating the 
position of the gripper increased.

Table 1

Comparison of approaches to scene perception in existing studies

Parameter Realization

Sensor type RGBD-camera Depth-camera

[6][7][8][9][10][11][14][16] [12][13][17]

Sensor location Fixed statically Fixed on the robot link

[8][9][10][11][12][16][17] [6][7][13][14]

Scene representation 
obtaining strategy

One-position image Merging images from multiple positions

[6][7][8][9][10][11][12][16][17] [13][14]

Scene representation
Point cloud Voxelized TSDF N-channel image Polygonal

[6][7][8][9][12][14][16] [6] [13] [10][11] [17]

Segmentation method 
(if applied)

Classical methods of image processing Clustering Neural networks

[8] [7][16][17] [6][9][10]
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Target object awareness for the grasping algo-
rithm. In addition to the grasp representation, the 
existing approaches for the presence of the target 
object of manipulation can be classified into the 
following:

1) approaches using only an array of source data 
without selection of a target object [12—14]. Accor-
ding to these approaches, collision avoidance grasps 
are synthesized for the entire scene as a whole, 
without dividing it into separate objects. This can 
lead to the grasping of two objects at the same time, 
since there is no functional for their differentiation 
(Fig. 5, a, see the second side of the cover). This 
type of approach can be used in applied tasks that 
do not require the grasping of the target object. The 
advantage of these methods is a simplified interpre-
tation of the grasping task and less complexity due 
to skipping the segmentation step;

2) target oriented approaches — in this group 
of approaches, there is a matching between syn-
thesized grasps and specific target objects [6, 7, 30] 
(Fig. 5, b, see the second side of the cover). Target 
oriented approaches have an advantage over ap-
proaches without specifying a target object, since 
they are more applicable in practical usage.

Grasp planning based on pattern matching. Ap-
proaches involving the use of known objects present 
in the robot’s workspace, such as [31, 32], are not 
always compatible with the requirement to work in 
uncontrolled working environments. However, due 
to the availability of this information, broad gener-
alizing abilities are not required from the percep-
tion system, as a result of which such approaches 
benefit in speed and quality of grasping. In the real 
world, a manipulative robot can encounter a large 
number of objects of different categories and with 
different physical parameters, such as shape, weight 
and texture, so one way to generalize information is 
to use a template library.

In [17], the authors present an algorithm for 
grasping unknown objects based on matching with 
a template library. The authors rely on the hypothe-
sis that objects similar in shape can be grasped in a 
same way. Initially, the database with templates is 
filled by kinesthetic training of the robot on some 
training sample. The templates selected using the 
descriptor developed by the authors are then com-
pared with the data from the depth camera during 
the robot’s operation and, in case of successful mat-
ching, grasps from the library are used. During the 
operation of the algorithm, the library increases its 
efficiency due to feedback. During the experimental 
evaluation of the algorithm, it showed from 62 to 

87 % success rate of grasps. The calculation of the 
ranked list of grasps for the on-board computer of 
the robot PR2 took from 5 to 30 seconds. The ad-
vantage of the algorithm is the use of descriptors to 
generalize templates to different objects.

The category of approaches involving object 
models includes methods related to the use of a 
family of superquadrics. So, in [16], the selected 
and processed point cloud of the object is approxi-
mated and replaced by a superquadric in order to 
then search for the position of the gripper. The ad-
vantage of superquadrics is the possibility of defi-
ning them by 11 parameters and the simplicity of 
obtaining a point cloud of a superquadric. In order 
to ensure the reliability of the grasp, the criteria of 
the distance to the centroid of the superquadric and 
the curvature of the contact areas are used.

In addition to explicitly specifying models of 
workspace objects, there are studies aimed at recon-
structing the shape of an incomplete point cloud. In 
this way, in [33], the shape of an object is recon-
structed using a random forest model along a part 
of the surface. However, since the reconstruction 
process is computationally expensive, the most ef-
fective approaches use machine learning to output 
grasps in one pass of a network, in the hidden space 
of which possible grasps are mapped to an incom-
plete cloud of object points.

Grasp planning using machine learning. The 
most advanced results in the grasping task are 
achieved by using machine learning [6, 7, 9, 10—13, 
27, 28, 34], because neural networks are a powerful 
tool for extracting features from input data. Most 
training-based approaches use an artificially created 
sample of training data and are thus transferred to 
real-world conditions without changes. When using 
machine learning in the task of grasping unknown 
objects, 3 types of approaches are used:
 � reinforcement learning, where the robot inter-

acts with the environment, receiving responses 
[35, 36]. The disadvantage of this approach is 
the impossibility of its fast deployment in a new 
environment;

 � supervised learning with an annotated training 
data [6, 7, 13]. To create a training data, most 
methods of grasp synthesis involve modeling 
complexes;

 � forming of a motion plan based on maximizing 
the objective function. This approach can use 
evolutionary algorithms [37], decision trees [38].
Approaches based on reinforcement learning 

[35, 36] consider the grasping task as learning a 
sequence of actions, as a result of which the target 
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object will be grasped. To do this, it may be nec-
essary to remove or move the blocking object, so 
2 possible actions are considered in the process of 
completing the task:
 � grasping — positioning the gripper near the tar-

get object in order to grasp it;
 � pushing — shifting of an object in order to pro-

vide free space near another object.
Methods generating an initial sample of grasps 

based on the assessment of surface normals do not 
cope with objects containing thin parts and incom-
plete point clouds [14]. Neural network approaches 
are devoid of this disadvantage usually. However, in [9] 
it is noted that in existing approaches using com-
plex algorithms consisting of several stages, there 
are disadvantages, expressed in the presence of se-
veral potential points of failure and in a relatively 
long execution time, which does not allow working 
in real time. Thus, such software-algorithmic com-
plexes that use the smallest number of components 
are more preferable. So, in [9], a regression of a set 
of 4 parameters describing the pose of the grip-
per is carried out based on a cloud of scene points 
obtained using an RGBD-camera. To do this, the 
authors train a neural network with the PointNet++ 
architecture. The set of potential grasping configu-
rations generated by the neural network is analyzed, 
and grasps with a high score are selected. The ad-
vantage of the method is that it does not require 
precise segmentation of the target object, uses a re-
duced dimension of the output space and has a high 
speed compared to other methods.

In practical applications robots often encounter 
scenes consisting of several objects, so there is a 
need to take into account possible undesirable col-
lisions. So, in [7], an autoencoder based on Point-
Net generates a set of grasps for an isolated object. 

The authors solve the problem of collision avoi-
dance by evalua ting grasps taking into account the 
point cloud of the scene using a second autoenco-
der and using an algorithm for iterative refinement 
of grasps. Iterative adjustment of the found grasps 
plays an important role, since in some cases only a 
small change in its position or orientation is neces-
sary to ensure the success of the grasp. Algorithms 
that work with scenes containing several objects are 
more applicable in practice [11], but at the same 
time they need to avoid collisions.

In a special group, it is worth highlighting the 
methods of grasp detection [6, 7, 13, 14, 30]. In this 
group of approaches, the task of finding the target 
poses of the gripper is considered similarly to the 
problem of detection in computer vision. Most grasp 
detection algorithms use some method to generate 
potential grasps based on the scene representation 
obtained at the perception stage. This generation of 
a variety of grasps facilitates the search for kinemat-
ically feasible and high-quality grasps. Usually the 
grasp detection algorithm consists of 2 main stages: 
generating a sample of grasps; evaluating the gene-
rated grasps and selecting the optimal ones accor-
ding to one or more criteria (Fig. 6, see the second 
side of the cover).

Summarizing the analysis of existing approaches 
for grasping unknown objects, they can be grouped 
into Table 2.

Motion planning with collision avoidance. Mo-
tion planning of a manipulative robot with obstacle 
avoidance is crucial for ensuring the safe, efficient 
and long-term operation of robotic systems. It is 
also essential to avoid collisions with the surroun-
ding environment for maximization of grasping 
success rate. There are several algorithms available 
for this task, including:

Table 2

Existing approaches for grasping unknown objects

Parameter Realization

Selection of target object Yes No Single object

[6][7][9][10][11][16] [30][31][35] [8][12][13][36] [17] [26][27][28][29][37][38]

The method for finding 
gripper pose

Analytical Neural networks Templates library Decision trees Genetic algorithm

[8][16][26][31] [6][7][9][10][11][12][13][27][28]
[29] [30][35] [36]

[17] [38] [37]

Auxiliary actions Yes No

[10][35][36] [6][7][8][9][11][12][13][16][17][26][27][28][30][31][37][38]

Collision avoidance Yes No

[6][7][8][9][10][11][12][13][26][35][36][38] [16][17][27][28][29][30][31][37]
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 � artificial potential field algorithm (APF) — the 
algorithm assigns attractive forces toward the 
goal and repulsive forces from obstacles [39];

 � rapidly exploring random tree (RRT) — where 
the basic idea is exploring high-dimension space 
in the form of the tree [40];

 � genetic algorithm (GA) — the algorithm is able 
to achieve target position without collisions and 
singularity with specific objective functions [41].
It should also be noted that employing these 

techniques requires either extensive equipment of 
the manipulator with obstacle sensors, or applica-
tion of environment mapping algorithms, based on 
video analysis.

Assessment of grasp synthesis algorithms

Algorithm efficiency criteria. Evaluating of effec-
tiveness of methods for the grasp synthesis plays impor-
tant role since it allows to judge how reliable potential 
grasps are and how they are distributed. To evaluate 
the performance of the method for the grasp synthesis, 
various metrics can be used, including those based on 
heuristics, but the most common are the following:
 � success rate — the percentage of successful 

grasps from the total number of grasps deter-
mined experimentally. In the case of grasping 
unknown objects, this metric reflects the gene-
ralizing abilities of the system, as well as the 
reliability of the generated grasps [7, 13];

 � coverage — the proportion of coincidence of 
synthesized grasps with ground truth grasps. The 
high value of this metric reflects the fact that the 
synthesized grasps are distributed in the same 
way as the grasps of the training data, which, 
usually, are arranged so that the object can be 
grasped in different ways. Such a need arises in 
highly cluttered scenes, where several alternative 
ways of accessing the object are required [7, 13];

 � recall at high precision — a metric introduced in 
[14] that evaluates coverage at a certain threshold 
value of the acceptability of the grasp classifier. 
This metric can be used in grasp detection me-
thods, where a set of grasps is first synthesized, 
which is then evaluated using a classifier;

 � planning time — the time between getting a view 
of the scene and getting a list of feasible grasps [13].
It is worth noting that the key feature of recall at 

high precision is that it evaluates the grasp detec-
tion system as a whole — simultaneously reflecting 
both the quality of the grasp synthesis subsystem 
and the accuracy of the classifier.

Quality criteria for evaluating synthesized po-
tential gripper poses. For the selection of execu-
table grasps, their ranking is required in accor-
dance with robustness. The paper [42] provides 
methods for calculating criteria that determine 
the qualitative indicator of potential grasp. The 
authors identify several groups of analytical crite-
ria based on:
 � algebraic properties of the grasping matrix — 

the analysis of the grasping matrix, that is, the 
matrix connecting the contact forces acting on 
the object from the gripper with the general ef-
fect of fingers on the object, allows to assess the 
possibility of this grasping configuration to resist 
external disturbances;

 � geometric properties of the grasp — when calcu-
lating these criteria, the geometric relationships 
between the contact points are taken into ac-
count. Thus, the degree of stability of the grasp is 
reflected, i.e. its ability to resist contact slippage;

 � contact forces limitations — this set of criteria 
reflects the ability of the grasp to resist distur-
bing influences, taking into account the limita-
tions of the forces applied to the object of ma-
nipulation by the gripper fingers;

 � gripper configuration — this set of criteria is 
calculated based on the Jacobi grasping matrix, 
i.e. the matrix linking the gripper space and the 
manipulation object space. Thus, the degree of 
closeness of the gripper to the singular configu-
ration is estimated.
The paper notes that the grasp assessment should 

be carried out in accordance with several criteria 
included in the overall assessment with weighting 
coefficients.

The ability of the grasp to resist disturbances and 
immobilize the object is determined by the proper-
ties of form closure and force closure [43]. The 
property of form closure is provided by the arrange-
ment of contact areas in such a way as to restrict 
the movement of the object in space. The force clo-
sure reflects the ability of the forces applied to the 
object of manipulation by the fingers of the gripper 
to resist slipping and movement of the object. In 
the study [14], the search for antipodal frictionless 
grasps1, is carried out, since with a non-zero coef-
ficient of friction they are grips closed in force.

1Antipodal frictionless grasp is a grasp in which the vectors 
of the normal to the contact points are directed opposite to the 
direction of movement of the corresponding griper fingers and are 
colinear [44].
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Conclusion

It can be concluded that the problem of gras ping 
arbitrary objects by a manipulative robot is rele-
vant and is currently widely discussed in the scien-
tific community. Of great interest are the methods 
of detecting potential gripper poses and synthesis 
of grasping movements presented in recent studies, 
which allow for reliable grasp of an arbitrary object 
with obstacle avoidance. These methods are mainly 
based on the use of machine learning. However, to 
date, a sufficiently universal and reliable method has 
not been developed yet, the effectiveness of which 
would be comparable to the grasps performed by a 
person.

The most applicable and universal method in 
practice seems to be one that would provide a short 
solution output time, separation of the initial repre-
sentation of a static scene into object instances with 
matching grasps to each object, as well as collision 
avoidance. Despite the fact that usually in recent 
works one of the possible strategies for construc ting 
a point cloud is used, the possibility of using both 
passive and active point cloud construction strat-
egy, depending on the limitations of the workspace, 
would be an advantage.
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Введение

Сложность  и разнообразие робототехни че-
ских систем заметно растет последние 10—15 лет. 
Этому способствует ряд изменений в технологи-
ях: рост производительности вычислительных 
систем, развитие возможностей искусственного 
интеллекта, активное финансирование отрасли 
на государственном и частном уровнях, созда-
ние прогрессивных продуктов и, как следствие, 
привлечение внимания исследователей к дан-
ной отрасли. Таким образом, с ростом автома-
тизации возникает потребность в более техно-
логичных роботах, в том числе с возможностью 
свободно перемещаться в окружающей среде. 
Одним из решений являются роботы на ногах, 
которые могут перемещаться по сложным ланд-
шафтам, например, по неровной, грязной или 
заснеженной местности, с относительной лег-
костью по сравнению с колесными роботами. 

*Исследование выполнено при финансовой поддержке 
РНФ в рамках научного проекта № 23-19-00664.

Такие типы местности представляют значи-
тельный интерес для робототехники, поскольку 
к ним относятся заброшенные здания, неизве-
данные пещеры или строительные площадки — 
места, которые было бы предпочтительнее ис-
следовать или прорабатывать роботами вместо 
людей [1, 2]. Хорошо известные видеоролики 
с роботами Boston Dynamics (рис. 1) [3] вызыва-
ют широкий интерес общественности в целом 
и исследовательской среды в частности и стано-
вятся "вирусными" — самое популярное видео, 
появившееся в сети интернет в 2008 г., к насто-
ящему моменту посмотрели более 9 миллионов 
раз. На видео робот BigDog преодолевает слож-
ный природный ландшафт в ненастную погоду, 
а также выдерживает толчок ногой сопровож-
дающего его человека. Помимо роботов-собак 
Boston Dynamics разрабатывала для Пентагона 
роботов серии LS3 в качестве системы поддерж-
ки отряда на ногах. В то время, как средний 
солдат или морской пехотинец мог переносить 
почти 66 кг, робота LS3 планировали нагружать 
массой в 180 кг. Еще одна известная разработка 

Рассматривается актуальная задача разработки бионических роботов, в частности роботов на четырех ногах. 
Преимуществами такого класса роботов является способность к передвижению по неровной местности, осущест-
влению разведывательной, спасательной и другой опасной работы, при выполнении которой они могли бы заменить 
человека. Приведен обзор существующих наиболее известных и функциональных бионических роботов на четырех 
ногах, описаны их сильные и слабые стороны, особенности движения и применения. Выделена основная проблемати-
ка в разработке таких устройств и систем управления ими. В качестве объекта бионики исследуется реализация 
системы управления скелетными структурами семейства млекопитающих кошачьи (или фелиды). Приводится ин-
формация о проведенной научно-исследовательской работе и опытно-конструкторской разработке интерактивного 
бионического робота класса фелидов. Рассмотрены особенности аппаратной и программной реализации робота, при-
ведены схематичные и реальные изображения конструкции. Главной отличительной особенностью разработанного 
робота является наличие специальной операционной памяти для межуровневого взаимодействия. Подробно освеща-
ется применение микрокомпьютерного устройства с блоком нейронной обработки для решения задачи технического 
зрения. Приводятся результаты тестирования машинного зрения с применением нейронной сети Yolo3 в режиме 
потокового видео. Средняя точность распознавания открытого лица в результате проведенных тестов составила 
95 %. При различных степенях окклюзии средняя оценка составила 80 %, также были выявлены варианты окклю-
зии, при которых нейронная сеть не смогла распознать лица. Делается акцент на том, что разработанный робот 
в своем составе имеет аппаратную составляющую из бюджетной и доступной элементной базы и, таким образом, 
предлагает более дешевую альтернативу более дорогим роботам данного класса, сохраняя при этом большинство 
функций. В заключении статьи обсуждаются преимущества и недостатки предлагаемого робота и возможность его 
применения в жизнедеятельности человека, в том числе при решения различных практических задач.

Ключевые слова: робот, бионика, аппаратная реализация, программная реализация, микроконтроллер, микро-
компьютер, блок нейронной обработки, техническое зрение, нейронная сеть
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Boston Dynamics — быстроногий робот Cheetah, 
который на беговой дорожке развивал скорость 
до 47 км/ч [4].

В 2019 г. Boston Dynamics объявила о стар-
те серийного производства робота-собаки Spot 
[5]. Робот может работать и в жару, и в холод 
(диапазон возможных температур — от –20 до 
+45 °C), может нести до 14 кг и бегать со ско-
ростью 1,6 м/с, он водостойкий и оснащен ка-
мерами, обеспечивающими ему обзор на 360°. 
Время автономной работы робота — 90 мин.

Несмотря на объективный скачок в раз-
витии роботов на ногах и прогрессивные ре-
шения, существуют и пока нерешенные про-
блемы. Например, Spot не приспособлен для
взаимодействия с людьми, он слабо реагиру-
ет на сигналы из физического мира — модель 
мира робота состоит из препятствий, точек 
опоры и заранее запрограммированных марш-
рутов [6].

Стоит отметить, что еще в 50-х годах про-
шлого столетия на базе Института автомати-
ки и телемеханики АН СССР бала разработа-
на кибернетическая "черепаха", которая могла 
видеть и слышать, сама принимала решения 
и обучалась — почти как живое существо. Это 
был один из первых роботов, разрабатываемых 
в СССР, который мог не просто выполнять про-
грамму в соответствии с заданным алгоритмом, 
но и действовать в зависимости от окружающей 
обстановки и различных условий [7].

В первую очередь исследования, направ-
ленные на разработку интерактивных четве-
роногих роботов, нацелены на создание и от-
работку математических моделей и алгоритмов 
поведения четвероногих животных в реальных 
условиях окружающей среды и на проведение 
научных экспериментов на базе разработан-
ных прототипов.

Во вторую очередь разработка эксперимен-
тальных прототипов данного класса робо-
тов позволяет получать базовые технологии 
в виде принципиальных электрических схем, 
целевых предложений в виде элементных со-
ставляющих, математических моделей и их 
реализаций в виде уникальных алгоритмов, 
разработанных программных модулей для 
дальнейшей их коммерциализации с выводом 
в промышленный дизайн.

Создание роботов на ногах является одним 
из самых передовых направлений научных 
исследований в современном мире. Указан-
ный тип роботов требует разработки слож-
ной системы управления для передвижения 
и удержания равновесия. Прототипы рассма-
триваются для применения в медицине, про-
изводстве, выполнения задач в опасной среде, 
а также для помощи людям с ограниченными 
возможностями.

Интерактивный робот-фелид

В качестве объекта бионики исследуется ре-
ализация системы управления скелетными 
структурами семейства млекопитающих коша-
чьи, или фелиды. Особый интерес представляет 
моделирование их способностей к добыванию 
животной пищи путем подкрадывания, подка-
рауливания и преследования. В случае опасно-
сти или преследования кошачьи могут развивать 
скорость до 80 км/ч. Фелиды отличаются более 
сложной моделью поведения, чем остальные чет-
вероногие. С точки зрения анатомии развитие 
кошачьих находится на высоком уровне, у них 
можно выделить различные по значимости от-
делы: скелет как опорная конструкция, связки, 
обеспечивающие соединение костей, и скелет-

Рис. 1. Эволюция роботов от Boston Dynamics [3]
Fig. 1. Evolution of Boston Dynamics robots [3]
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ные мышцы, приводящие в движение костные 
рычаги. В скелете фелида особую роль играют 
позвоночник, передние и задние конечности, 
которые являются несущими и опорными, т. е.
важнейшими для передвижения элементами 
костной системы животного (рис. 2).

Позвоночник кошки включает в себя шей-
ный, грудной, поясничный, крестцовый и 
хвостовой отделы. Шейный отдел, выпол-
няющий важную функцию поддержки и по-
воротов головы в стороны и вниз—вверх, со-
стоит из семи позвонков. Грудной отдел 
состоит из 13 позвонков и 12 пар ребер, 
восемь из которых скреплены грудной 
костью. Обобщенно кости в скелете раз-
деляются по форме на четыре основных 
типа (жесткие органы): короткие, пло-
ские (лопатка, ребра, кости таза, кости 
черепа), смешанные (позвонок), длинные 
трубчатые кости (кости конечностей).

На рис. 2 показаны 58 базовых кост-
ных элементов, которые в конечном 
итоге должны подлежать бионическому 
синтезу. C помощью 3D-принтера синте-
зировано порядка 30 % несущих и опор-
ных элементов робота (рис. 3, см. третью 
сторону обложки). Ближайший аналог 
данного класса робота — это Nibble Cat, 
разработанный компанией Petoi [8].

Особенности аппаратной реализации робота

По аналогии с Nibble Cat аппаратная ар-
хитектура робота-фелида по составу жестких 
органов организована по принципу двухуров-
невой архитектуры управления (рис. 4). Пер-
вый программно-аппаратный уровень (орган 
управления первого уровня) реализует низко-
уровневую логику управления исполнитель-
ными устройствами (по аналогии с нервной 
системой) [9]. Второй уровень реализует ин-

Рис. 2. Скелет фелида как основа для бионического синтеза
Fig. 2. The felid skeleton as a basis of bionic synthesis

Риc. 4. Общая электрическая схема робота Sphinx
Fig. 4. General wiring scheme of the Sphinx robot
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терфейс взаимодействия сервисов прикладно-
го назначения с подсистемой первого уровня. 
Сервисы прикладного назначения обеспечива-
ют высокоуровневую логику, отвечающую за 
модель поведения робота. При этом решаются 
такие задачи, как реализация машинного зре-
ния, принятие решений, позиционирование 
в пространстве, трансляция угловых сценари-
ев на первый уровень, организация пользова-
тельского интерфейса и т. д.

Исполнительными устройствами в рассма-
триваемой системе являются сервоприводы (ди-
намические элементы) марки MG90S: М1, ..., M11. 
По аналогии с животным миром сервоприводы 
М1, ..., M11 исполняют роль связок, которые свя-
зывают кости между собой и обычно находятся 
в суставах (местах, где встречаются две кости).

Управление сервоприводами осуществляет-
ся системой первого уровня с помощью моду-
ля (драйвера) широтно-импульсной модуляции 
(ШИМ), базирующейся на микросхеме PCA 
9685. Модуль ШИМ представляет собой 16-ка-
нальный 12-битный ШИМ с интерфейсом I2C, 
через который осуществляется управление сер-
воприводами. Контакты управления модулем 
SCL и SDA сопряжены с соответствующими 
физическими контактами управляемого порта 
D (выводы PD0 и PD1) микроконтроллера (МК) 
на базе микросхемы ATMEGA 2560 PRO.

Выбор данного МК обусловлен наличием 
аппаратных ресурсов — памяти программ и 
оперативной памяти, необходимых для пол-
нофункционального запуска сущностей ROS 
(Robot Operating System). Например, в аналоге 
Nibble Cat используется чип ATMEGA328P, ап-
паратных возможностей которого недостаточ-
но для полноценного функционирования сущ-
ностей ROS.

В качестве шилд-платы с МК выбран ва-
риант Arduino MEGA 2560 PRO mini. Платы 
PCA 9685 и Arduino MEGA 2560 PRO mini обе-
спечивают необходимую компактность для 
размещения их в корпусе робота, по аналогии 
с животным — в брюшинном и грудном про-
странстве (рис. 5).

Несмотря на то, что в мировой робототех-
нической практике традиционно выбираются 
микрокомпьютеры Raspberry Pi, в разраба-
тываемом роботе за аппаратную поддержку 
второго уровня отвечает одноплатный микро-
контроллер — Khadas VIM 3 PRO на базе про-
цессора Amlogic A311D с блоком нейронной об-
работки NPU производительностью 5.0 TOPS. 

В первую очередь выбор обусловлен ценовой и 
рыночной доступностью данного класса одно-
платных микрокомпьютеров с NPU. Вторым 
критерием являлось наличие поддержки из-
вестных операционных систем и программных 
библиотек, ставших мировым стандартом — 
ROS, OpenCV, Tensorflow, PyTorch и т. д. Фи-
зическая коммуникация микрокомпьютера 
Khadas VIM 3 PRO с платой Arduino MEGA 
2560 PRO mini осуществляется по каналам 
UART (соединения GPIO 15, 16 c PE0 и PE1).

Отказ от Raspberry Pi обусловлен отсутстви-
ем поддержки блока NPU в микропроцессоре 
Broadcom BCM2711. Без внешних дополнитель-
ных ускорителей нейронных сетей при выборе 
Raspberry Pi не обойтись. Так, например, для 
решения Inference-задач на Raspberry Pi приме-
няются ускорители искусственного интеллек-
та Neural compute stick от Intel.

Особенности программной реализации робота

Как уже отмечено выше, главной отличитель-
ной особенностью разработанного робота по 
сравнению с аналогом является наличие сущ-
ностей ROS для межуровневого взаимодействия. 
Таким образом, управляющие протоколы и сама 
программная реализация существенно отлича-
ются от той, которая реализована в аналоге.

На рис. 6 показана организация структу-
ры, использующей ROS для связи, где каждый 
узел — это сущность, которая осуществляет 
публикацию и подписку на сообщения между 
подсистемами. В настоящей работе это взаи-

Рис. 5. Размещение основных элементов управления и испол-
нения первого уровня в корпусе робота Sphinx
Fig. 5. Placement of the main controls and first level execution in 
the Sphinx robot body
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модействие между микрокомпьютером, кото-
рый управляет роботом, и микроконтроллер-
ным устройством на первом уровне. Узлы об-
щаются через каналы, называемые топиками 
(темами), и в них же публикуются сообщения.

Прикладной уровень формирует сценарии по-
ведения робота в зависимости от ситуации, в ко-
торой находится робот. Сценарии представляют 
собой последовательность углов, которые сообща-
ются менеджеру сервоприводов. Разработанные 
сценарии посредством прикладного интерфейса 
загружаются в менеджер сценариев. Менеджер 
сценариев передает сценарии менеджеру управле-
ния сервоприводами через коммуникационные 
каналы (типики), предоставляемые ROS.

С позиции первого уровня предлагается 
программная модель управления сервоприво-
дами [10] на основе специализированной про-
граммной библиотеки MotoDriver [11], которая 
реализует идею группового управления двига-
телями постоянного тока.

Идея группового управления сервопривода-
ми заключается в представлении физической 
связи различных типов сервоприводов и ти-
пов драйверов в виде единой однородной про-
граммной абстракции:

 {m1, m2, ..., mP}1, {mP + 1, mP + 2, ..., mk}2, ...,
 {mK + 1, mK + 2, ..., mN}M,

где mi — объектно-ориентированная модель 
i-го сервопривода в некотором множестве; 
M — мощность множества.

Сервоприводы объединяются в множества, 
которые представляют собой контейнеры:

 {...}1, {...}2,...,{...}M.

Каждому из двигателей присваивается уни-
кальный числовой идентификатор. Возможен 
минимальный вариант, состоящий из одного 
сервопривода и одного множества (коллек-
ции). В зависимости от аппаратных возмож-
ностей МК создаются программные объекты 
класса: m1, m2, ..., mN и множества на их основе.

Каждый абстрактный сервопривод пред-
ставляет собой независимый программный 
объект управления, который может быть объе-
динен в группу, вне зависимости от того, с ка-
ким драйвером он связан физически.

Ядром разработанной библиотеки являются 
два программных класса — Motor и MotoDriver. 
Программный класс Motor отвечает за соз-
дание программных абстракций физических 
сервоприводов и реализует низкоуровневые 
функции управления драйверами двигателей. 
Класс MotoDriver осуществляет управление 
объектами класса Motor, предоставляя высо-
коуровневые методы программирования для 
группового управления двигателями.

Подсистема технического зрения робота

Адаптивное взаимодействие человека и ро-
бота — от человеческого намерения до дви-
жения с использованием параметризованных 
динамических систем — в современном мире 
сложно представить без применения подси-
стем технического зрения. Исходя из аппа-
ратно-вычислительных возможностей робота 
можно оснастить его системой технического 
зрения с применением искусственных нейрон-
ных сетей. Например, для решения пробле-
мы с неумением роботов визуально оценивать 
окружающее пространство компания Boston 
Dynamics решила приобрести один из старта-
пов компании Kinema Systems, специализиру-
ющейся в сфере глубинного машинного обуче-
ния и объемного зрения.

Как уже было сказано выше, центральным 
процессором микрокомпьютеров серии Khadas 
VIM3/ VIM3L является Amlogic A311D-NON 

Рис. 6. Программная модель робота Sphinx. Взаимодействие 
между управляющими и исполнительными органами робота 
на платформе ROS в составе связей между узлами издателей 
и подписчиков
Fig. 6. The software model of the Sphinx robot. Interaction be-
tween control and actuators of the robot on the ROS platform, as 
part of the links between publisher and subscriber nodes
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(NON — маркировка на чипе, обозначающая, 
что ЦП оснащен блоком NPU). Это дает воз-
можность работать с Фреймворком TIM-VX 
(Tensor Interface Module), позволяющим раз-
рабатывать пользовательские программы с до-
ступом к блоку NPU. TIM-VX — это модуль 
интеграции программного обеспечения, пре-
доставляемый VeriSilicon для облегчения раз-
вертывания нейронных сетей на ускорителях 
машинного обучения Verisilicon. Он служит 
серверной привязкой для сред выполнения, 
таких как Android NN, Tensorflow-Lite, MLIR, 
TVM и др. Базовая возможность технологии 
TIM-VX заключается в построении вычисли-
тельных графов с задействованием тензоров 
по тем же принципам, как это реализуется 
в PyTorch, и Tensorflow.

Благодаря поддержке технологии TIM-VX 
для микропроцессоров Amlogic A311D-NON по-
явилась возможность разрабатывать собствен-
ные высокоуровневые библиотеки класса DNN.

С осени 2023 г. микрокомпьютеры серии 
Khadas VIM3/VIM3L официально поддержи-
вают запуск популярных моделей нейронных 
сетей непосредственно на NPU с помощью
библиотеки OpenCV (для этого проекты необ-
ходимо запускать с бэкэндом TIM-VX).

Существует способ высокоуровневой рабо-
ты с блоком NPU, который можно реализо-
вать с помощью специализированной библи-
отеки пользовательского интерфейса програм-
мирования — KSNN (Khadas Software Neural 
Network). Выбранное API достаточно хорошо 
документировано и имеется множество при-
меров по ее использованию на языке Python.

Обе высокоуровневые библиотеки поддер-
живают вывод (Inference) предварительно обу-
ченных моделей глубокого обучения (DNN) из 
популярных Фреймворков: caffe, darknet, keras, 
onnx, pytorch и tensorflow.

На рис. 7 показана подсистема технического 
зрения робота Sphinx. Работа подсистемы ос-
нована на описанных выше технологиях, где 
на нижнем уровне Фреймворк TIM-VX вы-
ступает в качестве связующего звена между 
NPU и библиотеками более высокого уровня 
OpenCV и KSNN.

В схеме (рис. 7) в качестве серверной части 
в фоновом режиме (backend) выступает TIM-
VX (Tensorflow Improved Model for Vision with 
OpenVX), в который интегрируется OpenCV 
DNN, позволяющий запускать квантованные 
модели DL в блоке нейронной обработки — 

NPU. На верхнем уровне реализуется непосред-
ственно пользовательское приложение, в кото-
ром имеются все алгоритмы для решения при-
кладных задач робота Sphinx. В свою очередь, 
подсистема прикладного уровня робота — это 
связующее звено между менеджером сценариев 
и пользовательским DNN-приложением.

Проверка работоспособности блока NPU 
оценивалось на предмет времени реализации 
вывода (Inference) модели искусственной ней-
ронной сети (ИНС) Yolo 3 в режиме потокового 
видео с камеры. Выбор версии ИНС был об-
условлен необходимостью, с одной стороны, 
обеспечивать требуемое качество и, с другой 
стороны, иметь невысокую вычислительную 
сложность для использования имеющихся вы-
числительных ресурсов. Тестирование осущест-
влялось по схеме, показанной на рис. 8 [12—15].

Из видеопотока проводится выборка кадров, 
кадры разбиваются на области (ограничиваю-
щие рамки или фреймы), далее c помощью ал-
горитма распознавания лиц Yolo 3 выполняет-
ся процесс распознавания (обнаружение лица). 
Результаты работы нейронной сети упаковы-
ваются в матрицу векторов с вероятностными 
признаками, после этого осуществляется клас-
сификация с выводом результатов истинности.

Обнаружение лица сетью Yolo 3 осущест-
вляется следующим образом: вспомогательны-
ми функциями разбивается входное изображе-

Рис. 8. Схема тестирования по обнаружению лица человека 
с применением нейронной сети
Fig. 8. Schematic of human face detection testing using a neural 
network

Рис. 7. Схема реализации технического зрения робота Sphinx
Fig. 7. Scheme of the Sphinx robot vision implementation
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ние на небольшие ячейки размером NЅN; ней-
ронная сеть с одиночной прямой связью явно 
прогнозирует вероятности классов и смещения 
ограничивающей рамки; для каждой ячейки 
прогнозируются данные о местоположении 
ограничивающей рамки и вычисляются коор-
динаты объекта на полном изображении [16].

Матрица векторов содержит результаты пря-
мого прохода через нейронную сеть Yolo 3, и, 
следовательно, выходом сети является вектор 
размера M (число классов больших двоичных 
объектов), где первые четыре элемента в каж-
дом классе представляют центр по x, центр по 
y, а также ширину и высоту связанной ограни-
чивающей рамки. Пятый элемент представля-
ет доверие или уверенность в том, что соответ-
ствующий ограничивающий прямоугольник 
действительно содержит в себе объект. Осталь-
ные элементы матрицы — это достоверность, 
связанная с каждым из классов.

В тестировании применялся модуль камеры 
OG02B10, установленный в глазницу робота 
(рис. 9, см. третью сторону обложки). Сначала 
тестировалась библиотека OpenCV версии 4.7 
с бэкэндом TIM-VX, а затем библиотека KSNN.

В качестве средств тестирования подси-
стемы технического зрения робота для двух 
библиотек были выбраны соответствующие 
программные реализации, позволяющие обе-
спечить работу с блоком NPU сети Yolo 3. Для 
тестирования сети Yolo 3 с помощью библио-
теки OpenCV была выбрана типовая програм-
ма, написанная на языке C++, содержащаяся 
в файле detect-camera.cpp репозитория GitHuB 
[17]. Для тестирования сети Yolo 3 с библиоте-
кой KSNN была выбрана программная реали-
зация на языке Python 3, содержащаяся в фай-
ле flask-face.py [18].

Результаты тестирования показывают высо-
кие оценки для неприкрытого лица в режиме 
реального времени. Усредненные показате-
ли точности для обеих библиотек составляют 
95 %. Также высокие результаты эффектив-
ности были достигнуты в случаях, если го-
лова была наклонена влево или вправо. При 
различных степенях окклюзии средняя оцен-
ка составляет 80 %. Тем не менее, в некото-
рых видеокадрах нейронная сеть не способна 
распознать лицо человека (рис. 10, кадр 4, см. 
третью сторону обложки). Среднее время реа-
лизации вывода (Inference) модели нейронной 
сети Yolo 3 для библиотеки OpenCV составляет 
36 мс (порядка 27 кадров в секунду), а для би-

блиотеки KSNN — 100 мс (порядка 10 кадров 
в секунду).

Разница в показателе Inference в данном те-
стировании указывает на разницу типов дан-
ных в моделях, запускаемых библиотеками. 
Квантование типов данных для модели Yolo 3 
в случае с OpenCV соответствует INT8 (цело-
численный байт), а для KSNN соответствует 
FLOAT32 (вещественный тип, 4 байта).

Средняя точность распознавания открыто-
го лица — 95 % (рис. 10, кадр 1, см. третью 
сторону обложки). При различных степенях 
окклюзии средняя оценка составляет 80 % 
(рис. 10, кадры 2 и 3, см. третью сторону об-
ложки). Имеются варианты окклюзии, при ко-
торых нейронная сеть не видит лица (рис. 10, 
кадр 4, см. третью сторону обложки).

Заключение

Актуальность работы обусловлена необ-
ходимостью развития новых конструкций 
робототехнических систем, в том числе био-
морфных. В разработанный робот внедрены 
современные методы адаптации и масштаби-
рования прикладных сервисов за счет исполь-
зования операционной системы для роботов 
ROS (Robot Operating System), которая дает 
возможность быстрой разработки и тестиро-
вания. Sphinx основывается на открытых си-
стемных архитектурах и использует известные 
инструментарии в своей реализации.

Наличие блока нейронной обработки на 
борту позволяет роботу снять вычислительные 
ограничения, когда дело доходит до произво-
дительности, необходимой для выполнения 
задач, например, техничес кого зрения. Робот 
Sphinx состоит из бюджетной и доступной эле-
ментной базы и, таким образом, предлагает бо-
лее дешевую альтернативу более дорогим робо-
там, сохраняя при этом большинство функций 
данного класса. Таким образом, Sphinx позво-
ляет использовать более агрессивные способы 
тестирования алгоритмов для роботов и их 
систем управления, поскольку затраты на ре-
монт значительно ниже, чем у более дорогих 
аналогов. Доступная и бюджетная элементная 
база робота дает возможность осуществлять 
тиражирование и проводить исследования 
с несколькими роботами, например, в области 
коллаборативной робототехника или группо-
вого управления [19, 20]. Очевидно, что Sphinx 
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может быть полезен и для образовательных 
целей. Студенты смогут взаимодействовать 
с роботом в рамках проектных исследований и 
привносить более новые и свежие идей по его 
улучшению.

Sphinx нуждается в дополнительных улуч-
шениях в своем текущем состоянии, таких как 
одометрия и контроль самобалансировки, по-
скольку в настоящее время в нем отсутству-
ют эти функции. Однако, если в будущем эти 
улучшения будут реализованы, то Sphinx мо-
жет стать вполне популярным маленьким чет-
вероногим роботом.
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Abstract

The authors consider the urgent task of developing bionic robots, in particular robots on four legs. Their advantages are 
the ability to move on uneven terrain, to perform reconnaissance, rescue and other dangerous work, where they could re-
place humans. A review of the existing best-known and most functional bionic four-legged robots is given, with descriptions 
of their strengths and weaknesses, as well as peculiarities of their movement and use. The main problems in the development of 
such devices and their control systems are highlighted. The article provides information on the research and development of an 
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interactive bionic robot of the felid class, whose skeletal structure control implementation is deeply explored. The features of 
hardware and software implementation of the robot are considered, and schematic and real images of the construction are 
presented. The application of a microcomputer device with a neural processing unit to solve the problem of machine vision 
is highlighted. The results of testing machine vision using the Yolo3 neural network in streaming video mode are presented. 
The average accuracy of the open face recognition as a result of the tests was 95 %. For different degrees of occlusion, 
the average score was 80 %, and occlusion variants in which the neural network was unable to recognize faces were also 
identified. The article concludes with a discussion of the advantages and disadvantages of the proposed robot and the pos-
sibility of its application in human life, including the solution of various practical tasks.

Keywords: robot, bionics, hardware implementation, software implementation, microcontroller, microcomputer, neural 
processing unit, technical vision, neural network
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Метод комплексирования данных электронных карт и спутниковых 
измерений для высокоточного позиционирования подвижных объектов

Введение

На сегодняшний день одним из основных 
путей решения задачи высокоточного позицио-
нирования подвижных объектов является ис-
пользование спутниковых измерений — псев-
додальности и псевдоскорости объекта, полу-
ченных от спутниковых навигационных систем 
(СНС) [1—7]. Но несмотря на постоянное со-
вершенствование средств спутниковой нави-
гации обеспечить даже субметровую точность 
определения координат с помощью СНС в ус-

ловиях горного рельефа, при высоком уровне 
атмосферных помех, при многократных отра-
жениях в условиях городской застройки и пр. 
при неизбежных инструментальных погрешно-
стях передатчика спутника и приемника объ-
екта в настоящее время оказывается весьма 
проблематично [6—9]. Данное обстоятельство 
приводит к необходимости разработки новых 
методов обработки спутниковых измерений, 
существенно превосходящих по точности тра-
диционные алгоритмы. На текущий момент 
подавляющее большинство всех методов обра-

Рассмотрен новый подход к обработке спутниковых навигационных измерений для высокоточного позиционирова-
ния подвижных объектов, движущихся по заранее известным (программным) траекториям. Существующие методы 
обработки спутниковой информации, использующие метод наименьших квадратов или его различные модифика-
ции, обеспечивают требуемую точность позиционирования в основном только для стационарных объектов. Вместе 
с тем, для оценки состояния высокодинамичных объектов, с учетом зашумления спутниковых измерений, весьма 
эффективным является применение современных методов теории стохастической фильтрации, учитывающих и не-
равномерность движения транспортного объекта, и ошибки при обработке измерений. В основу рассматриваемого 
подхода положено использование указанных методов нелинейной стохастической фильтрации. Повышение точности 
позиционирования подвижного объекта предлагается достичь за счет применения электронных карт. Использование 
цифровой модели пути обеспечивает возможность аппроксимации с заданной точностью априорной (программной) 
траектории подвижного объекта набором траекторных интервалов-ортодромий. Данные интервалы позволяют 
установить аналитическую зависимость от навигационных параметров, что обеспечивает высокую точность по-
зиционирования и существенное сокращение вычислительных затрат. Комплексирование информации электронных 
карт и алгоритмов стохастической фильтрации для динамической обработки спутниковых измерений позволило 
резко сократить вычислительные затраты при оценке текущих координат подвижного объекта при одновременном 
существенном повышении точности позиционирования по сравнению с традиционными методами обработки спутни-
ковых сообщений. Эффективность предложенного метода проиллюстрирована численным примером.

Ключевые слова: пространственные координаты подвижного объекта, ортодромическая траектория, доплеров-
ские измерения, измерения псевдодальности, нелинейная фильтрация
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ботки спутниковой информации построено на 
использовании или метода наименьших ква-
дратов (МНК), или его модификаций [6, 7, 9]. 
Подобные подходы обеспечивают требуемую 
точность позиционирования в основном для 
стационарных объектов и оказываются неред-
ко неэффективны для подвижных, особенно 
высокодинамичных, объектов. Одной из при-
чин этого является принципиальная невоз-
можность учета в данных методах динамики 
движения объекта. В то же время, для оценки 
параметров состояния стохастических динами-
ческих объектов по зашумленным измерениям, 
к классу которых и относятся спутниковые из-
мерения, разработан обширный класс методов 
нелинейной стохастической фильтрации, учи-
тывающих как характерную динамику объекта, 
так и наличие помех в измерениях, и при этом 
значительно превосходящих по эффективно-
сти МНК [10—17]. В связи с этим для повыше-
ния точности позиционирования подвижных 
объектов представляет существенный интерес 
обобщение методов нелинейной фильтрации 
на обработку спутниковых навигационных со-
общений. Основной трудностью здесь являет-
ся формирование по спутниковым измерениям 
уравнения движения объекта, инвариантного 
к его виду и условиям функционирования.

Помимо стохастической обработки спутни-
ковых измерений другим весьма эффективным 
путем повышения точности позиционирова-
ния объекта является использование инфор-
мации, содержащейся в известной траектории 
объекта. Широкое применение электронных 
карт обеспечивает возможность аппроксима-
ции с заданной точностью заранее известной 
(программной) траектории объекта набором 
траекторных интервалов-ортодромий, позво-
ляющих использовать аналитические зависи-
мости навигационных параметров, которые 
обеспечивают высокую точность позициони-
рования на траектории при одновременном со-
кращении вычислительных затрат [3, 18—20]. 
Подобная аппроксимация траектории (раз-
биение на интервалы) оказывается особенно 
эффективной для таких видов транспорта, как 
автомобильный, железнодорожный, граждан-
ская авиация и др. Но несмотря на подобные 
преимущества использования такой аппрок-
симации для объектов самого различного на-
значения работы по ее применению при об-
работке спутниковых измерений практически 
отсутствуют.

Постановка задачи

В соответствии с вышеизложенным пред-
ставляет значительный практический и теоре-
тический интерес дальнейшее развитие методов 
обработки спутниковых навигационных из-
мерений на основе использования, во-первых, 
уравнений движения объекта, сформированных 
по спутниковым измерениям и инвариантных 
к виду объекта и условиям его функционирова-
ния, во-вторых, методов нелинейной фильтра-
ции, учитывающих динамику движения объ-
екта, и, в третьих, возможности высокоточной 
аппроксимации траектории объекта набором 
интервалов-ортодромий по данным электрон-
ных карт. Как показано ниже, комплексиро-
вание вышеперечисленных методов позволяет 
существенно сократить вычислительные за-
траты при радикальном повышении точности 
позиционирования подвижных объектов — до 
сантиметрового диапазона, что является осо-
бенно актуальным в системах автоматического 
управления подвижными объектами.

Данную задачу будем решать следующим об-
разом: сначала сформируем уравнения, описы-
вающие динамику изменения навигационных 
параметров подвижного объекта и их наблюда-
теля на основе измерений СНС. Далее трансфор-
мируем полученные уравнения для траекторного 
участка, полученного при разбиении исходной 
известной траектории и представляющего собой 
ортодромию (кратчайшую траекторию между ко-
ординатами начала и конца участка). После этого, 
используя уравнения объекта и его наблюдателя 
на ортодромии, построим алгоритм нелинейной 
фильтрации, обеспечивающий искомую стоха-
стическую оценку навигационных параметров 
объекта по спутниковым измерениям.

Формирование уравнений навигационных 
параметров объекта с использованием 

спутниковых измерений

Для построения уравнений, описывающих 
динамику навигационных параметров объек-
та, рассмотрим сначала модели сигналов кодо-
вых и доплеровских измерений в форме, ори-
ентированной на возможность их использова-
ния в процедуре данного синтеза. При этом 
предполагаем, что частота съема спутниковых 
сообщений (достигающая на данный момент 
100 Гц, например, для навигационных прием-
ников Javad, Trimble и др.) позволяет считать 
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спутниковые навигационные измерения не-
прерывными. В стандартном режиме модель 
стохастического информационного сигнала ZR 
кодовых измерений (псевдодальности) может 
быть представлена как [6, 7]

 2 2 2( ) ( ) ( ) ,R c c c RZ W= ξ − ξ + η − η + ζ − ζ +  (1)

где ξc, ηc, ζc — известные координаты спутника 
в геоцентрической системе координат (ГСК); ξ, 
η, ζ — определяемые координаты объекта в ГСК; 
WR — помеха измерения псевдодальности.

При этом информационная модель псевдо-
скорости (сигнала доплеровских измерений) 
ZV описывается следующим образом [6, 7]:

 2 2 2 1
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где , ,c c cV V Vξ η ζ  — проекции век-
тора скорости спутника на оси 
ГСК; , ,V V Vξ η ζ  — проекции век-
тора скорости объекта на оси 
ГСК; WV — помехи доплеровских 
измерений.

Учитывая равномощность раз-
личных случайных факторов 
(атмосферные возмущения, осо-
бенности городской застройки, 
инструментальные погрешности 
аппаратуры СНС и пр.), влияющих на характер 
помех кодовых и доплеровских измерений, бу-
дем полагать далее помехи доплеровских WV и 
кодовых WR измерений центрированными бе-
лыми гауссовскими шумами (БГШ) с известны-
ми интенсивностями DV и DR, соответственно.

Уравнение (2), записанное относительно 
вектора координат объекта [ξ  η  ζ]т, трансфор-
мируется к дифференциальному уравнению, 
представленному ниже:
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Но данного уравнения, построенного по до-
плеровским измерениям только одного спут-
ника, для определения трех координат объекта 
оказывается недостаточно.

Для возможности сокращения числа перемен-
ных в данном уравнении ниже используем факт 

движения объекта по интервалу траектории 
(участку), являющемуся кратчайшей траектори-
ей между координатами начала и конца участка, 
т. е. ортодромией. Аппроксимация подобными 
интервалами известных траекторий движения 
позиционируемых объектов (автострад, желез-
ных дорог, программных траекторий летатель-
ных аппаратов и пр.) при наличии электронных 
карт является достаточно простой, однократно 
решаемой, вычислительной задачей [21].

Ранее в работах [3, 18] было показано нали-
чие на ортодромии аналитической зависимо-
сти между пространственными координатами 
объекта, имеющей следующий вид:
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ξ0, η0, ζ0 — координаты начальной точки орто-
дромического участка траектории; ξ1, η1, ζ1 — 
координаты конечной точки ортодромическо-
го участка траектории; r — радиус Земли.

Выражение для параметра Р можно пред-
ставить также в более компактной форме:
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где ϕ — угол между векторами, проведенными 
из начала ГСК в начальную и конечную точки 
движения, соответственно.

Приведенные соотношения с использова-
нием операции дифференцирования выра-
жений (4) позволяют также определить связь 
проекций скорости объекта в ГСК:
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Совместное использование выражений (4), (5) позволяет преобразовать уравнение координат 
объекта (3) для случая ортодромии следующим образом:
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Решение уравнения (6) относительно пере-
менной η с одновременным использованием 
выражений (4) позволяет полностью решить 
задачу позиционирования объекта. Но имея 
в виду стохастический характер данного урав-
нения, дальнейшее решение задачи позициони-
рования будем осуществлять с привлечением 
стохастических методов оценки координаты η, 
используя хорошо разработанный аппарат тео-
рии нелинейной стохастической фильтрации 
[10—13]. На сегодняшний день среди методов 
нелинейной фильтрации одним из наиболее 
эффективных по критерию "точность—вычис-
лительные затраты" является расширенный 
(нелинейный) фильтр Калмана [12, 13]. Но для 
его использования помимо наличия уравнения 
объекта (6) необходимо еще иметь уравнение 
его наблюдателя. Для построения такого на-
блюдателя проделаем следующие построения.

Синтез информационной модели наблюдателя 
навигационных параметров объекта

Выберем в качестве сигнала наблюдения на-
вигационного параметра η (пространственной 
координаты) сигнал измерения псевдодально-
сти. В этом случае, опираясь на выражение для 
измерений псевдодальности (1) и соотношения 
(4), (5), при движении по ортодромии получаем:

Приводя переменные с учетом движения по 

поверхности Земли (т. е. 2 2 2 rξ + η + ζ = ), по-
лучим:
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В форме Ланжевена данное стохастическое 

уравнение, описывающее динамику навигаци-
онных параметров объекта, движущегося по 
ортодромии, и использующее измерения толь-
ко одного спутника, имеет вид
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динатных параметров, т. е. без учета движения 
по ортодромии, размерность фильтра Калмана 
будет равна 12 — выигрыш в вычислительных 
затратах очевиден.

Для оценки эффективности предложенного 
алгоритма рассмотрим следующий пример.

Методический пример

Беспилотный транспортный объект (БТО), 
имеющий в качестве навигационной системы 
СНС, двигался вдоль местного меридиана из 
точки с долготой 30° и широтой 45° (т. е. ξ0 = 
= 2 253 549 м, η0 = 4 507 098 м, ζ0 = 3 903 261 м) 
в точку с долготой 30° и широтой 47° (ξ1 =
= 2 173 875 м, η1 = 4 660 125 м, ζ1 = 3 765 152 м).

На всем интервале движения динамика 
проекции скорости БТО 	Vη = η  на ось η ГСК 
определялась с учетом динамики горизонталь-
ной составляющей его скорости в географиче-
ской СК

 Vг = 20 + 5sin0,02t (м•c–1)

следующим образом:
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r
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В процессе моделирования движения БТО 
изменение во времени его истинной коорди-
наты η определялось интегрированием урав-
нения (9) методом Рунге—Кутты 4-го порядка 
с шагом Δt = 0,01 с на временном интервале
t ∈ [0;1000] с, координаты ξ, ζ вычислялись по 
соотношениям (4).

Моделирование навигационных параметров 
спутника, необходимых для формирования 
моделей кодовых и доплеровских измерений, 
осуществлялось путем интегрирования урав-
нений движения спутника (скоростей Vξc, Vηc, 
Vζc и координат ξc, ηc, ζc в ГСК), приведенных 
в работе [6], методом Рунге—Кутты 4-го по-
рядка при следующих начальных условиях:

ξc0 = 21,85•106 м, ηc0 = 4,9•106 м, ζc0 = 4,3•106 м, 

 
0c

Vξ  = 1,4•103 м•с–1, 
0c

Vη  = 3,9•106 м•с–1,

 
0c

Vζ  = –1,8•103 м•с–1.

Оценку эффективности предложенного 
подхода проводили путем оценивания навига-
ционных параметров БТО расширенным филь-
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где WR — помехи кодовых измерений.
Вводя обозначения Θ1, Θ2, Θ3 приведенные 

ниже, функциональную зависимость функ-
ции наблюдения H(η, t) от навигационных па-
раметров можно привести к достаточно про-
стому виду:
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Совместное использование уравнения на-
блюдения (7) и уравнения объекта (6) позво-
ляет построить расширенный фильтр Калма-
на, обеспечивающий субоптимальную оценку 
пространственной координаты η:
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где 	η  — текущая оценка координаты η; 
	( , )R tη  — апостериорная ковариационная 

функция; 	 0( ),Mη = η  	 2
0 0 0{( ) }.R M= η − η  

В свою очередь, использование текущей 
оценки 	η  координаты η, полученной при ин-
тегрировании уравнений (8), совместно с соот-
ношениями (4) позволяет полностью решить 
поставленную задачу позиционирования под-
вижных объектов по зашумленным спутнико-
вым измерениям. В силу того, что уравнение (6) 
одномерное, размерность фильтра (8) равна 2,
в то время как в случае фильтрации трех коор-
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тром Калмана (8), реализованным с исполь-
зованием метода Рунге—Кутты 4-го порядка 
с шагом 0,01 с и начальной ошибкой оценки 
координаты η 15 м. Оценка траектории БТО 
рассматривалась для двух вариантов СНС:

— СНС среднего класса точности, для ко-
торой в качестве моделируемого шума WV ис-
пользовался центрированный БГШ с типич-
ной для данного класса дисперсией (0,1 м•с–1)2,
в качестве WR — центрированный БГШ с дис-
персией (5 м)2;

— СНС низкого класса точности, для кото-
рой использовался центрированный БГШ WV 
с дисперсией (0,3 м•с–1)2 и центрированный 
БГШ WR с дисперсией (15 м)2.

График ошибки оценки координаты η БТО 
для СНС средней точности приведен на рис. 1. 
Анализ динамики ошибок показывает, что уже 
на начальном временном интервале, не превы-
шающем 10 с, ошибка оценки координаты η 
имеет ярко выраженную тенденцию к резко-
му уменьшению до 2 м. Далее ошибка плавно 

Рис. 3. Ошибка оценки координаты h для СНС низкой точности
Fig. 3. Coordinate h estimation error for low-precision SNS

Рис. 2. Фрагмент ошибки оценки координаты h на интервале времени от 300 до 500 с
Fig. 2. Fragment of the coordinate h estimation error in the time interval from 300 to 500 seconds

Рис. 1. Ошибка оценки координаты h для СНС средней точности
Fig. 1. Error in estimating the coordinates h for the SNS of average accuracy
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уменьшается и на всем интервале моделирова-
ния не превышает 0,7 м, что проиллюстриро-
вано на рис. 2, где показан фрагмент измене-
ния ошибки оценки η на интервале времени от 
300 до 500 с (на этом интервале ошибка оценки 
η не превысила даже 0,6 м).

На рис. 3 показан график ошибки оценки ко-
ординаты η БТО для СНС низкой точности. Ха-
рактер изменения ошибки здесь по-прежнему 
демонстрирует высокую степень сходимости и 
устойчивости процесса фильтрации, хотя уро-
вень ошибок в установившемся режиме возрос 
до 3...4 м. При этом следует отметить, что для 
объектов, использующих СНС низкой точно-
сти, подобная точность позиционирования су-
щественно превышает требуемую.

Заключение

Резюмируя вышеизложенное, в качестве ос-
новных особенностей рассмотренного подхо-
да, определяющих его преимущества по срав-
нению с традиционными методами, можно от-
метить следующие:

— повышение точности позиционирования 
подвижного объекта за счет учета динамики 
его движения;

— возможность использования только од-
ного спутника для решения задачи позицио-
нирования, что позволяет повысить устойчи-
вость решения навигационной задачи в слу-
чае деградации спутниковой группировки,
а в штатном режиме (при одновременном 
функционировании нескольких спутников) за 
счет формирования банка фильтров вида (8) 
существенно увеличить точность позициони-
рования;

— минимальную размерность навигацион-
ного фильтра, обеспечивающую, в свою оче-
редь, минимальный объем вычислительных 
затрат при его реализации,

— высокую сходимость и устойчивость про-
цесса фильтрации.

Полученные результаты численного экс-
перимента в совокупности с отмеченными 
выше преимущественными особенностями 
предложенного метода позволяют сделать вы-
вод о возможности его эффективного прак-
тического применения для позиционирова-
ния подвижных объектов при рассмотренном 
выше комплексировании электронных карт и 
спутниковых навигационных измерений.
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Abstract

A new approach to the processing of satellite navigation measurements for high-precision positioning of moving objects 
moving along a priori (program) trajectories is considered. Existing methods of processing satellite information using the 
least squares method or its various modifications provide the required positioning accuracy mainly only for stationary 
objects. At the same time, to assess the state of highly dynamic objects, taking into account the noise of satellite measure-
ments, it is very effective to use modern methods of stochastic filtering theory, taking into account both the unevenness of 
the movement of a transport object and errors in the processing of measurements. The considered approach is based on the 
use of these methods of nonlinear stochastic filtering. It is proposed to increase the accuracy of positioning a moving object 
using electronic maps. The use of a digital path model makes it possible to approximate with a given accuracy the a priori 
(program) trajectory of a moving object with a set of trajectory intervals — orthodromies. These intervals allow you to 
establish an analytical dependence on the navigation parameters, which ensures high positioning accuracy and a significant 
reduction in computational costs. The integration of information from electronic maps and stochastic filtering algorithms for 
dynamic processing of satellite measurements made it possible to significantly reduce computational costs when estimating 
the current coordinates of a moving object and at the same time significantly improve positioning accuracy compared to 
traditional methods of processing satellite messages.

Keywords: spatial coordinates of a vehicle, orthodromic trajectory (Great circle), Doppler measurements, pseudo-range 
measurements, non-linear filtering
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Достижение высокой эффективности и надежности авиационных систем требует системного под-
хода в вопросах интеграции инновационных решений и прогрессивных технологий. При этом актуаль-
ным инструментом становится технология моделирования, которая позволяет проводить исследова-
ния и разработки в области создания перспективных авиационных систем, определять научные кон-
цепции, оценивать эффективность и прогнозировать результаты внедрения критических технологий. 
Государственный научный центр РФ Государственный научно-исследовательский институт авиаци-
онных систем (ГосНИИАС) является ведущим научным центром в области разработки перспективных 
авиационных систем и обладает уникальными компетенциями и опытно-экспериментальной базой.

С 29 по 30 ноября 2023 года в ГосНИИАС состоится
V Всероссийская научно-техническая конференция

«МОДЕЛИРОВАНИЕ АВИАЦИОННЫХ СИСТЕМ»
Секции конференции:

 � МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРИ ОПРЕДЕЛЕНИИ НАУЧНЫХ КОНЦЕПЦИЙ И ОЦЕНКЕ
ЭФФЕКТИВНОСТИ АВИАЦИОННЫХ СИСТЕМ

 � МАТЕМАТИЧЕСКОЕ И ПОЛУНАТУРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ АВИАЦИОННЫХ КОМПЛЕКСОВ
 � МОДЕЛИРОВАНИЕ СИСТЕМ НАВИГАЦИИ, НАВЕДЕНИЯ И УПРАВЛЕНИЯ

ЛЕТАТЕЛЬНЫМИ АППАРАТАМИ
 � МОДЕЛИРОВАНИЕ АВИАЦИОННОГО ВООРУЖЕНИЯ
 � ОПЕРАЦИОННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ АВИАЦИОННЫХ СИСТЕМ
 � МОДЕЛИРОВАНИЕ БОРТОВЫХ СИСТЕМ ЛЕТАТЕЛЬНЫХ АППАРАТОВ
 � ФИЗИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ВНЕШНИХ ФАКТОРОВ ДЛЯ РЕШЕНИЯ

АВИАЦИОННЫХ ЗАДАЧ НАДЕЖНОСТИ, ПРОЧНОСТИ И БЕЗОПАСНОСТИ
 � МОДЕЛИРОВАНИЕ АВИАЦИОННЫХ СИСТЕМ ТЕХНИЧЕСКОГО ЗРЕНИЯ
 � МОДЕЛИРОВАНИЕ БОРТОВЫХ ИНТЕЛЛЕКТУАЛЬНЫХ СИСТЕМ
 � МОДЕЛИРОВАНИЕ И ЛЕТНЫЕ ИСПЫТАНИЯ АВИАЦИОННЫХ СИСТЕМ
 � МОДЕЛИРОВАНИЕ ИНЕРЦИАЛЬНЫХ ДАТЧИКОВ И СИСТЕМ

Контактная информация:

 � Cергеев Сергей Александрович, тел.: 8(499)157-73-26, e-mail: ssa@gosniias.ru;
 � Бабиченко Андрей Викторович, тел.: (496) 46-16-0-16, e-mail: ABabichehko@rpkb.ru;
 � Люшинский Анатолий Владимирович, тел.: (496) 46-3-47-52, e-mail: ALushinskiy@rpkb.ru.
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