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К задаче устойчивости по вероятности "частичных" положений 
равновесия нелинейных стохастических систем

Модель Ланжевена приобретает строгий мате-
матический смысл при замене физического бело-
го шума абстрактным. Такая замена не является 
однозначной. Наибольшее распространение по-
лучили стохастические системы дифференци-
альных уравнений К. Ито и Р. Л. Стратоновича. 
Стохастические уравнения Стратоновича более 
адекватно описывают физические явления, в то 
время как уравнения Ито более удобны с точки 
зрения математического анализа. Связь между 
данными формами стохастических уравнений, 
позволяющая перейти от одной формы уравне-
ний к другой, дает конструктивную схему анали-
за динамических моделей, содержащих случай-
ные процессы: построение моделей Ланжевена и, 
на их базе, стохастических моделей Стратонови-
ча, с последующим переходом к более удобным 
для математических исследований моделям сто-
хастических систем дифференциальных уравне-
ний Ито.

Разработка подходов к исследованию устой-
чивости стохастических систем началась во вто-
рой половине XX столетия. Как и в случае детер-
минированных систем, при этом использовался 
метод функций Ляпунова в соответствующей 
модификации. Первоначально результаты выра-
жались либо в терминах существования функций 
Ляпунова, для которых математические ожида-
ния производных в силу системы дифференци-
альных уравнений являются неотрицательными,

Рассматривается общий класс нелинейных стохастических систем дифференциальных уравнений в форме Ито, 
допускающих "частичное" (по части переменных) нулевое положение равновесия. В контексте метода функций Ляпу-
нова получены условия устойчивости по вероятности данного положения равновесия по отношению не ко всем опре-
деляющим его переменным, а к их заданной части. Наряду с основной функцией Ляпунова рассматривается допол-
нительная (векторная, вообще говоря) вспомогательная функция для корректировки области, в которой строится 
основная функция Ляпунова. Обсуждается вопрос унификации исследований частичной устойчивости стационарных 
и нестационарных стохастических систем.

Ключевые слова: стохастическая система в форме Ито, частичная устойчивость по вероятности, метод функ-
ций Ляпунова

Введение

Начиная с работ французского физика П. Лан-
жевена, стохастические системы дифференци-
альных уравнений широко применяются при 
моделировании процессов (в том числе и управ-
ляемых), подверженных воздействию случайных 
факторов [1—3].

Сначала в основном исследовались системы 
дифференциальных уравнений вида

 x′ = F(t, x) + s(t, x)x(t) (1)

в конечномерном евклидовом пространстве с ми-
нимальными требованиями к случайному про-
цессу x(t). Однако если предположить, что систе-
ма (1) сохраняет такое фундаментальное свойство 
"укороченной" системы дифференциальных урав-
нений x′ = F(t, x), как отсутствие последействия, 
то случайный процесс x(t) необходимо считать 
белым шумом. Поскольку указанное предположе-
ние достаточно реалистично, то модели с белыми 
шумами относятся к часто используемым. Если 
x(t) — "физический" белый шум, когда компонен-
ты вектора x(t) являются нормальными случай-
ными процессами с конечным временем корреля-
ции, пренебрежимо малым в масштабе времени, 
принятом для "укороченной" системы, то такая 
нестрогая модель получила название системы 
уравнений Ланжевена.
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либо в терминах существования функций Ля-
пунова для "укороченной" системы. Однако для 
вычисления математических ожиданий произво-
дных требуется знание оценок решений исходной 
системы, а получаемые результаты на основе ана-
лиза "укороченной" системы являются слишком 
грубыми [1]. Более конструктивной оказалась 
идея И. Я. Каца и Н. Н. Красовского [4] исполь-
зования усредненной производной V-функции, 
предложенная для изучения стохастических си-
стем дифференциальных уравнений вида

 x′ = F(t, x, η(t)), (2)

где η(t) — однородная марковская цепь с конеч-
ным числом состояний. В этом случае для вычис-
ления производной V-функции достаточно знать 
лишь правую часть системы (2) и вероятностные 
характеристики случайного процесса. Данный 
подход в значительной степени предопределил 
последующие исследования устойчивости стоха-
стических систем дифференциальных уравнений 
Ито [1, 2], решения которых являются непрерыв-
ными марковскими процессами. Более того, ока-
залось возможным исследование устойчивости и 
более общих стохастических систем, совмещаю-
щих свойства систем указанных типов, включая 
системы, где в момент скачкообразного измене-
ния марковской цепи η(t) решение также может 
меняться скачком (случайным или неслучайным 
образом) [3, 5].

В данной статье рассматривается общий класс 
нелинейных стохастических систем дифферен-
циальных уравнений в форме Ито, допускающих 
"частичное" (по некоторой части переменных) 
нулевое положение равновесия. Устойчивость 
данного положения равновесия, в свою очередь, 
анализируется также по отношению не ко всем 
определяющим его переменным, а только к их 
заданной части. При этом делается допущение 
о том, что начальные возмущения переменных, 
не определяющих "частичное" положение равно-
весия, могут быть большими (принадлежащи-
ми произвольному компактному множеству) по 
одной части и произвольными по оставшейся 
части этих переменных. Ранее такая задача рас-
сматривалась для детерминированных нелиней-
ных систем обыкновенных дифференциальных 
уравнений с непрерывной правой частью [6—8], 
функционально-дифференциальных систем с 
последействием [9], а также для дискретных (ко-
нечно-разностных) систем [10].

Для решения поставленной задачи частичной 
устойчивости применяется стохастический вари-
ант метода функций Ляпунова в соответствую-
щей модификации. Получены условия частичной 
устойчивости указанного вида, обобщающие из-
вестные результаты. На основе предложенной в 
статье постановки задачи частичной устойчиво-
сти также обсуждается вопрос унификации ис-

следований частичной устойчивости стационар-
ных и нестационарных стохастических систем.

Обзор проблемы частичной устойчивости ди-
намических систем можно найти в работе [11].

1. Постановка задачи

Рассмотрим линейное действительное конеч-
номерное пространство векторов x со стандарт-
ной евклидовой нормой ||x||. Введем разбиение
x = (yт, zт)т (т обозначает транспонирование).

Пусть дана нелинейная система стохастиче-
ских дифференциальных уравнений в форме Ито 
[1—3]
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которую с учетом сделанного разбиения x = (yт, zт)т

представим в виде двух групп дифференциаль-
ных уравнений:
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Вектор-функции X = (Yт, Zт)т, sk = (syk
т, szk

т)т, 
определяющие правые части системы (3), непре-
рывны по t, x в области t l 0, ||x|| < ∞; wk — неза-
висимые одномерные винеровские процессы.

Если имеют место условия Y(t,   0,   z)   ≡  0,
syk(t, 0, z) ≡ 0, то множество М = {x: y = 0} яв-
ляется "частичным" положением равновесия си-
стемы (3). Имея в виду анализ устойчивости по-
ложения равновесия y = 0 по отношению не ко 
всем определяющим его переменным, а только
к их некоторой части, предположим также, что

т т т
1 2( , ) .=y y y  Будем считать, что вектор-функции 

X, sk равномерно по t удовлетворяют локальным 
условиям Коши—Липшица: для всякого числа h > 0
существует постоянная K(h) > 0 такая, что при
t l t0, ||x|| m h имеют место неравенства

 ||X(t, x′) – X(t, x′′)|| m K ||x′ – x′′||,

 ||sk(t, x′) – sk(t, x′′)|| m K ||x′ – x′′||.

Тогда для любых t0 l 0, x0 существует един-
ственный непрерывный почти наверное марков-
ский процесс x(t) = x(t; t0, x0), являющийся ре-
шением (сильным) стохастической системы (3), 
а "частичное" положение равновесия y = 0 явля-
ется инвариантным множеством этой системы. 
Продолжимость при всех t l t0 указанных реше-
ний гарантируют условия "линейного роста": су-
ществует постоянная М > 0 такая, что ||X(t, x)|| m 
m М(1 + ||x||), ||sk(t, x)|| m М(1 + ||x||) при t l t0, ||x|| < ∞.

Представим компоненту z вектора x в виде
т т
1 2( , )=z z z  и обозначим Dδ область значений x0 
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таких, что ||y0|| < δ, ||z10|| m L, ||z20|| < ∞. Случайный 
процесс x(t; t0, x0) будем рассматривать на веро-
ятностном пространстве [1—3], c вероятностной 
мерой P.

Определения. "Частичное" положение равно-
весия y = 0 системы (3) при больших значениях z10 
в целом по z20:

1) y1-устойчиво по вероятности (устойчиво по 
вероятности по отношению к y1), если для каждо-
го t0 l 0 и для любых сколь угодно малых чисел
ε > 0, γ > 0, а также для любого наперед задан-
ного числа L > 0 найдется число δ(ε, γ, L, t0) > 0 
такое, что

 
0

0 01{ sup || ( ;  , )|| }
t t

t t > ε < γP y x
l

 (4)

для всех t l t0 и x0 ∈ Dδ;
2) равномерно y1-устойчиво, если δ = δ(ε, γ, L).

2. Условия частичной устойчивости
по вероятности

Введем V-функции, V(t, 0) ≡ 0, являющиеся в 
области G = {t l 0, ||y1|| < h, ||y2 || + ||z|| < ∞} дважды 
непрерывно дифференцируемыми по x и один 
раз по t. Обозначим LV — дифференциальный 
производящий оператор V-функции в силу си-
стемы дифференциальных уравнений (3) (〈•〉 — 
знак скалярного произведения векторов) [1—3]:
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являющийся стохастическим аналогом произво-
дной V-функции в силу детерминированной си-
стемы дифференциальных уравнений.

Для нахождения условий частичной устой-
чивости также рассмотрим: 1) вспомогательные 
скалярные функции V  *(t, y, z1), V

*(y, z1) и век-
тор-функцию m(t, x), непрерывные в области G;
2) непрерывную монотонно возрастающую по r > 0 
скалярную функцию a(r), a(0) = 0.

Теорема 1. Допустим, что для системы (3), на-
ряду со скалярной V-функцией, можно указать 
векторную функцию m(t, x), m(t, 0) ≡ 0, причем для 
данных функций в области

 t l 0, ||y1|| + ||m(t, x)|| < h1 < h, ||y2|| + ||z|| < ∞ (5)

выполняются условия:

 V(t, x) l a(||y1|| + ||m(t, x)||), (6)

 V(t, x) m V*(t, y, z1), V
*(t, 0, z1) ≡ 0; (7)

 LV(t, x) m 0. (8)

Тогда "частичное" положение равновесия y = 0 
системы (3) y1-устойчиво по вероятности при боль-
ших значениях z10 в целом по z20.

Доказательство. Возьмем произвольное ε
(0 < ε < h1), произвольный момент времени t0,
а также начальную точку x0 из области Dε =
= {||y0|| < ε, ||z10|| m L, ||z20|| < ∞}. Рассмотрим реше-
ние x(t; t0, x0) (t l t0) системы дифференциаль-
ных уравнений (3) и обозначим τε момент перво-
го достижения процессом x(t; t0, x0) поверхности
||y1|| = ε. Если некоторые траектории этого про-
цесса ни за какое конечное время не достигают 
поверхности ||y1|| = ε, то для них τε считаем рав-
ным ∞. Положим τε(t) = min(τε, t).

На основании теории марковских процессов 
[1] имеем равенство (E — знак математического 
ожидания)
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Поэтому из равенства (9) на основании усло-
вия (8) следует, что

 0 0 0 0[ ( ( ),  ( ( );  , ))] ( , ).V t t t V tε ετ τE x x xm  (10)

Если правильно неравенство t > τε (в этом слу-
чае имеем τε(t) = τε), то выполняются соотноше-
ния ||y1(τε(t); t0, x0)|| = ||y1(τε; t0, x0)|| = ε. Если же
справедливо неравенство t < τε (в этом случае 
имеем τε(t) = t), то на основании неравенства Че-
бышева и оценки (10) находим
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Поскольку функция V(t, x) непрерывна,
V(t, 0) ≡ 0, а также выполняются условия (7), то 
для всех t0 l 0 и для любого заданного числа
L > 0 предельное соотношение

 
0

0 0
0

lim ( 0, )V t
→

=
y

x  (12)

выполняется при ||z10|| m L равномерно по ||z20|| < ∞.
Поэтому для всех t0 l 0 и для любого заданно-

го числа L > 0 на основании неравенств (11), (12) 
имеем предельное соотношение
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выполняющееся при ||z10|| m L равномерно по
||z20|| < ∞.

В результате для каждого t0 l 0 и для любых 
сколь угодно малых чисел ε > 0, γ > 0, а также для 
любого наперед заданного числа L > 0 найдется 
число δ(ε, γ, L, t0) > 0 такое, что неравенство (4) 
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имеет место для всех t l t0 и x0 ∈ Dδ. Следователь-
но, при больших значениях z10 в целом по z20 "ча-
стичное" положение равновесия y = 0 системы (3) 
y1-устойчиво по вероятности. Теорема доказана.

Теорема 2. Если условия (7) теоремы 1 заменить 
условиями

 V(t, x) m V*(y, z1), V
*(0, z1) ≡ 0, (13)

то "частичное" положение равновесия y = 0 систе-
мы (3) равномерно y1-устойчиво по вероятности 
при больших значениях z10 в целом по z20.

Доказательство. При выполнении условий 
(13) для любого заданного числа L > 0 предель-
ное соотношение (12) выполняется при ||z10|| m L 
равномерно не только ||z20|| < ∞, но и по t0 l 0.

В результате для каждого t0 l 0 и для любых 
сколь угодно малых чисел ε > 0, γ > 0, а также 
для любого наперед заданного числа L > 0 най-
дется число δ(ε, γ, L) > 0 такое, что неравенство 
(4) имеет место для всех t l t0 и x0 ∈ Dδ. Следова-
тельно, при больших значениях z10 в целом по z20 
"частичное" положение равновесия y = 0 систе-
мы (3) равномерно y1-устойчиво по вероятности. 
Теорема доказана.

Замечания. 1. Вспомогательная V-функция и 
ее дифференциальный производящий оператор 
LV в силу системы (3) в теоремах 1, 2 являются, 
вообще говоря, знакопеременными в области

 t l 0, ||y1|| < h1 < h, ||y2|| + ||z|| < ∞. (14)

2. С использованием одной V-функции Ля-
пунова устойчивость по всем переменным 
(y-устойчивоcть) "частичного" положения равно-
весия y = 0 системы (3) рассмотрена [12, 13] при 
предположении ||y0|| < δ, где δ может зависеть не 
только от ε, γ, t0, но и от z0 (это условие эквива-
лентно условиям ||y0|| < δ, ||z0|| m L, где δ зависит 
не только от ε, γ, t0, но и от L). Поскольку вспо-
могательная V-функция и ее дифференциаль-
ный производящий оператор в силу системы (3) 
в теоремах 1, 2 могут быть знакопеременными в 
области (14), то полученные результаты являют-
ся более общими. Они основаны на использо-
вании двух вспомогательных функций Ляпуно-
ва: наряду с основной V-функцией для наиболее 
рациональной замены области (14) областью (5) 
вводится дополнительная векторная m-функция. 
Кроме того, условия (7) и (13) являются "промежу-
точными" по отношению к условиям V(t, 0, z) ≡ 0 
и V m V*(y) в работах [12, 13], что можно исполь-
зовать для поиска компромисса между содер-
жательным смыслом понятия частичной устой-
чивости и соответствующими требованиями к 
функциям Ляпунова.

3. Устойчивость по части переменных положе-
ния равновесия x = 0 системы (3) также изуча-
лась ранее в работах [14—20] с использованием 
одной V-функции Ляпунова.

Пример. Пусть система (3) состоит из уравнений

 dy1 = (–y1 + y2z1sinz2)dt + 0,1y1dw1;

 dy2 = ( 2
2y z1sinz2)dt + 0,2y2dw2; (15)

 dz1 = –z1[1 + sin(ty1)cosz2]dt + 0,1z1dw3;

 dz2 = [sin(ty1)sinz2]dt.

Рассмотрим вспомогательные функции

 V = 1/2( 2
1y  + 2 2

2 1y z sin2z2), μ1 = y2z1sinz2,

 V = 1/2( 2
1y  + 2

1μ ) m
 m V *(y1, y2, z1), V *(0, 0, z1) ≡ 0.

В данном случае имеют место соотношения

 sk = (σk1, σk2, σk3, σk4)
т;

 σ11 = 0,1y1; σ22 = 0,2y2;
 σ33 = 0,1z1; σ44 = 0; σij = 0 (i ≠ j);
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Для дифференциального производящего опе-
ратора LV вдоль траекторий системы (15) в обла-
сти (5) имеет место следующая оценка:

 LV = – 2
1y  + y1μ1 – 2

1μ  + 3
1μ  +

 + 0,005 2
1y  + 0,025 2

1μ  m –l( 2
1y  + 2

1μ ) m 0,
 l = const > 0.

На основании теоремы 2 "частичное" положе-
ние равновесия y1 = y2 = 0 системы (15) равно-
мерно y1-устойчиво по вероятности при большом 
z10 в целом по z20.

Отметим, что дифференциальный произво-
дящий оператор введенной V-функции является 
знакопеременным в области (14).

3. К унификации исследований
частичной устойчивости

Вводя обозначения u = t, τ = t – t0, нестацио-
нарную систему (3) представим в виде стацио-
нарной стохастической системы [12, 13]
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Заметим, что решение x(t; t0, x0), t l t0 неста-
ционарной стохастической системы (3) эквива-
лентно определяется решением x(τ; 0, x0), τ l 0 
стационарной стохастической системы (16).

Если система (3) допускает положение равно-
весия х = 0, то система (16) допускает "частичное" 
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положение равновесия х = 0. В результате как за-
дача устойчивости по части переменных нулевого 
положения равновесия, так и задача устойчивости 
"частичных" положений равновесия нестационар-
ной системы (3) сводятся к задаче устойчивости 
по части переменных "частичного" положения 
равновесия стационарной системы (16). А имен-
но, задача у-устойчивости положения равновесия
х = 0 нестационарной системы (3) сводится к за-
даче у-устойчивости "частичного" положение рав-
новесия х = 0 стационарной системы (16), а задача 
устойчивости "частичного" положения равнове-
сия у = 0 нестационарной системы (3) сводится 
к задаче устойчивости "частичного" положения 
равновесия y = 0 стационарной системы (16).

Особенность такого сведения состоит в том, 
что в случае равномерной (или неравномерной) 
по t0 частичной устойчивости исходной системы 
(3) постановки обеих задач частичной устойчи-
вости для системы (16) должны отвечать требо-
ванию "в целом по u0" (или "при большом u0"). 
Поскольку при этом постановки обеих задач ча-
стичной устойчивости для системы (16) допуска-
ют как требование "в целом по z0", так и требова-
ние "при большом z0", то в результате приходим 
к необходимости анализа задач устойчивости 
по части переменных "частичного" положения 
равновесия, рассмотренных в разделе 1. Кроме 
того, задача y1-устойчивости "частичного" поло-
жения равновесия у = 0 нестационарной системы 
(3) также сводится к задаче y1-устойчивости "ча-
стичного" положения равновесия у = 0 стацио-
нарной системы (16).

Отметим, что ранее обсуждались вопросы:
1) унификации исследований в задачах устойчи-
вости по всем переменным нестационарных сто-
хастических систем и в задачах частичной устой-
чивости стационарных стохастических систем 
[12, 13]; 2) унификации исследований частичной 
устойчивости стационарных и нестационарных 
детерминированных систем обыкновенных диф-
ференциальных уравнений (непрерывных и дис-
кретных) [8, 10].

Заключение

В работе получены условия устойчивости по 
части переменных по вероятности "частичного" 
положения равновесия нелинейной стохастиче-
ской системы Ито в контексте метода функций 
Ляпунова. В отличие от ранее выполненных ра-
бот по частичной устойчивости стохастических 
систем, наряду с основной функцией Ляпунова 
рассматривается дополнительная (векторная, 
вообще говоря) вспомогательная функция для 
наиболее рациональной корректировки области,
в которой строится основная функция Ляпуно-
ва. Рассмотрен пример, иллюстрирующий осо-
бенности предложенного подхода.

Показано, что предложенная в статье поста-
новка задач частичной устойчивости позволяет 
унифицировать исследования частичной устой-
чивости стационарных и нестационарных стоха-
стических систем.
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Формирование алгоритмов оптимизации нестационарных систем 
управления на основе необходимых условий оптимальности*

Введение

Развитие  науки и техники сопровождается 
созданием управляемых объектов различного на-
значения, повышением требований к надежности 
и качеству выполняемой работы, усложнением 
целей, поставленных перед ними. Значительно 
расширился класс объектов, работающих в ус-
ловиях неполной априорной и текущей инфор-
мации об их состоянии, параметрах, взаимодей-
ствии со средой. В большинстве практических 
приложений достоверная априорная информация 
о модели исследуемого объекта вообще отсутству-
ет, или ее построение связано с большими труд-
ностями, а потому задачу построения управления 
приходится решать при неполном знании модели, 
а также в условиях стохастической неопределен-
ности [1, 2].

В связи с этим задача конструирования неста-
ционарных динамических систем, работающих 
в условиях неполной информации (иными сло-
вами, в условиях неопределенности), приобрела 
исключительное значение в современной теории 
автоматического управления. Это подтверждает-
ся большим числом публикаций и докладов на 
международных конференциях, посвященных 
как разработке научных основ конструирования 
нестационарных систем, так и результатам реа-
лизации разработанных методов для управления 
конкретными физическими объектами.

Значительное число методов конструирова-
ния и организации систем было разработано для 
управления подвижными объектами с некон-
тролируемо меняющимися в процессе функцио-

*Работа выполнена при поддержке Российского Фонда 
Фундаментальных исследований (Проект 16-8-00522).

нирования параметрами, в том числе авиацион-
но-космическими объектами [3, 4], а также для 
управления нестационарными технологическими 
объектами [5]. В последние годы большое внима-
ние уделяется медицинской и биологической сфе-
рам приложения идей теории управления. В них 
нестационарными объектами являются биомеди-
цинские процессы с их сложными динамически-
ми моделями, зависящими от многих биологиче-
ских факторов. На сегодняшний день синтезиро-
ванные математические модели, использующие 
параметры, полученные из обработки реальных 
данных, позволяют, например, описывать про-
цессы, происходящие в организме человека при 
таких заболеваниях, как сахарный диабет, рак 
или при наличии ВИЧ в организме [6—8].

Бурное развитие микроэлектроники и, в первую 
очередь, средств вычислительной техники, позво-
лило реализовать сложные алгоритмы управления 
нестационарными объектами, что, несомненно, 
повышает их эффективность, надежность, снижа-
ет потребление энергоресурсов.

В статье развивается метод алгоритмического 
конструирования систем управления с неполной 
информацией о состоянии объекта, его параме-
трах и взаимодействии со средой, основанный 
на применении основных результатов анали-
тического конструирования [9], а именно, на 
применении в основе конструкций алгоритмов 
оптимизации необходимых (достаточных) усло-
вий минимума функционалов качества. Выра-
ботанный подход построения алгоритмов опти-
мизации может использоваться для построения 
систем идентификации, управления разнообраз-
ными нестационарными объектами.

При реализации данного метода нередко ис-
пользуются квадратичные функционалы, что су-
щественно упрощает применение алгоритмов.

Рассматриваются алгоритмы оптимизации нестационарных систем управления, основанные на применении 
уравнения Гамильтона — Якоби. Построенные алгоритмы могут использоваться как для оптимизации самих не-
стационарных объектов, если для этой цели выделены соответствующие параметры, так и для оптимизации всей 
управляемой системы с помощью соответствующей параметрической настройки регуляторов. Эффективность раз-
работанных алгоритмов продемонстрирована на примере управления подачей антиретровирусных препаратов в ор-
ганизм человека при наличии ВИЧ.

Ключевые слова: уравнение Гамильтона — Якоби, принцип минимума Понтрягина, моделирование ВИЧ, решение 
нелинейных нестационарных уравнений, оптимальное управление
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В настоящей статье в рамках алгоритмического 
конструирования [10] предложен алгоритм опти-
мизации нестационарных систем управления с не-
полной информацией о параметрах, основанный 
на применении принципа минимума Понтрягина 
и необходимых условий оптимальности (уравне-
ние Гамильтона — Якоби). При выполнении сфор-
мулированных условий гарантируется успешное 
"отслеживание" изменений параметров объекта с 
выбранными алгоритмами изменения параметров 
модели. При этом обеспечивается "перевод" функ-
ционала качества из периферийных значений к его 
минимальному значению асимптотически.

В качестве примера использования разработан-
ного алгоритма исследована задача управления 
подачей антиретровирусных препаратов ВААРТ
в организм человека при наличии ВИЧ [11].

Постановка задачи управления
нелинейным объектом с использованием

SDC-линеаризации

Пусть нелинейный управляемый и наблюдае-
мый объект описывается векторным дифферен-
циальным уравнением

 

0 0

( ) ( ) ( ) ( );

( ) ,

d
x t f x B x u t

dt
x t x

= +

=
 (1)

где x ∈ Rn — состояние системы; x0 ∈ X0, X0 — 
область возможных начальных состояний систе-
мы; x(t) ∈ Ωx, где Ωx — область (открытое связное 
множество) Rn, содержащая начало x0; u ∈ Rr — 
управление, подлежащее нахождению. Матри-
цы f(x), B(x) действительны и непрерывны, пара 
матриц 〈  f(x), B(x)〉 является управляемой, кроме 
того, будем предполагать матрицы достаточно 
гладкими, чтобы через любые (t0, x0) проходило 
одно и только одно решение x(t, t0, x0).

Предположение 1. Вектор-функция f(x) — не-
прерывная дифференцируемая по x ∈ Ωx, т.  е. 

1( ) ( )xf C⋅ ∈ Ω  и 0( ) ( )xB С⋅ ∈ Ω .
Предположение 2. Без потери общности по-

ложим, что условие x = 0 ∈ Ωx есть точка рав-
новесия системы при u = 0 так, что f(0) = 0 и 

( ) 0, xB x x≠ ∀ ∈ Ω .
При выполнении Предположений (используя 

SDC-линеаризацию [12]) исходная нелинейная 
система (1) может быть представлена в виде мо-
дели системы

 

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( );

( ) ,

d
x t A x x t B x u t

dt
x t x

= +

=
 (2)

которая имеет линейную структуру с параметра-
ми, зависящими от состояния ( ) ( ) ( )A x x t f x= .

Для синтеза управления u(t) введем функцио-
нал качества

 { }
0

т т1
( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

2

ft

t

J x u x t Q x t u t Ru t dt= +∫  (3)

где "т" — знак транспонирования; t0 и tf — на-
чальное и конечное время соответственно; ма-
трицы Q и R — симметрические, положительно 
определенные.

Оптимальное управление определяется соот-
ношением [9, 10]

 1 т( ) ( ) ( ) ( ),u t R B x S x x t−= −  (4)

где матрица S(x) — решение уравнения Риккати 
с параметрами, зависящими от состояния,

 
T

1 т

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 0.

S x A x A x S x

S x B x R B x S x Q−

+ −

− =+
 (5)

Основная проблема реализации управления 
вида (4) заключается в сложности нахождения 
матрицы S(x) как решения уравнения (5) в тем-
пе функционирования объекта. В данной работе 
будет предложен метод алгоритмического кон-
струирования с использованием поведения га-
мильтониана на оптимальной траектории.

Метод синтеза алгоритма управления
нестационарным объектом с использованием 

необходимых условий оптимальности

Пусть нестационарный управляемый объ-
ект описывается векторным дифференциальным 
уравнением вида

 

0 0

( ) ( , , , );

( ) ,

d
x t f x u

dt
x t x

⎫= η α ⎪
⎬
⎪= ⎭

 (6)

где x ∈ Rn — вектор состояния объекта; u ∈ Rr —
вектор управляющих воздействий; η ∈ Rk — век-
тор возмущаемых параметров; α ∈ R  p — вектор 
параметров, выделенных для оптимизации функ-
ционирования объекта. В общем случае k l p.

Оптимизация системы управления осущест-
вляется соответствующей перестройкой как па-
раметров объекта, так и параметров регулятора. 
Этот класс нестационарных систем управления с 
оптимизацией относят к системам координатно-
параметрического управления.

Предполагается, что:
 � вектор-функция f(x, u, η, α) гладкая и допу-

скает необходимое число раз дифференциро-
вания по совокупности переменных;

 � параметрическая неопределенность имеет ин-

тервальный характер ( ) , 1,..., ,iii t i kη η η =m m  

где iη  и iη  — соответственно минимальное и 
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максимальное значение i-го параметра, причем 
известна также максимальная скорость изме-
нения каждого из возмущенных параметров: 

*( )/id t dtη . Таким образом, ( )( ), ( )/ ,t d t dtη η ∈ Λ  
где Λ — область возможных значений параме-
тров и скоростей их изменений;

 � область параметров, предназначенных для оп-
тимизации системы управления при соответ-
ствующем u0(t) ∈ U, содержит те значения, при 
которых достигается поставленная цель, т. е. 
α0(t) ∈ Λ, где Λ — область изменения параме-
тров оптимизации.
Синтез оптимального управления проведем 

в предположении о существовании оптималь-
ного управления и об отсутствии параметриче-

ских возмущений, т.  е. для 0, ( ) 0ft t t t⎡ ⎤∀ ∈ η =⎣ ⎦
и α(t) = 0 [2, 11].

Для системы управления с объектом (6) в 
предположении об отсутствии параметрических 
возмущений образуем гамильтониан

 т( , , ) ( , ) ( ) ( , ),H x u L x u t f x uλ = + λ  (7)

где λ(t) — вспомогательная переменная, являю-
щаяся решением дифференциального уравнения

 

т
( , , )

( ) ;
( )

( ) 0.f

d H x u
t

dt x t

t

⎫⎧ ⎫∂ λ ⎪λ = − ⎨ ⎬∂ ⎬⎩ ⎭
⎪λ = ⎭

 (8)

Оптимальное управление отыскивается сле-
дующим образом:
 � в случае, когда ограничения на управление 

не эффективны, т.  е. оптимальное управле-
ние достигается внутри области допустимых 
управлений (не находится на границах за-
мыкания заданного множества допустимых 
управлений U ), то

 
( , , )

0;
( )

H x u
u t

∂ λ
=

∂
 (9)

 � в случае, когда ограничения на управление 
эффективны, т.   е. оптимальное управление 
достигается на границах области допустимых 
управлений U, то

 0 0 0
0

( )
( , , ) min ( , , ), [ , ].f

u t U
H x u H x u t t t

∈
λ = λ ∈  (10)

Таким образом, оптимальное управление вы-
бирается из условия

 0 0( ) arg min ( , , ).
u U

u t H x u
∈

= λ  (11)

Следует отметить, что краевые условия на 
правом конце для переменной λ(t) и поведение 
гамильтониана зависят от объекта, вида задава-
емой области конечных значений состояния си-

стемы и задания (или не задания) времени пере-
ходного процесса.

Условия оптимальности, сформулированные в 
виде двухточечной краевой задачи (6), (8) и усло-
вий выбора управления (9), (10), являются необхо-
димыми условиями минимума функционала (3).

Продифференцировав H(x, u, λ) (7) по време-
ни, с учетом возможности перехода к открытой 
области управляющих воздействий, получим

 ( , , ) .
d H H dx H d H du

H x u
dt t x dt dt u dt

∂ ∂ ∂ λ ∂
λ = + + +

∂ ∂ ∂λ ∂

Учитывая, что дифференциальные уравне-
ния (6) и (10) образуют каноническую форму,

а также тот факт, что 0
H du
u dt

∂
=

∂
 (либо 0,

H
u

∂
=

∂
 

либо 0,
du
dt

=  либо 
H
u

∂
∂

и 
du
dt

 — ортогональны), 

последнее выражение можно переписать в виде

 
( , , )

( , , ) .
d H x u

H x u
dt t

∂ λ
λ =

∂
 (12)

Краевые условия для уравнения (12) задаются 
на правом конце и зависят от области конечных 
значений состояния системы управления.

Очевидно, что поведение гамильтониана при 
оптимальном управлении принимает вполне 
определенную траекторию, определяемую ре-
шением дифференциального уравнения с крае-
вым условием на правом конце (за исключением 
стационарного случая, когда гамильтониан не 
зависит от времени). Это поведение положим в 
основу конструкции алгоритмов оптимизации 
системы управления.

Алгоритмы оптимизации

Запишем необходимые условия минимума 
функционала качества, выраженные в поведении 
гамильтониана на оптимальной траектории, в виде

 0 0( ) ( ) ( ) 0,t H t tℜ = + ϕ =  (13)

здесь ϕ(t) — поведение гамильтониана на опти-
мальной траектории.

Рассмотрим вначале случай, когда в соотноше-
нии (6) p = k и с помощью параметров α(t) пред-
полагается парировать соответствующие параме-
трические возмущения, т.  е. предполагается, что 
возможно достижение следующего соотношения:

 ( ) ( ).t tα = η  (14)

При выполнении условия (14) уравнение объ-
екта (6) будет иметь вид

 

0 0

( ) ( , );

( ) .

d
x t f x u

dt
x t x

⎫= ⎪
⎬
⎪= ⎭

 (15)
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Очевидно, что если ( ) ( ),t tα ≠ η  то равенство (13) 
выполняться не будет, т.  е. ( ) ( ) ( ) 0.t H t tℜ = + ϕ ≠  
Это обстоятельство положим в основу алгорит-
мов оптимизации. Введем в рассмотрение функ-
цию Ляпунова в таком виде:

 { } { }0
.

2 21 1
( ( ), ( )) ( ) ( ) ( )

2 2
V t t tη ⋅ α ⋅ = ℜ − ℜ = ℜ  (16)

Тогда

 

( ( ), ( ))

( ) ( ) 0,
( ) ( )

d
V

dt

H d H d
t t

t dt t dt

η ⋅ α ⋅ =

⎧ ⎫∂ ∂
= ℜ η + α⎨ ⎬∂η ∂α⎩ ⎭

m
 (17)

так как 
0

,
H H
t t

∂ ∂
=

∂ ∂
 

( )
0

( )
t
t

∂ϕ
=

∂η
 и 

( )
0.

( )
t
t

∂ϕ
=

∂α
Пусть алгоритм параметрической оптимиза-

ции имеет вид

 

т

0 0

( , , , , )
( ) ( );

( )

( ) .

d H x u
t t

dt t

t

⎧ ⎫∂ λ α η
α = − ℜ⎨ ⎬∂α⎩ ⎭

α = α

 (18)

Тогда неравенство (17) примет вид

 2
2

( , , , , )
( ) ( )

( )

( , , , , )
( ) 0.

( )

H x u d
t t

t dt

H x u
t

t

∂ λ α η
ℜ η −

∂η

∂ λ α η
−ℜ

∂α
m

 (19)

Из последнего неравенства следует, что пара-
метрическая оптимизация будет успешной, если 
будет выполняться следующее неравенство:

 

*

2
2

( , , , , )
( ) ( )

( )

( , , , , )
( ) 0,

( )

H x u d
t t

t dt

H x u
t

t

∂ λ α η
ℜ η −

∂η

∂ λ α η
−ℜ <

∂α

здесь *( )
d

t
dt

η  — наибольшая скорость изменения 

возмущающих параметров.
Назначение алгоритма параметрической оп-

тимизации в виде (18) позволит получить усло-
вие успешной параметрической оптимизации:

 

0

2

*

( , , , , )
( )

( )

( , , , , )
( ) ( ) , [ , ].

( )

H x u
t

t

H x u d
t t t t T

t dt

∂ λ α η
ℜ >

∂α

∂ λ α η
> ℜ η ∈

∂η

 (20)

Сформулируем следующее утверждение.
Утверждение. Пусть нестационарный управля-

емый объект описывается векторным дифферен-
циальным уравнением вида (6). Тогда алгоритм 
градиентного типа (18), "парирующий" параметри-

ческие возмущения η(t), обеспечит асимптотиче-
ские свойства процессу параметрической оптими-
зации, если выполняется неравенство (20).

Пример синтеза алгоритма управления подачей 
препаратов при антиретровирусной терапии

Рассмотрим пример применения вышеописан-
ного метода для синтеза управления нелинейным 
объектом. В качестве такого объекта была выбра-
на математическая модель, описывающая пове-
дение иммунной системы человека при наличии 
ВИЧ. Синтезом и анализом этих математических 
моделей уже много лет занимаются не только био-
логи, но и математики. За последние 20 лет мо-
дель была усовершенствована от простой системы 
из двух дифференциальных уравнений, предло-
женной еще в 1993 г. [7], до современных моделей, 
учитывающих гораздо больше тонкостей иммун-
ного ответа на вирус.

Математическая модель ВИЧ-инфекции.
В данной статье используется следующая доста-
точно подробная модель, предложенная амери-
канскими учеными [11], которая отлично согла-
суется с клиническими данными:

 
[ ]

[ ]

[ ]

1 1 2 2

1 1 1 1

2 2 2

2 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( ) ( ).

d
i t di t t i t y t

dt
d

y t t i t y t y t
dt

z t z t y t

d
z t c y t b z t

dt
d

w t c i t y t c qy t b w t
dt
d

z t c qy t w t hz t
dt

= λ − − βη

= βη − α −

− ρ + ρ

= −

= − −

= −

 (21)

Здесь i — концентрация неинфицированных 
клеток иммунной системы (Т-хелперы), λ — ско-
рость производства Т-хелперов в организме, d — 
скорость естественной смерти T-хелперов. При 
попадании вируса в кровь Т-хелперы со скоро-
стью β заражаются и становятся инфицирован-
ными клетками (y), т. е. ВИЧ. Инфицированные 
клетки естественным образом умирают со ско-
ростью α, кроме того, Т-киллеры (z1) убивают их 
со скоростью ρ1, а иммуноглобулины (z2) убивают 
зараженные клетки со скоростью ρ2 (подробнее 
см. работы [6, 11]). В-лимфоциты (w) активируют-
ся в организме со скоростью c2, и со скоростью q 
они превращаются в иммуноглобулины. Функ-
ция лечения η описывает воздействие на систе-

му лекарственных препаратов *( ) 1 ( ),t u tη = − η  где 
η* — максимальное действие препарата, u(t) — 
доза вводимого препарата, т. е. наше воздействие. 
Значения параметров взяты из работы [8].
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Синтез алгоритма. Представим нашу систе-
му (21) в виде

 ( ) ( ) ( ) ,
d

x A x x t B x u
dt

= +  (22)

здесь xт = [i, y, z1, w, z2], при этом матрицы при-
мут вид:

 

*

* *

1
*

0 0 0 0

0 0 0 0

, ,0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

d iy

a iy
A Bb

b

h

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞βη
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

−⎜ ⎟ ⎜ ⎟−βη
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =−⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 *
1 1 2 2,a z z= α + ρ + ρ  *

2 2 .b b c iy= −

Для синтеза управления u(t) используем функ-
ционал качества (3). Оптимальное управление 
будет определяться соотношением (4).

Как уже говорилось выше, матрицу S(x), вхо-
дящую в соотношение (4) как решение уравне-
ния Риккати с параметрами, зависящими от со-
стояния объекта, отыскать в общем случае чрез-
вычайно сложно. Для поиска матрицы S(x) был 
привлечен алгоритмический метод. Представим 
эту матрицу в виде

 0( ) ( )S x S s t= + , (23)

здесь матрица S0 находится из решения урав-
нения Риккати с постоянными параметрами 
(при x(t0) = x0) с использованием оператора lqr в 
MATLAB:

 
т

0 0 0 0

т т
0 0 0 0

1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 0.

S x A x A x S x

S x B x R B x S x C QC−

+ −

− + =

В соответствии с изложенным выше способом 
формирования алгоритма параметрической оп-
тимизации (18) запишем для нахождения s(t):

 
{ } т

0

0

, ,
( ) ( ),

( )

( ) 0.

H x u S sd
s t t

dt s t

s t

⎧ ⎫∂ +⎡ ⎤⎪ ⎪⎣ ⎦= − ℜ⎨ ⎬∂⎪ ⎪⎩ ⎭
=

 (24)

Здесь

 { } [ ]{ }0 0 0
0( ) , , ( ) , , ( ) .t H x u S x H x u S s tℜ = − +

В данной задаче { }0 0 0, , ( ) 0.H x u S x =  Посколь-
ку при 0 ( ) ( )S s t S x+ ≠  гамильтониан имеет вид
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  (25)

функция чувствительности

 { }{ }0
т

, ,[ ( )] / ( )H x u S s t s t∂ + ∂

определяется выражением

 
{ }0

1 т т т
0

т
, ,[ ( )]

( )

[ ( ( )) ( )] ( ) ( ) .

H x u S s t

s t

BR B S s t A x x t x t−

∂ +⎧ ⎫
=⎨ ⎬∂⎩ ⎭

= − + +

 (26)

Таким образом, алгоритм принимает вид

 
{ }

{ }

т
0

0 0

, ,[ ( )]
( )

( )

, ,[ ( )] , ( ) 0,

H x u S s td
s t Ѕ

dt s t

ЅH x u S s t s t

∂ +⎧ ⎫
= − ⎨ ⎬∂⎩ ⎭

+ =

 (27)

где функция чувствительности

 { }{ }т
0, ,[ ( )] / ( )H x u S s t s t∂ + ∂

определяется выражением (26), а гамильтониан — 
выражением (25).

Управление с параметрической оптимизацией 
принимает вид

 1 т
0( ) ( )[ ( )] ( )u t R B x S s t x t−= − + . (28)

Таким образом, из соотношения (27) получим 
выражение для s(t). Используя этот результат,
а также матрицу S0, можем организовать управ-
ление в виде (28), подаваемое на нашу систему 
(21) для ее оптимизации.

Компьютерная реализация алгоритма. Пусть 
начальные условия соответствуют очень слабому 
пациенту, имеющему вирус ВИЧ (концентрация 
клеток иммунной системы у здорового человека 
обычно в интервале от 0,8 до 1 мл–1), i0 = 0,2 мл–1, 
y0 = 0,8 мл–1.

На рис. 1 показана динамика здоровых клеток 
при построенном нами лечении и при его отсут-
ствии. Для случая, когда начальное состояние 
пациента критическое, синтезированное управ-
ление справляется с задачей и выводит концен-
трацию здоровых клеток иммунной системы че-
ловека на приемлемый уровень. На рис. 2 видно, 
что при наличии лечения концентрация ВИЧ в 
организме достаточно быстро снижается до ми-
нимально возможного. На рис. 3 представлены 
значения матрицы переходных процессов s(t), 
рассчитываемой по алгоритму (27), предложен-
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ному в данной работе. На рис. 1 и рис. 2 видно, 
что в отсутствие лечения, т. е. без применения 
каких-либо воздействий на организм концен-
трация вируса увеличивается, а здоровые клетки 
иммунной системы погибают, и, таким образом, 
организм не справляется с ситуацией самостоя-
тельно. На рис. 4 представлен график синтези-
рованного субоптимального управления. Видно, 
что в начальный период лекарственная нагрузка 

Рис. 4. Управление, синтезированное алгоритмическим ме-
тодом

Рис. 3. Матрица переходных процессов s(t)

Рис. 2. Концентрация ВИЧ в организме человека

Рис. 1. Поведение здоровых клеток иммунной системы чело-
века при наличии ВИЧ в организме

резко возрастает, но после того как число здо-
ровых клеток становится в пределах нормы, ле-
чение лишь поддерживает их необходимый уро-
вень. При реальном медицинском применении 
данной модели можно с помощью регулировки 
матрицы R снизить суточную дозу лекарства до 
допустимого уровня.

Результаты математического моделирования 
в пакете MATLAB подтверждают правильность 
выбранного нами метода синтеза управления и
соответствующего алгоритмического поиска мат-
рицы s(t). Наше воздействие на иммунную сис-
тему помогает стабилизировать уровень кле ток 
иммунной системы и контролировать кон цен тра-
цию вируса.

Заключение

В данной работе, основываясь на методе ал-
горитмического конструирования, были пред-
ставлены и исследованы алгоритмы оптимиза-
ции нестационарных систем управления с ква-
дратичным функционалом качества в условиях 
неполной априорной информации. В основу всех 
полученных алгоритмов положены уравнение 
Гамильтона — Якоби и свойство поведения га-
мильтониана на соответствующей траектории.

Результаты математического моделирования 
для выбранной системы нелинейных уравнений 
подтверждают правильность построенного суб-
оптимального управления и возможность его 
применения в отдельных задачах. Таким образом, 
предложенный алгоритм SDC-параметризации, 
позволяющий переходить от решения уравнения 
Гамильтона — Якоби — Беллмана к уравнению 
Риккати с параметрами, зависящими от состоя-
ния, и предложенный алгоритм нахождения ма-
трицы S(x) могут быть использованы при необ-
ходимости построения нелинейных регуляторов.
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The method of forming optimization algorithms for non-stationary control systems is developed in the article, based 
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НИИ механики МГУ

Об управлении процессом регулярной ходьбы экзоскелета
нижних конечностей с помощью электроприводов1

[1—5]. В этом режиме система управления на-
правляет конечность оператора по фиксирован-
ному эталонному пути, одновременно получая 
углы шарниров для построения законов управ-
ления в виде обратной связи. Для нижних ко-
нечностей эталонная траектория — это обычная 
картина походки, ранее записанная у здорового 
субъекта. Однако построенные алгоритмы ча-
сто не учитывают полные уравнения динамики, 
а также качество управления движением вдоль 
этих траекторий.

При решении задач, связанных с перемещени-
ем грузов, необходимо учитывать также и воздей-
ствие оператора на экзоскелет в целях коррекции 
моментов, развиваемых приводами. Эта коррек-
ция позволяет оператору двигаться самому с не-
большой долей помощи от экзоскелета, экономя 
при этом энергию аккумуляторов, или наоборот, 
перекладывая основную часть нагрузки на при-
водную систему экзоскелета, — такая ситуация, 
например, имеет место при реабилитации паци-
ентов с нарушением опорно-двигательного аппа-
рата. Для решения подобных задач необходимо, 
чтобы система управления экзоскелетом обеспе-
чивала движение по заданной траектории, для 
чего она должна изменить значение управляю-
щего момента на величину, равную измеренному 
моменту, возникшему от воздействия оператора.

Введение

В настоящее время в мире активно разра-
батываются устройства, предназначенные для 
снятия нагрузки с опорно-мышечного аппарата 
человека при переноске тяжестей. Другим на-
правлением, развиваемым во многих странах, 
является роботизированная медицина, предна-
значенная для создания высокотехнологических 
реабилитационных методов восстановления здо-
ровья человека. Эти задачи могут быть успеш-
но решены с помощью различных вариантов 
экзоскелетов. Общими для данных направлений 
являются задачи, связанные с математическим 
описанием процесса движения оператора в эк-
зоскелете, построением законов управления пат-
терном его ходьбы, близким к реальной ходьбе 
здорового человека, созданием конструкций, 
удобных для использования человеком-операто-
ром и разработкой приводных систем, позволя-
ющих выполнить перемещение экзоскелета со-
вместно с оператором.

Управление позицией или траекторией — это 
широко внедренная роботизированная стратегия 

1 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке 
гранта РФФИ № 15-01-04503.

Рассмотрены динамические модели движения в сагиттальной плоскости экзоскелета нижних конечностей с од-
ним или двумя управляемыми приводами в каждой ноге, интегрированного с помощью лямок с аналогичной моделью 
человека-оператора. Представлены модели экзоскелета, несущего точечный груз, которые описывают вязко-упругое 
и жесткое крепления экзоскелета к человеку и динамику электроприводов.

В работе изучаются возможности построения систем управления для различных вариантов размещения приводов 
в шарнирах экзоскелета (коленных или одновременно в коленных и тазобедренных), учитываются также возможно-
сти разной степени силового воздействия человека-оператора на процесс движения. Закон управления экзоскелетом 
строится в аналитическом виде, в основу его построения положено соответствие движения коленей и таза механизма 
заданным желаемым траекториям. Синтез и моделирование выполняются на примере комфортабельного одноопорного 
движения, наилучшие по энергетике результаты при хорошей точности реализации траекторий удается получить в 
случае абсолютно жесткой модели, когда конструкция экзоскелета и тело человека составляют одно целое.

Ключевые слова: экзоскелет, мобильные роботы, нелинейное управление, движение по траектории, энергетика 
ходьбы
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Такого рода задача обсуждалась, например, в 
работах [6, 7], однако закон управления движе-
нием экзоскелета нижних конечностей был рас-
смотрен на примере движения одного коленного 
сустава без учета взаимовлияния опорной ноги 
и других звеньев экзоскелета. Более детальный 
подход предложен в работе [8], однако объектом 
рассмотрения здесь является управление мани-
пулятором одной руки. Отметим также работу 
[9], в которой построены полные уравнения ди-
намической системы и определяются моменты в 
суставах человека, а также мышечные усилия, их 
реализующие. Однако приведенные уравнения 
описывают движение только опорной ноги, а не 
всего тела человека.

В данной статье рассматривается процесс 
управления экзоскелетом нижних конечностей, 
надетым на оператора, в режиме плоской одно-
опорной регулярной ходьбы. Экзоскелет может 
нести на себе дополнительный груз и связан с 
человеком-оператором с помощью некоторой си-
стемы упруго-вязких лямок. Помимо этого он 
управляется только в коленных суставах (или еще 
и в тазобедренных суставах) системой электро-
двигателей с редукторами. Для управления ими 
строятся определенные алгоритмы, основанные 
на обработке сенсорной информации и учете ма-
тематической модели. Сенсорная система, разме-
щенная на экзоскелете (и, может быть, на теле 
человека), обеспечивает измерение углов эле-
ментов конструкции с вертикалью в шарнирах,
а также их первых производных. Математическая 
модель учитывает не только полные динамиче-
ские уравнения объекта, но и полные уравне-
ния движения электроприводов постоянного тока. 
Задающим воздействием на систему управления 
экзоскелетом являются программные моменты в 
шарнирах, которые соответствуют желаемым дви-
жениям по траекториям. При этом учитываются 
реальные конструктивные ограничения по напря-
жениям в приводах, вычисляются энергетические 
затраты человека-оператора на процесс ходьбы.

В статье приводятся результаты моделирования 
движения человека в экзоскелете при ряде компо-
новок экзоскелета в режиме одноопорной, комфор-
табельной ходьбы [10]. Ставится задача не только 
обеспечить в конце изучаемого одноопорного эта-
па удовлетворительную точность исполнения кра-
евых условий, но и по возможности оптимизиро-
вать энергетические затраты самого человека.

Уравнения движения аппарата

На рис. 1 показана абсолютная система ко-
ординат XYZ, обобщенные переменные, а также 
схема оператора вместе с аппаратом. Введены 
обозначения углов аппарата с вертикалью ψ, α1, 
β1, α2, β2, управляющих моментов qi, ui (i = 1, 2)

в тазобедренных и коленных шарнирах, соответ-
ственно; в точечных стопах ног — в точке (x1p, y1p) 
опорной ноги — приложены силы реакции R1x, 
R1y; в стопе переносимой ноги (x2p, y2p) силы ре-
акции естественно отсутствуют. Управляющие 
моменты развиваются за счет работы электро-
двигателей постоянного тока с редукторами. 
Определяющими координатами "тела" экзоске-
лета являются (x, y) — координаты тазобедрен-
ного шарнира, а также углы звеньев аппарата
(ψ, α1, β1, α2, β2). Одноименные координаты, но со 
своими значениями относятся и к телу человека-
оператора.

Предположим, что желаемым движением че-
ловека-оператора является режим одноопорной 
комфортабельной ходьбы [10]
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где V — скорость перемещения; T — время пере-
носа ноги в течение одного шага длиной L; h — 
высота перемещения точки таза над горизонталь-
ной поверхностью (все эти величины постоянны). 
Пусть движение переносной ноги подчиняется 
закону

 2 2
2 2cos( ); sin ( ); / ,p px L t y t T= − Ω = δ Ω Ω = π  (2)

где δ — некоторая константа, задающая высоту 
траектории переносимой ноги (обычно δ2 = 0,02 м), 

Рис. 1. Схема экзоскелета вместе с человеком в движении. 
Экзоскелет обозначен линиями вдоль ног человека
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и пусть, наконец, угол корпуса ψ* [10] изменяет-
ся по периодическому закону
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Здесь M�  — масса корпуса оператора; Kr , J —
масс-инерционные характеристики человече-
ского тела, смысл которых будет пояснен ниже; 
g — ускорение свободного падения. Экзоскелет 
должен повторять желаемое движение человека, 
причем на перемещение экзоскелета влияют, по-
мимо управляющих моментов, дополнительный 
вес груза и упругие силы, развиваемые лямками 
в точках контакта с телом оператора.

Ниже приведена динамическая часть системы, 
описывающей движение экзоскелета, не имею-
щего стоп, и пригодная для рассмотрения обеих
фаз — одноопорной и двуопорной — ходьбы [10, 11]:
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Здесь обозначено
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где g — ускорение свободного падения; Rix, Riy —
силы реакций опоры; 2a и 2b соответственно 
длины бедер и голеней; r — расстояние центра 
масс корпуса от таза; J и Ja — моменты инерции 
соответственно корпуса и бедра относительно 
точки таза; Jb — момент инерции голени относи-
тельно колена; , ,

i i
Q Q Qψ α β
� � �  — виртуальные работы 

упругих сил за счет крепления экзоскелета с по-
мощью лямок в восьми точках на теле человека.

Обозначим также

 2 2 ;t a bM m m mΣ = + +  * 24 ;a a bJ J m a= +

 2 ;a a bK m a m a∗= +  ;b bK m b∗=

 2 ;ab bJ m ab∗=  ,r tK m r=

где ma, mb — их массы; mt — масса корпуса; a*, b* —
соответственно расстояния центров масс бедра и 
голени от таза и коленей ног.

Система крепления и жесткости лямок под-
робно описаны в статье авторов [11]. Наконец, 
коэффициент χ равен либо нулю, если экзоске-
лет управляется только электроприводами в ко-
ленных шарнирах, либо единице, если приво-
ды установлены также и в обоих тазобедренных 
шарнирах. Уравнения (4)—(9) в дальнейшем ис-
пользовались для анализа только одноопорной 
фазы, когда R2x = R2y = 0. Естественно поэтому, 
что число введенных переменных здесь пере-
определено, и координаты таза могут быть вы-
ражены через углы опорной ноги:
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причем считается, что x1p = y1p = 0. Дважды про-
дифференцированные соотношения (10) отража-
ют этот факт:

 

1 1 1 1

2 2
1 1 1 1

1 1 1 1

2 2
1 1 1 1

2 cos 2 cos

2 sin 2 sin ;

2 sin 2 sin

2 cos 2 cos .

x a b

a b

y a b

a b

+ α α + β β =

= α α + β β

+ α α + β β =

= − α α − β β

���� ��
��
���� ��
��

 (11)

Избежать переопределенности системы мож-
но и с помощью рассмотрения динамических 
уравнений в угловых переменных [12].

Для того чтобы замкнуть систему уравнений, 
добавим еще четыре соотношения, связанных с 
уравнением моментов на валу электродвигателей:

 
( ) (1/ ) ;

( ) (1/ ) , 1,2 .

eng i i m qi

eng i i i m ui

nJ n q C I

nJ n u C I i

ψ − α + =

β − α + = =

�� ��
�� ��

 (12)

Здесь n — коэффициент редукции электродви-
гателей, все управляющие электродвигатели иден-
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тичны; Jeng — момент инерции электродвигателей; 
Cm — некоторый коэффициент; Iqi, Iui — силы тока 
в соответствующих тазобедренных и коленных 
(если в последних электроприводы установлены) 
шарнирах.

Соотношения (4)—(8), (11), (12) связывают при 
χ = 1 13 связями 17 неизвестных величин: семь 
вторых производных определяющих координат 
(x, y, ψ, α1, β1, α2, β2), реакции Rx1, Ry1, моменты 
qi, ui, i = 1, 2, приложенные к экзоскелету, а так-
же токи Iqi, Iui, i = 1, 2. Для замыкания системы 
нужны еще четыре соотношения, которые опре-
деляются алгоритмом управления данной систе-
мой. Аналогичный вид имеет в одноименных 
переменных и система уравнений, отвечающая 
человеку-оператору. Заметим, что необходимость 
ее использования определяется в дальнейшем 
постановкой задачи. Кроме того, обе эти систе-
мы уравнений содержат внутренние силы Q� , ко-
торые являются функцией определяющих коор-
динат экзоскелета и тела человека и их первых 
производных.

Алгоритмы управления электроприводами
и результаты их численных исследований

Численное моделирование проводилось в слу-
чае среднестатистической [13] модели тела чело-
века: рост 1,747 м, масса 73,4 кг; длины бедер, 
голеней и корпуса соответственно равны 0,514, 
0,402 и 0,741 м; их массы соответственно 9, 2,9 
и 47,6 кг (масса стоп — каждая по 1 кг, высота 
голеностопного сустава над поверхностью 9 см); 
a* = 0,245 и b* = 0,161 м. Корпус человека рас-
сматривался как тело равномерной плотности, 
исходя из этого подсчитывались величины Kr
и J. Значения других моментов инерции прини-
мались следующими: центральный момент инер-
ции бедра 0,1662 кг•м2, центральный момент 
инерции голени 0,0357 кг•м2. Масса экзоскелета 
была принята равной 20 кг: 5 кг — масса корпу-
са, по 3,75 кг — масса каждого из бедер и голе-
ней, причем масса всюду считалась распределен-
ной равномерно. Как правило принималось, что 
экзоскелет нагружен дополнительным (сосредо-
точенным грузом) массой в 50 кг, который укре-
плен на корпусе на расстоянии 0,45 м выше таза.

Параметры походки: L = 50,0 см, h = 84,5 см, 
Т = 1 с, δ = 2 см. Параметры электродвигате-
лей: за основу приняты характеристики мотора
AXI 4130:

 Jeng = 1,12 кг•см2, Cm = 350 кг•см2/(А•с2),
 Се = 0,0375 В•с, R = 2 Ом, Li = 0,03 В•с/А, n = 100.

Был рассмотрен ряд постановок задач управ-
ления. В первой из них (будем называть ее по-
становкой 1) предполагалось, что оператор силой 

своих мышц (с помощью моментов, развиваемых 
во всех пяти суставах ног — двух коленных, двух 
тазобедренных и голеностопном опорной ноги) 
реализует комфортабельную походку, а экзоске-
лет с помощью приводов, установленных в ко-
ленных (и/или тазобедренных) шарнирах, стре-
мится оказать ему в этом содействие, обеспечи-
вая "желаемый" момент М* в этих шарнирах на 
основе следующего алгоритма:

 1 1[ ] , 0,M M M M∗ ∗= λ − + λ <� �  (13)

где [ ], , 1,2i iM q u i= =  — реальный момент, дей-
ствующий на экзоскелет; λ1 — некоторый задава-
емый коэффициент. В свою очередь, желаемый 
момент строится в результате решения в каж-
дый момент времени линейной алгебраической 
системы уравнений относительно семи вторых 
производных определяющих координат экзоске-

лета 1 1 2 2( , , , , , , ),x y ψ α β α β�� ���� �� �� �� ��  сил реакции в опорной 
ноге Rx1, Ry1 и двух подлежащих определению 
неизвестных желаемых коленных моментов. Эта 
система уравнений образуется из семи соотно-
шений (4)—(9), двух условий непроскальзывания 
в точке контакта опорной ноги (11) и двух со-
отношений, обеспечивающих устойчивое движе-
ние по заданной траектории при наличии воз-
мущений [14], поскольку желаемый момент M* 
соответствует желаемому ускорению ϕ�� :

 * * *
2 3( ) ( ) ,ϕ = λ ϕ − ϕ + λ ϕ − ϕ + ϕ�� � � ��  (14)

где ϕ* — значение межзвенного угла в колене, от-
вечающее заданному комфортабельному движе-
нию человека, а λ2, λ3 < 0 — задаваемые коэф-
фициенты. Ставится задача с помощью матема-
тического моделирования определить точность 
синтезированного закона управления и возника-
ющие  при этом энергетические затраты человека.

Преобразуем соотношение (13). Воспользуем-
ся уравнением моментов на валу одного из при-
водов в коленях:

 (1/ ) .eng mnJ n M C Iϕ + =��  (15)

Подставляя это выражение в соотношение 
(13), имеем

 2 2
1[ ] .m eng m engnC I n J nC I n J M M∗ ∗− ϕ = λ − ϕ − +� ���� ��

Поскольку угол ϕ и его производные, так же 
как и желаемый момент M*, относятся к разряду 
относительно медленных в сравнении с токами 
переменных, полученную формулу можно упро-
стить, заменив на приближенную:

 2
1[ ].m m engnC I nC I n J M ∗≈ λ − ϕ −� ��  (16)
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Член с ϕ�� , а также M* в правой ча сти полу-
ченного соотношения умножаются на могущий 
быть большим по модулю коэффициент λ1. По-
этому эти члены сохранены. Подобные преобра-
зования удобно проводить и в случае установки 
электроприводов одновременно в коленных и 
тазобедренных шарнирах. Тогда в результате по-
лучаем следующие четыре недостающих системе 
(4)—(12) соотношения:

1

1

[ ( / )( ) / ];

[ ( / )( ) / ];

( , ), 1,2.

qi qi eng m i i m

ui ui eng m i i i m

i i

I I nJ C q nC

I I nJ C u nC

M q u i

∗

∗

∗ ∗ ∗

= λ − ψ − α −

= λ − β − α −

= =

� �� ��
� �� ��  (17)

Следует заметить, что управлением электро-
двигателей постоянного тока является напряже-
ние V, которое определяется соотношением

 ,eV nC RI LI= ϕ + + ��

где Ce — коэффициент противоЭДС; R — сопро-
тивление цепи электродвигателя; L — ее индук-
тивность. Если значение напряжения ограниче-
но по модулю некоторым значением Vlim, то этот 
факт можно рассматривать как ограничение на 
скорость изменения токов.

Опишем результаты численного исследования 
данного алгоритма в случае 1 постановки задачи. 
Степень точности исполнения требуемой позы 
аппарата в конечный момент времени t = T опре-
делим как невязку Δ, которая является суммой 
двух модулей: уклонения тазобедренного сустава 
от требуемого положения в декартовых коорди-
натах и модуля отклонения пятки переносимой 
ноги от требуемого положения на поверхности 
перемещения. Энергетические затраты человека 
W в процессе шага будем оценивать биомехани-
ческим функционалом

 
0

,
T

hi hi
i

W M dt= ϕ∑∫ �  (18)

где ϕhi, Mhi — соответственно межзвенные углы 
человека в суставах и развиваемые в них опера-
тором моменты. При численном исследовании 
задачи были получены результаты, представлен-
ные в таблице (переменная Δ измеряется в  см,
W — в Дж, Vlim — В).

При всех приведенных значениях редукции 
n электроприводов получаются примерно оди-

наковые результаты: энергетика чуть лучше при
n = 90, а невязки чуть меньше при n = 110. В каче-
стве опорного значения редукции для дальней-
ших рассуждений выберем n = 100.

Из рассмотрения таблицы вытекает, что точ-
ность алгоритма на практике вполне достаточная. 
Представленную в таблице энергетику интересно 
сравнить с энергетикой человека, перемещающе-
гося без помощи активного экзоскелета: человек 
без груза и экзоскелета затрачивает на такой же 
шаг 85,30 Дж, на шаг с грузом (в легком рюкзаке) 
без экзоскелета 133,14 Дж; на шаг без груза, но в 
экзоскелете, жестко связанном с телом человека, 
с учетом суммарных масс-инерционных характе-
ристик экзоскелета — 116,48 Дж; наконец, на шаг 
в экзоскелете, характеристики которого учиты-
ваются, и с грузом — 163,45 Дж. Сравнение этих 
цифр с представленными в таблице говорит о 
том, что движение с грузом в управляемом экзо-
скелете, быть может, и более удобно, но требует 
от человека несколько больших энергетических 
затрат даже в том случае, когда ограничения по 
напряжению двигателей велики. Этот факт за-
ставляет вернуться к постановке задачи 1 и пере-
смотреть ее в сторону более реальной, которая не 
требует от человека строгого выполнения задан-
ной кинематики движения.

Будем считать, что человек выполняет свое 
перемещение в коленных, тазобедренных, стоп-
ных (опорной ноги) суставах и стремится, чтобы 
эти перемещения соответствовали заданным по 
кинематике — это ближе к реальности, чем воз-
можность человеку двигаться строго по задава-
емой, теоретической кинематике. В определяю-
щих координатах тела человека данное движение 
соответствует ранее приведенной формуле (14). 
Экзоскелет же продолжает выполнять движение 
в своих коленных шарнирах посредством приво-
дов согласно соотношению (16). Иными словами, 
согласно такой идеологии мы имеем два разных 
тела, управляемых соответствующим образом, 
связь которых осуществляется только через вяз-
ко-упругие лямки. Расчеты по данному алгорит-
му выявили необходимость рассматривать только 
вариант с Vlim = 150 В, поскольку только в этом 
случае экзоскелету удается относительно точно 
отслеживать свои коленные углы. Построенный 
алгоритм приводит к достаточно большим значе-
ниям невязки Δ ∼ 6...7 см ввиду отсутствия син-
хронности при отслеживании межзвенных углов 
каждого тела, хотя и отвечает режиму с низкой 

n Vlim W Δ n Vlim W Δ n Vlim W Δ

90 24 185,93 0,22 100 24 187,36 0,21 110 24 189,81 0,20

75 150,12 0,07 75 148,63 0,07 75 148,79 0,06

150 145,25 0,09 150 147,19 0,08 150 149,02 0,08
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энергетикой порядка 90 Дж. Более удачным 
представляется модифицированный алгоритм 2, 
при котором в управлении экзоскелетом учиты-
ваются соответствующие рассогласования в ко-
ленях человека, т. е. в правой части соотношения 

(14) добавляется член * *
4 5( ) ( )h h h hλ ϕ − ϕ + λ ϕ − ϕ� �  

с задаваемыми коэффициентами λ4, λ5. В свою 
очередь, в формулах межсуставных углов чело-
века (в их правых частях) добавляются с допол-
нительными коэффициентами соответствующие 
члены с моментами от сил натяжения лямок: 
человеку-оператору невозможно в электронном 
или каком угодно другом виде быстро передать 
информацию о межзвенных углах экзоскелета в 
данный момент времени в то время, как тактиль-
ной информацией о натяжении лямок он в той 
или иной мере располагает. При соответствую-
щем подборе дополнительных коэффициентов 
здесь удалось добиться невязки порядка 0,2 см 
для человека и 1,5 см по экзоскелету при энер-
гетических затратах человека на шаг 88,5 Дж, 
что существенно ниже значений из приведенной 
выше таблицы.

Заметим, что реализация алгоритма 2 ана-
логично алгоритму 1 требует достаточно высоких 
значений управляющих напряжений на опорной 
ноге, что свидетельствует о недостаточном вы-
рабатываемом моменте на приводе. Поэтому был 
рассмотрен в нескольких вариантах алгоритм 3, 
где предполагалось, что экзоскелет управляется 
системой четырех электроприводов (к коленным 
приводам добавляются два тазобедренных при-
вода). Схема формирования управляющих сиг-
налов остается в основном прежней — с един-
ственной поправкой, что вводится ограничение 

сверху max
hM  на уровень всех развиваемых че-

ловеком суставных моментов. Наличие такого 
ограничения естественно сказывается на общем 
уровне энергозатрат W человека из формулы (18). 
Численные расчеты по данному алгоритму пока-
зывают, что определенного успеха здесь удается 
добиться уже при уровне в Vlim = 75 В. Так, на-

пример, при max 90hM =  Н•м невязка реализации 
исходного комфортабельного режима составляет 
для оператора около 0,6 см и 0,3 см для экзоскеле-
та при энергетических затратах человека на шаг 
120,3 Дж. При этом отмечается та же характерная 
черта всех этих решений, при которой нетрудно 
еще понизить энергозатраты за счет роста невя-
зок, и наоборот. Однако при Vlim = 24 В низкий 
уровень невязок сопровождается значительными 
энергозатратами порядка 160...190 Дж за шаг.

Из анализа представленных выше результа-
тов был сделан вывод о том, что при условии 
недостаточной мощности применяемых двига-
телей наличие деформируемых лямок являет-
ся, по-видимому, дестабилизирующим факто-
ром, вызывающим нежелательные колебания 

в конструкции. Поэтому рассмотренный далее 
алгоритм 4 предполагал абсолютно жесткую 
связь экзоскелета, несущего груз, с телом че-
ловека-оператора. Эта объединенная, жесткая 
конструкция рассматривалась в предположении 
учета и суммарных масс-инерционных харак-
теристик. Поскольку конструкция теперь одна, 
то при учете показаний датчиков, установлен-
ных на экзоскелете, система управления способ-
на определить желаемые моменты, единые для 
всей конструкции. Это обстоятельство позволя-
ет разделить желаемые моменты, прилагаемые 
в том или ином шарнире, на доли, реализуемые 
отдельно за счет электродвигателей экзоскелета 
или же за счет мышц оператора. Разумеется, на 
практике более или менее точная реализация че-
ловеком своих долей может быть достигнута за 
счет тренировок. Однако на приводимые ниже 
результаты численного исследования по данному 
алгоритму можно смотреть еще и с другой точки 
зрения — как на определенный идеал по энерго-
затратам, поскольку ошибка при реализации же-
лаемого движения объединенной конструкции 
здесь практически равна нулю.

Приведем полученные при исследовании дан-
ного алгоритма результаты. В случае, если опе-
ратор управляет всеми суставами, а собственно 
экзоскелет — всеми, кроме стопы опорной ноги 
(в стопе переносимой ноги момент нулевой), то в 
диапазоне Vlim = (75, 150) В энергозатраты челове-
ка составляют 19,3 Дж (полученные только за счет
работы в голеностопном суставе). При Vlim = 48 В 
энерготраты составляют уже около 91 Дж (при-
водимые ниже графики относятся именно к это-
му случаю); при Vlim = 24 В они приблизительно 
равны 131 Дж. Иными словами, в этом послед-
нем случае они только чуть меньше, чем у че-
ловека без экзоскелета с тем же грузом (50 кг) в 
рюкзаке. Впрочем, заметим, что критерий энер-
готрат не может рассматриваться как единствен-
ный при оценке эффективности использования 
экзоскелета для транспортировки значительных 
грузов — есть еще критерии разгрузки позвоноч-
ника оператора и удобства ношения экзоскелета 
с грузом, которые невозможно формализовать.

Наряду со случаем четырех электродвигателей 
можно рассмотреть и аналогичный случай только 
двух коленных электродвигателей. При Vlim = 48 В
энерготраты составляют около 127,5 Дж; при 
Vlim = 24 В они приблизительно равны 150,5 Дж. 
Для реализации другой схемы управления, когда 
электродвигатели управляют только коленями,
а оператор — всеми остальными суставами, требу-
ется, чтобы Vlim . 130 В, при этом энергозатраты 
человека составляют около 75 Дж. Заметим, что 
при наличии шести подобных двигателей станет 
возможным осуществить требуемое перемещение 
аппарата без силового участия со стороны чело-
века. Все вышеприведенные цифры говорят, по-
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видимому, о том, что принятые здесь в качестве 
примера электродвигатели находятся на пределе 
возможного и требуют замены на более мощные.

Результаты, полученные при моделировании 
человека в экзоскелете при управлении по ал-
горитму 4, когда движение происходит за счет 
четырех двигателей, представлены на рис. 2—7. 
На рис. 2 представлены графики желаемых мо-
ментов, откуда видно, что наиболее нагружен-
ным является колено опорной ноги. Кривые 6, 7 
характеризуют доли этого коленного момента, 
приходящиеся на человека-оператора и привод, 
т.  е. сумма координат этих кривых равна коор-
динате, обозначенной номером 1. Второй по за-
груженности является тазобедренный шарнир 
опорной ноги.

Аналогичная картина получается при анали-
зе управляющих напряжений и токов в приводах 
(рис. 3, 4).

Рис. 5. График углов в шарнирах экзоскелета:
1 — угол корпуса с вертикалью; 2 — угол бедра опорной 
ноги; 3 — угол голени опорной ноги; 4 — угол бедра пере-
носимой ноги; 5 — угол голени переносимой ноги

Рис. 6. Графики угловых скоростей в шарнирах экзоскелета:
1 — угловая скорость корпуса с вертикалью; 2 — угловая 
скорость бедра опорной ноги; 3 — угловая скорость голе-
ни опорной ноги; 4 — угловая скорость бедра переносимой 
ноги; 5 — угловая скорость голени переносимой ноги

Рис. 4. Графики токов в приводах:
1 — сила тока в коленном приводе опорной ноги; 2 — сила 
тока в коленном приводе переносимой ноги; 3 — сила тока 
в тазобедренном приводе опорной ноги; 4 — сила тока в 
тазобедренном приводе переносимой ноги

Рис. 3. Графики напряжений на приводах опорной и пере-
носной ног:
1 — напряжение в коленном приводе опорной ноги; 2 — на-
пряжение в коленном приводе переносимой ноги; 3 — на-
пряжение в тазобедренном приводе опорной ноги; 4 — на-
пряжение в тазобедренном приводе переносимой ноги

Рис. 2. Графики со звездочками — желаемые моменты обеих ног:
1 — коленный момент опорной ноги; 2 — коленный момент 
переносимой ноги; 3 — тазобедренный момент опорной ноги; 
4 — тазобедренный момент переносимой ноги; 5 — голено-
стопный момент опорной ноги, развиваемый человеком;
6 — коленный момент опорной ноги, развиваемый человеком; 
7 — коленный момент опорной ноги, создаваемый приводом
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На рис. 5, 6 представлены графики углов и 
угловых скоростей реализации комфортабельно-
го движения. Их отклонения от теоретических 
значений практически равны нулю.

На рис. 7 представлены графики реальных и 
теоретических реакций в опорной ноге. Эти гра-
фики практически не различимы. Отметим, что 
теоретические значения реакции опоры, полу-
ченные с учетом формулы (3), имеют отчетливый 
двугорбый вид, характерный для ходьбы человека 
в норме. Однако минимум между горбами смещен 
по времени немного вправо, что, по-видимому, 
объясняется эмпирическим характером использу-
емой формулы угла наклона корпуса (3).

Заключение

1. Построена динамическая модель движения 
в сагиттальной плоскости экзоскелета нижних 
конечностей, интегрированного с человеком-
оператором с помощью лямок с одним или дву-
мя управляемыми приводами в каждой ноге. 
Экзоскелет дополнительно нагружен сосредото-
ченной нагрузкой. Рассматривались модели вяз-
ко-упругого и жесткого крепления экзоскелета 
к человеку. Модели учитывают также динамику 
электроприводов.

2. Построены несколько алгоритмов управ-
ления этими объектами, которые формируются 
исходя из требования устойчивости движения по 
траектории и реализации моментов, отвечающих 
этому режиму.

3. Исследуется точность работы этих алгорит-
мов и соответствующие им энергозатраты чело-
века-оператора при задании настроечных коэф-
фициентов алгоритмов в случае регулярной, од-
ноопорной ходьбы. В результате моделирования 
была получена приемлемая точность по каждому 
алгоритму управления при условии обеспечения 

приводной системой требуемых номинальных 
моментов. Наиболее полные результаты с хоро-
шей точностью реализации удалось получить в 
случае абсолютно жесткой модел и, при которой 
конструкция экзоскелета и тело человека состав-
ляют одно целое. При необходимом значении 
номинального момента на приводах экзоскелет 
способен оказать существенную помощь челове-
ку, переносящему груз, что видно из анализа его 
энергозатрат.
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We consider dynamic model of the motion in the sagittal plane of the exoskeleton of lower limbs, integrated with 
the similar model of the human operator by means of straps with one or two controllable actuators in each leg. The 
exoskeleton is additionally loaded with heavy point weight. Considered models of visco-elastic and the rigid attachment 
of the exoskeleton to the person. The model also takes into account the dynamics of the electric actuators. We study the 
possibility of designing control systems for various options of the actuators in the joints of the exoskeleton (knee or both in 
the knee and hip), which also take into account the different degrees of force action of the human operator on the process 
of movement. The synthesis is based on the method of solving the inverse tasks of the dynamics. The analytical motion 
control for exoskeleton was designed, which provided locomotion to the hip and knee joints in accordance with the selected 
desired mode. Synthesis of the control system was carried out on the example of a flat, single support for comfortable 
walking. The algorithms provide a good quality performance of a given motion and an acceptable cost of energy from the 
human operator. With sufficient size nominal torque for actuators, the exoskeleton is able to provide substantial assistance 
to the person carrying the heavy weight, as is evident from the analysis of energy costs. The best energy results with good 
precision implementation can be obtained in the case of a perfectly rigid model, in which the design of the exoskeleton and 
the human body are one.

Keywords: exoskeleton, mobile robots, nonlinear control, motion on trajectory, energy walk

 7. Magdo Bortolel, Anusha Venkatakrishnan, Fangshi Zhu, 
Juan C. Morenol, Gerard E. Francisco, Jose L. Pons and 
Jose L. Contreras-Vidal. The H2 robotic exoskeleton for gait 
rehabilitation after stroke: early findings from a clinical study,
J. of NeuroEngineering and Rehabilitation, available at: https://doi.
org/10.1186/s12984-015-0048-y.

 8. Yali Liu, Chong Li, Linhong Ji, Sheng Bi, Xuemin Zhang, 
Jianfei Huo, and Run Ji. Development and Implementation of an 
End-Effector Upper Limb Rehabilitation Robot for Hemiplegic 
Patients with Line and Circle Tracking Training, J. of Healthcare 
Engineering, 2017, June.

 9. Suin Kim, Kyoungkwan Ro and Joonbum Bae. Estimation 
of Individual Muscular Forces of the Lower Limb during 
Walking using a Wearable Sensor System, J. of Sensors Volume, 
2017, Article ID 6747921, 14 p., available at: https://doi.org/ 
10.1155/2017/6747921.

 10. Beletsky V. V. Dvunogaia khodba (Biped walking), Mos-
cow, Nauka, 1984, 286 p. (in Russian).

 11. Lavrovsky E. K., Pismennaia E. V., Komarov P. A. Uprav-
lenie khodboji ekzoskeletona nizhnikx konechnosteji pri viazko-upru-
goji sviazi ego s telom cheloveka-operatora (About control of walking 
lower extremities exoskeleton at condition of its elastic-viscous 
connection with human operator), Mekhatronika, Avtomatizatsiya, 
Upravlenie, 2015, no. 2, pp. 96—101 (in Russian).

 12. Formalsky A. M. Peremechshenie antropomopfnykx mekx-
anizmov. (About displacement of antropomophic mechanismes), 
Мoscow, Nauka, 1984, 368 p. (in Russian).

 13. Lavrovsky E. K., Voronov A. V. Оpredelenie mass-inert-
sialnykx kxarakteristik nogi cheloveka (Finding of mass-inertia 
parameters for human legs), Physiology of Human, 1998, no. 2,
pp. 91—101 (in Russian).

 14. Lavrovsky E. K., Pismennaia E. V. Algoritmy upravleniai 
ekzoskeletom nizhnix konechnosteji v regime odnoopоrnoji fazy khod-
by po rovnym i stupenchatym poverkhnostiam. (Control algorithm 
for lower extremities exoskeleton in the walking regime by flat and 
step surfaces), Mekhatronika, Avtomatizatsiya, Upravlenie, 2014,
no. 1, pp. 44—51 (in Russian).

Ac knowledgements: This work was supported by the Russian Foun-
dation for Basic Research, project no. 15-01-0453.

For citation:

Lavrovsky E. K., Pismennaya E. V. Control of Regular Wal-
king for an Exoskeleton with the Electric Drive, Mekhatronika, 
Avtomatizatsiya, Upravlenie, 2018, vol. 19, no. 3, pp. 160—168.

DOI: 10.17587/mau.19.160-168

References

 1. Colombo G., Joerg M., Schreier R., Dietz V. Treadmill 
training of paraplegic patients using a robotic orthosis, J. Rehabil. 
Res. Dev., 2000: 37 (6), pp. 693—700.

 2. Hussain S., Xie S. Q., Liu G. Robot assisted treadmill 
training: mechanisms and training strategies, Med. Eng. Phys., 
2011: 33 (5), pp. 527—533.

 3. Aoyagi D., Ichinose W. E., Harkema S. J., Reinkens-
meyer D. J., Bobrow J. E. A robot and control algorithm that can 
synchronously assist in naturalistic motion during body-weight-
supported gait training followi ng neurologic injury, IEEE Trans. 
Neural. Syst. Rehabil. Eng., 2007: 15 (3), pp. 387—400.

 4. Wisneski K. J., Johnson M. J. Quantifying kinematics 
of purposeful movements to real, imagined, o r absent functional 
objects: implications for modelling trajectories for robot-assisted 
adl tasks, J. NeuroEngineering Rehabil., 2007.

 5. Montagner A., Frisoli A., Borelli L., Procopio C., Ber-
ga masco M., Carboncini M. C., et al. A pilot clinical study 
on robotic  assisted rehabilitation in vr with an arm exoskeleton 
device, Proceedings of Virtual Rehabilitation, 27—29 September 
2007, Venice, 2007, pp. 57—64.

 6. Antonio J. del-Ama, Ángel Gil-Agudol, José L. Pons and 
Juan C. Moreno del-Ama et al. Hybrid FES-robot cooperative 
control of ambulatory gait rehabilitation exoskeleton, J. of Neuro-
Engineering and Rehabilitation, 2015, available at: http://www.
jneuroengrehab.com/content/11/1/27.



169Мехатроника, автоматизация, управление, Том 19, № 3, 2018

УДК 621.865.8 DOI: 10.17587/mau.19.169-174

С. В. Харузин, инженер, s.haruzin@rtc.ru, О. А. Шмаков, начальник отдела, shmakov@rtc.ru,
Центральный научно-исследовательский и опытно-конструкторский институт робототехники

и технической кибернетики, Санкт-Петербург

Визуальная оценка локомоционной эффективности 
реконфигурируемого мобильного робота1

дах [2—3] представлен визуальный анализ эф-
фективности нечеткого алгоритма оценки теку-
щего состояния колесно-шагающей платформы 
при преодолении уступа. В работе [4] проводи-
лась визуальная оценка эффективности алгорит-
ма преодоления препятствия с прямоугольным 
сечением четырехколесным роботом, передняя 
и задняя оси колес которого соединены актив-
ным шарниром, вращающимся относительно 
продольной оси устройства. Предварительная 
оценка эффективности алгоритмов преодоления 
уступов и рвов шестиногими колесно-шагающи-
ми роботами рассмотрена в статьях [5—6]. Визу-
ализация движений виртуальных моделей змее-
подобных роботов выполнена в работах [7—9]. 
Моделирование динамики и визуализация дви-
жений шагающего робота с четырьмя ногами 
описаны в докладе [10].

В данной статье проведена визуальная оцен-
ка локомоционной эффективности виртуальной 
модели реконфигурируемого мобильного робота 
при движении по полигону, составленному из 
типовых препятствий. Рассмотрены два вариан-
та комплектации устройства: с гусеничной и ко-
лесной ходовыми частями. Предложены система 
управления и алгоритм, обеспечивающие движе-
ние устройства в пространственных интервалах 
между предварительно определяемыми путевы-
ми точками. Приведены результаты виртуально-
го моделирования.

Виртуальные модели МР и полигона

Изображения 3D-CAD моделей реконфигури-
руемых МР в гусеничной и колесной комплек-
тациях приведены на рис. 1. Каждое мобиль-
ное устройство составлено из набора типовых 
модулей, комбинирование которых позволяет 

Проведена визуальная оценка локомоционной эффективности виртуальной модели реконфигурируемого мобильно-
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Введение

Быстрое  развитие прикладных технологий 
способствует внедрению робототехнических ре-
шений во многие сферы человеческой деятель-
ности. Часть практических и исследовательских 
задач решается с помощью мобильных роботов 
(МР). Такие устройства используются при про-
ведении инспекций объектов промышленного 
и гражданского значения, в строительстве, при 
транспортировке, при проведении спасательных 
операций и т.   д. Определяющим фактором при 
их построении является возможность адаптации 
механической структуры МР к перспективным 
условиям применения. Поэтому разработка ре-
конфигурируемого МР, подготовленного к вы-
полнению рабочих операций в широком диа-
пазоне условий, является одной из актуальных 
задач мобильной робототехники.

Оценка и прогнозирование локомоционной 
эффективности реконфигурируемого МР на ран-
них стадиях разработки позволяет составить 
рекомендации и требования к параметрам его 
исполнительных и пассивных систем, опреде-
лить характер перемещений робота, составить 
требования к его системе управления. Одним из 
наиболее эффективных методов оценки локомо-
ционных параметров МР является виртуальное 
моделирование кинематики и динамики с после-
дующей визуальной оценкой полученных резуль-
татов. Авторы работы [1] моделировали динами-
ку шестиколесного робота с трансформируемой 
подвеской при движении по ступеням. В докла-

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства 
образования и науки РФ в рамках соглашения № 14.578.21.0124 
о предоставлении субсидии на выполнение прикладных научных 
исследований и экспериментальных разработок. Уникальный 
идентификатор ПНИЭР — RFMEFI57815X0124.
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собирать ходовые части и полезные нагрузки 
различных конфигураций. Несущие элементы 
проектируемых МР представлены каркасными 
конструкциями, выполненными в виде алюми-
ниевых пластин 1 и 5 (рис. 1). К пластинам с двух 
сторон крепится массив из съемных планок Пи-
каттини. Планки предназначены для установки 
на них различных модулей и крепежных элемен-
тов. Крепление модулей осуществляется с помо-
щью специальных фиксаторов, расположенных 
непосредственно на корпусах модулей. Сборка 
представленных в настоящей работе платформ 
осуществлялась из упрощенных 3D-CAD моде-
лей типовых модулей приводов, датчиков, меха-
нических передач и модулей передачи данных. 
Все виртуальные представления модулей облада-

ют массогабаритными и инерционными харак-
теристиками перспективных физических анало-
гов. Полезная нагрузка гусеничного МР пред-
ставлена камерой, установленной на поворотном 
основании. Полезная нагрузка колесного МР 
представлена сборным манипулятором. Среди 
основных компонентов, из которых составлены 
платформы, можно выделить ведущие колеса 2 
и 6, ведомые колеса 3, гусеничные траки 4 и два 
звена манипулятора 7, 8, одно из которых кон-
структивно совмещено со схватом. Массы обеих 
платформ составляют 7,5 кг.

Оценку локомоционной эффективности мо-
бильных устройств проводили на полигоне, изо-
бражение которого приведено на рис. 2. Основ-
ным элементом полигона является подложка (1), 
на которой закреплены препятствия. В состав 
полигона входят препятствия: уклон и площадка 
(2, угол наклона составляет 15°), крутой уклон 
и ступени (3, угол наклона составляет 45°, вы-
сота ступени — 5 см), два набора препятствий 
типа камни (4 и 5), два препятствия типа планки
(6 и 7, высота препятствий составляет 5 см), пре-
пятствие с волнистым сечением подстилающей 
поверхности (8) и уголок, составленный из тру-
бок (9, диаметр трубки составляет 5 см).

Структура системы управления

Обеспечивающая движение мобильных плат-
форм в пространственных интервалах между пу-
тевыми точками система управления содержит 
блоки в соответствии со схемами на рис. 3, 4.

С виртуальной модели мобильного робота и 
рабочей среды в систему формирования управ-
ляющих сигналов поступают показания экстеро-
рецептивных и проприорецептивных датчиков.
В случае с гусеничной платформой проприоре-

Рис. 2. Изображение 3D-CAD модели полигона для испыта-
ний локомоционной эффективности МР:
1 — подложка; 2 — уклон и площадка; 3 — крутой уклон 
и ступени; 4, 5 — препятствия типа камни; 6, 7 — препят-
ствия типа планки; 8 — препятствие с волнистым сечением 
подстилающей поверхности; 9 — уголок из трубок

Рис. 1. Изображение 3D-CAD модели мобильной платформы в гусеничной (а) и в колесной (б) конфигурациях:
1, 5 — несущие элементы МР; 2, 6 — ведущие колеса; 3 — ведомые колеса; 4 — гусеничные траки; 7, 8 — звенья манипулятора
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цептивная информация представлена показани-
ями энкодеров, расположенных в двух ведущих 
колесах левой и правой гусеничных систем. Ана-
логичная информация для колесной платформы 
представлена показаниями энкодеров каждого 
из колес, а также показаниями абсолютных дат-
чиков угла, установленных в сочленениях ма-
нипулятора. Экстерорецептивная информация 
представлена данными об абсолютном положе-
нии МР в глобальной системе координат и его 
ориентации в ней. Эта информация поступает на 
блок системы формирования управляющих сиг-
налов, который с заданной частотой (во время 
виртуальных экспериментов частота составля-
ла 100 Гц) сравнивает ее с текущим задаваемым 
положением МР (путевая точка) и используется 
при формировании заданий на вращение веду-
щих колес. Информация с энкодеров и угломе-
ров используется для формирования рассогла-
сований, которые затем подаются на входы ПД 
и ПИД регуляторов, играющих в этой системе 
стандартную роль по формированию значений 
вращающих моментов. Значение сформирован-
ного вращающего момента затем проходит через 
ограничитель, который имитирует физически 
максимально достижимое приводом значение 
вращающего момента, определяемое на основе 
характеристик реальных двигателей, предло-
женных к использованию в составе модульной 
платформы. Затем полученный сигнал проходит 
через передаточные функции апериодических 
звеньев первого порядка, сглаживающих скачки 
вращающих моментов и функционирующих в 
соответствии с выражением

 ,
1

a
bs +

где a = 1, а значение коэффициента b выбиралось 
от 0,001 до 0,01.

Предложенный алгоритм движения МР в про-
странственных интервалах между путевыми точ-

ками реализуется системой форми-
рования управляющих сигналов. 
Под путевой точкой понимается 
плоская координата, через малую 
окрестность которой (во время вир-
туальных экспериментов окрест-
ность была ограничена окруж-
ностью диамет ром 3 см) должен 
пройти маркер, жестко связанный с 
каркасом МР. По достижении коор-
динаты происходит ее переключение 
на следующую из предварительно 
определенного списка. Если же до-
стигнута последняя координата, то 
происходит формирование команды 
остановки МР.

На вход системы формирования 
управляющих сигналов поступа-

ет информация о текущих скоростях вращения 
ведущих колес, текущее время моделирования, 
временной интервал, через который происходит 
расчет параметров (имитирует время отклика 
бортового вычислителя), абсолютные углы по-
ворота звеньев манипулятора (если он вклю-
чен в комплектацию), координаты устройства в 
глобальной системе координат, углы ориента-
ции устройства в глобальной системе координат 
(имитация показаний компаса и инклиноме-
тров), массив координат путевых точек. Выхо-
дами системы являются рассогласования зада-
ваемых и текущих скоростей вращения колес и 
положений звеньев манипулятора.

Алгоритм формирования рассогласований по 
скоростям вращения колес реализуется в три эта-
па. На первом этапе происходит определение на-
правления на следующую путевую точку (относи-
тельно системы координат, связанной с каркасом 
МР). Затем происходит оценка полученного угла. 
Если абсолютное значение угла превышает 10°, то 
на выход системы поступают величины, приво-
дящие к развороту платформы на месте (по крат-
чайшему направлению к путевой точке). Если аб-
солютное значение угла лежит в диапазоне от 1
до 10°, то блок формирует рассогласования, со-
ответствующие движению МР в сторону путе-
вой точки с одновременным разворотом. Если 
абсолютное значение полученного угла лежит в 
диапазоне от 0 до 1°, то формируемые сигналы 
способствуют движению МР вперед. На третьем 
этапе происходит оценка расстояния до путевой 
точки. Если оно становится меньше порогового 
значения (в рассматриваемом случае — 10 см),
то задаваемая скорость вращения колес уменьша-
ется (т. е. происходит торможение).

Виртуальный эксперимент

Во время виртуального эксперимента плат-
формы осуществляли последовательный обход 

Рис. 3. Схема системы управления движением гусеничной платформы

Рис. 4. Схема системы управления движением колесной платформы
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препятствий в соответствии с предварительно 
определенным набором путевых точек. При этом 
параметры контактного взаимодействия между 
исполнительными системами МР и средой вы-
бирались следующим образом: динамический 
коэффициент трения составлял 0,4; статический 
коэффициент трения составлял 0,5.

Схема движения колесного МР по полигону 
в одном из сценариев моделирования приведена 
на рис. 5. Движение начинается из позиции 1, в 
которой МР предварительно складывает мани-
пулятор в целях смещения центра масс устрой-
ства ближе к подстилающей поверхности (что 
положительно сказывается на маневренности 
устройства и снижает риск его опрокидывания 
при преодолении препятствий). Затем МР осу-
ществляет обход препятствий в следующей по-
следовательности: камни (2), уклон и площадка 
(3 и 4), планки (6 и 7).

Соответствующая рассмотренной схеме дви-
жения кинограмма анимации результатов вир-
туального моделирования с изометрическим 
расположением камеры приведена на рис. 6 (см. 
вторую сторону обложки).

МР с колесной ходовой частью успешно пре-
одолевает препятствия типа камни, взбирается 
на пологий уклон и безостановочно совершает 
перемещение по планкам и волнистой поверхно-
сти. Движение без опрокидывания при спуске со 
ступеней, движение по крутому уклону и препят-
ствию, составленному из трубок, возможно толь-
ко при сложенном манипуляторе. Наибольшее 
затруднение при преодолении вызывают такие 
препятствия, как крутой уклон и лестница. Вви-

ду малой площади контакта колес и поверхности 
преодоление препятствий возможно только при 
увеличении коэффициентов динамического/ста-
тического трения до 0,7/0,8 соответственно.

Схема движения гусеничного МР по полигону 
в одном из сценариев моделирования приведена 
на рис. 7. Движение начинается из позиции 1. 
МР осуществляет обход препятствий в следую-
щей последовательности: уклон/площадка (2—4) 
и камни (5).

Соответствующая рассмотренной схеме дви-
жения кинограмма анимации результатов вирту-
ального моделирования с изометрическим рас-
положением камеры приведена на рис. 8.

МР с гусеничной ходовой частью успешно 
преодолевает все представленные препятствия, 
за исключением камней, исполненных в виде 
массива призматических компонентов (в ряде 
экспериментов платформа цеплялась каркасом 
и/или корпусами исполнительных модулей). 
Низкое расположение центра масс МР обеспе-
чивает движение без опрокидывания при подъ-
еме и спуске со ступеней, преодолении крутого 
уклона.

Заключение

В целях оценки локомоционной эффектив-
ности колесной и гусеничной компоновочных 
схем в перспективных сценариях применения 
реконфигурируемого МР данные схемы апроби-
рованы на виртуальных динамических моделях. 
Визуальная оценка анимации результатов моде-

Рис. 5. Схема движения колесного МР по полигону Рис. 7. Схема движения гусеничного МР по полигону
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лирования позволяет сделать вывод о том, что 
устройства способны осуществлять движение по 
пересеченной местности с небольшими препят-
ствиями, осуществлять подъем на уклоны раз-
личной крутизны. Дальнейшими направления-
ми работы являются разработка компоновочных 
схем, обеспечивающих непрерывное движение 
по более широкому классу препятствий, оценка 
силомоментных характеристик исполнительных 
систем устройств, исследование влияния раз-
личных компоновок полезной нагрузки на локо-
моционную эффективность МР.
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In this paper we suggest estimation results for the reconfigurable mobile robot locomotion effectiveness. All estimations 
are performed via visual analysis of the virtual modelling results. In virtual modelling scenarios mobile robot were traversing 
through a space with consequently assembled obstacles of five main types: slope, ledge, step, stones, and tube array. Further 
we describe two robotic platform configurations: tracked and wheeled. Each mobile device is assembled from a set of 
specialized modules. Combining of these modules allows building different mobile (wheeled, tracked, leg-wheeled and etc.) and 
payload systems (sensor, manipulative). All modular subsystems have virtual representations with identical to their physical 
analogues mass and inertial properties. We propose two different payload types: payload for wheeled vehicle (represented 
with modular manipulation system) and payload for tracked vehicle (represented with video camera mounted on rotation 
module). Furthermore we describe control system that allows virtual model of mobile robot to move between preliminary 
defined waypoints. As a final result we provide sequences and following descriptions of the virtual modelling animation results. 
Research conclusions are made as follows: based on performed visual analysis we submit that both devices are able to traverse 
through rough terrain with relatively small obstacles or to climb slopes with different incline angles; our further work is focused 
on developing more effective mobile robot configurations and expanding the class of traversable obstacles.
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Предложен и описан комплект модулей мобильной робототехники, который позволяет сократить время маке-
тирования робототехнических систем за счет крупной модульной сборки. Помимо конструктивно-компоновочных 
решений, авторы уделяют особое внимание схемотехнике комплекта. Показаны возможные варианты компоновки 
систем на основе предложенных модулей: колесной и гусеничной платформ и четырехстепенного манипулятора.

Ключевые слова: мехатронный модуль, быстросъемное соединение, мобильный робот, модульная сборка, гусенич-
ная платформа, манипулятор, макетирование, отладка алгоритмов
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Комплект модулей мобильной робототехники
для макетирования и отладки алгоритмов управления1

Введение

Робототехника  — передовое направление на-
уки и техники, включающее в себя множество 
различных областей (конструирование, маке-
тирование, программирование и др.). Одной из 
важнейших проблем современной робототехни-
ки является развитие образовательных программ 
[1] и создание качественных и надежных инстру-
ментов для обучения, которые предоставляли бы 
необходимое аппаратное и программное обеспе-
чение для решения робототехнических задач [2].

Существующие на рынке предложения робо-
тотехнических комплектов (LEGO Mindstorms, 
Fischertechnik, Makeblock и т. д. [3—7]), несмотря 
на свою популярность, нередко обладают эле-
ментной базой, недостаточной для реализации 
сложных алгоритмов, а их общий конструктив, 
основанный на мелкой сборке, приводит к тому, 
что большая часть учебного процесса уделяется 
макетированию, а не изучению задач управле-
ния. Для решения существующих проблем авто-
ры статьи предлагают комплект модулей мобиль-
ной робототехники (ММР). Простая и быстрая 
сборка из готовых модулей позволит сократить 
время, необходимое для создания роботов и, тем 
самым, сконцентрироваться на реализации алго-
ритмов управления.

Состав и описание комплекта ММР

Для физической реализации комплекта мо-
дулей используется концепция крупной сборки. 
Такая концепция определяется разработкой мо-

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства 
образования и науки РФ в рамках соглашения № 14.578.21.0124
о предоставлении субсидии на выполнение прикладных науч-
ных исследований и экспериментальных разработок. Уникаль-
ный идентификатор ПНИЭР — RFMEFI57815X0124.

дулей в узкой линейке габаритных размеров [8] 
и наличием универсальных быстросъемных кре-
плений между модулями. С учетом последнего 
при проектировании конструкций модулей вы-
браны два основных типа соединений:
 � быстроразъемное резьбовое соединение, при 

котором поворот модулей относительно друг 
друга предотвращается простым и удобным в 
изготовлении способом — парой шип—паз;

 � соединение с помощью планок Пикатинни — 
системы рельсового интерфейса. Конструктив 
планок такого типа позволяет перемещать мо-
дули вдоль рельса и жестко фиксировать их 
посредством винтов. Также надежную фик-
сацию модулей в процессе эксплуатации обе-
спечивают прорези на планке.
Комбинирование предложенных соединений 

друг с другом с помощью специальных переход-
ников позволяет стыковать модули комплекта 
ММР в различных конфигурациях. Кроме того, 
для стыковки с крепежными элементами и кар-
касными конструкциями на каждом модуле име-
ются крепежные отверстия.

В силу предложенной архитектуры комплек-
та каждый модуль выполнен как полностью 
замкнутая система. С учетом необходимого для 
отработки различных алгоритмов управления 
функционала, которым должна обладать модель, 
собранная на базе комплекта ММР, разработаны 
следующие модули:
 � модуль системы управления (МСУ, рис. 1) яв-

ляется центральным функциональным узлом 
в архитектуре макетируемых систем и предна-
значен для подключения модулей, обеспече-
ния информационного обмена между ними, а 
также записи, хранения и исполнения основ-
ной программы управления;

 � модуль питания (рис. 2) предназначен для 
обеспечения электропитанием всех модулей и 
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Рис. 1. Модуль системы управления (вид сверху)

Рис. 2. Модуль питания (вид сверху)

Рис. 3. Модуль приводной общего назначения

Рис. 4. Модуль захватного устройства трехпальцевый

инфракрасного для определения препятствий 
на коротких дистанциях;

 � модуль датчика касания и датчика линии
(рис. 6) предназначен для определения момен-
та касания твердой поверхности и для решения 

Рис. 5. Модули датчиков внешней среды (слева) и дальномеров (справа)

подключается специальным силовым кабелем 
к МСУ, который, в свою очередь, обеспечива-
ет распределение электропитания по подклю-
ченным модулям-потребителям;

 � модули приводные делятся на два типа: пред-
назначенные для передачи вращательного 
момента на модули системы
(рис. 3) и захватные устройства 
(рис. 4) для манипулирования 
объектами в пространстве;

 � модуль датчиков внешней сре-
ды (рис. 5) предназначен для 
измерения, преобразования и 
передачи на МСУ параметров 
окружающей среды, в состав 
модуля входят: датчик темпе-
ратуры, датчик освещенности 
и микрофон;

 � модуль дальномеров (рис. 5) 
предназначен для определения 
расстояния до поверхности в 
широком диапазоне расстоя-
ний, добиться которого позво-
ляет использование датчиков 
двух типов — ультразвукового 
для определения препятствий 
на дальних расстояниях и
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 � модули передачи данных предназначены для 
передачи различных сигналов между МСУ и 
пультом управления. Для удобства пользова-
телю предоставляется возможность выбора 
способа дистанционного управления маке-
тируемой системой — для этого он может ис-
пользовать либо входящий в состав комплекта 
ММР стационарный пульт управления, либо 
ПК с беспроводным адаптером. Во втором 
случае применяется беспроводной протокол 
высокого уровня Wi-Fi с использованием соот-
ветствующего встроенного модуля в компью-
тере. Первый способ обеспечивает более высо-
кую надежность и дальность дистанционного 
управления; второй способ позволяет проще 
и быстрее организовать управление на малых 
дистанциях, без использования дополнитель-
ного радиомодуля на пульте управления и без 
дополнительной программной настройки вза-
имодействия МСУ с внешним радиомодулем;

 � модуль видеокамеры предназначен для преоб-
разования оптического изображения в анало-
говый видеосигнал и для построения на базе 
этого видеосигнала системы технического 
зрения.
Также в состав комплекта ММР вошли моду-

ли механических передач (червячной, цилиндри-
ческой и подшипникового узла), наборы крепеж-
ных элементов и каркасных конструкций (рис. 8)
и набор исполнительных элементов (модуль ко-
леса, модуль катка и гусеничная лента) для пре-
образования вращательного движения приво-
дных модулей в линейное перемещение.

Основной функциональный модуль — МСУ, 
в нем хранится и исполняется программа управ-
ления, и через него проходит большинство ин-
формационных потоков. Модуль питания осу-
ществляет электропитание МСУ и всех бортовых 
устройств макетируемой системы. Большая часть 
комплекта ММР вместе с МСУ объединена в об-
щую шину питания и данных. На МСУ располо-
жены 10 разъемов подключения к шине, к каж-
дому из которых может быть подключена ветвь 
из нескольких модулей. Все 10 ветвей включены 
параллельно. У каждого ММР имеется два элек-
трически соединенных разъема подключения к 
шине, один из которых может быть использован 
как вход, а другой — как выход; за счет этого вну-
три каждой ветви модули соединяются электри-
чески параллельно, но при этом физически пред-
ставляют собой последовательную цепь "модуль —
кабель — модуль — кабель". Таким образом, всего 
в одну ветвь на один разъем может быть подклю-
чено до десяти ММР включительно.

Отдельный от общей шины поток информации 
образует канал видеоданных: сигналы с видеока-
мер поступают на коммутатор, где один из них 
селектируется и подается на видеопередатчик, по-
сле чего транслируется на пульт управления.

Рис. 8. Каркас мобильных робототехнических систем (вид 
сверху)

Рис. 7. Модуль индикации

Рис. 6. Модуль датчика касания и датчика линии

классической задачи робототехники — движе-
ния вдоль линии на поверхности движения;

 � модуль индикации (рис. 7) предназначен для све-
товой и акустической индикации запрограмми-
рованных пользователем в МСУ событий;
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Робототехнические системы
на основе комплекта ММР

Среди наиболее распространенных задач 
управления робототехническими системами 
(РС) [9—11] можно выделить следующие:
 � управление передвигающимися на высокой 

скорости РС, ориентирующимися на различ-
ные внешние маркеры (вдоль сплошной и пре-
рывистой линии) или же на препятствия (не-
подвижные и подвижные), которые в автомати-
ческом режиме должны корректировать свою 
траекторию в зависимости от поставленной за-
дачи (объезд, прямое столкновение, остановка 
при фиксировании препятствия и т. д.);

 � групповое централизованное и децентрализо-
ванное управление РС: распределение группы 
роботов на местности, изменение поведения 
группы и приоритетов индивидуальных задач 
в случае выявления неполадок в одном из ро-
ботов, рекогносцировка на заданном участке 
территории — во всех этих ситуациях (а также 
в случае задач первого типа) наиболее подхо-
дящими являются колесные роботы ввиду их 
возможностей к изменению ходовых качеств 
платформы;

 � управление РС в условиях пересеченной мест-
ности: преодоление различных препятствий, 
носящих как природный, так и техногенный 
характер, с использованием ходовых преиму-
ществ конкретного устройства — для таких 
задач подходят гусеничные роботы в силу их 
повышенной проходимости;

 � управление РС, связанное с детектированием 
и доставкой конкретного объекта: определение 
положения заданного объекта в пространстве, 
его выбор из множества других объектов на 
основе входных данных, захват объекта наи-

более удачным из доступных способов или же 
определение невозможности захвата, доставка 
в определенную зону на основе заданных ори-
ентиров. Для решения таких задач, как пра-
вило, необходим манипулятор.
С учетом вышеперечисленных задач управле-

ния и всех функциональных возможностей ком-
плекта ММР (при установке соответствующих 
датчиков и другого приборного навесного обору-
дования) на его основе доступно макетирование 
трех базовых РС: колесной, гусеничной и четы-
рехстепенного манипулятора.

Общий вид колесной РС с четырьмя приво-
дными колесами показан на рис. 9. Конструк-
тивно приводная часть РС состоит из четырех 
модулей привода общего назначения 14, закре-
пленных на каркасе мобильной РС 1. Крепле-
ние исполнительных модулей колеса 10 к моду-
лю привода общего назначения осуществляется 
через модули подшипникового узла 15. Для за-
щиты модулей привода общего назначения от 
случайных столкновений с препятствиями и 
для движения вдоль линии на нижнюю часть 
каркаса мобильных РС установлены два модуля 
датчика касания и датчика линии 11. Для защиты 
модулей на каркасе мобильной РС от песка, гра-
вия и т. д. над колесами установлены крылья 2.
Планка Пикатинни на крыле позволяет устано-
вить модули индикации 3, модули видеокаме-
ры 4 и модули дальномеров 5 перпендикулярно 
направлению движения робота (перечисленные 
модули установлены на передней и задней ча-
стях РС). Для осуществления кругового обзора 
модуль камеры 4 на передней части установлен 
через планку Пикатинни 16 на сервопривод 13. 
Сервопривод устанавливается на кронштейн 
усиленный 12. Передача видеоинформации на 
пульт управления осуществляется через модуль 

Рис. 9. Колесная РС с четырьмя приводными колесами
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видеопередатчика 6, обмен управ-
ляющими данными происходит 
по радиоканалу через модуль при-
емопередатчика 8. Управление и 
программирование РС реализуется 
через МСУ 7. Электропитание РС 
осуществляется модулем питания 9.

Структурная схема колесной РС 
с четырьмя приводными колеса-
ми представлена на рис. 10. Связь 
между пультом управления и МСУ 
может осуществляться по двум ка-
налам: первый использует модуль 
приемопередатчика пульта управле-
ния и МСУ, второй — встроенные в 
МСУ и ПК пульта управления мо-
дули беспроводной связи по прото-
колу Wi-Fi.

Общий вид гусеничной РС с дву-
мя приводными катками показан на 
рис. 11. Конструктивно приводная 
часть состоит из двух приводных 
и двух пассивных модулей катков. 
Гусеничные ленты 5 приводятся в 
движение приводными модулями 
катков 16 через впадины на вну-
тренней поверхности гусеничной 
ленты. Приводные модули катков 
закреплены на модулях подшипни-
кового узла 3 и приводятся в движе-
ние модулями приводными общего 
назначения 20, установленными на 
каркасе мобильной РС 1, через мо-
дули цилиндрической передачи 19.
Пассивные модули катков закре-
плены на модулях подшипникового 
узла и устанавливаются на крон-
штейны угловые 2, которые фик-
сируются на каркасе фиксаторами Рис. 10. Структурная схема колесной РС с четырьмя приводными колесами

Рис. 11. Гусеничная РС с двумя приводными катками
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одинарными 18. На задней части платформы 
установлены: модуль видеокамеры 13, модуль 
индикации 12 и модуль дальномеров 4; в перед-
ней части — модуль дальномера и модуль видео-
камеры.

В центральной части платформы установле-
на манипуляционная система, которая обладает 
тремя степенями подвижности и модулем захват-
ного устройства двухпальцевым 6. Конструктив-
но манипуляционная система состоит из моду-
лей сервопривода 10, на которые установлены 
фиксаторы двойные 7 для возможной жесткой 
фиксации следующего исполнительного звена. 
На пассивные и приводные фланцы модулей сер-
вопривода закреплены кронштейны 
сервопривода 9 с установленными 
на них планками Пикатинни 8. Так-
же на платформе установлены необ-
ходимые для работоспособности РС 
модули: МСУ 14, модуль приемопе-
редатчика 11, модуль питания 15, с 
закрепленными планками Пика-
тинни для установки модуля видео-
передатчика 17. Организация управ-
ления и электропитания гусеничной 
РС осуществляется аналогичным 
колесной РС образом.

Макет гусеничной РС на базе 
изготовленного в ЦНИИ РТК ком-
плекта ММР представлен на рис. 12. 
Масса макета составляет 7,5 кг, об-
щая грузоподъемность — 0,7 кг (из 
них грузоподъемность манипулято-
ра — 0,2 кг). Робот способен пере-
мещаться со скоростью до 0,26 м/с и 
преодолевать препятствия высотой 
до 40 мм и углом наклона до 30°.

Общий вид четырехстепенной 
манипуляционной РС показан на 
рис. 13. На каркасе манипуляци-
онной РС 1 закреплены МСУ 11 и 

модуль питания 10, на который установлен мо-
дуль приемопередатчика 9. В качестве первого 
вращательного шарнира используется модуль ос-
нования манипулятора 2 с зафиксированным на 
нем кронштейном манипуляционной РС 12 для 
фиксации выходного звена второй вращательной 
степени манипулятора, в роли которой выступа-
ет модуль червячной передачи 3.

Модуль червячной передачи второго звена 
манипулятора приводится в движение модулем 
приводным общего назначения 4 через модуль 
цилиндрической передачи 11. На выходном валу 
модуля червячной передачи закреплен каркас 
первого звена манипуляционной РС 7. Выход-

Рис. 13. Четырехстепенная манипуляционная РСРис. 12. Макет гусеничной РС на базе ком-
плекта ММР

Рис. 14. Структурная схема четырехстепенной манипуляционной РС
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ным шарниром третьей вращательной степени 
по аналогии со вторым звеном является модуль 
червячной передачи, приводящийся в движение 
модулями 4 и 11. На выходном валу третьего зве-
на закреплен каркас второго звена манипуляци-
онной РС 6, выходным модулем которого служит 
также модуль червячной передачи. Конечным 
модулем является модуль захватного устройства 
трехпальцевый 5.

Структурная схема четырехстепенной мани-
пуляционной РС представлена на рис. 14. Ма-
нипуляционная РС собрана по схеме В-В-В-В 
(четыре вращательных степени) и имеет сфери-
ческую рабочую зону.

Заключение

Главный принцип, которым руководствова-
лись авторы при разработке комплекта ММР, 
состоял в следующем: сочетание достоинств 
крупной модульной сборки (скорость и просто-
та макетирования) с необходимой для отработки 
современных алгоритмов электронной оснаст-
кой в виде мощного контроллера и различных 
качественно исполненных датчиков. В результа-
те оснащение макетируемых робототехнических 
систем соответствующими модулями датчиков 
позволяет решать задачи робототехники, свя-
занные с движением в ограниченных простран-
ствах и в условиях недостаточной видимости, а 
наличие модулей видеокамеры способствует от-
работке алгоритмов движения с использованием 
технического зрения.

Дальнейшие исследования будут направлены 
на доработку программных решений комплекта 
и его апробацию. Комплект ММР будет полезен 
как в начальных образовательных учреждениях 
для обучения детей основам конструирования и 

робототехники, так и среди старшеклассников 
и студентов для реализации и отладки различ-
ных алгоритмов управления. Более того, пред-
лагаемое решение может стать эффективным 
инструментом в разработке и прототипирова-
нии мобильных робототехнических платформ и 
промышленных робототехнических комплексов 
квалифицированными специалистами в иссле-
довательских институтах и на производственных 
предприятиях.
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Rising popularity of robotics in education leads to necessity for high-quality tool for modern training programs — 
robotic kit. Most of the existing solutions do not have sufficient element base for the correct execution of complex algorithms. 
Moreover, due to a large number of components and tiny connectors a large part of the learning process is spent on 
prototyping, not on the study of control problems. The authors propose a new kit for mobile robotics, which key feature 



182 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 19, № 3, 2018

is modularity. The kit includes control system module, autonomous power supply, power drive modules, communication 
module, and different mechanical transmission modules such as bearing unit, cylindrical gear, worm gear and angular 
bracket. Implementation of the most common control tasks (collision avoidance, path planning, etc.) is possible due to special 
instrumentation modules, which include light, temperature and microphone sensors; a touch sensor and a line sensor; an 
ultrasonic and infrared distance sensor. In addition to constructive configuration solutions, authors focus special attention 
on the circuit design of the future kit. On base of the proposed kit it is possible to prototype such robotic systems as wheeled 
and tracked platforms and robotic arm, which models and structural diagrams are shown in the article. The effectiveness 
of the developed kit is proved by powerful functional modules and modular construction in general that will reduce the time 
needed for prototyping robotic systems, and will allow focusing directly on the debugging of control algorithms.

Keywords: mobile robotic, modular kit, mechatronic module, quick coupling, tracked platform, wheeled platform, 
robotic arm, prototyping; algorithmic debugging
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Алгоритмы спектрального и корреляционного анализа помехи 
случайных сигналов в скрытом периоде аварийного состояния 

объектов контроля

где RXX — автокорреляционная функция полез-
ного сигнала X(t).

В процессе эксплуатации для реальных объ-
ектов характерен переход в скрытый период ава-
рийного состояния из-за зарождения различных 
дефектов, таких как износ, микротрещина, де-
формация от усталости, коррозии и т. д. [7, 8]. 
Обычно все это отражается на сигналах, получа-
емых от соответствующих датчиков в виде шума, 
который в большинстве случаев имеет корреля-
цию с полезным сигналом X(t) [1—8]. Вследствие 
этого в подобных случаях суммарная помеха ε(t) 
формируется из шума ε1(t), который возникает от 
влияния внешних факторов, и шума ε2(t), кото-
рый возникает в результате зарождения различ-
ных дефектов. При этом нормальное состояние 
функционирования объекта заканчивается, вы-
полнение условий (2)—(4) нарушается, и насту-
пает скрытый период его аварийного состояния 
[7—10]. В этом случае из-за наличия корреляции 
между полезным сигналом X(t) и помехой ε(t) = 
= ε1(t) + ε2(t) имеют место неравенства
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и оценка Rgg(0) определяется по выражению
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Предлагаются алгоритмы и технологии замены не поддающихся измерению отсчетов помехи их приближенными 
величинами, и показана возможность их применения как для определения оценок спектральных и корреляционных 
характеристик помехи зашумленных сигналов, так и для обеспечения робастности результатов корреляционного и 
спектрального анализа в скрытом периоде аварийного состояния объектов контроля.

Ключевые слова: помеха, спектральный анализ, корреляционный анализ, зашумленный сигнал, мониторинг, диа-
гностика, объект контроля

Введение

Известно [1—6], что в нормальном, штатном 
техническом состоянии объектов контроля и 
диагностики для центрированных зашумленных 
сигналов g(t) = X(t) + ε(t), получаемых на выходах 
соответствующих датчиков и представляющих 
собой аддитивную смесь полезного сигнала Х(t) 
и помехи ε(t), выполняются такие условия, как 
нормальность закона распределения, стационар-
ность, и имеет место равенство

 Rgg(t) = M[g(t)g(t)] = M[(X(t) + ε(t))(X(t) + ε(t))] =
 = M[X(t)X(t) + ε(t)X(t) + X(t)ε(t) + ε(t)ε(t)], (1)

где Rgg(t) — автокорреляционная функция сигна-
ла g(t); M[•] — математическое ожидание.

При этом из-за отсутствия корреляции между 
полезным сигналом X(t) и помехой ε(t) выполня-
ются условия

 

[ ( ) ( )] 0; [ ( ) ( )] 0;

[ ( ) ( )] 0; [ ( ) ( )] 0;

( ) [ ( ) ( )] ( ) ( )],gg

M X t X t M t X t

M X t t M t t

R t M X t X t t t

⎧ ≠ ε =
⎪ ε = ε ε =⎨
⎪ = + ε ε⎩

 (2)

и оценки корреляционной функции Rgg(t) и дис-
персии Dεε зашумленного сигнала определяются 
по формулам

 ( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )] ( ) ;gg XXR t M X t X t t t R t Dεε= + ε ε = +  (3)

 [ ( ) ( )],D M t tεε = ε ε  (4)

КОНТРОЛЬ И УПРАВЛЕНИЕ ТЕХНИЧЕСКИМИ ОБЪЕКТАМИ
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Суммарная дисперсия помехи вычисляется по 
формуле

 
[ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )]

( ) .X

D M t X t X t t t t

R t D
ε

ε εε

= ε + ε + ε ε =

= +
 (7)

Из-за этого в скрытый период аварийного со-
стояния объектов оценки спектральных и кор-
реляционных характеристик сигналов g(t) при 
применении традиционных технологий опреде-
ляются с некоторой погрешностью. По этой при-
чине индикация начальной стадии зарождения 
неисправностей, приводящих к переходу объек-
тов в скрытый период аварийного состояния, в 
некоторых случаях оказывается запоздалой.

Учитывая сказанное, создание алгоритмов 
определения робастных оценок спектральных и 
корреляционных характеристик зашумленных 
сигналов g(t), а также разработка технологий 
анализа помехи ε(t) в период нарушения равенств 
(1)—(4) имеют большое практическое значение.

Постановка задачи

Сначала рассмотрим вопрос обеспечения ро-
бастности вычисления оценок спектральных ха-
рактеристик в скрытом периоде аварийного со-
стояния объектов контроля. Допустим, что время 
наблюдения Т реализации зашумленного сигнала
g(t) = X(t) + ε(t) выбрано достаточно большим. При 
этом предполагая, что функции X(t) и ε(t) представ-
ляют собой стационарные дискретизированные 
центрированные случайные сигналы с математи-
ческими ожиданиями, равными нулю, а формулы 
определения спектральных характеристик помехи, 
т. е. коэффициентов an, bn можно представить в виде
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где X(t) представляет собой центрированный 
сигнал с математическим ожиданием, равным 
нулю; an, bn — амплитуды соответственно си-
нусоиды и косинусоиды с частотой nω; X(iΔt) и 
ε(iΔt) — отсчеты сигнала X(t) и помехи ε(t) в мо-
мент дискретизации t0, t1, ..., ti, ..., tN с шагом Δt.

Ясно, что в случае выполнения условий (1)—(4) 
сумма погрешности положительных N+ и отрица-
тельных N– парных произведений ε(iΔt)cos(nω(iΔt)), 
ε(iΔt)sin(nω(iΔt)) будут уравновешиваться. Однако в 
тех случаях, когда объект переходит в аварийное 
состояние с возникновением корреляции между 
полезным сигналом X(iΔt) и помехой ε(iΔt), по-
являются погрешности 

naλ и 
nb

λ , которые могут 
быть определены по выражениям
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Отметим, что с увеличением степени корреля-
ции между X(iΔt) и ε(iΔt) значения погрешностей 
также увеличиваются. Вследствие этого, в неко-
торых случаях оценки погрешностей , ,

n na bλ λ  воз-
никающих от влияния помехи ε(iΔt), оказываются 
соизмеримыми с искомыми коэффициентами an, 
bn, что нередко является причиной ошибок резуль-
татов мониторинга начала скрытого периода пере-
хода объектов контроля в аварийное состояние.

Теперь рассмотрим специфику корреляционного 
анализа зашумленных сигналов в скрытом перио-
де аварийного состояния объекта. Согласно равен-
ствам (5)—(7), в это время искомые оценки корре-
ляционных функций определяются по выражению
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Очевидно, что при применении на практике 
этих оценок погрешности от влияния помехи 
ε(iΔt) можно определить по выражению
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Таким образом, в силу появления погреш-
ностей ,

n na bλ λ  и λgg в скрытый период перехо-
да объектов контроля в аварийное состояние на 
практике во многих случаях при применении 
традиционных алгоритмов спектрального и кор-
реляционного анализа не удается обеспечить 
адекватность результатов решения задач контро-
ля и диагностики. В настоящей работе ставится 
задача разработки алгоритмов определения оце-
нок спектральных и корреляционных характе-
ристик помехи ε(iΔt) и взаимно корреляционной 
функции между полезным сигналом и помехой, 
а также задача разработки технологий обеспече-
ния робастности оценок an, bn и Rgg(μΔt) в указан-
ной период.

Алгоритмы определения робастных оценок 
спектральных характеристик

зашумленных сигналов в скрытом периоде
аварийного состояния объекта

Для обеспечения робастности оценок an, bn 
спектральных характеристик зашумленных сиг-
налов g(iΔt) рассмотрим возможный вариант урав-
новешивания положительных и отрицательных 
погрешностей соответствующих парных произ-
ведений. Полагая, что отсчеты помехи ε(iΔt) сум-
марного сигнала g(iΔt) известны, абсолютные ве-
личины погрешности λ(iΔt) каждого парного про-
изведения g(iΔt)cos(nω(iΔt)), g(iΔt)cos(nω(iΔt)) можно 
определить по формулам

 ( ) | ( )|| cos( ( ))|;a i t i t n i tλ Δ = ε Δ ω Δ  (14)

 ( ) | ( )|| sin( ( ))|.b i t i t n i tλ Δ = ε Δ ω Δ  (15)

При этом средние величины абсолютной по-
грешности λ(iΔt) можно оценить по формулам

 ( ) | ( )|| cos( ( ))|,a i t i t n i tλ Δ = ε Δ ω Δ  (16)

 ( ) | ( )|| sin( ( ))|.b i t i t n i tλ Δ = ε Δ ω Δ  (17)

Однако согласно выражениям (14), (15) для 
вычисления погрешностей ,

n na bλ λ  необходимо 
определение отсчетов помехи ε(iΔt), что практи-
чески невозможно. Проведенные исследования 
показали [8], что имеется возможность замены 
не поддающихся измерению отсчетов помехи их 
приближенными величинами, и для этой цели 
возможно и целесообразно использование техно-
логии определения оценки дисперсии помехи Dε 
по выражению
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которое можно представить в виде
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Если для сигнала g(iΔt) = X(iΔt) + ε(iΔt) выпол-
няются условия стационарности и нормальности 
закона распределения, то справедливы следую-
щие равенства:
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В результате в правой части выражения (18) 
получим
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1
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X X X
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i

D R R R R D

i t
N

ε ε ε εε ε εε
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что показывает возможность на основании вы-
ражения (18) определения оценки дисперсии по-
мехи ε(iΔt) зашумленного сигнала g(iΔt).

Вводя обозначения

( ) | ( )[ ( ) (( 2) ) 2 (( 1) ]|;i t g i t g i t g i t g i t′ε Δ = Δ Δ + + Δ − + Δ  (22)
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 ( ) ( )i t i t′ε Δ = ε Δe  (23)

и допуская справедливость выражения

 2 2

1 1

1 1
( ) ( ) ( )

N N

i i
D i t i t

N Nε
= =

= ε Δ = ε Δ∑ ∑ e  (24)

формулу определения средней величины ε(iΔt) 
можно свести к определению средней величины 
εe(iΔt), т. е.
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i
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N =
ε Δ ≈ ε Δ = ε Δ∑e e

При этом выражения (16), (17) можно пред-
ставить в виде

 ( ) ( )cos( ( ));a i t i t n i tλ Δ = ε Δ ω Δe  (25)

 ( ) ( ) sin( ( ))b i t i t n i tλ Δ = ε Δ ω Δe  (26)

и использовать для определения приближенных 
значений искомых погрешностей оценок an, bn по 
формулам

 ( ) ;n n

n

a a
a a

N N
i t

N

+ −⎡ ⎤⎛ ⎞−
⎢ ⎥⎜ ⎟λ = λ Δ
⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 (27)

 ( ) ,n n

n

b b
b b

N N
i t

N

+ −⎡ ⎤⎛ ⎞−
⎢ ⎥⎜ ⎟λ = λ Δ
⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 (28)

где N+ и N– — число положительных и отри-
цательных погрешностей парных произведений 
g(iΔt)cos(nω(iΔt)), g(iΔt)cos(nω(iΔt)).

Очевидно, что определение оценок ,
n na bλ λ  от-

крывает возможность путем уравновешивания 
положительных и отрицательных погрешностей 
обеспечить робастность, т. е. получить робаст-
ные оценки
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которые позволяют повысить достоверность ре-
зультатов мониторинга начала зарождения дефек-
тов, предшествующих началу скрытого периода 
появления неисправностей в объектах контроля.

Технология спектрального анализа помехи
в скрытом периоде аварийного

состояния объекта

Проведенные исследования показали, что на-
чало зарождения неисправности в объектах кон-
троля, в первую очередь, отражается на спектре 
помехи ε(iΔt) зашумленного сигнала g(iΔt) [7, 8, 

11, 12]. В связи с этим при решении задачи кон-
троля и диагностики в качестве информативных 
признаков целесообразно использование оценок 
спектральных характеристик помехи ε(iΔt). При-
нимая во внимание выражения (22)—(26), алго-
ритмы определения оценок коэффициентов anε, 
bnε помехи ε(iΔt) можно представить в виде
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который, принимая обозначения
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и учитывая формулы (22), (23), можно преобра-
зовать к виду
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Таким образом, вычисления, полученные по 
выражениям (29), (30), обеспечивают получение 

робастных оценок ,R R
n na b , что повышает степень 

достоверности контроля в скрытый период пе-
рехода объекта в аварийное состояние. Однако 
применение выражений (34), (35) открывает воз-
можность регистрировать начало возникновения 
неисправностей значительно раньше робастных 

оценок ,R R
n na b , вычисляя оценки anε, bnε спек-

тральных характеристик помехи ε(iΔt) зашумлен-
ного сигнала g(iΔt). Для анализа возможностей 
применения предложенной технологии прово-
дились многочисленные вычислительные экс-
перименты, выполненные в среде компьютерной 
математики MATLAB.
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С помощью генератора случайных величин 
формируется массив из отсчетов помехи ε(iΔt),
а из отсчетов g(iΔt) = X(iΔt) + ε(iΔt) по формуле (22) 
формируется массив отсчетов ε'(iΔt). Затем по фор-
мулам (8), (9) вычисляются традиционные оценки 
спектральных характеристик an, bn зашумленного 
сигнала g(iΔt), а по формуле (23) формируется мас-
сив отсчетов εe(iΔt). Затем по формулам (25)—(28) 

вычисляются оценки ( ), ( )a bi t i tλ Δ λ Δ  и оценки 
погрешностей ,

n na bλ λ . Далее по формулам (29), 

(30) вычисляются робастные оценки R
na  и R

nb .
Наконец, по формулам (34), (35) определяются 
значения оценок спектральных характеристик по-
мехи anε, bnε. Результат одного из многочисленных 

экспериментов по определению ,R R
n na b  и anε, bnε 

представлен в табл. 1, где приведены только оцен-
ки, полученные при n = 5, так как оценки осталь-
ных гармоник были близки нулю.

Таблица 1

a5 b5 ( )a i tλ Δ ( )b i tλ Δ
5aλ

5b
λ

0,002 9,968 0,143 0,067 0,014 0,056

5
Ra 5

Rb 5
Ta

ε 5
Tb

ε 5a
ε 5b ε

0,005 9,857 0,02 0,33 0,002 0,37

Анализ других возможных вариантов опреде-
ления оценок спектральных характеристик по-
мехи показал, что принимая во внимание выра-
жения (31)—(35), алгоритмы определения оценок 

* *,n na bε ε  релейных спектральных характеристик 
помехи ε(iΔt) зашумленного сигнала g(iΔt) можно 
представить в виде

*

1

1

1

1
sgn ( )cos( ( ))

2
sgn ( )[ ( ) (( 2) ) 2 (( 1) ] Ѕ

Ѕ cos( ( ))

2
sgn ( ) cos( ( ));

N

n
i

N

i

N

i

a i t n i t
N

g i t g i t g i t g i t
N

n i t

i t n i t
N

ε
=

=

=

= ε Δ ω Δ =

= Δ Δ + + Δ − + Δ

ω Δ =

′= ε Δ ω Δ

∑

∑

∑

 (36)
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Исследования также показали, что при реше-
нии задач мониторинга, контроля и диагностики 
также могут быть использованы оценки знаково-
го спектрального анализа помехи, которые мож-
но определить с помощью выражений
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Легко можно убедиться в том, что выражения 

(36)—(39) определения оценок * ,na ε  * ,nb ε  ,na ε′  ,nb ε′  
отличаются тем, что они аппаратурно легко реа-
лизуются и могут быть использованы для сигна-
лизации начала возникновения неисправности в 
объекте.

Технология корреляционного анализа помехи 
зашумленных сигналов в скрытом периоде

аварийного состояния объекта

Как было указано выше, реальные контроли-
руемые объекты в процессе эксплуатации при за-
рождении различных дефектов, таких как износ, 
микротрещина, усталостная деформация и т. д. 
[8, 9, 11, 13], переходят в скрытый период аварий-
ного состояния. Это отражается на соответствую-
щих сигналах в виде шума ε2(iΔt), которые в боль-
шинстве случаев коррелируют с полезным сигна-
лом X(iΔt). Тогда суммарная помеха складывается 
из помехи ε1(iΔt) от влияния внешних факторов 
и шума ε2(iΔt) вследствие зарождения различных 
дефектов. При этом, принимая во внимание фор-
мулу (12), оценку Rgg(μ) можно представить в виде
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 (40)

Из выражений (12)—(17) и (40) следует, что без 
учета корреляционных характеристик помехи, т. е.
оценок RXε(0) и Rεε(0), обеспечить адекватность 
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решения задач контроля и идентификации тех-
нического состояния объектов в период их пере-
хода в аварийное состояние будет трудно. Экс-
периментальные исследования показали, что для 
реальных объектов контроля достаточно часто 
существует корреляция между X(iΔt) и ε(iΔt) даже 
в течение нескольких шагов дискретизации, т. е. 
при μ = Δt, 2Δt, 3Δt, ... [11, 12]. Поэтому для ис-
ключения погрешности λgg(μ) оценок Rgg(μ) кроме 
вычисления Rεε(0), RXε(0) также требуется разра-
ботать технологию определения оценок RXε(Δt), 
RXε(2Δt), RXε(3Δt), т. е. при μ = Δt, 2Δt, 3Δt, ... .
Результаты проводимых исследований показали, 
что для указанных целей также можно использо-
вать выражения (18) [11, 12]. Рассмотрим этот во-
прос более подробно. Очевидно, что при наличии 
корреляции между X(iΔt) и ε(iΔt) при μ = 0 правую 
часть выражения (18) можно представить в виде
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 (41)

При этом, если выполняются условия стацио-
нарности и нормальности закона распределения 
зашумленных сигналов, то для контролируемых 
объектов будут справедливы следующие равенства:
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 (42)

В этом случае правая часть выражения (18) 
примет вид

 XR ε′ (μ = 0) ≈ RXε(0) + RεX(0) + Rεε(0) ≈
 ≈ 2RXε(0) + Rεε(0). (43)

Из соотношения (43) следует, что при нали-
чии корреляции между X(iΔt) и ε(iΔt) при μ = 0 
результат, полученный по выражению (41), пред-
ставляет собой сумму 2RXε(0) + Rεε(0). Можно 
показать, что при наличии корреляции между 
X(iΔt) и ε(iΔt) при μ = Δt оценки RXε(Δt) можно вы-
числить по выражению
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При выполнении условий стационарности и 
нормальности закона распределения зашумлен-
ных сигналов при наличии корреляции между 
X(iΔt) и ε(iΔt) в случае μ = Δt можно считать спра-
ведливыми следующие равенства:
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Формулу для определения RXε(Δt) можно пред-
ставить в виде
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Аналогично, при корреляции между X(iΔt) и 
ε(iΔt) при μ = 2Δt можно найти оценку RXε(2Δt). 
Очевидно, что в случае корреляции между X(iΔt) 
и ε(iΔt) при m различных временных сдвигах
m = mΔt, m = 1, 2, 3, ... по аналогии с вышеприве-
денными будет справедливо выражение
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для элементов которого справедливы следующие 
оценки:
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Следовательно, для определения оценки RXε(μ) 
можно использовать обобщенное выражение
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Из-за чрезвычайной важности обеспечения 
надежности и достоверности результатов реше-
ния задач контроля в скрытый период аварийно-
го состояния объекта на современных системах 
контроля целесообразно дублирование индика-
ции начала возникновения неисправностей на 
объекте с помощью всевозможных оценок спек-
тральных и корреляционных характеристик по-
мехи ε(iΔt). Анализ создания других возможных 
вариантов этой технологии показал, что для этой 
цели целесообразно также использование алго-
ритма вычисления оценки релейной взаимно 

корреляционной функции *
XR ε (μ) между X(iΔt) и 

ε(iΔt) зашумленного сигнала g(iΔt). Из литерату-
ры [9, 10, 14] известно, что при наличии корреля-
ции между X(iΔt) и ε(iΔt) для определения оцен-
ки релейной взаимно корреляционной функции 

*
XR ε (0) между ε(iΔt) и X(iΔt) можно использовать 

формулу
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Раскрывая правую часть этой формулы и при-
нимая во внимание, что

 sgng(iΔt) = sgnX(iΔt), (51)

выражение (50) можно представить в виде
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Если при этом выполняются условия стацио-
нарности и нормальности закона распределения, 
то можно считать справедливым равенства
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В результате получается
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что показывает, что результат, полученный по 
формуле (50), представляет собой оценку релейной 

взаимно корреляционной функции *
XR ε (0) между 

полезным сигналом X(iΔt) и помехой ε(iΔt), т. е.
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Аналогичную формулу определения *
XR ε (Δt) 

можно представить в виде
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По аналогии с выражениями (41)—(49) можно 
написать обобщенное выражение определения 
оценки релейной взаимно корреляционной функ-

ций *
XR ε (μ) между X(t), ε(t) при μ = 1Δt, μ = 2Δt,

μ = 3Δt:
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Отличительная особенность этих алгоритмов 
связана с тем, что при нормальном состоянии 

функционирования объекта оценка RXε(0) будет 
равна нулю. Однако при зарождении различных 
неисправностей, когда между X(iΔt) и ε(iΔt) воз-

никает корреляция, оценка *
XR ε (0) отличается от 

нуля, и это позволяет надежно сигнализировать 
о начале неисправности объекта.

Теперь рассмотрим возможность корреляци-
онного анализа помехи ε(iΔt) зашумленных сиг-
налов g(iΔt) в скрытом периоде аварийного состо-
яния объектов контроля. Сначала допустим, что 
задана помеха ε(t) и требуется определить оценку 
ее корреляционной функции по формуле

 

1

( ) [ ( ) ( )]

1
( ) ( ) ,

N

i

R M t t t

i t i t
N

εε

=

μ = ε ε + μΔ =

= ε Δ ε + μ Δ∑
 (57)

которую, допуская справедливость равенства 
ε(iΔt) ≈ εе(iΔt), можно представить в виде
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Очевидно, что принимая во внимание выра-
жения (22), (23), формулу определения оценки 
корреляционной функции помехи Rεε(μ) в скры-
том периоде аварийного состояния объекта мож-
но также представить в виде

1

1
( ) sgn ( )

( ) [ ( ) ( ) 2 ( 1) ]

sgn ( )Ѕ

Ѕ ( 1) [ ( 1) ( 3) 2 ( 2) ].

N

i
R i t Ѕ

N

Ѕ g i t g i t g i t g i t Ѕ

Ѕ i t

g i t g i t g i t g i t

εε
=

′μ = ε Δ

Δ Δ + + ε Δ − + Δ

′ε Δ

+ Δ + Δ + + Δ − + Δ

∑

 (59)

Отметим, что несмотря на кажущуюся гро-
моздкость этой формулы, на современных сред-
ствах информатики она легко реализуема.

Таким образом, имеется возможность по вы-
ражениям (58), (59) осуществить корреляционный 
анализ помехи ε(iΔt) зашумленных сигналов g(iΔt).

При этом оценка Rεε(μ) корреляционной функ-
ции помехи может быть использована в качестве 
информативного признака для контроля начала 
скрытого периода перехода объекта в аварийное 
состояние.

Кроме того, оценки Rεε(μ) и RXε(μ) также необ-
ходимы для определения робастных оценок за-
шумленных сигналов g(iΔt).

Как следует из выражения (6), при определе-
нии оценок корреляционных функций Rgg(μ) в 
скрытом периоде аварийного состояния объекта 
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в результате влияния помехи ε(iΔt) возникает по-
грешность, состоящая из суммы оценок RXε(μ) и 
Rεε(μ). Очевидно, что для обеспечения робастно-
сти искомых оценок целесообразно использова-
ние оценок RXε(μ), Rεε(μ), которые определяются 
по выражениям (49), (58). Следовательно, форму-
лу определения робастных оценок корреляци-
онных функций зашумленных сигналов можно 
представить в виде

 
( ) [ ( ) ( )] при = 0;

( )
( ) ( ) при = 0.

gg XR
gg

gg X

R R R
R

R R
ε εε

ε

μ − μ + μ μ⎧⎪μ = ⎨ μ − μ μ⎪⎩
 (60)

Проводимые экспериментальные исследова-
ния показали, что для повышения степени на-
дежности и достоверности результатов идентифи-
кации скрытого периода аварийного состояния 
целесообразно использование оценок спектраль-
но-корреляционных характеристик зашумленных 
сигналов, которые можно определить по следую-
щим выражениям:

 
1

1
( ) ( )cos( ( ) );

N

n
i

a g i t n i t
N =

μ = Δ ω + μ Δ∑

 
1

1
( ) ( ) sin( ( ) );

N

n
i

b g i t n i t
N =

μ = Δ ω + μ Δ∑

 
1

2
( ) ( )cos( ( ) );

N

n
i

a i t n i t
Nε

=
μ = ε Δ ω + μ Δ∑

 
1

2
( ) ( ) sin( ( ) ).

N

n
i

b i t n i t
Nε
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Эксперименты показали, что при нормальном 
техническом состоянии объекта как оценки an(μ), 
bn(μ), так и оценки anε(μ), bnε(μ) остаются стабиль-
ными при различных величинах μ. Однако в на-
чале скрытого периода аварийного состояния 
объекта при μ = 0, μ = 1Δt, μ = 2Δt, μ = 3Δt, ... эти 
оценки меняются и становятся информативны-
ми признаками. Благодаря этому данные оцен-
ки также могут быть использованы в качестве 
информативных признаков при идентификации 
технического состояния объектов контроля.

Проведенный экспериментальный анализ за-
шумленных сигналов, полученных на компрес-
сорных и сейсмоакустических станциях и глу-
бинных морских платформах, объектах нефтега-
зодобычи и нефтепереработки [7—10, 14], показал, 
что на начальном этапе отклонения объектов от 
нормального состояния между сигналом X(iΔt) и 
помехой ε(iΔt) возникает корреляция при различ-
ных временных сдвигах. При этом максималь-
ный временной сдвиг не превышает μ = 6Δt, т. е. 
при μ = 6Δt корреляция исчезает.

Для подтверждения достоверности предло-
женных выше технологий ниже приводятся ре-

зультаты вычислительного эксперимента, вы-
полненного в среде компьютерной математики 
MATLAB, представленные на рисунке (см. тре-
тью сторону обложки).

В ходе эксперимента был сформирован за-
шумленный сигнал g(iΔt), состоящий из смеси 
полезного сигнала X(iΔt) и помехи ε(iΔt) в виде 
случайных функций с нормальными законами 
распределения с числом отсчетов N = 30  000 и 
дисперсиями полезного сигнала DX = 519 и помехи
Dε = 81,5. Проверялось выполнение условия (47).

Далее по формуле (50) вычислялась оценка 
дисперсии помехи Dε, которую можно также вы-
числить традиционным методом, так как значе-
ния отсчетов известны (это возможно только в 
рамках эксперимента, поскольку на практике от-
делить помеху от полезного сигала невозможно). 
Далее по формуле (22) формировался массив из 
отсчетов ε'(iΔt) и по формуле (23) формировалась 
эквивалентная помеха εе(iΔt). Затем вычислялись 
традиционные оценки спектральных характери-

стик т т, ,n na b  зашумленного сигнала gе(iΔt). После 
этого по формулам (31), (32) вычислялись тра-
диционные оценки спектральных характеристик 

т т, ,n na bε ε  помехи εе(iΔt). Наконец, определялись 
значения оценок спектральных характеристик 
an, bn зашумленного сигнала gе(iΔt), состоящего 
из смеси полезного сигнала X(iΔt) и эквивалент-
ной помехи εе(iΔt) и спектральных характеристик 
anε, bnε эквивалентной помехи εе(iΔt). В ходе экс-
перимента для спектров n = 1, 2, 3, 4 оценки 
спектральных характеристик принимали значе-
ния, близкие к нулю. Однако при n = 5 как в 

оценках т т
5 5, ,a b  так и в оценках т т

5 5, ,a bε ε  наблю-
дался резкий скачок. Результат эксперимента по 
определению дисперсии помехи и спектральных 
характеристик зашумленного сигнала и помехи 
для этого случая представлен в табл. 2.

Таблица 2

a5ε
т
5b ε

b5ε
тDε

Dε
т
5a a5

т
5b b5

0,9 0,5 0,4 81,5 82,1 1,2 0,9 1,9 1,8

Как видно из табл. 2, при n = 5 оценки спек-
тральных характеристик зашумленного сигнала 
a5, b5, а также оценки спектральных характери-
стик помехи a5ε, b5ε оказались близкими по зна-
чению к оценкам спектральных характеристик, 
вычисленным по традиционным технологиям.

Заключение

Благодаря стремительному развитию со-
временных систем контроля в последние годы, 
несмотря на влияние различных факторов, за-
трудняющих безаварийную эксплуатацию мно-
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гих объектов, обеспечивается их нормальное 
функционирование. Для этого во многих от-
раслях промышленности в системах контроля 
для идентификации текущего технического со-
стояния объекта из оценок корреляционных и 
спектральных характеристик зашумленных сиг-
налов, получаемых от соответствующих датчи-
ков, формируется множество эталонных инфор-
мативных признаков. В процессе эксплуатации 
объектов они сравниваются с текущими оценка-
ми тех же сигналов. Если их отличие превосхо-
дит допустимые значения установленных регла-
ментов, то считается, что техническое состояние 
объекта изменилось. Однако применение техно-
логий корреляционного и спектрального анали-
за эффективно и целесообразно в тех случаях, 
когда для анализируемых сигналов выполняют-
ся такие классические условия, как стационар-
ность, нормальность закона распределения и от-
сутствие корреляции между полезным сигналом 
и помехой. При этом в системах контроля легко 
решается задача заблаговременной регистрации 
и сигнализации о начале всевозможных неис-
правностей, приводящих к отклонению техни-
ческого состояния от нормального. Данные тех-
нологии можно применять в тех случаях, когда 
несмотря на появление корреляции между по-
лезным сигналом и помехой запоздалая индика-
ция неисправностей не приводит к аварийному 
состоянию объекта. Однако имеется множество 
объектов, для которых запоздалая индикация 
неисправностей может привести к катастрофи-
ческим авариям. Например, в системах контроля 
и диагностики морских платформ и коммуни-
каций, компрессорных станций, нефтяных бу-
ровых установок, магистральных нефтегазовых 
трубопроводов и т.   д. запоздалый мониторинг 
неисправностей может стать причиной катастро-
фических аварий. При решении задач контроля 
и диагностики для таких объектов необходимо 
принимать во внимание, что при возникновении 
неисправностей на зашумленных сигналах по-
являются помехи, коррелирующие с полезным 
сигналом. В некоторых случаях они оказывают-
ся единственной ценной информацией о начале 
неисправностей, которые предшествуют аварий-
ному состоянию объекта. Однако в существую-
щих системах контроля часто в результате филь-
трации информация, содержащаяся в помехе, 
теряется. Предлагаемые алгоритмы робастного 
спектрального и корреляционного анализа за-
шумленного сигнала и технологии формирова-
ния из спектральных и корреляционных оценок 
помехи информативных признаков в сочетании 
с традиционными алгоритмами позволяют по-
высить достоверность решения задач контроля и 
диагностики. Это связано с тем, что при этом 

для контроля технического состояния объектов 
кроме традиционных информативных призна-
ков используются комбинации оценок, позволя-
ющие использовать помеху в качестве носителя 
диагностической информации. Благодаря этому 
появляется возможность значительно повысить 
степень достоверности результатов контроля на-
чала скрытого периода перехода объектов в ава-
рийное состояние.
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It is well known that in normal technical condition of the objects of control and diagnostics for noisy signal which are 
received from corresponding sensors classical conditions such as normal distribution law, stationarity and etc. take place. 
Also it is well known that during exploitation of the control objects because of different defects like wear, microcracks, 
corrosion, deformation and etc. the hidden period of failure origin take place. In this period noise which have correlation 
with the useful signal appears. That is why determination of spectral and correlation characteristics of the noisy signal 
using traditional algorithms and technologies in the hidden stage of failures origin in the control objects take place with 
some errors. In this case the indication of the hidden stage of defects origin which lead to failures in the objects in some 
cases is belated. In the article algorithms and tecnologies of the substitution of unmeasurement readings of the noise for 
their approximate values are offered. Also the possibility of the use of the given readings for both determination the values 
of spectral and correlation characteristics of the noise and for providing the robustness of the results of correlation and 
spectral analysis in the hidden period of failures on the control objects is shown.
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Симметрирование распределенной электрической сети
методом цифрового регулирования

чтобы счетчики электроэнергии в своем составе 
имели переключательные элементы (ПЭ). Созда-
ние таких ПЭ является реальной задачей, так как 
современные однофазные и трехфазные счетчи-
ки [10] имеют электромагнитные реле с мощны-
ми контактами до 100А, которые можно исполь-
зовать для переключения электроприемников с 
одной фазы на другую.

Целью данной работы является развитие ука-
занного подхода к решению проблемы симметри-
рования распределенных электрических сетей.

Постановка задачи

Рассмотрим трехфазную четырехпроводную 
распределенную сеть, к которой подключены 
питающая трансформаторная подстанция (ТП) 
и группа из n счетчиков электроэнергии {Счνk}, 
установленных у однофазных потребителей. 
Один из вариантов ее условной схемы показан 
на рис. 1, где k, ν — индексные переменные, обо-
значающие соответственно номера фаз А, В, С 
( 1,3)k =  и электроприемников (нагрузок) сети 
( 1, );nν =  � kI  — синусоидальный мгновенный ток 

Рассматривается проблема симметрирования распределенной трехфазной распределительной электрической 
сети. Фактор несимметрии фазных токов приводит к значительным потерям активной мощности в сети. Пред-
лагается подход к синтезу цифрового регулятора, обеспечивающего снижение уровня несимметрии сети за счет 
минимизации тока нейтрального провода. Техническую и программную реализацию синтезированного регулятора 
можно осуществить на основе микропроцессорного контроллера в составе автоматизированной информационно-из-
мерительной системы коммерческого учета электроэнергии.

Ключевые слова: трехфазная сеть, несимметричный режим, переключательный элемент, синтез цифрового ре-
гулятора

Введение

Наиболее целесообразным режимом работы 
распределенной трехфазной распределительной 
электрической сети (РЭС) является симметрич-
ный режим, при котором ток в нейтральном 
проводе отсутствует [1, 2]. Однако в большин-
стве случаев из-за разбалансировки нагрузок и 
неравномерного их распределения по фазам РЭС 
функционируют, в основном, в несимметричных 
режимах [2, 3]. Это приводит к повышенным по-
терям активной мощности в сети и трансформа-
торных подстанциях (ТП), ухудшению качества 
электроэнергии, а также к выходу из строя быто-
вой техники и промышленных установок [4, 5].
В целях решения проблемы симметрирования 
трехфазных сетей предложен ряд технологий 
[6—8], которые не нашли широкого практиче-
ского применения из-за их сложности и недоста-
точной эффективности. В работе [9] предложен 
один из возможных подходов к ее решению на 
основе создания цифровой системы автоматиче-
ского управления процессом симметрирования 
сети в составе концентратора данных автома-
тизированной информационно-измерительной 
системы коммерческого учета электроэнергии 
(АИИС КУЭ) [10—13]. Как известно, в тради-
ционных АИИС КУЭ концентраторы данных, в 
основном, реализуют функцию сбора данных с 
группы счетчиков электроэнергии, установлен-
ных у абонентов сети, а также выполняют вы-
числительные операции, связанные с коммерче-
ским учетом электроэнергии. Рассматриваемый 
подход предусматривает, что на концентраторы 
данных возлагается дополнительная функция 
цифрового управления, обеспечивающего тре-
буемое перераспределение потоков электроэнер-
гии между фазами сети путем переключения 
однофазных нагрузок с более нагруженной фазы 
на менее нагруженную. При этом необходимо, Рис. 1. Условная схема трехфазной распределительной сети
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на входе k-й фазы; Zνk — обозначение нагрузки с 

координатой (ν, k); � kI ν , � kU ν  — мгновенные сила 

тока и напряжение на нагрузке Zνk; 
�J  — мгно-

венная сила тока в нейтральном проводе; ПЭνk — 
переключательный элемент счетчика Счνk.

Далее принимаются следующие предположения:
1) трехфазная сеть функционирует в условиях 

несимметрии фазных токов;
2) счетчики электроэнергии (Счνk) имеют пе-

реключательные элементы (ПЭνk);
3) концентратор данных периодически опра-

шивает счетчики электроэнергии (Счνk) в дис-
кретные моменты времени t = tξ (ξ = 1, 2, ...) и 
записывает в свою базу следующие данные:
 � действующие значения силы токов Iνk и на-

пряжений Uνk на нагрузках Zνk;
 � коэффициенты мощности cosϕνk.

Как известно [1], условием симметричности 
трехфазной четырехпроводной распределитель-

ной сети является отсутствие тока �J  в ней-
тральном (нулевом) проводе. В несимметричном 
режиме действующее значение указанного тока 
может достигать значительной величины из-за 

разбаланса фазных токов � kI  ( 1,3).k =  При этом 
чем меньше значение действующего тока J, тем 
выше уровень симметричности сети и ниже ак-
тивные потери мощности в ней. Следовательно, 
качество и эффективность функционирования 
РЭС можно оценить с помощью следующей це-
левой (критериальной) функции:

 E = J  2. (1)

Таким образом, минимизируя значение пока-
зателя качества Е можно добиться оптимизации 
режима работы распределительной сети. Для 
этой цели можно использовать цифровой регуля-
тор в составе концентратора данных. Его основ-
ная функция состоит в определении координаты 
такой нагрузки (электроприемника), переключе-
ние которой с одной фазы на другую обеспечи-
вает минимизацию критериальной функции Е.
В результате такой процедуры формируется 
управляющее воздействие u на технологический 
объект, включающий группу электроприемников 
{Zνk}, к которым подключены счетчики электро-
энергии {Счνk} с переключательными элементами 
{ПЭνk}. При этом сигнал управления u представ-
ляет собой командный цифровой код, который 
содержит информацию о координате электро-
приемника (счетчика) и паре фаз трехфазной 
сети, в которых необходимо осуществлять опе-
рацию переключения.

Задача заключается в синтезе цифрового регу-
лятора, т. е. в определении его алгоритма функ-
ционирования, обеспечивающего формирование 
управляющего сигнала u на объект на основе 
минимизации критериальной функции E.

Решение задачи управления

Решение сформулированной задачи управле-
ния включает следующие основные этапы:

1. Построение модели нагрузок.
2. Идентификация пары фаз сети для пере-

ключения.
3. Прогнозирование и минимизация целевой 

функции Е.
4. Формирование управляющего сигнала на 

объект для переключения нагрузки.
Построение модели нагрузок. Как известно, 

счетчики электроэнергии (Счνk) измеряют лишь 
действующие (среднеквадратические) значения 
силы токов и напряжений на нагрузках потреби-
телей, непосредственное использование которых 

невозможно для оценки тока �J  в нейтральном 
проводе и прогнозирования значений целевой 
функции Е. Для того чтобы корректно исполь-
зовать законы Кирхгофа, необходимо, чтобы си-
нусоидальные токи и напряжения на входах фаз 
и электроприемниках были представлены в ком-
плексной форме [1, 13, 14]:
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где символы "в" и "м" обозначают вещественные 
и мнимые части соответствующих комплексных 
переменных; Ik, Iνk, Uνk, θνk, αk, ψk — модули и фа-
зовые сдвиги этих переменных соответственно; 

1j = −  — мнимое число.
Для построения модели нагрузок в форме (2) 

необходимо определить неизвестные фазовые 
сдвиги θk, αk и ψk, так как действующие значения 
токов Ik, Iνk и напряжений Uνk измеряются счетчи-
ками электроэнергии, т. е. являются известными 
величинами, которые хранятся в базе данных кон-
центратора данных. Методика идентификации ис-
комых фазовых сдвигов предложена в работе [14].

Идентификация пары фаз сети для переключе-
ния. Для этой цели введем в рассмотрение следу-
ющие разности:

 0, 1,3,k ke I I k= − =  (3)

где Ik — действующее значение силы тока � ;kI
I0 — среднее значение силы токов на входах фаз, 
определяемое формулой

 I0 = (I1 + I2 + I3)/3.

Отметим, что величины ek, определяемые вы-
ражением (3), представляют собой ошибки ре-
гулирования, которые в процессе управления 
должны стремиться к нулю. Далее находим мак-
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симальное emax и минимальное emin значения сре-
ди указанных отклонений: emax = max{e1, e2, e3},
emin = min{e1, e2, e3}. Простой анализ показывает, 
что эти величины однозначно определяют иско-
мую пару фаз сети, на которых имеется необходи-
мость выполнения требуемых переключений не-
которого, пока не известного электроприемника. 
Очевидно, что необходимо отключать определен-
ную нагрузку с фазы, где достигается emax, на фазу 
с наименьшим значением ошибки emin.

Для того чтобы ограничить (минимизиро-
вать) число переключений электроприемников, 
целесообразно ввести некоторое условие, кото-
рое определяет требуемый режим работы РЭС. 
В частности, можно считать, что требуемый 
уровень симметричности (квазиоптимальности) 
трехфазной сети достигается, если выполняется 
следующее условие:

 E(ξ) m δ, (4)

где δ — положительное число, определяющее 
максимально допустимый уровень целевой 
функции E(ξ) в момент времени t = tξ.

Прогнозирование и анализ целевой функции. 
Предположим, что в момент времени t = tξ ус-
ловие (4) не выполняется. В целях наглядности 
дальнейших выкладок обозначим na число элек-
троприемников (Zνk), подключенных к фазе А, а 
комплексные токи электроприемников, подклю-
ченных к фазе А, упорядочиваем, так чтобы была 
сквозная их нумерация с индексом m, где m = 1, 
2, ..., na. При этом обозначения этих токов остав-

ляем прежними 1( )mI� . Теперь в целях конкрети-
зации решения сформулированной выше задачи 
далее без потери общности предположим, что

 emax = e1, emin = e2,

т.  е. для снижения уровня несимметричности 
сети необходимо осуществить переключение не-
которой, пока не известной, нагрузки Zm1 с фазы 
А (k = 1) на фазу В (k = 2). Теперь для форми-
рования критериальной функции E(ξ) в момент 
времени t = tξ на основе представления (2) за-

пишем выражение для комплексного тока ( )J ξ�  в 
нулевом проводе [1]:
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При этом критериальная функция E(ξ), опре-
деляемая формулой (1), запишется в виде

 E(ξ) = [J в(ξ)]2 + [J м(ξ)]2, (6)

где оценки функций J в(ξ) и J м(ξ) определяются 
по формулам (5).

Теперь предположим, что в качестве претен-
дента на переключение рассматривается нагруз-
ка Zm1, подключенная к первой фазе (фазе А). 
Задача состоит в определении прогнозной оцен-
ки целевой функции E(ξ + 1) в предположении, 
что нагрузка Zm1 в следующий момент времени
t = tξ + 1 будет переключаться на вторую фазу 
(фазу В). Соответствующий комплексный ток 

1mI�  до переключения имеет вид

 в м
1 1 1( ) ( ) ( ).m m mI I jIξ = ξ + ξ�  (7)

Обозначим 2mI�  комплексный ток нагрузки 
Zm1 в предположении, что эта нагрузка будет 
подключена на фазу В. Тогда прогнозное значе-
ние этого тока в момент времени t = tξ + 1 можно 
представить в виде

 в м
2 2 2( 1) ( 1) ( 1).m m mI I jIξ + = ξ + + ξ +�  (8)

Вещественные и мнимые части, входящие в 
выражения (7) и (8), определяются на основе ме-
тодики, изложенной в работе [12]. В целях по-
вышения точности расчетов при их вычислении 
можно использовать комплексные представ-

ления напряжений ( kU ν
� ) на соответствующих 

нагрузках с учетом новой координаты электро-
приемника Zm1 в контуре фазы В. В результате 
выполнения операции переключения в последу-
ющий момент времени t = tξ + 1 токи на входах 
соответствующих фаз изменяются. При этом на 
основе первого закона Кирхгофа выражения для 
этих токов с учетом (7) и (8) имеют вид
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При этом с учетом соотношений (9) прогноз-

ное значение комплексного тока ( 1)J ξ +�  в ней-
тральном проводе определяется выражением

 1 2 3

в м

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

( 1) ( 1),

J I I I

J jI

ξ + = ξ + + ξ + + ξ + =

= ξ + + ξ +

� � � �



197Мехатроника, автоматизация, управление, Том 19, № 3, 2018

где

 
в в в в
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м м м м
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( 1) ( 1) ( 1) ( );

( 1) ( 1) ( 1) ( ).

J I I I

J I I I
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Таким образом, в результате переключения 
нагрузки Zm1 с фазы А на фазу В прогнозное зна-
чение целевой функции принимает вид

 E(ξ + 1) = [J в(ξ + 1)]2 + [J м(ξ + 1)]2, (12)

где вещественные J в(ξ + 1) и мнимые J м(ξ + 1) 
части функции определяются по формулам, ана-
логичным выражениям (5).

Введем в рассмотрение вектор параметров

 в м в м
1 2 3 4 1 1 2 2[ , , , ] [ , , , ],m m m m m m m m mq q q q I I I I= =q

составленный из вещественных и мнимых ча-

стей комплексных токов 1( )mI ξ�  и 2( 1),mI ξ +�  где 
1, .am n=  При этом прогнозное значение показа-

теля качества E(ξ + 1) является функцией от век-
тора параметров qm, т. е. E`(ξ + 1) = E(qm). В ре-
зультате проблема симметрирования трехфазной 
сети сводится к задаче минимизации целевой 
функции E(qm):

 
4 *min ( ) ( ) ( *),

m
m m

R
E E E

∈
= =

q
q q q  (13)

где R4 — четырехмерное арифметическое про-
странство; q* = qm* — искомый вектор параме-
тров, индекс m* которого определяет координату 
электроприемника для соответствующего пере-
ключения.

Экстремальная задача (13) имеет дискретный 
характер, а ее решение при достаточно боль-
шом числе электроприемников (na) представляет 
определенные трудности и связано с большим 
объемом вычислительных операций. В связи с 
этим рассмотрим вопрос об упрощении ее реше-
ния. Для этой цели с учетом выражений (10) и 
(11) критериальную функцию E(ξ + 1), определя-
емую формулой (12), можно записать в виде
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лам (10). После несложных преобразований по-
лучаем, что
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где E(ξ) — начальное значение целевой функции, 
определяемое формулой (6);
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Очевидно, что для несимметричной трехфаз-
ной сети значение целевой функции E(ξ) > 0. 
Тогда из соотношения (14) видно, что первые три 
составляющие выражения для E(ξ + 1) являют-
ся положительными величинами. В результате 
можно сформулировать следующее утверждение.

Утверждение. Для того чтобы обеспечить 
уменьшение прогнозного значения целевой функ-
ции E(ξ + 1), достаточно выполнения условия

 ΔE(ξ + 1) < 0. (15)

Отсюда следует, что чем больше величина |ΔE |, 
тем меньше значение показателя качества E. По-
лученный результат позволяет вместо целевой 
функции E(qm) использовать функцию ΔE(ξ + 1) =
= ΔE(qm) при оптимизации режима работы РЭС. 
Теперь в целях целенаправленного поиска коорди-
наты искомого электроприемника введем допусти-
мое подмножество Q для вектора параметров qm, 
определяемое следующим соотношением:

 4
max{ : , 1, , 1, 2},m ml aQ R I e m n l= ∈ < = =q

где emax = e1; Iml — модуль комплексного тока mlI� .
При этом функция ΔE(ξ + 1) = ΔE(qm) будет 

определена на подмножестве Q, и круг возмож-
ных вариантов значительно сужается. В резуль-
тате вместо решения экстремальной задачи (13) 
можно решить следующую задачу:

 *min ( ) ( ),
m

m m
Q

E E
∈

Δ = Δ
q

q q  (16)

где qm* — решение задачи оптимизации; m* — 
индекс (номер) электроприемника для соответ-
ствующего переключения.

Анализ показывает, что введение допусти-
мого подмножества Q и минимизация функции 
ΔE(qm) на этом подмножестве позволяет значи-
тельно уменьшить число вычислительных опе-
раций, необходимых для формирования управ-
ляющих воздействий на объект. В отдельных 
случаях процесс симметрирования сети можно 
свести лишь к анализу соотношения (15).

Полученные результаты позволяют опреде-
лить обобщенную структуру системы управле-
ния процессом симметрирования фазных токов, 
которая показана на рис. 2. Распределительная 
сеть рассматривается как многомерный объект, 
а ее текущее состояние определяется набором 
векторов I, Iz и Uz, компоненты которых состо-
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ят из соответствующих модулей (действующих 
значений) комплексных переменных (токов, 
направлений) на входах фаз и нагрузках сети, 
определяемых формулой (3), с большой частотой 
измеряются счетчиками электроэнергии ({Счνk}, 
СчТП), установленными у абонентов сети и в 
трансформаторной подстанции, и подаются на 
вход цифрового регулятора. Последний вклю-
чает блок памяти (БП), программные модули 
цифровой обработки и оптимизации (МЦО) и 
формирования управляющих сигналов (МФУ). 
В БП хранятся данные, полученные со счетчи-
ков электроэнергии, а также составляющие ком-
плексных переменных, описывающих состояния 
электроприемников и выходов ТП. МЦО обеспе-
чивает выполнение следующих основных функ-
ций: построение моделей нагрузок; определение 
пары фаз для переключения нагрузок; формиро-
вание целевой функции E(qm); анализ соотноше-
ния (15); решение экстремальной задачи (16).

На основе полученных результатов МФУ фор-
мирует управляющий сигнал u*, который переда-
ется по каналам связи на соответствующий счет-
чик электроэнергии (Счm*k) выбранного электро-
приемника и через его переключающий элемент 
(ПЭm*k) реализует соответствующую операцию 
переключения. При этом, по существу, будет 
обеспечиваться квазиоптимальность режима ра-
боты РЭС. Построенную таким образом систему 
управления можно рассматривать как систему с 
переменной структурой, так как при этом будет 
обеспечиваться адаптация распределенной трех-
фазной сети к условиям, которые возникают при 
неконтролируемых случайных изменениях ее 
нагрузок путем автоматической самонастройки 
структуры РЭС в режиме реального времени. 
Техническая и программная реализация синте-
зированного цифрового регулятора осуществля-
ется на основе микропроцессорного контроллера 
в составе концентратора данных.

Заключение

Предложен подход к решению задачи симме-
трирования распределенной трехфазной распре-
делительной сети, что эквивалентно оптимиза-
ции режима ее работы. Разработана процедура 
синтеза цифрового регулятора, обеспечивающе-

го снижение уровня несимметрии фазных токов 
на основе управления потоками электроэнергии 
между фазами сети в режиме реального времени, 
что осуществляется путем переключения одно-
фазных электроприемников с более нагруженной 
фазы на менее нагруженную. Качество процес-
сов регулирования оценивается целевой функ-
цией, характеризующей потери активной мощ-
ности в распределенной сети из-за фактора не-
симметричности. Получено условие, выполнение 
которого гарантированным образом обеспечива-
ет уменьшение значения выбранного показателя 
эффективности системы. Процедура синтеза ре-
гулятора основана на идентификации модели на-
грузок и минимизации критериальной функции. 
Использование результатов синтеза регулятора 
дает возможность вместо традиционных АИИС 
КУЭ, относящихся к классу информационно-из-
мерительных систем, построить информацион-
но-управляющие системы, ориентированные на 
повышение эффективности распределительных 
сетей, а также технико-экономических показате-
лей распределительных компаний.
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A three-phase distribution electrical network operating in an asymmetric mode is considered. As is known, the factor of 
asymmetry of phase currents leads to significant losses of active power in the network and transformer substations, as well 
as to the failure of household appliances and industrial installations. For the symmetry of distributed networks, a number of 
technologies have been proposed that have not found wide practical application because of their complexity and insufficient 
efficiency. In the traditional automated information and measuring systems of commercial electricity metering, the functions of 
data collection from a group of electricity meters installed at the network subscribers are realized, and, in general, the tasks of 
commercial metering of electricity are being solved. At the same time, in these systems, the optimization of the operating modes of 
distribution networks is not carried out. One of the possible approaches to solving the problem of balancing a three-phase network 
based on controlling the flow of electricity between the phases of the network is by switching single-phase electric receivers from 
a more loaded phase to a less loaded one. The implementation of this approach is implemented by introducing into the structure 
of the existing automated informative electric power accounting system an additional control subsystem — a digital controller 
that performs the functions of generating the appropriate control signals for switching electronic meters of electricity connected 
to the loads of the distribution network. The quality of control processes is evaluated by the objective (criterial) function, which 
characterizes the loss of active power in the network due to the asymmetry factor. A condition is obtained, the fulfillment of 
which guarantees the reduction of the value of the chosen indicator of system efficiency in a guaranteed way. A procedure for 
synthesizing a digital regulator has been developed that provides a reduction in the level of unbalance of phase currents based 
on the identification of the network load model and minimization of the selected criterial function. The obtained results make 
it possible to build information and control systems in place of the traditional automated informative electric power accounting 
systems, which are related to the class of information and measurement systems, which allow increasing the technical and 
economic performance of distribution companies.
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Идентификация моделей гистерезиса аэродинамических 
коэффициентов на закритических углах атаки1

следовании летных происшествий, т. е. на всех 
основных этапах жизненного цикла.

Важнейшей особенностью закритических ре-
жимов является присутствие гистерезиса в зави-
симостях аэродинамических коэффициентов от 
угла атаки. Это явление обусловлено тем, что в 
закритической области отрыв потока при возрас-
тании угла атаки и восстановление потока при 
последующем уменьшении угла атаки происхо-
дят несимметрично. Указанный эффект имеет 
место даже при весьма малых значениях произ-
водной угла атаки по времени, вследствие чего 
его называют стационарным гистерезисом [2].

В данной статье предлагаются алгоритмы 
получения оценок коэффициентов подъемной 
силы, силы сопротивления, коэффициента мо-
мента тангажа непосредственно по данным лет-
ного эксперимента. Рассмотрена математическая 
модель гистерезиса коэффициента подъемной 
силы, выполнена идентификация ее параметров. 
Для описания гистерезисов коэффициентов 
силы сопротивления и момента тангажа пред-
ложены выражения, позволяющие вычислить 
эти параметры через гистерезис подъемной силы 
и коэффициенты, аналогичные известным из
аэродинамики и динамики полета коэффициен-

Рассмотрена проблема идентификации математической модели движения самолетов на закритических углах 
атаки по данным летного эксперимента. Характерной особенностью динамики самолета в этом диапазоне углов 
атаки является возникновение гистерезиса аэродинамических коэффициентов. Предложены алгоритмы получения 
оценок коэффициентов подъемной силы, силы сопротивления, коэффициента момента тангажа по данным летного 
эксперимента. Рассмотрена математическая модель гистерезиса коэффициента подъемной силы, выполнена иден-
тификация параметров этой модели по полетным данным. Для описания гистерезисов коэффициентов силы сопро-
тивления и момента тангажа предложены модели, выражающие эти параметры через гистерезис коэффициента 
подъемной силы. Приводятся примеры обработки полетных данных современного маневренного самолета, подтверж-
дающие работоспособность рассмотренных моделей и алгоритмов.

Ключевые слова: летные испытания, идентификация аэродинамических коэффициентов, аэродинамический ги-
стерезис, отклоняемый вектор тяги, закритические углы атаки, сверхманевренность

Введение

В  настоящее время маневренные самолеты, 
оснащенные системой отклоняемого вектора 
тяги (ОВТ), способны выполнять управляемый 
полет вне традиционного диапазона эксплуата-
ционных углов атаки, т. е. при значениях углов 
атаки, существенно превышающих критические. 
Хорошо известно [1, 2], что при этом аэродина-
мические процессы принципиально изменяются 
по сравнению с традиционной эксплуатацион-
ной областью. Известно также, что погрешно-
сти методов расчетной аэродинамики и трубно-
го эксперимента для этих режимов значительно 
возрастают в силу существенно нелинейного и 
нестационарного характера обтекания. Поэтому 
актуальной является проблема проверки и уточ-
нения аэродинамических коэффициентов по ре-
зультатам летных экспериментов методами иден-
тификации систем. Очевидно [1—3], что согласо-
ванная с полетными данными модель динамики 
самолета необходима при разработке, модерни-
зации, испытаниях, создании тренажеров, рас-

1 Работа поддержана РФФИ, проект 17-08-00856-а.

УПРАВЛЕНИЕ В АВИАКОСМИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ
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там аэродинамического качества и запасу стати-
ческой устойчивости по перегрузке [1—3].

1. Получение оценок аэродинамических
коэффициентов на закритических углах атаки 

по данным натурных экспериментов

В области создания методов оценивания 
аэро динамических характеристик самолетов по 
данным летных экспериментов на основе теории 
идентификации систем к настоящему времени 
получен значительный задел [3—5]. Главным 
образом он относится к традиционному экс-
плуатационному диапазону углов атаки [6—11]. 
Следует отметить, что опыт идентификации на 
больших докритических углах атаки [12—14] в 
определенной степени может быть распростра-
нен и на закритическую область, как это показа-
но, например, в статье [15]. Кроме того, модели 
аэродинамического гистерезиса рассматрива-
лись в работах [2, 16—18]. Авторы работ [2, 16] 
подчеркивали, что интерес к разработке мате-
матических моделей гистерезиса на закритиче-
ских углах атаки был вызван появлением фигуры 
"кобра Пугачева", при выполнении которой ма-
невренный самолет, не имеющий отклоняемого 
вектора тяги, кратковременно выходил в область 
закритических углов атаки, несмотря на серьез-
ные ограничения по управляемости [2].

В настоящем разделе предложены алгоритмы 
непосредственного получения из летного экс-
перимента оценок коэффициентов подъемной 
силы, силы сопротивления, момента тангажа в 
функции угла атаки. До начала обработки по-
летных данных необходимо скорректировать 
погрешности бортовых измерений, которые в 
закритической области могут существенно уве-
личиться, и предусмотреть учет сил и моментов, 
создаваемых отклоняемым вектором тяги. Пути 
решения этих задач подробно изложены в работе 
[15]. Далее расчет оценок аэродинамических ко-
эффициентов подъемной силы и сопротивления 
для дискретных моментов времени выполняется 
по следующим формулам:
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 i = 1, 2, ..., N.

В выражениях (1), (2) используются следую-
щие обозначения:

cye, cxe — оценки аэродинамических коэффи-
циентов подъемной силы и сопротивления;

N — число точек на участке обработки;
α — угол атаки, рад;
m — масса самолета, кг;
S — эквивалентная площадь крыла, м2;
q = ρHV  2/2 — скоростной напор, Па;
ρH — плотность воздуха на высоте полета, кг/м3;
V — истинная воздушная скорость полета, м/с;
nx, ny — перегрузки вдоль осей связанной си-

стемы координат;
Px, Py — проекции силы тяги двигателя на оси 

связанной системы координат, Н;
ϕдв — угол между осью симметрии выходного 

устройства двигателя и осью Ox связанной си-
стемы координат, рад.

Угол ϕдв рассчитывается с учетом угла уста-
новки двигателя и отклонения сопел двигателя, 
имеющих место на закритических углах атаки. 
Проекции силы тяги, генерируемые в результате 
такого отклонения сопел, вычислялись с помо-
щью модели сил и моментов, создаваемых дви-
гателем [15].

На рис. 1 оценки коэффициентов подъемной 
силы и сопротивления, полученные для одного 
участка полета современного маневренного само-
лета, представлены в зависимости от угла атаки. 
На рис. 1 хорошо видно, что в традиционном экс-
плуатационном диапазоне эти зависимости яв-
ляются однозначными функциями, и гистерезис 
возникает только при углах атаки свыше 26°, т. е. в 
околокритической и закритической областях.

Другим коэффициентом, относительно кото-
рого разрешалась поставленная задача, явился 
коэффициент момента тангажа. Значения со-
ответствующего коэффициента находились по 
формуле 

 

( )

( )
( ) ( ) ,

z i

x yz z i
x i y i

a z

m t

J JJ d t
t t

q S b dt J

=

−⎛ ⎞ω⎛ ⎞
= − ω ω⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (3)

Рис. 1. Зависимость значений коэффициентов подъемной 
силы (а) и силы сопротивления (б) от угла атаки
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где ba — длина аэродинамической хорды, м; Jx, 
Jy, Jz — моменты инерции относительно осей 
связанной системы, кг•м2; ωx, ωy, ωz — угловые 
скорости относительно осей связанной системы, 
рад/с.

В выражении (3) производная угловой скоро-
сти тангажа по времени рассчитывается числен-
но по формулам, приведенным в работе [1], кото-
рые хорошо себя зарекомендовали при обработке 
данных летных испытаний.

Затем полученное значение коэффициента 
момента тангажа представляется в виде суммы 
трех компонент:

 ( ) ( , ) ( , ) ( , ),z i z i z i z im t m t m P t m t= α + + ϕ  (4)

где mz(P, ti) — компонента коэффициента момен-
та тангажа, определяемая отклонением вектора 
тяги двигателя; mz(ϕ, ti) — компонента коэффи-
циента момента тангажа, определяемая отклоне-
нием стабилизаторов.

Для получения оценок составляющей mz(α, ti)
коэффициента момента тангажа, зависящей 
только от угла атаки, из полученной величины 
mz(ti) исключается вклад тяги двигателя mz(P, ti), 
получаемый по модели, рассмотренной в рабо-
те [15]. Вклад стабилизаторов mz(ϕ, ti) в созда-
ние момента находится после этого с помощью 
регрессии и также исключается. Далее строится 
график оценок mz(α, ti), рассчитанных по фор-
мулам (3)—(4), в функции значений угла атаки 
α(ti), что позволяет получить оценку зависимости 
mz(α). Описанные выше операции при обработке 
одного из участков полета позволяют построить 
график, изображенный на рис. 2.

При получении оценки, показанной на рис. 2, 
классические нестационарные вращательные 
производные коэффициента момента тангажа по 
угловым скоростям тангажа и угла атаки не ис-
пользовались в силу малого вклада этих компо-
нент в конечный результат. Это допущение было 
подтверждено путем расчета этих составляющих 
по банку аэродинамических характеристик са-

молета и подстановки их в формулу (4), которая 
в этом случае принимала вид
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где ( , ), ( / , )z z i z im t m d dt tω α  — компоненты коэф-
фициента момента тангажа, создаваемые угло-
выми скоростями тангажа и угла атаки.

При использовании модифицированной фор-
мулы для обработки того же полетного участка, 
график, показанный на рис. 2, практически не 
изменился.

2. Математическая модель аэродинамического 
гистерезиса коэффициента подъемной силы

Алгоритмы предыдущего раздела позволя-
ют найти по данным натурного эксперимента 
для отдельного участка оценки коэффициентов 
подъемной силы, силы сопротивления, момен-
та тангажа в области закритических углов ата-
ки. Однако значительный интерес представляет 
задача формирования математических моделей, 
описывающих полученные результаты.

Такая модель для гистерезиса коэффициен-
та подъемной силы была предложена в работах 
[2, 16] и обсуждалась в работах [13, 17, 18]. Для 
описания гистерезиса вводится дополнительная 
величина x  — координата, характеризующая 
положение точки отрыва потока на хорде про-
филя. Эта величина измеряется в долях хорды. 
Соответственно, x  принимает значения от 0
до 1. Сама модель представляет собой систему 
двух уравнений [18]:
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где Cy0(α) — оценка значений коэффициента в 
функции угла атаки, не принимающая в расчет 
гистерезис; τ1 = const — параметр модели; x0(α) — 
статическая зависимость координаты срыва по-
тока от угла атаки.

Именно введение точки отрыва потока позво-
ляет описать несимметричность его восстанов-
ления и срыва. Из вида записи (5) понятно, что 
для практической реализации модель нуждается 
в уточнении.

Требуется выбрать способ задания функции 
x0(α). В соответствии с [18] функция x0(α) имеет вид

 0 2( ) 0,5{1 th[ ( / )]}.x d dt ∗α = − λ α − τ α − αРис. 2. Зависимость коэффициента момента тангажа от угла 
атаки
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Поэтому дифференциальное уравнение для x  
примет следующий вид:

 1 20,5{1 th[ ( / )]},
dx

x d dt
dt

∗τ + = − λ α − τ α − α  (6)

где dα/dt — производная угла атаки по времени, 
рад/с; τ1, τ2, α*, λ — параметры уравнения, зна-
чения которых определяются характеристиками 
аэродинамического профиля и конфигурацией 
крыла, а также динамикой процесса нестацио-
нарного обтекания.

Эти параметры наделяются следующим фи-
зическим смыслом [18]. Рассматривается поло-
жение точки отрыва потока в установившемся 

состоянии. Тогда в выражении (6) 
dx
dt

 и α�  об-
ращаются в ноль. В этом случае

 уст 0,5{1 th[ ( *)]}.x = − λ α − α

Рассмотрев это выражение, можно прийти к 
выводу, что α* — угол атаки, характеризующий 
такое состояние потока в установившемся режи-
ме обтекания, при котором точка срыва потока 
расположена от носка хорды на относительном 
расстоянии 0,5x = .

Таким образом, параметры α* и λ определяют 
обтекание поверхности в установившемся состо-
янии, а постоянные времени τ1 и τ2 характеризу-
ют динамические свойства процесса.

Теперь остается только определить зависи-
мость Cy0(α). Методике ее расчета посвящен сле-
дующий раздел статьи.

3. Опорная кривая

При рассмотрении системы (5) становится 
понятным физический смысл величины Cy0(α). 
Действительно, с точки зрения построения мо-
дели Cy0(α) служит опорной кривой, из которой 
искомые значения cye(α) получаются посред-
ством добавления возмущения, определяемого 
величиной x .

Рассматривались различные способы выбора 
соответствующей кривой. Первоначально пла-
нировалось использовать полиномы второго или 
третьего порядка, коэффициенты которых на-
ходились регрессионными методами. К сожале-
нию, в данной задаче такой подход натолкнулся 
на ограниченность форм, которые можно при-
дать полиномам изменением их коэффициентов.

Поэтому было решено перейти к более общему 
способу задания кривой, а именно, к сплайнам. 
Кратко приведем здесь формулы примененных 
эрмитовых кубических сплайнов [19]. Пусть на 
некотором интервале x ∈ [x1, xM] заданы М значе-
ний xj, j = 1, 2, ..., M, которые называются узлами 

сплайна. Тогда для точки x из отрезка [xi, xi + 1] 
значение сплайна рассчитывается по формуле

 1 2 1 3 4 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,i i i i i iS x t f t f t h f t h f+ +′ ′= ϕ + ϕ + ϕ + ϕ

причем

 2
1( ) (1 ) (1 2 ),t t tϕ = − +  2

2( ) (3 2 ),t t tϕ = −

 2
3( ) (1 ) ,t t tϕ = −  2

4( ) (1 ),t t tϕ = − −
 1 ,i i ih x x+= −  ( )/ .i it x x h= −

Значения коэффициентов fi, fi + 1, 1,i if f +′ ′  мо-
гут быть определены, например, с помощью ли-
нейной регрессии.

Первоначально предполагалось, что модель 
сможет подобрать наиболее точные коэффици-
енты и добиться лучшего соответствия, если 
опорная кривая, или образующая, будет прохо-
дить примерно в центре наблюдаемой в расчетах 
петли гистерезиса (как это показано на рис. 3).

Однако проведенное тестирование показало, 
что модель учитывает только ветвь гистерезиса, 
проходящую ниже образующей (рис. 4), причем 
параметры модели варьировались в весьма широ-
ких пределах и на рисунке показан самый луч-
ший результат.

Поэтому было принято решение взять в ка-
честве образующей сплайн, получаемый с ис-
пользованием только тех точек, которые входят в 
верхнюю ветвь петли гистерезиса. Пример такой 
образующей приводится на рис. 5.

Рис. 4. Зависимость значений коэффициента подъемной силы 
от угла атаки, получаемая с помощью модели (5)—(6) (штри-
ховая линия) и рассчитанная по полетным данным зависи-
мость (сплошная линия)

Рис. 3. Зависимость значений коэффициента подъемной силы 
от угла атаки (сплошная линяя) и аппроксимирующий эти 
значения сплайн (штриховая линяя)
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После того как получена опорная кривая, 
модель (5)—(6) для вычисления коэффициента 
cye(α) определена с точностью до неизвестных 
параметров τ1, τ2, α*, λ, оценки которых найдем 
с помощью идентификации. Минимизируемый 
функционал на каждом участке обработки сфор-
мируем как сумму квадратов рассогласований 
между коэффициентом cye(α), вычисленным по 
модели (5)—(6), и непосредственными оценками 
коэффициента подъемной силы, рассчитанным 
по формуле (1). В связи с малым числом пара-
метров и низкой вычислительной сложностью 
задачи поиск оптимального решения можно осу-
ществить методом перебора. Пример петли ги-
стерезиса, построенной с помощью модели (5)—
(6), приводится на рис. 6.

Указанная процедура параметрической иден-
тификации была применена для четырех участ-
ков полета продолжительностью примерно от 36 
до 53 с. На каждом из них самолет выходил на 
закритические углы атаки, а затем возвращался 
в эксплуатационный диапазон. Маневр выпол-
няется по высоте в пределах от 4,5 до 7,5 км, для 
значений числа Маха от 0,2 до 0,6.

Осреднение полученных оценок параметров 
τ1, τ2, α*, λ позволило получить обобщенную мо-
дель, достаточно хорошо аппроксимирующую 
коэффициент подъемной силы на всех рассмо-
тренных участках.

4. Коэффициенты силы сопротивления
и момента тангажа

Результаты предыдущего раздела показали, 
что модель гистерезиса (5)—(6) может успешно 
применяться для описания коэффициента подъ-
емной силы в области закритических углов ата-
ки. Поэтому представляется целесообразным 
рассмотреть возможность ее использования для 
расчета коэффициентов силы сопротивления и 
момента тангажа.

Пробный эксперимент для коэффициента 
силы сопротивления дал положительные резуль-
таты, сопоставимые по точности аппроксимации 
с графиком на рис. 6.

Основной недостаток такого подхода следует 
из схемы его получения — применение модели, 
построенной для другого, хотя и математически 
похожего процесса. Следствием этого оказывает-
ся отсутствие ясной физической интерпретации 
параметров модели. Кроме того, представляется 
нерациональным создавать отдельную модель 
гистерезиса для каждого коэффициента.

Поэтому в настоящей статье предлагаются 
модели, определяющие коэффициенты силы со-
противления и момента тангажа через модель 
гистерезиса коэффициента подъемной силы. Для 
этого предлагается использовать такие известные 
в аэродинамике и в динамике полета параметры, 
как коэффициент аэродинамического качества и 
запас статической устойчивости.

Напомним, что коэффициент аэродинамиче-
ского качества для заданной полетной конфигу-
рации и числа М полета в общем случае зависит 
от угла атаки и выражается формулой

 
( )

( ) .
( )

ye
x

xe

с
K

с

α
α =

α
 (7)

При анализе результатов обработки для всех 
рассмотренных участков полета было установле-
но, что вычисленные по формуле (7) значения 
коэффициента аэродинамического качества де-
монстрируют весьма высокую степень совпаде-
ния, прежде всего в интересующей нас области 
закритических углов атаки (рис. 7, см. третью 
сторону обложки).

Для получения осредненной оценки удобно 
использовать, например, эрмитов сплайн, коэф-
фициенты которого определяются методом мно-
жественной регрессии.

Оценки коэффициента силы сопротивления 
находятся по формуле

 �( ) ( )/ ( ),xxe yeс с Kα = α α  (8)

где � ( )xK α  — оценка коэффициента аэродина-
мического качества, полученная осреднением 

Рис. 6. Зависимость значений коэффициента подъемной силы 
от угла атаки, получаемая с помощью модели (5)—(6) (штри-
ховая линия) и рассчитанная по полетным данным (сплошная 
линия)

Рис. 5. Зависимость значений коэффициента подъемной силы 
от угла атаки (сплошная линяя) и значений сплайна, постро-
енного по верхней ветви гистерезиса (штриховая линия)
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по нескольким однотипным участкам полета;
cye(α) — значение коэффициента подъемной 
силы, полученного с помощью модели (5)—(6).

Сопоставление значений коэффициента силы 
сопротивления, полученных вышеуказанным 
методом и вычисленных из полетных данных по 
формуле (2) для одного из участков полета, при-
водится на рис. 8. Высокая степень соответствия 
подтверждает работоспособность предложенного 
подхода.

При анализе устойчивости продольного дви-
жения широко используется запас статической 
устойчивости по перегрузке [1—3], при вычис-
лении которого основным элементом является 
отношение приращения коэффициента момента 
тангажа к приращению коэффициента подъем-
ной силы, что по физическому смыслу соответ-
ствует плечу действия силы.

Это позволяет для вычисления оценок коэф-
фициента момента тангажа предложить форму-
лу, аналогичную (8):

 �( ) ( ) ( ),z yem с K να = α α  (9)

где � ( )K ν α  — оценка коэффициента преобразова-
ния, осредненная по нескольким участкам полета.

Для осреднения также предлагается использо-
вать эрмитов сплайн и множественную регрессию.

Оценки коэффициента Kν(α) = mz(α)/cye(α), 
вычисленные для четырех участков полета, по-
казаны на рис. 9 (см. третью сторону обложки).

Здесь, как и в случае с оценками коэффици-
ента аэродинамического качества, имеет место 
высокая степень согласованности между различ-
ными участками полета. На рис. 10 представлены 
оценки коэффициента момента тангажа, рассчи-
танные описанным выше способом по формуле 
(9), и оценки, непосредственно полученные из 
летного эксперимента по формулам (3)—(4). Как 
видим, степень соответствия остается достаточ-
но хорошей, хотя и уступает результату для ко-
эффициента силы сопротивления (см. рис. 9).

Заключение

В статье излагается методика идентификации 
аэродинамических коэффициентов подъемной 
силы, силы сопротивления, момента тангажа по 
данным летных испытаний в области закритиче-
ских углов атаки.

Рассмотрена математическая модель аэроди-
намического гистерезиса, подтверждено ее соот-
ветствие полетным данным.

Предложены модели для расчета аэродина-
мических гистерезисов коэффициентов силы 
сопротивления и момента тангажа через гисте-
резис коэффициента подъемной силы и экспе-
риментально определяемые коэффициенты пре-
образования, аналогичные коэффициенту аэро-
динамического качества и запасу статической 
устойчивости по перегрузке.

Работоспособность предложенных методик 
идентификации подтверждена примерами обра-
ботки полетных данных на закритических углах 
атаки.
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At present, maneuverable thrust vectored aircraft are capable of performing a controlled flight beyond normal flight 
envelope, namely, for attack angles significantly exceeding the critical value. It is well known that in this case the 
aerodynamic processes fundamentally change in comparison with flight at small and average angles of attack. It is also 
known that the errors in the methods of computational aerodynamics and the wind-tunnel data for overcritical range 
increase significantly due to the essentially nonlinear and unsteady nature of the flow. Therefore, the problem of validation 
and estimation of aerodynamic coefficients based on the results of flight tests by methods of system identification is vital. It 
is obvious that agreement of aircraft dynamics models with the flight data is necessary for the development, modernization, 
testing, creation of simulators, investigation of flight incidents, i.e. for all the main stages of the aircraft life cycle. One of 
the most important poststall effects is the emergence of hysteresis in the dependences of the aerodynamic coefficients on 
the angle of attack. This phenomenon is due to the fact that the flow separation with increasing angle of attack and flow 
restoration with the subsequent decrease of the angle of attack occur asymmetrically. This effect takes place even for very 
small values of the derivative of the angle of attack with respect to time, and as a result it is called stationary hysteresis. 
This article deals with the problems concerning identification of the mathematical model for aircraft motion at the 
overcritical angles of attack by processing flight test data. Algorithms for obtaining estimates for coefficients of the lift force, 
the drag force and the pitching moment from the flight test data are proposed. The mathematical model of the hysteresis of 
the lift coefficient is considered, and its parameters are identified. Furthermore, article presents expressions allowing the 
calculation of the hysteresis of the drag coefficient and the pitch moment through the hysteresis of the lifting force and the 
coefficients analogous to the lift-drag ratio and static stability coefficients known from aerodynamics and flight dynamics.

Keywords: flight tests, identification of aerodynamic coefficients, aerodynamic hysteresis, thrust vectoring, overcritical 
angles of attack, supermaneuverability
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Оценивание точности определения параметров движения
летательного аппарата с бесплатформенной инерциальной 

навигационной системой в инерциальном базисе

го положения ЛА бесплатформенной инерци-
альной системой, умение выявлять конкретные 
факторы, оказывающие определяющее влияние 
на эту точность, и формирование практических 
рекомендаций по уменьшению их негативного 
влияния позволяют в процессе реализации этих 
рекомендаций повысить эффективность приме-
нения ЛА. Решению вопросов оценивания точ-
ности определения навигационных параметров 
посвящены работы [9—11], в которых модель 
ошибок БИНС построена для географической 
(подвижной) СК. Представленные в работе [10] 
уравнения ошибок БИНС в случае инерциально-
го опорного трехгранника не позволяют оценить 
точность определения параметров движения ЛА 
с БИНС в инерциальном базисе. В настоящей 
статье предлагается методика оценивания оши-
бок БИНС при определении параметров движе-
ния ЛА, полет которого рассматривается в не-
подвижной в инерциальном пространстве СК.

Постановка задачи

Основными факторами, определяющими 
ошибки БИНС, использующей в качестве измери-
тельных устройств три акселерометра и три ДУС, 
являются зоны нечувствительности, погрешно-
сти реализации масштабных коэффициентов и 
неортогональности установки данных устройств 
на борту ЛА. Для описания движения ЛА и оце-
нивания точности определения парамет ров его 
движения БИНС в инерциальном базисе будем 
рассматривать две системы координат: инерци-
альную и связанную (рис. 1).

Представлена методика решения задачи оценивания погрешностей определения линейных и угловых параметров 
движения летательного аппарата с бесплатформенной инерциальной навигационной системой в инерциальном бази-
се. На основе разработанной методики получены числовые значения характеристик точности расчета параметров 
движения летательного аппарата.

Ключевые слова: бесплатформенная инерциальная навигационная система, летательный аппарат, ошибки, пара-
метры движения, система координат, точность

Введение

В процессе полета летательного аппарата (ЛА) 
необходимо определять линейные и угловые па-
раметры его движения в инерциальной (непод-
вижной в инерциальном пространстве) системе 
координат (СК). Во многих случаях требуется 
решать эту задачу автономно, используя инер-
циальную навигационную систему. Несмотря на 
известные достоинства инерциальных навигаци-
онных систем с гиростабилизированной плат-
формой, их использование во многих случаях 
невозможно из-за больших массы и габаритных 
размеров, а также большого энергопотребления. 
Поэтому в последнее время все большее распро-
странение получают бесплатформенные инерци-
альные навигационные системы (БИНС). Иссле-
дованию особенностей функционирования по-
добного рода систем посвящены работы многих 
авторов, среди которых следует выделить работы 
В. Н. Бранца, И. П. Шмыглевского, А. А.   Кра-
совского, О. Н. Анучина, Г. И. Емельянцева,
В. Г. Пешехонова, С. П. Крюкова, Г. И. Чесноко-
ва, В. А. Троицкого, В. А. Погорелова, С. В. Соко-
лова [1—8]. В качестве измерительных устройств 
в этих системах преимущественно используются 
три акселерометра и три датчика угловой скоро-
сти (ДУС), оси чувствительности которых уста-
новлены по осям связанной с корпусом ЛА си-
стемы координат. От точности решения задачи 
навигации зависит точность решения и других 
задач управления движением ЛА, в частности, 
задачи наведения. Умение оценивать точность 
определения как текущих параметров движения 
центра масс, так и текущих параметров углово-
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Инерциальная система координат (ИСК) — 
ОиХиYиZи — неподвижна в инерциальном про-
странстве. Связанная система координат (ССК) — 
OXYZ связана с ЛА. Начало О связанной системы 
координат расположено в центре масс ЛА. Направ-
ления осей ССК определяются конструктивными 
особенностями объекта. Обычно они связаны с 
некоторыми осями или плоскостями симметрии 
ЛА. Как правило, ось OX совпадает с продольной 
осью симметрии ЛА и направлена от хвостовой к 
носовой части, а оси OY и OZ лежат в плоскости, 
перпендикулярной оси OX, и составляют с ней 
правую тройку. Для каждого конкретного ЛА свя-
занная система координат задается в конструктор-
ской документации на него.

Угловое положение ССК относительно ИСК 
задается тремя углами: углом рыскания ψ, углом 
тангажа ϑ и углом крена γ.

ЛА движется поступательно со скоростью V и 
изменяет свое угловое положение с угловой ско-
ростью w. Положение ЛА в инерциальном про-
странстве характеризуется радиус-вектором R.

Для определения параметров движения ЛА 
используется БИНС, измерительными устрой-
ствами которой являются три акселерометра и 
три ДУС, жестко закрепленные на корпусе ЛА. 
Акселерометры измеряют составляющие вектора 

кажущегося ускорения W� , ДУС — составляю-
щие вектора абсолютной угловой скорости w в 
ССК. Вектор кажущегося ускорения ЛА с проек-

циями на оси ИСК т
и и и и[ , , ]x y zW W W=W� � � �  опре-

деляется в соответствии с выражением

 и ,= ⋅W A W� �  (1)

где A — матрица перехода от ССК к ИСК;
т[ , , ]x y zW W W=W� � � �  — вектор кажущегося уско-

рения ЛА с проекциями на оси ССК.

Матрица A имеет вид

cos cos sin sin cos cos sin sin cos sin cos sin

sin cos cos sin cos

cos sin cos sin sin sin cos cos cos sin sin sin

=

ϑ ψ γ ψ − γ ψ ϑ γ ψ ϑ + γ ψ⎡ ⎤
⎢ ⎥= ϑ γ ϑ − γ ϑ⎢ ⎥
⎢ ⎥− ϑ ψ γ ψ ϑ + γ ψ γ ψ − γ ψ ϑ⎣ ⎦

A

. (2)

Матрица А находится путем решения векторно-
матричного дифференциального уравнения [12]

 ,=A A� W  (3)

где

 

0

0 .

0

z y

z x

y x

⎡ ⎤−ω ω
⎢ ⎥= ω −ω⎢ ⎥
⎢ ⎥−ω ω⎣ ⎦

W  (4)

Элементами матрицы W служат проекции ωx, 
ωy, ωz вектора угловой скорости ЛА w на оси ССК. 
Решение данного уравнения можно представить 
следующим образом:

 
0

( ) (0) ( ) ( ) .
t

t t t dt= + ∫A A A W

Истинное значение вектора ускорения с про-

екциями на оси ИСК т
и и и и[ , , ]x y zV V V=V� � � �  опре-

деляется путем решения основного уравнения 
инерциальной навигации

 и и и и( ),= +V W g R� �  (5)

где gи(Rи) — вектор ускорения свободного паде-
ния с проекциями на оси ИСК; Rи — радиус-
вектор положения ЛА с проекциями на оси ИСК.

На практике уравнение (5) представляется в 
виде системы дифференциальных уравнений

 и и и и

и и

( );

,

⎧ = +⎪
⎨

=⎪⎩

V W g R

R V

� �

�  (6)

интегрирование которой дает искомые параме-
тры движения центра масс ЛА — Rи и Vи.

Учитывая особенности съема исходной ин-
формации в БИНС и необходимость ее преоб-
разования в соответствии с выражением (1), си-
стема (6) может быть записана в следующем виде:

 

и и и

и и

( );

;

.

⎧ = +
⎪⎪ =⎨
⎪ =⎪⎩

V AW g R

R V

A A

� �

�

� W

 (7)

Рис. 1. Инерциальная и связанная СК
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На рис. 2 приведена структурная 
схема, поясняющая принцип функ-
ционирования описанной выше 
БИНС.

Необходимо оценить ошибки
определения БИНС параметров 
движения центра масс (ΔVи(t), 
ΔRи(t)) и параметров углового дви-
жения (Δψ(t), Δϑ(t), Δγ(t)) ЛА в инер-
циальной СК.

Для решения поставленной за-
дачи необходимо иметь следующие 
исходные данные:

ψ(t0), ϑ(t0), γ(t0) — начальные 
углы рыскания, тангажа и крена 
соответственно, задающие угловое 
положение ЛА в ИСК;

ΔRи(t0), ΔVи(t0) — начальные векто-
ры погрешностей определения в ИСК 
координат и составляющих вектора 
скорости ЛА соответственно;

Δψ(t0), Δϑ(t0), Δγ(t0) — начальные 
погрешности определения углов 
рыскания, тангажа и крена соот-
ветственно;

xи(t), yи(t), zи(t) — координаты ЛА 
в ИСК в зависимости от времени полета;

т
( ) ( ), ( ), ( )x y zt W t W t W t⎡ ⎤= ⎣ ⎦W� � � �  — вектор кажу-

щегося ускорения ЛА с проекциями на оси ССК 
в зависимости от времени полета;

т
( ) ( ), ( ), ( )x y zt t t t⎡ ⎤= ω ω ω⎣ ⎦w  — вектор абсолют-

ной угловой скорости ЛА с проекциями на оси 
связанной СК в зависимости от времени полета;

0 0 0

т

0( ) , ,x y zt W W W⎡ ⎤Δ = Δ Δ Δ⎣ ⎦W� � � �  — вектор, опре-
деляющий зоны нечувствительности акселеро-
метров, установленных по соответствующим 
осям ССК;

т
, ,

x y zW W Wk k k⎡ ⎤Δ = Δ Δ Δ⎣ ⎦Wk  — вектор, опреде-
ляющий погрешности реализации масштабных 
коэффициентов акселерометров, установленных 
по соответствующим осям ССК;

1 2 3 4 5 6

т
, , , , ,W W W W W W⎡ ⎤Δϕ = Δϕ Δϕ Δϕ Δϕ Δϕ Δϕ⎣ ⎦W  — 

вектор, определяющий коэффициенты неорто-
гональности установки акселерометров по соот-
ветствующим осям ССК;

0 0 0

т
0 , ,x y z⎡ ⎤Δ = Δω Δω Δω⎣ ⎦w  — вектор, определя-

ющий зоны нечувствительности ДУС, установ-
ленных по соответствующим осям связанной СК;

т
, ,

x y z
k k kω ω ω ω

⎡ ⎤Δ = Δ Δ Δ⎣ ⎦k  — вектор, опреде-
ляющий погрешности реализации масштабных 
коэффициентов ДУС, установленных по соот-
ветствующим осям ССК;

1 2 3 4 5 6

т
, , , , ,ω ω ω ω ω ω ω⎡ ⎤Δϕ = Δϕ Δϕ Δϕ Δϕ Δϕ Δϕ⎣ ⎦  — 

вектор, определяющий коэффициенты неортого-

нальности установки ДУС по соответствующим 
осям ССК;

b00 = 3,986•1014 м3/с2 — константа.

Оценивание точности определения БИНС
параметров движения центра масс ЛА

в инерциальном базисе

Оценивание точности определения БИНС па-
раметров движения центра масс ЛА (V, R) ба-
зируется на разработанной одним из авторов 
данной статьи модели [13], основой для которой 
является система (7):

 

и и

и и

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( );

( ) ( );

( ) ( ) ( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( ).

t t t t t t

t t

t t t t t

t t t

⎧Δ = Δ + Δ + Δ
⎪

Δ = Δ⎪
⎨

Δ = Δ + Δ⎪
⎪

=⎩

V A W A W g

R V

A A A

A A

� � �

�

�

�
W W

W

 (8)

Для нахождения решения системы (8) снача-
ла определяются начальные значения элементов 
матрицы ошибок перехода от ССК к ИСК в со-
ответствии с выражением

 0 0 0( ) ( ) ( ),t t t′Δ = −A A A

где A’(t0) — матрица, определяемая в соответ-
ствии с выражением (2) при условии, что

 0 0 0 0

0 0

( ) ( ), ( ) ( ),

( ) ( );

t t t t

t t

ψ = ψ + Δψ ϑ = ϑ + Δϑ
γ = γ + Δγ

Рис. 2. Структура БИНС
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A(t0) — матрица, определяемая в соответствии 
с выражением (2) при условии, что

 0 0 0( ), ( ), ( ).t t tψ = ψ ϑ = ϑ γ = γ

На основании заданных зависимостей опре-
деляются на текущий момент времени ti зна-
чения следующих параметров: xи(t), yи(t), zи(t), 

( ), ( ), ( ),x y zW t W t W t� � �  ( ), ( ), ( ).x y zt t tω ω ω
Затем вычисляются значения элементов век-

тора ошибок измерений акселерометрами про-
екций вектора кажущегося ускорения ЛА на оси 
ССК в текущий момент времени:

 0

1 2

( ) ( )

(1 ) ( ) (1 ) ( );

x

x x

x x W x

W W y W W z

W t W k W t

k W t k W t

Δ = Δ + Δ +

+ + Δ Δϕ − + Δ Δϕ

� � �

� �

 
0

3 4

( ) ( )

(1 ) ( ) (1 ) ( );

y

y y

y y W y

W W x W W z

W t W k W t

k W t k W t

Δ = Δ + Δ −

− + Δ Δϕ + + Δ Δϕ

� � �

� �

 
0

5 6

( ) ( )

(1 ) ( ) (1 ) ( ),

z

z z

z z W z

W W x W W y

W t W k W t

k W t k W t

Δ = Δ + Δ +

+ + Δ Δϕ − + Δ Δϕ

� � �

� �

которые являются составляющими вектора ( )tΔW� .
Аналогично вычисляются значения элемен-

тов вектора ошибок измерений ДУС проекций 
вектора абсолютной угловой скорости ЛА на оси 
ССК в текущий момент времени:

 0 1

2

( ) ( ) (1 ) ( )

(1 ) ( );
x x

x

x x x y

z

t k t k t

k t

ω ω ω

ω ω

Δω = Δω + Δ ω + + Δ Δϕ ω −

− + Δ Δϕ ω
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y y

y
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z

t k t k t

k t

ω ω ω

ω ω

Δω = Δω + Δ ω − + Δ Δϕ ω +

+ + Δ Δϕ ω
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( ) ( ) (1 ) ( )

(1 ) ( ),
z z

z

z z z x

y

t k t k t

k t

ω ω ω

ω ω

Δω = Δω + Δ ω + + Δ Δϕ ω −

− + Δ Δϕ ω

которые являются составляющими матрицы 
ΔW(t). После чего рассчитывается модуль радиу-
са-вектора положения ЛА в ИСК в текущий мо-
мент времени t:

 2 2 2
и и и и( ) ( ) ( ) ( ).R t x t y t z t= + +

Определяются значения элементов вектора 
ошибок определения ускорения силы тяготения 
в проекциях на оси ИСК:
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которые являются составляющими вектора Δgи.
Формируется матрица 

 

0 ( ) ( )

( ) ( ) 0 ( ) .

( ) ( ) 0

z y

z x

y x

t t

t t t

t t

− ω ω⎡ ⎤
⎢ ⎥

= ω − ω⎢ ⎥
⎢ ⎥−ω ω⎣ ⎦

W

Таким образом, определены начальные усло-
вия и правые части системы (8), интегрирование 
которой позволяет получить погрешности вычис-
ления истинных значений вектора скорости ΔVи(t) 
и радиус-вектора положения ΔRи(t) ЛА в ИСК в 
зависимости от текущего времени полета (t).

Оценивание точности определения БИНС
параметров углового положения ЛА

в инерциальном базисе

В результате решения системы (8) помимо 
текущих ошибок определения истинных пара-
метров движения центра масс ЛА в ИСК ΔVи(t), 
ΔRи(t) мы получаем информацию о параметрах 
углового положения ЛА. Эта информация содер-
жится в матрицах А(t) и ΔА(t). Однако в отличие от 
параметров движения центра масс информация 
об ошибках определения углового положения ЛА 
относительно инерциальной системы координат 
в этих матрицах в явном виде не содержится. По-
этому встает задача оценивания точности опре-
деления текущих значений углового положения 
ЛА на основе текущих значений коэффициентов 
матриц А(t) и ΔА(t).

Для решения данной задачи необходимо из 
матрицы А(t) взять текущие значения элемен-
тов 11 21 22 23 31, , , , ,α α α α α  из матрицы ΔА(t) — 

11 21 22 23 31, , , , .Δα Δα Δα Δα Δα  Используя значения 
этих элементов, получим значения ошибок опре-
деления углов рыскания Δψ, тангажа Δϑ и крена Δγ:

 

31 31 31

11 11 11

21 21 21

23 23 23

22 22 22

arctg arctg ;

arcsin( ) arcsin( );

arctg arctg .

⎛ ⎞α + Δα α
Δψ = − + ⎜ ⎟α + Δα α⎝ ⎠
Δϑ = α + Δα − α

⎛ ⎞α + Δα α
Δγ = − + ⎜ ⎟α + Δα α⎝ ⎠

 (9)
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Пример

На основании предложенной методики оце-
ним ошибки определения в ИСК текущих пара-
метров движения ЛА с БИНС, изменения значе-
ний проекций вектора кажущегося ускорения и 
значений проекций вектора абсолютной угловой 
скорости которого на оси ССК в зависимости от 
времени полета имеют вид, представленный на 
рис. 3 и 4 соответственно.

Изменение координат ЛА в инерциальном 
пространстве в зависимости от времени полета 
представлено на рис. 5 и 6.

Начальные погрешности определения в инер-
циальном пространстве координат, составля-
ющих вектора скорости и углового положения 
ЛА равны нулю. Погрешности измерительных 
устройств БИНС заданы в таблице.

Для представленных в примере исходных дан-
ных были проведены расчеты изменения ошибок 

определения координат, составляющих вектора 
скорости и углового положения ЛА в инерци-
альном пространстве в зависимости от времени 
полета путем интегрирования системы (8) и ис-
пользования соотношений (9). Результаты этих 
расчетов для соответствующих ошибок пред-
ставлены на рис. 7, 8 и 9.

Результаты расчетов показывают, что графи-
ки изменения ошибок определения координат

Рис. 6. Траектория полета ЛА в плоскости XZ ИСК

Рис. 5. Траектория полета ЛА в плоскости XY ИСК

Рис. 4. Изменения значений проекций вектора абсолютной 
угловой скорости ЛА на оси ССК

Рис. 3. Изменения значений проекций вектора кажущегося 
ускорения ЛА на оси ССК

Погрешности измерительных устройств БИНС

Тип ошибки измерителя
Значение ошибки

акселерометра ДУС

Зона нечувствительности 0,01 м/с2 1 °/ч

Коэффициент нелинейности 0,01 0,01

Коэффициент неортогональ-
ности, ′

1 1
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(рис. 7) и составляющих скорости (рис. 8) ЛА в 
ИСК коррелируют с графиками изменения зна-
чений проекций вектора кажущегося ускорения 
ЛА на оси ССК (см. рис. 3), а графики изменения 

ошибок определения углового положения (рис. 9) 
ЛА в ИСК — с графиками изменения значений 
проекций вектора абсолютной угловой скорости 
ЛА на оси ССК (см. рис. 4). Для рассмотренного 
случая основная абсолютная ошибка БИНС на-
блюдается в определении параметров движения 
центра масс ЛА по оси X ИСК: до 18 м/с по ско-
рости (ΔVx) (см. рис. 7) и до 350 м по координате 
(Δx) (см. рис. 8) при дальности полета ЛА 25 км 
(см. рис. 5). Относительная ошибка по коорди-
нате X (δx) на момент окончания полета ЛА со-
ставила порядка 1,5 %. Относительная ошибка 
по координате Z (δz) на тот же момент времени 
при боковом отклонении ЛА на 450 м (см. рис. 6) 
составила порядка 5 % при абсолютной ошибке 
в определении бокового положения (Δz) 25 м (см. 
рис. 8). Это свидетельствует о превалирующем 
влиянии погрешностей определения параметров 
бокового движения центра масс ЛА по отноше-
нию к погрешностям определения других пара-
метров движения центра масс. Основная ошибка 
в определении углового положения — ошибка 
определения угла тангажа (Δϑ), что связано с 
разворотом ЛА на всем участке полета по углу 
тангажа (см. рис. 5). Эта ошибка на момент окон-
чания полета ЛА составила порядка 1° (рис. 9).

Сравнение полученных ошибок определения 
БИНС параметров движения ЛА с требуемыми 
позволяет сделать вывод о пригодности или не-
пригодности использования данной БИНС в 
конкретном случае. Если делается вывод о не-
пригодности БИНС, то принимаются соответ-
ствующие решения, которые приводят к измене-
нию исходных данных для решения поставлен-
ной задачи. После этого проводится повторная 
проверка на соответствие заданным точност-
ным характеристикам БИНС по представленной 
выше методике. Данная методика также может 
быть использована при оценивании влияния по-
грешности конкретного измерителя на определе-
ние параметров движения ЛА в ИСК.

Заключение

В статье предложена методика, позволяющая 
оценить точность определения параметров дви-
жения ЛА с БИНС в инерциальном базисе. Это 
дает возможность принять решение об удовлет-
ворении заданным требованиям по точности 
БИНС с определенными характеристиками из-
мерительных устройств в каждом конкретном 
случае применения ЛА по назначению. Данная 
методика также может быть использована при 
анализе погрешностей БИНС, применяемых на 
различных типах ЛА, при определении ошибок, 
оказывающих наиболее существенное влияние на 
определение параметров движения ЛА, при фор-
мировании рекомендаций по уменьшению нега-

Рис. 9. Изменения ошибок определения углового положения 
ЛА в ИСК

Рис. 8. Изменения ошибок определения составляющих ско-
рости ЛА в ИСК

Рис. 7. Изменения ошибок определения координат ЛА в ИСК



215Мехатроника, автоматизация, управление, Том 19, № 3, 2018

тивного влияния этих ошибок и при обосновании 
требований к бесплатформенным инерциальным 
системам навигации летательных аппаратов.
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During the flight of the aircraft (AC) in many cases, there is the problem of determining linear and angular parameters of 
its motion in the inertial (fixed to inertial space) coordinate system. Lately increasingly strapdown inertial navigation system 
(SINS) based on three accelerometers and three angular velocity sensors of the sensitivity axis with the axes associated with 
the body of the aircraft coordinate system. Issues of assessment of accuracy of determining navigation parameters AC, these 
systems cover a lot of work. However, they do not allow to assess the accuracy of the determination of motion parameters 
of the aircraft with a strapdown inertial navigation system in the inertial basis. This article presents the method of solving 
the problem of estimation of accuracy of definition of linear and angular motion parameters of the aircraft with a strapdown 
inertial navigation system in the inertial basis. A block diagram for explaining the principle of operation of the described the 
SINS. To describe the motion of AС and estimation of accuracy of definition of parameters of its motion, the SINS in the 
inertial basis is used two coordinate systems: inertial, the associated. As the main factors determining the errors, the SINS, 
are considered dead zones, errors of implementation and scale factors of reorthogonalize the installation of measuring devices. 
On the basis of the developed technique obtained numerical values of accuracy of calculation of parameters of motion of the 
aircraft. The proposed method allows to evaluate the accuracy of the determination of motion parameters of AС with the SINS 
in the inertial basis. This gives you the opportunity to decide on the satisfaction of specified requirements on the accuracy of 
sins with certain characteristics of measuring devices in each case, application of the АС to the destination. This technique 
can also be used in the error analysis of SINS used in the different types of АС, in determining the errors that have the most 
significant impact on the determination of motion parameters of АС, when forming recommendations on reducing the negative 
impact of these errors and validating requirements for strapdown inertial navigation systems of aircraft.

Keywords: strapdown inertial navigation system, aircraft, errors, movement parameters, coordinate system, precision
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