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Рассматривается группа мобильных агентов на прямой. Агенты понимаются как занумерованные точки, способ-
ные менять свое положение. Предполагается, что динамика агентов моделируется интеграторами второго порядка, 
причем каждый агент получает информацию от одного своего левого и одного своего правого соседа (не обязательно 
ближайших соседей). Тре буется обеспечить заданное нелинейно-равномерное размещение агентов на отрезке прямой. 
Для решения поставленной задачи предлагаются нелинейные децентрализованные протоколы. Определяются условия 
на параметры управлений, при выполнении которых агенты сходятся к требуемым положениям. Исследуется ро-
бастность построенных протоколов управления по отношению к коммуникационному запаздыванию и переключениям 
сетевой топологии. При этом считается, что информация о значении запаздывания и о законе переключения может 
отсутствовать. Показывается, что при любом постоянном неотрицательном запаздывании и любом допустимом 
законе переключения связей гарантируется заданное размещение агентов. Доказательства сформулированных ут-
верждений основаны на применении прямого метода Ляпунова и специальной формы метода декомпозиции. Использу-
ются оригинальные конструкции функций Ляпунова и функционалов Ляпунова—Красовского. Приводятся результа-
ты численного моделирования, подтверждающие полученные теоретические выводы.

Ключевые слова: мультиагентная система, управление формациями, интеграторы второго порядка, запаздыва-
ние, переключения, прямой метод Ляпунова, асимптотическая устойчивость, метод декомпозиции

СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ,
УПРАВЛЕНИЕ И ОБРАБОТКА ИНФОРМАЦИИ

УДК 517.977.1 DOI: 10.17587/mau.24.115-121

А. Ю. Александров, д-р физ.-мат. наук, проф., a.u.aleksandrov@spbu.ru,
С. Б. Рузин, аспирант, serruz001@gmail.com,

Санкт-Петербургский государственный университет

Нелинейные алгоритмы управления
группой мобильных агентов на отрезке

агентов для случаев, когда их динамика модели-
руется интеграторами первого или второго по-
рядка. Эти протоколы основаны на использова-
нии информации, получаемой каждым агентом 
от двух своих ближайших (по номеру) соседей. 
В статье [11] принцип усреднения применялся 
в задаче равномерного размещения агентов за 
фиксированное время. В исследовании [12] ре-
зультаты работ [8, 9] были обобщены на слу-
чай, когда каждый агент получает информацию 
о расстояниях до одного его левого и одного его 
правого соседей (не обязательно ближайших 
соседей). Кроме того, в статье [12] анализиро-
валась возможность равномерного размещения 
агентов в условиях коммуникационного запаз-
дывания и переключений топологии связей. 
Было доказано, что ни запаздывания, ни пе-
реключения не нарушают сходимости агентов 
к заданному распределению.

Однако следует отметить, что во многих 
прикладных задачах вместо равномерного рас-
пределения агентов требуется обеспечить не-
равномерное распределение. Например, в оп-

Введение

Разработка децентрализованных алгорит-
мов управления формациями мобильных 
агентов является одной из наиболее актуаль-
ных проблем современной теории управления. 
Интерес к задачам такого рода обусловлен их 
широкими практическими приложениями. 
Децентрализованные алгоритмы используют-
ся для управления роботами, транспортными 
средствами, беспилотными подводными и ле-
тательными аппаратами, поведением живот-
ных и социальных групп [1, 2]. За последние 
годы было разработано множество эффектив-
ных подходов к решению указанной пробле-
мы (см., например, работы [1—7] и цитируе-
мую там литературу).

Важным классом задач управления форма-
циями является размещение мобильных аген-
тов на отрезке или заданной кривой [3, 4, 8—10]. 
В работах [8, 9] с помощью принципа усред-
нения были предложены линейные протоко-
лы, обеспечивающие равномерное размещение 
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тике, акустике, теории информации, физиоло-
гии и некоторых других областях часто вместо 
линейной используют логарифмическую шка-
лу [13, 14]. Кроме того, при размещении мо-
бильных сенсоров на кривой обычно вводится 
целевая функция, определяющая, насколько 
хорошо данная кривая покрывается сенсора-
ми. При этом сенсоры должны сходиться к рас-
пределению, для которого значение целевой 
функции оптимально [4, 15]. Заметим также, 
что задача нелинейно-равномерного размеще-
ния агентов связана с задачей синхронизации 
формаций по выходу [1, 16].

Существуют различные подходы к реше-
нию проблемы неравномерного размещения 
агентов. В частности, в работе [17] предполага-
лось, что целевые положения агентов заданы, 
и использовалась специальная потенциальная 
функция. В статье [7] для дискретной мульти-
агентной системы на прямой предложены про-
токолы, гарантирующие сходимость агентов 
к распределению с заданными отношениями 
расстояний между соседними агентами. Ана-
логичные задачи решались в работах [4, 15] для 
мобильных сенсорных сетей.

В статье [18] разработан подход к построе-
нию протоколов, обеспечивающих заданное 
нелинейно-равномерное (равномерное по от-
ношению к некоторой функции) распределе-
ние, и исследована робастность этих протоко-
лов относительно коммуникационного запаз-
дывания и переключений сетевой топологии. 
В отличие от подходов, применявшихся в ста-
тьях [7, 15, 17], в работе [18] не предполагалось, 
что целевые положения агентов или отноше-
ния расстояний между ними являются из-
вестными. Вместе с тем, следует отметить, что 
в [18] рассматривался случай, когда динамика 
агентов моделируется интеграторами первого 
порядка. Однако с практической точки зре-
ния более важными и интересными являются 
модели второго порядка [1]. Цель настоящей 
статьи — обобщить результаты работы [18] на 
случай, когда в качестве моделей агентов вы-
бираются двойные интеграторы. Заметим так-
же, что для доказательства полученных в ста-
тье [18] результатов использовались известные 
подходы к анализу устойчивости позитивных 
систем. В данной статье применяется другой 
подход, который основан на методе декомпо-
зиции в форме, предложенной в монографии 
[19] и получившей дальнейшее развитие в ра-
ботах [20—22].

Постановка задачи

Рассмотрим на прямой группу, состоящую из 
n мобильных агентов. Агенты понимаются как 
занумерованные точки, способные менять свое 
положение. Пусть xi(t) — координата i-го агента 
в момент времени t, i = 1, ..., n. Предположим, что 
динамика агентов моделируется уравнениями

 + = = …�� �( ) ( ) , 1, , ,i i ix t cx t u i n  (1)

где c — положительная постоянная (коэффи-
циент демпфирования); ui — закон управления 
(протокол).

Кроме того, будем считать, что заданы от-
резок [a, b] и непрерывная и строго возрастаю-
щая при ς ∈ (–∞, +∞) функция f(ς). Концы от-
резка [a, b] рассматриваются как статичные 
агенты: x0(t) = a, xn+1(t) = b. Отметим, что f(ς) 
может представлять собой целевую функцию 
в задаче о размещении мобильных сенсоров 
[4, 15]. Требуется построить децентрализован-
ные протоколы, гарантирующие сходимость 
агентов к положениям …� �1, , ,nx x  для которых 
точки …� �1( ), , ( )nf x f x  равномерно распределе-
ны на отрезке [ f(a), f(b)]. Также исследуем вли-
яние коммуникационного запаздывания и пе-
реключений сетевой топологии на сходимость 
агентов к заданным положениям.

Построение нелинейного протокола

Пусть выполнены следующие предположения.
Предположение 1. Функция f(ς) глобально 

липшицева, т. е. существует постоянная L > 0 
такая, что при любых ς1,ς2 ∈ (–∞, +∞) справед-
ливо неравенство | f(ς1) – f(ς2)| m L|ς1 – ς2|.

Предположение 2. В каждый момент време-
ни t каждый i-й агент получает информацию от 
своего левого соседа с номером mi о величине 

−( ( )) ( ( ))
im if x t f x t  и от своего правого соседа 

с номером li о величине −( ( )) ( ( )),
il if x t f x t  где 

0 m mi < i, i < li m n + 1, i = 1, ..., n. Кроме того, 
каждый агент знает, сколько агентов располо-
жено между ним и теми агентами, от которых 
ему поступают сигналы, но ему недоступна ин-
формация об общем числе агентов в системе.

При этих предположениях децентрализо-
ванный протокол можно выбрать в виде

 
= β − +
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где k — положительный коэффициент;
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Тогда соответствующая замкнутая система
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будет иметь положение равновесия

 т т
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Теорема 1. Для любого c > 0 можно указать 
число k0 > 0 такое, что при всех k ∈ (0, k0) по-
ложение равновесия (3) системы (2) асимпто-
тически устойчиво в целом.

Доказательство. Пусть

 ω = − = …�( ) ( ) , 1, , .i i it x t x i n  (4)

Тогда
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где ω = ω + −� �( ) ( ) ( ).i i i i ih f x f x  Заметим, что
hi(0) = 0 и ωihi(ωi) > 0 при ωi ≠ 0, i = 1, ..., n.

Далее с помощью замены переменных
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преобразуем полученную систему к виду
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n
ijP p  — постоянная матрица, у которой 

pii = –1, pij = βi при j = mi, pij = γi при j = li, 
а остальные элементы i-й строки равны нулю, 
i = 1, ..., n.

В работе [12] доказано, что для положитель-
ного вектора θ, компоненты которого опреде-
ляются по формулам

 θ = − =
1

1 , 1,..., ,
2

i i i n  (7)

выполнено неравенство Pθ < 0. Значит (см. 
[23]), существует диагональная положительно 
определенная матрица Λ такая, что матрица

 тP PΛ + Λ  (8)

отрицательно определена.
Функцию Ляпунова для системы (6) строим 

в виде
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где λi — диагональные элементы матрицы Λ; 
||•|| — евклидова норма вектора.

Функция (9) положительно определена. Кро-
ме того, V(y, z) → +∞ при ||y|| + ||z|| → ∞. Про-
дифференцируем ее в силу системы (6). Имеем
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Учитывая предположение 1 и отрицатель-
ную определенность матрицы (8), приходим 
к неравенству
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Здесь α1, α2, α3, α4 — положительные посто-
янные.

Следовательно, при достаточно малых значе-
ниях k и для всех y(t), z(t) ∈ Rn справедлива оценка

 ⎛ ⎞− α +⎜ ⎟
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� 2 2
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1
( ( )) ( ) ,

2
k

V h y t c z t
c

m

гарантирующая глобальную асимптотическую 
устойчивость нулевого решения системы (6). 
А тогда тем же самым свойством обладает и 
положение равновесия (3) системы (2).

Теорема доказана.
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Размещение агентов при наличии 
коммуникационного запаздывания
и переключений топологии связей

Рассмотрим теперь случай, когда агенты по-
лучают сигналы от своих соседей с некоторым 
постоянным запаздыванием. Также будем пред-
полагать, что связи между агентами могут вклю-
чаться и выключаться в произвольные моменты 
времени. Если агент теряет контакт со своим 
правым (левым) соседом, то он переключается 
на какого-то другого правого (левого) соседа.

Таким образом, считаем, что выполнено 
следующее предположение.

Предположение 3. В каждый момент вре-
мени t каждый i-й агент получает информа-
цию от своего левого соседа с номером σ( )

im  
о величине σ − τ −( )( ( )) ( ( ))

i
im

f x t f x t  и от сво-
его правого соседа с номером σ( )

il  — о ве-
личине σ −( )( ( )) ( ( )),

i
il

f x t f x t  где σ <( )0 ,im im  
σ< +( ) 1,ii l nm  i = 1, ..., n. Здесь τ — постоянное 

неотрицательное запаздывание, а σ = σ(t) — за-
кон переключения топологии связей. Кроме 
того, каждый агент знает, сколько агентов рас-
положено между ним и теми агентами, от кото-
рых ему поступают сигналы, но ему недоступна 
информация об общем числе агентов в системе.

Предположение 4. В качестве допустимых 
законов переключения будем рассматривать 
кусочно-постоянные правосторонне непре-
рывные функции σ +∞ →( ) : [0, ) {1,..., },t N  име-
ющие на каждом ограниченном промежутке 
только конечное число точек разрыва.

В этом случае децентрализованный прото-
кол можно определить по формуле

 
σ

σ

σ

σ

= β − τ − +

+ γ − τ − = …

( )

( )

( )

( )

( ( ( ( )) ( ( )))

( ( ( )) ( ( )))), 1, , ,

i

i

i ii m

ii l

u k f x t f x t

f x t f x t i n

где k — положительный коэффициент;
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Получим замкнутую систему с переключе-
ниями и запаздыванием
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 (10)

имеющую положение равновесия (3). Пусть на-
чальные функции ϕ(ξ) для решений этой си-

стемы принадлежат пространству непрерыв-
ных функций −τ([ ,0], )nC R  с равномерной 
нормой ξ∈ −ττϕ = ϕ ξ[ ,0]max ( ) .

Теорема 2. Для любого c > 0 можно указать 
число k0 > 0 такое, что при всех k ∈ (0, k0) для 
любого неотрицательного запаздывания τ и 
любого допустимого закона переключения по-
ложение равновесия (3) системы (10) асимпто-
тически устойчиво в целом.

Доказательство. Последовательно проводя 
замены переменных (4) и (5), приводим рас-
сматриваемые уравнения к виду
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i-й строки равны нулю, i = 1, ..., n.
Рассмотрим функционал Ляпунова—Кра-

совского
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где ε, η1, ..., ηn — положительные коэффици-
енты; μ — положительное рациональное число 
с нечетными числителем и знаменателем, ве-
личины θ1, ..., θn определяются по формуле (7).

Дифференцируя этот функционал в силу 
системы (11), имеем
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Здесь α1, α2, α3, α4, α5, α6 — положительные 
постоянные.

В работе [18] доказано, что величины μ, η1, 
..., ηn можно выбрать так, чтобы выполнялось 
неравенство
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где α7 = const > 0. Получим
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Пусть ε < c/3. Тогда при достаточно малых 
значениях k справедлива оценка
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Следовательно (см. [24, 25]), нулевое реше-
ние системы (11), а значит, и положение равно-
весия (3) системы (10) глобально асимптотиче-
ски устойчивы.

Теорема доказана.

Результаты численного моделирования

Для численного моделирования рассмотрим 
группу, состоящую из шести агентов, динами-
ка которых определяется уравнениями (10). 
Пусть [a, b] = [1, 6], f(ς) = arctgς, τ = 5, c = 0,5. 
Считаем, что переключения связей происхо-
дят каждые 10 единиц времени от ближайших 
к агенту соседей к следующим за ними (как 
левым, так и правым). Когда у всех агентов не 
остается соседей, на которых можно переклю-
читься, счетчик сбрасывается, и переключения 
снова начинаются с ближайших соседей. На-
чальные функции для решений соответству-
ющей системы (10) выбираются постоянными: 
x1(ξ) = 0,4, x2(ξ) = 0,8, x3(ξ) = –0,9, x4(ξ) = 1,5, 
x5(ξ) = –0,3, x6(ξ) = 0,7 при ξ ∈ [–5, 0].

Сначала рассмотрим случай k = 4. Пред-
ставленные на рис. 1 результаты моделиро-
вания демонстрируют отсутствие сходимости 
агентов к требуемому распределению.

Далее, в соответствии с установленными те-
оретическими выводами, уменьшаем значение 
коэффициента k. Рис. 2 соответствует случаю 
k = 1. Приведенные на этом рисунке графики 
подтверждают сходимость агентов к заданным 
положениям.

Рис. 1. Динамика агентов (k = 4)
Fig. 1. Agent dynamics (k = 4)

Рис. 2. Динамика агентов (k = 1)
Fig. 2. Agent dynamics (k = 1)
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Заключение

Исследована задача нелинейно-равномерно-
го размещения на отрезке группы мобильных 
агентов, моделируемых интеграторами второ-
го порядка. Предложены способы построения 
децентрализованных протоколов управления и 
определены условия, при выполнении которых 
эти протоколы обеспечивают заданное разме-
щение агентов. Доказано, что ни запаздывание, 
ни переключения не нарушают сходимости 
агентов к требуемому распределению. Отметим, 
что результаты работы могут быть распростра-
нены на случай, когда агенты и отрезок зада-
ны в пространстве произвольной размерности, 
при условии, что протоколы управления поко-
ординатно развязаны, а также на случай, когда 
информация от различных соседей поступает 
с разными значениями запаздывания. В каче-
стве направления дальнейших исследований 
отметим нахождение оценок скорости сходимо-
сти агентов к заданному распределению.
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Abstract

A group of mobile agents on a straight line is considered. Agents are understood as numbered points that can change 
their position. It is assumed that the dynamics of agents is modeled by second-order integrators, with each agent receiving 
information from one of its left and one of its right neighbors (not necessarily nearest neighbors). It is required to provide 



121Мехатроника, автоматизация, управление, Том 24, № 3, 2023

a given nonlinear-uniform (uniform with respect to a prescribed nonlinear function) deployment of agents on a straight line 
segment. It is worth mentioning that, in numerous applications such as optic, acoustics, physiology, information theory, 
thermodynamics, etc., instead of linear scale, nonlinear ones (for instance, logarithmic) are used. In addition, it should be 
noted that an important class of formation control problems is synchronization of processes with respect to certain functions 
of phase coordinates. To solve the stated problem, nonlinear decentralized protocols are proposed. The conditions on the 
control parameters are determined, under which the agents converge to the required positions. The robustness of the con-
structed control protocols with respect to communication delay and network topology switching (replacing chosen neighbors 
by the other ones) is investigated. In this case, it is assumed that information about the magnitude of the delay and about 
the switching law may be absent. It is shown that for any constant non-negative delay and any admissible law for switching 
connections, a given deployment of agents is guaranteed. The proofs of the stated statements are based on the application 
of the Lyapunov direct method and a special form of the decomposition method. Original constructions of Lyapunov func-
tions and Lyapunov—Krasovskii functionals are used. The results of numerical simulation are presented, confirming the 
obtained theoretical conclusions.

Keywords: multiagent system, formation control, second order integrators, delay, switching, Lyapunov direct method, 
asymptotic stability, robustness, decomposition method
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Для линейных стационарных одномерных объектов управления рассматривается обратная задача аналитического 
конструирования оптимальных регуляторов (АКОР), которая состоит в определении весовых коэффициентов ква-
дратичного функционала оптимальности процесса управления, обеспечивающих замкнутой системе регулирования 
заданные значения первичных показателей качества (времени переходных процессов, перерегулирования и статиче-
ской ошибки). Она анализируется применительно к задаче АКОР в постановке Летова—Калмана.

Предлагается способ ее решения, основанный на преобразовании задачи АКОР к канонической форме, в которой 
объект управления описывается в канонической форме фазовой переменной, а функционал качества определяется как 
интеграл от суммы квадратов канонических фазовых координат объекта, равных соответствующим производным 
фазовой переменной, с определенными весовыми коэффициентами, а также квадрата сигнала управления. Показы-
вается, что решение обратной канонической задачи АКОР Летова—Калмана определяется значениями только трех 
ненулевых весовых коэффициентов критерия, причем один из них имеет единичное значение. Значения двух других ко-
эффициентов предлагается находить в процессе моделирования синтезированной оптимальной системы управления 
из условий обеспечения для нее значений первичных показателей качества не более заданных.

Полученные результаты, представленные в форме теорем 1 и 2, распространены на синтез астатических систем 
управления, в которых для получения астатизма к выходу объекта подключается дополнительный интегратор. 
Поскольку такой "расширенный" объект управления описывается с использованием вектора состояния, имеющего 
первые две фазовые координаты канонического вида, то синтез оптимальной системы осуществляется без преоб-
разования описания объекта к канонической форме фазовой переменной и обратно. Конструирование астатической 
системы управления иллюстрируется примером.

Ключевые слова: линейный одномерный объект, квадратичный критерий качества, аналитическое конструирова-
ние оптимального регулятора (АКОР), статическая ошибка, перерегулирование, быстродействие
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Выбор весовых коэффициентов квадратичного функционала качества 
в задаче АКОР Летова—Калмана

Введение

К линейно-квадратичным задачам управле-
ния, или задачам аналитического конструиро-
вания оптимальных регуляторов (АКОР) [1—4], 
относятся задачи стpуктуpно-паpаметpического 
синтеза линейных систем управления на осно-
ве минимизации интегрального квадратичного 
функционала (критерия) качества. Задачи дан-
ного типа впервые были сформулированы и ре-
шены в работах A. M. Летова [6] и P. Э. Калма-
на [5] в шестидесятые годы прошлого столетия. 
В настоящее время метод АКОР Калмана—Ле-
това получил признание специалистов автома-
тического управления и стал классическим ме-
тодом синтеза систем управления [3, 4]. Это яви-
лось следствием широкого применения в теории 
АКОР интегральных квадратичных критериев 
качества процессов управления, подынтеграль-
ная функция которых представляется как сумма 
произведений фазовых координат объекта с ве-
совыми коэффициентами qij > 0, i, j = 1, 2, ..., n
(они образуют матрицу Q), а также квадрата сиг-
нала управления с коэффициентом r. Если эти 
весовые коэффициенты заданы, то дальнейший 
расчет матрицы коэффициентов обратных свя-

зей оптимального регулятора математически 
строго формализован и в основном сводится 
к решению матричного уравнения Риккати [1, 2].

Анализ "безpаздельного господства" теории 
АКОР — методологии линейно-квадратичной 
оптимизации — проведен в работе [3], в кото-
рой оно связывается с такими очевидными до-
стоинствами данной методологии, как

1) логическая завершенность и принципи-
альная математическая простота;

2) законченность и аналитический характер 
получаемых решений;

3) применимость к широкому классу линей-
ных стационарных и нестационарных динами-
ческих объектов как с конечным, так и с бес-
конечным временем функционирования.

В этой работе одновременно критикуется 
данное чрезмерное "безраздельное господство" 
методологии линейно-квадратичной оптими-
зации в теории управления. Критика в основ-
ном сводится к следующим положениям:

1) квадратичные функционалы качества не 
имеют ясного физического смысла, и их ши-
рокое распространение во многом предопреде-
ляется простотой вычисления и удобством ис-
пользования в аналитических исследованиях;
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2) в теории АКОР не решена проблема выбо-
ра значений весовых коэффициентов квадра-
тичного функционала и их связи с общепри-
нятыми в инженерной практике первичными 
показателями качества синтезируемых систем 
(временем переходного процесса, перерегули-
рованием, статической ошибкой регулирова-
ния и др.).

Впервые задача связи между весовыми ко-
эффициентами Q, r квадратичного критерия и 
динамическими свойствами оптимизируемых 
процессов управления, именуемая задачей об-
ращения или обратной задачей АКОP, была по-
ставлена в работах Р. Калмана [8], Р. Беллмана 
и Р. Калабы [9]. Сложность решения этой зада-
чи предопределяется недостаточной информа-
тивностью квадратичных функционалов каче-
ства, поскольку их значения определяются не 
только коэффициентами Q, r, но также и пара-
метрами объекта управления. До настоящего 
времени предпринимаются многочисленные 
попытки решения обратной задачи АКОР. Здесь 
выделим, прежде всего, работы отечествен-
ных ученых A. M. Летова, А. А. Кpасовского, 
А. Г. Александpова, Я. Куpцвейля, Ю. Б. По-
пова, Ю. П. Плотникова, В. Н. Pоманенко, 
Ч. П. Даса, P. Т. Янушевского, В. А. Подчукае-
ва, В. В. Гpигоpьева, В. Д. Фуpасова, Л. И. Ко-
жинской, Н. В. Кухаpенко, Г. А. Кpыжановского 
и дp. Однако необходимо подчеркнуть, что за-
висимость между весовыми коэффициентами 
критерия и инженерными показателями каче-
ства системы является сложной, и ее опреде-
ление остается основной проблемой современ-
ной теории АКОР. Для ее решения предложены 
отдельные подходы и рекомендации [2, 10—14], 
которые имеют часто эвристический, эмпири-
ческий характер. К ним, например, относится 
метод равных вкладов максимальных отклоне-
ний [3], который основан на предположении, 
что известны предельно допустимые значения 
входных и выходных переменных объекта (или 
их отклонений). Соответственно весовые ко-
эффициенты критерия находятся из гипотети-
ческого условия равенства слагаемых критерия 
при этих максимальных значениях перемен-
ных объекта. Такое задание коэффициентов 
функционала можно рассматривать только как 
предварительное. Согласно общей идее ме-
тода АКОР после определения оптимальных 
управлений следует проверка качества процес-
сов в синтезированной системе путем ее мо-
делирования с использованием цифровой вы-

числительной техники. Если процессы в этой 
системе в каком-либо отношении не удовлет-
воряют проектировщика, то проводится це-
ленаправленная корректировка весовых ко-
эффициентов критерия качества и повторное 
определение скорректированных оптималь-
ных управлений. При необходимости этапы 
итерационного процесса АКОР повторяются 
несколько раз. Таким образом, процедура на-
хождения весовых коэффициентов критерия 
качества, как правило, сводится к многократ-
ному (итерационному) перерасчету параметров 
и моделированию синтезируемой системы 
управления при выбранных некоторым спосо-
бом значениях искомых коэффициентов.

Каждая такая итерация перерасчета и мо-
делирования оптимальной системы сопряжена 
с большим объемом вычислений по определе-
нию n(n + 1)/2 элементов симметричной матри-
цы Q и весового коэффициента r. Для умень-
шения числа итераций могут применяться ме-
тоды математического программирования [14]. 
В данной работе, вслед за работами [15, 16], 
в целях дополнительного уменьшения объ-
ема вычислений применительно к одномер-
ным стационарным объектам решается задача 
установления наименьшего числа ненулевых 
элементов матрицы Q, достаточных для обе-
спечения в проектируемой системе управления 
заданных значений первичных показателей ка-
чества, а именно времени переходного процес-
са, перерегулирования и статической ошибки 
системы. Статья является непосредственным 
продолжением работы [15], в отличие от ко-
торой дополнительно анализируется третий 
первичный показатель качества — статическая 
ошибка системы.

Постановка задач управления и исследования

Исследуемый класс линейных стационар-
ных объектов управления описывается ма-
тричным дифференциальным уравнением

 = +� ( ) ( ) ( ),Z t AZ t Bu t  (1)

где Z(t) — вектор координат состояния объ-
екта; u(t) — его управляющее воздействие; A, 
B — постоянные матрицы параметров объекта 
размерностей n Ѕ n, n Ѕ 1 соответственно, для 
которых выполняется условие управляемости 
объекта. Предполагается, что координаты zi(t) 
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вектора состояния объекта имеют физический 
смысл отклонений от заданного режима его 
работы.

Рассмотрим классическую стационарную 
задачу АКОР Калмана—Летова с интеграль-
ным квадратичным критерием оптимальности 
процесса управления

 т 2

0

( ( ) ( ) ( )) ,I Z t QZ t ru t dt
∞

= +∫  (2)

где Q — симметричная положительно опреде-
ленная матрица, составленная из весовых ко-
эффициентов qij; r — положительный весовой 
коэффициент функционала качества. Задача 
АКОР формулируется следующим образом 
[7, 17]: необходимо найти закон обратной связи 
u(t) = F0[Z(t)], образующий совместно с исход-
ным объектом (1) асимптотически устойчивую 
замкнутую систему, доставляющую минимум 
функционалу качества (2) при переводе объ-
екта управления из начального положения
X(0) = X0 в конечное нулевое.

Как известно [17—19], решением задачи (1), (2) 
является линейный алгоритм управления

 1 т 1 т( ) ( ) ( ), ,u t r B PZ t KZ t K r B P− −= − = − =  (3)

в котором матрица Р находится как положи-
тельно определенное решение матричного 
уравнения Риккати

 т 1 т 0.PA A P r PBB P Q−+ − + =  (4)

Соответственно, задача исследования ста-
вится следующим образом: для объекта (1) 
с конкретными числовыми матрицами пара-
метров требуется с использованием решения 
(3), (4) определить такие значения матрицы 
весовых коэффициентов Q (полагается коэф-
фициент r = 1, поскольку он может принимать 
любое положительное значение без изменения 
результата синтеза регулятора), при которых 
синтезируемая система с управлением (3) име-
ла бы для выделенного режима работы значе-
ния времени переходных процессов (времени 
регулирования) tp, статической ошибки e и 
перерегулирования σ не более заданных tpz, ez, 
σz, причем при синтезе системы целесообразно 
использовать минимальное число ненулевых 
элементов матрицы коэффициентов Q.

Подчеркнем, что в формулировке задачи ис-
следования в соответствии с классической тео-
рией автоматического управления под временем 

регулирования tp понимается наименьшее время 
отработки системой ступенчатого воздействия 
xz•1(t) (xz — сигнал задания регулятора), по ис-
течении которого отклонение выходной пере-
менной объекта от установившегося значения 
не превышает принятого значения Δ "трубки" 
[17, 21]. При этом для обеспечения единственно-
сти решения сформулированной задачи иссле-
дования, как и в работах [15, 16], принимается 
Δ = σz = 4,321 %, где заданное значение пере-
регулирования системы предполагается равным 
перерегулированию колебательного звена с ко-
эффициентом демпфирования 2 2  — фильтру 
Баттерворта второго порядка [17, 20].

Выбор весовых коэффициентов
квадратичного функционала качества

В этом разделе излагаются и уточняют-
ся результаты, полученные автором в работах 
[15, 16].

Основной результат работы [15] с учетом 
дополнительного анализа статической точ-
ности системы управления можно сформули-
ровать в виде теоремы 1: если в задаче АКОР 
(1), (2) объект описывается в каноническом 
фазовом пространстве с вектором состояния 

( 1) т( , ,..., ) ,nX x x x −= �  а матрица Q критерия име-
ет один ненулевой элемент q11 = q1, то ее реше-
ние при выборе достаточно большого значения 
q1 . 0 определяет замкнутую систему управ-
ления со значениями времени регулирования 
и статической ошибки не более заданных tpz и 
ez. При предельных значениях весового коэф-
фициента q1 → ∞ описание оптимальной зам-
кнутой системы приближается к передаточной 
функции (ПФ) фильтра Баттерворта n-го по-
рядка, из которой следует оценка весового ко-
эффициента

 α =
τα
p

1 2 2
p

, ,z
n

tr
q

b
�   (5)

где tp — время регулирования фильтра Баттер-
ворта, описываемого ПФ, нормированной по 
Вышнеградскому [17, 22]; b — элемент вектора 
B = (0, 0, ..., 0, b)т описания объекта в канони-
ческом фазовом пространстве.

Доказательство теоремы в ее главной части 
(без учета статической точности системы) име-
ется в работе [15]. Справедливость теоремы при 
учете статической ошибки вытекает из следую-
щего замечания 1. Согласно работе [15] весовой 
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коэффициент q1 критерия определяет общий 
коэффициент усиления Kr синтезируемой систе-
мы, которая сохраняет устойчивость при его лю-
бых больших значениях. Из классической ТАУ 
известно [1, 17], что при увеличении коэффици-
ента Kr устойчивой системы уменьшается значе-
ние статической ошибки системы. Поэтому при 
соответствующем увеличении коэффициента q1 
и, соответственно, Kr можно получить заданное 
значение статической ошибки ez или менее этого 
значения для одновременного достижения тре-
буемого времени регулирования системы, что и 
доказывает справедливость теоремы 1.

Необходимо подчеркнуть, что синтезирован-
ные в соответствии с теоремой 1 системы управ-
ления имеют повышенное быстродействие. Это 
для объектов с каноническим вектором состоя-
ния ( 1) т( , ,..., )nX x x x −= �  можно обосновать 
с использованием результата работы [16]. В этой 
работе показано, что для указанных объектов 
введение в квадратичный функционал качества 
составляющих 2( ),i iq x t  i = 2, 3, ..., n – 1, только 
увеличивает время переходных процессов син-
тезируемой оптимальной системы, так как это 
в процессе минимизации функционала (13) [16] 
приводит к ограничению значений скорости, 
ускорения и других более высоких произво-
дных выходной переменной объекта.

Также отметим, что системы управления 
высокого порядка, синтезированные с исполь-
зованием теоремы 1, движение которых при 
больших значениях q1 приближается к дви-
жению фильтров Баттерворта, могут иметь 
существенные значения перерегулирования. 
Действительно, согласно работе [17], филь-
тры Баттерворта порядка n = 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 
имеют значения перерегулирования σ2 = 4,321,
σ3 = 8,147, σ4 = 10,828, σ5 = 12,777, σ6 = 14,251, 
σ7 = 15,412, σ8 = 16,349 % и при дальнейшем 
увеличении n перерегулирование также уве-
личивается, но с уменьшающейся скоростью 
[17, 20]. Следовательно, все фильтры Баттер-
ворта, за исключением фильтра второго по-
рядка, имеют большее перерегулирование, чем 
заданное σz = 4,321 %.

Синтез систем с желаемым значением пере-
регулирования предлагается осуществлять 
с использованием теоремы 2: если в задаче 
АКОР (1), (2) объект описывается в канониче-
ском фазовом пространстве с вектором состо-
яния ( 1) т( , ,..., ) ,nX x x x −= �  а матрица Q крите-
рия имеет два ненулевых элемента q11 = q1,
q22 = q2, то ее решение при выборе достаточно 

больших значений q1 . 0 и q2 . 0 определяет 
замкнутую систему управления со значениями 
времени регулирования, статической ошибки и 
перерегулирования не более заданных tpz, ez, σz.
При предельных значениях весовых коэффи-

циентов q1 → ∞ и 
−

= → ∞
1

2 1( )
n
nq с q  (c = const) 

описание оптимальной замкнутой системы 
приближается к ПФ модифицированного 
фильтра Баттерворта n-го порядка, из которой 
следует оценка коэффициентов
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где параметры a, τp определяются с исполь-
зованием табл. 1 приложения в соответствии 
с порядком применяемого модифицированно-
го фильтра Баттерворта.

Справедливость теоремы 2, аналогично те-
ореме 1, вытекает также из результатов рабо-
ты [15] с учетом вышеприведенного замечания 1.

Необходимо подчеркнуть, что теоремы 1 и 2 
определяют решения обратной задачи АКОР при 
описании объекта в управляемой канонической 
форме (представлении) [23], которая также на-
зывается канонической формой фазовой пере-
менной [18, 24]. Она характеризуется фазовой 
переменной x(t) и вектором состояния объекта 

( 1) т( , ,..., ) .nX x x x −= �  В этом фазовом простран-
стве модель объекта определяется матрицей, 
являющейся матрицей Фробениуса, в послед-
ней строке которой располагаются коэффици-
енты характеристического уравнения объекта. 
Если модель объекта (1) представлена с исполь-
зованием неканонического вектора состояния, 
то предлагается предварительно осуществить 
линейное преобразование фазовых координат 
объекта X(t) = DZ(t) с невырожденной матрицей 
D, при которой описание объекта принимает 
управляемую каноническую форму (D опреде-
ляется известными способами [1, 12]). Исполь-
зуя указанное решение и преобразование коор-
динат Z(t) = D–1X(t), несложно найти решение
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обратной задачи АКОР для объекта (1) с нека-
ноническим вектором состояния.
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Синтез оптимальных астатических систем

Необходимо отметить, что полученные ре-
зультаты, представленные в теоремах 1—2, мо-
гут быть непосредственно (без преобразова-
ния описания объекта к канонической форме 
фазовой переменной и обратно) применены 
к синтезу астатических систем управления, 
в которых для получения астатизма к выходу 
объекта подключается дополнительный инте-
гратор. Состояние такого "расширенного" объ-
екта возможно описать вектором

 т т
1 2( , , ) ( , , ) ,X x x X x x X= = �  (8)

где x1(t) = x(t) — выходной сигнал интегратора; 
= �2( ) ( )x t x t  — выход объекта; X  — вектор

состояния исходного объекта. Использование 
модели объекта с вектором состояния (8), име-
ющего первые две канонические фазовые коор-
динаты, и квадратичного критерия с диаго-
нальной матрицей Q размерности (n + 1)(n + 1),
для которой ненулевыми являются первые два 
элемента, обеспечивает проведение синтеза 
оптимального регулятора напрямую в соот-
ветствии с теоремами 1—2.

Синтез оптимальной астатической системы 
рассмотрим на конкретном примере.

Пример. Пусть передаточная функция объ-
екта управления имеет вид

 = + + +3 2( ) 1/(0,1 0,8 1,7 1).W p p p p  (9)

Для данного объекта в работе [15] в канони-
ческом фазовом пространстве решалась задача 
АКОР с квадратичным функционалом качества, 
имеющим ненулевые весовые коэффициенты
q1 = 1, q2 = 0,0293, r = 3,5•10–7, в целях синтеза 
астатической системы управления, характери-
зующейся максимальным быстродействием и 
перерегулированием σz = Δ = 4,321 %. В ней 
был получен оптимальный регулятор с пара-
метрами K = (1690,31  762,786  143,267  10,7225),
обеспечивающий отработку единичного за да-
ния с нулевой статической ошибкой, перере-
гулированием σz = 4,163 % и временем пере-
ходных процессов tp = 0,745 с, причем управ-
ляющий сигнал не превышал ограничения
|u(t)| m umax = 10.

Теперь для объекта (9) решим задачу АКОР 
с использованием неканонического вектора 
состояния и моделированием системы убедим-

ся, что выбором параметров q1, q2, r  квадра-
тичного функционала можно для нее получить 
первичные показатели качества не хуже, чем 
вышеуказанные.

При выборе вектора состояния объекта вос-
пользуемся тем обстоятельством, что его харак-
теристический полином имеет вещественные 
корни p1 = –1, p2 = –2, p3 = –5. В этом случае 
данный объект можно представить как после-
довательное соединение трех апериодических 
звеньев, состояние которого соответственно 
характеризуется фазовыми координатами, рав-
ными выходным сигналам указанных звеньев. 
Такой объект описывается следующими диф-
ференциальными уравнениями:
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Подключив к выходу объекта (10) дополни-
тельный интегратор с выходной координатой 
x1(t), приходим к описанию "расширенного" 
объекта

 = +� ( ) ( ) ( )X t AX t Bu t  (11)

с матрицами
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Для объекта (11) задача АКОР решалась 
в системе MATLAB c использованием стан-
дартной программы (функции) lqr(A, B, Q, r) 
с последующим моделированием синтезиро-
ванной системы управления. Результаты моде-
лирования оптимальной системы управления, 
при котором определялись ее первичные по-
казатели качества в зависимости от значений 
коэффициентов q1, q2 (r = 1) квадратичного 
критерия, представлены в табл. 1 и табл. 2.

Табл. 1 отражает зависимость показателей 
качества системы от значений коэффициента 
q1 критерия при q2 = 0. Система управления по 
выходной фазовой координате x2(t), аналогич-
но системе, рассмотренной в работе [15], име-
ет апериодические переходные процессы при 
отработке единичного ступенчатого сигнала, 
причем при увеличении коэффициента q1 уве-
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личивается максимальное значение управля-
ющего сигнала umax на интервале управления 
и увеличивается значение перерегулирования 
σ, что приводит к изменению времени пере-
ходных процессов tпп, которое рассчитывалось 
с использованием "трубки" Δ = σz = 4,321.

Далее при моделировании фиксировалось 
значение q1 = 64 и изменялось значение коэф-
фициента q2 (табл. 2).

Табл. 2 демонстрирует, что увеличение 
коэффициента q2 вызывает уменьшение значе-
ний перерегулирования σ системы (величина 
umax изменяется совсем незначительно, на доли 
процента), что приводит к уменьшению значе-
ний времени переходных процессов системы, 
пока σ m Δ = 4,321 %.

Последующий циклический процесс из-
ме не ния коэффициентов q1, q2 квадратично-
го кри те рия позволил установить значения
q1 = 29000, q2 = 560, при которых синтезиру-
емая система управления имеет показатели 
качества σ = 4,16 %, tпп = 0,745, umax = 10,02 

такие же, как и в системе управления, рас-
смотренной в работе [15]. Этот результат под-
тверждает поставленную цель рассмотрения 
примера синтеза системы.

Заключение

В работе предложен способ решения обрат-
ной задачи АКОР в постановке Летова—Кал-
мана. Он предусматривает преобразование за-
дачи АКОР к канонической форме, в которой 
объект управления описывается матричным 
дифференциальным уравнением с вектором 

состояния ( 1) т( , ,..., ) ,nX x x x −= �  а функционал 
качества определяется как интеграл от суммы 
квадратов канонических фазовых координат 
объекта с весовыми коэффициентами qi > 0,
i = 1, 2, ..., n, а также квадрата сигнала управ-
ления с соответствующим коэффициентом r > 
0. Доказаны теоремы 1 и 2, утверждающие, что 
решение обратной канонической задачи АКОР 
Летова—Калмана определяется значениями 
только трех ненулевых весовых коэффициен-
тов критерия, причем один из них имеет еди-
ничное значение r = 1. Значения двух других 
коэффициентов q1, q2 предлагается находить 
в процессе моделирования синтезированной 
оптимальной системы управления из условий 
обеспечения для нее заданных значений пер-
вичных показателей качества (статической 
ошибки, времени переходных процессов и пе-
ререгулирования).

Данные результаты распространены на кон-
струирование астатических систем управле-
ния, состояние которых описывается вектором 
состояния, имеющим только первые две фазо-
вые координаты канонического вида. Приме-
чательно, что синтез данных систем осущест-
вляется без преобразования описания объекта 
к канонической форме фазовой переменной и 
обратно.

Приложение. Модифицированные полиномы
и фильтры Баттерворса

Согласно работе [16] модифицированные 
фильтры Баттерворта имеют передаточную 
функцию
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Таблица 1
Table 1

Показатели качества системы управления при q1 = 0

Quality indicators of the control system at q1 = 0

q1 σ, % tпп, c umax

0,5 0,17 5,76 1,006

1 0,87 4,53 1,039

2 1,88 3,69 1,101

4 2,96 3,08 1,197

8 3,99 2,62 1,327

16 4,92 3,41 1,495

32 5,73 3,096 1,712

64 6,42 2,79 1,983

Таблица 2
Table 2

Показатели качества системы управления при q1 = 64

Quality indicators of the control system at q1 = 64

q2 σ, % tпп, c umax

0,5 6,11 2,768 1,975

1 5,81 2,748 1,967

2 5,23 2,684 1,951

4 4,15 1,824 1,919

8 2,31 1,912 1,863
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определяемую модифицированным полино-
мом Баттерворта G(q), удовлетворяющим соот-
ношению

 − = − − +2 2( ) ( ) ( 1) 1.n nG q G q q aq  (П-2)

Результаты факторизации полинома (П-2)
при значениях n = 2, ..., 6 представлены в табл. 3 
с указанием значений параметра а, при кото-
рых динамическая система (П-1) имеет задан-
ное перерегулирование, равное σz = 4,321 %. 
Отметим, что факторизацией этого полинома 
при а = 0 находятся стандартные полиномы 
Баттерворса, при этом фильтр Баттерворта 
второго порядка имеет значение перерегули-
рования 4,321 %, которое принято за заданное 
(желаемое) перерегулирование рассматривае-
мых динамических систем.

В табл. 3 параметры Ti, ζi соответствуют по-
стоянным времени и коэффициентам демпфи-
рования элементарных, последовательно со-
единенных звеньев апериодического и колеба-
тельного характера, которые можно выделить 
в системе с передаточной функцией W0(q).

Подчеркнем, что передаточная функция 
W0(q), полученная указанным способом, опи-
сывает динамическую систему, которая име-
ет минимальное относительное время пере-
ходных процессов τр при заданном значении 
перерегулирования σz = 4,321 %, причем вре-

мя τр определяется с использованием "трубки"
Δ = σz = 4,321 %.
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Abstract

For linear stationary one-dimensional control objects, the inverse problem of analytical design of optimal controller 
(ADOC) is considered, which consists in determining the weight coefficients of the quadratic functional of the optimality of 
the control process, providing a closed control system with the set values of primary quality indicators (static error, transient 
time and overshoot). It is analyzed in relation to both the ADOC problem in the Letov-Kalman formulation. A method of 
its solution is proposed based on the transformation of the ADOR problem to a canonical form in which the control object 
is described by a matrix differential equation in the Frobenius form, and the quality functional is defined as an integral of 
the sum of the products of the canonical phase coordinates of the object with the corresponding weight coefficients, as well 
as the square of the control signal. It is shown that the solution of the inverse canonical ADOC Letov-Kalman problem is 
determined by the values of only three non-zero weighting coefficients of the criterion, and one of them has a single value. 
The values of the other two coefficients are proposed to be found in the process of modeling the synthesized optimal control 
system from the conditions of ensuring for it the values of primary quality indicators no more than the specified ones. The 
results obtained, presented in the form of Theorems 1 and 2, are extended to the synthesis of astatic control systems, in 
which an additional integrator is connected to the plant output to obtain astaticism. Since such an "extended" control object 
is described using a state vector that has the first two phase coordinates of the canonical form, the synthesis of the optimal 
system is carried out without converting the object description to the canonical form of the phase variable and vice versa. 
The construction of an astatic control system is illustrated by an example.
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Разработка платформы управления распределенными
энергетическими ресурсами на базе цифрового двойника

Во всем мире постоянно растет количество, 
разнообразие и сложность распределенных 
энергетических ресурсов (РЭР). Современные 
системы РЭР — это высокотехнологичные 
объекты, включающие в себя разнообразные 
энергоприемники (в том числе с управляемой 
нагрузкой), локальные генерирующие установ-
ки (как на ископаемом топливе, так и на воз-
обновляемых источниках энергии — ВИЭ) и 
накопители электроэнергии. Наряду с хорошо 
известными выгодами развитие РЭР порож-
дает новые угрозы устойчивости, надежности, 
кибербезопасности и др. Например, зависи-
мость генерации на ВИЭ от погодных условий 
приводит к спорадическим скачкам напряже-
ния в распределительной сети и сбоям про-
тивоаварийной автоматики, а рассогласован-

ность уставок генераторов и накопителей по-
рождает незатухающие колебания параметров 
электрического режима [1]. Автоматизация 
управления РЭР требует массового внедрения 
устройств интернета вещей, встроенное про-
граммное обеспечение которых отличается вы-
сокой уязвимостью для атак [2].

Можно эффективно парировать такие угро-
зы при координированном управлении РЭР. 
При этом невозможно централизовать РЭР по 
аналогии с инфраструктурой большой энерге-
тики, такой как магистральные электрические 
сети или атомная энергетика. Адекватный под-
ход предлагает цифровая экономика: рекомен-
дуется организовать управление РЭР на базе 
единой платформы [3]. Платформенный подход 
позволяет, в условиях обмена большого числа 

Статья посвящена вопросам разработки платформы для управления распределенными энергетическими ресур-
сами на основе цифровых двойников. Варианты задач, для решения которых может быть использована платформа, 
включают управление спросом, зарядку электромобилей, одноранговую торговлю энергией, планирование работы 
накопителей, организацию виртуальной электростанции и ряд других. Благодаря цифровым двойникам платформа 
может реализовать такие варианты использования, управляя либо реально эксплуатируемым оборудованием, либо 
его виртуальными моделями на стадии проектирования. Массовым владельцам и операторам распределенных энерго-
ресурсов платформа предлагает повышение качества электроснабжения (в том числе устойчивости), снижение из-
держек (в том числе трансакционных), получение новых рыночных возможностей (в том числе участия в программах 
различных агрегаторов). Поставщикам программного обеспечения и оборудования платформа интересна возможно-
стью быстро компоновать системы управления распределенными энергоресурсами практически без программирова-
ния. Проектирование цифрового двойника и платформы выполнено в разрезе архитектурных точек зрения в соответ-
ствии с рекомендациями международного стандарта системной инженерии ISO/IEC/IEEE 42010. Описана типовая 
архитектура формируемых цифровых двойников энергетических систем. Выделены основные типы математических 
моделей в составе цифровых двойников: физические модели на основе численного решения дифференциальных уравне-
ний и оптимизационных задач, модели машинного обучения, модели на основе знаний. Интероперабельность таких 
разнородных моделей обеспечивается на основе онтологической модели распределенной энергетики. Для платформы 
приведены три архитектурных представления, отражающие ключевые точки зрения: функциональное, информацион-
ное и программное. Чтобы формализовать и в конечном счете автоматизировать интеграцию разнородных моделей, 
предложены новые математические методы модельно-ориентированной системной инженерии, основанные на аппа-
рате теории категорий, в том числе на универсальных конструкциях и мультизапятой. Показано, что категорию 
мультизапятой можно построить с помощью стандартных конструкций произведения, экспоненты и декартова 
квадрата, что позволяет установить ряд ее практически значимых свойств.

Ключевые слова: распределенные энергетические ресурсы, цифровой двойник, цифровая платформа, архитектур-
ная точка зрения, теория категорий, категория мультизапятой

АВТОМАТИЗАЦИЯ И УПРАВЛЕНИЕ
ТЕХНОЛОГИЧЕСКИМИ ПРОЦЕССАМИ
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разнородных субъектов энергетическими, ин-
формационными и финансовыми ресурсами, 
обеспечить эффективный информационный 
обмен между субъектами, верификацию вза-
имных обязательств и финансовые взаиморас-
четы, взаимодействие с датчиками и исполни-
тельными механизмами объектов управления, 
моделирование и оптимизационное планиро-
вание режимов работы оборудования, защиту 
от несанкционированного доступа к информа-
ции и т. д. Типовые платформенные решения 
с применением искусственного интеллекта ми-
нимизируют ошибки управления. Владельцы 
и операторы РЭР заинтересованы добровольно 
подключаться к такой платформе в целях повы-
шения качества электроснабжения (в том числе 
устойчивости), снижения издержек (в том чис-
ле трансакционных), получения новых рыноч-
ных возможностей (в том числе участия в про-
граммах различных агрегаторов). Поставщикам 
программного обеспечения и оборудования 
РЭР платформа интересна возможностью бы-
стро компоновать готовые системы управления 
практически без программирования (режим 
"low-code"). Среди платформ такого типа отме-
тим "∀Платформу", создаваемую в рамках рос-
сийской Национальной технологической ини-
циативы "Энерджинет" [4].

Ключевым средством повышения уровня 
автоматизации, согласованности и корректно-
сти управления является цифровой двойник 
(ЦД) объекта — набор моделей высокой сте-
пени адекватности, способный детально ото-
бражать состояние объекта, предсказывать его 
поведение в различных условиях и определять 
целесообразные управляющие воздействия на 
него [5]. Будучи интеллектуальной надстрой-
кой над средой интернета вещей и инфор-
мационной моделью объекта, ЦД выступает 
ключевым базовым элементом платформы: ре-
ализуется модельно-ориентированный подход 
к управлению жизненным циклом, согласно 
которому все операции над объектом сначала 
оптимизируются и верифицируются на моде-
лях "в цифре" и только потом выполняются 
"в железе". Ожидается, что в управлении РЭР 
такой подход позволит существенно повысить 
экономический эффект [6]. Однако эффект 
должен соразмеряться с затратами на созда-
ние и эксплуатацию ЦД, а высокие затраты 
обусловлены большим числом сложных раз-
нородных моделей, требующихся для адекват-
ного описания энергосистемы, в особенности 

при наличии РЭР [7]. Интеграция и поддерж-
ка корректного совместного функционирова-
ния многочисленных разноплановых моделей 
требует огромного количества как компьютер-
ных, так и человеческих ресурсов [8]. Действи-
тельно, ЦД должен корректно и своевремен-
но воспроизводить длительные многошаговые 
процессы электроснабжения, затрагивающие 
широко распределенные совокупности раз-
нородных объектов и подверженные влиянию 
скрытых внешних факторов.

Модели в составе ЦД различаются как гори-
зонтально, по описываемым единицам и частям 
системы, так и вертикально, по отражаемым 
аспектам и точкам зрения. В условиях такой 
разнородности системная инженерия рекомен-
дует проектировать ЦД, а значит и платформу 
в целом, в разрезе архитектурных точек зрения 
согласно стандарту ISO/IEC/IEEE 42010. Для 
обеспечения единства структур данных моде-
лей и исключения разночтений в именовании 
и интерпретации используемых сущностей ЦД 
должен иметь солидную семантическую осно-
ву — онтологическую модель распределенной 
энергетики [9]. Чтобы формализовать и в ко-
нечном счете автоматизировать интеграцию 
моделей, целесообразно применять новые ма-
тематические методы модельно-ориентиро-
ванной системной инженерии, основанные на 
аппарате теории категорий [10]. Подход к раз-
работке платформы управления РЭР на базе 
ЦД, удовлетворяющий этим требованиям, 
представлен в настоящей статье.

Обзор цифрового двойника
энергетической системы

С точки зрения архитектуры ЦД представ-
ляет собой систему тесно интегрированных 
друг с другом цифровых моделей. Модели ча-
сто реализуются в виде (микро)сервисов [11]. 
Сервис-ориентированная архитектура скрыва-
ет от пользователя детали реализации моделей 
и обеспечивает большую гибкость в организа-
ции взаимодействия между моделями.

В литературе описаны разные подходы к ар-
хитектурной декомпозиции ЦД [12]. Например, 
по образцу киберфизических систем строится 
слоистая архитектура, на нижнем слое которой 
находится физический объект, на верхнем — 
сервисы интеллектуального управления, на 
промежуточных — те или иные связующие 
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компоненты. Применяется также классифика-
ция модулей ЦД по видам функций: хранение 
данных, информационный обмен, расчет, ви-
зуализация и т. д. Чтобы наглядно выделить 
специфику ЦД среди других классов цифро-
вых систем, рассмотрим декомпозицию по ви-
дам моделей и предметам моделирования. Ти-
пичный ЦД энергосистемы состоит из моделей 
следующих видов [9]:
 � онтологическая модель — формализованный 

свод понятий и отношений фрагмента пред-
метной области, охваченного создаваемой 
системой управления;

 � документация в электронном виде: норма-
тивно-методическая, проектно-сметная, экс-
плуатационная, планово-производственная, 
отчетная и др.;

 � информационные модели — структурирован-
ные машиночитаемые массивы данных по 
составу и характеристикам технологических 
объектов, оборудования, субъектов и т. д. 
(мастер-данные);

 � оперативная информация — временные ряды 
параметров энергоснабжения, видеопотоки, 
журналы событий, поступающие от прибо-
ров и смежных автоматизированных систем, 
из входящих электронных документов и че-
рез формы пользовательского интерфейса 
для ручного ввода данных;

 � цифровые схемы и интер-
активные формы, такие как
принципиальные схемы 
энергоснабжения; струк-
турные и функциональные 
модели; планы и 3D-мо-
де ли размещения обору-
дования в зданиях и со-
оружениях; карты распо-
ложения технологических 
объектов на местности;

 � математические и имита-
ционные модели, позволяю-
щие оценивать, прогнози-
ровать и оптимизировать 
потоки энергоносителей, 
режимы и переходные 
процессы, техническое со-
стояние оборудования и 
ремонты и т. д.
Составление ЦД сводит-

ся к выбору подходящих 
моделей частей и аспектов 
оригинала, их настройке/

калиб ровке/обучению и интеграции для полу-
чения целостной цифровой системы. По суще-
ству, требуется воспроизвести процесс создания 
оригинала на многочисленных разрозненных 
виртуальных моделях. Если каждую часть можно 
представить одной моделью, то можно применить 
прямой процесс композиции ЦД снизу вверх. Од-
нако для энергетических систем такая ситуация 
не характерна. Здесь необходим процесс компо-
зиции сверху вниз, включающий поиск набора 
цифровых моделей, реализующего (суб-, Парето-)
оптимальный ком промисс между точностью/опе-
ративностью и расходом аппаратных ресурсов.

Во время функционирования ЦД модели 
интенсивно взаимодействуют как с внешни-
ми источниками и получателями данных, так 
и друг с другом. Варианты взаимодействия 
с моделью включают предоставление данных 
другим моделям, ссылки на данные из других 
моделей, проверку данных и генерацию струк-
туры данных, как показано на рис. 1.

Различные математические (в широком 
смысле) и имитационные модели непосред-
ственно реализуют назначение ЦД в ходе со-
вместного функционирования. Такие модели 
в общем случае делятся на три больших класса:
 � физические и/или экономические модели 

"из первых принципов", основанные на чис-

Рис. 1. Архитектура ЦД энергосистемы
Fig. 1. The power system DT architecture
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ленном решении уравнений и оптимизаци-
онных задач;

 � статистические модели, основанные на ма-
шинном обучении, включая нейронные сети;

 � модели экспертных знаний и принятия ре-
шений, в том числе продукционные (rule-
based) и мультиагентные системы.
Численные модели имеют долгую историю 

разработки, особенно в составе инженерного 
программного обеспечения (Computer Aided 
Engineering, CAE). Традиционно они исполь-
зовались в конструкторских бюро для оценки 
технических решений, обрабатывая введенные 
вручную данные в условиях очень слабых вре-
менных ограничений. В последнее время ши-
роко доступные компьютеры достигли произ-
водительности, достаточной для выполнения 
алгоритмов CAE в мягком реальном времени 
в ходе эксплуатации активов, обрабатывая по-
казания датчиков. Это позволяет использовать 
CAE в ЦД: приведем в пример термоэлектро-
магнитную модель распределительного сило-
вого трансформатора, предназначенную для 
оперативного прогнозирования отказов [13].

При всей своей точности модели оборудо-
вания недостаточны для скоординированного 
управления несколькими РЭР, включенными 
в общую энергосистему. Необходима дополни-
тельная связующая модель типа схемы элек-
троснабжения: это граф, вершины которого 
представляют единицы оборудования и фраг-
менты линий электропередачи, а ребра пред-
ставляют их физические соединения в рамках 
сети. Графовая модель позволяет решать ма-
тематические задачи управления сетью: расчет 
потоков мощности при различных профилях 
генерации и потребления, поиск и резервиро-
вание критических узлов и путей, виртуальное 
тестирование переключений, оценка стабиль-
ности режима и т. д.

Когда процессы, подлежащие дублирова-
нию в рамках ЦД, управляются неизвестными 
правилами (в том числе выходящими за рамки 
физики) и/или содержат скрытые изменчивые 
закономерности, численные методы нередко 
проигрывают машинному обучению (machine 
learning, ML). Модель ML выполняет прогно-
зы или принимает решения, не будучи явно 
запрограммированной, путем экстраполяции 
обучающей выборки — набора известных сце-
нариев поведения оригинала, наблюдаемых 
при различных значениях влияющих факто-
ров (характеристик). Известны применения 

ML для прогнозирования потребления / гене-
рации / цены электроэнергии, оптимизации 
распределения нагрузки, оценки и прогнози-
рования работоспособности энергетических 
машин, диагностики неисправностей и других 
процедур управления [14].

В дополнение к вышеприведенным ЦД может 
содержать модели еще одного класса, основан-
ные на экспертных знаниях, представленных 
в машиночитаемом формате. Значительный 
объем знаний, относящихся к мониторингу и 
управлению, можно выразить в виде правил вида 
"ЕСЛИ условие, ТО действие". ЦД способен не-
прерывно вычислять такие правила и выдавать 
предписанные действия, как только поступаю-
щие в реальном времени данные удовлетворяют 
их условиям [15]. Более сложные сценарии при-
нятия решений выполняются множеством рас-
суждающих сторон (агентов), мотивированных 
различными и даже противоречивыми целевы-
ми установками, но стремящихся достичь кон-
сенсуса. Например, агент может представлять 
каждую единицу РЭР в составе микрогрида, 
нацеливаясь на максимизацию экономическо-
го эффекта от него. Консенсус между такими 
агентами, достигнутый при соблюдении огра-
ничений надежности и стабильности режима, 
определяет (суб)оптимальный режим работы 
микрогрида в целом [16].

Вышеприведенный обзор оправдывает ос-
нащение ЦД несколькими принципиально 
разными моделями одних и тех же явлений, 
способными выполнять калибровку и про-
верку друг друга. Более того, набирает по-
пулярность подход к повышению точности 
путем очень глубокого переплетения моделей 
различной природы. Приведем в пример так 
называемую нейронную сеть, основанную на 
физике (physics-informed neural network, PINN): 
ее функция потерь, которая должна быть ми-
нимизирована в ходе обучения, содержит не 
только чисто статистическую ошибку, но и 
меру количественного нарушения предсказа-
нием физических законов (например, законов 
Кирхгофа и Ома). В составе ЦД энергосисте-
мы такая нейросеть может в результате обу-
чения принять топологию, сходную с топо-
логией управляемой электросети. Получается 
имитационная модель приемлемой точности 
даже в случае, когда данные об электрическом 
режиме в реальном времени доступны только 
для ограниченного подмножества узлов элек-
тросети [17].
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Цифровая платформа над цифровым двойником

Каким бы функционально мощным ни был 
ЦД, он предназначен для использования ско-
рее в качестве инструментального цифрового 
продукта, чем средства для конечного поль-
зователя. Чтобы "дотянуться" до пользовате-
лей, ЦД должен быть оснащен универсальны-
ми модулями сбора и представления данных, 
удобным интерфейсом и масштабируемой 
операционной инфраструктурой. В итоге фор-
мируется полноценная цифровая платформа 
управления распределенными энергетически-
ми ресурсами. На объектах распределенной 
энергетики, в центрах управления и в облаке 
внедряются, развертываются и эксплуатируют-
ся приложения и службы на базе платформы 
для автоматизации различных вариантов ее ис-
пользования. Варианты включают управление 
спросом (demand response), зарядку электромо-
билей, одноранговую (peer-to-peer) торговлю 
энергией, планирование работы накопителей, 
организацию виртуальной электростанции и
т. д. [4] Благодаря ЦД платформа может испол-
нять такие варианты использования, управ-
ляя либо реально эксплуатируемым оборудо-
ванием, либо его виртуальными моделями на 
стадии проектирования. В ходе проектиро-
вания платформы моделирование вариантов 
использования порождает набор архитектур-
ных представлений платформы с различных 
точек зрения, как предписывает стандарт 
ISO/IEC/IEEE 42010 (в России принят как 
ГОСТ Р 57100—2016 "Системная и программ-
ная инженерия. Описание архитектуры").

В частности, с точки зрения функциональ-
ной архитектуры компоненты платформы об-
разуют следующие семь подсистем:
 � подсистема Интернета вещей (ПИВ);
 � подсистема ЦД (ПЦД);
 � подсистема интеллектуального управления 

(ПИУ);
 � подсистема энергетических транзакций 

(ПЭТ);
 � подсистема электронного документооборо-

та (ПЭД);
 � подсистема мониторинга и диагностики 

(ПМД);
 � подсистема информационной безопасности 

(ПИБ).
Каждая подсистема инкапсулирует некото-

рый класс решений Индустрии 4.0. Таким об-
разом, платформа предоставляет интернет ве-

щей, ЦД, ML, блокчейн и другие технологии 
в форме, готовой к использованию массовыми 
потребителями и агрегаторами распределен-
ной энергетики, с учетом их нужд, возможно-
стей и бюджетов.

С точки зрения информационной архитек-
туры платформа поддерживает сбор, хране-
ние, обработку и передачу данных следующих 
типов [4]:

1) данные телеизмерений и телесигнализации;
2) уставки и команды управления оборудо-

ванием;
3) данные по профилям, режимам оборудо-

вания, ценам;
4) нормативно-справочная информация (НСИ);
5) мастер-данные;
6) электронные документы;
7) данные энергетических трансакций и 

смарт-контрактов;
8) журналы мониторинга состояния плат-

формы и приложений;
9) данные для идентификации, авторизации 

и аутентификации;
10) онтологическая модель.
В ходе функционирования прикладных си-

стем управления РЭР на базе платформы между 
компонентами различных подсистем поддер-
живаются типовые потоки данных, показанные 
на рис. 2. Архитектура платформы позволяет 
приложениям формировать и иные конфигура-
ции потоков данных по необходимости.

Обратим внимание, что на рис. 1 выше по-
казана внутренняя структура подсистемы ЦД, 
для которой, как показано на рис. 2, ПИВ пре-
доставляет данные в реальном времени, ПЭД 
обрабатывает документы, ПИУ реализует все-
возможные алгоритмы для математических мо-
делей, а остальные подсистемы в совокупности 
замыкают операционную инфраструктуру.

С точки зрения архитектуры программно-
го обеспечения платформа наследует от ЦД 
микросервисную организацию. Напомним, 
что микросервисы — это компактные, слабо 
связанные и легко изменяемые модули с от-
крытым прикладным программным интер-
фейсом (Application Program Interface, API), 
взаимодействующие в единой информаци-
онной среде с использованием экономичных 
коммуникационных протоколов в стиле REST 
(REpresentational State Transfer) [18]. В платфор-
ме также реализуются более крупные типовые 
единицы прикладной функциональности, со-
бранные из микросервисов и доступные по тем 
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же протоколам. Интерфейс доступа к компо-
нентам платформы публикуется через шлюз 
API для вызовов из приложений. К настояще-
му времени микросервисная архитектура стала 
достаточно зрелым подходом, пригодным для 
создания сложных программных систем про-
мышленного уровня готовности.

Приложение на базе платформы, такое как 
система управления некоторым объектом рас-
пределенной энергетики, состоит из вызовов 
API микросервисов в порядке, обусловленном 
автоматизированным процессом. Дополни-
тельно в приложении реализуются средства 
поддержки процесса, специализированные до 
такой степени, что включать их в платформу 

нерационально: это могут быть драйверы вза-
имодействия с редко встречающимися устрой-
ствами, адаптеры интеграции со смежными 
автоматизированными системами, модули 
сбора и обработки специфических данных, 
видеокадры пользовательского интерфейса и 
шаблоны электронных документов [4].

В качестве примера приложения рассмотрим 
коммерческую диспетчерскую службу для оп-
тимального управления энергопринимающим 
оборудованием потребителя, локальной гене-
рацией и системами накопления электроэнер-
гии. Целью управления является минимизация 
затрат на электроэнергию и мощность, приоб-
ретаемые на розничном рынке, при условии 

Рис. 2. Архитектура платформы [4]
Fig. 2. The platform architecture
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удовлетворения потребностей потребителя 
в электроэнергии. Вознаграждение диспетче-
ра рассчитывается пропорционально величи-
не экономии затрат по правилам, указанным 
в смарт-контракте с потребителем. ЦД исполь-
зуется для определения возможных стратегий 
электроснабжения на очередные сутки, выбора 
(суб)оптимальной стратегии среди них и, в ко-
нечном счете, ее реализации в мягком реаль-
ном времени.

Алгебраический подход
к синтезу цифрового двойника

Компоновка (интеграция) ЦД энергосисте-
мы, будучи дорогостоящим и трудоемким про-
цессом, нуждается в автоматизации, важней-
шим предварительным условием для которой 
являются формальное описание и верифика-
ция. Существует перспективный подход к та-
кому описанию, в качестве математической 
основы использующий теорию категорий [19 
и др.]. Теория категорий позволяет четко вы-
делить интегрируемость среди других свойств 
моделей, смещая фокус представления с их 
внутреннего содержания на внешнее поведе-
ние по отношению друг к другу (точка зрения 
системного инженера на изделие как на "чер-
ный ящик").

Обозначим C категорию вида "виртуального 
каталога" моделей. Объектами такой категории 
являются все возможные модели определенного 
типа. Ее морфизмы описывают в терминах мо-
делей все возможные действия, которые могут 
выполняться при составлении систем из ком-
понентов. Легко видеть, что C действительно 
является категорией, поскольку в ней имеется 
композиция морфизмов (последовательное вы-
полнение действий) и тождественные морфизмы 
(холостое "ничегонеделание" с любой моделью). 
Сложные конфигурации систем, включающие 
несколько моделей, провязанных морфизмами, 
представляются диаграммами в C.

Такое теоретико-категорное представление 
известно для информационных моделей [20]. 
Здесь объектами служат множества данных 
различных типов, заполняющие таблицы 
в базе данных, а морфизмы порождаются ре-
ляционными ссылками (внешними ключа-
ми) — отображениями, посредством которых 
таблицы комбинируются в сложные массивы 
взаимосвязанных данных, удовлетворяющих 

выбранной онтологии. Таким образом, все 
возможные информационные модели, отно-
сящиеся к определенной предметной области, 
такой как распределенная энергетика, состав-
ляют подкатегорию в хорошо известной кате-
гории Set, состоящей из всех множеств и всех 
отображений. Диаграммы в этой подкатегории 
описывают конструирование баз данных.

Математические модели, будучи самыми 
важными среди компонентов ЦД, труднее все-
го поддаются категорному представлению. На-
пример, для описания энергосистем с РЭР и 
расчета потоков мощности было предложено 
сложное категорное описание РЭР как конеч-
ных автоматов с состояниями, помеченны-
ми областями спроса на электроэнергию [21]. 
В качестве более простого, но вполне релевант-
ного подхода рассмотрим дискретно-событий-
ное моделирование. Здесь модель представля-
ет собой сценарий — фрагмент воображаемой 
истории поведения актива, представленный 
потоком дискретных событий различных ви-
дов. Описания действий по сборке сценариев 
поведения сложных систем отражают вклад 
сценариев поведения компонентов. Формально 
сценарий — это множество событий, частично 
упорядоченное причинно-следственными за-
висимостями и размеченное видами событий. 
Ни события, ни зависимости, ни виды собы-
тий не "теряются" при сборке сложных сцена-
риев, поэтому действия по сборке описывают-
ся отображениями, сохраняющими порядок 
и разметку [22]. Все сценарии и действия об-
разуют категорию, обозначаемую как Pomset, 
диаграммы в которой представляют построе-
ние сложных сценариев. В качестве способов 
построения последних рассматривается не 
только традиционная сборка из модулей, но 
и связывание (weaving) аспектов — повторяю-
щихся функциональных единиц, погруженных 
в контекст своего исполнения [23].

В произвольной категории C строго опре-
делена универсальная алгебраическая кон-
струкция, называемая копределом диаграм-
мы: если копредел существует, то преобразу-
ет диаграмму в интегральную комплексную 
модель, структуру которой она представляет. 
Формально копредел — это объект, снабжен-
ный морфизмами из каждой вершины диа-
граммы, удовлетворяющими определенным 
условиям естественности и универсальности. 
Условия выражают в алгебраических терми-
нах общепринятое представление о системе 
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как о контейнере, который включает в себя 
все части с учетом их структурных взаимосвя-
зей, и ничего другого [10]. Примерами реали-
зации копредела служат полная база данных 
информационной модели и комплексный сце-
нарий эксплуатации объекта. В то время как 
конструкция копредела облегчает подход к мо-
делированию системы "снизу вверх", подход 
"сверху вниз" подразумевает поиск диаграммы, 
копредел которой удовлетворяет определен-
ным интегральным свойствам.

Для сложного гетерогенного актива, такого 
как энергетическая система, может быть неце-
лесообразным собрать все возможные модели 
всех частей в одну категорию-каталог. Вместо 
этого имеются разные каталоги, представля-
ющие части различной природы: энергообъ-
екты, силовое оборудование, сегменты линий 
электропередачи, контроллеры, программы 
и т. д. В рамках ЦД высокоуровневая струк-
тура актива представляется ориентированным 
графом с вершинами, помеченными моделями 
разнородных частей. Такой граф не является 
диаграммой в теоретико-категорном смысле, 
поскольку его вершины относятся к разным 
категориям. Тем самым, вышеописанный ме-
ханизм вычисления копределов не работает 
для формализации составления ЦД. Однако 
стандарт ISO/IEC/IEEE 42010 позволяет все же 
применять его, только в контексте некоторой 
точки зрения [10]. Действительно, алгебраиче-
ские описания всех возможных компонентов 
с определенной фиксированной точки зрения 
составляют категорию, морфизмы в которой 
выражают выбранную точку зрения на дей-
ствия по сборке систем. Например, категория 
Set (или подходящая подкатегория в ней) при-
меняется для представления информационной 
архитектуры, а категория дискретно-событий-
ного моделирования Pomset представляет точ-
ку зрения поведения. Пусть I — граф струк-
туры актива, |I | — множество вершин графа, 
Di — категории-каталоги моделей частей (по 
одной для каждого i ∈ |I |), C — категория 
точки зрения, Fi: Di → C — функторы, пред-
ставляющие модели частей с точки зрения C 
с обеспечением семантической согласованно-
сти. Архитектура актива описывается с точки 
зрения C как семейство объектов Ai ∈ Di, i ∈ |I |,
вместе с некоторой диаграммой Δ: I → C, удов-
летворяющей условию Δi = FiAi, i ∈ |I |.

Копредел диаграммы Δ представляет с точ-
ки зрения C актив в целом, формализуя про-

цесс прямого составления ЦД снизу вверх. Для 
формализации процедур подбора и замены мо-
делей, из которых состоит процесс составления 
ЦД сверху вниз, применяются соответствующие 
преобразования описаний архитектуры. В част-
ности, преобразование должно сохранять граф 
структуры актива и правила представления всех 
частей. Следовательно, адекватным является 
естественное преобразование (в теоретико-ка-
тегорном смысле) диаграмм описания архитек-
туры при условии, что оно индуцировано дей-
ствиями, заимствованными из каталогов моде-
лей частей. При любых фиксированных графе I 
и семействе функторов Fi, i ∈ |I |, совокупность 
всех описаний архитектуры и всех их преобразо-
ваний образует категорию, которая обозначает-
ся ↓↓IF и называется категорией мультизапятой 
(multicomma) [10]. (Такое название связано с тем, 
что если I состоит из двух точек и единствен-
ной нетождественной стрелки из одной точки 
в другую, то мультизапятая переходит в хорошо 
известную категорию запятой.) Автоматический 
инструмент составления ЦД может найти наи-
лучший набор составляющих моделей в подхо-
дящей подкатегории мультизапятой, синхронно 
перемещаясь по каталогам моделей частей ша-
гами, каждый из которых образует формально 
корректное преобразование описаний архитек-
туры. Фактически автоматизируется параметри-
ческая оптимизация ЦД.

Примечательно, что категория мультизапя-
той является универсальной конструкцией — 
ее можно построить в "категории всех катего-
рий" CAT посредством стандартных конструк-
ций произведения, экспоненты и декартова 
квадрата. Напомним, что экспонента CI — это 
категория, состоящая из всех диаграмм в C 
формы I и всех их естественных преобразо-
ваний. Каноническое вложение множества |I |, 
рассматриваемого как дискретная категория, 
в I индуцирует функтор C(|I |  I ): CI → C |I |, со-
поставляющий диаграмме семейство ее вер-
шин. Мультизапятая изоморфна левой верх-
ней вершине декартова квадрата в CAT, изо-
браженного на рис. 3 [24].

Мы будем называть этот декартов квадрат 
образующим для мультизапятой ↓↓IF. Он по-
зволяет установить ряд ее свойств, имеющих 
прикладное значение в проектировании ЦД. 
Например, если система не имеет никакой не-
тривиальной структуры, т.е. I ≅ 1, то ее пред-
ставление с точки зрения C сводится в точ-
ности к одному функтору F0: D0 → C; однако 
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категория ↓↓1(F0) изоморфна каталогу един-
ственной "составляющей" D0 вне зависимо-
сти от выбора этого функтора. Действительно, 
|1| ≅ 1, так что правая вертикальная стрелка 
образующего декартова квадрата становится 
изоморфизмом. А поскольку ребро любого де-
картова квадрата, параллельное изоморфизму, 
само является изоморфизмом [25, предложе-
ние 11.18], левая вертикальная стрелка обра-
зующего декартова квадрата для ↓↓1(F0) также 
является изоморфизмом: ↓↓1(F0) ≅ D0.

Другой частный случай мультизапятой по-
лучается, когда все функторы Fi, i ∈ |I |, явля-
ются изоморфизмами. Это означает, что все 
части взаимно однозначно (т. е. без пробелов 
и лишней информации) описываются с точки 
зрения C. Тем самым, собираемые из таких ча-
стей системы фактически гомогенны, и сбор-
ка полностью описывается в C, причем любая 
диаграмма формы I пригодна в качестве пред-
ставления архитектуры некоторой системы. 
В этом случае нижняя горизонтальная стрелка 
образующего декартова квадрата является изо-
морфизмом, а значит, им является и верхняя 
горизонтальная стрелка: ↓↓IF ≅ CI.

Теперь рассмотрим ситуацию, когда система 
состоит из нескольких не взаимодействующих 
друг с другом подсистем, т. е. когда форма I 
представляет собой сумму (раздельное объеди-
нение) подформ: I ≅ s ∈ S Is для некоторого 
множества S. Как и следует ожидать, архитек-
тура такой системы может быть составлена из 
произвольной совокупности архитектур под-
систем путем простого "расположения рядом":

 ↓↓IF ≅ Пs ∈ S ↓↓Is
(Fi, i ∈ |Is|).

Чтобы убедиться в этом, нужно построить 
"почленное" произведение образующих декар-

товых квадратов для мультизапятых, пред-
ставляющих каждую подсистему, и воспользо-
ваться тем фактом, что экспонента переводит 
произведения в суммы (т. е. CX Ѕ CY ≅ CX  Y

[25, предложение 27.8(3)]). Отсюда, в частно-
сти, вытекает, что если структура системы 
дискретна, т. е. ни одна часть не "знает" ни 
о какой другой, то соответствующая категория 
мультизапятой изоморфна произведению ка-
талогов частей.

Почленное произведение образующих де-
картовых квадратов также возникает при мо-
делировании комплексов систем, состоящих 
из различных частей, с различных точек зре-
ния. Если схема архитектуры всех систем ком-
плекса имеет одну и ту же форму, то можно 
получить категорию описаний архитектуры 
всего комплекса с помощью произведения. 
С формальной точки зрения получается, что 
конструкция категории мультизапятой пере-
водит произведения функторов в произведе-
ния категорий, т. е. "ковариантно" зависит от 
правил представления частей. А именно, для 
произвольных формы I, множества Q и семей-
ства функторов F(q)

i: D
(q)

i → Cq, i ∈ |I |, q ∈ Q, 
почленное произведение образующих декар-
товых квадратов для каждой мультизапятой 
↓↓IF

(q) приводит к следующему изоморфизму:

 ↓↓I(Пq ∈ Q F(q)
i      : Пq ∈ Q D(q)

i →
 → Пq ∈ Q Cq, i ∈ |I |) ≅ Пq ∈ Q ↓↓IF

(q).

Аналогично, для произвольной малой кате-
гории J путем почленного возведения образую-
щего декартова квадрата в степень J проверяет-
ся следующее соотношение, демонстрирующее 
конструкцию мультизапятой в пространстве 
диаграмм фиксированной формы:

 ↓↓I(Fi
J: Di

J → CJ, i ∈ |I |) ≅ (↓↓IF)J.

Заключение

Интеллектуальное управление РЭР с помо-
щью цифровой платформы, обеспечивающей 
широкое внедрение технологий Индустрии 4.0, 
позволяет существенно ускорить развитие рас-
пределенной энергетики. В настоящее время 
разрабатывается такая платформа на базе ЦД, 
следуя подходам, предложенным в настоящей 
работе. Идут первоочередные пилотные про-
екты по управлению РЭР с помощью платфор-
мы; формируется экосистема платформы.

Рис. 3. Декартов квадрат, образующий мультизапятую [24]
Fig. 3. The multicomma generating pullback
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Abstract

The paper discusses the development of a platform for distributed energy resources management based on digital twins. 
The platform use cases include demand response, electric vehicle charging, peer-to-peer energy trading, storage scheduling, 
virtual power plant, and so on. Thanks to the digital twin, the platform can perform the use cases controlling either real 
operation-stage equipment or virtual design-stage simulation models. The platform offers mass distributed energy resources 
owners and operators to improve the power supply quality (including stability), reduce costs (including transaction over-
head), and gain emerging market opportunities (including participation in various aggregators' programs). Software and 
equipment vendors are interested in the platform's capability to quickly assemble distributed energy management systems 
almost without programming. The digital twin and the platform are designed with the viewpoint-based approach established 
by the international systems engineering standard ISO/IEC/IEEE 42010. The typical power system digital twin architec-
ture is described. The major kinds of mathematical models as part of digital twins are presented: physical models based on 
numerical solutions of differential equations and optimization problems, machine learning models, knowledge-based models. 
The interoperability of such heterogeneous models is ensured on the basis of the ontological model of distributed energy. 
The platform architecture is represented from three key viewpoints: functional, information, and software. To formalize 
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and ultimately automate the integration of heterogeneous models, we propose novel mathematical methods of model-based 
system engineering based on category theory, including universal constructions and the multicomma. The multicomma 
category is shown to be constructed using standard product, exponent, and pushout constructions, which makes it possible 
to establish a number of its practically significant properties.

Keywords: distributed energy resources, digital twin, digital platform, architecture viewpoint, category theory, multi-
comma category

For citation:

Kovalyov S. P. Development of a Platform for Distributed Energy Resources Management on the Basis of a Digital Twin, Mekhatronika, 
Avtomatizatsiya, Upravlenie, 2023, vol. 24, no. 3, pp. 131—141.

DOI: 10.17587/mau.24.131-141

 12. Steindl G. et al. Generic digital twin architecture for in-
dustrial energy systems, Applied Sciences, 2020, vol. 10, pp. 8903.

 13. Tikhonov A. I. et al. Development of technology for creating 
digital twins of power transformers based on chain and 2D mag-
netic field models, South-Siberian Scientific Bulletin, 2020, vol. 29,
pp. 76—82 (in Russian).

 14. Cioara T. et al. An overview of digital twins application 
domains in smart energy grid, arXiv, 2021, available at: https://
arxiv.org/abs/2104.07904.

 15. Kuehn W. Digital twins for decision making in complex 
production and logistic enterprises, International Journal of Design 
& Nature and Ecodynamics, 2018, vol. 13, no. 3, pp. 260—271.

 16. Harmouch F. Z. et al. An optimal energy management 
system for real-time operation of multiagent-based microgrids us-
ing a T-cell algorithm, Energies, 2019, vol. 12, pp. 3004.

 17. Pagnier L., Chertkov M. Physics-informed graphical neu-
ral network for parameter & state estimations in power systems, 
arXiv, 2021, available at: https://arxiv.org/abs/2102.06349.

 18. Newman S. Building microservices: Designing fine-
grained systems, Sebastopol, USA, O’Reilly, 2016.

 19. Mabrok M. A., Ryan M. J. Category theory as a formal 
mathematical foundation for model-based systems engineering, 
Applied Mathematics and Information Sciences, 2017, vol. 11, no. 1, 
pp. 43—51.

 20. Spivak D., Kent R. Ologs: A categorical framework for 
knowledge representation, PloS one, 2012, vol. 7, pp. e24274.

 21. Nolan J. S. et al. Compositional models for power systems, 
EPTCS, 2020, vol. 323, pp. 149—160.

 22. Pratt V. R. Modeling concurrency with partial orders, Interna-
tional Journal of Parallel Programming, 1986, vol. 15, no. 1, pp. 33—71.

 23. Kovalyov S. P. Semantics of aspect-oriented modeling of 
data and processes, Informatics and Applications, 2013, vol. 7, no. 3,
pp. 70—80 (in Russian).

 24. Kovalyov S. P. Methods of the category theory in digital 
design of heterogeneous cyber-physical systems, Informatics and 
Applications, 2021, vol. 15, no. 1, pp. 23—29 (in Russian).

 25. Adámek J., Herrlich H., Strecker G. E. Abstract and 
concrete categories, New York, John Wiley, 1990.

References

 1. Xue A. et al. Review and prospect of research on subsyn-
chronous oscillation mechanism for power system with wind power 
participation, Electric Power Automation Equipment, 2020, vol. 40, 
no. 09, pp. 118—128.

 2. Sharma A. et al. Digital twins: State of the art theory and 
practice, challenges, and open research questions, arXiv, 2020, 
available at: https://arxiv.org/abs/2011.02833.

 3. Kloppenburg S., Boekelo M. Digital platforms and the fu-
ture of energy provisioning: Promises and perils for the next phase 
of the energy transition, Energy Research & Social Science, 2019, 
vol. 49, pp. 68—73.

 4. Ilyushin P. V. et al. Smart control of distributed energy 
resources on the basis of the digital platform, Moscow, Com-
pany "Energoprogress", 2021, [Bibliotechka Elektrotekhnika, iss. 8 
(272)] (in Russian).

 5. Madni A. M., Madni C. C., Lucero S. D. Leveraging digi-
tal twin technology in model-based systems engineering, Systems, 
2019, vol. 7, no 1, art. no. 7, pp. 1—13.

 6. Onile A. E. et al. Uses of the digital twins concept for ener-
gy services, intelligent recommendation systems, and demand side 
management: A review, Energy Reports, 2021, vol. 7, pp. 997—1015.

 7. Palensky P. et al. Digital twins and their use in future 
power systems, Digital Twin, 2021, vol. 1:4, doi:10.12688/digi-
taltwin.17435.1.

 8. Kovalev S. P. Systems analysis of life cycle of large-scale 
information-control systems, Automation and Remote Control, 
2013, vol. 74, no. 9, pp. 1510—1524 (in Russian).

 9. Andryushkevich S. K., Kovalyov S. P., Nefedov E. Develop-
ment of a power system digital twin based on an ontological model, 
Automation in Industry, 2020, no. 1, pp. 51—56 (in Russian).

 10. Kovalyov S. P. Design of heterogeneous cyber-physical 
systems employing category theory, Mekhatronika, Avtomatizatsiya, 
Upravlenie, 2022, vol. 23, no. 2, pp. 59—67 (in Russian).

 11. Steindl G., Kastner W. Semantic microservice framework 
for digital twins, Applied Sciences, 2021, vol. 11, pp. 5633.



142 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 24, № 3, 2023

УДК 004.896 DOI: 10.17587/mau.24.142-151

Р. Н. Яковлев, мл. науч. сотр., iakovlev.r@mail.ru,
Санкт-Петербургский Федеральный исследовательский центр РАН

Метод точечного орошения и внесения удобрений
 с использованием группы автономных роботизированных агентов

Введение

На сегодняшний день вопросы продоволь-
ственной безопасности и развития сельско-
го хозяйства находятся в центре внимания 
большинства стран по всему миру, включая 
РФ [1, 2]. Климатические изменения, ограни-
ченность доступных ресурсов в совокупности 
с ростом общего объема потребления посто-
янно повышают требования к сельскохозяй-
ственным объектам. Современные сельско-
хозяйственные угодья должны приносить все 
больше урожая на фоне растущих требований 
к качеству продукции. Потребность в повыше-
нии стабильности урожая, снижении издержек 
и зависимости от ручного труда, а также не-
обходимость в контроле уровня воздействия на 
окружающую среду и местные экосистемы со 
стороны сельскохозяйственных предприятий 
привели к развитию ряда инновационных на-
правлений в сельском хозяйстве [3]. Одним 
из таких направлений стало внедрение робо-
тизированных сельскохозяйственных систем 
точечного земледелия. Современные специа-

лизированные автономные робототехнические 
средства (РТС) наземного и воздушного бази-
рования в сочетании с системами интеллекту-
ального анализа данных позволяют оптими-
зировать множество производственных про-
цессов, снизить вовлеченность человеческого 
труда в выполнение тривиальных операций, 
а также сократить использование агрохими-
катов и рационализировать использование во-
дных ресурсов [4].

Существуют разработки отраслевых РТС, 
ориентированных на автоматизацию отдель-
ных операций, таких как оценка состояния 
сельскохозяйственных угодий, борьба с вреди-
телями и сорняками, распыление удобрений 
и инсектицидов, а также сбор урожая. Однако 
большинство широко распространенных на те-
кущий момент решений, как правило, ориен-
тированы исключительно на получение и ана-
лиз данных о состоянии сельскохозяйствен-
ных территорий. Практическая применимость 
РТС, ориентированных на непосредственную 
реализацию производственных процессов, до 
сих пор нередко остается весьма ограниченной 

На сегодняшний день климатические изменения, ограниченность доступных природных ресурсов в совокупности 
с ростом общего объема потребления постоянно повышают требования к сельскохозяйственным объектам. Совре-
менные сельскохозяйственные угодья должны приносить все больше урожая с учетом постоянно растущих запро-
сов к качеству готовой продукции. В связи с этим растет потребность отраслевых предприятий в инновационных 
решениях, обеспечивающих рост производительности и снижение издержек на производстве. Одним из наиболее 
перспективных инновационных направлений развития агропромышленного комплекса на текущий момент является 
внедрение роботизированных сельскохозяйственных систем точечного земледелия, нацеленных на автоматизацию 
различных производственных операций. Одной из актуальных задач в области роботизированных сельскохозяйствен-
ных систем автоматизации является задача разработки методов и подходов к точечному орошению и внесению 
удобрений, отличающихся высоким уровнем автономности, широкой рабочей областью и способностью к выполнению 
поставленных задач в непрерывном режиме. В рамках настоящего исследования был предложен метод точечного вне-
сения удобрений, основанный на использовании группы гетерогенных робототехнических средств. Гетерогенный со-
став системы обеспечивает возможность замены аккумуляторных батарей и пополнения растворных баков робото-
технических средств, осуществляющих внесение удобрений в зонах выполнения операций посредством использования 
специализированных наземных роботов. Апробация предложенного метода проводилась в виртуальной среде Gazebo на 
примере сада колонновидных яблонь площадью в несколько гектаров, включающего в себя более 8000 деревьев. Ито-
говая консолидированная оценка эффективности предложенного решения, усредненная по всем выделенным группам 
задач, составила 74,6 %. Средняя доля пропущенных в рамках эксперимента деревьев составила 7,8 %. Согласно 
результатам проведенного эксперимента предложенное решение позволяет не только успешно выполнять задачи по 
внесению удобрений на крупных сельскохозяйственных объектах в непрерывном режиме работы, но и проводить ав-
тономную идентификацию потенциальных зон, на которых требуется осуществить внесение удобрений.

Ключевые слова: робототехнические средства, БПЛА, гетерогенные робототехнические средства, точечное вне-
сение удобрений, NDVI, метод DBSCAN
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по следующим причинам [5, 6]: низкий уро-
вень автономности РТС в связи с отсутствием 
системы принятия решений; низкая эффек-
тивность точечного внедрения в связи с по-
требностью в автоматизации группы связан-
ных операций; ограниченная рабочая область 
РТС; недостаточная продолжительность цикла 
непрерывной работы РТС. Таким образом, за-
дача по разработке методов и систем автома-
тизации комплексных сельскохозяйственных 
операций не теряет своей актуальности.

Настоящее исследование посвящено разра-
ботке метода точечного орошения и внесения 
удобрений с использованием группы автоном-
ных роботизированных агентов. В большин-
стве исследований, посвященных проблеме 
точечного орошения, внесения удобрений и 
пестицидов на сельскохозяйственные угодья, 
предложены решения, основанные на развер-
тывании соответствующей системы на базе 
группы гомогенных беспилотных летатель-
ных аппаратов (БпЛА), оснащенных баками 
и специализированными модулями подачи и 
распыления раствора. В частности, в статье [7] 
представлен автоматизированный распыли-
тель пестицидов, который включает в себя 
квадрокоптер и устройство распыления. Ана-
логичная система предложена в работе [8]. 
Устройство распыления, установленное на 
квадрокоптере, включает в себя две составля-
ющие: модуль распыления, в котором содер-
жится химический препарат или удобрение, и 
контроллер. Кроме того, квадрокоптер осна-
щен системой визуального позиционирования, 
что значительно повышает точность исполне-
ния операций. Управление системой осущест-
вляется дистанционно.

Авторы работы [9] предлагают использовать 
в качестве устройства распыления систему, со-
стоящую из бака и электромагнитного дози-
рующего насоса. Такая структура устройства 
позволяет менять режим распыления за счет 
регулирования высоты, на которой будет осу-
ществляться распыление раствора. В статье [10] 
продемонстрировано аналогичное устройство, 
содержащее насос поршневого типа для вытес-
нения химикатов. Важно отметить, что в дан-
ном случае процесс распыления раствора ав-
томатизирован за счет позиционирования РТС 
относительно целевых объектов с применением 
блока инерциальных датчиков ARDU-IMU.

Схожие решения предложены авторами ра-
бот [11—13]. В данных исследованиях основной 

акцент сделан на разработке систем распы-
ления растворов, нацеленных на обеспечение 
равномерной плотности распределения рас-
твора в рабочей области РТС. Авторами пред-
ложены различные варианты исполнения ме-
ханизма распыления, в частности, веерообраз-
ные и ротационные распылители. Кроме того, 
описанный в работе [13] БпЛА дополнительно 
оснащен мультиспектральной камерой, что 
значительно расширяет функциональные воз-
можности системы в направлении автономно-
го исполнения задач по орошению и внесению 
удобрений, однако негативно сказывается на 
предельном объеме растворной емкости и, как 
следствие, дополнительно ограничивает рабо-
чую область РТС в рамках исполнения отдель-
но взятой операции.

Отметим, что в большинстве представ-
ленных выше исследований рассматривают-
ся лишь вопросы позиционирования БпЛА 
в контексте повышения эффективности по-
крытия рабочей области за счет более высокой 
точности позиционирования РТС в регионе 
интереса. При этом средства и системы анали-
за состояния исследуемого участка территории 
и системы идентификации потенциальных ре-
гионов интереса остаются вне контекста иссле-
дований, что не позволяет говорить о высоком 
уровне автономности данных решений. Кроме 
того, для всех представленных выше решений 
характерна небольшая прикладная эффектив-
ность по причине малого объема растворных 
баков и невозможности их пополнения в зоне 
выполнения операции, а также ограниченных 
возможностей источников питания у роботи-
зированных агентов. Таким образом, подобные 
решения не могут быть эффективно использо-
ваны на крупных сельскохозяйственных объ-
ектах, территория которых составляет свыше 
нескольких гектар.

Рассматривая перспективы применения со-
ответствующих систем в сельскохозяйственной 
отрасли РФ, следует отметить, что основные 
сельскохозяйственные объекты на территории 
России, как правило, имеют масштаб в ты-
сячи и даже десятки тысяч гектар (согласно 
данным Федеральной службы государствен-
ной статистики за 2011 г. площадь сельскохо-
зяйственных угодий в среднем на одну орга-
низацию составляет более 1900 га) [14]. Кроме 
того, для отечественных предприятий харак-
терен относительно низкий уровень развития 
сопутствующей инженерной инфраструктуры 
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сельскохозяйственных угодий, что значитель-
но ограничивает возможности по размещению 
стационарных зарядочных станций для робо-
тизированных агентов и существенно снижает 
их эффективный рабочий диапазон.

Система орошения/удобрения, отличающая-
ся высокой степенью автономности и возмож-
ностью использования на реальных сельско-
хозяйственных объектах РФ, должна обладать 
относительно высоким временем автономной 
работы, способностью самостоятельно осу-
ществлять мониторинг местности и иденти-
фикацию регионов интереса, а также обладать 
возможностью оперативного пополнения рас-
творных баков у конечных роботизированных 
агентов. Организация такой системы невозмож-
на исключительно на базе группы гомогенных 
БпЛА в связи с малой грузоподъемностью и 
небольшим временем автономной работы у со-
ответствующих РТС. Профилирование БпЛА, 
а также включение в состав системы ряда робо-
тизированных агентов наземного базирования, 
обладающих кратно большей грузоподъемно-
стью и временем автономной работы, позволит 
существенно расширить эффективный рабочий 
диапазон соответствующего класса систем.

Таким образом, в рамках настоящего исследо-
вания предлагается метод точечного орошения 
и внесения удобрений, основанный на исполь-
зовании группы гетерогенных РТС, имеющих 
специализированный функционал. В частности, 
в число роботизированных агентов предлагает-
ся включить группу наземных РТС, обеспечи-
вающих возможность замены аккумуляторных 
батарей БпЛА и пополнения растворных баков 
в зонах выполнения операций, а также две груп-
пы БпЛА: группу, ориентированную на ана-
лиз исследуемой территории с использованием 
мультиспектральных сенсоров, а также группу 
БпЛА, непосредственно осуществляющую оро-
шение/внесение удобрений.

Далее рассмотрим предложенный метод то-
чечного орошения и внесения удобрений с ис-
пользованием группы автономных роботизи-
рованных агентов более подробно.

Разработанный метод точечного орошения
и внесения удобрений с использованием группы 

автономных роботизированных агентов

Разработанный в рамках настоящего иссле-
дования метод предназначен для реализации 

точечного орошения и внесения удобрений на 
территории средних и крупных сельскохозяй-
ственных угодий с использованием группы 
автономных роботизированных агентов. В на-
стоящем исследовании под сельскохозяйствен-
ным угодьем подразумевается участок земли, 
используемый для выращивания колонно-
видных яблонь и занимающий площадь в не-
сколько десятков гектаров и более. Яблони вы-
сажены в ряды с расстоянием между ними не 
менее 1 м, что достаточно для свободного пе-
ремещения к яблоне как наземных, так и воз-
душных РТС. Предложенный метод включает 
в себя следующие основные этапы:

1) идентификация потенциальных зон (сек-
торов), где требуется внесение удобрений, ис-
ходя из анализа данных о значениях Normalized 
Difference Vegetation Index (NDVI) на исследуе-
мой территории;

2) группировка и приоритезация задач по вне-
сению удобрений на исследуемой территории;

3) выполнение задач по внесению удобрений 
с использованием группы гетерогенных РТС.

В общем случае идентификация потенци-
альных зон, требующих внесения удобрений, 
может быть основана на анализе динамики 
изменения значений некоторого вегетацион-
ного индекса (ВИ) для различных секторов Ai 
исследуемой территории с течением времени. 
Соответственно вегетационный период следу-
ет разделить на несколько непересекающихся 
временных участков, в рамках которых анализ 
исследуемой территории и выполнение опера-
ций по внесению удобрений будет проводить-
ся независимо.

В научной литературе представлено более 
150 различных ВИ, однако из них только не-
сколько имеют значительную биофизическую 
основу [15]. К таковым относится широко из-
вестный нормализованный разностный ВИ 
(NDVI), который представляет собой отноше-
ние отраженного потока излучения в ближней 
инфракрасной области к аналогичному потоку 
в красной области. К основным преимуще-
ствам данного ВИ следует отнести то, что ис-
ходные данные для расчета показателя NDVI 
могут быть достаточно легко получены с помо-
щью мультиспектральной съемки, и это стало 
одной из ключевых причин активного приме-
нения данного ВИ в задачах оценки и анали-
за состояния сельскохозяйственных угодий. 
Среди существующих алгоритмов получения 
значений NDVI присутствует ряд подходов, 
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позволяющих за счет применения фильтрации 
избежать необходимости в использовании не-
скольких камер для получения изображений 
в видимом и инфракрасном спектрах соответ-
ственно, что упрощает процесс вычисления 
NDVI [16, 17]. Предлагаемый в рамках насто-
ящего исследования метод предполагает при-
менение данных алгоритмов беспилотными 
летательными агентами, оснащенными необ-
ходимыми мультиспектральными сенсорами.

Реализация первого этапа разработанного 
метода базируется на разделении базового ор-
тофотоплана исследуемой местности на секто-
ры заданного масштаба. Таким образом, фор-
мируются n независимых секторов Ai с площа-
дями Si (i = 1, ..., n) соответственно.

Далее средствами БпЛА вычисляется оцен-
ка NDVIi усредненных значений NDVI для 
каждого сектора Ai. Базовая оценка NDVIi мо-
жет быть получена по формуле
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Однако с учетом заданной высоты пролета 
БпЛА и ограниченной разрешающей способ-
ности сенсорных устройств представленное 
выше выражение может быть аппроксимиро-
вано следующим образом:
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где Pij — j-й сегмент сектора Ai, для которого 
было получено собственное значение NDVI; 
m — число сегментов, входящих в состав сек-
тора Ai.

Таким образом, в течение каждого задан-
ного периода времени T в отношении каждого 
сектора Ai будет формироваться соответствую-
щий набор усредненных значений NDVIiT:

 = ={ �| 1, }.iT itNDVI NDVI t T

Полученные значения позволяют оценить 
темпы роста NDVI для каждого из сегментов 
Ai в течение заданного периода времени T:
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где ri — усредненный темп роста NDVI для 
сектора Ai.

По результатам проведенной оценки вывод 
о принадлежности сектора Ai к набору потен-
циальных зон Reg, требующих внесения удо-
брений, может быть сделан на основе следую-
щего выражения:
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где rmean — медианное значение темпов роста 
NDVI по секторам; NDVIibase — усредненное по 
годам историческое значение NDVI для секто-
ра Ai за аналогичный период (если доступно).

После определения набора потенциальных 
целевых зон Reg каждый из секторов Aj, входя-
щих в состав конкретного набора, наблюдается 
средствами БпЛА, но уже на более низких вы-
сотах, что позволяет получить более подробную 
информацию о значениях NDVI на различных 
участках данного сектора. По результатам та-
кой детализированной оценки формируется на-
бор Pj значений NDVI, ассоциированных с раз-
личными сегментами исследуемого сектора Aj:

 = ={ | 1, },j jmP NDVI m M

где M — число сегментов сектора Aj, форми-
руемое по результатам детализированного 
анализа данного сектора средствами БпЛА;
NDVIjm — значение NDVI, связанное с m-м сег-
ментом сектора Aj.

На следующем шаге для каждого сектора Aj 
из набора Reg осуществляется оценка выбороч-
ного среднего по данному сектору E(Aj) исходя 
из значений NDVI, полученных для сегментов 
данного сектора. Оценка выборочного средне-
го выполняется на основе выражения
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В целях дальнейшего анализа для каждого 
сектора Aj определим разностную матрицу Mj 
следующим образом:
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где L, K — число сегментов в составе сектора Aj 
по вертикальному и горизонтальному направле-
ниям соответственно (L•K = M); NDVIlk — зна-
чение NDVI в некотором сегменте Plk (Plk ∈ Aj).
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Данная матрица определена с соблюдением 
относительного расположения сегментов Plk 
сектора Aj, а каждая ее ячейка отражает от-
клонение значения NDVI в некотором сегмен-
те Plk от среднего значения NDVI по данному 
сектору.

На следующем шаге осуществляется оцен-
ка вариабельности значений NDVI в окрест-
ностях каждого сегмента исследуемого сектора 
Aj. Соответствующие матрицы оценок вариа-
бельности Vj в отношении каждого сектора Aj 
могут быть получены следующим образом:
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Высокая вариабельность значений NDVI 
вокруг некоторого сегмента Plk в совокупно-
сти с низкими значениями NDVI для данного 
сегмента в рамках настоящего сценария рас-
сматриваются как признаки необходимости 
внесения удобрений на данном сегменте. Та-
ким образом, отнесение некоторого сегмента 
Plk к группе сегментов Nj, требующих внесения 
удобрений, может быть реализовано в соответ-
ствии со следующим выражением:
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где Nj — группа сегментов сектора Aj, для кото-
рых согласно результатам проведенной оценки 
динамики изменения NDVI требуется прове-
сти операцию по внесению удобрений; 0,15 — 
критическое значение величины vlk, получен-
ное в рамках модельных экспериментов. Объ-
единяя результаты, полученные для каждого 
сектора в отдельности, может быть получен 
набор N, включающий в себя все сегменты по 
всем секторам, где требуется провести опера-
ции по внесению удобрений:

 ∪ ∪ ∪= … ∪1 ... � .j JN N N N  (7)

Таким образом, формируется конечный на-
бор зон N, включающий в себя I сегментов, 
на которых необходимо выполнить задачи по 
внесению удобрений.

Следующий этап в рамках предложенного 
метода посвящен группировке и приоритеза-
ции задач по внесению удобрений. С учетом 
потенциально большего числа сегментов, тре-
бующих внесения удобрений, а также относи-
тельно высокой ресурсоемкости соответствую-
щих операций необходимо:

1) осуществить группировку задач по вне-
сению удобрений на отдельных участках тер-
ритории (сегментах) в целях оптимизации вре-
менных и энергетических затрат на проведе-
ние операций;

2) определить приоритет выполнения сфор-
мированных групп задач.

Рассматривая вопрос группировки задач по 
внесению удобрений для снижения ресурсо-
емкости выполнения соответствующих опера-
ций, в качестве базовой метрики для выпол-
нения группировки была выбрана евклидова 
мера расстояния между сегментами. Данный 
подход потенциально позволяет не только 
снизить число операций с участием РТС, но 
и сократить конечную протяженность траек-
торий РТС при выполнении соответствующих 
задач. Таким образом, для решения задачи 
группировки сегментов предлагается выпол-
нить кластеризацию результирующего набора 
N, полученного на предыдущем этапе. В каче-
стве основных алгоритмов кластеризации сле-
дует рассматривать метод DBSCAN [18] и EM-
алгоритм [19], которые не требуют априорных 
знаний о предполагаемом числе кластеров.

По результатам выполнения кластеризации 
набора N формируются W непересекающихся 
кластеров Cw, каждый из которых включает 
в себя Qw независимых сегментов. В зависимо-
сти от состава группы гетерогенных РТС, уча-
ствующих в выполнении задач по внесению 
удобрений, каждой такой группе в рамках от-
дельно взятой операции может быть доступна 
обработка лишь ограниченного числа сегмен-
тов Pmax. В таком случае полученные кластеры 
следует разделить таким образом, чтобы чис-
ло сегментов в каждом конечном кластере не 
превосходило заданной величины Pmax. Для 
решения задачи по разбиению кластеров мож-
но воспользоваться методом кластеризации K-
means, где в качестве целевого числа кластеров 
задавать значение, определяемое в соответ-
ствии со следующим выражением:
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Таким образом, по результатам выполнения 
данного шага формируются K непересекаю-
щихся групп задач по внесению удобрений, 
представленных кластерами Ck:

 = ={ �| 1, },k ki kC P i Q

где Qk — число сегментов в k-м кластере.
Следующий шаг в рамках предложенного 

метода посвящен приоритезации групп задач 
по внесению удобрений. В данном контексте 
наибольший приоритет следует отдавать тем 
группам задач Ck, для которых выборочное 
среднее значение NDVI по группе является 
наименьшим. Таким обра-
зом, по результатам выпол-
нения данного этапа осу-
ществляется группировка и 
приоритезация групп задач 
по внесению удобрений по-
средством РТС на исследуе-
мой территории.

Согласно разработанному 
методу на заключительном 
этапе выполняются опера-
ции по внесению удобрений 
на сельскохозяйственных 
территориях. В состав базо-
вой группы РТС для выпол-
нения соответствующих опе-
раций входят: четыре БпЛА 
и один наземный робототех-
нический комплекс (РТК). 
Наземный РТК в данном 
сценарии выполняет роль 
дозаправочной станции, 
а также станции для замены 
аккумуляторов БпЛА. Во 
время выполнения задания 
наземный РТК передвига-
ется между рядами деревьев, 
а на его платформе разме-
щается бак с удобрениями, 
который используется для 
пополнения резервуаров, 
расположенных на БпЛА. 
Кроме того, наземный РТК 
дополнительно оснащается 
механизмом по замене ак-
кумуляторов БпЛА. БпЛА 
в рамках данной операции, 
в свою очередь, имеют два 
назначения. Два БпЛА обо-

рудуются бортовыми баками для транспорти-
ровки, а также механизмом внесения удобре-
ний. Два других БпЛА оснащаются расши-
ренным набором средств технического зрения 
и модулями коммуникации для реализации 
функций контроля за проведением операции.

Каждый сегмент, в отношении которого по-
ставлена задача по внесению удобрений, пред-
ставляет собой некоторый участок поля дли-
ной L и шириной B и содержит K рядов яблонь 
по N деревьев в каждом ряду. Объем удобрений 
на одно дерево составляет v. В процессе прове-
дения операции наземное РТС движется меж-
ду двух рядов деревьев, в то время как БпЛА 

Рис. 1. Алгоритм реализации предложенного метода точечного орошения и внесения 
удобрений с использованием группы автономных роботизированных агентов
Fig. 1. Algorithm for the implementation of the proposed method of precise irrigation and fer-
tilization using a group of autonomous robotic agents
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непосредственно осуществляют внесение удо-
брений.

За один полет каждый профильный БпЛА 
способен удобрить xn деревьев, n = 1, N. За 
время реализации данного процесса наземный 
РТК продвигается вдоль рядов к дереву xn+1.
Далее БпЛА пополняет запас удобрений и при 
необходимости выполняет замену аккумуля-
торных батарей. Через время t после начала 
операции к рабочей области направляются 
БпЛА, реализующие функции контроля, в це-
лях фиксации выполненных работ. Внесение 
удобрений считается успешно выполненным, 
если удобрения внесены в границах окружно-
сти радиусом r вокруг ствола.

Конечным критерием эффективности в кон-
тексте данного сценария следует считать долю 
успешно удобренных деревьев. Операция счита-
ется успешно выполненной, если по ее резуль-
татам удобренными оказываются более 95 % 
деревьев каждого обрабатываемого сегмента 
(∀ Pki ∈ Ck). В случае обнаружения средствами 
контролирующих БпЛа неудобренных деревьев 
система формирует соответствующее оповеще-
ние с координатами указанных объектов и про-
должает выполнение текущей операции.

Алгоритм, реализующий предложенный 
в настоящем исследовании метод, представлен 
на рис. 1.

Далее рассмотрим результаты оценки каче-
ства решения задачи по внесению удобрений 
средствами гетерогенной группы РТС, реа-
лизованного в соответствии с предложенным 
в настоящем исследовании методом.

Результаты экспериментов

Эксперимент базируется на моделирова-
нии серии операций по внесению удобрений 
в виртуальной среде. Результаты выполнения 
данных операций служат основной для оцен-
ки эффективности предложенного метода. 
Оценка качества исполнения задач проводится 
в соответствии с заданным ранее пороговым 
критерием (доля успешно удобренных деревьев 
при выполнении операции).

В качестве входных данных в данной серии 
экспериментов рассматривается сгенерирован-
ная моделью местность — сад с колонновидными 
яблонями (рис. 2, см. вторую сторону обложки).

В условиях моделируемой среды величины, 
характеризующие значения NDVI по секторам 

и составляющим их сегментам, определялись 
в соответствии со следующим алгоритмом:

1. Для каждого сектора Ai исследуемой мест-
ности задается случайное базовое значение 
NDVI Mi в диапазоне [0,3; 0,6], а также степень 
вариабельности значений в пределах секто-
ра — σi ∈ [0,05; 0,20].

2. Каждый сектор Ai включает в себя по 16 
равных сегментов в формате 4х4. В отношении 
каждого сектора осуществляется процесс гене-
рации следующих случайных величин:

1) размеров субсекторов R в диапазоне от 
1Ѕ1 до 3Ѕ3;

2) центров субсекторов C в диапазоне от 
(1,1) до (4,4);

3) коэффициентов отклонения v в диапазо-
не от 0 до 2;

Исходя из размера и положения центра суб-
сектора определяется набор сегментов сектора 
Ai, принадлежащих данному субсектору. Зна-
чение NDVI по сегментам Plk такого субсек-
тора определяется согласно следующему выра-
жению:

 = + − σ( )� � � �( 1) ( ) ,sign
lk i iNDVI P M f x v

где sign — случайная величина, равновероятно 
принимающая одно из значений 1 или 2; f(x) — 
нормальное распределение с параметрами
(μ = 0, σ2 = 0,2); x — случайная величина в диа-
пазоне от [–1, 1].

3. Процесс генерации субсекторов реали-
зуется до тех пор, пока для каждого сегмента 
сектора Ai не будет определено значение NDVI. 
В отношении сегментов, которым уже присво-
ено некоторое значение NDVI, переопределе-
ние значений не выполняется.

Сформированное таким образом распределе-
ние NDVI, детализированное до уровня сегмен-
тов, в отношении области, отмеченной на рис. 2, а 
(см. вторую сторону обложки), представлено на 
рис. 3, а (см. вторую сторону обложки).

Далее осуществляется анализ исследуемой 
местности в соответствии с разработанным 
методом. Все сегменты, в рамках данной си-
муляции отнесенные к группе сегментов, тре-
бующих внесения удобрений, представлены на 
рис. 3, б.

На следующем этапе выполняется группи-
ровка и приоритезация операций по внесению 
удобрений. В процессе эксперимента в качестве 
метода кластеризации сегментов, требующих 
внесения удобрений, был использован метод 
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DBSCAN. По результатам применения данного 
метода с параметрами ( = =2,� 4R N ) была вы-
полнена группировка задач по внесению удо-
брений. Полученные кластеры представлены на 
рис. 4 (см. вторую сторону обложки).

Важно отметить, что с учетом площади 
каждого отдельно взятого сегмента в рамках 
выполнения операции по внесению удобрений 
группа гетерогенных РТС способна обрабо-
тать не более 12 сегментов. В данном случае 
для кластера, отмеченного бирюзовым цветом, 
данное условие не выполняется: число сегмен-
тов, входящих в данные кластер, превосходит 
предельное число сегментов Pmax. Согласно 
разработанному методу данный кластер дол-
жен быть разделен на несколько независимых 
кластеров. Для реализации соответствующей 
операции в рамках эксперимента использо-
вался метод кластеризации K-means, а целевое 
число кластеров в соответствии с выражением 
(8) составило 2. Конечный вид группировки 
задач по внесению удобрений представлен на 
рис. 5 (см. вторую сторону обложки).

На заключительном этапе эксперимента 
осуществлялось моделирование реализации 
операций по внесению удобрений для каж-
дой выделенной группы сегментов. В качестве 
примера приведем результат выполнения опе-

рации для кластера № 3 (выделен серым цве-
том), характеризуемого самым высоким уров-
нем приоритета. В рамках настоящего экспе-
римента в каждом сегменте расположено по 
K колонновидных яблонь (K = 45). В таблице 
представлены данные о числе успешно удо-
бренных деревьев по каждому сегменту, входя-
щему в состав рассматриваемого кластера.

Таким образом, успешно внесение удобре-
ний было реализовано в 88,3 % случаев от об-
щего числа деревьев. Медианная оценка доли 
успешных внесений удобрений по сегментам, 
в свою очередь, составила 88,9 %. В то же время, 
в рамках операции контролирующими БпЛА 
был выявлен 21 случай неуспешного внесения 
удобрений (4,2 %), доля пропущенных в рамках 
эксперимента деревьев составила 7,5 %.

Таким образом, результирующая доля 
успешных операций по внесению удобрений 
в соответствии с определенным ранее критери-
ем (операция считается успешно выполненной, 
если по ее результатам удобренными оказыва-
ются более 95 % деревьев каждого обрабатыва-
емого сегмента) составила 72,7 % в разрезе рас-
смотренного кластера. Итоговая консолидиро-
ванная оценка эффективности предложенного 
решения, полученная путем усреднения оценок 
эффективности операций, проведенных в от-
ношении всех выделенных групп задач по вне-
сению удобрений, составила 74,6 %.

Заключение

Дальнейшие исследования будут направ-
лены на разработку алгоритмов и программ-
ного обеспечения для системы управления 
с предложенной архитектурой. По результатам 
апробации предложенного метода точечного 
внесения удобрений в виртуальной среде на 
примере сада колонновидных яблонь, пред-
ложенное решение продемонстрировало до-
вольно высокое качество исполнения соответ-
ствующих операций. Итоговая консолидиро-
ванная оценка эффективности предложенного 
решения, усредненная по всем выделенным 
группам задач, составила 74,6 %. Средняя доля 
пропущенных в рамках эксперимента дере-
вьев составила 7,8 %. Таким образом, предло-
женное решение позволяет не только успешно 
выполнять задачи по внесению удобрений на 
крупных сельскохозяйственных объектах в не-
прерывном режиме, но и проводить автоном-

Данные о числе успешно удобренных деревьев
по каждому сегменту

Data on the number of successfully fertilized trees
for each segment

Сегмент

Число 
успешно 

удобренных 
деревьев

Задетектировано 
случаев неуспеш-

ного внесения 
удобрений

Сектор 3.2, Сегмент 1.2 40 1

Сектор 3.2, Сегмент 1.3 38 3

Сектор 3.2, Сегмент 1.4 39 3

Сектор 3.2, Сегмент 2.3 41 0

Сектор 3.2, Сегмент 2.4 43 0

Сектор 3.2, Сегмент 3.4 41 2

Сектор 3.3, Сегмент 1.1 40 3

Сектор 3.3, Сегмент 1.2 42 1

Сектор 3.3, Сегмент 2.1 37 3

Сектор 3.3, Сегмент 2.2 39 4

Сектор 3.3, Сегмент 3.1 37 1

Всего 437 21
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ную идентификацию потенциальных зон, на 
которых требуется осуществить внесение удо-
брений, исходя из анализа данных о значени-
ях NDVI на исследуемой территории. В рамках 
дальнейших исследований на основе предло-
женного метода планируется реализовать ав-
томатизированную систему точечного внесе-
ния удобрений и апробировать ее на одном из 
действующих сельскохозяйственных объектов 
СЗФО РФ.
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Abstract

Today, climate change, the limited availability of natural resources, coupled with an increase in total consumption, 
constantly increase the requirements for agricultural facilities. One of the urgent tasks in the field of robotic agricultural 
automation systems is the task of developing methods and approaches to precise irrigation and fertilization, characterized 
by a high level of autonomy, a wide working area and the ability to perform tasks in a continuous mode. Thus, within 
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this study, a method of precise fertilizer application was proposed, based on the use of a group of heterogeneous robotic 
means. The heterogeneous composition of the system provides the possibility of replacing batteries and replenishing the 
solution tanks of the robotic means, which carry out the application of fertilizers in the areas of operations through the use 
of specialized ground robots. Approbation of the proposed method was carried out in the Gazebo virtual environment on 
the example of a garden of columnar apple trees with an area of several hectares, which includes more than 8000 trees. 
The final consolidated assessment of the proposed solution, averaged over all selected groups of tasks, was 74.6 %. The 
average proportion of trees missed in the experiment was: 7.8 %. According to the results of the experiment, the proposed 
solution allows not only to successfully carry out the tasks of fertilizing large agricultural facilities in a continuous mode of 
operation, but also to carry out autonomous identification of potential zones where fertilization is required.
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Анализ инструментов имитационного моделирования мобильных 
робототехнических платформ с учетом физических законов (обзор)

Abstract

This article is about the technologies of simulation modeling of mobile robotic complexes. The basic demands for a simulation environment 
are defined such as realistic results, open-source code, extensibility, performance of system, possibility of usage of low-level code for 
simulation. Moreover, the most significant characteristics for physics engines are described in the article, specifically solid-state physics, 
torque setup, stability of "axle" connection, stability of the simulated many-body system. The frequently used physics engines such as PhysX, 
ODE, MuJoCo, Bullet, Havok are analyzed and the search of modeling services is made in order to make the comparative table. The 
platform Unity is in focus of this work to show its abilities in modeling of mechanical and electronic parts of mobile robots. The aim of this 
work is minimizing mobile robots development outgoings. Programming product is given as result of simulation modeling of robotic complexes. 
The Unity platform is used as the engine for development of simulation tools for mechanical and electronic parts of robotic complex. The set 
of tools based on Unity engine is developed in order to create virtual models of mobile robots. The architecture of the project was developed 
in order to determine aspects of creating mobile robots in a simulation modeling environment. The logic of scripts for modeling the solid-state 
physics, kinematic chains and joints with different degrees of freedom is presented as a result of developing architecture of the project. The 
package was tested, a model of a mobile four-wheeled robotic platform was built as a result of the test.

Keywords: simulation modeling, computer modeling, mobile robots, physics engine, Unity

Рассмотрены технологии имитационного моделирования мобильных робототехнических комплексов. Определены ос-
новные требования к среде моделирования, такие как: реалистичность результатов, открытый исходный код, расши-
ряемость, производительность системы, возможность использовать код низкого уровня для симуляции. Выявлены наи-

РОБОТЫ, МЕХАТРОНИКА
И РОБОТОТЕХНИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ
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более значимые для моделирования характеристики физических движков, а именно: учет физических свойств твердых 
тел, возможность настройки крутящего момента, стабильность соединений типа "ось", стабильность моделируемой 
системы многих тел. Проанализированы современные физические движки, такие как: PhysX, ODE, MuJoCo, Bullet, Havok. 
Выполнен поиск средств моделирования и составлена сравнительная таблица. Исследована возможность использования 
платформы Unity для разработки средств моделирования механических и электронных компонентов мобильных роботов. 
Поставлена цель минимизировать издержки на разработку мобильного робота. Поставлена задача создать программный 
продукт для имитационного моделирования мобильных робототехнических комплексов. Предложено использовать плат-
форму Unity для разработки средств имитации механических и электронных компонентов робототехнической системы. 
Разработан набор инструментов для создания виртуальных моделей мобильных роботов с использованием Unity. Состав-
лена схема архитектуры полученного программного пакета. Проведены испытания пакета, построена модель мобильной 
четырехколесной робототехнической платформы. Представлены алгоритмы работы скриптов для моделирования физи-
ки твердых тел, кинематических цепей и механических соединений с различным числом степеней свободы.

Ключевые слова: имитационное моделирование, компьютерное моделирование, мобильные роботы, физический 
движок, Unity

Introduction

The number of mobile robots in the world is 
rapidly increasing. The number of mobile robots 
sold will increase by 31 % annually from 2020 to 
2023 according to IFR (International Federation of 
Robotics) predictions [1]. With the increase in the 
number of mobile robots, there is a need for means 
of testing new solutions, modeling the behavior of 
the prototype, checking performance and evaluat-
ing the most important parameters such as maneu-
verability and the ability to overcome obstacles [2]. 
Approbation is a resource-intensive process because 
of the wear of the mechanical parts of the robot, 
possibility of failure of electronic components and 
the need to purchase consumables.

Computer calculations are carried out during the 
development of 3D models of the housing, prototyp-
ing of electronic circuits, mathematical modeling of 
individual links of the robotic system (RTK) [3, 4], 
as well as the creation and testing of algorithms for 
the software [5, 6].

Simulation modeling combines all these aspects. 
Simulation modeling is the process of creating a 
virtual model, when using which the system under 
study is replaced by a simplified version of the ob-
ject. A simulation model is a computer program that 
accurately describes the structure of the system. 
The simulation model is capable of reproducing the 
behavior of the system in real time [7].

Defining requirements for the simulation 
environment

The process of modeling mobile robots is labor-
intensive as a result of the complexity of the ori-
entation of the robot in area, navigation and over-
coming obstacles. The main problems in developing 
simulation environments are:

1. Calculation stability [8]. Many physics engines 
are used in computer games for animations where 
accurate results are not the primary concern so ac-
curacy is neglected in favor of performance. The 
PhysX physics engine shows good results in calcu-
lating collisions but optimization "send to sleep" the 
object;

2. Ability to use as a predictive engine in real 
control systems, which requires a high speed of cal-
culations from the engine;

3. Rigid body physics and soft body physics. In-
accurate calculations lead to incorrect results;

4. Ability to simulate various types of sensors as 
well as adding and customizing your own [9].

The most important factors when choosing a 
modeling tool are:
 � realism of results, closeness of simulation to re-

ality;
 � open-source code;
 � the ability to use the same code for both simula-

tion and robot control;
 � extensibility of projects
 � possibility of modification and development of 

own simulation modules;
 � performance of the system [10].

Analysis and choice of physics engine

Factors affecting the realism of the simulation of 
the movement of a mobile robot are:

1. Rigid body physics.
2. Stability of "axis" type joint.
3. Possibility to adjust the torque.
4. Stability of the multibody simulated sys-

tem [11].
The most advanced physics engines are: ODE, 

MuJoCo, PhysX, Havok, Bullet [12—15]. Most ro-
botic simulators use these engines (Table 1).
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PhysX and Havok were developed for games, 
while they can be used with optimization adjusted 
and are available for use in the game development 
system (Unity) [8, 9, 14—16] or as the additional 
library. The technical characteristics analysis of 
the simulation environments was made. Data was 
presented in the comparative Table 2.

Using the Unity game engine
for modeling mobile robots

Unity is a development environment for 2D and 
3D games and applications. Unity Editor is a mul-
tifunctional tool for working with graphics, physics, 
data, sounds, animations, user interfaces and pro-

Table 1

General characteristics of modeling environments

Development 
platform

Developer License Graphics engine Physics engine 3D modeller Supported OS

Gazebo Open-Source Robotics 
Foundation (OSRF)

Apache 2.0 OGRE ODE, Bullet, 
Simbody, DART

Internal Linux, MacOS X, 
Windows

MORSE Academic community BSD Blender
game engine

Bullet Blender Linux, BSD,
MacOS X

V-Rep Coppelia Robotics Proprietary/
GNU GPL

Internal ODE/Bullet/
Vortex

Internal Linux, MacOS X, 
Windows

Webots Cyberbotics Proprietary OGRE Custom version
of ODE

Internal Linux, MacOS X, 
Windows

OpenRave JSK Robotics Lab GNU Internal Any, connected
as plugin

None Linux, Microsoft 
Windows, Mac OS X

USARSim National Science 
Foundation

GNU Unreal Engine2 Karma Internal Linux,  Windows

Unity Unity Technologies Proprietary Direct 3D, 
OpenGL

PhysX Internal Windows, OS X

MuJoCo Emo Todorov Free license OpenGL MuJoCo Internal Windows,
Linux and OSX

Table 2

Technical parameters of modeling environments

Development 
platform

Main
programming 

language

Supported
file formats

Extensibility API
Supported Robotic 

platforms
Use

Interface

Gazebo C++ SDF/URDF Plugins (C++) C++ ROS, Player, 
Sockets

GUI

MORSE Python Unknown Python Python Sockets, YARP, ROS, 
Pocolibs, MOOS

Command-
line

V-Rep LUA OBJ, STL, DXF, 
3DS, Collada, URDF

API, Addons, 
Plugins

C/C++, Python, Java, 
Urbi, Matlab/Octave

Sockets, ROS GUI

Webots C++ WBT, VRML’97 Plugins 
(C++), API

C/C++, Python,
Java, Matlab

ROS, URBI, NaoQI GUI

OpenRave C++,
Python

DAE, ZAE,
more with plugins

Plugins (C++, 
Python), API

C++, Python,
Matlab/Octave

CARMEN, ROS, 
Player

GUI

USARSiM C++,
UnrealScript

UMAP, ASC,
ASE, DFX, T3D

Add-ons,
Plugins

Pyro MOAST, ROS, 
Player

GUI

Unity C#,
JavaScript

3DS, MAX, OBJ, 
FBX, DAE

Plugins, API — Socket GUI

MuJoCo MJCF MJCF, URDF API, Plugins C/C++ Socket GUI
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gram code [17]. A component-oriented approach is 
used for development, which means that the proper-
ties of an object on the Unity sсene are determined 
by the components that are attached to the object 
[18]. The standard component library allows you to 
create a variety of events and objects, but restricts 
user actions. Unity allows the user to develop unique 
components-scripts using the C# and JavaScript pro-
gramming languages [19]. Unity supports additional 
libraries and plugins that extend the functionality of 
the development environment [20].

The use of Unity as a tool for modeling the func-
tioning of robots is considered.

The main reasons to use Unity are:
 � PhysX physics engine;
 � possibility to use Havok physics engine;
 � Windows and Linux support;
 � C# and JavaScript support;
 � clear documentation;
 � wide range of file formats support;
 � intuitive GUI with flexible settings;
 � plugins support and API;
 � environmental modeling tools.

Setting the goal and objectives of the study

The goal of study is to analyze simulation mode-
ling tools for robotic systems that correspond to the 
identified parameters. This will allow developing a 
software package for designing a simulation model 
of a mobile robot, taking into account the physical, 
software and hardware features of the product.

Simulation modeling makes it possible to predict 
with high accuracy the behavior of a real robotic 
system using a virtual model.

The process of designing a virtual model takes 
less time and does not require the cost of physical 
resources (fasteners, wiring, parts). It is also easy to 

edit, requires less production and research into new 
configurations, algorithms, and increases the infor-
mation content during designing and testing [21, 22].

Objectives:
 � define the most important parameters for mode-

ling mobile robots;
 � determine the degree of compliance of Unity 

with the identified parameters;
 � implement close to realistic behavior of mecha-

nics and electronics by using Unity;
 � evaluate the possibilities of using the package;
 � develop a mobile robot model.

Proposed solution

To reach the goals of study a package tools (As-
set) was chosen for data presentation. Development 
in the Asset format will allow adding 3D models, 
scripts, materials and images to the database and 
use it to develop your own application software.

It is necessary to develop the behavior of me-
chanical joints, develop a basic set of mechanical 
joints and implement the behavior of electronics 
and microcontrollers in order to simulate the be-
havior of a mechatronic platform.

Component-oriented programming was used in 
order to develop a package of simulation modeling 
tools. Special script components allow to simulate 
the behavior of individual elements of a robotic sys-
tem with the use of the Unity tools [23]. The devel-
oped components allow to simulate:
 � electronic part of robot:
 � microcontrollers (make microcontrollers pro-

grammable, simulate GPIO interface, implement 
I2C protocol);

 � motor drivers (motor control for generating a 
control signal);

Fig. 1. Architecture diagram of a software package for designing simulation models of mobile robots
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 � electric motor (creation of torque in the presence 
of a control signal);

 � encoders (detection of changes in the rotation 
angle of an object);

 � rangefinders (distance measurement);
 � LEDs (switching on/off in the presence/absence 

of a control signal);
 � text displays (displaying text received from I2C 

protocol).
 � mechanical part of robot [24—27]:
 � rigid body physics (robot body elements);
 � fixed joint (fixed connection of robot structural 

elements);
 � axis (a movable connection of the robot’s structural 

elements that provides rotation around the axis).
All components have been designed with the 

possibility of flexible configuration and extension, so 
the user of the package has the opportunity to develop 
his own modules for the robot. The architecture of 
the resulting simulation system is shown in Fig. 1.

The package allows you to simulate mobile robots 
and test programs for microcontrollers at current 
state. The mobile robot consisting of the four-
wheeled platform, the microcontroller, the display, 
the rangefinder and the servo drive and four drivers 
was developed to test the software package in Fig. 2 
(see the 3rd side of the cover).

Simulation of mechanical connections
and physics of solids

There are special components for working with 
physics in Unity:
 � Rigidbody — Rigid body physics [28];
 � Collider — a physical model of an object for 

collision calculations [29];
 � Joins — connections with different number of 

degrees of freedom [30];
 � Articulations — set of articulation bodies [31].

To simplify the configuration of components 
and automatic attachment to the object, the scripts 
"ModuleBaseScript" and "HingeBaseScript" were 
developed, which create and configure a fixed joint 
and a hinge joint, respectively. When starting the 
scene, the connected elements are checked for the 
presence of Rigidbody component, if there is no 
component, it is automatically attached with the 
RequireComponent attribute [32].

Conclusion

A search was made for tools for mathematical 
modeling of the robot behavior in the course of the 

study. Tools with extensions for working with phy-
sics were identified among them. Software solutions 
with the ability to visualize the results are also de-
fined.

Taking into account these aspects, Unity devel-
opment environment was chosen for the simulation 
of mobile robots. The software allows you to de-
velop your own package with a set of tools for a 
specific task.

The goal was set to reduce production costs
using simulation modeling of mobile robots as a 
part of the study. The task was set to form the As-
set library in Unity development environment with 
the possibility of developing their own solutions and 
modeling the designs of mobile robots. Ten modu-
les were developed with the use of Unity to simulate 
the electronic and mechanical components of a ro-
botic system. The package has been tested. Prob-
lems were identified in the process of testing and 
ways to solve these problems were proposed.
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Моделирование управления космическим аппаратом
при посадке на Луну в комплексах виртуального окружения*

Введение

В  настоящее время ведущие космические 
державы возобновили свои программы по иссле-
дованию Луны. Российская лунная программа 
состоит из нескольких этапов и включает серию 
планируемых полетов космических аппаратов 
(КА) к Луне. Первый этап предполагает иссле-
дование Луны беспилотными автоматическими 
аппаратами серии "Луна" [1] в целях решения 
научных задач (например, отработки техноло-

*Публикация выполнена в рамках государственного 
задания ФГУ ФНЦ НИИСИ РАН "Проведение фундамен-
тальных научных исследований (47 ГП)" по теме № FNEF-
2022-0012 "Системы виртуального окружения: технологии, 
методы и алгоритмы математического моделирования и ви-
зуализации. 0580-2022-0012".

гии мягкой посадки), разведывания местности и 
подготовки дальнейших шагов. На втором этапе 
планируются полеты пилотируемого транспорт-
ного корабля (ПТК) "Орел" [2] и его будущей 
модификации "Орленок" с высадкой космонав-
тов на поверхность Луны. Заключительный этап 
предполагает создание лунной базы.

Посадка КА на Луну состоит из нескольких 
этапов [3], включающих основное торможение, 
вертикализацию, прецизионное торможение 
и заключительный этап спуска посадочного 
модуля на поверхность Луны с реализацией 
мягкой посадки (в момент касания с поверх-
ностью вертикальная скорость снижения КА 
должна составлять 1—3 м/с, а горизонтальная 
не более 1 м/с). Пилотируемый полет КА на 
Луну включает также этап выбора места по-

Рассматривается задача моделирования заключительного этапа посадки космического аппарата на Луну в системах 
виртуального окружения. Для решения этой задачи предлагаются методы и алгоритмы синтеза управления движением 
лунного аппарата с реализацией критериев быстродействия для его переориентации и минимального расхода топлива 
при его торможении. Управление космическим аппаратом формируется с использованием обратной связи по показаниям 
виртуальных датчиков, что позволяет реализовать стабилизацию, переориентацию, торможение, маневры, зависание и 
мягкую посадку космического аппарата на Луну. В работе задействованы технологии виртуальной реальности с реализа-
цией взаимодействия человека с синтезируемой компьютером средой. При этом для управления космическим аппаратом 
в ручном режиме используются виртуальные руки, которые копируют движения рук оператора и воздействуют на эле-
менты виртуальных органов управления (джойстик, кнопки и т. д.) внутри модели космического аппарата.

Апробация предложенных в статье методов и подходов проводилась в созданном авторами программном комплек-
се виртуального окружения на примере моделирования посадки виртуальной модели пилотируемого транспортного 
корабля (ПТК) "Орел" в полуавтоматическом режиме. В рамках этого программного комплекса управление космиче-
ским аппаратом в ручном режиме реализовано посредством данных, которые поступают от внешних устройств VR-
гарнитуры шлема виртуальной реальности Oculus Rift CV1 и контроллеров Oculus Touch, предназначенных для тре-
кинга головы и рук оператора, а также отображения синтезируемой стереопары в его глаза. Моделирование посадки 
космического аппарата на Луну было проведено для этапов, которые начинаются сразу после основного торможения 
на высоте примерно 2 км и включают свободное падение лунного аппарата, его вертикализацию, горизонтальное и 
вертикальное торможение, зависание и мягкую посадку. Результаты апробации показали адекватность и эффек-
тивность предложенных в статье решений, которые могут быть в дальнейшем использованы для создания тренаже-
ров, предназначенных для обучения космонавтов навыкам управления космическим аппаратом при посадке на Луну.

Ключевые слова: моделирование, космический аппарат, Луна, оптимальное управление, мягкая посадка, обрат-
ная связь, виртуальная реальность

ДИНАМИКА, БАЛЛИСТИКА, УПРАВЛЕНИЕ
ДВИЖЕНИЕМ ЛЕТАТЕЛЬНЫХ АППАРАТОВ
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садки путем реализации зависания КА на не-
которой высоте относительно поверхности 
Луны. Примером служит программа "Апол-
лон" [4], в рамках которой заключительные 
этапы посадки КА выполнялись в ручном ре-
жиме. В связи с этим важной и актуальной за-
дачей является обучение космонавтов навыкам 
управления КА с помощью специальных стен-
дов или тренажеров [5]. Такие специализиро-
ванные средства подготовки космонавтов об-
ладают рядом ограничений, связанных с отли-
чием земных условий от лунных (для которых 
характерны низкая гравитация, отсутствие 
атмосферы и т. д.). Поэтому альтернативным 
решением является применение систем, в ко-
торых используются технологии виртуальной 
реальности [6]. В этих системах реальные объ-
екты заменяются на виртуальные прототипы, 
а тренировка выполняется путем погружения 
оператора в виртуальную среду. Преимущество 
применения технологий виртуальной реально-
сти (VR-технологий) заключается в том, что 
эффект присутствия человека в виртуальном 
пространстве позволяет повысить качество его 
обучения для тех задач и операций, которые 
невозможно реализовать в земных условиях.

В данной работе рассматривается задача мо-
делирования заключительного этапа посадки 
КА на Луну в системах виртуального окруже-
ния. Для решения этой задачи требуется син-
тез управления движением КА, эффективного 
на некоторых этапах по быстродействию и рас-
ходу топлива. В работах [7, 8] были получены 
аналитические решения для реализации про-
странственного разворота КА с критериями 
качества, которые объединяют время и энер-
гию. При этом для синтеза управления был 
задействован подход, в котором ориентация 
КА задается с помощью кватерниона. Однако 
в реальности посадочный аппарат имеет огра-
ниченное число двигателей ориентации, кото-
рые позволяют осуществлять повороты толь-
ко вдоль осей ориентации КА. В связи с этим 
актуальным становится синтез управления 
ориентацией КА с помощью углов Эйлера. 
Проблема управления движением КА с мини-
мальным расходом топлива рассматривается 
в работах [9—14]. Полученные в этих работах 
результаты состоят в синтезе программного 
управления с прогнозированием траекторий 
движения КА на этапах основного и прецизи-
онного торможения. Для практической реали-
зации посадки КА на Луну актуальным явля-

ется построение управления в виде обратной 
связи по координатам и скоростям КА.

В данной работе предлагаются методы и ал-
горитмы управления движением КА в системах 
виртуального окружения для моделирования 
его посадки на Луну. Предлагаемые решения 
основаны на синтезе управления в виде обрат-
ной связи по показаниям виртуальных датчиков 
и позволяют реализовать стабилизацию, перео-
риентацию, торможение, зависание, маневры и 
мягкую посадку КА на Луну. При этом управ-
ление КА реализуется в непрерывном и им-
пульсном режимах работы реактивных двигате-
лей с применением критериев быстродействия 
и минимального расхода топлива. Для модели-
рования ручного режима управления КА в це-
лях выбора места посадки на Луну были задей-
ствованы технологии виртуальной реальности. 
Идея заключается в том, что в таком режиме 
управление КА реализуется путем воздействия 
виртуальных рук, которые повторяют движения 
реальных рук оператора, на виртуальные орга-
ны управления КА (джойстик, кнопки панели 
управления и т. д.). Апробация предложенных 
в статье решений была проведена в разрабо-
танной авторами в ФГУ ФНЦ НИИСИ РАН 
системе виртуального окружения VirSim [15] и 
показала их адекватность и эффективность на 
примере решения задачи посадки виртуальной 
модели ПТК "Орел" на Луну.

Математическая модель движения КА
при посадке на Луну

Рассмотрим КА и его схематичное изобра-
жение, показанное на рис. 1. Для описания 
движения КА введем две системы координат: 
мировую систему координат (МСК) Oxyz, рас-
положенную в предполагаемом месте посадки, 
и локальную систему координат CXYZ (ЛСК), 
жестко связанную с корпусом спускаемого ап-
парата, в которой начало C совпадает с центром 
масс КА. Положение КА определяется радиус-
вектором r = OC, а ориентация — тремя углами 
Эйлера с последовательностью ZYX. Для зада-
ния ориентации сначала выполняется поворот 
вокруг оси Z на угол ψ, затем вокруг оси Y на 
угол θ и, наконец, вокруг оси X на угол ϕ.

Кинематика КА определяется с помощью ли-
нейной скорости = =� т( , , ) ,x y zv v vv r  заданной 
в МСК, и угловой скорости = ω ω ω т( , , ) ,X Y Zw  
заданной в ЛСК. Вращательное движение КА 
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описывается с помощью кинематических урав-
нений Эйлера [16]:
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0 cos sin ,

0 sin / cos cos / cos

/2.
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Z
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Поступательное движение КА осуществляет-
ся под действием реактивных двигателей, кото-
рые создают суммарную тягу = т( , , )X Y ZF F FF  
в ЛСК КА с ограничениями max,X XF Fm  

max
Y YF Fm  и max.Z ZF Fm  Динамика поступа-

тельного движения КА описывается с помощью 
дифференциальных уравнений в форме второго 
закона Ньютона:

 = +� ,lm mv g RF  (2)

где m — масса КА; = − т(0,0, ) ;l lgg  gl — ускоре-
ние свободного падения на Луне; R — матрица 
перехода из ЛСК в МСК.

Пусть КА является осесимметричным твер-
дым телом, где Z является осью симметрии. 
Тогда динамика вращательного движения опи-
сывается с помощью динамических уравнений 
Эйлера следующего вида:
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где I1 = IX = IY, I3 = IZ — главные моменты 
инерции КА; τX, τY и τZ — моменты, создавае-
мые реактивными двигателями в импульсном 
режиме и τ τmax,X Xm  τ τmax,Y Ym  max.Z Zτ τm

При работе реактивных двигателей масса 
КА уменьшается пропорционально расходу то-
плива, что соответствует дифференциальному 
уравнению

 = −� max, ,m k k km  (4)

где k — суммарный расход топлива от всех дви-
гателей; kmax — максимальный расход топлива.

Уравнения (1)—(4) описывают математи-
ческую модель движения КА при посадке на 
Луну, в которой FX, FY, FZ, τX, τY и τZ являются 
управляющими переменными.

Стабилизация КА

Задача стабилизации КА заключается в га-
шении его угловой скорости. Для решения 
этой задачи преобразуем уравнения (3) к сле-
дующему виду:
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где a = (I3 – I1)/I1, uX = τX/I1, uY = τY/I1, uZ = τZ/I3.
Требуется найти такие max,X Xu um  max

Y Yu um  
и max

Z Zu um  из уравнений (5), которые обеспе-
чат выполнение условий |ωX | m ωε, |ωY | m ωε и |ωZ | m
m ωε, где ωε — заданное число; = τmax max

1/ ,X Xu I  
= τmax max

1/Y Yu I  и = τmax max
3/ .Z Zu I

Рассмотрим положительно опреде-
ленную функцию = 2( ) /2 0,V w w l  где 

= ω ω ω т( , , ) .X Y Zw  Дифференцируя ее по вре-
мени, получим =� �т .V w w  После подстановки (5) 
в это выражение будет верно соотношение

 
= ω − ω ω + +

+ ω ω ω + + ω

� ( )

( ) .
X Y Z X

Y X Z Y Z Z

V a u

a u u
 (6)

Сформируем релейное управление в следу-
ющем виде:

 
= − ω = − ω

= − ω

max max

max

sgn( ), sgn( ),

sgn( ).

X X X Y Y Y

Z Z Z

u u u u

u u
 (7)

Рис. 1. Схематичное изображение КА
Fig. 1. Schematic representation of spacecraft
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Если будут выполнены неравенства 
> ω ωmax

X Y Zu a  и > ω ωmax ,Y X Zu a  то из уравне-
ния (6) получим <� 0.V  Тогда, согласно теории 
функции Ляпунова [17], управление (7) будет 
обеспечивать возникновение скользящего ре-
жима вокруг поверхности w = 0. Так как рас-
сматривается осесимметричный КА, то най-
дется такой момент времени t′, при котором 
угловая скорость ωZ будет мала, и неравенства 
будут выполнены.

При практической реализации вводится 
зона нечувствительности ωε такая, что управ-
ление (7) корректируется следующим образом:
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m  (8)

Полученное релейное управление (8) реша-
ет задачу стабилизации КА.

Переориентация КА

Во время посадки КА требуется обеспечить 
его вертикальное положение относительно по-
верхности Луны. Для этого рассматривается за-
дача переориентации КА, которая заключается 
в том, чтобы перевести ориентацию КА с угла-
ми Эйлера из состояния (ϕ0, θ0, ψ0) в состояние 
(0, 0, 0). При этом требуется выполнять поворо-
ты КА за минимально возможное время.

Предлагаемое решение этой задачи заклю-
чается в построении управления ориентаци-
ей КА, в котором сначала выполняется пово-
рот вокруг оси симметрии Z, а затем вокруг 
остальных осей X и Y. При этом в качестве до-
пущения полагается, что начальные углы ϕ0 и 
θ0 малы.

Рассмотрим поворот КА вокруг оси Z. Из 
уравнений (1) и (3) при выполнении условий 

εω ω ,X m  εω ωY m  и cosϕ/cosθ ≈ 1 получим

 ψ = ω ω = τ τ τ� � max
3, / , .Z Z Z Z ZI m  (9)

Требуется сформировать управление τZ, ко-
торое обеспечит выполнение условий ψ(T) = 0 
и ωZ(T) = 0 за минимальное время T. В такой 
постановке это соответствует задаче быстро-
действия. Для ее решения применим теорию 
синтеза оптимального управления на основе 
принципа максимума Понтрягина [18]. Тогда 

задача быстродействия сводится к поиску ми-

нимума функционала Φ τ = ∫
0

[ ] .
T

Z dt  Для урав-

нений (9) функция Гамильтона примет вид

 = − + λ ω + λ τ1 2 31 / ,Z ZH I

где λ1 и λ2 — сопряженные переменные, кото-
рые удовлетворяют дифференциальным урав-
нениям

 
∂ ∂

λ = − = λ = − = −λ
∂ψ ∂ω

� �
1 2 10, .

Z

H H

Решая эти уравнения, получим λ1(t) = C1 и 
λ2(t) = C2 – C1t, где C1 и C2 — константы. Со-
гласно принципу максимума Понтрягина 
управление τ = τ λmax

2sgn ( )Z Z t  обеспечивает 
максимум функции H и является оптималь-
ным по быстродействию. Так как функция λ2(t) 
является линейной по времени, то она меняет 
знак только один раз. В связи с этим опти-
мальное управление содержит не более одной 
точки переключения между двумя состояния-
ми τ = +τmax

Z Z  и τ = −τmax.Z Z  Интегрируя (9), 
получим, что управлению τ = τmax

Z Z  соответ-
ствуют траектории ψ = ω τ2 max

3 /2Z ZI  на фазовой 
плоскости, а управлению τ = −τmax

Z Z  — траек-
тории ψ = − ω τ2 max

3 /2 .Z ZI  Фазовый портрет по-
казан на рис. 2, где кривая AB задает линию 
переключения между двумя состояниями. 
В этом случае закон управления ориентацией 
КА вокруг оси Z примет вид

Рис. 2. Фазовый портрет
Fig. 2. Phase portrait
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⎧ ω
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τ⎪τ = ⎨
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2
max 3
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2
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2

Z
Z Z

Z
Z

Z
Z Z

Z

I

I
 (10)

Аналогичным образом осуществляется син-
тез управления ориентацией для остальных 
осей КА. В силу малости углов ϕ0 и θ0 из урав-
нений (1) получим, что ϕ ≈ ω� X  и θ ≈ ω� ,Y  что 
соответствует плоским поворотам вокруг осей 
X и Y. Тогда закон управления ориентацией КА 
вокруг осей X и Y примет вид
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τ ϕ + ω <⎪

τ⎪τ = ⎨
ω⎪−τ ϕ + ω >⎪ τ⎩

2
max 1

max

2
max 1

max

, если sgn 0;
2

, если sgn 0.
2

X
X X

X
X

X
X X

X

I

I
 (11)

 

⎧ ω
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2
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Y Y

Y
Y

Y
Y Y

Y

I

I
 (12)

Управление ориентацией КА вида (10)—(12) 
представляет собой нелинейное реле с обрат-
ной связью по углам Эйлера (ϕ, θ, ψ) и угловой 
скорости w.

Управление горизонтальным движением КА

Управление горизонтальным движением КА 
включает этап его прецизионного торможения 
и маневры в горизонтальной плоскости. После 
окончания основного торможения КА его дви-
жение осуществляется с заданной скоростью 
по направлению к расчетной точке посадки. 
При подлете к месту посадки горизонтальную 
скорость КА необходимо погасить, затратив 
при этом минимально возможное количество 
топлива. Рассмотрим эту задачу на примере 
горизонтального торможения КА вдоль оси x. 
Пусть КА имеет вертикальную ориентацию 
относительно поверхности Луны. Тогда матри-
ца R будет единичной, а уравнения (2) и (4) 
преобразуются к виду

= = = −� � �max, / , , 1.x x X X X Xx v v u F m m k u u m  (13)

Требуется найти такое управление uX, ко-
торое обеспечит минимум функционала
Φ[uX] = m0 – m(t) при заданных краевых условиях

x(0) = x0, x(T) = 0, vx(0) = vx,0 и vx(T) = 0, где 
m0 — начальная масса КА, T — нефиксирован-
ное время торможения КА.

Для решения этой задачи воспользуемся 
принципом максимума Понтрягина. Функция 
Гамильтона для (13) примет вид

 
= λ + λ − λ =

= λ +

max
1 2 3

1

/

,
x X X X

x u X

H v u F m k u

v H u
 (14)

где Hu обозначена величина max
2 3/ sgn ;X XF m k uλ − λ

λi, i = 1, 2, 3, — сопряженные функции, кото-
рые удовлетворяют дифференциальным урав-
нениям

 

∂ ∂
λ = − = λ = − = −λ

∂ ∂

∂
λ = − = λ

∂
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1 2 1

max 2
3 2

0, ,

/ .
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X X

H H
x v

H
u F m

m

 (15)

Так как функция Гамильтона линейно зави-
сит от uX, то она достигает своего максимума 
при управлении uX(t) = sgnHu(t), где Hu(t) явля-
ется функцией переключения.

Рассмотрим случай, когда uX ≡ 1. Из соот-
ношений (13) следует, что m(t) = m0 – kt. Ин-
тегрируя сопряженную систему (15), получим 
ее аналитическое решение в следующем виде:

 

λ = λ = −

⎛ ⎞− ⎛ ⎞λ = − +−⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎝ ⎠

1 1 2 2 1

max
2 0 1 0

3 1 32
0

( ) , ( ) ,

( ) ln ,X

t C t C C t

F kC m C mt C Ct
m kt kk

где Ci, i = 1, 2, 3, — константы.
Подставив полученное решение в Hu, получим

 = + − −
max

1
0 3(1 ln( / )) .X

u
F C

H m k t C k
k

Отсюда следует, что условие Hu = 0 будет 
выполнено в момент времени

 ∗ ⎛ ⎞
= − − +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

2
0 3

max
1

exp 1 .
X

m k C
t

k F C
 (16)

Такой же результат получается при управле-
нии uX ≡ –1. Следовательно, оптимальный по 
расходу топлива закон управления горизон-
тальным торможением КА имеет только одну 
точку переключения между состояниями ±1.

Проинтегрируем уравнения (13) для заданно-
го времени t* торможения КА. Тогда получим 
две возможные точки переключения с коорди-
натами ∗ ∗−( , )xx v  и ∗ ∗−( , ),xx v , вычисляемые как
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∗

∗
∗
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2 *

max

ln ;

ln ,

X

X
x

F m
x m kt

k m kt

F m
v

k m kt
где m — текущая масса КА.

Предлагаемое решение для управления го-
ризонтальным торможением КА состоит из 
трех этапов: приведение к скорости ∗± ,xv  дви-
жение по инерции до достижения координаты 

∗∓x  и заключительный этап торможения. Фа-
зовый портрет возможных траекторий показан 
на рис. 3. Рассматриваются такие траектории, 
начальная точка которых находится в одной из 
четырех областей:

 

∗ ∗

∗ ∗

∗ ∗

∗ ∗

Ω = < − >

Ω = > > −

Ω = < − <

Ω = > < −

1

2

3

4

{( , ) : , },

{( , ) : , },

{( , ) : , },

{( , ) : , }.

x x x

x x x

x x x

x x x

x v x x v v

x v x x v v

x v x x v v

x v x x v v

Траектории движения КА по инерции опре-
деляются множествами
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x x x
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В свою очередь, траектория заключительно-
го этапа торможения КА находится в одной из 
двух областей:
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Предлагаемый закон управления примет вид
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При управлении КА в ручном режиме тре-
буется обеспечить его заданную скорость vx,d. 
В этом случае закон управления будет иметь вид
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где eX = vx – vx,d, vδ — заданное число.
Аналогичным образом формируется управ-

ление uY горизонтальным движением КА вдоль 
оси y, включая его торможение в автоматиче-
ском режиме и обеспечение заданной скорости 
vy,d в ручном режиме управления.

Управление вертикальным движением КА

Здесь рассматривается прецизионное тор-
можение вертикальной скорости КА. Опти-
мальным по расходу топлива будет алгоритм 
управления, в котором сначала осуществля-
ется свободное падение КА, а затем его тор-
можение до допустимой скорости. При выводе 
основных соотношений рассмотрим ситуацию, 
когда масса КА меняется незначительно. Тог-
да, преобразовывая уравнения (2), получим, 
что динамика вертикального движения КА 
описывается выражением

 =
− + max , 0 1

/
z

Z
z l Z Z

vdz
u

dv g u F m
m m  (19)

с краевыми условиями z(vz,0) = H0 и z(0) = Hf.
На первом этапе осуществляется свободное 

падение КА при отсутствии управления. Ин-
тегрируя уравнение (19) при uZ = 0, получим, 
что на этом этапе изменение высоты КА от 
скорости подчиняется соотношению

 
−

= +
2 2
,0

0( ) .
2

z zI
Z

l

v v
z v H

g
 (20)

На втором этапе осуществляется торможе-
ние КА. Решением (19) при uZ = 1 и заданных 
краевых условиях будет выражение

 = +
−

2

max( ) .
2( / )

II z
z f

Z l

v
z v H

F m g
 (21)Рис. 3. Фазовые траектории горизонтального движения КА

Fig. 3. Phase trajectories of spacecraft horizontal motion
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Пусть в момент включения двигателей КА на-
ходится на высоте Hp и имеет скорость vz,p. Тогда 
из (21) будет следовать равенство zII(vz,p) = Hp. 
Отсюда получим, что скорость vz,p выражается 
через Hp следующим образом:

 = − −2 max
, 2( )( / ).z p p f Z lv H H F m g  

Подставим полученное выражение для 2
,z pv  

в (20) при zI(vz,p) = Hp. Тогда после преобразо-
ваний получим, что высота Hp вычисляется как
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= + +
2

0 ,0
max max
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.

2
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p f
Z Z

mg H H mv
H H

F F
 (22)

Закон управления вертикальным торможе-
нием КА примет вид
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 (23)

Торможение КА выполняется до тех пор, 
пока не будет выполнено условие vz = 0. После 
этого двигатели начинают работать в импульс-
ном режиме, реализуя зависание КА над по-
верхностью. Для этого из уравнений (2) при 

=� 0z  должно быть выполнено

 = max/ .Z l Zu mg F

На заключительном этапе осуществляется 
вертикальный спуск КА с поддержанием по-
стоянной скорости vz,s для обеспечения мягкой 
посадки КА на Луну. Для этого реализуется ал-
горитм управления, который аналогичен (18).

Результаты моделирования

Предлагаемые в статье методы и подходы 
к управлению КА при посадке на Луну были 
реализованы в созданном авторами программ-
ном комплексе виртуального окружения VirSim. 
Этот программный комплекс состоит из под-
систем управления, динамики и визуализации. 
В подсистеме управления осуществляется вы-
числение управляющих сигналов для исполни-
тельных устройств виртуальных объектов. Для 
этого задействована технология расчета функ-
циональных схем, которые создаются в специ-
альном редакторе. Функциональная схема за-
дает логику управления виртуальным объектом 
и состоит из набора блоков, куда входят датчи-
ки, исполнительные устройства, а также другие 
блоки из библиотеки (арифметические, логиче-

ские, тригонометрические и т. д.). Связи между 
блоками задаются с помощью линий, которые 
соединяют выходы одних блоков с входами 
других блоков. На рис. 4 (см. третью сторону 
обложки) приводится фрагмент функциональ-
ной схемы, которая описывает логику управле-
ния ориентацией КА. Входами этой схемы яв-
ляются показания датчиков, а на выходе фор-
мируются значения тяг, которые передаются на 
реактивные двигатели. В подсистеме динамики 
на основе математических моделей выполняет-
ся расчет показаний датчиков и координат вир-
туальных объектов. Эти координаты поступают 
в подсистему визуализации, которая осущест-
вляет рендеринг виртуальной сцены в масшта-
бе реального времени.

Погружение оператора в виртуальную сре-
ду в системе VirSim реализовано с помощью 
виртуального наблюдателя, представляющего 
собой совокупность двух виртуальных камер 
и моделей человеческих рук. В рамках данной 
реализации изображения трехмерной сцены 
отображаются в глаза оператора посредством 
VR-гарнитуры шлема виртуальной реальности 
Oculus Rift CV1, а управление виртуальными 
объектами осуществляется на основе данных, 
поступающих от контроллеров Oculus Touch, 
предназначенных для трекинга рук оператора. 
С подробностями реализации виртуального на-
блюдателя можно ознакомиться в работе [19].

Апробация полученных в статье результатов 
проводилась на примере управления созданной 
нами виртуальной моделью ПТК "Орел" (рис. 5, 
см. третью сторону обложки) в полуавтомати-
ческом режиме. Для этого была создана высо-
кодетализированная виртуальная сцена участка 
поверхности Луны, которая соответствует райо-
ну к северу от южного полярного кратера Богус-
лавский [20]. Виртуальная модель КА содержит 
восемь двигателей вертикального торможения 
(V1—V8) и 14 двигателей горизонтального тор-
можения (H1—H14). Управление ориентацией 
КА осуществляется путем включения соответ-
ствующего набора двигателей вертикального 
торможения в импульсном режиме. Обратная 
связь в рассматриваемом программном ком-
плексе реализуется посредством виртуальных 
датчиков положения, ориентации, угловой ско-
рости, дальномеров и касания, которые задей-
ствованы в виртуальной модели КА.

Моделирование посадки КА на Луну начина-
ется примерно на высоте 2 км сразу после окон-
чания этапа основного торможения. В таблице 
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приводятся параметры моделирования динами-
ки и управления КА, где его масса и моменты 
инерции соответствуют начальному моменту 
времени моделирования, а высота Hp вычисля-
ется по формуле (22). Согласно работе [3] пред-
полагается, что после торможения КА имеет 
горизонтальную скорость порядка 11 м/с, вер-
тикальную скорость 8 м/с и угловые скорости 
вдоль осей, которые не превышают 5 °/с. На пер-
вом этапе моделируется свободное падение КА 
с гашением угловой скорости по закону (8) и его 
вертикализацией с управлением (10)—(12). При 
достижении высоты H0 начинается этап тормо-
жения горизонтальной скорости КА с управле-
нием по закону (17). Затем выполняется тормо-
жение вертикальной скорости КА по закону (23) 
с включением двигателей вертикального тормо-
жения на высоте Hp. После этого в режиме за-
висания КА осуществляется переход на ручной 
режим управления для выбора места посадки. 
Моделирование на этом этапе осуществляет-
ся путем погружения оператора в виртуальную 
среду с применением гарнитуры виртуальной 
реальности. Виртуальные модели кистей рук 
копируют движения рук оператора и обеспечи-
вают возможность сгибания и разгибания вир-
туальных пальцев для их воздействия на элемен-
ты управления (джойстик и кнопки), позволяя 
осуществлять управление КА в ручном режиме 
(рис. 6). После достижения выбранной точки по-
садки оператор нажатием кнопки на джойстике 
запускает команду, после которой в автоматиче-
ском режиме осуществляется финальный этап 
посадки КА на Луну с постоянной скоростью. 

При соприкосновении опор КА с поверхностью 
Луны срабатывают датчики касания, и двигате-
ли отключаются. На рис. 7 приводится конечное 
положение КА после его посадки на поверхность 
Луны. Успешность выполнения каждого этапа 
посадки КА на Луну показывает адекватность и 
эффективность предложенных в статье решений 
для обеспечения необходимого качества модели-
рования движения КА в системах виртуального 
окружения.

Заключение

В работе пре дложены решения для модели-
рования посадки КА на Луну с использовани-
ем современных технологий виртуальной ре-

Параметры моделирования

Simulation parameters

Пара-
метр

Значе-
ние

Размер-
ность

Пара-
метр

Значе-
ние

Размер-
ность

m 1500 кг max
XF 1455 Н

I1 3050 кг•м2 max
YF 970 Н

I3 5050 кг•м2 max
ZF 7470 Н

gl 1,62 м/с2 H0 1000 м

τmax
X 120,292 Н•м Hp 689 м

τmax
Y 120,292 Н•м Hf 70 м

τmax
Z 220,877 Н · м vx,d ±2 м/с

ωε 0,0001 рад/с vδ 0,01 м/с

kmax 5 кг/с vz,s –1,5 м/с

Рис. 6. Управление КА с применением VR-технологий
Fig. 6. Spacecraft control with use of VR technologies

Рис. 7. Положение КА после посадки на Луну
Fig. 7. Spacecraft position after landing on the Moon
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альности. Разработанные методы и алгоритмы 
управления КА с применением обратной связи 
по показаниям виртуальных датчиков обеспе-
чивают необходимый уровень реалистичности 
процесса посадки. Полученные в работе ре-
зультаты могут быть в дальнейшем использо-
ваны для реализации тренажеров, предназна-
ченных для обучения космонавтов в земных 
условиях навыкам управления посадкой КА.
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Abstract

The paper considers the task for simulation of final stage spacecraft landing on the Moon in virtual environment sys-
tems. To solve this task, methods and algorithms are proposed for the lunar module motion control with the implementation 
of fast attitude maneuvers and minimum fuel consumption during its deceleration. The spacecraft control is based on virtual 
sensors feedback and makes it possible to implement stabilization, reorientation, deceleration, maneuvers, hovering and soft 
landing of the spacecraft on the Moon. The work involves virtual reality technologies with the implementation of human 
interaction with a computer-synthesized environment. In this case, to control the spacecraft in manual mode, virtual hands 
are used that copy the movements of the operator’s hands and act on the elements of virtual controls (joystick, buttons, 
etc.) inside the spacecraft model. Approbation of methods and algorithms proposed in the paper was carried out in our 
software package of virtual environment system on the example for landing simulation of virtual model Orel spacecraft in 
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semi-automatic mode. In this software package the spacecraft control in manual mode is implemented by data which transit 
from Oculus Rift CV1 VR headset and Oculus Touch controllers designed for tracking the operator’s head and hands, as 
well as displaying synthesized stereopair to his eyes. The simulation of spacecraft landing on the Moon was carried out for 
stages that begin immediately after the basic deceleration at an altitude of about 2 km and including the free fall of the 
lunar vehicle, its verticalization, horizontal and vertical deceleration, hovering, and soft landing. The results of approbation 
showed the adequacy and quality of the solutions proposed in the paper, which can be further used to create simulators 
designed to train cosmonauts how to control a spacecraft during landing on the Moon.

Keywords: simulation, spacecraft, Moon, optimal control, soft landing, feedback, virtual reality
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3–7 апреля 2023 г. в п. Домбай, Карачаево-Черкесская республика, состоится

ХVIII Всероссийская научно-практическая конференция

«ПЕРСПЕКТИВНЫЕ СИСТЕМЫ И ЗАДАЧИ УПРАВЛЕНИЯ»
(«Домбайская конференция»)

Организатором традиционно является НИИ робототехники и процессов управления ЮФУ, в качестве соорганиза-
торов конференции выступают: коллегия Военно-промышленной комиссии Российской Федерации, организации Ми-
нобороны России, Минпромторга России, МЧС России, МВД России, ФСБ России, Росгвардия, Фонд перспективных 
исследований, Национальный центр развития технологий и базовых элементов робототехники, ведущие университе-
ты и институты Минобрнауки России и РАН.

ОСНОВНЫЕ ЗАДАЧИ И НАПРАВЛЕНИЯ РАБОТЫ КОНФЕРЕНЦИИ
Анализ состояния и формирование перспективных направлений развития ключевых технологий создания робото-

технических комплексов (РТК) гражданского, военного, специального и двойного назначения и их базовых элементов, 
ориентированных на повышение их функциональности и расширение перечня задач по применению.

Основными направлениями работы секций конференции являются:

 � системы управления и моделирования РТК; 
 � применение РТК в интересах решения народно-хозяйственных задач; 
 � системы энергетики и приводной техники РТК; 
 � системы и средства связи, навигации и наведения РТК; 
 � системы технического зрения и бортовых вычислителей РТК; 
 � применение РТК наземного базирования; 
 � создание и применение комплексов БЛА; 
 � групповое применение РТК военного назначения, в том числе при взаимодействии с традиционными средствами 

ВВСТ; 
 � применение РТК морского базирования; 
 � нейроморфные и нейрогибридные системы робототехнических комплексов.

Форма проведения: очная и заочная.

В целях вовлечения молодых ученых в решение обсуждаемых проблем, развития образовательной и соревнова-
тельной сред в рамках конференции запланировано проведение:

— XIV молодежной школы-семинара "Управление и обработка информации в технических системах" (ори-
ентировочная дата проведения: 6 апреля 2023г.) (участники: студенты, магистранты, аспиранты и молодые ученые 
(возраст до 25 лет включительно));

— регионального отборочного этапа чемпионата RoboCup Junior (ориентировочная дата проведения: 4–6 апре-
ля 2023 г.), лига Rescue Line – спасательная линия (участники: школьники и студенты (возраст от 13 лет до 19 лет)).

Более подробная информация о конференции и мероприятиях, проводимым в ее рамках,
представлена на сайте http://psct.ru/.


