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Рассматривается проблема построения общих решений задач терминального управления нелинейными системами. 
Используются ранее доказанные положения о том, что оптимальная траектория является огибающей параметри-
ческого семейства поверхностей (параметрического семейства сингулярных кривых), и что оптимальное управление 
может быть найдено на этом семействе. Здесь обыгрывается тот факт, что в каждой точке оптимальной тра-
ектории вектор-функция множителей Лагранжа касателен к ней, но также касателен к сингулярной кривой. При-
водится конструктивный метод построения сингулярных кривых на основе условного разделения переменных в урав-
нении Гамильтона—Якоби. "Свободные" параметры сингулярных кривых находятся из условия минимизации терми-
нального функционала, что позволяет избежать явного решения краевой задачи для класса нелинейных динамических 
систем, упростить вычислительные алгоритмы. Сингулярные кривые описываются редуцированной (сокращенной) 
математической моделью. Таким образом, для синтеза закона оптимального управления мы должны использовать 
полную (исходную) математическую модель динамической системы, но для его вычисления в тот или иной момент 
времени достаточно и редуцированной (сокращенной). Указанное соображение определяет принцип информационного 
дуализма. Приведен иллюстрирующий пример. Показано, что такой подход можно применять и для решения некото-
рых классов дифференциальных игр.

Ключевые слова: нелинейные динамические системы, оптимальное управление, огибающие, параметрическое се-
мейство, сингулярные кривые, редуцированные модели, информационные дуализм

СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ,
УПРАВЛЕНИЕ И ОБРАБОТКА ИНФОРМАЦИИ

УДК 517.93 DOI: 10.17587/mau.24.3-13

В. П. Иванов, канд. техн. наук, доц.,ст. науч. сотр., vpivanov.spb.su@gmail.com,
Санкт-Петербургский федеральный исследовательский центр Российской академии наук

Новый подход к синтезу оптимального терминального управления 
нелинейными динамическими систе мами

момент времени. Или в другой формулировке: 
целью является минимизация терминального 
функционала, определенного в заданной точ-
ке пространства состояний в данный момент 
времени. Отметим, что к задаче минимизации 
терминального функционала может быть све-
дена (при введении соответствующих пере-
менных) большая часть задач оптимального 
управления с иными критериями качества.

Методам решения задач оптимального 
управления, в том числе численным, посвяще-
но достаточно много научной литературы (см. 
работы [1—7]).

Настоящая работа базируется на обзоре ре-
зультатов исследований автора [8—11] с добавле-
нием новых фрагментов, новых интерпретаций. 
Общая идея подхода состоит в том, что непре-
рывная фазовая траектория может быть пред-
ставлена как огибающая семейства сингуляр-
ных кривых, восставленных в каждой ее точке, 
в общем случае не являющихся фазовыми тра-
екториями. Это создает предпосылки к поиску 
управления на семействе сингулярных кривых.

Введение

Синтез оптимального управления динами-
ческими системами различного назначения яв-
ляется задачей, без решения которой невозмож-
но создание высокоэффективных устройств, 
систем, технологий. В первую очередь это отно-
сится к управлению изделиями авиационной, 
ракетной, космической техники, а в более ши-
роком смысле — к транспортным системам раз-
личного назначения, к управлению ядерными, 
химическими реакторами, энергетическими и 
экономическими системами и к управлению во 
многих других сферах практической деятельно-
сти человечества. Усложненность и разнообра-
зие рассматриваемых задач определяет актуаль-
ность методов оптимизации.

В теории и практике оптимального управ-
ления нелинейными системами достаточно 
широко используются системы терминального 
управления, в которых целью управления яв-
ляется достижение заданной точки простран-
ства состояний в заданный (терминальный) 
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Постановка задачи оптимального 
терминального управления нелинейной 

динамической системой

Рассмотрим класс нелинейных управляе-
мых динамических систем вида

 
= + =

= = +

( ) ( ) , 1,..., ,

( ), 1,..., ,

j
j j j

i
i

dx
f x B x u j m

dt
dx

f x i m n
dt

 (1)

где f = ( f1, ..., fn) и B = (B1, ..., Bm) — заданные 
нелинейные вектор-функции; Bj ≠ 0, j = 1, ..., 
m; u = (u1, ..., um) — m-мерный вектор управле-
ния; m < n.

В рамках данной статьи будем рассматривать 
случай, когда каждая j-я компонента управле-
ния ограничена отрезками maxmin[ , ].dop dop

jjU U

Задан терминальный функционал:

 [|| ( ) ||, 1, ..., ],i zad iJ F x T x i m n= − = +  (2)

определенный на решениях системы урав-
нений (1). F — некоторая заданная функция;
T ∈ ℑ(t); xzad = (xzad1, ..., xzad n) — заданные зна-
чения вектора состояния.

В момент t = T могут быть введены допол-
нительные условия вида

 hi = hi[x(T)], i = 1, ..., n,

которые могут быть включены в функционал (2) 
через дополнительные множители Лагранжа.

Так как система уравнений (1) — автоном-
ная, то множество ℑ(t) допустимо сузить до от-
резка [t0, T], где t0 — начальное значение аргу-
мента t, t0 ∈ ℑ(t). Момент времени T не фикси-
рован. Значения x(t0) = x0 известны.

Сформулируем задачу оптимального управ-
ления следующим образом [6, 7]: среди всех до-
пустимых на отрезке [t0, T] управлений u ∈ U, 
переводящих точку (t0, x0) в точку (T, x(T)), 
найти такие, для которых функционал (2), 
определенный на решениях системы уравне-
ний (1), принимает наименьшее значение при 
выполнении условий (3).

Введем вектор-функцию множителей Ла-
гранжа p = (p1, ..., pn) и составим гамильтониан 
задачи оптимизации H:

 
= =

= +∑ ∑
1 1

.
n m

i i j j j
i j

H p f p B u  (3)

С использованием функции H в простран-
стве переменных Dn(x, p), x ∈ Dn(x, p), p ∈ Dn(x, p), 
уравнения для x и p запишутся в следующей 
канонической форме [6, 7]:

 
,

.

dx H
dt p

dp H
dt x

∂
=

∂
∂

= −
∂

 (4)

Отметим, что H и p на оптимальном реше-
нии непрерывны и к этому же приводит аналог 
условия Эрдмана—Вейерштрасса классическо-
го вариационного исчисления. Непрерывность 
сохраняется и в том случае, когда правые части 
уравнений (1) терпят разрыв.

Как доказано в работах [6, 7], для оптимиза-
ции управления u(t) и фазовой траектории x(t) 
в рамках принципа максимума необходимо су-
ществование такого ненулевого вектора p, что 
выполняются следующие условия:

1. Функция H переменного u ∈ U при каж-
дом t ∈ [t0, T], т. е. при фиксированных x, p, 
достигает при u = uopt(t) минимума:

 
∈

=opt opt( , , ) min ( , , ).
u U

H x u p H x u p  (5)

Таким образом, оптимальное управление на 
границе множества допустимого управления 
определяется как

 
∈

=opt arg min ( , , ).
u U

u H x u p  (6)

2. Выполняются условия трансверсальности:

 
0 0

тт
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∑ ∑  (7)

где δt, δxi — произвольные вариации соответ-
ствующих переменных.

Обобщенные условия трансверсальности 
в силу независимости вариаций приводят к со-
отношениям:

 
0

0

т

т

[ ] 0,

, 1, , .
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i t
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F
p i n

x

=

∂
= = …
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 (8)

Непосредственным следствием системы 
уравнений (4) и условия (5) является выполне-
ние соотношения

 
∂

=
∂

.
dH H
dt t
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С учетом (8) для автономных систем при не 
заданном явно аргументе имеем:

 H = const = 0. (9)

Из соотношения (5) ввиду особой структу-
ры уравнений динамической системы (1) и, со-
ответственно, гамильтониана (3), оптимальное 
управление определяется как

 

opt

1 1

1

arg min ( , , )

arg min

arg min ,

u U

n m

i i j j j
u U i j

m

j j j
u U j

u H x u p

p f p B u

p B u

∈

∈ = =

∈ =

= =

⎛ ⎞
= + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑

∑

 (10)

откуда после преобразований имеем:

 

⎧ >
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= …

dop
min

opt osob

dop
max

, если 0,

, если 0,

, если 0,

1, , ,

j jj

j j j

j jj

U p B

u u p

U p B

j m

 (11)

где uj osob — особое оптимальное управление.
Отметим, что если в начальный момент 

времени значения x известны (или могут быть 
оценены), то вектор p определен (с точностью 
до констант) согласно условиям трансверсаль-
ности лишь на правом конце фазовой траекто-
рии. Возникает специфическая краевая зада-
ча, после решения которой ("в принципе") тем 
или иным способом можно найти p(t), а следо-
вательно, и uopt [6, 7].

В общем случае для нелинейных динамиче-
ских систем аналитического решения краевая 
задача не имеет. Поэтому приходится исполь-
зовать различные численные методы, такие 
как метод последовательных приближений, 
метод Ньютона, метод поворота опорной ги-
перплоскости, различные градиентные методы 
и т. д. [12, 13].

Однако вычислительные трудности, стоящие 
на этом пути, методические ошибки численных 
методов и ошибки округлений, проблемы ма-
шинного нуля, проблемы устойчивости и схо-
димости и др. делают процесс нахождения до-
стоверных значений весьма трудным, а нередко 
(например, при выполнения требования реаль-
ного масштаба времени, длительного участка 
особого управления и др.) и невозможным.

Поэтому представляется желательным ис-
пользовать нетрадиционные методы синтеза 
оптимального управления, одним из которых, 
в частности, является метод огибающих.

Оптимальное управление и параметрическое 
семейство поверхностей (сингулярных кривых)

В работах [8—11] доказано, что оптималь-
ную траекторию можно представить как оги-
бающую параметрического семейства поверх-
ностей с выделенными на них сингулярными 
кривыми, которые в общем случае не являют-
ся фазовыми траекториями. В силу теоремы
Якоби возможна и другая трактовка: поверх-
ность Гамильтона—Якоби, определяющая оп-
тимальную фазовую траекторию, является 
огибающей частных параметрических поверх-
ностей, формирующих сингулярные кривые.

И там же доказывается, что оптимальное 
управление может быть найдено на семействе 
сингулярных кривых.

Отметим, что на семейство поверхностей 
(сингулярных кривых) не налагается никаких 
ограничений, кроме условий огибания их оп-
тимальной траекторией. Например, в плоском 
случае возможно использование квадратичных 
парабол. Но это требует трансформации зако-
на управления. Можно пойти другим путем: не 
меняя структуры закона управления, постро-
ить рациональные сингулярные кривые, удов-
летворяющие условиям огибания.

В рамках данной работы предлагается сле-
дующий подход.

Представим уравнение (9) в следующем виде:

 = =opt[ , ( , ), ] ( , ) 0.H x u x p p H x p  (12)

Введем непрерывную функцию W(x), такую 

что W[x(T)] = J = F  [x(T)], 
∂

=
∂

,
W

p
x

 и приведем 

уравнение (12) к уравнению Гамильтона—Якоби:

 ∂⎛ ⎞ =⎜ ⎟
∂⎝ ⎠

( , ) 0.,
WH x p h x
x

 (13)

Отметим, что уравнение (13) можно полу-
чить из уравнения Бэллмана с учетом авто-
номности системы уравнений (1), условий 
трансверсальности (7), подставляя закон опти-
мального управления (11).

Представим функцию W в виде суммы 
функций, каждая из которых зависит только 
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от одной из переменных xν, ν = 1, ..., n, и адди-
тивной константы W0, т. е.

 ν ν
ν =

= α +∑ 0
1

( , ) ,
n

W W x W  (14)

где α = (α1, ..., αn).
Определим канонические переменные pν,

ν = 1, ..., n:

 ν ν
ν

ν ν

∂ α∂
= = ν = …
∂ ∂

( , )
, 1, , .

W xW
p n

x x
 (15)

Согласно выражениям (15) переменные pν,
ν = 1, ..., n, оказываются функциями только од-
ной xν и α, в то время как уравнения (1), (4) и 

условие 
∂

=
∂
W

p
x

 говорят о том, что pν, ν = 1, ..., n, 

в общем случае должны быть функциями всех 
x1, ..., xn и остальных pi, i = 1, ..., n, i ≠ ν.

Это противоречие может быть устранено, 
если приравнять значениям α1, ..., αn некоторые 
определенные комбинации переменных x1, ..., xn, 
"замороженных" в данный момент времени, т. е.

 ν να = α … ν = …1( , , ), 1, , .nx x n  (16)

Из выражений (11), (13), (15) следует, что
p1, ..., pn и управление uopt можно определить на 
параметрическом семействе поверхностей, ко-
торое огибает оптимальная траектория, если 
в качестве параметров соответствующим обра-
зом взять "замороженные" фазовые координа-

ты при условии, что 
ν

⎛ ⎞∂α
≠ ν = …⎜ ⎟∂⎝ ⎠

det 0, , 1, , .i i n
x

Фиксируя в качестве параметров "заморо-
женные" в текущий момент времени значения 
фазовых координат, мы тем самым на семей-
стве поверхностей выделим семейство сингу-
лярных кривых. Назовем их мгновенными ре-
шениями β = (β1, ..., βn), поскольку они опре-
деляются функцией W, являющейся решением 
уравнения (13).

Вместе с тем, если W — полный интеграл 
уравнения (13), то по теореме Якоби имеем:

 
∂ ∂

β = =
∂α ∂

, .
W W

p
x

 (17)

Потребуем, чтобы α и β удовлетворяли пре-
образованию гамильтониана H(x, p) в гамиль-
тониан H(α), а также каноническим уравнени-
ям, которые ввиду (13) запишутся как

 
α ∂ β ∂

= − = = =
∂β ∂α

0, 0.
d H d H
dt dt

 (18)

Последние соотношения говорят о том, что 
для построения мгновенных решений мож-
но проводить условное разделение переменных 
в уравнении Гамильтона—Якоби (см. [8]). От-
метим, что мгновенные решения также должны 
удовлетворять условию минимизации функцио-
нала (2) относительно используемых параметров.

Нахождение оптимального терминального 
управления на семействе сингулярных кривых 

(мгновенных решений)

Представим уравнения (5) для p1, ..., pm 
в следующей форме:

 1 1
,

1, , .

m n
j j i

j j i
j i m
j

dp f BH
p u

dt x x x

f B f
p u p

x x x

m

ν ν ν
ν ν

ν ν ν

= = +ν ν ν
≠ν

⎛ ⎞∂ ∂∂
= − = − + −⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∂ ∂⎛ ⎞ ∂
− + −⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

ν = …

∑ ∑  (19)

Преобразуем это уравнение к виду

 ν
ν ν ν+ Φ = ν = …, 1, , ,

dp
p G m

dt
 (20)

где

 ν ν
ν ν

ν ν

⎛ ⎞∂ ∂
Φ = − +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

,
f B

u
x x

 ν
= = +ν ν ν
≠ν

∂ ∂⎛ ⎞ ∂
= − + −⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∑ ∑
1 1

.
m n

j j i
j j i

j i m
j

f B f
G p u p

x x x

Проинтегрировав уравнение (24), получим

 ν ν ν ν ν= − Φ Φ −

ν = …
∫ ∫ ∫exp( )( exp( ) ),

1, , .

p dt G dt dt C

m
 (21)

Постоянные Cν находятся из условий транс-
версальности (7).

Отметим, что знак функций pν, ν = 1, ..., m, 
как следует из (20), (21), определяется знаком 
функций Gν [8, 9].

Рассмотрим участок особого управления.
В работе [14] доказано, что ввиду линейно-

го вхождения управления в систему уравнений 
(1) особое оптимальное управление каждой
j-й компоненты может быть найдено из систе-
мы уравнений

 

⎛ ⎞∂
=⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠

= …

0,

0, 1, , 2

k

k
j

s

d H
udt

k p

 (22)
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(ps — порядок сингулярности) при выполне-
нии следующих необходимых условий опти-
мальности:

 

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂
− ⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

= …

2

2( 1) 0,

0, 1, 2,

s
s

s

p
p

p
j j

s

d H
u udt

p

l
 (23)

если 
⎧ ⎫∂⎪ ⎪ ≡ = …⎨ ⎬∂ ∂⎪ ⎪⎩ ⎭

2

det 0, , 1, , .
i j

H
i j m

u u
Первоначально рассмотрим случай, когда 

порядок сингулярности равен единице. Тогда, 
согласно (22), особое управление можно найти 
из системы уравнений

 = = = = …
2

20; 0; 0, 1, , .j j
j

dp d p
p j m

dt dt
 (24)

Из первых двух уравнений системы (24) сле-
дует, что на участке особого управления, вви-
ду (20), (21), Gj = 0. Разрешим это уравнение 
относительно переменной xj. Если корень су-
ществует, то

 ν ν= η ν = … ν ≠( , ; 1, , ; ).j jx x p n j  (25)

Третье уравнение системы (28) после преоб-
разований запишем как

 
∂ ∂ η

= + +
∂ ∂η

( ) .j j j j
j j j osob

j j

dG G G d
f B u

dt x dt

Из последнего соотношения можно найти 
особое управление:

 
η⎛ ⎞

= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

osob
1 j

j j
j

d
u f

B dt
 (26)

при выполнении необходимых условий опти-
мальности в следующей форме:

 
=η

∂
= …

∂
0, 1, , .

j j

j
j

j x

G
B j m

x
m  (27)

Отметим, что корень уравнения Gj = 0 не-
обязательно может быть единственным. Тогда 
каждый корень проверяется на выполнение 
необходимых (27) и достаточных (2) условий 
оптимальности.

В случае произвольного порядка сингуляр-
ности особое оптимальное управление, ввиду 
(1), находится из решения следующей системы 
дифференциальных уравнений:

 
= = =

… = = …

2

2

2

2

0; 0; 0;

0, 1, ,
s

s

j j
j

p
j

p

d p d p
p

dt dt

d p
j m

dt

 (28)

при выполнении необходимых условий (23). 
Как доказано в работе [14], особое управление 
"проявится" в последней производной.

Но можно находить особое управление из 
других соображений.

Отметим, что первые три уравнения систе-
мы (28) представляют собой уравнения перво-
го порядка сингулярности. Продифференци-
ровав условие сингулярности первого порядка 
(2pz – 1) раз, можно найти особое управление 
в виде [8, 9]

 
−

−

⎛ ⎞η η
⎜ ⎟= η …
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 1

osob 2 1, , , , .
z

z

p
j j

j j p

d d
u f x

dt d t
 (29)

Вблизи точки первого порядка сингулярно-
сти (см. (20, 21)) signpj = signGj.

Так как особое управление порядка сингу-
лярности pz находится при четной производной 
сопряженной переменной (см. (29)), то ее знак 
также будет соответствовать знаку функции Gj.

Для нахождения управления на границе 
допустимого множества управлений из соот-
ношений (1), (2), (5), (12) можно получить вы-
ражение

 

⎧ − >
⎪⎪= = η⎨
⎪

− <⎪⎩
= …

dop
min

opt osob

dop
max

, если 0,

, если ,

, если 0,

1, , .

j jj

j j j j

j jj

U G B

u u x

U G B

j m

 (30)

Увяжем управление с мгновенными реше-
ниями.

Использовав соотношения (12)—(14), соста-
вим уравнение Гамильтона—Якоби (12) в виде 
[8, 9]

 
= = +

∂ ∂
+ + =

∂ ∂
∑ ∑

1 1
( ) 0.

m n
j i

j j j i
j i mj i

W W
f B u f

x x
 (31)

Условно разделим переменные:

 

+

+

+

∂ ∂
= α − α = α

∂ ∂

= + …

∂
+ − α = α

∂

= … α =

1

1

1

; ,

1, , ;

( ) ,

1, , , 0.

n i
n n i i i

n i

j
j j j j j

j

n

W W
f f

x x

i m n

W
f B u

x

j m

 (32)
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Проинтегрируем уравнения, не забывая, что 
в каждом из них только одна соответствующая 
переменная, а затем сложим и найдем функ-
цию W:

 

+

=

−
+

= +

α + α
= +

+

α + α α
+ + +

∑ ∫

∑ ∫ ∫

1

1

1
1

0
1

.

m
j j

j
j j j j

n
i i n

i n
i m i n

W dx
f B u

dx dx W
f f

Найдем выражения для составления мгно-

венных решений 
⎛ ⎞∂
β =⎜ ⎟∂α⎝ ⎠

W
 (1), (18):

+

+

+

+ + +

+

+

=
+

= = … −
+ +

= = + … −

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

1

1

1

1 1 1

1

1

;

; 1, , 1;

; 1, , 1.

mm

m m m m

jj

j j j j j j

ii

i i

dxdx
f B u f

dxdx
j m

f B u f B u

dxdx
i m n

f f

 (33)

Из этих соотношений с учетом особенности 

системы уравнений (1) (так как =
+

j

j j j

dx
dt

f B u
) 

получим сингулярные модели для мгновенных 
решений. Минимальная модель определяется 
числом переменных, входящих в функционал, 
т. е. получим

 = α = + …( , ), 1, , .i
i i

dx
f x i m n

dt
 (34)

Часть "замороженных" α определяют пара-
метры η, от которых зависит управление. 
Оставшуюся их часть обозначим как α�{ },  т. е. 
α = α η�{ } { }/{ }.  В итоге получим следующую син-

гулярную модель, описывающую мгновенные 
решения:

 = η α = + …�( , , ), 1, , .i
i i i

d x
f x i m n

dt
 (35)

Проинтегрировав систему уравнений (35), 
подставим полученные значения xj на момент
t = T в функционал (2) и, минимизируя по-
следний, найдем параметры η как

 η
η = −

+ = …

zadarg min( [|| ( ) ||,

1; , , ]),

j i iF x T x

i m i k nl
 (36)

а согласно (26), (30) — и оптимальное управ-
ление.

Если правые части модели (35) не содержат 
xi, то аналитическое интегрирование модели 
гарантировано.

Таким образом, синтез оптимального зако-
на управления мы проводим на исходной мате-
матической модели системы (1), но вычисляем 
его (находим) на редуцированной сингуляр-
ной модели (35). Такая информационная двой-
ственность задачи нами названа принципом 
информационного дуализма [11, 15].

Отметим, что в случае, когда система урав-
нений (35) не интегрируется или нет желания 
ее интегрировать, можно воспользоваться из-
вестным подходом. Задачу нахождения опти-
мального управления можно рассматривать 
как задачу вариационного исчисления, как 
задачу минимизации терминального функци-
онала (2) по параметрам η при наличии огра-
ничений (39), т. е. как задачу Майера в Гамиль-
тоновом или Лагранжевом формализме, но не 
на исходном n-мерном пространстве, а на ре-
дуцированном размерностью n – k (k l m + 1), 
что значительно проще [16].

Выделим некоторые особенности данного 
подхода.

1. Фактически η, а следовательно и управле-
ние, мы находим на редуцированном простран-
стве переменных, а именно, вместо пространства 
переменных x1, ..., xn используем пространство
переменных xm+1, ..., xn, т. е. пространство опре-
деления функционала (2).

2. Параметры η в момент времени t в про-
странстве определения функционала (2) фор-
мируют оптимальное управление по принципу 
обратной связи.

3. Параметры η в момент времени t в простран-
стве определения функционала (2) формируют 
адаптивное оптимальное управление. Адаптация 
осуществляется по вычисляемым в каждый мо-
мент времени параметрам на мгновенных реше-
ниях и соответствующим производным.

Отметим, что редуцированная модель (35) не 
содержит ограничений на управление и не вклю-
чает в себя дифференциальные уравнения, опи-
сывающие изменения x1, ..., xm. Такую ситуацию 
можно трактовать и как ситуацию отсутствия 
информации по x1, ..., xm, а также отсутствия ин-
формации по ограничениям на управление.

В работе [17] Ю. Б. Гермейер назвал по-
строение редуцированной модели (35) в случае 
игровых задач "информационным доопреде-
лением игры". Таким образом можно считать 
принцип информационного дуализма расши-
рением принципа информационного доопре-
деления игры на класс задач терминального 
оптимального управления.
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Поскольку редуцированная модель проще 
исходной, ее целесообразно применять для 
вычисления оптимального управления исход-
ной системы (11), что упрощает алгоритмы и 
приборную реализацию системы управления.

Иллюстрирующий пример

Дана динамическая система

 

1

1
2

1

3
1 2

3
1 2

( );

( cos );

sin ;

cos ,

dx
A x

dt
dx B

u x
dt x

dx
x x

dt
dx

x x
dt

=

= −

=

=

где t — независимая переменная (время); x = 
= (x1, x2, x3, x4) — вектор фазовых координат; 
A(x) — заданная функция; B — константа; u — 
управление, u ∈ [–U, +U ], U — предельно до-
пустимое значение управления.

Требуется найти управление, минимизиру-
ющее функционал

 = − + −2 2
3 3 zad 4 4 zad[ ( ) ] [ ( ) ] ,J x T x x T x

где x3zad, x4zad — заданные значения соответ-
ствующих координат.

Введем вектор-функцию множителей Ла-
гранжа p = (p1, p2, p3, p4) и составим гамильто-
ниан задачи оптимизации:

 
= + − +

+ +

1 2 2
1

3 1 2 4 1 2

( cos )

sin cos .

B
H p A p u x

x

p x x p x x

Запишем дифференциальные уравнения для 
сопряженных переменных:

 

∂ ∂
= − = − + − −

∂ ∂

− −
∂ ∂

= − = − − −
∂ ∂

− +
∂

= − =
∂
∂

= − =
∂

1
1 2 22

1 1 1

3 2 4 2

2
1 2 2

2 2 1

3 1 2 4 1 2

3

3

4

4

( cos )

sin cos ;

sin

cos sin ;

0;

0.

dp H A B
p p u x

dt x x x

p x p x

dp H A B
p p x

dt x x x

p x x p x x

dp H
dt x

dp H
dt x

Уравнения трансверсальности при t = T 
примут вид

 

= =
−∂

= =
∂ − + −

−∂
= =
∂ − + −

1 2

3 3 zad
3 2 2

3 3 3 zad 4 4 zad

4 4 zad
4 2 2

4 3 3 zad 4 4 zad

0; 0;

( )
;

[ ( ) ] [ ( ) ]

( )
.

[ ( ) ] [ ( ) ]

p p

x T xJ
p

x x T x x T x

x T xJ
p

x x T x x T x

Из уравнений для сопряженных перемен-
ных следует, что p3 = const, p4 = const.

Введем параметр η такой, что η = 3

4

tg .
p
p

Для порядка сингулярности, равного еди-
нице, оптимальное управление находится из 
решения следующей системы уравнений:

 = = =
2

2 2
2 20; 0; 0.

dp d p
p

dt dt

Перепишем ее с учетом полученных резуль-
татов:

 = − η = − η =2 1 2 1 20; sin( ) 0; [ sin( )] 0.
d

p x x x x
dt

Из второго уравнения следует, что x2 = η, 

а из третьего, что 
η

=2 .
dx d
dt dt

Отметим, что η = const. Тогда, соответ-
ственно, выражение для нахождения особого 
оптимального управления примет вид

 = ηosob cos ,u

а полный закон управления мы запишем как

 2 2

2

sign sin( ), если ;

cos , если .

U x x
u

x

− − η ≠ η⎧
= ⎨ η = η⎩

Для вычисления управления запишем реду-
цированную модель:

 
= η

= η

3
1

4
1

sin ;

cos .

dx
x

dt
dx

x
dt

Так как на правом конце траектории x2 = η =
= const, то из редуцированной системы диф-
ференциальных уравнений при "заморожен-
ной" переменной x1 получим

 
= + η −
= + η −

3 3 1

4 4 1

( ) ( ) sin ( );

( ) ( ) cos ( ).

x T x t x T t

x T x t x T t
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Подставив их в функционал, получим

 
+ η − − +

=
+ + η − −

2
3 1 3 zad

2
4 1 4 zad

[ ( ) sin ( ) ]

[ ( ) cos ( ) ] .

x t x T t x
J

x t x T t x

Минимизируем функционал по η: 
∂

=
∂η

0.
J

Из последнего выражения определим η:

 
−

η =
−

3 zad 3

4 zad 4

( )
tg .

( )

x x t

x x t

Тогда управление, вычисленное на редуци-
рованной модели, примет вид

 2 2

2

sign sin( ), если ;

cos , если .

U x x
u

x

− − η ≠ η⎧
= ⎨ η = η⎩

Расчеты показали идентичность результа-
тов, полученных из решения краевой задачи 
методом последовательных приближений и 
с использованием методом огибающих на ре-
дуцированной модели, но при этом вычисли-
тельные затраты оказались на порядок меньше.

Приложение нового подхода к задачам 
терминального игрового управления

Игровые задачи представляют собой раз-
витие задач оптимального терминального 
управления. Поэтому к ним вполне может 
быть применен рассмотренный выше подход. 
Первоначально рассмотрим нелинейную диф-
ференциальную игру "преследование—уклоне-
ние" двух однотипных объектов [15].

Задана цена игры — евклидова мера рассто-
яния между центрами масс игроков на конеч-
ный момент времени T (заранее не определен):

 
∈ ∈

− +
=

+ −

2

2

[ ( ) ( )]
min max

[ ( ) ( )] ,p p e e

p e

u U u U
p e

x T x T
J

z T z T
 (37)

где xk, zk — координаты центра масс игроков 
в левосторонней системе отсчета; uk — управ-
ление игрока; Uk — множество допустимых 
значений управления; индекс k принимает 
значения k = p для преследователя и k = e для 
уклоняющегося,

Цена игры определена на решениях следу-
ющей системы дифференциальных уравнений 
игроков, описывающих движения в горизон-
тальной плоскости:

 

=

ϕ
=

= ϕ

= ϕ

( );

;

cos ;

sin ,

k
k

k
k

k

k
k k

k
k k

dV
A t

dt
d g

u
dt V

dx
V

dt
dz

V
dt

 (38)

где t — независимая переменная (время); Vk — 
скорость; ϕk — угол поворота траектории; g — 
ускорение свободного падения; A — некоторая 
заданная функция. Множество допустимых 
значений управления Uk ограничено отрезком 
[–Nk, +Nk].

При t = t0 (t0 — начальное значение времени) 
считаются известными Vk = Vk0, ϕk = ϕk0, xk = xk0, 
zk = zk0.

Для каждого игрока введем вектор-функцию 
множителей Лагранжа λk = (λVk, λϕk, λxk, λzk) и 
составим гамильтониан игровой задачи [2—5]:

 
ϕ

=

⎛ λ + λ= +⎜
⎝

⎞+λ ϕ + λ ϕ ⎟
⎠

∑
,

.cos sin

Vk k k k
k p e k

xk k k zk k k

g
A uH

V

V V

 (39)

Запишем дифференциальные уравнения 
для сопряженных переменных:

 

ϕ

φ

λ ∂
= − = λ −

∂

− λ ϕ − λ ϕ

λ ∂
= − =

∂ϕ

= λ ϕ − λ ϕ

λ ∂
= − =

∂

λ ∂
= − =

∂

2

cos sin ;

sin cos ;

0;

0.

Vk
k k

k k

xk k zk k

k

k

xk k k zk k k

xk

k

zk

k

d H g
u

dt V V

d H
dt

V V

d H
dt x

d H
dt z

 (40)

Уравнения трансверсальности при t = T 
примут вид: λVk = 0, λϕk = 0,

−
λ = −

− + −

−
λ = −

− + −

=⎧
= = ⎨ =⎩

2 2

2 2

( ) ( )
( 1) ;

[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]

( ) ( )
( 1) ;

[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]

1, если ,
, ,

2, если .

p ej
xk

p e p e

p ej
zk

p e p e

x T x T

x T x T z T z T

z T z T

x T x T z T z T

k p
k p e j

k e
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Введем параметр η такой, что 
λ λ

η = =
λ λ

tg .zp ze

xp xe

 

Тогда (с учетом третьего и четвертого уравне-
ний для сопряженных переменных) для k = p, e 
получим: λxk = cosη = const, λzk = sinη = const.

Согласно работам [1—11] определим опти-
мальное управление игроков как аргумент, 
минимизирующий гамильтониан (39) для пре-
следователя или максимизирующий для пре-
следуемого.

Тогда

 opt
soc

sign , если 0;

, если 0,
k k k

k
k k

N
u

u
ϕ ϕ

ϕ

− λ λ ≠⎧⎪= ⎨ λ =⎪⎩
 (41)

где uk soc — особое оптимальное управление 
игрока.

Как показано в работе [14], для порядка 
сингулярности, равного единице, особое оп-
тимальное управление находится из решения 
следующей системы уравнений:

 ϕ ϕ
ϕ

λ λ
λ = = =

2

20; 0; 0.k k
k

d d

dt dt

Перепишем ее с учетом полученных резуль-
татов:

 
0; sin( ) 0;

[ sin( )] 0 .

k k k

k k

V

d
V

dt

ϕλ = ϕ − η =

ϕ − η =
 (42)

Из второго уравнения (42) следует, что на 
участке особого управления ϕk = η, а из тре-

тьего уравнения (42) — что 
ϕ η

= .kd d
dt dt

 Или

 
η

=soc .k
k

g d
u

V dt

Отметим, что η = const. Соответственно, 
выражение для нахождения особого оптималь-
ного управления примет вид

 =soc 0.ku  (43)

В некоторых случаях полезно сохранить 
производную по параметру η, например для 
того, чтобы компенсировать неточность его 
вычислений или адаптировать к неточности 
модели. Тогда выражение для особого управ-
ления получим в форме

 
η

=soc .k
k

V d
u

g dt

Придадим выражению для оптимального 
управления (41) иную форму. Рассмотрим вто-
рое уравнение сопряженной системы:

 ϕλ = ϕ − ηsin( ).k
k k

d
V

dt

Проинтегрируем его:

 ϕλ = ϕ − η +∫ sin( ) .k k kV dt C

Постоянная интегрирования С (краевая за-
дача) выбирается из условия реализации соот-
ношения λϕk = 0 при sin(ϕk – η) = 0.

Отсюда

 ϕλ = − ϕ − ηsign sign sin( ).k k

Используя полученные соотношения, пре-
образуем выражение для оптимального управ-
ления. Получим:

 opt
soc

sign sin ( ),

если sin( ) 0;

,

если sin( ) 0.

k k

k
k

k

k

N

u
u

− ϕ − η⎧
⎪ ϕ − η ≠⎪= ⎨
⎪
⎪ ϕ − η =⎩

 (44)

Напомним, что согласно условиям трансвер-
сальности на правом конце траектории η = const.

Из уравнения Гамильтона—Якоби для дан-
ной задачи следует ряд редуцированных моде-
лей, из которых минимальная строится в про-
странстве переменных, входящих в функцио-
нал, т. е. получим [15]

 
= ϕ

= ϕ =

cos ;

sin ( , ).

k
k k

k
k k

dx
V

dt
d z

V k p e
dt

 (45)

В этой модели Vk и ϕk — условные констан-
ты. Интегрируя уравнения (45), найдем xk(T, ϕk) 
и zk(T, ϕk). Подставим эти значения в функци-
онал (37) и найдем η как аргумент, оптимизи-
рующий функционал (37):

ϕ ϕ
η = − + −2 2arg minmax [ ( ) ( )] [ ( ) ( )]p e p e

p e
x T x T z T z T

или

 
−

η =
−

( ) ( )
tg .

( ) ( )
e p

e p

z T z T

x T x T
 (46)
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Отметим, что редуцированная модель (45) 
не содержит ограничений на управление и не 
включает в себя дифференциальные уравне-
ния, описывающие изменения Vk и ϕk. Такую 
ситуацию можно трактовать и как ситуацию 
отсутствия информации по Vk, ϕk и Nk. В ра-
боте [17] Ю. Б. Гермейер назвал построение ре-
дуцированной модели (45) "информационным 
доопределением игры".

Отметим, что в рамках данного подхода ре-
дуцированная модель информационного до-
определения является одной из множества ре-
дуцированных моделей, сформированных из 
исходной модели игровой задачи.

Можно показать, что метод огибающих 
применим и для других классов дифференци-
альных игр: коалиционных, кооперативных,
иерархических. Использование редуцирован-
ных моделей облегчает реализацию игр, а в ряде 
случаев позволяет получить интерпретацию, 
отличную от традиционной.

Заключение

В статье рассмотрены нетрадиционные ме-
тоды синтеза оптимального терминального 
управления. Для преодоления проблем, свя-
занных с решением краевой задачи, предлага-
ется новый подход, основанный на использо-
вании метода огибающих.

Известно, что участвующий в формировании 
оптимального управления вектор множителей 
Лагранжа касателен к фазовой траектории. Сле-
довательно, он касателен и к каждой сингуляр-
ной кривой. Поэтому при некоторых условиях 
возможен синтез оптимального терминального 
управления на сингулярных кривых.

Выражения для сингулярных кривых (мгно-
венных решений) определяют редуцированную 
математическую модель. Если синтез структу-
ры оптимального управления осуществляется 
на полной (исходной) математической модели, 
то для вычисления управления в тот или иной 
момент времени достаточно использовать реду-
цированную (упрощенную) модель. Налицо то, 
что названо принципом информационного ду-
ализма, который можно трактовать как расши-
рение принципа информационного доопреде-
ления Ю. Б. Гермейера на задачи оптимально-
го терминального управления. Следовательно, 

при отсутствии информации о некоторых про-
екциях фазового вектора ее недостаток компен-
сируется переходом на редуцированную модель.

Полученные в статье результаты могут быть 
использованы при решении ряда прикладных 
задач, в частности, при разработке систем ав-
томатического управления подвижными объ-
ектами.

Список литературы

 1. Александров А. Г. Оптимальные и адаптивные систе-
мы. М.: Высшая школа, 1989. 263 с.

 2. Салмин В. В., Лазарев Ю. Н., Старинова О. Л. Мето-
ды оптимального управления и численные методы в задачах 
синтеза технических систем. Самара: Изд-во СГАУ, 2007.

 3. Измйлов А. Ф., Солодов М. В. Численные методы 
оптимизации. М.: ФИЗМАТЛИТ, 2005. 304 с.

 4. Батенко А. П. Системы терминального управления. 
М.: Радио и связь, 1984. 160 с.

 5. Красовский Н. Н. Теория управления движением. М.: 
Наука, 1968. 476 с.

 6. Болтянский В. Г. Математические методы оптималь-
ного управления. М.: Наука, 1969. 408 с.

 7. Сейдж Э. П., Уайт Ч. С. Оптимальное управление 
системами. М.: Радио и связь, 1982. 389 с.

 8. Иванов В. П. Оптимизация вырожденного управ-
ления динамическими системами методом огибающих // 
Труды СПИИРАН. 2006. Т. 2, Вып. 3. С. 358—365.

 9. Иванов В. П. Оптимизация управления динами-
ческими системами на границе допустимого множества 
управлений методом огибающих // Труды СПИИРАН. Вып. 
4. 2007. С. 270—276.

 10. Anodina-Andrievskaja E. M., Ivanov V. P. New Methods 
of Synthesis and Calculation of Optimal Terminal Control // 
2021 Wave Electronics and its Application in Information and 
Telecommunication Systems (WECONF). 2021. DOI: 10.1109/
WECONF51603.2021. 9470551.

 11. Иванов В. П. Информационный дуализм задачи 
оптимального терминального управления динамическим 
объектом // Информатизация и связь. 2021. № 2. С. 85—90.

 12. Васильев Ф. П. Методы оптимизации. М.: Факториал 
пресс, 2002. 824 с.

 13. Федоренко Р. П. Приближенное решение задач опти-
мального управления. М.: Наука, 1978. 448 с.

 14. Габбасов Р., Кириллова Ф. М. Особое оптимальное 
управление. М.: Наука, 1973. 253 с.

 15. Иванов В. П. Информационный дуализм в нелиней-
ной дифференциальной игре "преследование-уклонение" // 
Информатизация и связь. 2021. № 5. С. 111—116.

 16. Анодина-Андриевская Е. М., Иванов В. П. Вариа-
ционная задача синтеза оптимального управления // Вол-
новая электроника и инфокоммуникаци-онные системы. 
Материалы XXV международной научной конференции 
(WECONF-2022). Санкт-Петербург, 2022. C. 19—28.

 17. Гермейер Ю. Б. Игры с непротивоположными инте-
ресами. М.: Наука, 1976. 327 с.



13Мехатроника, автоматизация, управление, Том 24, № 1, 2023

New Approach to the Synthesis of Optimal Terminal Control of Nonlinear 
Dynamic Systems

V. P. Ivanov, Ph.D, Associate Professor, Senior Researcher, vpivanov.spb.su@gmail.com,
St. Petersburg Federal Research Center of Russian Academy of Sciences, St. Petersburg, Russian Federation 

Corresponding author: Ivanov V. P., Ph.D, Associate Professor, Senior Researcher,
St. Petersburg Federal Research Center of Russian Academy of Sciences, St. Petersburg, Russian Federation,

e-mail: vpivanov.spb.su@gmail.com

Accepted on September 27, 2022

Abstract

The problem of constructing common solutions to terminal control problems of nonlinear systems is considered here. 
Previously proven positions are used that the optimal trajectory is an envelope of a parametric family of surfaces (a 
parametric family of singular curves), and that optimal control can be found on this family. The fact that at each point 
of the optimal trajectory the vector-function of Lagrange factors is tangent to it, but also tangent to the singular curve, is 
played out here. A constructive method of constructing singular curves based on conditional separation of variables in the 
Hamilton-Jacobi equation is given. The " free" parameters of singular curves are based on the condition of minimizing the 
terminal functionality, which avoids an explicit solution to the boundary problem for a class of nonlinear dynamic systems, 
and simplifies computational algorithms. Singular curves are described by a reduced (abbreviated) mathematical model. 
Thus, to synthesize the law of optimal control, we must use the complete (original) mathematical model of the dynamic 
system, but to calculate it at one time or another, it is enough reduced model. This consideration defines the principle of 
informational dualism. An illustrative example is given. It has been shown that this approach can be used to solve some 
classes of differential games.

Keywords: nonlinear dynamic systems, optimal control, envelopes, parametric family, singular curves, reduced models, 
informational dualism
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Метод управления на основе технологий компьютерного зрения
и машинного обучения для адаптивных систем*

Введение

Разработка  адаптивных систем сопряжена 
с необходимостью обеспечения их корректного 
функционирования при различных условиях 
внешней среды. Это требует реализации гиб-
ких алгоритмов управления отдельными ком-
понентами, обладающими высокой стабильно-
стью и надежностью. Вопросам обеспечения 
адаптивности посвящены работы многих ис-
следователей, так как в условиях повсеместной 
автоматизации производства, промышленно-
сти и в повседневной жизни необходимо осу-
ществить замещение человека-оператора на 
сравнимую по качеству принятия управленче-
ских решений программную систему.

Адаптивность программной системы может 
быть достигнута посредством различных ме-
ханизмов: циклов обратной связи, рефлексии, 
сервис-ориентированной архитектуры, агентов, 

*Статья подготовлена при финансовой поддержке Ми-
нистерства науки и высшего образования РФ в рамках гран-
та Президента РФ МК-857.2022.1.6.

машинного обучения [1]. Анализ данной обла-
сти выявил множество подходов, относящихся 
как непосредственно к разработке адаптивных 
систем, так и к классификации неопределен-
ных внешних объектов и воздействий среды, 
которые способны привести адаптивную систе-
му к сбою. В работах [2, 3] рассматриваются со-
временные архитектурные подходы к решению 
проблемы неопределенности, их классифика-
ция, влияние на качество работы адаптивных 
систем. В работе [4] внимание сосредоточено 
на аспектах проектирования самоадаптивных 
систем, а также проведена систематизация под-
ходов к самоавтоматизации в условиях неопре-
деленности. Понятие самоадаптации автором 
разбито на семь "волн", и седьмая волна (адап-
тация на основе опыта) фокусируется на мето-
дах машинного обучения как на средстве улуч-
шения реализации адаптирующейся программ-
ной системы, так как растущие масштабы и 
сложность программного обеспечения требует 
более гибких и интеллектуальных алгоритмов.

Для отслеживания состояния объектов 
окружающей среды необходимо применение 

Рассматривается проблема организации процесса управления в адаптивных системах, в которых требуется обес-
печить сохранение оптимального состояния системы при изменении внешних условий. Анализ существующих под-
ходов к решению данной задачи показал большую перспективность синергетического эффекта от использования 
технологий машинного обучения и компьютерного зрения. Проведен системный анализ процесса управления с исполь-
зованием данных технологий, формализованы его основные объекты, поставлена задача исследования. Для ее решения 
предложен метод, новизна которого заключается в применении технологий машинного обучения и компьютерного 
зрения для распознавания и получения сжатого представления о состоянии наблюдаемой среды, объектов наблюдения 
и управления, а также в унификации процесса выбора управляющей команды на основе трех подходов (системы пра-
вил, классифицирующей нейронной сети, машинного обучения с подкреплением). Все этапы метода формализованы, 
возможность использования технологий машинного обучения (нейронных сетей) для их реализации теоретически 
обос нована. Практическая значимость разработанного метода заключается в возможности автоматизации дея-
тельности человека-оператора в сложных адаптивных системах за счет использования технологий машинного обу-
чения и компьютерного зрения. Метод апробирован на примере системы управления адаптивной беговой платформой. 
Проведены экспериментальные исследования для оценки работоспособности метода, его производительности и точ-
ности работы при определении состояния объектов наблюдения с использованием технологий компьютерного зрения. 
В результате работы была доказана высокая эффективность предложенного подхода. Использование технологий 
компьютерного зрения и машинного обучения позволило не только осуществлять управление адаптивной беговой 
платформой, но и корректно определять критические ситуации (падение и резкую остановку человека), что повы-
шает безопасность работы системы управления, расширяет ее функциональность в области мониторинга состояния 
окружающей среды и объектов наблюдения.

Ключевые слова: адаптивные системы, процесс управления, компьютерное зрение, машинное обучение, нейронные 
сети, распознавание объектов
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соответствующих технологий, которые долж-
ны позволить получить своевременную и до-
статочную информацию о воздействиях на 
адаптивную систему. Если система достаточно 
изолирована от внешней среды и структурно 
проста, то решение данной задачи возможно 
за счет включения в среду большого числа 
датчиков и сенсоров, отслеживающих состо-
яние, положение и характеристики ключевых 
объектов наблюдения [5]. Однако в целом та-
кие условия невозможны для широкого класса 
систем: объекты наблюдения могут постоян-
но меняться, появляться и выходить из зоны 
функционирования адаптивной системы, сама 
эта зона может быть непостоянной и под-
вижной (например, в системах автопилотиро-
вания, видеонаблюдения и так далее) [6]. Но 
даже в относительно изолированных системах, 
например, при разработке систем захвата дви-
жений, существуют определенные сложности 
при использовании датчиков и трекеров, при-
водящие к ограничению свободы движения 
и перемещения человека в пространстве [7]. 
Сложности возникают и при распознавании 
нескольких человек одновременно на большой 
площади, так как системы трекинга в основ-
ном ограничены довольно небольшой зоной.

Все вышесказанное приводит к необходи-
мости использования более универсальных 
подходов, применимых для решения широких 
классов задач при наличии в области наблюде-
ния произвольного числа объектов различных 
категорий. Перспективным инструментом для 
реализации подобных алгоритмов является ис-
пользование технологий компьютерного зрения 
и машинного обучения [8]. В настоящее время 
они уже успешно применяются при реализа-
ции модулей управления для различных адап-
тивных систем: автопилотов [9], систем умного 
дома с распознаванием лиц и жестов [10], си-
стем поддержки принятия врачебных решений 
[11], робототехнических комплексов [12], систем 
дополненной и виртуальной реальности [13].

Таким образом, дальнейшее совершенство-
вание алгоритмов управления в адаптивных 
системах является актуальной задачей, имею-
щей важное значение для развития экономики, 
промышленности и обеспечения безопасности 
в различных отраслях. Целью исследования 
является разработка метода управления, по-
зволяющего имитировать действия человека-
оператора в адаптивной системе, что позволит 
достигнуть высоких показателей эффективно-

сти ее работы. Под эффективностью будем по-
нимать некоторое значение оценочной функ-
ции среды наблюдения. Для достижения по-
ставленной цели проведен системный анализ 
процессов в предметной области, после чего 
формализованы основные этапы предлагаемо-
го подхода и, наконец, проведена его апроба-
ция и проверка в ходе экспериментальных ис-
следований.

Системный анализ предметной области

На первом этапе осуществим системный 
анализ и формализацию основных компонен-
тов предметной области. Пусть задана неко-
торая среда функционирования адаптивной 
системы, для которой необходимо реализовать 
систему управления. Среда может принимать 
различные состояния et ∈ E, где E — множество 
всех состояний среды. Под состоянием среды 
понимается некоторая конечная последователь-
ность значений параметров среды, однозначно 
определяющая ее ключевые характеристики.

Определение 1. Под состоянием среды будем 
понимать графическую информацию, полу-
ченную из кадра ft ∈ F в некоторый момент 
времени t из множества всех отслеживаемых 
моментов T (или из некоторой последователь-
ности кадров = ⊆1 2{ | },a t aF f t t t F Fm m ):

 → ∈{ }, .t te f t T  (1)

Кадру соответствует кортеж его характери-
стик:

 → , , ,t t x yf pix sz sz  (2)

где pixt — множество значений пикселей кадра; 
szx, syx — размер кадра по оси OX и OY, таким 
образом, кадр задается трехмерным массивом 
значений пикселей размером × × ,x ysz sz ch  где 
ch — число цветовых каналов.

Каждому состоянию среды также соответ-
ствует некоторое множество объектов, кото-
рые присутствуют на кадре (объекты наблю-
дения X ) либо которые воздействуют на среду 
(объекты управления O). Получим:

 → ⊆ ⊆, , , .t t t t te X O X X O O  (3)

Определение 2. Под объектом наблюдения
xi ∈ X понимается распознанная некоторым 
методом MR сущность vi среды et, обладающая 
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определенными свойствами и характеристика-
ми, поведением и функциональностью:

 → ∀ ∈: { : ( )( )}.t i i tMR f v i x X  (4)

Каждый объект наблюдения определяется 
кортежем:

 = , , ,i j n ix s k v  (5)

где sj — состояние объекта наблюдения xi, вклю-
чающее некоторую конечную последователь-
ность значений параметров, характеризующих 
объект: → ,1 ,2 ,, ,..., ;j j j j ms s s s  kn — категория 
(тип) объекта наблюдения xi; vi — визуальное 
представление объекта наблюдения xi в кадре ft.

В соответствии с работами [14—16] в насто-
ящее время предпочтительнее с точки зрения 
производительности и точности работы ис-
пользование в качестве исходных данных не 
всего изображения fy, а некоторого его сжатого 
представления zt, обладающего намного мень-
шей размерностью: × × .t x yz sz sz chn  Такое 
представление содержит основные признаки 
среды, но его использование накладывает огра-
ничения на возможность осуществления ото-
бражения (4). Поэтому для того, чтобы, с одной 
стороны, сохранить возможность извлечения 
объектов наблюдения, а с другой, значительно 
уменьшить размерность исходных данных, пе-
рейдем от представления (5) к следующей фор-
ме представления объектов наблюдения:

=

= ⎯⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯⎯→

, , ,

( ) ,

i j n i

Encoder Decoder
AE i i i i

x s k zv

NN v v zv v
 (6)

где NNAE(vi) — автоэнкодер, принимающий на 
вход и выход графическую информацию об 
объекте наблюдения и формирующий сжатое 
представление признаков zvi, обладающее на-
много меньшей размерностью .i izv vn

Определение 3. Под объектом управления 
(агентом) om ∈ O будем понимать сущность, ко-
торая осуществляет взаимодействие со средой, 
объектами наблюдения и может быть формали-
зована в форме объекта наблюдения, если он 
присутствует в рамках среды как распознанная 
сущность, либо в форме без графического пред-
ставления, если он не принадлежит кадру.

Формализуем представление объекта управ-
ления как выбор из двух возможных форм:

, , , если ( ( ) );

, , в противном случае.

j n m t m t
m

j n

s k v MR f o O
o

s k

⎡ ∃ ∧ ∃ ∈
⎢=
⎢
⎣

 (7)

Таким образом, можно сказать, что в рас-
сматриваемой среде задана пара (марковская 
цепь) , ,S P  где S — множество состояний 
объектов среды, а P — множество вероятно-
стей переходов:

 += ∈ + ∈1{ ( | ) : ( {0,1,...}), ( , 1 )}.t t tP p s s t s st S

Данные переходы существуют и для объектов 
наблюдения, и для объектов управления. Для 
осуществления оптимального управления объ-
ектом om ∈ O необходимо выбрать из множества 
управляющих воздействий (действий) A те, что 
позволяют достигнуть желаемого результата. 
Чтобы формализовать достижимость результата 
для объекта управления, необходимо задать 
функцию оценки состояния среды (награды) 

× → �: ,Q S A  ставящую в соответствие теку-
щим состояниям объектов некоторое численное 
значение, принимающее максимальные значе-
ния при их оптимальном состоянии и мини-
мальные — в противном случае. Расчетная фор-
мула функции зависит от конкретной предмет-
ной области и ключевых свойств объектов среды.

Обозначим MC — метод управления, от-
вечающий за формирование необходимых 
управляющих воздействий для компенсации 
возможных негативных факторов и сохране-
ния максимальных значений целевой функ-
ции наград Q. Метод управления в простей-
шей форме можно представить как множество 
различных траекторий изменения состояний 
среды под воздействием множества действий:

( )+ + + +→ 1 1 2 2: , , , , , ,... .t t t t t t tMC S S a S a S a  (8)

Иными словами, метод управления должен 
формировать такую траекторию изменения со-
стояния среды, при котором функция наград 
будет стремиться к максимуму. В рассматри-
ваемой предметной области, таким образом, 
реализуется марковский процесс принятия 
решений, который можно представить в виде 
четверки , , , .S A P Q  Получи м схему управле-
ния, показанную на рис. 1.

Рис. 1. Схема управления адаптивной системой
Fig. 1. Adaptive system control scheme
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На основе проведенного анализа осуще-
ствим постановку задачи исследования в фор-
мализованной форме.

Формализованная постановка задачи 
исследования

Необходимо для текущего состояния среды 
et ∈ E, включающей множество объектов на-
блюдения Xt и управления Ot, каждому из кото-
рых соответствует некоторая категория kn ∈ K и 
состояние sj ∈ S, на основе метода MC опре-
делить управляющее воздействие ak ∈ A, при 
котором целевая функция оценки среды до-
стигает экстремума Q → max.

Для решения поставленной задачи предлага-
ется метод управления MC, основанный на тех-
нологиях машинного обучения и компьютер-
ного зрения и позволяющий автоматизировать 
следующие процессы: поиск и распознавание 
категорий объектов (X → K); оценку состояний 
объектов (X → S, O → S) и определение множе-
ства векторов признаков (X → ZV ); выявление 
свойств среды et (нахождение вектора призна-
ков E → Z); выбор управляющего воздействия 
ak ∈ A; оценку состояния среды Q.

Формализация метода управления
на основе технологий компьютерного зрения

и машинного обучения

Рассмотрим формализованное представле-
ние основных этапов предлагаемого метода.

1. Получение информации в момент време-
ни t ∈ T о среде et путем извлечения кадра ft 
или некоторого множества кадров ({ft}).

2. Реализация процедуры распознавания MR 
объектов наблюдения. Процедура распознава-
ния MR основана на технологиях компьютер-
ного зрения и нейронных сетях, что позволяет 
сегментировать кадр на области, соответству-
ющие объектам заданных категорий. Данная 
процедура может быть реализована как за счет 
уже существующей предварительно обученной 
нейронной сети, так и путем обучения новой 
сети на собранном наборе данных. Для того, 
чтобы определить все составляющие процеду-
ры распознавания MR для каждого объекта на-
блюдения, выполним следующие шаги:

2.1. Определение визуального представле-
ния для каждого объекта наблюдения xi ∈ Xt 
(сегментирование кадра):

 → =: ;  { },r t i i ijNN f v v h  (9)

где {hij} — множество ключевых точек объекта 
наблюдения, распознанных нейронной сетью 
распознавания NNr, в том числе весь набор 
пикселей, принадлежащих объекту xi  .

2.2. Получение сжатого представления о сре-
де и объектах наблюдения:

 →( ) ;AE t tNN e z  (10)

 →( ) .AE i iNN v zv  (11)

2.3. Определение категории объектов с при-
менением нейронных сетей или иных техноло-
гий классификации NNk:

 →: .k i nNN zv k  (12)

2.4. Определение состояния объекта с помо-
щью алгоритма классификации или нейрон-
ной сети NNs:

 →: , .s i n jNN zv k s  (13)

2.5. Оценка общего состояния среды как 
совокупности состояний объекта, существую-
щих в ней в момент времени t ∈ T:

 = ∀ ∈{ : ( )( , )}.t j i j tS s i x s e  (14)

3. Выбор управляющей команды. Процедура 
выбора управляющей команды может осущест-
вляться по трем различным направлениям,
в результате чего определяется метод управле-
ния MC.

3.1. Управление на основе правил относи-
тельно объекта управления. Введем систему 
продукционных правил следующих видов:

— относительно состояний объектов:

 ЕСЛИ {<состояние объекта управления
 om = sa>}

 {И/ИЛИ <состояние объекта наблюдения
 xi = sb>}
 ТО <выполнить действие ak>; (15)

— относительно состояния всей среды:

 ЕСЛИ {<состояние среды et = St>
 ТО <выполнить действие ak>}. (16)

Данный подход требует привлечения экс-
пертов для формирования системы правил, 
однако в ряде технических систем такой под-
ход обеспечивает наибольшую прозрачность и 
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надежность работы системы управления. Не-
достатком подхода является некорректная ра-
бота системы в случае появления состояний, 
не попадающих ни под одно из правил.

3.2. Управление на основе классифицирую-
щей нейронной сети для выбора оптимальной 
команды:

 ∈ →: { : ( )} .c j j t kNN s s S a  (17)

Для реализации данного подхода требуется 
большая выборка размеченных данных для об-
учения нейронной сети, охватывающих все воз-
можные состояния объектов наблюдения с со-
ответствующими им действиями системы управ-
ления. Недостаточная точность нейронной сети 
может привести к выбору ошибочного действия, 
а ее переобучение — к некорректной работе на 
неизвестных сочетаниях состояний объектов.

3.3. Управление на основе максимиза-
ции функции оценки и машинного обучения 
с подкреплением основано на использовании 
Q-обучения. Данный подход основан на анализе 
вознаграждения R системы управления вплоть 
до окончания работы в момент времени w:

 
=

= ∑
0

.
w

t
t

R r  (18)

Система управления максимизирует возна-
граждение в каждый момент времени t, однако 
на практике будущие вознаграждения учиты-
ваются с поправочными уменьшающими ко-
эффициентами γ < 1. В теории Q-обучения для 
определения полного дисконтированного буду-
щего вознаграждения, начиная от текущего мо-
мента времени t и до конца работы системы w, 
используется следующая формула:

−
+ + += + γ + γ + + γ = + γ2
1 2 1... .w t

t t t t w t tR r r r r r R  (19)

Для выбора оптимальной команды необхо-
димо максимизировать значение Q-функции, 
которая определяется как максимальное дис-
контированное будущее вознаграждение при 
выполнении команды ak в состоянии St:

 += 1( , ) max( )t k tQ S a R . (20)

Для реализации метода управления на осно-
ве Q-обучения необходимо реализовать нейрон-
ную сеть, аппроксимирующую выражение (20):

 →: , .qNN S A R  (21)

Для обучения сети NNq необходимо собрать 
большой объем данных о среде и поведении 
объектов в ней либо в реальной системе, либо 
в ее имитации (абстрактной модели). В про-
цессе функционирования нейронная сеть NNq 
для всех возможных состояний St будет выби-
рать действие из множества A таким образом, 
чтобы в результате его выполнения достига-
лась наибольшая награда Rt+1.

4. Выполнение выбранной управляющей 
команды ak. Выбор команды ak в момент вре-
мени t ∈ T приводит к изменению среды:

 + + +→ → →1 1 1: , , .k t t t t t ta S S X X O O  (22)

5. Определение обратной связи FB — разни-
цы между текущим и следующим состоянием 
среды:

1

1

1

{ : ( )( , )},

{ : ( )( , )}, .

{ : ( )( , )}

t j j t j t

t t i i t i t

t m m t m t

S s j s S s S

FB X x i x X x X

O o m o O o O

+

+

+

Δ = ∀ ∉ ∈

= Δ = ∀ ∉ ∈

Δ = ∀ ∉ ∈

 (23)

6. Оценка состояния системы. Если исполь-
зуется Q-обучение, то для оценки можно ис-
пользовать формулу (19). Иначе можно адапти-
ровать данную формулу и привести ее к обще-
му виду функции оценки, которая зависит от 
нового состояния среды и полученной обрат-
ной связи и накапливается с течением времени:

 
=

= ∑
0

( , ) .
t

t t i
i

Q S FB q  (24)

Таким образом, необходимо максимизировать 
значения функции (24) путем выбора команд, 
обеспечивающих наибольшее значение qi. Значе-
ние qi может быть задано на основе оценки ха-
рактеристик объектов наблюдения, среды или 
использования иных расчетных формул.

Для успешного применения предложенного 
метода для решения задач анализа и обработ-
ки информации рассмотрим обоснование воз-
можности осуществления отображений (9)—
(13), (17), (21). Введем следующие обозначения:

Gi — i-е отображение из набора (9)—(13), 
(17), (21);

Xi — входные данные отображения Gi, име-
ющие форму NXi = {nxij}, где |NXi| — число из-
мерений формата входных данных, nxij — раз-
мер данных по j-му измерению;

Yi — выходные данные отображения Gi, 
имеющие форму NYi = {nyij}, где |NYi| — число 
измерений формата выходных данных, nyij — 
размер данных по j-му измерению;
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NNi — нейронная сеть, реализующая ото-
бражение Gi.

Проанализируем формат входных и выход-
ных данных для каждого отображения Gi:

1) X1 — множество пикселей (кадр), |NX1| = 3, 
Y1 — множество координат пикселей, |NY1| = 2;

2) X2 — множество пикселей (кадр или их 
последовательность), |NX2| ∈ {3,4}, Y2 — вектор, 
|NY2| = 1;

3) X3 — множество координат пикселей, 
|NX1| = 3, Y3 — вектор, |NY3| = 1;

4) X4 — вектор, |NX4| = 1, Y4 — категория 
(целое число), |NY4| = 1;

5) X5 — кортеж из вектора и категории (це-
лого числа), |NX5| = 2, Y5 — состояние (целое 
число), |NY5| = 1;

6) X6 — множество состояний, вектор, |NX6| = 1, 
Y6 — команда (целое число), |NY6| = 1;

7) X7 — кортеж из множества состояний и 
действий, |NX7| = 1, Y7 — вектор значений воз-
награждения для каждого действия, |NY7| = 1.

Для обоснования возможности выполнения 
всех отображений Gi c применением нейронных 
сетей NNi сформулируем следующую теорему.

Теорема 1. Каждому |NXi|-мерному вектору 
входных данных Xi, заданному в отображении 
Gi, можно поставить в соответствие |NYi|-
мерный вектор выходных данных Yi, полученный 
в ходе преобразования Xi нейронной сетью NNi, 
с отклонением от |NYi|-мерного вектора требу-
емых значений *

iY  не более, чем на ε при усло-
вии, что отображение Xi → Yi непрерывно.

Доказательство. На первом этапе убедимся, 
что отображение Xi → Yi удовлетворяет дан-
ным условиям. Изложенный выше анализ Xi и 
Yi показывает, что каждое отображение Gi яв-
ляется непрерывным: кадру или набору пиксе-
лей всегда можно поставить в соответствие не-
который вектор (для отображений G1, G2, G3), 
вектору — значение категории (для G4, G5, G6) 
или вознаграждения (для G7). Предположим, 
что это не так. Тогда получим, что для отобра-
жений G1, G2, G3 невозможно выполнить пре-
образование пикселей таким образом, чтобы 
получить некоторый вектор. Однако принцип 
работы сверточных нейронных сетей и алго-
ритмов сжатия изображений позволяет осуще-
ствить такую свертку или сжатие для любых 
изображений. Если для отображений G4, G5, 
G6 входному вектору xij нельзя поставить ни 
одну категорию yij ∈ Yi, то множество Yi может 
быть расширено дополнительной категорией 
yuj, соответствующей xij ("неизвестное" состо-

яние, "пустая" команда и так далее). Наконец, 
для любого сочетания состояний и команд 
отображения G7 может быть задана награда, в том 
числе нулевая, если такое сочетание не присут-
ствовало в исходной выборке. Если Xi → Yi задано 
табличными значениями, оно может быть за-
менено сплайном некоторой степени, что обе-
спечивает непрерывность каждого Gi.

На основе доказательства теорем Хехт—
Нильсена и Колмогорова—Арнольда [17] воз-
можно аппроксимировать многомерную функ-
цию Xi → Yi с помощью некоторой нейронной 
сети (минимум трехслойной) с конечным чис-
лом элементов для любой размерности векто-
ров |NXi| и |NYi|. Теорема Цыбенко гласит, что 
при условии непрерывности отображения Gi 
его можно аппроксимировать нейронной се-
тью с ошибкой, не превышающей ε. Таким об-
разом, мы можем успешно применять нейрон-
ные сети NNt для каждого отображения Gi.

Практическое применение метода
при реализации системы управления

беговой платформой

Рассмотрим пример апробации разработан-
ного метода при реализации системы управле-
ния беговой платформой. Общий вид экспери-
ментальной установки представлен на рис. 2. 
Используемая в эксперименте беговая плат-
форма обладает следующими характеристика-
ми: длина полотна = 1,5 м, ширина полотна = 
= 0,9 м, диапазон регулировки скорости полот-
на = [0,01; 3,5] м/с [18]. Для реализации системы 
управления использовали камеру с максималь-
ным разрешением кадра 1920 Ѕ 1080 пикселей 
и записью до 60 кадров в секунду. Необходимо 
организовать регулирование скорости адаптив-
ной беговой платформы с использованием тех-
нологий машинного обучения и компьютерно-
го зрения на основе разработанного метода.

На первом этапе соберем последователь-
ность кадров с камеры, используя библиотеку 
OpenCV. В результате получена информация 
о движении человека в течение 17 026 кадров, 
в процессе которых наблюдаемый объект сто-
ял, двигался, ходил и падал. Обозначим состо-
яния объектов наблюдения следующим обра-
зом: для человека x1 — остановка (s1,1), движе-
ние (s1,2), падение (s1,3); для беговой платформы 
x2 — размеры дорожки (s2,1), относительное по-
ложение человека на дорожке в диапазоне от 0 
до 1 (s2,2), скорость беговой дорожки (s2,3).
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Для распознавания объектов используем 
два инструмента. Так как беговая платформа и 
камера зафиксированы относительно друг дру-
га, то для распознавания платформы на кадре 
можно использовать класс TrackerKCF из набо-
ра OpenCV-Tracker, позволяющий отслеживать 
с некоторой точностью фрагмент изображения 
с высокой производительностью. Для распоз-
навания человека используем предварительно 
обученную нейронную сеть MediaPipe Pose, от-
слеживающую 33 ключевые точки, а также по-
зволяющую сегментировать человека на кадре. 
Результат второго этапа (сегментирование ос-
новных объектов наблюдения) представлен на 

рис. 2. Таким образом, для двух основных объ-
ектов посредством технологий компьютерного 
зрения и нейронных сетей получены их сжа-
тые представления — 33 точки для человека и 
4 точки для дорожки (записаны в состоянии 
s2,1), что значительно сокращает объем обраба-
тываемых данных.

У каждого из объектов наблюдения задана 
только одна категория, поэтому необходимо-
сти в проведении этапа 2.3 нет. Далее в соот-
ветствии с этапом 2.4 осуществим классифи-
кацию состояния человека на три состояния: 
остановка (s1,1), движение (s1,2), падение (s1,3). 
Множество записанных кадров разделено на 
три группы, соответствующие этим состояни-
ями: 7347 кадров для состояния s1,1, 7273 ка-
дров — для s1,2, 2406 — для s1,3. Для решения 
задачи классификации обучена нейронная сеть 
NNs из трех слоев, на вход передается вектор из 
пяти записей по 33 точки с двумя координата-
ми (последовательность поз человека), на вы-
ход — метка состояния. В качестве функции 
потерь используется перекрестная энтропия, 
оптимизатор — Adam. После обучения итого-
вая точность классификации состояния со-
ставила 88 %, на тестовых данных — до 71 %. 
Процесс обучения отражен на рис. 3.

Результат работы нейронной сети представ-
лен на рис. 4 (см. вторую сторону обложки). Ней-
ронная сеть успешно фиксирует в ходе анализа 
последовательности из пяти кадров состояние 
человека и может использоваться для получения 
соответствующего управляющего воздействия. 
Ее можно применять для фиксации состояния 
человека (его резкой остановки или падении), 
что дополнительно повышает безопасность ис-
пользования беговой платформы. Данный мо-

мент особенно актуален при 
применении технологий ком-
пьютерного зрения несмотря 
на то, что в процессе взаимо-
действия с беговой дорожкой 
человек находится в страховке.

Оценим скорость распо зна-
вания состояния человека. 
Камера захватывает кадры 
с частотой 60 кадров в секун-
ду, для распознавания позы 
используется последователь-
ность из пяти кадров. Таким 
образом, время распозна-
вания составляет минимум 
83 мс плюс время обработки 

Рис. 3. Процесс обучения нейронной сети классификации поз человека
Fig. 3. The process of training a neural network for the classification of human poses

Рис. 2. Распознанные объекты: беговая платформа и человек на ней
Fig. 2. Recognized objects: the running platform and the person on it
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кадра (30 мс на кадр). Поза может быть распоз-
нана через 233 мс или ранее (так как нейрон-
ная сеть может обработать позу раньше, чем 
зафиксирует пять кадров), что является адек-
ватной скоростью реакции системы.

Под состоянием объекта "дорожка" s2,2 
в данном эксперименте будем понимать поло-
жение человека относительно дорожки в диа-
пазоне от 0 до 1, где нулю соответствует ле-
вый край полотна, а 1 — правый. Определение 
этого состояния можно осуществить путем 
вычисления положения центральной точки 
силуэта человека относительно платформы. 
После завершения этапа 2 будет выполнена 
обработка информации для распознавания, 
классификации и позиционирования объектов 
в кадре. Если человека находится в состоянии 
s1,1 (остановка) или s1,3 (падение), то состояние 
дорожки игнорируется. Результат определения 
позиции человека на дорожке представлен на 
рис. 5 (см. вторую сторону обложки).

Далее в соответствии с этапом 3 необходимо 
выбрать управляющую команду на основе со-
стояния объектов. При этом ввиду небольшого 
числа объектов воспользуемся подходом, изло-
женным на этапе 3.1. Пусть задано три класса 
команд: "стоп", "ускорение", "замедление". Вве-
дем правила:
 � если объект пользователя находится в состо-

янии s1,2, и состояние платформы s2,2 > 0,5, 
то выполнить действие "ускорение";

 � если объект пользователя находится в состо-
янии s1,2, и состояние платформы s2,2 < 0,5, 
то выполнить действие "замедление";

 � если объект пользователя находится в состоя-
нии s1,1 или s1,3, то выполнить действие "стоп".
В качестве обратной связи системы управ-

ления используется текущая скорость плат-
формы s2,3, которая изменяется на следующей 
итерации в зависимости от управляющего воз-
действия. В качестве функции оценки среды 
используем текущее отклонение человека от-
носительно центральной точки (положение 0,5 
на платформе). Будем использовать следую-
щую формулу:
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−

= −
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0
( ) 0,5
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T

t
s t

Q
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где s2,3(t) — состояние дорожки, характеризую-
щее относительное положение человека, в мо-
мент времени t. График изменения положения 
человека в ходе испытания представлен на рис. 6.

При движении в течение 16 с получено значе-
ние функции наград, равное 0,92, таким образом, 
отклонение от эталонной траектории составило 
всего 8 %, что можно считать допустимым резуль-
татом, сравнимым со значениями, полученными 
при участии человека-оператора (0,85...0,95). Та-
ким образом, разработанный метод был успешно 
апробирован в программном обеспечении систе-
мы управления беговой платформы.

Заключение

В ходе анализа предметной области адап-
тивных систем выявлена необходимость в раз-
работке обобщенного подхода к организации 
процесса управления с применением техно-
логий компьютерного зрения. В результате 
системного анализа формализованы ключе-
вые составляющие процесса управления и 
поставлена задача исследования: необходимо 
определить набор управляющих воздействий 
для каждого состояния среды наблюдения на 
основе выбранной целевой функции оценки. 
Для решения поставленной задачи предложен 
метод, основанный на технологиях машинного 
обучения и компьютерного зрения, формали-
зованы его этапы, представлено теоретическое 
обоснование его реализации. Новизна метода 
заключается в применении технологий ма-
шинного обучения и компьютерного зрения 
для распознавания и получения сжатого пред-
ставления о состоянии наблюдаемой среды, 
объектов наблюдения и управления, унифика-
ции процесса выбора управляющей команды 
на основе трех подходов (система правил, клас-

Рис. 6. Пример определения позиции человека
Fig. 6. The example of determining the position of a person
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сифицирующая нейронная сеть, машинное об-
учение с подкреплением). Представленный ме-
тод позволяет автоматизировать деятельность 
человека-оператора в адаптивных системах.

Метод апробирован при реализации системы 
управления адаптивной беговой платформой, 
проведена оценка его точности, быстродействия 
и эффективности. Полученные практические 
результаты подтвердили работоспособность ме-
тода. Применение технологий компьютерного 
зрения в рамках метода позволило успешно рас-
познавать с высокой точностью (до 88 %) теку-
щую позу человека, что может быть использова-
но для оценки его состояния и предотвращения 
опасных для здоровья пользователя ситуаций.

Проведенные экспериментальные исследова-
ния позволили также выявить ограничения ис-
пользуемых технологий компьютерного зрения: 
необходимость разделения программного кода 
на отдельные потоки выполнения для обеспече-
ния высокого уровня производительности; высо-
кая вероятность искажения объекта наблюдения 
в кадре при его быстром перемещении, что затруд-
няет работу нейронных сетей; определенные тре-
бования к оборудованию (разрешение и частота 
кадров видеопотока). Решением данных проблем 
может быть использование высокочастотных ка-
мер (от 60 и более кадров в секунду) с большим 
разрешением кадра (от 1920 Ѕ 1080 пикселей), 
обеспечивающих более низкую вероятность по-
лучения смазанных и нечетких изображений. 
Таким образом, при использовании технологий 
компьютерного зрения необходимо учитывать 
сильные и слабые стороны данного инструмен-
та, качество видеопотока, так как эффективность 
работы алгоритмов в этой области напрямую за-
висит от исходных данных.
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Abstract

We consider the problem of organizing the control process in adaptive systems, in which it is required to ensure the 
preservation of the optimal state of the system when external conditions change. The analysis of existing approaches to its 
solution showed grea   t promise in the synergistic effect of using machine learning and computer vision technologies. A system 
analysis of the management process using these technologies has been carried out. Its prim ary objects have been formalized, 
and the research task has been set. To solve it, a method is proposed, the novelty of which lies in the usage of machine 
learning and computer vision technologies for recognizing and obtaining a compresse d idea of the state of the observed 
environment, objects of observation and control. And also, the choice of the control team was unified, based on three ap-
proaches: a system of rules, a neural network with classification, and machine learning with reinforcement.  All stages of the 
method are formalized, and the possibility of using machine learning technologies (neural networks) for their i mplementa-
tion is theoretically substantiated. The practical significance of the developed method lies in the possibility of automating 
the activities of a human operator in complex adaptive systems through the use of machine  learning and computer vision 
technologies. The method was tested on the example of an adaptive running platform control system. Experimental stu dies 
have been carried out to assess the efficiency of the method, its perfor mance and accuracy of work in determining the state 
of objects of observation using computer vision technologies. The result of the work is the proven high efficiency of the pro-
posed approach. The usage of computer vision and machine learning technologies made it pos sible not only to control the 
adaptive running platform but also to determine critical situations (falling or sudden stop of a person), which increases the 
safety of the control system, expands its functionality in monitoring the state of the environment and objec ts of observation.
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Abstract

A distributed electrical network (DEN) with a voltage of 0.4 kV operating in an unsymmetric mode is considered as an object of 
automated control. The problem of identification of places and control of unauthorized power take-offs (UPTO) in the DEN in the 
conditions of functioning of the automated system of control and accounting of electricity (ACMSE) is formulated. The primary source 
information for its solution is the data obtained from the head and subscriber electricity meters by synchronized remote measurements 
at discrete points in time. This problem belongs to the class of problems in which there is significant uncertainty about the current state 
of the object under study and the parameters of external disturbing influences, which are unauthorized consumers of electricity. Under 
these conditions, the primary measurement data on the characteristics of the network subscribers’ loads received from the counters of 
the automated system and recorded in its database are insufficient to solve the problem under consideration. In this regard, in order to 
reduce the level of uncertainty and obtain additional necessary information about the state of the object, the concept of a virtual DEN 
model is introduced into consideration, designed to describe its desired state, which is determined by the absence of these external random 
disturbances in the network. A new method for solving the formulated problem is proposed, based on the concept of a virtual DEN model. 
The conditions for identifying the current state of the DEN have been obtained. For this purpose, the desired input phase currents of the 
virtual network are determined by introducing equivalent complex resistances of certain parts of the three-phase network. The vectors of 
the effective values of currents and voltages on the loads of subscribers and inter-subscriber sections of the virtual network are identified. 
Criterion functions are introduced that determine the deviations of the corresponding components of the stress vectors on the loads of 
subscribers of the real DEN and its virtual model. Based on these functions, an identification criterion and an algorithm for monitoring 
unauthorized power take-offs in a three-phase distributed network are formulated. The obtained results are oriented for the creation of 
algorithmic and special software for the subsystem of automated control of UPTO as part of the ACMSE.

Keywords: distributed network, virtual network, unauthorized power take-off, identification and control method
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Автоматизированный контроль несанкционированных
отборов мощностей в распределенной электрической сети

В качестве объекта автоматизированного контроля рассматривается распределенная электрическая сеть (РЭС) 
напряжением 0,4 кВ, функционирующая в несимметричном режиме. Формулируется задача идентификации мест и 
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Introduction

Electricity generated by generating systems is 
supplied to its consumers through low-voltage distri-
buted electric networks (DEN). One of the main in-
dicators of the quality and efficiency of DEN is the 
loss of electricity in them, which is caused by a num-
ber of factors. The latter, along with the asymme-
try of currents and voltages [1—3] and the nonlinear 
properties of individual loads [4, 5] of subscribers of 
three-phase networks, also include uncontrolled cur-
rent leakage in them, including unauthorized power 
take-offs (UPTO) [6—8]. The volumes of UPTO in 
certain periods of time reach significant values.

As is known, in recent years, in order to auto-
mate information processes in DEN, new digital 
technologies have been widely introduced in the 
form of automated control and metering systems 
for electricity (ACMSE) [9, 10], which are elements 
of Smart Grid technology [11, 12]. An 
analysis of the functional structure 
of modern ACMSEs shows that they 
are mainly designed to implement 
the functions of commercial electric-
ity metering, and therefore belong to 
the class of information-measuring 
systems. As part of these automated 
systems, there are no algorithmic and 
software tools aimed at sol ving a set 
of tasks to minimize power losses in 
the distribution zone. It can be noted 
that the specified complex includes 
the tasks of optimizing the operating 

modes of the DEN due to their balancing [13—17], 
as well as the tasks of identifying and controlling the 
UPTO. To date, a number of methods and methods 
have been proposed [7, 18—21] aimed at identifying 
and identifying the places of UPTO in a distributed 
network. However, the practical application of these 
methods as part of existing ACMSEs presents certain 
difficulties due to the difficulties in their software 
implementation in real time. The article proposes a 
new method for automated control of unauthorized 
power takeoffs in DEN based on the development of 
the approaches described in [8, 22].

Problem statement

As an object, a four-wire DEN with a voltage of
0.4 kV is considered, the design scheme of which is 
shown in Fig. 1, where k, v — index variables denoting, 

контроля несанкционированных отборов мощностей (НОМ) в РЭС в условиях функционирования автоматизирован-
ной системы контроля и учета электроэнергии (АСКУЭ). Первичной исходной информацией для ее решения являются 
данные, полученные с головного и абонентских счетчиков электроэнергии путем синхронизированных дистанционных 
измерений в дискретные моменты времени. Данная проблема относится к классу задач, в которых имеется суще-
ственная неопределенность о текущем состоянии исследуемого объекта и параметрах внешних возмущающих воз-
действий, в качестве которых выступают несанкционированные потребители электроэнергии. В указанных условиях 
первичные измерительные данные о характеристиках нагрузок абонентов сети, полученные со счетчиков автомати-
зированной системы и записанные в ее базу данных, являются недостаточными для решения рассматриваемой зада-
чи. В связи с этим в целях снижения уровня неопределенности и получения дополнительной необходимой информации 
о состоянии объекта в рассмотрение вводится понятие виртуальной модели РЭС, предназначенной для описания ее 
желаемого состояния, которое определяется отсутствием в сети указанных внешних случайных возмущений. Пред-
ложен новый метод решения сформулированной задачи, основанный на концепции виртуальной модели РЭС. Получены 
условия для идентификации текущего состояния РЭС. Для этой цели определены входные желаемые фазные токи 
виртуальной сети путем введения эквивалентных комплексных сопротивлений определенных частей трехфазной 
сети. Идентифицированы векторы действующих значений токов и напряжений на нагрузках абонентов и межабо-
нентских участках виртуальной сети. Введены критериальные функции, определяющие отклонения соответствую-
щих компонентов векторов напряжений на нагрузках абонентов реальной РЭС и ее виртуальной модели. На основе 
указанных функций сформулирован критерий идентификации и алгоритм контроля несанкционированных отборов 
мощностей в трехфазной распределенной сети. Полученные результаты ориентированы для создания алгоритмиче-
ского и специального программного обеспечения подсистемы автоматизированного контроля НОМ в составе АСКУЭ.

Ключевые слова: распределенная сеть, виртуальная сеть, несанкционированный отбор мощности, метод иденти-
фикации и контроля

Fig.1. Calculation scheme of a three-phase network
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respectively, the numbers of phases А, В, С ν =( 1� ,3)  
and electrical circuits of the network ν =( 1� , )n ; �kE  — 
e.m.f. power supply; ν ν ν′ ′� � �,,k k kI U Z  — instantaneous 
current, voltage and complex resistance of the sub-
scriber’s load with coordinate (k, ν), respectively; 

ν ν′� �, � �k kzi  — current and complex resistance of the ν-th 
intersubscriber section of the k-th phase; ν ν′ �� , �J z  — 
instantaneous current and complex resistance of the 
ν-th section of the neutral wire; ′ ′� � �, ,k kkI U Z  — in-
stantaneous currents, voltages and complex resistance 
at the inputs of the corresponding phases.

We will assume that the following conditions are met:
1. There are uncontrolled power take-offs (UPTO) 

in the network, the locations of which are unknown.
2. At a discrete time t = t0, using electricity meters 

of ACMSE, synchronous measurements of the effec-
tive values of currents ν′ ′,k kI I  and voltages ν′ ′, kkU U , 
respectively, at the phase inputs and at network loads, 
as well as power factors ′ϕcos k  and ν′ϕcos k  between 
them. The information obtained is recorded in the 
database of the automated system and on their basis 
the current and voltage vectors ′ ′= …′ ′1 2[ ,� , � , ]k k k knI I II  
and ′ ′= …′ ′1 2[ ,� , � , ]k k knk U U UU , = 1,3.k

At the time of synchronous measurements (t = t0),
the DEN can be in one of two possible states:

1) in the regular (normal, desired) state (Co);
2) in a perturbed state (C ′).
In the state C ′ in the network at least one of its 

phases is connected to unauthorized consumers of 
electricity, and in the state Co the latter are absent.

The problem is identification:
1) the current state of the DEN;
2) places of unauthorized power take-offs based 

on data received from electricity meters of ACMSE.
The solution of the formulated problem includes 

the following main stages:
1. Building a virtual model of DEN.
2. Identification of the current state of the DEN.
3. Estimation of the input phase currents of the 

virtual network.
4. Identification of the vectors of currents and 

voltages of the virtual DEN.
5. Construction of an identification 

criterion and algorithm.

Building a virtual model of DEN

Studies show that the identification 
problem under consideration belongs to 
the class of problems in which there is 
a significant uncertainty about the cur-
rent state of the object under conside-
ration and the parameters of external 

disturbances in the form of UPTO. Such uncertainty 
is mainly due to the lack of practically no informa-
tion about unauthorized consumers of electricity and 
the necessary data on the state of inter-subscriber 
sections of DEN. Under these conditions, in order to 
solve the problem posed, it becomes necessary to gen-
erate additional information about the object in addi-
tion to the primary initial data obtained from the AC-
MSE electricity meters. For this purpose, we introduce 
the concept of a virtual DEN model into consideration. 
Its structure and parameters should adequately describe 
the desired state of a real distributed three-phase net-
work in the absence of external disturbances in the 
form of UPTO. On Fig. 2 shows the design scheme of 
the k-th phase of such a virtual network.

Here �kE  — the complex e.m.f source for k-th 
phase; ν

� ,kI  ν
� ,kU  ν

�
kZ  — complex current, voltage 

and load resistance of the virtual subscriber having 
coordinate k, ν; ikν — the complex current of the 
corresponding intersubscriber section.

The values of currents ν
� ,kI  ν

�� ki  and voltages 

ν
� ,kU  describing the state of the network under con-

sideration, differ from their corresponding values 
characterizing the state of the original — real DEN 
(Fig. 1.), i.e. ν ν′≠� �� ,k kI I  � ,k ki iν ν′≠  ν ν′≠� �� � .k kU U  In this 
case, the resistance values ν

�
kZ  and ν�z  of the loads 

of subscribers and inter-subscriber sections of the 
real and virtual networks have the same values. In 
the future, these network variables will be repre-
sented in the following complex form [23]:

 

( ) ( )

( )

� , � �

� , � � � � � � ; �
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ν ν ν ν, , ,k k k kI l U Z  — modules of the corresponding 
complex quantities; ϕkν — resistance argument ν

� ;kZ  

ν ν ν∝ ∝ ψ�� , ,k k k  — deviations of phase shifts from 
their basic values βk, determined by the formulas
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Fig.2. Calculation scheme of the th phase of the virtual network
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The current values of the currents ,o
kI  =� ,1,3k  

at the inputs of the phases of the virtual network 
will be called the desired phase currents. A compar-
ative analysis of the structures of the original DEN 
(Fig. 1) and the virtual network (Fig. 2) shows that 
the following relations hold for their input complex 
phase currents:

 ′ = + =� � � , 1 ,,3o x
k k kI I I k

where � xkI  — the complex current on the load of an 
unauthorized consumer connected to the phase 
with number k.

Identification of the current state of the network

According to the conditions of the problem un-
der consideration, the current values of phase cur-
rents ′ ′= 0( )k kI I t  at the input of the original real 
distributed network (Fig. 1) at the time t = t0 are 
measured by the main three-phase meter, which are 
contained in the ACMSE database. The analysis 
shows that to identify the current state of the DEN, 
it is advisable to use the following conditions:

 ′ − Δ =| , 1 3| , ,k
o
kI I I km  (2)

where ΔI — the maximum allowable error in mea-
suring currents in ACMSE.

It is obvious that if at least one of the relations 
(2) is not fulfilled, there are UPTOs in the network, 
and their fulfillment means that the DEN is opera-
ting in the normal mode. Thus, relations (2) can be 
used as a criterion condition for identifying the cur-
rent state of the DEN. Now let’s set the task of es-
timating the values of the input desired phase cur-
rents ,o

kI  =� ,1,3k  on the virtual network.
Estimation of the input desired phase currents of 

the virtual network. Consider a virtual network, the 
scheme of which is shown in Fig. 2. 
For this purpose, we introduce into 
consideration the concepts of equiva-
lent complex resistances κν

� ,equZ  deter-
mined for individual parts of a three-
phase network, an illustration of 
which for the end sections of the k-th 
phase is shown in Fig. 3, a, b, c.

The indicated equivalent resis-
tances, as can be seen from the fig-
ures, are the total resistances of the 
subsequent sections of the network, 
starting at nodes with coordinates 
(k, ν):

 νϕν
ν ν

ν
= = = ν =
�� , 1,3, 1, ,

equ
kjequ equk

k k
k

U
Z Z e k n

i
 (3)

where ν ,equ
kZ  νϕequ

k  — the modulus and phase ν
� .equ
kZ  

In this case, the following formulas are valid for the 
modules:

 ν
ν

ν
= = =, 1,3, 1, .equ k

k
k

U
Z k n n

l
 (4)

With known values of network load resistances 

ν
�
kZ  and intersubscriber sections ν�kz  and ν� ,z  to de-

termine the introduced equivalent resistances, you 
can use the formula for determining the total re-
sistance of the series-parallel connection of circuits 
starting from the end sections of the DEN [23]. 
Wherein
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In the general case, the equivalent resistances 

ν
� equ
kZ  of series circuits (sections), determined by ex-

pressions (3), starting from nodes with coordinates 
(k, ν), are calculated by the formulas:

 
ν ν+ ν+ ν+ν

ν
ν ν ν+ ν+ ν+

+ +
= =

+ + +

= ν = −

� �� � ��
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� , 1 1 , 1�

� � , 1 1 , 1
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,

1,3, 1, 1,

equ
k k kequ k
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k k k k

Z z z ZU
Z

i Z z z Z

k n

 (5)

where =� �� .equ
knknZ Z

To estimate the desired input phase currents o
kI  

of the virtual network, it is first necessary to deter-
mine the total phase resistances �kZ  (Fig. 2):

 ϕ= = =
��
�

�
, 1,3,kjk

k ko
k

U
Z Z e k

I
 (6)

Fig. 3. Illustration of equivalent resistances � equZ kn
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where Zk, ϕk — the modulus and phase of resistance 
� .kZ  Moreover, they are determined through equiv-

alent resistances � 1 :equ
kZ

 =� �
1 .equ

k kZ Z  (7)

Here we note that the load resistances of subscrib-
ers ν

�
kZ  are calculated from the data of subscriber 

electricity meters, and inter-subscriber resistances 

ν�kz  and ν� �z  can be preliminarily identified using, for 
example, the methods described in [24, 25]. Howev-
er, this approach leads to a number of difficulties in 
the practical implementation of the procedure for 
searching for places of unauthorized consumers. In 
particular, for this purpose, a sufficiently large 
amount of memory in the ACMSE database will be 
required, and it is also necessary to set a more de-
tailed structure of the distribution network. In this 
regard, it is more appropriate to evaluate the inter-
subscriber resistances directly in the process of iden-
tifying places of unauthorized power takeoff (UPTO).

Assessment of intersubscriber resistances. It can be 
noted that the determination of the complex resis-
tances ν�kz  and ν�z  presents certain computational 
difficulties. In this regard, it is advisable to approx-
imate the representation of these resistances. As is 
known, in the general case, the resistance of inter-
subscriber sections of the network ν ν� �,kz z  can be 
represented in a complex form:

 
ν

ν

ϕ
ν ν ν ν

ϕ
ν ν ν ν

= + = = ν =

= + = = ν =

�

�

, 1,3, 1, ,

, 1,3, 1, ,

jB M
k k k k

jB M

z z jz z e k n

z z jz z e k n

where ν ν ν νϕ ϕ, � ,, ,k kz z ν� ,B
kz  ν ,Bz  ν ,

M
kz  ν

Mz  — the 
modules, phases, real and imaginary parts of ν�kz  
and ν�z  respectively. Applied calculations for esti-
mating the values ν,

B
kz  ν

Bz  and ν ,
M
kz  ν

Mz  of inter-
subscriber sections of a number of trunk lines of 
three-phase networks show that the values of active 
resistances ν

B
kz  and ν

Bz  are approximately two or-
ders of magnitude greater than the values of reactive 
resistances ν

M
kz  and ν .Mz  Therefore, we can approx-

imately assume that

 ν ν ν

ν ν ν

≈ ≈ = =

≈ ≈ = =

�

�

1,3, 1, ,

1,3, 1, .

,

,

B
k k k

B

z z z k n n

z z z k n n
 (8)

To determine zkν and zν, you can use information 
about the lengths of wires of intersubscriber sections 
of the network and their passport data. Further, we 
denote by Lkν the length of the wire between the 
corresponding neighboring subscribers of the net-
work. Now suppose that the phase and neutral wires 
have different cross sections. Then, the active resis-

tances of these intersubscriber sections are deter-
mined by the formulas:

 
ν ν

ν ν ν

= ρ

= ρ = =
1

2

,

, ,3 1, ,,1
k k

k

z L

z L k n
 (9)

where ρ1, ρ2 — the specific resistances of the phase 
and neutral wires, respectively.

With this approach, in order to evaluate the 
inter-subscriber resistances determined by formu-
las (8) and (9), it is necessary to have data on the 
lengths of wires in the inter-subscriber sections of a 
three-phase network in the ACMSE database.

Estimation of the input phase currents
of the virtual network

For this purpose, consider a virtual model of the 
k-th phase, the scheme of which is shown in Fig. 2. As 
is known, the functional relationships between the 
e.m.f. �kE  of the mains power supply and voltage �kU  
at the phase inputs are determined by the relations:

 = + =� � � �в� , 1,3,o
k k kE U I z k  (10)

where �вz  — the internal resistance of the source, 
which can be represented in a complex form:

 ϕ=� в
в в ,jz z e

where the numerical values of the module zв and the 
argument ϕв are determined by the passport data of 
the transformer. Now, taking into account the fact 
that stresses =� � � ,o

k k kU I Z  relations (10) can be rep-
resented as:

 = + =� � � �в( ), 1,3.o
k k kE I Z z k

From here we get

 = + =
� � �� в

�
, 1,3,k

ko
k

E
Z z k

I
 (11)

where �kZ  is the total complex resistance of the k-th 
virtual phase, determined by formulas (6) and (7). 
Now, we will write the variables included in the last 
expressions in exponential form:
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 (12)

where , , �o
k k kZ I E  — the modules of the corre-

sponding complex variables; ϕk  — resistance argu-
ment � ;kZ  �∝ ψ� ,k k  — deviations of the phase shifts 
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of the corresponding currents and e.m.f from their 
base values βk.

Further, to estimate the input phase desired cur-
rents ,o

kI  relations (11), taking into account (12), we 
write in exponential form:

 
�β +ψ

β +∝
′= =�

( )

( ) , 1,3,
� �

k k

k k

j
k

kjo
k

E e
Z k

I e
 (13)

where

 ϕ θϕ′ ′= + =� в
в � .k kj jj

k k kZ Z e z e Z e

Here ′kZ  and θk are known real numbers. Note 
that the value of the e.m.f. E can be preliminarily 
determined from the data �kI  and �kZ  obtained from 
the readings of the head three-phase meter at time
t = t0. As a result, relation (13) will be written as:

 
λ

θ′= =, 1,3.
� �

k
k

j
jk

ko
k

E e
Z e k

I

From this it can be seen that the following rela-
tions must be satisfied:

 , , 1,3,
� �

k
k k ko

k

E
Z k

I
′= λ = θ =

where the phase shift differences �λ = ψ − ∝ .k kk
As a result, the desired input currents o

kI  of the 
virtual network are determined by the formulas

 = =
′
, 1,3�.o k

k
k

E
I k

Z
 (14)

Identification of the vectors of currents and 
voltages of the virtual DEN

Now let’s set the task of determining the vectors 
= …1 2,� , �[ , ]k k k knU U U U  and [ ]= …1 2,� , � , ,k k k knI I I I  

which determine the state of the virtual network. 
Note that the modules of equivalent resistances 

1
equ
kZ  were found earlier. Then, based on formulas 

(4), we calculate the voltages Uk1 (Fig. 2):

 = =1 1 1 , 1,3,equ
k k kZ kU l

where = =1 , 1,3.o
k kl I k

Then the effective currents Ik1 on the loads of 
virtual subscribers with resistance Zk1 can be found 
by the formulas:

 = =1
1

1

, 1,3,k
k

k

U
I k

Z

where Zk1 — the modulus of complex resistance � 1.kZ

Next, the effective values of the intersubscriber 
currents lk2 are calculated (Fig. 2). For this purpose, 
consider the balance relations for currents in nodes 
with coordinate (k, 1):

 = − =�
2 1 1� , 1,3.k k ki i I k

It is easy to show that the following expressions 
are true for the squares of the modules of currents ik2:
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the components of which can be determined by the 
formulas:

 = =� �* 2 * 2
1 1 1 1 1 1, ,k k k k k ki i l I I I
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where lk1, Ik1 — the effective values of the currents 
flowing through the corresponding resistances �1z  
and � 1,kZ  and the parameter λk1 is determined by 
the expression

 λ = α − α =�1 1 1, 1,3.k k k k

Since ν
� equ
kZ  is determined by formula (5), then 

for ν = 1 the following relation is true:

 =
��
�

1 1

1 1

,
equ

k k

k k

ZI
i Z

which, taking into account (1) and (3), has the form:

 ϕ − ϕλ = 11 1( )1 1

1 1

� .
equ

kk k

equ
jjk k

k k

ZI
e e

l Z

From here we obtain the values of the phase dif-
ferences:

 λ = ϕ − ϕ1 11 .equ
k kk

As a result, the following formula holds for 2
2kl :

 
λ − λ= + − + =

= + − λ =

1 12 2 2
2 1 1 1 1

2 2
2 1 1 1 1

( )

2 cos , � 1,3.

k kj j
k k k k k

k k k k k

l l I l I e e

l I l I k

From here we obtain the numerical values of lk2:

 = + − λ =2 2
2 1 1 1 1 12 cos , 1,3.k k k k k kl l I l I k
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Now, in a similar way, we determine the param-
eters Uk2 and Ik2 of virtual loads having coordinates 
(k, 2) according to the following formulas:
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Further, continuing the above computational 
procedure for ν = 3,4, ..., n, we determine the re-
maining voltages Ukν and currents Ikν on the loads 
of the virtual network. Note that the general itera-
tive formula for calculating the intersubscriber cur-
rents lkν has the form:

 ν ν− ν− ν− ν− ν−= + − λ

= ν =

2 2
, 1 , 1 , 1 , 1 , 1cos� ,

1,3, 1, ,

k k k k k kl l I l I

k n
 (15)

and the desired voltages and currents are deter-
mined by the following formulas:

 ν
ν ν νν

ν
= = = ν =� , 1,3, 1,, ,equ k

k k kk
k

U
U l Z I k n

Z
 (16)

where

 ν− ν−ν−λ = ϕ − ϕ

=
, 1 , 1, 1 ,

� .

equ
k kk

kn knl I

As a result of using the technique considered 
above, we obtain the desired values of all compo-
nents of the vectors = …1 2[ ,� , , � ]k k k knU U U U  and 

= …1 2[ ,� , , � ].k k k knI I I I

Construction of an identification criterion
and algorithm

For this purpose, on the basis of the found esti-
mates of the input phase currents o

kI  of the virtual 
network, it is necessary to first analyze the rela-
tions    (2). Let us assume that these 
conditions are not satisfied for all

=( 1,3),k k  i.e., there are single unau-
thorized power takeoffs in the network 
in all its phases. Note that the AC-
MSE database contains the vectors 

′ ′′ ′= …1 2[ ,� , � , ],k k k knU U UU  = 1,3,k  
which are preliminarily determined 
on the basis of data obtained from 
subscriber meters systems. In addition, 
the vectors = …1 2[ ,� , , � ],k k k knU U U U  
characterizing the state of the virtual 
network, were identified above 
(Fig.  2).

 ν ν ν′Δ = = ν =−| |, 1,3, 1, .k k kU U U k n  (17)

Now, let’s assume that unauthorized power with-
drawals in the network are carried out in the vicinity 
of the nodes of a real DEN, having coordinates (k, 
mk), which is conditionally shown in Fig. 4, where 
ν = mk and mk < n.

In this case, each phase of a three-phase network 
with respect to these nodes can be conditionally 
divided into two parts. Obviously, throughout the 
first (initial) part of the k-th phase of the DEN, the 
current x

kI  of an unauthorized consumer addition-
ally flows through its intersubscriber sections, and 
in the second section, i.e. after the point (k, mk), the 
indicated current is absent. A comparative analysis 
of the processes in the considered parts of the net-
work shows that in the initial sections of each phase 
of the network, the values of the voltage differences 
ΔUkν, where ν = 1, ,km  differ significantly from the 
values of the differences ΔUkξ, +ξ = 1,�km n  related to 
areas where there are no UPTOs. Moreover, the 
values ΔUkν for the initial sections of the network 
are much larger than ΔUkξ calculated for the second 
part of the network, i.e.

 ν ξ +Δ Δ ν = ξ = 1� 1,, , ., �k k k kU U m m n.  (18)

An illustration of this situation using a graph 
of the discrete (lattice) function ΔUkν is shown in 
Fig. 5.

Now we introduce discrete functions Fkν defined 
by the following differences:

 ν ν ν+= Δ − Δ ν = −, 1 , 1,� 1.k k kF U U n  (19)

The set of values Fkν for a given k is the vector 

−= …1 2 , 1,� ,[ .],�k k k k nF F F F  The analysis shows that, 

Fig. 4. Conditional fragment of the network where UPTO is carried out
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taking into account relations (18) and the condition 
mk < n, the graphic representation of the function 
Fkν is presented in the form shown in Fig. 6.

As can be seen from the figure, the UPTO co-
ordinate in the k-th phase of the network is deter-
mined based on the solution of the following extre-
mal problem:

 ν
ν∈

== ,max � , 1,3,
kk k m

V
F F k  (20)

where mk — the number of the node of the k-th 
phase, in the vicinity of which an unauthorized 
power take-off is observed; V — a discrete subset 
consisting of network subscriber numbers, i.e. V = 
= {1, 2, ..., n}. As a result, the extremal problem (20) 
is reduced to finding the maximum element of the 
vector −= …1 2 , 1[ ,� , , � ],k k k k nF F F F  = 1,3,k  which is 
solved by fairly simple means. It is easy to see that 
when mk = n in the graph of the function Fkν (Fig. 6) 
there will be no "impulse that has an excessively 
large amplitude. This means that if conditions (2) 
are not met, UPTO is carried out in the final sec-
tion of the k-th phase with the coordinate (k, n).

Thus, the introduction of the concept of a vir-
tual model of a distributed network and the proce-
dure proposed above for constructing discrete func-
tions Fkν make it possible to identify the places of 
unauthorized power takeoffs in the DEN. At the 
same time, the system of discrete functions (17) and 
(19) can be used to construct an identification cri-
terion for UPTO, which can be formulated as fol-

lows: the coordinates of unauthorized consumers in 
the DEN are determined based on the analysis of 
the structure of the functions Fkν, ν = 1, ,n  = 1,3,k  
in particular, by solving the extremal problem (20).

The results obtained above allow us to formulate 
the following UPTO control algorithm in a distrib-
uted three-phase network.

1. Cyclic interrogation of the main three-phase 
and subscriber electricity meters of ACMSE at a 
discrete time.

2. Recording the information received from the 
counters in the ASKUE database and forming the 
vectors ′ ′ ′ ′= …1 2[ ,� , � , ],k k k knU U U U  = 1,3.k

3. Formation of a virtual model of DEN (Fig. 2).
4. Determination of the input phase currents of 

the virtual network ,o
kI  = 1,3,k  according to for-

mulas (14).
5. Identification of the current state of the distri-

bution network by checking conditions (2).
6. If relations (2) are satisfied, go to step 1. Oth-

erwise, go to step 7.
7. Estimation of intersubscriber resistances zkν, 

zν, = 1,3,k  ν = 1, ,n  trunk line, in particular, ac-
cording to formulas (9), if they are not previously 
identified and are not contained in the ACMSE da-
tabase.

8. Calculation of equivalent resistances ν
� ,equ
kZ  

= 1,3,k  ν = 1, ,n  defined by expressions (5).
9. Identification of virtual network parameters, 

i.e. estimation of intersubscriber currents lkν, 
= 1,3,k  ν = 1, ,n  according to formulas (15), as well 

as current vectors = …1 2[ ,� , � , ]k k k knI I I I  and volta-
ges = …1 2[ ,� , � , ],k k k knU U U U  whose components are 
calculated by formulas (16).

10. Calculation of stress differences ΔUkν, = 1,3,k  
ν = 1, ,n  determined by formulas (17).

11. Formation of discrete functions Fkν, = 1,3,k  
ν = 1, ,n  according to formulas (19) and vectors 

−= …1 2 , 1,� ,[ ]., �k k k k nF F F F
12. Analysis of the structure of the criterial func-

tions Fkν ( = 1,3,k ν = 1, ,n ), in particular, the solu-
tion of the extremal problem (20).

13. On the basis of this analysis, the implemen-
tation of operational control of unauthorized power 
take-offs in the DEN.

14. End of the UPTO monitoring process in the 
network and go to step 1.

Conclusion

The practice of operating distributed electrical 
networks (DEN) with a voltage of 0.4 kV shows that 

Fig. 5. Graphical representation of the function DUkn

Fig. 6. Graphic representation of the function Fkn
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they can experience significant losses of electricity 
in certain periods of time due to unauthorized po-
wer take-offs (UPTO). As part of the ACMSE hard-
ware and software systems, which are implemented 
in low-voltage networks for the purpose of automa-
ting and informatizing the processes of monitoring 
and accounting for electricity, there are no technical 
and software tools designed to identify and control 
unauthorized power take-offs in the DEN. A new 
method and algorithm for solving this problem are 
proposed based on the concept of a virtual model of 
a three-phase network. The latter was introduced to 
describe the desired state of a real network, to the 
phases of which unauthorized consumers of elec-
tricity are connected. The computational procedure 
of the developed algorithm, in contrast to existing 
methods, is more adapted for use as part of ACMSE 
in real time. The results obtained can be used to 
create a subsystem for automated control of DEN 
as part of ACMSE.
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Предлагается метод решения задачи планирования движения группы наземных робототехнических платформ 
(РТП) с требованием поддержания заданного шаблона строя при наличии стационарных препятствий и источников 
возмущений. Выделяется задача построения траектории ведущей РТП группы, сопряженная с применением плани-
ровщика перемещений и последующим сглаживанием получившейся траектории. Для сглаживания применяется раз-
работанная ранее процедура. Траектории остальных элементов группы определяются путем построения смещенных 
пространственных кривых, вдоль которых должны двигаться эти элементы с учетом заданной конфигурации или 
требований сохранения некоторых средних кинематических параметров элементов вдоль своей траектории.

Для решения задачи уклонения группы от источников возмущений использован метод, рассмотренный в предыдущих 
работах авторов для одиночных подвижных объектов. Данный метод базируется на расчете вероятностей успешного 
прохождения элементами группы своих траекторий. Эти вероятности могут быть найдены после оценки параметров 
характеристических вероятностных функций источников, описывающих характер их воздействия на движущиеся объ-
екты в течение малых интервалов времени. Развита методика, позволяющая находить целевые траектории ведущей и 
ведомых РТП группы, вероятность успешного прохождения которых превышает заданное целевое значение. Указанная 
методика обобщается на случай, когда критерием оптимизации является вероятность успешного прохождения только 
части РТП группы в целевую область.

Рассматриваются и обсуждаются результаты моделирования, подтверждающие эффективность и работоспо-
собность предлагаемой методики планирования траекторий движения роботов, образующих группу, в среде с пре-
пятствиями и в поле источников-репеллеров.

Ключевые слова: планирование траекторий, групповое управление, гладкие траектории, локальные минимумы, 
робототехническая платформа, двумерная среда
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Планирование движения наземных роботов в среде с препятствиями: 
алгоритмы построения траекторий в группе при заданном шаблоне*

Введение

Задача  движения строем является актуаль-
ной при решении различных задач, таких как 
слежение группой за целью [1], ретрансляция 
связи [2], движение колонной или шеренгой 
[3], обследование местности и поиск объектов 
[4], картографирование и георазведка [5]. Часто 
строй предварительно задается, например, при 
проведении сейсморазведки группой АНПА
[6, 7] или при создании многопозиционных ра-
диолокационных систем с использованием БЛА 
[8—10]. При групповом применении робототех-
нических платформ (РТП) обеспечиваются вы-
сокая живучесть системы, быстрое разверты-
вание в заданном направлении и перемещение 
в требуемую область. Однако совместное вы-
полнение задач подвижными роботами предъ-

*Исследование выполнено при финансовой поддержке 
РНФ в рамках научного проекта № 22-29-00337.

являет высокие требования к точности систем 
планирования и управления движением.

Распространенным методом формирования 
строя является метод виртуальных структур. 
Для формирования виртуальной структуры 
может использоваться ведущий робот [11, 12], 
либо данная задача может решаться в рамках 
децентрализованных структур [13—15]. В рам-
ках группы с лидером виртуальная структу-
ра строится относительно его положения. При 
этом члены группы должны знать координа-
ты лидера, чтобы определять свои положения 
в строю. В рамках децентрализованной струк-
туры робототехнические платформы (РТП) 
должны знать положения своих соседей, чтобы 
определить свои координаты в строю.

В группах РТП с лидером задача ведомой 
РТП заключается в слежении за точкой, по-
ложение которой индуцируется лидером. Дан-
ная задача рассмотрена в ряде работ, например 
в работах [3, 4, 16—19].

РОБОТЫ, МЕХАТРОНИКА
И РОБОТОТЕХНИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ
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В статье [3] слежение за лидером осущест-
вляется на основе уравнений кинематики ма-
териальной точки на плоскости [15]. Авторы 
предлагают и исследуют новые алгоритмы сле-
жения в системе координат ведущего робота. 
Также предлагаются алгоритмы оценивания 
скоростей робота-лидера, которые использу-
ют расширенный наблюдатель состояния [20]. 
Алгоритм слежения базируется на методе ли-
неаризации с обратной связью [21]. В данной 
работе учтены ограничения, связанные с опре-
делением взаимного положения и ориентации 
роботов группы. Основным недостатком ра-
боты [3] является использование упрощенных 
уравнений динамики, что снижает точность 
слежения, особенно в режимах быстрого ма-
неврирования.

В работе [4] решается задача формирования 
заданного строя в терминальной постановке 
[22] и дальнейшего слежения за лидером, ко-
торый должен все время находиться в геоме-
трическом центре группы. Задача решена при 
условии, что координаты робота-лидера из-
вестны не всем ведомым роботам. Основное 
ограничение результатов данной статьи — за-
дача решена без учета динамики движения.

В работе [16] также рассмотрена проблема 
движения строем за лидером, которая решает-
ся с использованием уравнений кинематики и 
динамики материальной точки. При этом ос-
новное направление исследования — разработ-
ка алгоритмов группового управления, функ-
ционирующих в условиях ошибок в системе 
связи, которые приводят к ошибкам в опреде-
лении координат робота-лидера. Для решения 
задачи предложен адаптивный динамический 
регулятор, использующий аппроксимирую-
щую сеть радиальных базисных функций.

Различным аспектам влияния особенно-
стей системы связи и внутригрупповой нави-
гации посвящены работы [17—19], в которых 
изучаются алгоритмы группового слежения за 
лидером при передаче только линейных коор-
динат, ограничениях на расстояние работы си-
стемы связи, при необходимости обеспечивать 
гладкость траекторий движения.

В данной статье задача планирования стро-
евых движений группы РТП в среде с препят-
ствиями также решается в рамках структуры 
с лидером. Это обусловлено тем фактом, что 
в таких системах требования к системе группо-
вой связи ниже, что, например, для подводной 
среды является определяющим фактором.

Постановка задачи

Рассматривается группа РТП на плоскости, 
которая двигается в среде с препятствиями и 
конфликтными областями (рис. 1, см. третью 
сторону обложки). Препятствия представлены 
на рис. 1 серыми многоугольниками. Конфликт-
ные области представляют собой секторы, огра-
ниченные окружностями и заданным углом.

Требуется разработать алгоритм планирова-
ния, обеспечивающий:

а) построение начальной траектории услов-
ного ведущего элемента группы при движении 
в указанной среде с препятствиями;

б) построение траекторий движения всех 
остальных РТП, сопряженных с траекторией 
условного ведущего элемента группы;

в) осуществление маневров уклонения от пре-
пятствий и источников конфликтных областей.

Построение начальной траектории условно-
го ведущего элемента группы описано в пер-
вой части работы [23], в которой использован 
модернизированный алгоритм потенциальных 
полей [24—26], позволяющий избегать локаль-
ных минимумов за счет их детектирования.

Для ведомых РТП требуется исходя из задан-
ного шаблона строя определить соответствую-
щие траектории движения всех остальных эле-
ментов группы. Для поддержания заданного 
строя предлагается метод контрольных конфи-
гураций, предполагающий жесткое следование 
шаблону только на линейных участках траек-
торий движения элементов, что обеспечивает 
корректный учет кинематических и динамиче-
ских их ограничений.

На этапе осуществления маневров предла-
гается использовать метод, развитый в работах 
[27, 28], который позволяет двигаться в среде 
с препятствиями и с конфликтными областя-
ми, образуемыми источниками возмущений.

Построение кусочно-линейных 
пространственных траекторий отдельных 
элементов группы по методу смещения

Для РТП планирование индивидуальной тра-
ектории, в силу кинематических ограничений, 
необходимо осуществлять без жесткой привязки 
к шаблону строя на криволинейных участках, 
чтобы обеспечить гладкость этих траекторий.

Поэтому целесообразно ограничить изломы 
траекторий движения отдельных элементов. 
Для линейных участков траектории ведомых 
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РТП могут быть построены параллельным 
переносом соответствующих прямых участков 
траектории ведущей РТП с сохранением рас-
стояния d1 (рис. 2, см. третью сторону облож-
ки). Точки пересечения построенных прямых 
определяют базовые точки кусочно-линейной 
кривой ведомой РТП. К полученной кривой 
далее применяется квадратично-линейное 
сглаживание [23]. Затем для получающейся 
траектории на основании требований к сохра-
нению заданного шаблона строя определяется 
функция изменения траекторной скорости.

Шаблон строя назовем простым, если по-
ложения всех элементов группы соответству-
ют узлам прямоугольной ортогональной сетки. 
Тогда становится возможным использовать ме-
тод смещения при формировании соответству-
ющих индивидуальных траекторий с последу-
ющим сглаживанием согласно работе [23].

При построении прямолинейных отрезков 
смещенной траектории нужно нивелировать 
сильные отклонения точек пересечения инду-
цированных прямых от соответствующей ба-
зовой точки траектории ведущей РТП. Рассмо-
трим процесс выполнения смещения кусочно-
линейной кривой i-й РТП, заданной точками 

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3 4, , , , ...,i i i iA A A A  к соответствующей кри-

вой (i + 1)-й РТП, находящейся в соседнем ряду. 
На рис. 2 приведен случай, когда при достаточно 
малом угле при вершине ( )

2
iA  происходит пре-

вышение расстоянием += ( ) ( 1)
,2,0 2 2

i i
vd A A  пре-

дельно допустимого отклонения ,max.vd  В этом
случае можно просто приблизить индуцирован-
ную точку +( 1)

2
iA  к ( )

2
iA  по биссектрисе указан-

ного угла при вершине в новое положение до 
получения равенства += ( ) ( 1)

,2 2 2 .i i
vd A A  Тогда ин-

дуцированная кусочно-линейная кривая при-
обретет две дополнительные точки + +( 1) ( 1)

2,1 2,2, .i iA A
Другой подход — это ограничение снизу ра-

диуса скругления. Например, для точки ( )
3 ,iA  

меньший угол при вершине которой лежит сле-
ва по ходу движения, для нивелирования ука-
занного отклонения нужно правильно выбрать 
радиусы скругления в точках ( )

3
iA  и +( 1)

3 .iA

Интерполяционный метод
контрольных конфигураций

Точное удержание заданного шаблона при 
движении группы вдоль всей траектории 
с учетом кинематических ограничений РТП 
трудно осуществимо на практике. Поэтому 
возникает необходимость разработки прибли-

женной методики, требующей поддержания 
заданного строя только в некоторые моменты 
времени. Рассмотрим подход, который требует 
поддержания заданного строя только в неко-
торые моменты времени. Например, на рис. 3 
(см. третью сторону обложки) показан случай, 
в котором не требуется сохранять строй при 
поворотах группы. На рис. 3 КК0, КК1, КК2, 
КК3 — контрольные конфигурации группы 
роботов.

Этот подход назовем интерполяционным 
методом контрольных конфигураций. В дан-
ном методе нужно построить такие параме-
трические представления траекторий элемен-
тов группы, которые обеспечивают совпадение 
пространственного положения группы с ша-
блоном строя в заданные моменты времени tg,h, 
h = 1, 2, ..., Ng (Ng — число контрольных кон-
фигураций), включая начальный и конечный 
моменты движения группы. При этом целевые 
конфигурации привязываются к линейным 
участкам движения группы.

Метод включает несколько этапов. На пер-
вом этапе происходит построение кусочно-ли-
нейных кривых для всех РТП. Для каждой i-й 
РТП, i = 1, 2, ..., N, строятся кусочно-линей-
ные кривые с линейными участками −

( ) ( )
1 ,i i

k kA A  
k = 2, 3, ..., K, по методу смещения, где ( )i

kA  
суть базовые точки каждой из траекторий.

На втором этапе строятся сглаженные, ли-
нейно-квадратичные пространственные тра-
ектории для всех РТП согласно работе [23].

На третьем этапе строятся временные па-
раметрические представления для траекторий 
всех РТП. Для этого вначале находятся крейсер-
ские скорости каждой РТП V  (i), i = 2, 3, ..., N, 
согласно выражениям (31), (32) из работы [23] 
так, чтобы все РТП приходили в свои конеч-
ные целевые точки за одинаковое время. Тог-
да согласно формулам (30)—(35) из работы [23] 
получим следующую формулу:

 

− −

+
= =

′= + ϕ − η

= …

∑ ∑
1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 2
/(1 ),

1,2, , .

K N
i i i i i i

j j jj k
j k

V C B R

i N

 (1)

На четвертом этапе для каждой РТП опреде-
ляются потенциальное множество точек "при-
вязки" ( )

, ,i
g hM  i = 1,2,...,N, h = 1,2,...,Ng, и соот-

ветствующее множество моментов времени tg,h. 
При фиксированном i ( )

,
i

g hM  есть точка, с кото-
рой должен совпасть центр i-й РТП в момент 
времени tg,h. Поэтому множество точек ( )

,
i

g hM  
определяет целевую конфигурацию строя в мо-
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мент времени tg,h. В наиболее простом слу-
чае каждому линейному участку +

( ) ( )
1

i i
k kC B  k = 

= 1, 2, ..., K – 1, соответствует только одна це-
левая конфигурация, к которой должна при-
тянуться группа. В этом случае Ng = K – 1. 
Поскольку h и k — одинаковые множества, ис-
пользуем далее только индекс k.

Для построения целевых конфигураций 
( )
,
i

g hM  вначале определяется временная пара-
метрическая траектория ведущей РТП. В ка-
честве точек (1)

,1gM  и −
(1)
, 1g KM  можно взять на-

чальную (1)
1A  и конечную (1)

KA  точки траек-
тории ведущей РТП, а для всех остальных 
точек (1)

,g kM  — середины линейных участков 
(1) (1)

1k kC B + . Целевые положения остальных РТП 
( ) ( ) ( )
, , ,( , )i i i

g k g k g kM x y  в базовой системе координат 
находятся по формуле

( ) ( ) т (1) (1) ( ) ( ) т
3 3, , , , ,( , ,1) [ ( , )] ( , ,1) .i i i i

g k g k g k k g k g kx y A M x y×= ϕ  (2)

Здесь (1) (1)
3 3,[ ( , )]g k kA M ×ϕ  — матрица однородно-

го преобразования от сопутствующей системы 
координат шаблона (СКСШ) к базовой систе-
ме координат, зависящая от соответствующего 
целевого положения (1)

,g kM  ведущей РТП и угла 
поворота СКСШ относительно базовой систе-
мы координат ϕ(1)

k  на k-м участке траектории 
ведущей РТП; ( ) ( )

, ,( , ,1)i i
g k g kx y  — вектор целевого 

положения i-й РТП в СКСШ.
Если для ведущей РТП каждая точка (1)

,g kM  
лежит строго внутри отрезка +

(1) (1)
1k kC B , то для дру-

гой i-й РТП может возникнуть ситуация, ког-
да ( )

,
i

g kM  лежит вне линейного отрезка +
( ) ( )

1
i i

k kC B  
траектории этой РТП на k-м участке. Действи-
тельно, положение граничных точек криволи-
нейного k-го участка траектории i-й РТП опре-
деляется траекторией ведущей РТП, попереч-
ной координатой ( )i

gy  целевого положения i-й 
РТП в шаблоне строя, а также максимально 
допустимым отклонением d3 сглаженной траек-
тории от исходной и минимально-допустимым 
радиусом скругления Rmin траектории. Поэто-
му при достаточно большом значении модуля 

( )| |i
gx  по отношению к длине +

( ) ( )
1

i i
l kC B  возможен 

выход ( )
,
i

g kM  за пределы отрезка +
( ) ( )

1.
i i

k kC B  Точка 
( )
,
i

g kM  будет всегда лежать на прямой, порожда-
емой отрезком +

( ) ( )
1.

i i
k kC B  В связи с этим прини-

мается следующая корректировка для ( )
, :i

g kM

( ) ( ) ( ) ( )
, , 1

( ) ( ) ( ) ( )
, ,

( ) ( ) ( )
1 , 1

, если ;

, если лежит левее ;

, если лежит правее ,

i i i i
g k g k k k

i i i i
g k k g k k

i i i
k g k k

M M C B

M C M C

C M B

+

+ +

⎧
⎪⎪= ⎨
⎪
⎪

∈

⎩

� �

�

�
 (3)

где � ( )
,
i

g kM  определяется по формуле (2). Со-
гласно определению (3) правая граничная 
точка ( )

,
i

g hM  каждого из участков −
( ) ( )
, 1 , ,i i

g h g hM M  
h = 1, 2, ..., K – 1, либо принадлежит отрез-
ку +

( ) ( )
1,

i i
k kC B  либо совпадает с одной из правых 

граничных точек криволинейных (h – 1)-го и 
h-го участков — ( )i

kC  или +
( )

1.
i

kC
Заметим, что упрощенные параметрические 

представления для траектории каждой ведо-
мой РТП не могут, в общем случае, обеспечить 
совпадение положений элементов группы с со-
ответствующими точками целевых конфигура-
ций � ( )

, ,i
g kM  поскольку выбор крейсерских ско-

ростей по формуле (1) гарантирует достижение 
только конечной целевой конфигурации. Од-
ним из способов решения этой проблемы яв-
ляется допущение различия крейсерских ско-
ростей на каждом линейном участке и введе-
ние интервалов выравнивания скорости между 
соседними линейными интервалами с точка-
ми стыковки, взятыми в соответствующих 
точках целевых конфигураций. В этих точках 
целесообразно обеспечить гладкость функции 
траекторной скорости. Последовательное ре-
шение этой задачи приведено в Приложении 1.

В итоге можно получить следующие пара-
метрические временные представления для 
каждого из трех участков:

1. Для интервала выравнивания скорости:

 −= +( ) ( ) ( ) ( )
, 1 ( ),i i i i

k g k k kr M p s t  (4)

где ( )� i
kp  — единичный направляющий вектор 

k-го интервала i-й РТП;
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g kk q k

i
g kq k

i i
g k g kq k q k

s t a t t
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2. Для интервала с постоянной скоростью 
движения:

 = + −( ) ( ) ( ) ( )
, ,( ) ( ).i i i i

k e k k e kr t M p t t  (5)

3. Для интервала движения по криволиней-
ному участку:
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( ) ( ) ( )
, ( ) ( )
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( ) ,
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i i
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r t O R
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Все параметры, входящие в формулы (4)—(6),
определяются согласно формулам (П.2) —(П.10) 
Приложения 1, а также по результатам рабо-
ты [23].

Метод контрольных конфигураций может 
быть использован и в случае, когда требует-
ся обеспечить нахождение группы в заданном 
строю в фиксированные моменты времени при 
отсутствии информации об индивидуальных 
траекториях отдельных РТП. В этом случае 
существует кусочно-линейная траектория для 
каждой РТП, из которой легко получить со-
ответствующую сглаженную линейно-квадра-
тичную траекторию.

Частным случаем описанного алгоритма яв-
ляется алгоритм сходимости к конечному по-
ложению шаблона, когда единственным требо-
ванием к конфигурации в процессе движения 
является требование сформировать строй в ко-
нечный момент движения. Изменение соотно-
шения между размером строя и минимальным 
линейным размером траектории ведущей РТП 
практически не влияет на реализацию этого 
случая, что важно для большого числа при-
кладных задач управления движением группы 
подвижных объектов

Корректировка индивидуальных траекторий 
при действии источников возмущений

При воздействии источников возмущений 
используем метод расчета вероятностей успеш-
ного прохождения РТП в поле этих источни-
ков. Он базируется на понятии характеристи-
ческой вероятностной функции (ХВФ) источ-
ника, дающей поле вероятностей успешного 
прохождения малых траекторий в окрестности 
данного источника в различных точках обла-
сти его действия [27, 28]. Будем далее рассма-
тривать частный случай источников с равно-
мерным азимутальным распределением ХВФ:

 

⎧ −ε −
⎪

α = ⎨ ∈
⎪
⎩

2

0

exp( �exp[ ( / ) ]),

( , , ) при ;

1, иначе,

p

S S

T d d

q d T M U  (7)

где US — круговая область действия источника 
S, характеризующаяся центром O, направляю-
щим вектором средней линии nS, радиусом d0, 
углом ΔαS, стягивающим этот сектор; dp — эф-
фективный радиус источника; ε — характер-
ная частота воздействия источника на РТП.

В случае оптимизации движения группы 
в составе N РТП по критерию максимума ве-
роятности успешного прохождения возникают 
две характерные оптимизационные задачи.

Первая задача заключается в прохождении 
участка с источниками группой РТП, каждая 
из которых имеет постоянную по модулю ско-
рость V. Решение этой задачи связано с опти-
мизацией следующего функционала [27, 28]:
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где {Tr} — совокупность траекторий всех РТП 
группы; qn(Trn) — вероятность успешного про-
хождения индивидуальной траектории n-й РТП 
группы. Для случая кусочно-линейных траек-
торий РТП величины I  (n,k) задаются формулой
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где =( )
,,

k
k n ln ld O A  — расстояние от центра k-го 

источника до точки An,l n-го РТП группы; 
Mn — число узлов кусочно-линейной траекто-
рии n-й РТП; +Δ =, , , 1n l n l n lr A A  — длина отрезка 

+, , 1;n l n lA A  ϕ( )
,
k

n l  — угол между векторами ,k n lO A  
и +, , 1.n l n lA A  Здесь ε(k), ( )k

pd  — характерная ча-
стота и эффективный радиус действия k-го ис-
точника с областью в виде кругового сектора, 
причем ( )k

pd  может не быть равен радиусу это-
го сектора ( )

0
kd ; erf — функция ошибок [29].

Вторая задача означает максимизацию ве-
роятности успешного прохождения участка 
с источниками только определенным числом 
элементов группы.

Рассмотрим разбиение множества всех РТП 
группы на подмножества из m элементов, где 
m = 1,2,..,M, M = N. Для каждого m множество 
возможных сочетаний занумеруем следующим 
образом: = …1,2, , .m

Mu C  В пределах каждо-
го подмножества Пm,u с номером u занумеру-
ем каждый его элемент следующим образом:
u = m′(m, u, 1), m′(m, u, 2), ..., m′(m, u, m), где 
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m′(m, u, c) — функция трех натуральных аргу-
ментов, осуществляющая обращение к каждо-
му элементу Пm,u. Расширим множество зна-
чений третьего аргумента функции m′(m, u, c) 
так, чтобы при m < cm M эта функция давала 
M – m номеров всех других РТП, не попавших 
в подмножество Пm,u. В этом случае величина

 ′ ′
= = +

= −∏ ∏, ( , , ) ( , , )
1 1

[1 ]
m M

m u m m u c m m u c
c c m

P q q  (11)

есть вероятность события "Все элементы под-
множества Пm,u прошли успешно свои дистан-
ции, а все остальные элементы группы — не 
успешно" [29]. Здесь ( ), ,m m u cq  есть вероятность 
успешного прохождения траектории Trm′(m, u, c).

Тогда вероятность успешного прохождения 
участка с источниками РТП в составе не меньше, 
чем Mpr элементов, рассчитывается по формуле
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При решении обеих задач для РТП, размер 
которой мал по сравнению со средним рассто-
янием до центров источников, может быть при-
менена следующая методика. Задается целевая 
вероятность Qgr,goal и расчитывается вероят-
ность Q[{Tr}, Mpr] (12) для исходных траекторий 
элементов группы. Если Q[{Tr}, Mpr]< Qgr,goal, то 
выбираем ведущий элемент группы, траектория 
которого проходит, например, ближе всего к ис-
точникам. Определяем оценку Q* вероятности 
Q (12) при одинаковости вероятностей успеш-
ного прохождения траекторий каждой РТП 
qn(Trn) ≈ q = const, n = 1,2,...,N. В этом случае Q* 
есть функция от q. Для определенности рассмо-
трим частный случай, когда требуется обеспе-
чить успешное прохождение не менее чем для 
Mpr = M – 1 = N – 1 элементов группы. Тогда 
получаем следующее приближенное равенство 
для определения минимального значения q по 
заданной вероятности Qgr,goal:

 
* 1 1

1
,

[{ }, 1] (1 )

[ (1 ) ] .

N N

N
gr goal

Q Tr N Q Nq q q

q q N N Q

− −

−

− ≈ = − + =

= − + =
 (13)

Пусть q* — решение уравнения (13). Приме-
ним разработанную в работах [27, 28] процеду-
ру нахождения траектории ведущей РТП с ве-

роятностью успешного прохождения, не мень-
шей чем q*. Если на u-м шаге этой процедуры 
достигнута вероятность q*, тогда строятся 
скорректированные траектории { }u

Tr  для всех 
остальных элементов группы, затем рассчиты-
вается уточненная вероятность −[{ } , 1]uQ Tr N  
успешного прохождения M – 1 элемента по 
формулам (9), (10), (12). Если условие Q > Qgr,goal 
удовлетворяется, то искомые траектории эле-
ментов группы построены, иначе итерацион-
ная процедура повторяется до тех пор, пока не 
будет удовлетворяться последнее неравенство, 
достигнуты предельные отклонения от исход-
ных программных траекторий или предельно 
допустимое время расчета. Таким образом, по-
лучена процедура, позволяющая достигнуть, 
по возможности, целевой вероятности успеш-
ного по критерию (12) прохождения группой 
РТП полей источников.

Результаты численного моделирования

Моделирование метода контрольных конфи-
гураций. На рис. 4 (см. третью сторону облож-
ки) и рис. 5 представлены результаты приме-
нения метода контрольных конфигураций при 
движении пяти РТП клином при следующих 
исходных данных:

— матрица базовых точек кусочно-линей-
ной кривой ведущей РТП

=

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

(1)[ ]

0,5 2,0 3,0 4,0 4,5 1,0 3,5 5,0
100 ;

1,0 0,5 1,5 3,5 2,5 2,0 1,0 0,5

kA

 (14)

Рис. 5. Скорости и координаты роботов группы
Fig. 5. Speeds and coordinates of the robots of the group
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— параметры строя [a, Δa, b, Δb] = [6, 5, 4, 3];
— диапазон скоростей Vmin = 0,1 м/с, Vmax = 

= 20,0 м/с;
— целевое время движения по траектории 

для каждой РТП Tgoal = 100 c;
— целевые параметры скругления dmin = 4 м,

dgoal = 5 м;
— коэффициент крейсерской и минималь-

ной скорости на повороте η = 0,1.
Контрольные конфигурации привязаны к се-

рединам линейных отрезков ведущей РТП, а по-
следняя целевая конфигурация соответствует 
достижению группой конечного положения. На 
рис. 4 (см. третью сторону обложки) приведены 
линейно-квадратичные сглаженные индивиду-
альные траектории отдельных РТП и их поло-
жения в несколько моментов времени. Красной 
линией показана траектория ведущей РТП. Зе-
леным цветом показаны траектории остальных 
РТП. Также зеленым цветом выделены положе-
ния РТП, соответствующие целевым моментам 
времени tg,k k = 1,2,3,4,5, а красным — положе-
ния РТП в другие моменты времени.

На рис. 5 представлены зависимости траек-
торных скоростей РТП и их координат от вре-
мени. Заметим, что разработанный алгоритм 
объединяет те соседние участки кусочно-ло-
маной, угол между которыми меньше некото-
рого значения δ, чтобы исключить построение 
участков скругления с большим радиусом кри-
визны. В данном случае δ = 3, а три участка 
кусочно-ломаной ведущей РТП подпадают под 
это условие, поэтому число базовых точек со-
кращено до шести.

Если параметры клинообразного строя a, 
Δa, b, Δb достаточно большие по сравнению 
с размерами линейных участков траекторий, 
то алгоритм исключает точное выравнивание 
по шаблону для части РТП группы для пре-
дотвращения разрывов в траекториях и/или 
отрицательных скоростей. Целевые положения 
таких РТП на соответствующих участках кор-
ректируются в соответствии с формулой (3).

На рис. 6 (см. третью сторону обложки) 
представлены аналогичные результаты моде-
лирования при условии, что коэффициент 100 
в выражении (14) заменен на 60. В данном слу-
чае целевая конфигурация соблюдается только 
в конечный момент движения группы tg,5.

Как видно из рис. 4 и рис. 6, когда размеры 
строя достаточно малы по сравнению с линей-
ными размерами участков кусочно-линейных 
пространственных кривых РТП, осуществля-

ется точное следование шаблону в целевые 
моменты времени. При увеличении размера 
шаблона для ряда линейных участков точ-
ное выравнивание по шаблону избирательно 
блокируется алгоритмом: для одной РТП мо-
жет быть проведено притягивание к шаблону, 
а для другой — скорректировано согласно опи-
санным выше критериям.

Таким образом, результаты моделирования 
показывают эффективность развитого здесь 
метода контрольных конфигураций.

Моделирование движения группы в среде 
с источниками возмущений. Результаты моде-
лирования представлены на рис. 7 (см. третью 
сторону обложки).

Моделирование проведено для N = 5, тип 
строя "шеренга", 11 источников помех. Предва-
рительно определены исходные траектории дви-
жения РТП группы по методу, рассмотренному 
выше (см. желтую траекторию на рис. 7). Целевая 
вероятность успешного прохождения для N – 1 
элемента группы есть Qgr,goal = 0,95. Исходные 
вероятности успешного прохождения ведущего 
элемента и M-1 элемента группы составляют:
q1 = 0,526 и Q1 = Q[{Tr, M – 1}] = 0,252. Примене-
ние рассмотренной итерационной процедуры на 
шаге u = 50 дает скорректированные траектории 
(показаны зеленым цветом), удовлетворяющие 
условию Q50 = 0,98 l Qgr,goal.

Заключение

В статье предложен метод контрольных 
конфигураций, реализующий интерполяцию 
промежуточных положений каждого элемента 
группы по конечному набору их целевых по-
ложений в избранные моменты времени, соот-
ветствующие строгому соблюдению заданного 
шаблона строя.

Для построения траектории ведущей РТП 
при ее движении в среде с препятствиями ис-
пользован метод, рассмотренный в работе [23].

При движении группы РТП в среде, со-
держащей источники возмущений, которые 
могут быть описаны характеристическими ве-
роятностными функциями типа (7), возможно 
эффективно корректировать исходные траек-
тории элементов группы, построенные пла-
нировщиком перемещений с учетом заданно-
го строя группы. Эта корректировка сводится 
к максимизации вероятности успешного про-
хождения всех элементов группы или их части 
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в поле источников с помощью оптимизацион-
ной процедуры [27, 28].

В настоящей статье разработан подход 
к построению целевых траекторий элементов 
группы РТП, движущихся заданным строем 
в условиях стационарных препятствий и ис-
точников, которые могут быть описаны ХВФ 
типа (7). Результаты моделирования показыва-
ют эффективность развитого подхода для ис-
следования движений групп РТП в условиях 
помеховых воздействий в двухмерном прибли-
жении.
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Приложение 1.
Обоснование метода контрольных 

конфигураций при простом шаблоне 
строя движущейся группы

Ветвление в определении точек целевых 
конфигураций для ведущих РТП порождает 
пять возможных типов участков −
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g k g kM B  и криволинейного участка ( ) ( )
, , ,i i

g k g kB C  
причем =( ) ( )

, , .i i
g k g kM C  Тип "l" соответствует един-

ственному линейному участку ( ) ( )
, , ,i i

g k g kC M  при-
чем − =( ) ( )

, 1 , .i i
g k g kM C  Тип участка "0" отражает вы-

рожденный случай, когда − = =( ) ( ) ( )
, 1 , , .i i i

g k g k g kM C M
Положим, что на каждом линейном участке 

есть интервал с постоянной скоростью дви-
жения, а каждый криволинейный участок по 
режиму движения полностью совпадает с рас-
смотренным ранее.

Для обеспечения непрерывности и гладко-
сти функции скорости при переходе от одного 
участка к другому введем на каждом из первых 
линейных отрезков участков типов lcl, lclc, lc и l
интервал выравнивания скорости −

( ) ( )
, 1 , ,i i

g k e kM M  
где точка −∈( ) ( ) ( )

, , 1
i i i

e k g k kM M B  для типов lcl, lclc, lc и 
∈( ) ( )

, ,
i i

e k g kM M  для типа l. В процессе прохождения 
этого участка скорость ( )( )i

kv t  i-й РТП должна 
непрерывно и гладко меняться так, чтобы было 
выполнено краевое условие

 

( ) ( )
, 1 , 11

( ) ( )
, 1 , 11

( );

( ) ( ).

( )i i
g k g kk k

i i
g k g kk k

v t v t

v t v t

− −−

− −−

=

=� �  (П.1)

Положение точки ( )
,
i

e kM  можно предвари-
тельно задать. Тогда для каждого из интервалов 
выравнивания скорости −

( ) ( )
, 1 ,
i i

g k e kM M  необходи-
мо определить момент te,k достижения точки 

( )
,
i

e kM  и сам закон изменения скорости ( )( ).i
kv t

Таким образом, линейный пространствен-
ный участок траектории обязательно содержит 
интервал с постоянной скоростью движения и 
может содержать интервал выравнивания ско-

рости. Чтобы скорость была положительной 
на интервалах выравнивания для аппрокси-
мации выбирается полином третьего порядка. 
Заметим, что в граничных моментах времени 
tg,k–1, te,k каждого из интервалов выравнивания 
производная скорости соседнего участка, либо 
интервала с постоянной скоростью движения 
того же участка всегда равны нулю. Для глад-
кой стыковки соседних участков в случае по-
линомиально й аппроксимации этим гранич-
ным точкам будут отвечать две стационарные 
точки полинома, в которых производная обра-
щается в ноль. Но для полинома 3-го порядка 
между указанными двумя граничными точка-
ми не может быть локальных экстремумов, так 
как нет других стационарных точек [30]. Этим 
обеспечится монотонность функции скорости 
на интервале выравнивания.

На рис. П1—П4 приведены типовые зависи-
мости скорости от времени на участках раз-
личных типов.

Из рис. П.1—П.4 видно, что для задания ско-
ростного режима на каждом из участков доста-
точно определить: а) коэффициенты аппрок-
симирующего полинома ( ) ( ) ( ) ( )

, , , ,, , ,{ }i i i i
g k g k g k g ka b c d  на 

интервале выравнивания скорости; б) скорость 
( )i
kV  на интервалах движения с постоянной 

скоростью; в) параметры ϕ Δ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
,{ , , , , }i i i i i

k k k l k ka b t t  
для косинусной аппроксимирующей функ-
ции на k-м криволинейном интервале для 
участков типов lcl и lc; г) для участков типа 
lclc требуется дополнительно определить па-
раметры второго криволинейного интервала 

+ + + + +ϕ Δ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 , 1 1{ , , , , }.i i i i i

k k k l k ka b t t
Для решения этой задачи вначале рассмо-

трим участок типа lcl (см. рис. П.1). Сформули-
руем достаточные требования к скоростному 
режиму на участке lcl.

1. При t = te,k скорость ( ) ( )
,( )i i

k e kv t  должна со-
впадать со скоростью на линейных интервалах 

( ) ( )
,
i i

e k kM B  и ( ) ( )
, ,
i i

g k g kB M  и обеспечивать гладкость 
функции v(i)(t).

Рис. П1. Зависимость скорости от времени для участка типа lcl
Fig. П1. The dependence of speed on time for the lcl type



42 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 24, № 1, 2023

2. Проходимый РТП путь на участке вырав-
нивания скорости должен быть равен

 − −= =( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, , 1 , , 1 ,i i i i i

ege k g k e k g k kl M M k M B

где ke < 1 — постоянный коэффициент.
3. Проходимый РТП путь на двух интерва-

лах с постоянной скоростью движения должен 
быть равен − + −( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, 1 , , .i i i i i
g k k k g k ge kM B С M l

4. Профиль скорости на каждом криволи-
нейном участке определяется по той же мето-
дике, что и на этапе 2.

Исходя из перечисленных четырех требова-
ний, краевого условия (П.1) и требования ис-
пользования полинома 3-го порядка приходим 
к системе нелинейных уравнений относитель-
но неизвестных ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, , , , ,{ , , , , , }:i i i i i i
q k q k q k q k e k ka b c d t V
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Значения ( )i
kV  и ( )

,
i

e kt  должны удовлетворять 
неравенствам

 −< < < <( ) ( )
min max , 1 ,,, .i i

g k g kk e kV V V t t t  (П.3)

Система (П.2) после исключения коэффици-
ентов ( ) ( ) ( ) ( )

, , , ,{ , , , }i i i i
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где −= + −
−

ρ
η

ψ
+

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, 1 , ,( )1
.

2 i i
i i i i i ik k

k g k k k g k ge ki
k

R
M B С M l

Система (П.4) сводится к уравнению 5-го 
порядка относительно ( )

, ,i
e kt  поэтому она ре-

шается численно. Для нахождения начально-

Рис. П3. Зависимость скорости от времени для участка типа lc
Fig. П3. The dependence of speed on time for the lc type

Рис. П2. Зависимость скорости от времени для участка типа lclc
Fig. П2. The dependence of speed on time for the lclc type

Рис. П4. Зависимость скорости от времени для участка типа l
Fig. П4. The dependence of speed on time for the l type
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го приближения рассмотрим линейный закон 
изменения скорости на участке выравнивания 

−
( ) ( )
, 1 , :i i

g k e kM M
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что далее позволяет выразить ( )
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Искомое начальное приближение ( )
,
i

k approxV  и 
( )
, ,
i

e k approxt  определяется путем совместного ре-
шения уравнения (П.6) при =( ) ( )

,
i i

k k approxV V  и 
последнего уравнения в (П. 4):
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После нахождения ( ) ( )
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e k kt V  из (П.3) коэф-
фициенты ( ) ( ) ( ) ( )

, , , ,{ , , , }i i i i
q k q k q k q ka b c d  находятся с по-

мощью первых четырех уравнений в (П.2) по 
формуле
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На основании проведенного анализа, по-
зволяющего определить все неопределенные 
параметры скоростного режима на участке 
типа lcl, могут быть получены соответствую-
щие режимы для остальных типов участков.

Для остальных типов участков систему 
уравнений относительно ( ) ( )

, ,i i
e k kt V  можно полу-

чить из (П.4), если в качестве ρ( )i
k  взять
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Непосредственной проверкой можно убе-
диться, что тип k-го участка определяется пре-
дыдущим типом и положением точки ( )

, .i
g kM  

Введем параметр
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Тогда справедлива табл. П1 соответствий 
между типом предыдущего участка, параметром 

( )
,flag( )i

g kM  и типом текущего участка. Первый 
участок не рассматривается, поскольку точка 

( )
,
i

g kM  совпадает с первой базовой точкой ( )
1 .iA

Вторая и третья колонки, соответствующие 
значениям = −( )

,flag( ) 2i
g kM  и =( )

,flag( ) 1,i
g kM  ис-

пользуются для всех участков, а в последней 
колонке без скобок отмечен тип текущего 
участка для k = 2, 3, ..., K – 1, а типы для
k = K – 1 отмечены в скобках.

Для определения временных параметри-
ческих представлений для всех РТП на всех 
участках осуществляется цикл перебора от 
2-го до (K – 1)-го участков. На каждом шаге 
определяются соответствующие параметры 
скоростного режима по соотношениям (П.4), 
(П.8), (П.9), (П.10). Если по какой-либо при-
чине для i-й РТП уравнения (П.3) не имеют 
решения, удовлетворяющего условиям (П.2), 
то тогда для этой РТП построение временного 
параметрического представления траектории 
проводится на основании этапа 3.

Если для i-й РТП на всех участках ее траек-
тории решение системы (П.4) найдено и удов-
летворяет условиям (П.3), то осуществляется 

Таблица П1
Table П1

Соответствие между типом предыдущего участка, 
параметром ( )

,flag( )i
g kM  и типом текущего участка

Correspondence between the type of the previous section,
the parameter ( )

,flag( )i
g kM  and the type of the current section

Тип пре-
дыдущего 
участка

Тип текущего участка

= −( )
,flag( ) 2i

g kM = −( )
,flag( ) 1i

g kM =( )
,flag( ) 2i

g kM

lcl lc lcl lclc (lcl)

lclc 0 l lc (l)

lc lc lcl lclc (lcl)

l lc lcl lclc (lcl)

0 lc lcl lclc (lcl)
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цикл расчета характерных времен линейных 
и криволинейных участков, не определенных 
ранее, по описанной выше итерационной про-
цедуре с учетом характерных временных пара-
метров каждого участка согласно табл. П2.

Здесь предполагается, что = =( ) ( )
,1,1 0,i i

rlt t  

= =( ) ( ) ( )
1 1 1 .i i iB C A

Для участков типов l и 0 дополнительных 

временных параметров определять не требуется.

Таблица П2
Table П2

Расчетные формулы характерных временных параметров каждого участка

Calculation formulas of the parameters of the intervals

Тип k-го участка Характерные временные параметры (кроме ( )
,
i

e kt )

lcl, lc
−= + −( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, , , 1 ,(| | )/ ,i i i i i i
l k e k g k k ge k kt t M B l V  = + Δ( ) ( ) ( )

, , 2 ,i i i
r k l k kt t t  ′Δ = ψ − η( ) ( ) ( ) ( ) ( )/(1 )i i i i i

k k k k kt R V
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r k l k kt t t  ′Δ = ψ − η( ) ( ) ( ) ( ) ( )/(1 ) ,i i i i i
k k k k kt R V  

+ += +( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, 1 , 1| |/ ,i i i i i
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r k l k kt t t  + + + +′Δ = ψ − η( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1/(1 )i i i i i

k k k k kt R V

Algorithms for Path Planning in a Group of Mobile Robots
in an Environment with Obstacles with a Given Template
V. A. Kostjukov, wkost-einheit@yandex.ru, M. Y. Medvedev, medvmihal@sfedu.ru,

V. Kh. Pshikhopov, pshichop@rambler.ru,
Southern Federal University, Rostov-on-Don, 344006,Russian Federation

Corresponding author: Kostjukov Vladimir A., Cand. of Tech. Sc., Southern Federal University,
Rostov-on-Don, 344006, Russian Federation, e-mail: wkost-einheit@yandex.ru

Accepted on September 20, 2022

Abstract

A method is proposed for solving the problem of planning the movement of a group of ground-based robotic platforms 
(UGR) with the requirement to maintain a given formation of the system in the presence of stationary obstacles and sources 
of disturbances. The task of calculating the trajectory of the leading UGR, coupled with the use of a displacement planner 
and subsequent smoothing of the resulting trajectory according to the method considered in the first part of this work, is 
highlighted. The trajectories of the slaved elements of the group are determined by constructing offset spatial curves along 
which these elements should move, taking into account a given configuration or the requirements of preserving some average 
kinematic parameters of the elements along their trajectory. To solve the problem of evading the group from the influence of 
sources of disturbances, the method considered in the previous works of the authors is proposed. It is based on the calculation of 
the probabilities of successful passage of the elements of the group of their trajectories. These probabilities can be found after
evaluating the parameters of the characteristic probability functions of the sources describing the nature of their impact on 
moving objects over small time intervals. In this article, this method is modified by additional optimization of the result-
ing spatial trajectory along the length for each UGR, taking into account a given degree of permissible deviation from the 
original curve. A technique has been developed that allows to find the target trajectories of the leading and driven UGR of 
the group, the probability of successful passage of which exceeds the specified target value. The methodology is general-
ized to the case when the optimization criterion is the probability of successful completion of only part of the UGR group. 
Simulation results confirms the effectiveness of the proposed method of planning the trajectories of robots forming a group 
in the field of repeller sources.

Keywords: trajectory planning, group control, smooth trajectories, local minima, robotic platform, two-dimensional 
environment.
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О регулировании колебаний ветроэнергетической системы, 
использующей эффект галопирования*

В настоящее время интенсивно исследуются различные возможности получения энергии из возобновляемых источ-
ников, в частности, потоков среды. Наиболее широко распространены ветроэнергетические установки с вращающимся 
рабочим элементом (пропеллером или турбиной с вертикальной осью, например, ротором Дарье или Савониуса). Однако 
активно рассматривается возможность использовать для генерации энергии колебания упругих конструкций, индуци-
рованные потоком среды. Одним из видов таких колебаний является галопирование, т. е. колебания плохообтекаемых 
тел в направлении поперек набегающего потока. Возникновение галопирования связано с тем, что аэродинамические 
силы, действующие на плохообтекаемое тело, при определенных условиях создают отрицательное демпфирование.

В настоящей работе рассматривается механическая система, состоящая из трех тел, которые могут двигаться 
в направлении, перпендикулярном потоку. Одно из этих тел представляет собой призму квадратного сечения, а два 
других — материальные точки. Тела последовательно соединены друг с другом и с неподвижной опорой пружинами. 
С призмой жестко соединен постоянный магнит, который движется в катушке индуктивности. В результате в элек-
трическом контуре, соединенном с катушкой, генерируется электрический ток. Для подобных установок, с одной 
стороны, требуется, чтобы галопирование возникало при как можно меньшей скорости потока. С другой стороны, при 
больших скоростях потока необходимо уменьшать амплитуду колебаний, чтобы установка не разрушилась. Исследова-
но влияние параметров системы (в частности, коэффициентов жесткости пружин) на устойчивость равновесия и на 
характеристики периодических решений. Показано, что за счет изменения жесткостей пружин можно заметно рас-
ширить интервал скоростей потока, в которых возникает галопирование. Амплитуды колебаний тел системы возрас-
тают с ростом скорости потока. Для того чтобы увеличить скорость потока, при которой они достигают предельно 
допустимых значений, предложен алгоритм регулирования колебаний. В рамках этого алгоритма перемещение одной из 
материальных точек относительно призмы блокируется/деблокируется в зависимости от текущей скорости потока.

Ключевые слова: колебания, периодическое решение, галопирование, управление, ветроэнергетическая установка

Введение

Галопированием называют  поступательные ко-
лебания плохообтекаемых конструкций в потоке 
среды в направлении поперек потока. Эти коле-
бания возникают, когда скорость потока превы-
шает некоторое критическое значение. Данный 
эффект наблюдается для различных конструк-
ций, таких как мосты, высокие здания и т. д. Его 
появление связано с особенностями аэродина-
мического воздействия на тела такой формы: при 
определенных условиях аэродинамическое демп-
фирование становится отрицательным.

По-видимому, впервые условия возникнове-
ния галопирования были получены Ден Гар-
тогом [1] применительно к обледеневшим про-
водам. В последующем появилось множество 
работ, посвященных моделированию и экспе-
риментальному исследованию галопирования 
плохообтекаемых тел различной формы, в том 
числе прямоугольных призм (например, [2—5]). 
В работах [6, 7] было показано, что квазистати-
ческий подход (т. е. описание аэродинамическо-

*Работа выполнена при поддержке РНФ (проект 22-29-
00472).

го воздействия на тело с учетом только его мгно-
венного состояния движения) может обеспечить 
достаточно точное описание данного явления. 
Достаточно активно ведутся экспериментальные 
исследования галопирования призм различной 
формы (см., например, работы [8—12]). В частно-
сти, в статье [9] приведены экспериментальные 
данные об аэродинамических силах, действую-
щих на призму квадратного сечения. Рассмотре-
на конфигурация, в которой к одной из сторон 
призмы прикреплена плоская пластина, перпен-
дикулярная боковой грани призмы, а также кон-
фигурация без такой пластины.

Галопирование может значительно ускорить 
износ конструкций и вызвать их разрушение. 
Поэтому достаточно активно изучаются спосо-
бы гашения подобных колебаний. В статье [13] 
анализируется влияние пассивного инерцион-
ного гасителя на интенсивность галопирова-
ния. В работе [14] исследуются бифуркации 
Андронова—Хопфа для системы, состоящей 
из плохообтекаемого тела и прикрепленного 
к нему инерционного гасителя (здесь нужно 
отметить, что возникновение галопирующих 
колебаний связано как раз с бифуркацией это-
го типа). В статье [15] предложена схема гаше-
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ния галопирующих колебаний призмы ква-
дратного сечения с помощью шара, который 
может двигаться по круговой направляющей, 
прикрепленной к призме.

Однако возникновение колебаний под дей-
ствием потока среды означает, что часть энер-
гии набегающего потока преобразуется в энер-
гию этих колебаний. Соответственно, это яв-
ление может быть полезно в рамках "зеленой 
энергетики", позволяя использовать возобнов-
ляемую энергию ветра (или воды) для выра-
ботки электричества. Различные ветроэнерге-
тические установки колебательного типа опи-
саны, в частности, в работах [16, 17].

В статье [18] проанализирован потенциал 
галопирующих колебаний для преобразования 
энергии и отмечена перспективность подобных 
устройств. В работе [19] рассматривается ве-
троэнергетическая установка, в которой рабо-
чий элемент совершает галопирующие колеба-
ния, а электрический ток вырабатывается ли-
нейным генератором на постоянном магните.
В статье [20] проведено экспериментальное ис-
следование установки такого же типа, причем 
основное внимание уделяется зависимости ха-
рактеристик колебаний от ориентации призмы 
относительно набегающего потока. В статье [21] 
предложена система, состоящая из плохооб-
текаемого тела и пьезоэлемента. В работе [22] 
описаны эксперименты, в ходе которых сравни-
валась мощность, которая вырабатывается при 
галопировании призм с различными формами 
поперечного сечения (прямоугольное, треу-
гольное и т. д.). В статье [23] проанализирова-
но несколько конфигураций ветроэнергетиче-
ской установки с двумя подвижными телами, 
одно из которых не взаимодействует с потоком, 
а другое является плохообтекаемым телом, ко-
торое может совершать галопирующие колеба-
ния. Показано, что некоторые конфигурации 
позволяют обеспечить большую вырабатывае-
мую мощность, чем аналогичная система, в ко-
торой имеется только одно подвижное тело.

В данной работе исследуется динамика ве-
троэнергетической установки, функционирова-
ние которой основано на эффекте галопирова-
ния и которая содержит три подвижных мас-
сы. Электричество вырабатывается с помощью 
линейного генератора. Анализируется влияние 
жесткостей пружин, соединяющих тела друг 
с другом, на область устойчивости положения 
равновесия. Обсуждается возможность умень-
шения скорости потока, при которой возникает 

галопирование, а также возможность гашения 
колебаний при больших скоростях потока.

Описание и математическая модель системы

Рассмотрим механическую систему, состо-
ящую из твердого тела M1, представляющего 
собой призму с квадратным сечением, и двух 
материальных точек M2 и M3, связанных с этим 
телом пружинами (рис. 1). Точка M2 с помощью 
пружины прикреплена к неподвижной точке O. 
Эти объекты могут двигаться вдоль некоторой 
неподвижной горизонтальной прямой OY, при-
чем призма M1 перемещается поступательно.

К призме жестко прикреплен магнит M0, кото-
рый может перемещаться внутри катушки индук-
тивности. Катушка включена в электрическую 
цепь, содержащую активное сопротивление. Та-
ким образом, при движении тела M1 магнит дви-
жется внутри катушки, и в цепи возникает ток.

Пусть OXY — неподвижная система коорди-
нат, ось абсцисс которой направлена по горизон-
тали перпендикулярно прямой OY. Пусть Y1 — 
ордината центра призмы, а Y2 и Y3 — ординаты 
материальных точек M2 и M3 соответственно.

Будем считать, что рассматриваемая электро-
механическая система помещена в горизонталь-
ный поток среды, скорость V которого на бес-
конечности постоянна и направлена вдоль оси 
OX. Будем считать, что поток взаимодействует 
только с призмой, причем аэродинамическое 
воздействие сводится к силе лобового сопро-

Рис. 1. Схема рассматриваемой системы
Fig. 1. Scheme of the considered system
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тивления D и боковой силе L. Для описания 
этих сил воспользуемся квазистатическим под-
ходом. В его рамках сила D направлена против 
воздушной скорости Va призмы (т. е. ее скоро-
сти относительно набегающего потока), а сила 
L — перпендикулярно ей. Модули этих сил 
определяются следующими соотношениями:

 
ρ ρ

= α = α2 2( ), ( )
2

.
2a d a l

S S
D V C L V C  (1)

Здесь ρ — плотность среды; S — площадь 
боковой грани призмы; α — угол атаки, т. е. 
угол между воздушной скоростью и отрица-
тельным направлением оси абсцисс; Cd и Cl — 
безразмерные коэффициенты силы лобового 
сопротивления и боковой силы, соответствен-
но. Воздушная скорость и угол атаки опреде-
ляются следующими соотношениями:

 = + α =2
1
2 1arctg, ,a

V
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где = 1
1 .

dY
V

dt
Здесь учтено, что в рассматриваемом случае 

угол атаки не может выходить за пределы диа-
пазона от — π/2 до π/2. Отметим, что квази-
статический подход, позволяющий описывать 
аэродинамические силы на основании только 
информации о мгновенном состоянии движе-
ния системы, активно используется для ана-
лиза движения различных объектов в потоке 
среды (см., например, работу [24]).

Для описания ЭДС E, возникающей в элек-
трической цепи при перемещении магнита, 
а также силы Fem электромеханического взаи-
модействия, воспользуемся подходом, описан-
ным, в частности, в статье [21]:

 = = −1 , ,em
dY

E C F CI
dt

 (3)

где C — коэффициент электромеханического 
взаимодействия, а I — сила тока в цепи.

С учетом соотношений (1)—(4) уравнения 
движения системы можно записать следую-
щим образом:
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Здесь m1 — масса призмы; m1,2 — массы точек 
M1 и M2; K1-3 и H1-3 — коэффициенты жесткости 
и демпфирования пружин (индекс 1 отвечает 
пружине, соединяющей точку M2 с телом M1, 
индекс 2 — пружине, соединяющей точку M1 
с неподвижным основанием, а индекс 3 — пру-
жине, соединяющей точку M3 с призмой); Lc и 
Rc — индуктивность и сопротивление катуш-
ки; Rl — нагрузочное сопротивление в цепи; 
Cy(α) = Clcosα – Cdsinα — безразмерный коэф-
фициент проекции аэродинамической силы на 
ось ординат.

Чтобы несколько упростить уравнения, 
проведем обезразмеривание системы (4), введя 
безразмерные переменные и параметры следу-
ющим образом:
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В обозначениях (5) уравнения (4) примут 
следующий вид:

 

( )1 1 2 1 1 1

2

3 2

2
3 3 1

2 2

1

11 2 2

3 3 3 3

1

2 2 1

1 1

( ) ( )

( )

( ) ( ) 0;

( ) ( ) 0

( 1) .

( ) ( ) ;

;

y

my k y y K y y h

h u C c

y k

M

y y

y y y

y y y h h

K y y

y

h

y y

y

L

y y

yR

+ − + − + +

+ = μ + α − ι

+ + − + + − =
+ − + − =

ι = − + ι

−

−

+

��

�

�

� �

� �
�� � � �

�� � �
�

 (6)

Точкой здесь обозначена производная по 
безразмерному времени τ.

Если индуктивность катушки достаточно 
мала, то характерное время протекания про-
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цессов в электрической цепи будет существен-
но меньше, чем в механической части системы. 
Тогда из последнего уравнения (6) получаем, 
что ι = +�1/( 1).Ry  Подставив это выражение 
в первое уравнение (6), получим следующую 
систему:

 

+ − + − + +

+ = μ + α − χ

+ + − + + − =
+ − + −

−

−

=

� �

� � � �
�� � � �

�� � �

��1 1 2 1 1 1

2
1 1

2 2 1

3 2

2
3 3 1

2 2 1 2 2

3 3 3

1

1 3 1

( ) ( )

( ) ;

( )

( ) ( )

( ) ( ) 0

( ) ( ) 0

;

.

y

my k y y K y y h

h u C

y k y y h h

M K y y h

y y

y y y y

y y y y

y y y

 (7)

Здесь χ = +/( 1).c R
Зависимость коэффициента Cy от угла атаки 

для призмы квадратного сечения представле-
на на рис. 2 на основании обработки экспери-
ментальных данных, приведенных в работе [9]. 
Точками изображены значения, полученные 
в результате обработки экспериментальных 
данных, кривыми — аппроксимационная за-
висимость (кубический сплайн).

Отметим, что в области небольших углов 
атаки функция Cy монотонно возрастает, 
а практически во всей остальной части диа-
пазона убывает.

Влияние коэффициентов жесткости пружин
на устойчивость равновесия

Система (7) с учетом соотношений (2) и (8) 
имеет единственное положение равновесия, 
а именно, тривиальное. С точки зрения прак-
тического применения рассматриваемой меха-
нической системы для преобразования энер-
гии потока к устойчивости этого положения 
предъявляются противоречивые требования. 
С одной стороны, оно должно быть неустой-
чивым, чтобы в системе возникали колебания, 
энергию которых можно преобразовать в элек-
тричество. С другой стороны, естественно ожи-
дать, что амплитуда таких колебаний будет ра-
сти с увеличением скорости ветра, что может 
привести к износу и разрушению устройства. 
Поэтому желательно, чтобы положение равно-
весия было асимптотически устойчивым при 
большой скорости ветра. Для того чтобы удов-
летворить этим требованиям, в системе необхо-
димо управление. В принципе, такое управле-
ние можно осуществлять с помощью привода, 
формируя управляющий сигнал с помощью ПД 
или ПИД регулятора (как, например, в работе 
[25]). Однако для работы привода необходимо 
постоянно затрачивать электроэнергию. В свя-
зи с этим параметрическое управление может 
оказаться предпочтительным.

Одним из возможных вариантов может быть 
регулирование эффективного коэффициента 
жесткости пружин (например, путем блоки-
ровки/разблокировки возможности пружины 
совершать колебания).

Проанализируем, как жесткость пружин, со-
единяющих призму M1 с материальными точка-
ми, влияет на характер устойчивости равновесия.

В результате линеаризации уравнений дви-
жения в окрестности тривиального равновесия 
получаем следующую систему:
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Здесь введено обозначение
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Заметим, что эта величина, как видно из 
рис. 2, положительна.

Рис. 2. Зависимость коэффициента Cy от угла атаки (по дан-
ным работы [9]): точки — эксперимент, кривая — аппрокси-
мация кубическим сплайном
Fig. 2. Dependence of the coefficient Cy on the angle of attack 
(based on data from [9]): dots — experimental data; line — cubic 
spline approximation
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Условия асимптотической устойчивости, 
получаемые с помощью критерия Гурвица для 
характеристического полинома системы (9), 
оказываются достаточно громоздкими. Тем не 
менее, нетрудно показать, что при достаточно 
большой скорости потока будет иметь место 
неустойчивость. В то же время, при u = 0 рав-
новесие асимптотически устойчиво.

Исследуем численно влияние параметров k 
и K на значение критической скорости потока 
ucr, т. е. скорости, при которой происходит по-
теря устойчивости.

Выберем для остальных безразмерных пара-
метров следующие значения:

 = μ = = = χ = =1 2 31; 0,1; 0,01; 0,02.m h h h  (9)

На рис. 3 представлены зависимости ucr от 
коэффициента жесткости k при разных значе-
ниях K и M.

Видно, что за счет параметра k можно до-
биться заметного уменьшения критической 
скорости. Таким образом, материальная точка 
M1, расположенная "между" неподвижным ос-
нованием и призмой, позволяет расширить ди-
апазон скоростей ветра, в котором установка 
способна производить энергию. Отметим, что 
случай, когда жесткости обеих пружин, соеди-
няющих призму с материальными точками, 
велики, соответствует галопирующей системе 
с одной массой. Таким образом, наличие груза 
M2 позволяет расширить рабочий диапазон по 
сравнению с системой, в которой имеется одна 
подвижная масса.

В то же время, уменьшение K приводит 
к росту ucr. Этот рост тем заметнее, чем больше 
масса M. Этот результат является ожидаемым, 
поскольку материальная точка M3 играет в си-

Рис. 3. Зависимость критической скорости от k при разных значениях параметров K и M

Fig. 3. Dependence of the critical speed on k for different values of parameters K and M

Рис. 4. Зависимость критической скорости от параметра K при разных значениях M и h3

Fig. 4. Dependence of the critical speed on parameter K for different values of M and h3
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стеме роль динамического гасителя колебаний, 
аналогичного описанному в работах [13, 14].

На рис. 4 представлены зависимости ucr от K 
при разных значениях коэффициента демпфи-
рования третьей пружины и массы M.

Видно, что ucr зависит от K немонотонно. 
При этом за счет надлежащего выбора значений 
жесткости пружины и массы точки M3 можно 
существенно увеличить критическую скорость. 
Это увеличение, естественно, тем больше, чем 
больше коэффициент h3. Любопытно, что с ро-
стом параметра M значение ucr уменьшается и 
одновременно расширяется диапазон K, в кото-
ром критическая скорость достаточно велика. 
Соответственно, целесообразно выбирать мас-
су M не слишком маленькой, чтобы небольшое 
отклонение значения жесткости не привело 
к значительному уменьшению ucr.

Периодические режимы

Рабочие режимы установки отвечают при-
тягивающим периодическим решениям систе-
мы (7). Исследуем влияние параметров систе-
мы на характеристики этих решений.

Рассмотрим ситуацию, когда безразмерные 
коэффициенты, характеризующие полезную 
нагрузку и демпфирование в пружинах, а также 
параметр μ малы, т. е. μ, h1,2,3, L, χ ∼ ε n 1. Такие 
соотношения естественным образом выполня-
ются при реалистичных значениях размерных 
параметров системы (например, из работы [21]). 
Тогда в достаточно широком диапазоне зна-

чений других безразмерных параметров пери-
одические решения близки к гармоническим 
колебаниям, частоты которых близки к соб-
ственным частотам рассматриваемой системы и 
определяются следующим уравнением:

− ω + + + + + ω −

− + =+ + + ω +

6 4

2

( ( 1) ( ) )

( ( 1) ) 0.( )

Mm Mm k

K

K M m Mk

Kk m K k kM k M
 (10)

Уравнение (10) может иметь до трех поло-
жительных корней, соответственно, возможно 
одновременное существование трех периоди-
ческих решений.

Средняя за период электрическая мощ-
ность, вырабатываемая установкой, определя-
ется следующей формулой:
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Выберем для безразмерных параметров сле-
дующие значения:

 = = μ = = = χ =1 21; 0,1; 0,01.m M h h

На рис. 5 представлена эволюция периоди-
ческих решений (циклов) при изменении ско-
рости набегающего потока. Ограничимся рас-
смотрением только того семейства, на которое 
система выходит из окрестности равновесия 
в случае, когда скорость потока превышает 
критическое значение. Численное моделирова-
ние показывает, что другие семейства циклов 
имеют достаточно небольшую область притя-
жения в пространстве начальных условий.

Рис. 5. Эволюция характеристик колебаний при изменении скорости потока:
a — амплитуда призмы; б — выходная мощность
Fig. 5. Evolution of characteristics of oscillations when the wind speed changes:
а — amplitude of oscillations of the prism; б — output power
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Черными кружками на рис. 5 показаны реше-
ния, соответствующие случаю больших значений 
коэффициентов K и h3, когда поведение рассма-
триваемой системы близко к поведению системы 
с двумя подвижными массами. Исследуемое се-
мейство режимов существует при u > 0,85. Сле-
дует отметить, что положение равновесия стано-
вится неустойчивым при u ≈ 0,92. Таким образом, 
имеет место "жесткая" потеря устойчивости.

Видно, что с ростом скорости потока ам-
плитуда колебаний Ay1 призмы также растет 
(почти линейно). Однако на практике всегда 
существует некоторое предельное значение, 
которое амплитуда не может превысить без 
ущерба для установки. Соответственно, суще-
ствует и некоторое предельное значение ско-
рости потока umax, при достижении которого 
необходимо подавлять колебания.

Семейства циклов, возникающие при не-
больших значениях K, когда точка M3 движется 

относительно призмы, показаны на рис. 5 кре-
стиками (K = 0,5), ромбиками (K = 0,2), квадра-
тиками (K = 0,1). В расчетах принято h3 = 0,02. 
Видно, что амплитуда призмы также практиче-
ски линейно зависит от u. Зависимость мощно-
сти P, даваемой формулой (11), от скорости близ-
ка к квадратичной. Любопытно, что амплитуда 
призмы немонотонно зависит от жесткости K.

Таким образом, целесообразно предусмо-
треть в системе две конфигурации с возмож-
ностью переключения между ними: конфигу-
рация 1, в которой массы M1 и M3 фиксирова-
ны друг относительно друга (пружина между 
ними не деформируется), и конфигурация 2, 
когда эти массы могут перемещаться друг от-
носительно друга (пружина свободна). Пере-
ключение между этими конфигурациями 
должно осуществляться в момент, когда ско-
рость потока проходит значение umax. С мате-
матической точки зрения соответствующий 

Рис. 6. Амплитуда призмы и точек M2, M3 в зависимости от времени в случае, когда скорость ветра меняется по закону (13)
при t0 = 50:
a — без управления; б — с управлением (12)
Fig. 6. Amplitude of prism and points M1, M2 vs. time in case when the wind speed changes according to (13) with t0 = 50:
а — without control; б — with control according to (12)
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закон управления коэффициентами жесткости 
и демпфирования этой пружины будет выгля-
деть следующим образом:
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⎩ ⎩

0 max 30 max
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1 max 31 max
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K u u h u u
K h
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Здесь K0 >> K1, h30 >> h31, а umax0 — значение 
umax при K = K0.

Выберем для расчетов следующие значения: 
umax = 5, K0 = 1000, h30 = 10, K1 = 0,2, h31 = 0,02.

Для иллюстрации работы этого алгоритма 
было проведено численное моделирование ди-
намики системы в случае, когда скорость ветра 
на некоторое время резко возрастает:
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На рис. 6 и 7 представлены зависимости от 
времени амплитуды Ay1 колебаний призмы, 
а также амплитуд Ay2 и Ay3 колебаний точек M1 
и M2, соответственно. На рис. 6 приведены ре-
зультаты моделирования для кратковременно-
го порыва ветра (τ0 = 50), а на рис. 7 — для бо-
лее длительного порыва (τ0 = 750). На рис. 6, а 
и 7, а показаны расчеты для случая, когда ко-
эффициенты K и h3 не изменяют своих значе-
ний, а на рис. 6, б и 7, б — для случая, когда 
они изменяются в соответствии с законом (12).

Видно, что в случае короткого порыва ве-
тра амплитуда колебаний призмы при нали-
чии управления даже несколько уменьшается 
во время порыва. В случае длительного по-
рыва она после сравнительно короткого пере-
ходного процесса выходит на уровень, замет-
но меньший, чем без управления. После того, 
как скорость ветра возвращается к исходному 
значению, амплитуды колебаний всех тел при 

Рис. 7. Амплитуда призмы и точек M2, M3 в зависимости от времени в случае, когда скорость ветра меняется по закону (13)
при t0 = 750:
a — без управления; б — с управлением (12)
Fig. 7. Amplitude of prism and points M1, M2 vs. time in case when the wind speed changes according to (13) with t0 = 750:
а — without control; б — with control according to (12)
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наличии управления также весьма быстро воз-
вращаются к соответствующим значениям. Без 
управления переходный процесс оказывается 
заметно более длительным.

Таким образом, предложенное управление 
параметром K обеспечивает заметное умень-
шение амплитуды колебаний при росте скоро-
сти ветра и, соответственно, позволяет расши-
рить диапазон допустимых скоростей ветра.

Необходимо отметить, что такой метод 
управления не может гарантировать, что ам-
плитуда колебаний останется в допустимом 
диапазоне, если скорость потока увеличится 
еще сильнее. В этом случае может потребо-
ваться управление другого типа. Например, 
можно показать, что тривиальное равновесие 
можно стабилизировать, если повернуть при-
зму на определенный угол и зафиксировать 
в новом положении.

Заключение

Рассмотрена ветроэнергетическая установка 
с тремя подвижными телами, соединенными 
пружинами. Одно из этих тел является пло-
хообтекаемым (призма квадратного сечения) 
и может совершать галопирующие колебания 
в потоке среды. Исследовано влияние коэф-
фициентов жесткости пружин на устойчивость 
тривиального равновесия. Показано, что нали-
чие дополнительных подвижных масс позво-
ляет обеспечить существование периодических 
режимов при меньших значениях скорости по-
тока, чем в системе с одной подвижной массой. 
Численно исследована эволюция периодиче-
ских режимов, возникающих в системе, при 
изменении параметров (масс дополнительных 
подвижных тел, коэффициентов жесткостей 
пружин, скорости набегающего потока). Пред-
ложена схема управления характеристиками 
одной из пружин, соединяющих тела системы, 
которая позволяет увеличить максимально до-
пустимую скорость потока за счет уменьшения 
амплитуды колебаний тел.
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Abstract

Currently, various possibilities for obtaining energy from renewable sources, in particular, flows of water or wind, are 
intensively investigated. The most widely used wind power harvesters are those where the working element rotates (a pro-
peller or a vertical axis turbine, such as a Darrieus or Savonius rotor). However, the possibility of using the flow-induced 
oscillations of elastic structures in order to generate energy is now actively considered. One of the types of such oscillations 
is galloping, i.e. vibrations of bluff bodies in the direction perpendicular to the incident flow. The occurrence of galloping is 
due to the fact that aerodynamic forces acting on a bluff body, under certain conditions, create a negative damping. In this 
paper, we consider a mechanical system consisting of three bodies that can move in a direction perpendicular to the flow. 
One of these bodies is a square prism, and the other two are material points. The bodies are connected in series with each 
other and with a fixed support by linear elastic springs. A permanent magnet is rigidly connected to the prism. This magnet 
moves inside an induction coil. As a result, an electric current is generated in the electrical circuit connected to the coil. 
For such installations, on the one hand, it is required that galloping occurs at the lowest possible flow speed. On the other 
hand, at high flow speeds, it is necessary to reduce the amplitude of oscillations so that the device would not be damaged. 
The influence of the system parameters (in particular, the spring stiffness coefficients) on the stability of the equilibrium and 
on the characteristics of periodic solutions is studied. It is shown that by changing the stiffness of the springs, it is possible 
to significantly expand the range of flow speeds where the galloping occurs. The amplitudes of oscillations of bodies increase 
as the flow speed grows. In order to increase the limit flow speed, at which the amplitudes of oscillations start exceeding the 
maximum permissible value, a regulating algorithm is proposed. Within the framework of this algorithm, the displacement 
of one of mass points with respect to the prism is locked/unlocked depending on the current flow speed.
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