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В. И. Краснощеченко, канд. техн. наук, доц., v.krasnoschechenko@yandex.ru,
Калужский филиал Московского государственного технического университета им. Н. Э. Баумана, г. Калуга

Линеаризация нелинейных аффинных систем управления 
с неинволютивными распределениями
введением линеаризующих управлений

полнительных интеграторов во входные цепи. 
После такого расширения есть возможность по-
лучить инволютивные распределения и, таким 
образом, решить задачу статической (точной) 
линеаризации в расширенном пространстве. 
Но здесь возникает проблема: фактически вве-
дение интеграторов приводит к управлению по 
его (управлению) производной, но тогда как вы-
бирать начальные условия для этих интеграто-
ров — фактически начального управления? Дру-
гим подходом при динамической линеаризации 
является динамическая линеаризация по выхо-
ду, которая приводит к так называемым "пло-
ским (flat)" системам [6]. Ряд задач линеаризации 
были решены с использованием данного подхо-
да [3, 7]. Но этот подход тоже приводит к рас-
ширению пространства состояний (чаще всего 
введением интеграторов). В статье [6] делается 
вывод о том, что "... в многомерных нелинейных 
аффинных системах управления вопрос о дина-
мической линеаризации считается достаточно 
сложным и в общем виде не решенным".

Рассмотрен алгоритм нахождения линейных эквивалентов (точной линеаризации) для неинволютивных распределений 
управляемых векторных полей. В отличие от распространенного подхода при решении данной проблемы — использования 
динамической линеаризации (введения интеграторов), что приводит к расширению пространства состояний, — предло-
жен алгоритм получения инволютивных распределений и обеспечения локальной управляемости на основе линеаризующих 
управлений. Суть алгоритма: выбрать такое управление и найти для него явное выражение, что управляемое векторное 
поле, связанное с данным управлением, при присоединении его к неуправляемому векторному полю обеспечит локальную 
управляемость и инволютивность соответствующих распределений. Для проверки инволютивности распределений и на-
хождения функций разложения векторных полей по базису текущего распределения, а по ним — непосредственно условий, 
накладываемых на линеаризующие управления, автором разработан алгоритм и программа в пакете Maple для нахож-
дения данных функций. Для удобства изложения и максимальной наглядности предложенного подхода в статье обосно-
вываются и используются не общепринятые в прикладной дифференциальной геометрии обозначения. Это относится, 
в первую очередь, к представлению векторных полей в координатной форме или в виде дифференциальных операторов, 
что часто не конкретизируется, а считается, что форма векторного поля определяется из контекста. В статье эти 
формы четко разделены и показано их конкретное использование. Рассмотрен пример — нелинейная аффинная система 
управления пятого порядка с тремя управлениями, в котором подробно отражены все этапы синтеза.

Ключевые слова: линеаризация "вход—состояние", инволютивность, распределение, линеаризующее управление, 
неинволютивные распределения, индексы управляемости

Введение

При решении задач линеаризации в про-
странствах "вход—состояние" и "вход—выход" 
одним из важнейших условий является требо-
вание инволютивности распределений управля-
емых векторных полей. В случае нарушения это-
го условия точная линеаризация (линейный эк-
вивалент в форме Бруновского [1]) посредством 
введения статической обратной связи не возмож-
на. Тогда получают частично линеаризованную 
форму в пространстве "вход—состояние", либо 
имеет место нуль-динамика — в случае линеа-
ризации в пространстве "вход—выход" [2].

Для неинволютивных распределений ста-
тическая линеаризация не возможна. В рабо-
тах [3—5] был предложен подход, который по-
лучил название динамической линеаризации 
с использованием обратной связи. Одним из ва-
риантов динамической линеаризации может 
быть получение статической линеаризации на 
расширенном пространстве за счет введения до-
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Один из подходов к решению поставленной 
задачи без расширения пространства состояний 
рассмотрен в работе В. И. Елкина, Л. Е. Коно-
валовой [8]. Подход основан на использовании 
внешних дифференциальных форм и построе-
нии интегрируемых кораспределений для 
уравнений Пфаффа. В представленной ниже 
статье предлагается иное решение проблемы 
неинволютивности распределений, причем 
также без расширения пространства состояний. 
В этом случае одно или несколько управляе-
мых векторных полей g j( j = 1, ..., k < m) перево-
дятся соответствующим выбором управлений 
(назовем их линеаризующими) uj(x), j = 1, ..., k,
в неуправляемые (без увеличения размерности 
вектора состояния), и полученные векторные 
поля присоединяются к исходному неуправляе-
мому векторному полю f, что дает новое неу-
правляемое векторное поле .f�  При этом управ-
ления uj(x), j = 1, ..., k, определяются из необхо-
димости выполнения условий инволютивности 
и управляемости.

Мы покажем, что проблему нахождения 
линеаризующих управлений вполне можно 
решить в рамках теории построения инволю-
тивных распределений для линейных эквива-
лентов, учитывая при этом, конечно же, специ-
фику данной задачи. Более того, для рассмо-
тренного ниже примера, взятого из статьи [8], 
будет получен более общий результат (два вари-
анта линеаризующего управления, а не один, 
как в работе [8]).

1. Некоторые обозначения
и условия точной линеаризации

1.1. Гладкие векторные поля будем пред-
ставлять, в зависимости от конкретной си-
туации, в одной из двух равнозначных форм. 
Именно,

 т
1( ) ( ( ) ( ))n= ξ ξf x x x�  (F1)

— гладкое векторное поле в координатной фор-
ме на многообразии (частным случаем этого 
может быть поверхность) M. Это же векторное 
поле, рассматриваемое как дифференциальный 
оператор для гладких функций, определенных 
на многообразии M, имеет вид

 
1
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Нетрудно найти связь между компонентами 
(F1) и представлением (F2). Именно,
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где точка внизу (•) обозначает, что на ком-
поненту xi, а в общем случае, на некоторую 
функцию ϕ(x) действует дифференциальный 
оператор. Чаще в литературе используется 
обозначение

 
1

( ) ( ) ( ),
n

f j
j j

L
x=

∂
ϕ = ξ ϕ

∂
∑x x x

где Lf   ϕ(x) — производная Ли функции ϕ(x), ко-

торая совпадает с 
т( )

( ) ( )f f
x

∂ϕ⎛ ⎞ϕ = ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
•

x
x x  — про-

изводной функции ϕ(x) вдоль векторного поля 
f(x) [9, 10]: Lf   ϕ(x) = f•ϕ(x). Мы будем использо-
вать второе обозначение, так как оно позволя-
ет более компактно записывать необходимые 
выражения и, с нашей точки зрения, лучше 
подходит для пояснений (ниже это будет по-
казано). Аналогичный подход возможен для 
дифференцирования векторных полей. Диф-
ференцирование Ли векторного поля g(x) вдоль 
векторного поля f(x) (в координатной форме) 
Lfg совпадает с коммутатором (скобкой Ли) 

[ , ] L
∂ ∂

= − =
∂ ∂ f
g f

f g f g g
x x

 векторных полей [9, 10]. 

Однако скобки Ли (коммутатор) практически 
не используются в алгоритмах статической ли-
неаризации потому, что многократное диффе-
ренцирование представляется в виде вложен-
ных скобок, что весьма затруднительно для 
чтения и восприятия текста. Например, для 
сравнения 3 [ ,[ ,[ , ]]].L =f g f f f g  Коммутатор век-
торных полей f(x) и g(x) чаще обозначается как 
adf  g [11]. Мы, по тем же причинам, будем вместо 
коммутатора использовать производную Ли, так 
как обозначение adf  g вводится формально и 
в дифференциальной геометрии обозначает при-
соединенное представление группы Ли в ее ал-
гебре Ли [11, 12]. Для обоснования наших обо-
значений рассмотрим общий случай нахожде-
ния коммутатора в координатной форме:

 ( ) ( )[ ( ) ( ), ( ) ( )] ( ) ( ),adϕϕ θ = θx f xx f x x g x x g x

где ϕ(x), θ(x) — гладкие функции. Этот стан-
дартный вид не дает полной информации и 
требует раскрытия скобок Ли. Имеем
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[ ( ) ( ), ( ) ( )] ( ( ) ( )) ( ) ( )

( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( )[ ( ), ( )]

( ) ( ), ( ) ( ) ( ), ( )

( ) ( ) ( ) ( ), ( )

( ) ( ), ( ) ,

f

f

x

ad

∂
ϕ θ = θ ϕ −

∂
∂

− ϕ θ = ϕ θ +
∂

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ϕ θ − θ ϕ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∂⎛ ⎞= ϕ θ + ϕ θ −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

∂⎛ ⎞− θ ϕ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

f

x f x x g x x g x x x
x

x f x x g x x x x g x
x

x x g x x x f x
x

x x g x x g x
x

x x f x
x

где (a, b) — скалярное произведение векторов. 
В наших обозначениях в операторной форме 
тот же коммутатор представляется следующим 
образом:

 •

[ ( ) , ( ) ] ( ( ) ) ( ( ) )

( ( ) ) ( ( ) ( )) ( )( ( )) ( ) ( )

( )( ( )) ( ) ( )( ) ( )( ( ))

( )( ( )) ( ) ( ) ,f

f g f g

g f f g f g

g f g f f g

g f L g

ϕ θ = ϕ θ −
− θ ϕ = ϕ θ + ϕ θ −

− θ ϕ − θ ϕ = ϕ θ −
− θ ϕ + ϕ θ

•

• •

• • •

•

x x x x

x x x x x x x

x x x x x x

x x x x

где используется дифференцирование

 
т

•
( )

( )w q
∂ ∂⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
q x

w x
x x

для некоторых векторных полей w(x), q(x) и
Lf  g = f•g – g•f.

Cимволом Mk будем обозначать k-е распре-
деление в некоторой точке многообразия M как 
подпространство касательного пространства с 
базисом в координатной форме; обозначение 
Mk

• определяет тот же состав векторных полей, 
но рассматриваемых как дифференциальные 
операторы, действующие на гладкие функции.

С групповой точки зрения операторы (F2) 
называются инфинитезимальными (бесконеч-
но малыми) операторами соответствующих 
однопараметрических групп, и конечное (в об-
щем случае локальное) действие определяется 
экспоненциальным отображением операторов 
в окрестности тождественного преобразова-
ния (единицы группы) ftLtf =e e  и ,gtLtg =e e  
где Lf, Lg — дифференцирование (производная) 
Ли. Решение уравнения

 ( ) ( ( )), (0)t t=x f x x x=�

можно найти из уравнения восстановления 
действия группы по ее инфинитезимальному 
оператору [12]:

 • •( ) ( , ) ,ftLtf
i f i i ix t F x t x x= = =e e

где предполагается, что в разложении экспо-
ненты имеем композицию преобразований 

1( ), 0,1,...k k
i if x f f x k−

• • •= = , а xi, i = 1, ..., n, 
(без аргумента) определяют некоторые началь-
ные условия для соответствующей перемен-
ной. Более подробно эти вопросы рассмотрены 
в монографии [13].

1.2. Задача нахождения линейных эквива-
лентов (точной линеаризации) для статически 
линеаризуемых нелинейных аффинных систем 
формулируется следующим образом. Для не-
линейной аффинной системы вида

 ( ) ( )
1

: , , ,
m

IS m
i iMIMO

i
u M R

=
+ ∈ ∈∑ ∑x f x g x x u� =

где f(x), gi(x), i = 1, ..., m, — гладкие вектор-
ные поля в координатном представлении;
M — гладкое многообразие размерности n, не-
обходимо найти такую неособую нелинейную 
замену координат и обратную связь, что в но-
вых координатах трансформированная систе-
ма принимает канонический вид управляемой 
линейной системы (форма Бруновского — кле-
точный вид, где каждая клетка в форме Фро-
бениуса, размерность которой определяется 
индексом управляемости [14, 15]):

 : , ,Br n m
c cMIMO R R= ∈ ∈∑ y A y B y� + n n

Для решения поставленной задачи рассма-
тривается распределение управляемых вектор-
ных полей M 0 = span{g1(x), g2(x), ..., gm(x)} (где 
span — линейная оболочка соответствующих 
векторов). Пусть A, B — два семейства гладких 
векторных полей на многообразии M. Обозна-
чим [A, B] = {[f, g] = Lf     g : f ∈ A, g ∈ B} — множе-
ство векторных полей, полученных через скобки 
Ли векторных полей соответствующих семейств. 
Обозначим скобки более высоких порядков 

2 ( ) [ ,[ , ]]L =f g x f f g  и т. п. (для этих целей исполь-
зуют также обозначение 2[ ,[ , ]] ad= ff f g g  и т. п.).

 1 1{ ,[ , ]}, 1, 2,... .j j jM span M M j− −= =f

Утверждение [15]. Линейный эквивалент 
в форме Бруновского существует тогда и толь-
ко тогда, когда

а) все распределения инволютивны, т. е. 
каждое распределение замкнуто относительно 
операции умножения (скобки Ли или комму-
татора) векторных полей [M  j, M  j] = M  j, j = 0, 
1, 2, ..., p m n – m;

б) m  j = dimM  j = const, j = 0, 1, 2, ..., p m n – m;
в) размерность dimM  p = n.
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2. Метод линеаризующих управлений для 
построения инволютивных распределений

Для нахождения линеаризующих управле-
ний применяется разложение векторных полей 
по базису, определяющему инволютивность 
распределений и управляемость. Суть предла-
гаемого подхода состоит в следующем.

1. Из всего семейства управляемых век-
торных полей {g1(x), ..., gm(x)} выделяется ми-
нимальное подсемейство, наличие которого 
определяет неинволютивность распределения 
M0. Оставшиеся после этого выделения управ-
ляемые векторные поля представляют собой 
базис инволютивного распределения. При 
этом, в общем случае, нельзя добиться полной 
управляемости.

2. Выбором соответствующего управления 
для управляемых векторных полей неинволю-
тивного подсемейства (что и характеризует вы-
рожденность системы при замене управлений) 
необходимо сохранить инволютивность базис-
ного распределения.

3. Получить (при необходимости) инволю-
тивные распределения более высокой размер-
ности и обеспечить локальную управляемость 
в некоторой области.

Рассмотрим детально метод линеаризующих 
управлений. Задана нелинейная гладкая много-
мерная аффинная система управления

 
1

( ) ( ).
m

i i
i

u
=

= + ∑x f x g x�  (1)

Предполагается, что исходное распределение 
управляемых векторных полей 0

1{ ,..., }mM span= g g�
не инволютивно. Пусть часть (без снижения 
общности считаем, что это первые k управля-
емых векторных полей) формирует макси-
мальное инволютивное распределение M  + =

1{ ,..., ; }.kspan k m= <g g  Ставится задача: найти 
линеаризующие управления 1( ), ..., ( )k mu u+ x x  
такие, что векторное поле

 
1

( ) ( ) ( ) ( )
m

i i
i k

u
= +

= + ∑f x f x x g x�

преобразует исходную систему (1) к системе

 
1

( ) ( ),
k

i i
i

u
=

= + ∑x f x g x��  (2)

для которой распределение M+ позволяет по-
лучить линейный эквивалент в форме Брунов-
ского (статическая линеаризация).

Без снижения общности предположим, что 
k = m – 1, т. е. у нас только одно не линеари-
зуемое (приводит к неинволютивному распре-
делению) управляемое векторное поле gm(x). 
Пусть M 0 = Δ+ — начальное инволютивное 
распределение. Распределения более высоких 
порядков получаем в соответствии с их опре-
делениями. Имеем

 1 1{ ,[ , ]}, 1, 2,... .j j jM span M M j− −= =f

Согласно утверждению, представленному 
выше, линейный эквивалент в форме Брунов-
ского существует тогда и только тогда, когда

 [ , ] , 0,1, 2,..., .j j jM M M j p n m= = −m  (3)

Для неинволютивных распределений спра-
ведливо строгое включение

 [ , ], 0,1, 2,...,j j jM M M j⊂ =  (4)

т. е. векторные поля vp, vq ∈ M  j при взаимо-
действии [vp, vq] формируют подпространство 
span{[vp, vq]}, которое не принадлежит распре-
делению M  j: span{[vp, vq]} ∉ M  j.

Наша задача: найти такое линеаризующее 
управление um(x), чтобы перейти от строгого 
включения (4) к равенству (3).

В соответствии с предположением M 0 — ин-
волютивное распределение. Для каждого после-
дующего распределения M  j, j l 1, выбором (ли-
неаризующего) управления um(x) необходимо вы-
полнить равенство (3). Распределение M  j(um(x)) 
относительно неуправляемого векторного поля 
( , ( )) ( ) ( ) ( )m m mu u= +f x x f x x g x�  имеет вид

 

1 1

,0 1

,0 1

1

( ( ))

{[ ( ) ( ) ( ), ], }

{[ ( ) ( ), ]}

{ ( )[ ( ), ]}

{ ( ( )) ( )},

j
m

j j
m m

j j
m m

j j
m m

j
m m

M u

span u M M

M span u M

M span u M

span M u

− −

−

− −

−
•

=

= + =

= + =

= + +

+ −

x

f x x g x

x g x

x g x

x g x

 (5)

где M  j,0 — распределение M  j для um(x) = 0 и

1

1 1

1

[ ( ) ( ), ]

( )[ ( ), ] ( )[ ( ), ]

( ) ( ( )) ( ),

j j

j
m m

j j
m m m m

M M

j
m m

u M

u M u M

M u

−

− + − −

∈ ∉

−
•

=

= + −

−

x g x

x g x x g x

x g x

����������� �����������  (6)

1
1( ) ( ( )) ( ( ), ..., ( ))j

sM v v−
• • •ϕ = ϕ ϕx x x  — множе-

ство векторных полей как дифференциальных 
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операторов для гладкой функции ϕ(x), 
1

1( ) { ( ),..., ( )}j
sM span− =x v x v x  — линейное 

пространство (линейная оболочка) этих же 
векторных полей в координатном представле-
нии в точке x (для краткости и удобства вос-
приятия в некоторых случаях данный аргу-
мент мы будем опускать). Компоненты 

1( )[ ( ), ]
j

j
m m

M

u M − +

∈

x g x�����������  и 1( )[ ( ), ]
j

j
m m

M

u M − −

∉

x g x�����������  в 

выражении (6) указывают на то, что необходи-
мо выделить составляющие, принадлежащие 
M  j, т. е. 1[ ( ), ] ,j j

m M M− + ∈g x  и не принадлежа-
щие распределению M  j, т. е. 1[ ( ), ] .j j

m M M− − ∉g x  
Это позволит найти требуемое линеаризующее 
управление um(x).

Уравнения для нахождения линеаризующе-
го управления um(x) и соответствующего вы-
полнения равенства (3) следующие:

1. Если 1( ) ( ),j jrank M rank M −>  т. е. размер-
ность распределения увеличивается, то урав-
нение для определения um(x) имеет вид

1 1( )[ ( ), ] ( ) ( ( )) ( ) 0,j j
m m m mu M M u− − −

•− =x g x x g x  (7)

что позволит сохранить инволютивность рас-
пределения M  j и выполнение равенства (3).

2. Если 1( ) ( ),j jrank M rank M −=  т. е. имеем 
не полностью управляемую систему, то урав-
нение для определения um(x) имеет вид

1 1( )[ ( ), ] ( ) ( ( )) ( ) 0,j j
m m m mu M M u− − −

•− ≠x g x x g x  (8)

т. е. необходимо увеличивать размерность рас-
пределения M  j (за счет векторного поля gm(x) 
и его взаимодействия с другими векторными 
полями распределения M  j–1) для получения 
полностью управляемой системы.

Особенности алгоритма в случае неинво-
лютивных распределений по предложенному 
алгоритму мы рассмотрим на конкретном при-
мере из статьи [8] и проведем сравнение ре-
зультатов.

3. Пример построения инволютивных 
распределений с использованием 

линеаризующих управлений

Задана математическая модель системы 
управления в виде нелинейной аффинной си-
стемы (n = 5, m = 3) [8]

 1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( ),u u u= + + +x f x g x g x g x�  (9)

где

 

2 4

1 3 4

2 3 4

2
2 4

2 4

( ) 2 ,

x x

x x x

x x x

x x

x x

⎛ ⎞−
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

f x  1 4

0

0

( ) ,

0

0

x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

g x

 
2

2 3

4

0

( ) 2 ,

1

x

x

x

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

g x  

5

2

3

3( ) 0 .

0
x

x

x

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

g x

e

Требуется получить линейный эквивалент 
в форме Бруновского для данной системы 
управления.

Проверим, линеаризуема ли система (9) с по-
мощью статической обратной связи, для чего 
построим соответствующие распределения. 
Распределение 0

1 2 3{ ( ), ( ), ( )}M span= g x g x g x  
имеет размерность dimM0 = 3, но является не-
инволютивным: [ ]

3

0
1 3 1, ,L M= ∉g g g g  поэтому 

линеаризация с помощью статической обрат-
ной связи не возможна. Попробуем добиться 
инволютивности базисного распределения и 
выполнения условий управляемости.

Замечаем, что на множестве M0 можно вы-
делить два инволютивных распределения: 

0
1 1 2{ ( ), ( )}M span= g x g x  и 0

2 2 3{ ( ), ( )}.M span= g x g x  
В зависимости от того, какими свойствами об-
ладает каждое из распределений, мы и опреде-
лим, какое из векторных полей — g1(x) или 
g3(x) (но не g2(x), так как оно входит в оба рас-
пределения) — необходимо перевести в неу-
правляемое векторное поле, чтобы выполнить 
условия линеаризации со статической обрат-
ной связью. В работе [8] таким векторным по-
лем определено g3(x) с линеаризующим управ-
лением u3. Мы рассмотрим оба варианта.

Вариант 1. Вначале выясним, можно ли 
обойтись лишь двумя векторными полями 
g1(x), g2(x), т. е. мы считаем, что управление 
u3(x) = 0. Имеем:

— распределение 0
1M  — инволютивное рас-

пределение и 0
1dim 2;M =

— распределение 1
1 1 2 1{ ( ), ( ), ( ),M span L= fg x g x g x

Lfg2(x)}, 
1
1dim 3M =  является инволютивным 

распределением и 2( ) 0, 1, 2,...;iL i= =f g x
—    распределение 2

1 1 2{ ( ), ( ),M span= g x g x   
2 2

1 2 1 2( ), ( ), ( ), ( )},L L L Lf f f fg x g x g x g x  2
1dim 4M =  

также является инволютивным.



624 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 23, № 12, 2022

Однако распределение 3
1 { ( ),i

jM span L= f g x   
0,1,...,3; 1,2}i j= =  имеет такую же размер-

ность 3
1dim 4,M =  поэтому условие локальной 

управляемости 3
1dim 5M =  не выполнено, т. е.

при u3(x) = 0 добиться выполнения условий 
для линеаризации со статической обратной 
связью не удается. Необходимо использовать 
векторное поле g3(x).

Основными требованиями, которые мы 
должны соблюдать при нахождении управле-
ния u3(x), будут:
 � выполнение условий инволютивности

 [ , ] , 0,1, 2,j j jM M M j= =  (10)

 � и управляемости

 3
1 3dim ( ) 5M u =  (11)

где

 

0 0,0
1 1

,0 1
3 3 31 1 1

,

( ) [ , ], 1,2.j j j

M M

M u M u M j−

=

= + =g  (12)

Из выражений (10)—(12) получим необхо-
димые условия для линеаризующего управле-
ния u3(x):

 
1 1

3 3 3 31 1

1
3 31

[ ( ) , ] ( )[ ( ), ]

( ) ( ( )) ( ) 0, 1, 2;
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j

u M u M

M u j

− − − −

−
•
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− = =

x g x g x

x g x
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1
3 31 1

1

dim( ( )[ ( ), ] )

dim , 1,2;

j j

j

M u M

M j

− ++ =

= =

x g x

 (14)

 
2 2

3 3 1 3 3 1

2
1 3 3

[ ( ) ( ), ] ( )[ ( ), ]

( ) ( ( )) ( ) 0,

u M u M

M u

− −

•

= −

− ≠

x g x x g x

x g x
 (15)

где, напомним,

 3 3 3 31 1[ ( ) ( ), ] ,([ ( ) ( ), ] ), 0,1,2,j ju M u M j− + =x g x x g x

— компоненты, которые не принадлежат (при-
надлежат) соответствующим распределениям 

1 , 1, 2.jM j =
Найдем распределение 1

1 3( ( )),M u x  завися-
щее от линеаризующего управления u3(x), ба-
зис 1 2 1{ ( ), ( ), ( )}:Lfg x g x g x

 
3 3 3 3

1
1 3 1 2

( ) 1 ( ) 2

( ( )) { ( ), ( ),

( ), ( )}.u u

M u span

L L+ +

=

f x g f x g

x g x g x

g x g x

Имеем

3 3 31 1 3 1 1 3 3

3 2
1 3 1 1 3 3

1 4 1

( ) ( ( ))

( ) 3
1 ( ) ( ( )) .

uL L u L g u

u x
L u g u

x x x

+ •

•

= + − =

⎛ ⎞
= − − −⎜ ⎟

⎝ ⎠

f g f g

f

g g x g x g

x
g x g x g

 (16)

Из выражения (13) получаем первое условие 
на управление u3(x) (векторное поле g3 не вхо-
дит в базис этого распределения):

 1 3 4 3
3

( ( )) ( ) 0,g u x u
x•

⎛ ⎞∂
= =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

x x  (17)

т. е. управление u3(x) является инвариантом 
однопараметрической группы 

1 1( , ) .gF t g•  Из 
соотношения (15) получаем второе условие
( 2 1

1 1dim dim ,M M>  векторное поле Lfg1 входит 
в базис этого распределения):

 3

1 4

( )
1 0.

u
x x

⎛ ⎞
− ≠⎜ ⎟

⎝ ⎠

x
 (18)

Найдем последнюю составляющую распре-

деления 1
1 3( ( )).M u x  Имеем

3 3 32 2 3 2 2 3 3

3 2 3 3

( ) ( ( ))

( ( ) ( ( ))) ,
uL L u L g u

u g u
+ •

•

= + − =

= −
f g f gg g x g x g

x x g
 (19)

где учтено 
3 2 3 2 3[ , ] .L = =g g g g g

Условие (13) для уравнения (19) дает третье 
выражение для нахождения u3(x):

( )3 2 3 3

2 3 4 3
2 3 4 5

( ) ( ) ( )

2 ( ) 0.

u g u u

x x x u
x x x x

•− = −

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
− − − + + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

x x x

x
 (20)

Переходим к распределению 2
1 3( ( )).M u x  

Разложение по базису формируемого распре-
деления имеет вид

( )

3 3

2 23
1 1

4

22 4 2 4 1
3 1 3 1 4 2

4 1

2 2 2 2 2
3 4 1 4 2 3 4 1

3 1
4 1

1 3 3

( )
1

3 4
( ) ( )

3 9 3
( )

( ) .

u

f

u
L L

x

x x x x x
u L u x x

x x

x x x x x x x x
u

x x

L g u

+

•

⎛ ⎞
= − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞−

+ + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞+ −
+ −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
−

f g f

f

x
g g

x g x g

x g

x g

 (21)

Формула (21) используется для нахождения 
функций инволютивного представления век-
торного поля 

3 3

2
1uL +f g g  через базисные вектор-

ные поля 2
1 1 2 1{ , , , }.L Lf fg g g g

В соотношении (21) согласно выражениям 
(13), (14) должны выполняться следующие тре-
бования:

 ( )1 3( ) 0fL g u• =x  (22)

или в развернутой форме
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 2 2
4 1 4 2 3

2 3

3 ( ) 0,x x x x u
x x

⎛ ⎞∂ ∂
− =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

x

и

 3

4

( )
1 0.

u
x

⎛ ⎞
− ≠⎜ ⎟

⎝ ⎠

x
 (23)

Поскольку по построению 
3 3 2 0,uL + =f g g  

то, соответственно, и 
3 3

2
2 0.uL + =f g g  Получен-

ные пять условий гарантируют инволютив-
ность соответствующих распределений и их 
требуемую размерность 4. Получим последнее 
условие, определяющее управляемость всего 
распределения. Для этого найдем 

3 3

3
1uL +f g g  и 

учтем неравенство (15). Имеем

 

3 3

3 3 2
1 3 4 1 1 3 3

2
1 3 1 2 3 1

3 3 2 4 3 1

( ( ) ( ))

( , ) ( , )

( , ) ( , ) ,

u fL u x x L u

u L u L

u u

+ •= − +

+ α + α +
+ α + α

f g

f f

g x g x g

x g x g

x g x g

 (24)

где 3( , ), 1,...,4,i u iα =x  — некоторые функции, 
которые не влияют на управляемость и в силу 
их громоздкости не приводятся. Добавляем 
в базис распределения векторное поле g3 и из 
выражений (24) и (15) получаем

 3 2
3 4 1 1 3( ) ( ) 0,fu x x L g u•− ≠x x  (25)

или в развернутой форме

 

2 3 3
4 1 3 4 2 4 1 2 3

1 2

3 3 2
4 1 3 4 2 3

3

4 3 3
4 1 3 4 1 3 3 4 1

4 5

( ) ( 5 ) ( )

( 12 ) ( )

( ) ( ) ( ) .

x x u x x x x x u
x x

x x x x x u
x

x x u x x u u x x
x x

∂ ∂
− + +

∂ ∂
∂

+ + +
∂

∂ ∂
+ + ≠

∂ ∂

x x

x

x x x

Выпишем все полученные условия для ли-
неаризующего управления u3(x):

 

1 3

3 1 4

3 2 3

1 3

3 4

3 2
3 4 1 1 3

( ( )) 0,

( ) ,

( ) ( ( )) 0,

( ( )) 0,

( ) ,

( ) ( ( )) 0.

f

f

g u

u x x

u g u

L g u

u x

u x x L g u

•

•

•

•

= ⎫
⎪≠ ⎪
⎪− = ⎪
⎬= ⎪
⎪≠
⎪

− ≠ ⎪⎭

x

x

x x

x

x

x x

 (26)

Несмотря на большое число уравнений 
в частных производных и алгебраических не-
равенств, система (26) легко решается и имеет 
следующие два независимых решения:

 1
3 4 1( ) ( ), const 0,u x x C C= + = ≠x  (27)

 52
3 1( ) .xu x=x e  (28)

Отметим, что в работе [8] получено первое 
линеаризующее управление с константой C = 1.
Для найденных управлений исходная система 
линеаризуема с использованием статической об-
ратной связи, причем индексы управляемости 
(размеры клеток Бруновского) равны 4 и 1.

Проверка. Проверим полученный результат 
на решении (28) с линеаризующим управлением 

52
3 3 1( ) ( ) .xu u x= =x x e  В качестве функций пре-

образования для первой клетки Бруновского 
с индексом управляемости 4 используем функ-
цию 5

1 4( ) ,xT x−=x e  а для второй клетки с индек-
сом управляемости 1 — функцию T2(x) = x3 + x4 
(данные функции обеспечивают требования по 
линеаризации — два линейно независимых ре-
шения для получения управления исходной не-
линейной системы, причем функция T1(x) явля-
ется еще инвариантом группы преобразований 
с инфинитезимальным генератором: векторные 
поля Lfg1, g1 из распределения 2

1M ). Обозначим 
векторное поле 3 3( ( ) )f f u g• •= + x�  как диффе-
ренциальный оператор, действующий на глад-
кие функции. Последовательно получаем

 5
1 1 4( ) ;xy T x−= =x e

 
5

1 2 1 1 1 1

2 2 1 1 1 4

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ;x

y y f T u g T

u g T f T x x

• •
−

• •

= = + +

+ = = −

x x x

x x x e

��
�

 

5 5

2
2 3 1 1 1 1

2
2 2 1 1

2
4 1 2 4 1 2

( ) ( ) ( ( ))

( ) ( ( )) ( )

( );x x

y y f T u g f T

u g f T f T

x x x x x x

• • •

• • •
− −

= = + +

+ = =

= + −

x x x

x x x

e e

� ��
� �

 5 5 5

5 5 5

3 2
3 4 1 1 1 1

2 3
2 2 1 1

2 2 2 3
4 1 3 4 2 4 1

2 2
1 2 4 1 3 1 2

2 2 2
1 2 4 2 1 1 3 4 2 4

( ) ( ) ( ( ))

( ) ( ( )) ( )

(

3

2 );

x x x

x x x

y y f T u g f T

u g f T f T

x x x x x x x

x x x x x x x

x x x x x x x x x x

• • •

• • •
− − −

−

= = + +

+ = =

= − + + +

+ + + −

− − − −

x x x

x x x

e e e

e e e

� ��
� �

 

5 5

4 3
4 1 1 1 1 1

3 4
2 2 1 1 1

2 2 2 2
4 1 4 1 1 4 1 4 2

( ) ( ) ( ( ))

( ) ( ( )) ( ) ( )

( ( )) ( )0;x x

y v f T u g f T

u g f T f T u Ѕ

Ѕ x x x x x x x x u

• • •

• • •
−

= = + +

+ = +

− + − − +

x x x

x x x x

e e x

� ��
� �

 ( )
5 2 2 1 1 2

2
2 2 2 2 3 4 2 4

1 4 2 3 4

( ) ( ) ( ( ))

( ) ( ) 2

( ) ( )( 2 ).

y v f T u g T

u g T x x x x x

u x u x x

• •

•

= = + +

+ = − +

+ + − +

x x x

x x

x x

��

Замечание. Из-за громоздкости развернутое 
выражение для 4

1( )f T• x�  опущено.
Данная система линеаризуема в регулярной 

окрестности, где инволютивные распределе-
ния сохраняют свою размерность и не вырож-
дена матрица перехода
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5 5

3 3
1 1 2 1

1 2 2 2

2 2 2 2
4 1 4 1 1 4 1 4

4 3 4

( ( )) ( ( ))

( ( )) ( ( ))

( ) 0

2

x x

g f T g f T

g T g T

x x x x x x x x

x x x

• • • •

• •

−

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞− + − −

= ⎜ ⎟⎜ ⎟− +⎝ ⎠

x x

x x

e e

� �
P

от линейного управления v(y) = Ky к нелинейному

 1 2( ) ( ( ) ( )) ( ( ( )), ).u u= =u x x x u v y x x�

Рассмотрим следующий вариант.
Вариант 2. Здесь мы поступим так же, как 

и первом варианте. Вначале считаем, что 
управление u1(x) = 0. Управляемое распределе-
ние 0

2 2 3{ ( ), ( )}M span= g x g x  является инволю-
тивным и его размерность 0

2dim 2.M =  Соот-
ветственно, распределения

 1
2 3 2 3 2{ ( ), ( ), ( ), ( )},M span L L= f fg x g x g x g x

 1
2dim 3M =

и

 

2
2 3 2 3

2 2
2 3 2

{ ( ), ( ), ( ),

( ), ( ), ( )},

M span L

L L L

= f

f f f

g x g x g x

g x g x g x

 2
2dim 4M =

также являются инволютивными, но распре-
деление 3

2 { ( ), 0,1,...,3; 3, 2}i
jM span L i j= = =f g x  

имеет размерность 3
2dim 4,M =  т. е. система 

при нулевом управлении u1(x) = 0 локально не 
управляема, поэтому необходимо присоеди-
нить векторное поле g1 и найти линеаризую-
щее управление u1(x). По аналогии с вариан-
том 1 выпишем условия на управление u1(x):

 
1 1

1 1 1 12 2

1
1 12

[ ( ) , ] ( )[ , ]

( ) ( ( )) 0, 1, 2;

j j

j

u M u M

M u j

− − − −

−
•

= −

− = =

x g x g

x g
 (29)

1
1 12 2 2dim( ( )[ , ] ) dim , 1, 2;j j jM u M M j− ++ = =x g  (30)

 
2 2

1 1 2 1 1 2

2
2 1 1

[ ( ) , ] ( )[ , ]

( ) ( ( )) 0,

u M u M

M u

− −

•

= −

− ≠

x g x g

x g
 (31)

где 1 1 1 12 2[ ( ) , ] , ([ ( ) , ] ), 0,1, 2,j ju M u M j− + =x g x g  — 
компоненты, которые не принадлежат (при-
надлежат) соответствующим распределениям 

2 , 1, 2.jM j =  Найдем распределение

 
1 1 1 1

1
2 1

3 2 3 2

( ( ))

{ ( ), ( ), ( ), ( )}.u u

M u

span L L+ +

=
= f g f g

x

g x g x g x g x

Имеем

1 1 12 2 1 2 2 1 1

1 2 1 1

( ) ( ( ))

(3 ( ) ( ( ))) .
uL L u L g u

u g u
+ •

•

= + − =

= − +
f g f gg g x g x g

x x g
 (32)

Откуда согласно формуле (29) получаем

 1 2 13 ( ) ( ( )) 0;u g u•+ =x x  (33)

1 1

2
3 1 1 3 1 2 3

3 1 3 1 4 2 3 1 1

( ) ( ) ( ) ( )

( , ( )) ( ) ( ) ( ( )) ,
u gL u u L

u L u g u
+

•

= α + α +

+ α + α −
f f

f

g x x g x x g

x x g x x g x g

где (•), 1,..., 4,i iα =  — известные функции. Так 
как в соответствии с условием (29) векторное 
поле 

1 1 3uL +f g g  должно принадлежать распре-

делению 1
2 1( ),M u  векторное поле 2 2

3 2 ,L M∈f g  
а управление u1(x) входит линейно в разложе-
ние (35), то выполнение требования (30) для 
распределения 1

2 1( )M u  возможно только для 
управления u1(x) = 0, что, как показано выше, 
не решает задачи линеаризации (отсутствует 
полная управляемость).

Вывод. Таким образом, управление u1(x) не 
может быть линеаризующим управлением.

Обсуждение результатов и заключение

В статье рассмотрен алгоритм нахождения ли-
нейных эквивалентов (точной линеаризации) для 
неинволютивных распределений управляемых 
векторных полей с использованием линеаризую-
щих управлений, причем, в отличие от известных 
методов динамической линеаризации, без расши-
рения пространства состояний. Рассмотрен кон-
кретный пример с объектом пятого порядка и тре-
мя управляющими воздействиями. Были исследо-
ваны все возможные линеаризующие управления 
и выбраны те, которые обеспечивают выполнение 
условий статической линеаризации. Сложность 
данного подхода заключается в необходимости ре-
шать системы уравнений в частных производных 
с алгебраическими неравенствами. Вторая зада-
ча — аналитическая проверка условий инволю-
тивности, т. е. определение функций разложения 
любого векторного поля по базису из данного ин-
волютивного распределения. Автором разработан 
алгоритм и написана программа проверки инво-
лютивности в пакете Maple, которая использова-
лась для получения линеаризующих управлений.
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Abstract

In the article an algorithm for finding linear equivalents (exact linearization) for noninvolutive distributions of control vector 
fields is considered. In contrast to the common approach to solving this problem — the use of dynamic linearization (the intro-
duction of integrators), which leads to an expansion of the state space — an algorithm for obtaining involutive distributions and 
ensuring local controllability based on linearizing controls is proposed. The essence of the algorithm: choose such a control and 
find an explicit expression for it that a controlled vector field associated with this control, when attached to a drift vector field, will 
provide local controllability and involution of the corresponding distributions. To check the involution of distributions and find the 
decomposition functions of vector fields on the basis of the current distribution, and on them directly the conditions imposed on 
the linearization controls, the author has developed an algorithm and a program in the Maple package for finding these functions. 
For the convenience of presentation and maximum clarity of the proposed approach, in the article is using notation not generally 
accepted in applied differential geometry. This applies primarily to the representation of vector fields in coordinate form or in 
the form of differential operators, which is often not specified, but it is assumed that the shape of the vector field is determined 
from the context. In the article, these forms are clearly separated and their specific use is shown. An example is considered — a 
nonlinear affine control system of the fifth order with three controls, in which all stages of synthesis are reflected in detail.
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Технологии анализа и вычисления взаимосвязи
между полезной составляющей и помехой зашумленного сигнала 

в системах мониторинга

Введение

На сегодняшний день имеется широкий 
выбор инструментов контроля, анализа, ис-
пытаний и измерений. Современные кон-
трольно-измерительные устройства достаточ-
но эффективны и обеспечивают надежность и 
эффективность протекания исследуемых про-
цессов, что способствует повышению качества. 
Кроме того, современные микропроцессорные 
устройства, которые очень компактны, могут 
быть использованы как цифровые измеритель-
ные устройства. Такого типа устройства позво-
ляют регистрировать и анализировать измери-
тельную информацию. На основе полученных 
данных определяется динамика изменения 
сигнала, поступающего от датчика, и делают-
ся прогнозы на некоторый определенный про-
межуток времени [1—3]. При этом для решения 
задач мониторинга и контроля, как правило, 

применяются традиционные алгоритмы циф-
ровой обработки зарегистрированных сигна-
лов [1—3], эффективность которой часто оста-
ется неудовлетворительной. Это связано с тем, 
что в случае обработки зашумленного сигнала 
g(t) = x(t) + ε(t), состоящего из полезной со-
ставляющей x(t) и помехи ε(t), не использует-
ся информационный потенциал раздельной 
обработки полезной части и помехи, а также 
характеристик их взаимосвязи [4—8]. Поэтому 
при решении многочисленных важнейших за-
дач мониторинга, контроля, управления и т. д. 
получаются неадекватные результаты [1].

Традиционно предполагается, что при ана-
лизе зашумленных сигналов g(t) такие класси-
ческие условия, как стационарность, эргодич-
ность, нормальность закона распределения и 
отсутствие корреляции между полезным сигна-
лом x(t) и помехой ε(t), выполняются [1—8]. Од-
нако в системах мониторинга и контроля часто 

Обсуждается разработка алгоритмов вычисления взаимно корреляционной функции и коэффициента корреляции 
между полезным сигналом и помехой зашумленного сигнала. Проанализированы факторы, влияющие на адекватность 
результатов решения задач мониторинга и контроля. Отмечено, что при обработке зашумленных сигналов следует 
применять алгоритмы и технологии раздельной обработки полезной составляющей и помехи. Показано, что в систе-
мах мониторинга и контроля при возникновении неисправностей нарушается такое важное условие, как отсутствие 
корреляции между полезным сигналом и помехой. Поэтому возникает задача вычисления взаимной корреляционной 
функции и коэффициента корреляции между полезным сигналом и суммарной помехой.

Предложены алгоритмы вычисления оценок коэффициента корреляции и корреляционной функции между полез-
ным сигналом и помехой с использованием оценок корреляционной функции между центрированными и нецентриро-
ванными зашумленными сигналами. Отмечено, что момент возникновения корреляции между полезным сигналом и 
помехой можно контролировать в реальном масштабе времени. Показано, что оценка дисперсии суммарной помехи 
до появления корреляции является стабильной величиной. При появлении корреляции значение дисперсии суммарной 
помехи меняется. Разность дисперсий принимается как аналог оценки взаимной корреляционной функции между по-
лезным сигналом и помехой при нулевом временном сдвиге.

Предложена технология проведения вычислительных экспериментов. Сформированы дискретные значения полезно-
го сигнала, помехи и зашумленного сигнала. Вычислены коэффициент корреляции и взаимная корреляционная функция 
между полезным сигналом и помехой по разработанным и традиционным алгоритмам. Проведен сравнительный анализ.

Показано, что предлагаемые в работе технологии вычисления оценок взаимной корреляционной функции и коэф-
фициента корреляции между полезным сигналом и помехой, а также дисперсии суммарной помехи позволяют извлечь 
дополнительную важную информацию из зашумленных сигналов.

Ключевые слова: полезный сигнал, помеха, зашумленный сигнал, отсчеты, корреляционная функция, коэффици-
ент корреляции, система мониторинга
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при возникновении неисправностей нарушает-
ся такое важное условие, как отсутствие корре-
ляции между полезным сигналом и помехой [1]. 
При этом вопрос наличия корреляции при воз-
никновении повреждений в технических объ-
ектах практически не рассматривается [9—14].

В связи с этим возникает необходимость соз-
дания таких технологий, которые как при выпол-
нении, так и при не выполнении предполагаемых 
классических условий обеспечивали бы адекват-
ность результатов решения задач мониторинга и 
контроля. Необходимо разработать технологии, 
алгоритмы и программные средства вычисления 
коэффициента корреляции и взаимной корреля-
ционной функции между полезным сигналом x(t) 
и помехой ε(t), располагая цифровыми отсчетами 
зашумленного сигнала g(t).

Постановка задачи

На практике из-за зашумленности полезных 
сигналов x(t) помехами ε(t) при определении 
оценок их корреляционных функций Rxx(μ)воз-
никают ощутимые погрешности. При этом, как 
это показано в работах [1, 15—20], суммарная 
помеха ε(t) складывается из помехи ε1(t) от вли-
яния внешних факторов и шума ε2(t), который 
возникает от зарождения дефекта в процессе 
эксплуатации объектов, т. е. ε(t) = ε1(t) + ε2(t). 
В режиме нормальной эксплуатации объекта 
помеха ε(t) = ε1(t) не имеет корреляцию с по-
лезным сигналом x(t). В начале скрытого пери-
ода изменения технического состояния объекта 
при появлении дефектов возникает помеха ε2(t), 
которая коррелирует с полезным сигналом. 
В результате, начиная с этого момента взаим-
ная корреляционная функция Rxε(μ) и коэффи-
циент корреляции rxε между полезным сигна-
лом x(t) и суммарной помехой ε(t) отличаются 
от нуля. Фактически, зарождение и развитие 
неисправностей отражается в оценках Rxε(μ) и 
rxε. Поэтому для контроля начала и динамики 
изменения технического состояния объектов 
целесообразно использовать значения данных 
двух характеристик.

Следует отметить, что дискретизированные 
значения x(iΔt) полезного сигнала и помехи 
ε(iΔt) невозможно выделить из дискретизиро-
ванных значений g(iΔt) зашумленного сигнала, 
который поступает от соответствующего дат-
чика. Предположим, что g(t) — дискретизиро-
ванный стационарный эргодический случай-

ный сигнал с нормальным законом распреде-
ления, состоящий из полезного сигнала x(t) и 
помехи ε(t) с математическим ожиданием mε, 
равным нулю. При этом формула вычисления 
оценки дисперсии Dg зашумленного сигнала 
g(t) имеет вид [1, 15—20]

 
[ ][ ]

2

1

1

2

1 1

2

1

1
(0) ( )

1
( ) ( ) ( ) ( )

1 1
( ) 2 ( ) ( )

1
( ) (0) 2 (0) (0),

N

g g g
i

N

i

N N

i i

N

x x X
i

D R g i t
N

x i t i t x i t i t
N

x i t x i t i t
N N

i t R R R
N

′ ′
=

=

= =

′ ′ ′ ′ ′ ′ε ε ε
=

′≈ = Δ =

′ ′ ′ ′= Δ + ε Δ Δ + ε Δ =

′ ′ ′= Δ + Δ ε Δ +

′+ ε Δ = + +

∑

∑

∑ ∑

∑

 (1)

где ( ) ( ) ,gg i t g i t m′ Δ = Δ −  ( ) ( ) ,xx i t x i t m′ Δ = Δ −  
( ) ( )i t i t mε′ε Δ = ε Δ −  — центрированные отсчеты; 

mg, mx, mε — математические ожидания сигналов 
g(t), x(t) и ε(t) соответственно; Rx′ε′(μ) — взаимная 
корреляционная функция между полезным сиг-
налом и помехой; Rε′ε′(0) — дисперсия помехи ε(t).

Таким образом, погрешность дисперсии за-
шумленного сигнала

 ( 0) 2 (0) (0).gg xR R′ ′ ′ ′ε ε ελ μ = = +  (2)

Формулу для вычисления оценки корреляци-
онной функции Rg′g′(μ) зашумленного сигнала 
g′(t) при μ ≠ 0 можно также представить в виде
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Следует заметить, что для инерционных 
объектов при μ ≠ 0 справедливо приближен-
ное равенство Rε′ε′(μ) ≈ 0, в то время как для 
неинерционных объектов данное равенство не 
выполняется. Тогда суммарная погрешность 
оценок корреляционной функции зашумлен-
ного сигнала g′(t) будет равна
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λ μ = ⎨ μ + μ μ ≠⎩
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т. е. при μ ≠ 0 погрешность состоит только из 
оценок Rx′ε′(μ), Rε′x ′(μ), а при μ = 0 к этой по-
грешности добавляется еще дисперсия помехи 
Rε′ε′(0) и

 ( ) ( ).x x g gR R′ ′ ′ ′μ ≠ μ  (5)
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В этом случае не удается извлечь ценную 
информацию, содержащуюся в характеристи-
ках Rε′ε′(μ), Rx′ε′(μ), Rε′x′(μ), rxε помехи ε(t). По-
этому на практике во многих случаях оценки 
Rg ′g ′(μ) не обеспечивают адекватность результа-
тов решаемых задач.

В настоящей работе рассматривается задача 
разработки и исследования алгоритмов и тех-
нологий мониторинга латентного периода пере-
хода объекта в аварийные состояния по резуль-
татам вычисления взаимных корреляционных 
функций Rx′ε′(μ), Rε′x ′(μ) и коэффициента корре-
ляции rxε между полезным сигналом x(t) и по-
мехой ε(t), которые невозможно извлечь из g(t).

Алгоритмы вычисления коэффициента 
корреляции и корреляционной функции
между полезным сигналом и помехой

В системах контроля и мониторинга для 
адекватной интерпретации результатов об-
работки зашумленных сигналов и выявления 
раннего периода возникновения неисправно-
стей целесообразно вычислять оценки взаим-
ных корреляционных функций Rx′ε′(μ), Rε′x′(μ) 
и коэффициента корреляции rxε между полез-
ным сигналом x(t) и помехой ε(t) зашумленно-
го сигнала g(t).

Трудности решения этой задачи связаны 
с тем, что суммарная помеха ε(t) формируется 
из помех ε1(t) и ε2(t), где ε1(t) возникает в ре-
зультате влияния внешних факторов, а ε2(t) — 
в процессе эксплуатации объектов, и при этом 
имеют место следующие условия [1, 15—20]:
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Традиционная технология вычисления оце-
нок автокорреляционных и взаимных корре-
ляционных функций входных-выходных сиг-
налов объектов контроля осуществляется по 
выражениям
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где Rx′x′(μ) — оценки автокорреляционной 
функции x(t).

Однако вычислить оценки корреляционной 
функции полезного сигнала x(t), зашумленно-
го помехой ε(t) , по выражению (9) невозмож-
но, поскольку отчеты реального сигнала g(iΔt) 
представляют собой сумму отчетов полезного 
сигнала x(iΔt) и помехи ε(iΔt):

 ( ) ( ) ( ).g i t x i t i tΔ = Δ + ε Δ  (10)

С учетом (10) формула (9) принимает вид
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и данная оценка при выполнении условий (7), 
(8) имеет погрешность
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В связи с этим на практике во многих случаях 
не удается обеспечить адекватность результатов 
решаемых задач. Для улучшения достоверности 
и адекватности результатов анализа зашумлен-
ных сигналов необходимо разработать алгорит-
мы и технологии определения оценок диспер-
сии помехи Rε′ε′(0) и взаимных корреляционных 
функций Rx′ε′(μ) и Rε′x′(μ).

Как известно [1, 15—20], формулу вычисле-
ния погрешности дисперсии Dε от суммарной 
помехи можно представить следующим образом:
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Справедливость данного выражения можно 
проверить путем разложения его правой части 
на соответствующие слагаемые, т. е.
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Для реальных инерционных технологиче-
ских объектов практически всегда между раз-
ностями оценок Rx′x′(0) – Rx′x′(Δt), Rx′x′(Δt) – 
Rx′x′(2Δt) имеет место приближенное равенство

 Rx′x′(0) – Rx′x′(Δt) ≈ Rx′x′(Δt) – Rx′x′(2Δt),
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согласно которому можно считать справедли-
вым приближенное равенство

 Rx′x′(0) + Rx′x′(2Δt) – 2Rx′x′(Δt) ≈ 0.

Приближенная оценка Rε′ε′(μ) при μ ≠ 0 для 
инерционных объектов также равна нулю:

 Rε′ε′(μ) ≈ 0.

В результате для стационарных нормально 
распределенных зашумленных сигналов с уче-
том условий (6)—(8) имеем:

 Rx′ε′(0) ≠ 0, Rε′x′(0) ≠ 0, Rε′ε′(0) ≠ 0;

 Rx′x′(0) + Rx′x′(2Δt) – 2Rx′x′(Δt) ≈ 0;

 Rε′ε′(Δt) ≈ 0, Rε′ε′(2Δt) ≈ 0; (15)

 Rx′ε′(Δt) ≈ 0, Rx′ε′(2Δt) ≈ 0;

 Rε′x′(Δt) ≈ 0, Rε′x′(2Δt) ≈ 0

и в правой части выражения (14) получим 
оценку погрешности дисперсии от суммарной 
помехи, совпадающую с (4):

 Dε = Rx′ε′(0) + Rε′x′(0) + Rε′ε′(0) =
 = 2Rx′ε′(0) + Rε′ε′(0). (16)

Отсюда очевидна важность определения 
оценки взаимной корреляционной функции 
Rx′ε′(0) между сигналами x(t) и ε(t).

Характер взаимосвязи между помехой и по-
лезным сигналом четко отражается на оценках 
корреляционной функции Rg ′g ′(μ) между цент-
рированными g′(t) и нецентрированными g(t) 
зашумленными сигналами:

 
1

1
( ) ( ) (( ) ).

N

g g
i

R g i t g i t
N′

=
′μ = Δ + μ Δ∑  (17)

С помощью формулы (17) можно опреде-
лить оценки Rx′ε′(μ).

Обозначим N++(μ) — число положитель-
ных произведений (g′(iΔt))+g((i + μ)Δt) центри-
рованных положительных отсчетов (g′(iΔt))+

на нецентрированные отсчеты g((i + μ)Δt) при 
временном сдвиге μ, а N–+(μ) — число отрица-
тельных произведений (g′(iΔt))–g((i + μ)Δt) цент-
рированных отрицательных отсчетов (g′(iΔt))–

на нецентрированные отсчеты g((i + μ)Δt) при 
временном сдвиге μ, N++(μ) + N–+(μ) = N. Для
положительных произведений (g′(iΔt))+g((i + μ)Δt)
примем индексы суммирования 

1 ( )
,i i ++ μ

=  

2 ( ) ( )
, ..., ,

N
i i++ ++μ μ

 а для отрицательных произ-

ведений (g′(iΔt))–g((i + μ)Δt) — индексы сумми-
рования 

1 ( ) 2 ( ) ( )
, , ..., .

N
i i i i−+ −+ −+μ μ μ

=

Учитывая, что при любом μ значение корре-
ляционной функции не может превышать на-
чальное значение, а конечное значение равно 
квадрату среднего значения, то очевидно, что 
между суммами положительных и отрицатель-
ных произведений имеют место неравенства

 
( ) ( )

( ) ( ),
g g g g

R R+ −′ ′μ > μ  (18)

где
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( ) ( ( )) (( ) ),
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N
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R g i t g i t
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R g i t g i t
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+

++ μ
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−

−+ μ

+
′

=

−
′

=

′μ = Δ + μ Δ

′μ = Δ + μ Δ

∑

∑

Вычислительные эксперименты показали, 
что при умножении отсчетов центрированного 
сигнала g′(iΔt) на их нецентрированные g(iΔt) 
отсчеты имеет место неравенство

 

( )

1 ( )

( )

1 ( )

1
( ( )) (( ) )

1
( ( )) (( ) ).

N
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i

i i

i

i i

g i t g i t
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′ Δ + μ Δ ≠

′≠ Δ + μ Δ

∑

∑

 (19)

При этом разность суммы положительных и 
отрицательных произведений при μ = 0 значи-
тельно больше нуля, т. е.

 

( )

1 ( )

( )

1 ( )

1
( ( )) (( ) )

1
( ( )) (( ) ) 0.

N

N

i

i i
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i i
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=
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′− Δ + μ Δ

∑

∑ .

Очевидно, что корреляция между x(t) и ε(t) 
ярко отражается на оценке R(g ′)+g(μ), так как 
имеет место неравенство
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.

.

 (20)

Как известно [1], с увеличением временного 
сдвига μΔt между g′(iΔt) и g((i + μ)Δt) при до-
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стижении определенного значения суммы по-
ложительных и отрицательных произведений 
будут приблизительно равны
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1 ( )
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N
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N
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=
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∑

∑

∑  (21)

Анализ специфики приближенного равен-
ства (21) показывает, что его выполнение мож-
но принимать как информативный признак 
о выполнении условий стационарности, нор-
мальности закона распределения и отсутствии 
корреляции между сигналами x(t) и ε(t).

Однако при зарождении помехи ε2(t) соглас-
но условиям (6)—(8) между суммарной помехой 
ε(t) и полезным сигналом x(t) возникает корре-
ляция вида
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1
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∑

В результате, начиная с момента возник-
новения корреляции между x(t) и ε(t), от ум-
ножения отсчетов анализируемого сигнала на 
коэффициент корреляции rxε увеличиваются 
суммы как положительных, так и отрицатель-
ных произведений

 

( )

1 ( )

( )

1 ( )

( )

1 ( )

( )

1 ( )

( )

1
( ) ( ( )) (( ) )

1
( ( )) (( ) )

1
( ( )) (( ) )

1
( ( )) (( ) );

N

N

N

N

i

g g
i i

i

i i

i

i i

i

i i

R x i t x i t
N

i t x i t
N

x i t i t
N

i t i t
N

++ μ

+

++ μ

++ μ

++ μ

++ μ

++ μ

++ μ

++ μ

+
′

=

+

=

+

=

+

=

′μ ≈ Δ + μ Δ +

′+ ε Δ + μ Δ +

′+ Δ ε + μ Δ +

′+ ε Δ ε + μ Δ

∑

∑

∑

∑

( )

1 ( )

( )

1 ( )

( )

1 ( )

( )

1 ( )

( )

1
( ) ( ( )) (( ) )

1
( ( )) (( ) )

1
( ( )) (( ) )

1
( ( )) (( ) )

N

N

N

N

i

g g
i i

i

i i

i

i i

i

i i

R x i t x i t
N

i t x i t
N

x i t i t
N

i t i t
N

−+ μ

−

−+ μ

−+ μ

−+ μ

−+ μ

−+ μ

−+ μ

−+ μ

−
′

=

−

=

−

=

−

=

′μ ≈ Δ + μ Δ +

′+ ε Δ + μ Δ +

′+ Δ ε + μ Δ +

′+ ε Δ ε + μ Δ

∑

∑

∑

∑

 (22)

на величины
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 (23)
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 (24)

соответственно.
Ясно, что в зависимости от степени корре-

ляции rxε между x(t) и ε(t) в оценках, получен-
ных по выражениям (22)—(24), будут увеличи-
ваться как сумма положительных, так и сумма 
отрицательных произведений.

На практике в системах контроля в боль-
шинстве случаев возникает необходимость 
определения оценки коэффициента корреля-
ции между x(t) и ε(t) в текущий момент време-
ни. Для решения этой задачи можно использо-
вать оценки взаимной корреляционной функ-
ции Rx′ε′(μ), полученные при временном сдвиге, 
когда N++(μ) и N–+(μ) приблизительно равны:

 
( ) ( )

( ) ( ),

( ) ( ), 0.XX X

N N

R R r+ −

++ −+

ε′ ′ε ε

μ ≈ μ
μ ≈ μ ≈

Однако наличие разности
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( ) ( ),

( ) ( ) 0
X X

X X

R R

R R

+ −

+ −

′ ′ε ε

′ ′ε ε

μ ≠ μ

μ − μ >

свидетельствует об отличии коэффициента 
корреляции rxε от нуля.
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Очевидно, что при положительной корреля-
ция между x(t) и ε(t) сумма положительных про-
из ведений (g′(iΔt))+g((i + μ)Δt) будет больше, чем 
сумма отрицательных произведений (g′(iΔt))–g((i 
+ μ)Δt) и наоборот. Следовательно, в общем 
случае, для определения оценки коэффициента 
корреляции можно использовать формулу
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 (25)

Оценку взаимной корреляционной функ-
ции между полезным сигналом x(t) и помехой 
ε(t) можно определить по формуле

 (0) ,X x xR rε ε ε= σ σ

где σx, σε — средние квадратические отклоне-
ния сигналов x(t), ε(t).

Тогда среднее квадратическое отклонение 
помехи ε(t) можно вычислить, используя фор-
мулу дисперсии суммарной помехи Dε (13):

2

1

1 [ ( ) 2 ( ) (( 1) )

( ) (( 2) )].

N

i

g i t g i t g i t
N g i t g i t

∗
ε

=

Δ − Δ + Δ +
σ ≈

+ Δ + Δ
∑  (26)

Учитывая выражения (1) и (14), можно вы-
числить среднее квадратическое отклонение 
полезной составляющей x(t):

 .X gD D∗
εσ ≈ −  (27)

Принимая во внимание (25)—(27), получаем 
следующее выражение для вычисления взаим-
ной корреляционной функции между полез-
ным сигналом x(t), и помехой ε(t):
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 (28)

Проведенный экспериментальный анализ 
показал, что в системах момент возникнове-
ния корреляции между полезным сигналом и 
помехой можно контролировать в реальном 
масштабе времени. Для этого, если допустить, 
что оценка погрешности дисперсии Dε сум-
марной помехи ε(t) до появления корреляции 
является стабильной величиной и меняется 
только при появлении корреляции, то раз-
ность оценок Dε1

 и Dε2
 до и после нарушения 

выполнения условий (6)—(8) можно принять 
как аналог оценки (0),xR ∗

ε  т. е.

 
2 1

(0) .xR D D∗
ε ε ε≈ −  (29)

Здесь оценки Dε1
 и Dε2

 определяются по 
формуле (13). При нормальном техническом 
состоянии объекта контроля, когда коэффи-
циент корреляции равен нулю, Dε1

 = Dε. В мо-
мент возникновения корреляции разность (29) 
будет представлять собой оценку взаимной 
корреляционной функции между полезным 
сигналом и помехой.

Технологии проведения
вычислительных экспериментов

и результаты сравнительного анализа

Для проверки достоверности алгоритмов вы-
числения коэффициента корреляции и корре-
ляционной функции между полезным сигналом 
x(t) и помехой ε(t) зашумленного сигнала g(t) 
были проведены вычислительные эксперименты 
в среде компьютерной математики MATLAB.

Сначала сформируем полезный сигнал x(t) 
в виде стационарного случайного процесса 
в виде линейной комбинации гармонических 
колебаний со случайной амплитудой и на-
чальной фазой ϕ вида [15—20]

 
(1,5 )

( ) 20 sin 200,
nk

x t
T

⎛ ⎞
= π + ϕ +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
где k = 0, 1, ..., K, K = 2598, n = 1,5; T = 1800 — 
период сигнала.

Начальная фаза ϕ имеет равномерное рас-
пределение вероятностей и задана в виде 
функции rand [size(k)] π/3; формирующий век-
тор соразмерен с вектором k, причем элементы 
вектора принимают случайные значения, рас-
пределенные по равномерному закону в ин-
тервале (0, 1). Допускается, что полезный сиг-
нал — стационарный эргодический процесс.
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С помощью генератора случайных чисел 
сформируем нормально распределенную поме-
ху ε(t) с заданным значением среднего квадра-
тического отклонения σ ε = 7 и нулевым мате-
матическим ожиданием mε = 0. Коэффициент 
корреляции между полезным сигналом x(t) и 
помехой ε(t) составляет rxε = 0,1738. Далее сфор-
мируем зашумленный сигнал g(t) = x(t) + ε(t).

Суть экспериментов сводится к вычисле-
нию коэффициента корреляции xr

∗
ε  и взаим-

ной корреляционной функции (0)xR ∗
ε  между 

полезным сигналом x(t) и помехой ε(t) по раз-
работанным алгоритмам (23)—(28). Получен-
ные значения xr

∗
ε  и (0)xR ∗

ε  сравниваем со зна-
чениями rxε и Rxε(0), которые вычислены по 
традиционным алгоритмам с использованием 
сгенерированных дискретных значений полез-
ного сигнала x(iΔt) и помехи ε(iΔt). Для прове-
дения сравнительного анализа определим зна-
чения относительных погрешностей:

 
•100 %,

(0) (0) (0) (0)•100 %.

x x x x

x x x x

r r r r

R R R R

∗
ε ε ε ε

∗
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ε ε ε ε

Δ = −

Δ = −

Анализ полученных результатов позволяет 
сделать следующие выводы:

1) сумма положительных произведений 
больше, чем отрицательных:

 
1 1

1 1
( ) ( ) ( ) ( )

N N

i i
g i t g i t g i t g i t

N N

++ −+
+ −

= =
′ ′Δ Δ > Δ Δ∑ ∑

и составляет 1392,6 > |1148,9|;
2) число N++ положительных произведений 

больше числа N–+ отрицательных произведе-
ний: N++ > N–+ и составляет 6750 > 6240;

3) взаимная корреляционная функция, вы-
численная по формуле (17), равна Rg′g(0) = 275,5;

4) положительные произведения, вычислен-
ные по формуле (20), равны 

( )
(0)

g g
R +′  = 1392,6;

5) вычисленная по формуле (25) оценка ко-
эффициента корреляции xr

∗
ε  = 0,17087 и задан-

ная оценка rxε = 0,17382 практически совпада-
ют, и значение относительной погрешности 
составляет Δrxε = 1,6975 %;

6) вычисленная по формуле (28) оценка кор-
реляционной функции (0) 19,58xR ∗

′ ′ε =  и задан-
ная оценка Rx′ε′(0) = 19,205 практически совпа-
дают, и значение относительной погрешности 
составляет ΔRx′ε′(0) = 1,954 %.

Заключение

Несмотря на то, что современные измери-
тельные устройства обладают высокой на-
дежностью и точностью измерения, не всегда 
удается обеспечить адекватность результатов 
задач, решаемых в системах мониторинга и 
контроля. Это обусловлено отсутствием алго-
ритмов и технологий, позволяющих извлечь 
из зашумленных сигналов как можно больше 
ценной информации в результате вычисления 
характеристик помехи, полезной составляю-
щей и их взаимосвязи.

Предлагаемая в работе технология определе-
ния оценок взаимной корреляционной функции 
и коэффициента корреляции между полезным 
сигналом и помехой путем анализа взаимосвязи 
между центрированным и нецентрированным 
сигналами позволяет извлечь дополнительную 
полезную информацию из зашумленных сигна-
лов. Благодаря этому открывается возможность 
формирования важных информативных при-
знаков, повышающих степень достоверности и 
надежности функционирования современных 
информационных систем.
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Abstract

The article is devoted to the development of algorithms for calculating the cross-correlation function and the correla-
tion coefficient between the useful signal and the noise of a noisy signal. The authors analyze the factors influencing the 
adequacy of the results of solving the problems of monitoring, control, management, etc. It is noted that when processing 
noisy signals, algorithms and technologies for separate processing of the useful component and the noise should be used. 
It is shown that in the event of malfunctions, such an important condition as the absence of correlation between the useful 
signal and the noise is violated in monitoring and control systems. Therefore, the problem arises of calculating the cross-
correlation function and the correlation coefficient between the useful signal and the total noise as well. Algorithms are 
proposed for calculating the estimates of the correlation coefficient and the correlation function between the useful signal 
and the noise of noisy signals. It is pointed out that the moment of occurrence of the correlation between the useful signal 
and the noise can be monitored in real time in information systems. It is shown that the estimate of the variance of the 
total noise before the appearance of the correlation is a stable value. When a correlation appears, the value of the vari-
ance of the total noise changes. The difference in the variance estimates is taken as an analogue of the estimate of the 
cross-correlation function between the useful signal and the noise at zero time shift.A technology for conducting computa-
tional experiments is proposed. Discrete values of the useful signal, noise and noisy signal are generated. The correlation 
coefficient and the cross-correlation function between the useful signal and the noise are calculated by the developed and 
traditional algorithms. A comparative analysis is carried out. It is shown that the proposed technologies for calculating the 
estimates of the cross-correlation function and the correlation coefficient between the useful signal and the noise, as well as 
the variance of the total noise, make it possible to extract additional important information from noisy signals. This opens 
up the opportunity to increase the efficiency of the analysis of noisy signals.
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The Models and Algorithms for Product Quality Control in Welding
by Robotic Technological Complexes

Abstract
The article discusses models and algorithms that allow quality control in welding by robotic technological complexes. The difference of 

this approach to solving the problem lies in the use of the calculus of variations and the definition of action plans that ensure the minimum 
deviation of the actual values of the actual values of the process quality indicators from the given values. The input data of the model are the 
target values of the quality indicators of the technological process, their actual values   for a certain period and lists of measures to improve 
the quality of the process. As a measure of the deviation of quality indicators, objective functions were considered, which are minimized 
when solving the problem. An approach is considered on the example of arc welding of metal structures using Kawasaki robotic technological 
complexes with C40 controllers. The area of application of the developed software is the control systems of robotic complexes.

Keywords: algorithm, mathematical model, quality control, robot, welding

Рассматриваются модели и алгоритмы, позволяющие осуществить управление качеством сварки роботизированными 
технологическими комплексами. Отличие описываемого подхода к решению задачи заключается в использовании матема-
тического аппарата вариационного исчисления и определении планов действий, обеспечивающих минимальное отклонение 
фактических значений показателей качества процесса от заданных значений. Входными данными модели являются целевые 
значения показателей качества технологического процесса, их фактические значения за определенный период и перечни 
мероприятий по повышению качества процесса. Для вычисления отклонения показателей качества рассмотрены целевые 
функции, которые минимизируются при решении задачи. Рассмотрен подход на примере дуговой сварки металлоконструк-
ций с использованием робототехнических комплексов Kawasaki с контроллерами C40. Область применения разработанного 
программного обеспечения — системы управления робототехническими комплексами.

Ключевые слова: алгоритм, математическая модель, управление качеством, робот, сварка
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Introduction

Due to the rapid development of technology and 
growing competition, industrial enterprises’ main 
problems are to ensure the quality of products. 
The technological process of arc welding of metal 
structures using robotic technological complexes 
(RTC) is not an exception. The primary purpose of
using welding robots is to increase labour produc-
tivity and product quality. An insufficient level of 
control du ring the process for any reason increases 
the risk of defective products.

The RTC is an integrated system with many dif-
ferent components. A typical RTC of arc wel ding 
consists of manipulators equipped with welding 
equipment: power source, wire feed unit, cooling 
unit, welding torch, etc (Fig. 1). The complex also 
is equipped with safety devices (fencing, emergency 
stop buttons, laser barriers). Control of the RTC 
is carried out by the operator through a portable 
console connected to the controller. RTС control 
requires taking into account many parameters, both 
quantitative and qualitative types.

To date, various control systems are being intro-
duced into the technological process of welding with 
the help of RTC. For example, in [1,2] the main 
attention is paid to solving the problem of tracking 
the welding path by methods of automatic identifica-
tion using computer vision, controlling the wire feed 
speed depending on the arc current in real time.

In paper [3], using laser technologies, contact-
less collection of data on the parameters of the weld 
is carried out. This is achieved through processing 
sensory feedback data and allows real-time correc-
tion of robot paths to compensate for deviations in 
the position of parts.

Many control systems focus attention on the 
quality of friction stir welding [4—6]. Here, on the 
basis of iterative algorithms, the welding trajectory 
is planned, and the efficiency of the joint is esti-
mated depending on such parameters as the gap 
width, the angle of movement, and the penetration 
depth.

Known methods [7] which use a camera on the 
manipulator to correct the programmed trajectory 
of the robot in an autonomous mode.

In [8], the problem of matching 
several motions of welding devices 
was proposed. Here, the authors ob-
tained an analytical solution for find-
ing the Cartesian positions of the cat-
erpillar and the working body of the 
robot, which were used to create the 
articulation angles of the arm using 
inverse kinematics by holding the six-
axis lever in a position of good ma-
neuverability.

In addition, a number of research-
ers propose a remotely controlled 
welding scheme, which makes it pos-
sible to transform the knowledge of a 
human welder into a welding robot 
[9]. This is achieved by equipping 
the industrial robot arm with sensors 
to monitor the welding process, inclu-
ding a compact 3D weld pool surface 
measurement system and an additional 
camera that provides a direct view of 
the workpiece. The article [10] pres-
ents a genetic algorithm for the travel-
ing salesman problem used to deter-
mine the sequence of welding tasks. 
A random key genetic algorithm used 
to solve a sequence of multi-robot 
welding tasks: multi-robot welding. In 
work [11], the problem of preventing 

Fig. 1. Kawasaki RTC with welding equipment Fronius:
TPS5000 — the power source Fronius TransPulseSynergic5000, C40 — controller Ka-
wasaki C40 series, FA-10L — robot manipulator Kawasaki FA-10L, 1GA — the central 
control unit of the controller; 1HP is the control unit of the servodrivers; FC40 — the 
multifunctional operator console; 1GB is the engine control unit of the axes of the 
manipulator; Rob4000 is the interface for communication with the welding equipment; 
VR1500 — wire feed unit; OCIM UPT — torch cleaning station; ReerVision — safety 
bareer; SR41, NF3400, BPT27, SNC H3700 — connection units; FK4000 — torch 
cooling unit
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critical combinations of events leading to an accident 
is solved, each of which separately does not lead to 
an accident.

Simultaneously, it is necessary to pay more atten-
tion to the optimization welding process’s operation-
al control, taking into account all the technological 
process parameters of the and the human factor and 
disturbances that affect the products’ quality. These 
circumstances determine the relevance and practical 
significance of this article, which contains the deve-
lopment of models and algorithms for controlling the 
welding process in the RTC according to the crite-
rion that minimizes production quality deviations.

Formulation of the problem

To develop mathematical models and algorithms 
that allow on the time interval [t0, t1] for any permis-
sible values of the vector of states v(t)  ∈ V of the en-
vironment to find the vector of control actions on the 
RTC u(t)  ∈ U to minimize the objective function:

 
1

0

* 2

1
( ) ( ( ) ( )) min,

t n

i i i
it

Q t X t X t dt
=

= − ω →∑∫  (1)

under limitations:

 
1

1 2

( ) 0, 1,..., ,

( ) 0,  1, ...,
j

j

L j m

L j m m

′ ′ =⎧⎪
⎨ ′ ′ < = +⎪⎩

t, v, v , u, u

t, v, v , u, u

l

and border conditions:

 
0

1

( )
3 4

( )
4 5

( , , ) 0,   , ..., ,

( , ) 0,   1,...,

t
j

t
j

L t j m m

L t j m m

⎧ ′ ′ = =⎪
⎨

′ ′ = = +⎪⎩

v, v u, u

v, v , v, v

where ,iX�  Xi, i = 1, 2, ..., n are the target and ac-
tual indicators of the welding process quality in the 
RTC, respectively; ωi is the i-th indicator's weigh-
ting coefficient m1...n5 are known constants.

Taking into account the assumptions made, the 
physical meaning of the problem consists in choo-
sing from existing activities plans such a plan, in 
the implementation of which the weighted sum of 
deviations of the main quality indicators from their 
target values will be the smallest which will lead to 
a decrease in damage from low-quality products.

We formulated the main indicators of the quality of 
the welding process using RTC in [12, 13], for exam-
ple, the number of defective beams per 100 items, the 
average length of bad welds per unit of production, the 
average deviation of welding arc voltage, etc. There, 
the authors propose a solution to the problem (1) using 
a system dynamics model that allows constructing the 
differential equations for the primary phase variables, 

taking into account the positive and negative rate of 
the velocity of the variables, which includes all the 
factors causing the growth of the variables.

The application of this approach made it pos-
sible to evaluate quality indicators at different time 
intervals and to control the RTC welding process in 
accordance with the quality criterion.

Despite several apparent advantages, dynamic 
modelling has some limitations associated primarily 
with the accuracy of modelling and the complexity 
of estimating its error. This article proposes to de-
velop a mathematical model to obtain an analytical 
solution to the problem (1). Because the answer to 
the problem is to find the minimum of the objective 
function, it is advisable to use the classical appara-
tus of the calculus of variations based on finding the 
extremum of functionals.

We can consider problem (1) as a variational prob-
lem of finding a conditional extremum, and to solve it, 
it is necessary to find the extremal of the functional:
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Development of the mathematical model

To solve the problem, we will use the Lagrange 
multipliers method. According to [14], it is neces-
sary to introduce new functional:
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where λj, j = 1, 2, ..., m are Lagrange multipliers, ϕj 
are constraint equations.

The following system of equations specifies the 
necessary conditions for the presence of an extre-
mum:
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As the equations of connection, we use the ap-
proximated functional relationships between the in-
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dicators obtained in [13]. Then the system of equa-
tions (2) will take the following form:
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Matrixes A and F are presented in compressed 
forms to avoid bulkiness.

Having solved the equation system (2) we obtain 
the extremum points of the functional J1. In order 
to determine whether the conditional minimum or 
conditional maximum has a functional J1 at these 
points, methods [14] were used.

To achieve the obtained values of quality indica-
tors, it is necessary to implement control actions. 
Based on experience, it is known that the opera-
tional dispatch personnel uses a limited number 
of standard activities plans {u1, u2, ... um} that are 
formed by experts.

Each of these plans is presented as a frame:
<name; (Act1; R_ex1; Pl1; T1); ... (ActM; R_exM; 

PlM; TM)>.
Slots:
name is the name of the plan;
Acti is a description of i-th activity of program;
R_exi contains information on who is responsible 

for the implementation of the i-th activity of the plan;
Plм is the location of the i-th activity;
Ti is time for completing (frequency) of the i-th 

event, i = 1, 2, ... M.
Based on expert estimates, we approximated the 

dependences of quality indicators X1, X2, ..., X18 on 

the implementation of each activities plan in the 
form of polynomials of the second degree:
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Thus, the desired vector of control action will 
be the activities plan that will provide the minor 
deviation Xi(u,t) from Xi

*(t). For this, we introduce 
the metric:
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The activities plan u* will be a solution to the 
problem (1) if the following condition is satisfied 
for it:

 [1, ] ( ) ( *).ii m u u∀ ∈ ⇒ Ω Ωl

Calculating Ω(uk) sequentially for k = 1, 2, ..., m, 
we choose the plan that corresponds to the minimum 
value Ω(uk). In the process of adapting the developed 
mathematical model the conditions for the function-
ing of a specific control system when choosing each 
of the above functions the area of its admissible val-
ues is analyzed and restrictions are imposed on the 
area of definition of the function. Before the stage of 
practical use of the model the calculation results are 
compared with the values of the simulated variables 
known from practice and if there are significant dis-
crepancies, the model is corrected.

The model example

Let’s illustrate the features of the application of 
the developed mathematical model by an example 
the technological process of welding using the Ka-
wasaki RTC with C40 controllers and associated 
Fronius welding equipment.

To calculate the objective function, it is nec-
essary to set the values of the weight coefficients. 
These coefficients are selected based on the experi-
ence of the operating dispatching personnel and de-
termine the significance of each quality indicator. 
For RTC Kawasaki the specified coefficients are 
given in Table 1.

Further, by solving the system of equations (2), 
we obtain the importance of the indicators at which 
the function Q(t) takes a minimal value, taking into 
account the given restrictions:
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We need to find an activities plan that brings 
quality indicators to the values (3). Based on the 
control object’s long-term observations, we formed 
the dependences of the indicators X1, X2, ..., X18 on 
the activities plans u1, u2, ..., u6. For example, the 
reliance of the indicator X1 ("The number of re-
jected beams per 100 units of production") from the 
activities plan looks as follows:
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We will find the minimum values of Ω(ui) at dif-
ferent times to determine the best activities plan. We 
performed calculations on the interval t = [0; 1], corre-
sponding to a period of 1 year. We summarized the cal-
culation results in Table 2. As you can see, on the time 
interval [0;0,3], the plan of activities u5 is optimal; on 
the interval [0,4; 1], the optimal plan is u6. Taking into 
account the proximity of the values Ω(u5) and Ω(u6) on 
the interval [0;0,3], we can take plan u6 as the vector of 
control actions for the entire coming year.

Table 1

The quality indicators for welding in robotic technological complexes

Quality indicator iX� ωi

X1 0,07 0,14

X2 0,5 0,07

X3 0,1 0,02

X4 0,5 0,05

X5 0,98 0,03

X6 0,55 0,04

X7 0,85 0,02

X8 0,9 0,06

X9 0,3 0,02

X10 0,25 0,07

X11 0,2 0,03

X12 0,3 0,07

X13 0,6 0,04

X14 0,97 0,06

X15 0,3 0,06

X16 0,6 0,04

X17 0,95 0,08

X18 0,9 0,1

Table 2

Selection the activities plan on time interval

t Ω(u1) Ω(u2) Ω(u3) Ω(u4) Ω(u5) Ω(u6)

0,1 0,023 0,034 0,102 0,017 0,073 0,026

0,2 0,026 0,093 0,151 0,027 0,053 0,029

0,3 0,052 0,063 0,122 0,027 0,044 0,046

0,4 0,003 0,103 0,161 0,086 0,102 0,016

0,5 0,082 0,122 0,131 0,115 0,171 0,065

0,6 0,072 0,005 0,112 0,056 0,102 0,035

0,7 0,101 0,024 0,171 0,043 0,161 0,006

0,8 0,111 0,014 0,171 0,007 0,142 0,065

0,9 0,072 0,093 0,082 0,115 0,102 0,114

1 0,121 0,054 0,082 0,086 0,122 0,095

You can see a fragment of the frame correspon-
ding to this plan below:

<u6; (Make intermediate quality control of the 
welded seam; RTC operator; Assembly and welding 
workshop; Every shift); (Check the relevance of tech-
nological documentation at workplaces; Technologist; 
Assembly and welding shop; Daily); (Monitor the val-
ues of the welding current by the indicators of the pow-
er source during welding of the product; RTC opera-
tor; Assembly and welding shop; Every hour); (Carry 
out unscheduled maintenance of the RTC; Adjuster of 
welding equipment; Assembly and welding shop; With-
in a week); (Hire one more programmer; HR Inspec-
tor; Human Resources; Within a month)>.

Thus, the implementation of the activities plan 
u6 provides a minimum of the target function and, 
therefore, is a solution to problem (1).

The proximity of quality indicators after imple-
menting the activities plan u6 to the values of Xi* we 
can evaluate by the radar diagram in Fig. 2.

As you can see, the execution plan u6 allows 
to increase the number of beams handed over to 
the quality control department from the first exit
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(X18 indicator) and to reduce the number of emer-
gency stops of the RTC (X3 indicator).

Conclusion

With the help of the mathematical support pro-
posed in the article, it is possible to develop activi-
ties plan to ensure the minimum deviation of qual-
ity indicators from the target ones.

A feature of the model is the use of the classi-
cal apparatus of the calculus of variations, making
it possible to increase modelling accuracy. The
authors developed these models and algorithms for 
RTC Kawasaki control systems with C40 control-
lers; however, it is possible to replicate the model for 
machine-building enterprises using arc welding of 
various models RTC.
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Планирование траектории движения коллаборативного робота
для выполнения биопечати*

Введение

Одной  из областей активного применения 
методов робототехники и мехатроники явля-
ется биопечать in situ [1]. В качестве биоматери-
ала обычно используется гидрогель, достаточ-
но вязкий, чтобы держать форму, в который 
замешаны клетки того вида ткани, которую 
необходимо заместить. Таким образом, биопе-
чать позволяет ускорить заживление кожных 
ран за счет использования гидрогеля с клетка-
ми и дополнительными факторами роста.

Нанесение биоматериалов, как правило, осу-
ществляется с помощью 3D-биопринтеров. Ка-
чество биопечати с помощью 3D-биопринтеров, 

*Работа выполнена при поддержке Минобрнауки России в 
рамках выполнения государственного задания (FSFS-2021-0004). 
Работа выполнена с использованием оборудования центра 
коллективного пользования "Государственный инжинирин-
говый центр" ФГБОУ ВО "МГТУ "СТАНКИН" при поддерж-
ке Министерства науки и высшего образования Российской 
Федерации (проект № 075-15-2021-695 от 26.07.2021, уникаль-
ный идентификатор проекта RF-2296.61321X0013).

имеющих картезианскую кинематику и нано-
сящих материалы планарными слоями, оказы-
вается недостаточно высоким, так как поверх-
ности тела человека и других живых организ-
мов являются криволинейными. При печати 
планарными слоями возникает так называе-
мый ступенчатый эффект, напечатанная по-
верхность получается негладкой, и чем боль-
ше кривизна поверхности, тем более выражен 
ступенчатый эффект. Существует несколько 
способов устранения этого явления, но при-
менение каждого из них влечет за собой как 
положительные, так и отрицательные послед-
ствия. Предлагается, например, уменьшить 
толщину слоев, однако это приводит к увели-
чению времени печати и уменьшению адгези-
онных свойств слоев. Иногда рекомендуется 
постобработка поверхности, но для биопечати 
in situ этот способ недопустим. Лучшим реше-
нием представляется третий способ — нане-
сение биоматериала криволинейными слоями 
(рис. 1, см. вторую сторону обложки).

Биопечать in situ — автоматизированный процесс прямого нанесения би оматериалов на дефектный участок 
живой ткани во время медицинской операции. Для выполнения такой биопечати целесообразно использовать колла-
боративные манипуляционные роботы, обладающие пятью и более степенями подвижности и способные придавать 
рабочему органу нужную ориентацию. Актуальной является задача планирования траектории движения робота для 
биопечати in situ вдоль реальной криволинейной поверхности. Проведен краткий анализ решений, позволяющих пла-
нировать траекторию для биопечати. Приведено математическое описание поверхности, используемой в качестве 
модели дефекта, необходимое для построения траектории. Введены дополнительные ограничения в целях уменьше-
ния сложности алгоритма планирования. Для локализации дефекта на криволинейной поверхности используется 
информация о задаваемом предварительно контуре, охватывающем этот дефект. Разработан алгоритм генерации 
плоской траектории движения рабочего органа робота для заполнения дефекта с последующим проецированием ее 
на реальную криволинейную поверхность. Отмечена важность предварительной обработки данных об отсканирован-
ной поверхности с помощью разработанного алгоритма фильтрации, основанного на методе скользящего среднего.
Генерация траектории движения рабочего органа робота выполняется послойно сначала в плоскости, затем она
проецируется на криволинейную поверхность. Для каждой точки траектории вычисляется такая однородная матри-
ца преобразования, чтобы рабочий орган робота располагался по нормали к криволинейной поверхности. Представлен 
расчет углов ориентации рабочего органа робота KUKA на основании данных, получаемых из однородной матрицы 
преобразования. Работоспособность предлагаемого алгоритма планирования траектории для биопечати in situ под-
тверждена результатами компьютерного моделирования с использованием разработанного авторами программного 
обеспечения и результатами экспериментального исследования биопечати, выполняемой коллаборативным роботом 
KUKA LBR R820 на трех образцах с различной кривизной поверхности и разными контурами дефекта.

Ключевые слова: биопечать in situ, планирование траектории робота, криволинейная траектория, предваритель-
ная обработка поверхности, заполнение дефекта, ступенчатый эффект, ориентация рабочего органа
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Кроме того, существует метод так называ-
емой конформной 3D-печати [2—6], при ко-
торой с помощью 3D-принтера выполняют 
печать криволинейными слоями. Однако при 
этом существует опасность столкновения соп-
ла с поверхностью печати и деформации уже 
наложенного материала.

Для повышения качества и безопасности 
выполнения биопечати in situ целесообразно ис-
пользовать манипуляционные роботы, облада-
ющие пятью и более степенями подвижности и 
способные придавать рабочему органу нужную 
ориентацию. Как правило, в каждой точке тра-
ектории движения требуется обеспечить ориен-
тацию сопла рабочего органа по нормали к по-
верхности тела живого организма.

Используемый для биопечати робот и врачи 
в большинстве случаев находятся в одном об-
щем рабочем пространстве. Поэтому такой ро-
бот должен быть безопасным для обслуживаю-
щего персонала. Учитывая эти обстоятельства, 
представляется целесообразным для биопечати 
in situ использовать коллаборативный робот [7]. 
В частности, примером такого робота являет-
ся робот KUKA LBR IIWA R820. В зависимо-
сти от модификации он способен манипули-
ровать объектом, имеющим массу 7 или 14 кг, 
в радиусе действия до 820 мм, что достаточно 
для реализации роботизированной биопечати. 
Коллаборативный робот имеет датчики, позво-
ляющие контролировать действующие на робот 
внешние силы и моменты приводов и вовремя 
останавливать движение робота при опасном 
его сближении с человеком, а также конструк-
цию со сглаженными поверхностями. Благода-
ря этим особенностям робот оказывается без-
опасным при его работе совместно с человеком.

1. Обзор алгоритмов планирования траектории 
для биопечати

Проблема планирования траектории ро-
ботической биопечати на сложных поверхно-
 стях привлекает внимание многих исследова-
телей. Например, алгоритм, представленный 
G. M. Fortunato в исследовании [8], разработан 
для среды MATLAB® и платформы IMAGObot 
на основе робота MOVEO с пятью степенями 
подвижности от BCN3D. На основании CAD-
модели поверхности с дефектом генерируется 
один слой 2D-траектории. Он проецируется на 
полигональную поверхность с дефектом, после 

чего задаются число и толщина слоев. Данный 
алгоритм был проверен с помощью ряда испы-
таний по биопечати in situ на различных под-
ложках и модели кости. Главными недостат-
ками этого алгоритма являются искажение 
проекции траектории на криволинейной по-
верхности и его привязанность к конкретной 
среде и конкретному роботу.

Алгоритм, описанный в статье [9], основан 
на наложении прерывистой сетки на облако 
точек модели дефекта. Алгоритм планирова-
ния траектории  проверялся в эксперименте по 
печати in situ на свинье, имеющей повреждение 
кожи на ноге.

Кроме того, в работе [10] упоминается о ро-
ботизированной платформе BioAssemblyBot от 
Advanced Solutions с шестью степенями подвиж-
ности, которая способна выполнять печать на 
криволинейных поверхностях, но публикации 
с конкретными данными, иллюстрирующими 
применение данной платформы, отсутствуют.

Авторы исследования [11] сообщают о раз-
работке роботизированной платформы для 
криволинейной биопечати in situ с фотополи-
меризацией. При экспериментальной провер-
ке использовалась пластиковая модель крысы, 
имеющей дефект кожи на спине, однако опи-
сание алгоритма планирования траектории 
в работе не представлено.

Стоит отметить, что проблема планирова-
ния криволинейной траектории инструмен-
та робота довольно часто встречается в неме-
дицинских приложениях [12—15], таких как 
аддитивное производство, механическая об-
работка, покраска, сварка, полировка, дози-
рование клея и др. Известные решения этой 
проблемы могут быть полезны и при осущест-
влении роботизированной биопечати.

2. Разработка алгоритма планирования траектории

2.1. Математическое описание поверхности

Входными данными разработанного в дан-
ном исследовании алгоритма для биопечати 
in situ с помощью робота являются описание 
поверхности с дефектом и контур области пе-
чати, который на данном этапе пока задается 
оператором вручную, а также параметры жела-
емого процесса биопечати.

Для получения цифровой информации о по-
верхности дефекта используется 3D-сканер. 
Обычно применяют бесконтактные активные 
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3D-сканеры, основанные на принципе три-
ангуляции или структурированного света. 
Основным требованием к такому сканеру яв-
ляется создание непрерывной полигональной 
модели поверхности дефекта (STL-модели).

Алгоритм реализуется в составе программ-
ного обеспечения (ПО) генерации траектории, 
которое позволяет загружать описания поверх-
ностей с дефектами в виде STL-моделей, а также 
генерировать контур области печати. При печа-
ти на заранее известной поверхности с дефек-
том ее STL-модель загружается в ПО генерации 
траектории в виде STL-файла. При печати на 
неизвестной поверхности, например, коже па-
циента, сначала выполняется 3D-сканирование 
интересующей области, и полученный в ре-
зультате сканирования STL-файл также загру-
жается в ПО генерации траектории.

Информация о поверхности, полученная 
в результате сканирования, представляется 
в формате STL в виде трехмерной модели этой 
поверхности. Эта модель содержит сведения 
о плоскостях, касательных к рассматриваемой 
поверхности в различных заданных ее точках, 
и о нормалях к этим плоскостям в тех же точ-
ках. Информация о нормалях необходима для 
вычисления углов ориентации рабочего органа 
робота при генерации траектории.

Описание модели поверхности М представля-
ет собой описание множества треугольников T:

 M = {T1, T2, ..., Ti, ..., Tk},

где k — число треугольников, определяющих 
модель поверхности. При этом треугольник 
T задает плоскость, касательную к поверхно-
сти в заданной точке. Каждый треугольник 
определяется тремя точками, находящимися 
в его вершинах. Например, для произвольно-
го i-го треугольника имеем 1 2 3{ , , },

i i ii t t tT P P P=  
и каждая точка этого треугольника харак-
теризуется координатами в трехмерной де-
картовой системе координат XYZ. Таким об-
разом, { , , }, � 1,2,3.

i i i itj j j jP x y z j= =  Три точки 
треугольника задают плоскость, по отноше-
нию к которой рассматривается вектор нор-
мали � ,}, ,{

i i iA B Ci n n nn =
		


 где , ,
i i iA B Cn n n  — про-

екции i-го вектора нормали на оси X, Y и Z 
соответственно той же системы координат, 
в которой задаются координаты точек треу-
гольников. В результате образуется описание 

1 2{ }, �i kN n n n= …
		
 		
 		


 множества нормалей к пло-
скостям, касательным в заданных точках к по-

верхности, вдоль которой необходимо постро-
ить траекторию движения рабочего органа ро-
бота для выполнения биопечати.

Для упрощения алгоритма генерации тра-
ектории введены следующие ограничения:

1) модель поверхности описана в базовой 
системе координат робота. Данное ограниче-
ние позволяет задавать координаты команд 
перемещения робота сразу в базовой системе 
его координат;

2) ортографическая проекция треугольни-
ков модели поверхности на плоскость XY яв-
ляется планарным графом, все внутренние об-
ласти которого являются треугольниками.

Последнее ограничение обеспечивает то, 
что ортографическая проекция траектории 
вдоль оси Z на поверхность печати, представ-
ленная такой моделью поверхности, вычис-
ляется однозначно и существует однозначное 
соответствие между моделью поверхности и ее 
проекцией на плоскость XY. Для уменьшения 
сложности алгоритма контур, ограничиваю-
щий поверхность дефекта, задается на проек-
ции поверхности модели, в плоскости XY.

Для локализации места дефекта на модели 
поверхности задается контур

 1 2{ , ,� , , , � },k k ki kmK P P P P= … …

где m — число точек контура, ,{ , }ki ki ki kiP x y z=  —
i-я точка контура, характеризующаяся коорди-
натами в трехмерной декартовой системе ко-
ординат XYZ. Контур С ограничивает область 
построения траектории по координатам x и y. 
ПО генерации траектории предоставляет воз-
можность ввода координат точек контура с по-
мощью графического интерфейса пользователя.

2.2. Предварительная обработка 
отсканированной поверхности

Отсканированная модель поверхности с де-
фектом несколько искажена, так как 3D-сканер 
обладает погрешностями измерений. Поэтому 
требуется предварительная обработка данных 
об этой поверхности. Для снижения негатив-
ного влияния помех предлагается применение 
фильтра, соответствующего алгоритму скольз-
ящего среднего. В данном случае скользящее 
среднее — частный случай математической 
операции свертки. Сначала выбирается раз-
мер окна. Окно — это матрица с заданной раз-
мерностью, при движении которой по массиву 
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данных вычисляется среднее арифметическое 
входящих в эту матрицу элементов. Вычислен-
ное значение присваивается соответствующе-
му по индексу значению в массиве отфильтро-
ванных значений, содержащем такое же число 
элементов, что и исходный массив. При этом 
возникает проблема: чем больше размер окна, 
тем отфильтрованная поверхность будет более 
гладкая. Однако, если будет выбрано слишком 
большое окно, при фильтрации часть полезной 
информации о фактической форме поверхно-
сти потеряется. Следовательно, важно выбрать 
наилучший размер окна. Предполагается, что 
размер окна зависит от характеристик сканера.

В работе был реализован алгоритм прохож-
дения окном двумерного массива. Пусть мас-
сив данных размера h Ѕ g представлен в следу-
ющем виде:
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Результирующий массив, полученный в ре-
зультате фильтрации, можно представить сле-
дующим образом:
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Тогда элементы результирующего массива 
рассчитываются по формулам:
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дек сы вычисляемого элемента массива отфиль-
трованных значений.

Ограничения для i и j введены для того, 
чтобы окно было полностью заполнено значе-
ниями исходного массива. Размер окна w вы-
бирается всегда нечетным, чтобы индекс эле-
мента был целым числом.

Также из приведенной выше формулы следу-
ет, что границы результирующего массива ши-

риной в 
1
�

2
w −

 остаются незаполненными. По-

этому вместо массива R предлагается использо-
вать массив S размером [ ( 1) [ ( 1)]:h w Ѕ g w− − − −
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В качестве входных данных алгоритма ис-
пользуется массив данных точек. Фильтрация 
применялась только к координате z. Пример ис-
пользования алгоритма фильтрации на заданном 
массиве точек с окном фильтрации w = 9 пред-
ставлен на рис. 2 (см. вторую сторону обложки).

Можно заметить, что предварительная об-
работка необходима, и в результате примене-
ния фильтрации получено описание гладкой 
поверхности, более точно соответствующее 
форме реальной поверхности и пригодной для 
построения траектории движения сопла рабо-
чего органа робота, выполняющего биопечать.

2.3. Генерация траектории движения 
рабочего органа при биопечати

После обработки поверхности происходит 
генерация траектории, которую можно пред-
ставить как совокупность слоев. Слой — это 
отрезки параллельных линий, ограниченных 
в плоскости XY областью контура C. Каждые 
две соседние параллельные линии находятся 
на расстоянии шага решетки h (рис. 3, см. вто-
рую сторону обложки). Сначала проводится 
генерация плоских слоев траектории в пло-
скости XY, затем выполняется ортогональное 
проецирование плоской траектории на поверх-
ность печати вдоль оси oZ. Генерация слоев 
происходит циклически, причем направление 
параллельных линий траектории меняется на 
90° в каждом следующем слое. Например, если 
в первом слое параллельные линии расположе-
ны вдоль оси X, то в следующем они будут рас-
полагаться вдоль оси Y. Такой подход позволя-
ет получить заполнение в виде прямоугольной 
решетки. Угол, на который происходит по-
ворот параллельных линий, устанавливается 
в программе генерации траектории.

Первый этап генерации слоя траектории — 
заполнение параллельными отрезками прямых 
линий области, контур которой задан операто-
ром (рис. 3, см. вторую сторону обложки).
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На втором этапе проводится разбиение сге-
нерированной траектории на малые отрезки. 
Данный этап требуется для того, чтобы кри-
волинейную траекторию можно было передать 
в виде совокупности линейных перемещений 
робота. Чем меньше длина отрезков, тем точ-
нее траектория будет повторять поверхность 
дефекта. При этом робот также имеет ограни-
чение на минимальное расстояние перемеще-
ния. Поэтому длина отрезка задается исходя 
из кривизны поверхности дефекта и обычно 
принимается равной 0,5...2 мм.

На третьем этапе вычисляются координаты z 
точек траектории и осуществляется ортогональ-
ное проецирование вдоль оси z сгенерирован-
ной 2D-траектории на поверхность с дефектом, 
представленную моделью M. На плоскости XY 
проекция траектории движения сопла рабочего 
органа робота представляет собой совокупность 
точек, а проекция поверхности — совокупность 
треугольников. Если область поверхности де-
фекта больше по размеру, чем область траекто-
рии в плоскости XY, то для каждой точки тра-
ектории P ′ можно найти соответствующий ей 
треугольник модели и вычислить ее проекцию 
P на данный треугольник. Для примера рассмо-
трим вычисление проекции для точки траек-
тории ( , ,0),x yP P P′  которой соответствует тре-
угольник T с вершинами Pt1Pt2Pt3 (рис. 4, г, см. 
третью сторону обложки). Сначала находится 
проекция треугольника 1 2 3t t tP P P′ ′ ′  на плоскость 
XY, для этого координата z каждой вершины 
принимается равной 0. Для нахождения при-
надлежности точки P ′ проекции треугольника 
T применяется метод, названный векторным 
методом (рис. 4, в, см. третью сторону облож-
ки), суть которого заключается в выполнении 
следующих действий:

1) любая вершина треугольника, например, 
вершина 1,tP ′  помещается в точку с координа-
тами (0; 0);

2) две стороны, выходящие из этой верши-
ны, представляются как векторы. На рис. 4, в 
(см. третью сторону обложки) ими являются 
векто ры b
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.

Система условий нахождения точки P ′ между 
векторами  b
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  выглядит следующим образом:
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где L и M — координаты точки P ′ в системе ко-
ординат с началом в точке Pt1 и ортами b
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При этом выполняются условия
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Кординаты точки P ′ вычисляются по сле-
дующим формулам, в которых переменные 
с индексами — координаты х или у указанного 
вектора:
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Таким образом, для каждой точки траекто-
рии P ′ сначала находится проекция на пло-
скость XY треугольника T, характеризующего 
поверхность модели, определяется принадлеж-
ность точки P ′ проекции треугольника T, а за-
тем вычисляется ее проекция P на треуголь-
ник T. Для вычисления координаты z точки P 
применяется общее уравнение плоскости треу-
гольника T. Так как для треугольника известна 
его нормаль ,n



 то коэффициенты общего урав-

нения плоскости можно вычислить, исполь-
зовав координаты одной из его вершин:
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где k1, k2, k3, k4 — коэффициенты общего урав-
нения плоскости; 1 1 1, ,

x y zt t tP P P  — кординаты 
точки Pt1 в декартовой системе координат XYZ; 
nA, nB, nC — координаты вектора нормали ,n



 

соответствующего треугольнику T. Координа-
та z точки P вычисляется по формуле
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где Px, Py, Pz — кординаты точки P в декарто-
вой системе координат XYZ.

Четвертый этап — вычисление углов ориен-
тации рабочего органа для формирования ко-
манд движения робота. В случае использования 
робота KUKA углы ориентации рабочего органа 
задаются углами A, B, C трех последовательных 
поворотов относительно осей Z, Y и X соответ-
ственно (рис. 4, а, см. третью сторону обложки).

Для построения управляющей программы 
робота вводится подвижная система коорди-
нат, начало которой совпадает с желаемой точ-
кой траектории. Ее особенность состоит в том, 
что ось Х располагается по направлению дви-
жения рабочего органа, ось Z — по нормали 
к поверхности движения, а ось Y образует пра-
вую декартову систему координат. В каждой 
точке желаемой траектории движения сопла 
рабочего органа вычисляются векторы , , ,X Y Z
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показанные на рис. 4, в (см. третью сторону 
обложки).

Векторы , ,X Y Z
	

 		


 вычисляются по следую-
щим формулам:
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 — векторы, соответствующие ортам 
системы координат рабочего органа в точке 
траектории; n



 — нормаль к поверхности; m1 и 

m2 — соседние точки траектории. После расчета 
векторы нормируются с помощью формулы
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где nV
		


 — нормированный вектор; vx, vy, vz — 
компоненты ненормированного вектора.

Робот осуществляет движение по траекто-
рии в системе координат модели. Каждой точ-
ке траектории соответствует однородная ма-
трица преобразований координат М из начала 
системы координат модели в подвижную си-
стему координат, связанную с точкой траекто-
рии печати. Углы ориентации рабочего органа 
A, B, C определяются на основании матрицы 
М по формулам
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Результатом работы алгоритма планирования 
траектории является массив координат ее точек 
в системе координат модели поверхности и углов 
ориентации рабочего органа робота, которые за-

писываются в txt-файл. Этот файл пересылается 
в устройство управления коллаборативного ро-
бота KUKA, и его данные используются в про-
граммных командах движения LIN со сглажива-
нием. При выполнении программной команды 
LIN робот с заданной скоростью перемещает 
рабочий орган по прямолинейной траектории от 
исходной позиции до позиции, указанной в ко-
манде LIN. Скорость движения задается опера-
тором при программировании робота.

3. Экспериментальное исследование биопечати 
in situ

Для подтверждения работоспособности 
предлагаемого алгоритма проведено экспери-
ментальное исследование печати с помощью 
робота. В роли биопринтера выступал колла-
боративный робот KUKA LBR R820 с семью 
степенями подвижности, оснащенный специ-
альным дозатором в качестве рабочего органа. 
Одновременно с этим на 3D-принтере из PLA 
были напечатаны два образца поверхностей пе-
чати с различной кривизной (рис. 5, см. третью 
сторону обложки). Образец № 1 — это плоская 
поверхность с прямоугольным контуром дефек-
та. Образец № 2 имеет криволинейную поверх-
ность с контуром дефекта в виде окружности.

При выполнении эксперимента 3D-модель по-
верхности загружалась в программу. Оператор 
задавал область печати, указывая точки ее кон-
тура, и происходила генерация двух ортогональ-
ных слоев траектории. Затем траектория считы-
валась специальной программой и пересылалась 
на управляющее устройство робота. Для того 
чтобы робот мог печатать в координатах образ-
ца, он устанавливался в специальную точку на 
базе, и затем база калибровалась. Шаг между ли-
ниями траектории в программе был задан рав-
ным 1,6 мм. После печати делалась фотография 
решетки с помощью бинокулярного микроскопа 
и измерялось значение шага. Измеренное значе-
ние шага печати на образце № 1 составило 1,63 ± 
0,1 мм, на образце № 2 — 1,65 ± 0,13 мм. Резуль-
таты эксперимента для образцов № 1 и № 2 пред-
ставлены на рис. 5 (см. третью сторону обложки).

Заключение

Теоретическое и экспериментальное ис-
следования подтвердили способность разра-
ботанного алгоритма планировать желаемую 
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траекторию движения рабочего органа робо-
та относительно поверхностей с различными 
кривизной и контурами дефекта. Результаты 
экспериментов свидетельствуют о том, что при 
применении робота и разработанного алго-
ритма напечатанная траектория соответствует 
желаемой траектории. Во всех исследованных 
случаях решетка из нанесенного биоматериала 
получилась однородной, а размер ячеек решет-
ки является одинаковым.

Необходима предварительная обработка 
данных, получаемых от 3D-сканеров. Для ее 
выполнения предлагается использовать опи-
санный в статье алгоритм скользящего средне-
го. Установлено, что в процессе печати сопло 
сохраняет требуемую ориентацию и в каждой 
точке траектории остается перпендикулярным 
обрабатываемой поверхности тела человека, не 
останавливается в углах траектории, а прохо-
дит их непрерывно. Отклонение шага, изме-
ренное в напечатанных решетках на двух об-
разцах, не превышает 130 мкм, что является 
допустимым, судя по результатам исследова-
ний, посвященных биопечати.

При подготовке к биопечати целесообразно 
предварительно провести компьютерное моде-
лирование движений сопла рабочего органа ро-
бота, спланированных с применением предло-
женного алгоритма. Результаты моделирования 
должны показать оператору робота, врачу без-
опасность и качество выполняемой операции.

Необходимо отметить, что область приме-
нения разработанного алгоритма имеет огра-
ничение. Оно вызвано тем, что невозможно 
заполнять дефекты, имеющие сложную вну-
треннюю форму, так как это потребовало бы 
генерации уникальных слоев, а в данном слу-
чае слои повторяют друг друга и лишь смеще-
ны по оси Z на высоту слоя.
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Abstract

In situ bioprinting is an automated process of direct application of biomaterials to a defective area of living tissue
during a medical operation. To perform such bioprinting, it is advisable to use robotic manipulators with five or more degrees 
of mobility, which can give the end effector the desired orientation. The actual task is to plan the trajectory of the robot for 
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in situ bioprinting on a real curved surface. A brief analysis of solutions allowing to plan the trajectory of bioprinting is 
carried out. A mathematical description of the surface used as a defect model is given, which is necessary for constructing 
the trajectory. Additional restrictions were introduced in order to reduce the complexity of the scheduling algorithm. To 
localize a defect on a curved surface, information about a given contour covering this defect is used. An algorithm has been 
developed for forming a flat trajectory of the robot’s end effector to fill in the defect, followed by projecting it onto a real 
curved surface. The importance of preprocessing data on the scanned surface using the developed filtering algorithm based 
on the moving average method is noted. The trajectory of the robot’s end effector is formed by layers first in the plane. 
It is then projected onto a curved surface. For each point of the trajectory, such a homogeneous transformation matrix is 
calculated so that the robot’s end effector is perpendicular to the curved surface. The calculation of the orientation angles of 
the working body of the KUKA robot is presented on the basis of data obtained from a homogeneous transformation matrix. 
The operability of the proposed trajectory planning algorithm for in situ bioprinting is confirmed by the results of computer 
modeling using the software developed by the authors and the results of an experimental study of bioprinting performed by 
the KUKA LBR R820 collaborative robot on three samples with different surface curvature and defect contour.

Keywords: in situ bioprinting, robot trajectory planning, curved trajectory, surface pretreatment, defect filling, step 
effect, orientation of the working organ
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Количественная оценка изменения функционального состояния человека 
за время полета летательного аппарата*

Одна  из заметных проблем динамической 
имитации полета летательного аппарата на 
тренажерных стендах связана со слабой про-
работкой методов оценки качества симуля-
ции. Для оценки результатов воздействия на 
человека симуляционной нагрузки обычно ис-
пользуется статистическая обработка частных 
субъективных оценок, сделанных в результате 
опросов опытных экспертов [1, 2]. Объектив-
ность подобного анализа может повысить ис-
пользование количественных оценок измене-
ния функционального состояния человека за 
время имитации и сравнение их с аналогич-
ными изменениями за время реального полета. 
Ранее применение такого подхода в литературе 
неизвестно.

Одна из первых задач на пути реализации 
такого подхода состоит в выборе вида обследо-

*Публикация подготовлена в рамках реализации Про-
граммы создания и развития научного центра мирового уров-
ня "Сверхзвук" на 2020-2025 годы при финансовой поддержке 
Минобрнауки России (соглашение № 075-15-2020-923). Авто-
ры выражают особую благодарность пилотам и персоналу 
аэродрома Вихрево.

вания, уточнении проб, проводимых в ходе это-
го обследования, и параметров, которые будут 
использованы для последующей оценки. Мож-
но говорить о новизне такого подхода по срав-
нению с описанными ранее в литературе. Об-
судим особенности и предварительные резуль-
таты применения подхода к количественной 
оценке изменения функционального состояния 
человека за время полета летательного аппара-
та. Используем для этого сравнение результатов 
стабилометрических и окулографических об-
следований пассажира летательного аппарата, 
проведенные до и непосредственно после поле-
та на легкомоторном летательном аппарате.

Характерная программа полета

Для предварительной оценки рассматривали 
полеты на легких самолетах авиации общего на-
значения Як18Т, Socata-893 (рис. 1), Вильга 35, 
Zlin142, на спортивном самолете Як-52, транс-
портном самолете Ан-2 и вертолете Bell-430. 
Типовая программа полета состояла из взлета, 
набора высоты 200 м, выполнения в пилотаж-

Обсуждаются предварительные результаты применения разработанного подхода к количественной оценке изме-
нения функционального состояния человека за время полета летательного аппарата. Для такой оценки используется 
сравнение результатов стабилометрических и окулографических обследований пассажира летательного аппарата, 
проведенные до и после полета. В серии полетов на легкомоторных летательных аппаратах приняли участие 14 до-
бровольцев обоего пола, для которых провели 21 пару предполетных и послеполетных обследований. Для имеющейся 
выборки добровольцев в ходе этих обследований выявлены параметры, которые имеют устойчивую тенденцию к из-
менению. Эти параметры характеризуют качество зрительного слежения и возможности удержания человеком вер-
тикальной позы. Доля проб, у которых после полета отмечено снижение средней скорости медленных фаз нистагма, 
возникающего при оптокинетической стимуляции, превысило 70 %. У большинства добровольцев заметны изменения 
стабилометрических параметров для оптокинетической пробы и пробы с удержанием равновесия на неустойчивой 
опоре в виде пластины пенополиуретана. Более чем в 70 % этих проб после полета изменялись скорости слежения, 
средняя скорость центра давления и показатель качества функции равновесия. Отмечено, что показатель Херста 
после полета снижался при вставании на пластину пенополиуретана у подавляющего числа обследуемых по сравне-
нию с со значением в фоновой пробе, в то время как до полета изменение этого параметра носит разнонаправленный 
характер. В стабилометрическом тесте со "ступенчатым отклонением", при котором доброволец по команде совер-
шал быстрые наклоны на небольшой угол за счет изменения угла в голеностопном суставе у 75 % обследуемых после 
полетов отмечено снижение средней скорости. Полученные результаты предполагается использовать для оценки 
качества симуляции полета с использованием тренажерных стендов.

Ключевые слова: функциональное состояние человека, летная нагрузка, постурология, стабилометрия, оптоки-
нетический тест, нистагм, зрительное слежение
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ной зоне вблизи аэродрома (подлетное время 
3 мин) набора координированных устойчивых 
виражей на 360° с креном 15°, 25°, 35° соответ-
ственно и посадки. Длительность такого полета 
составляла 10 ± 2 мин. Усложненная програм-
ма полета состояла из взлета, набора высоты 
1000 м, виража 45° вправо, штопорной бочки 
влево, разгона в пикировании, невесомости при 
выполнении последующей горки (до 3 с), петли, 
еще одной кратковременной невесомости, ви-
ража влево и штопорной бочки вправо и зани-
мала 20 мин полетного времени. Характерные 
схемы отдельных фигур пилотажа приведены 
на рис. 2. Полеты выполнялись днем в простых 

метеорологических условиях при отсутствии 
сильных возмущений атмосферы (сдвиговой и 
термической турбулентности).

Порядок проведения обследования

Выбор проб и параметров для анализа функ-
ционального состояния человека осуществлен 
в результате анализа информации о пред-
рейсовом обследовании состояния операто-
ра транспортного средства [4—7]. Показатели, 
используемые в разных отраслях, отличаются. 
Стандартными инструментами исследования 
считаются анализ вариабельности сердечного 
ритма, анализ глазодвигательной активности, 
электромиография и электроэнцефалография 
[8, 9]. Все эти методы исследования применя-
ются к пилотам при тренировках на тренажерах 
[10]. Стабилометрия применяется для анализа 
функционального состояния в авиакосмиче-
ской отрасли [6, 11]. Для количественной оцен-
ки влияния кратковременного полета на функ-
циональное состояние человека анализировали 
изменение постурологических и окулографиче-
ских характеристик участника обследования.

Для регистрации показателей использовали 
стабилоанализатор и видеоокулограф. В ис-
следовании использовался стабилоанализатор 
"Стабилан 01-2" [7] — устройство для анализа 
способности человека управлять малым изме-
нением вертикальной позы, в том числе при 

наличии биологической обратной 
связи по опорной реакции. Он по-
зволяет определить значение силы 
нормального давления на платфор-
му со стороны находящегося на 
ней объекта и координату точки ее 
приложения — центр давления.

Для обследований движений 
глаз был использован окулограф 
ICS Impulse, который опреде-
лял изменение положения центра 
зрачка при движении глаза на ос-
новании обработки изображения 
портативных видеокамер.

Заметим, что влияние вестибу-
лярных изменений, развившихся 
вследствие летной нагрузки, по-
сле полета со временем снижает-
ся. В связи с этим послеполетные 
пробы необходимо проводить не-
посредственно после остановки са-
молета в течение достаточно корот-
кого времени. Это ограничивает 
число тестов и продолжительность 

Рис. 1. Подготовка к полету легкого самолета Socata-893 
(фото. А. Маркина)
Fig. 1. Preparing for the flight of a light aircraft Socata-893 (pho-
to by A. Markin)

Рис. 2. Схемы отдельных фигур пилотажа: разворот и бочка (по [3])
Fig. 2. Schemes of individual aerobatic maneuvers: turn and roll (according to [3])
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обследования. В связи с этим было отобрано 
небольшое число проб, которые располагались 
в последовательности, определяемой предпола-
гаемой вероятностью проявления вестибуляр-
ных изменений при проведении соответствую-
щих обследований. Считается, что "в отоневро-
логии наибольшей диагностической ценностью 
обладают оптокинетическая стимуляция, про-
ба с выключением зрения, исследование в позе 
Ромберга и проба с поворотами головы" [11, 12].

Особенности условий небольшого аэродро-
ма не позволяли исключить наличие отвле-
кающих факторов (шум моторов, вибрации и 
т. п.), которые неизбежно оказывали влияние 
на проведение обследования. Наиболее цен-
ной представлялась информация об изменении 
биомеханических показателей, получаемых при 
обследованиях до и после полета. Изменения 
для человека представлялись априорно не зна-
чительными. При проведении проб требова-
лось максимально возможное повторение ос-
новных характеристик обследования: последо-
вательности проб, интервалов между пробами, 
поз при выполнении тестов. Предварительный 
опыт показал, что аккуратное соблюдение позы 
Ромберга будет затруднено: не все обследуемые 
способны удерживать равновесие в этой позе — 
с закрытыми глазами, причем предсказать за-
ранее, насколько тяжело исследователю будет 
удерживать эту позу после полета, практиче-
ски невозможно. В связи с этим исследование 
в позе Ромберга не использовалось.

В итоге были выбраны следующие пробы, 
в соответствии с работами [7, 14], которые вы-
полнялись испытателем в данной последова-
тельности:

1. Укороченный оптокинетический тест, со-
стоящий из проб "полосы вправо", фоновой 
пробы с открытыми глазами (ГО) и пробы "по-
лосы влево". Этот тест сопровождался окуло-
графическим обследованием.

2. Укороченный тест с поворотом головы, со-
стоящий из проб, в ходе которых человек стоял 
с закрытыми глазами (ГЗ), последовательно по-
вернув голову направо, подняв голову вверх и 
удерживал ее прямо. Последняя проба исполь-
зовалась как фоновая.

3. Тест с удержанием равновесия на не-
устойчивом основании в виде пластины пено-
полиуретана толщиной 9 см. В ходе этого теста 
последовательно выполнялись пробы с закры-
тыми и открытыми глазами.

4. В восьми случаях в заключение обследуе-
мый выполнял также тест со "ступенчатым от-
клонением" в варианте, описанном в статье [15].

Оптокинетический тест выполнялся первым 
и состоял в удержании вертикальной позы с от-
крытыми глазами в трех вариантах: глядя на 
чистый экран (фоновая проба) и два варианта 
со зрительными помехами: глядя на экран, по 
которому перемещаются калиброванные поло-
сы справа налево или слева направо. Эти пробы 
сопровождались окулографическим обследова-
нием. Предполагалось, что функциональные 
изменения вестибулярной системы, развивши-
еся вследствие летной нагрузки при выполне-
нии фигур сложного пилотажа, повлияют на 
комплексирование информации от разных ор-
ганов чувств и найдут отражение в управлении 
движением глаз. Из опыта космических иссле-
дований [16] известно, что изменение гравито-
инерциальной обстановки сильно влияет на 
формирование глазодвигательных откликов на 
различные раздражители, в том числе зритель-
ные, к которым относятся данные, регистриру-
емые в этом исследовании. Известно, что ха-
рактер слежения изменяется в зависимости от 
состояния человека, что показано на примере 
изменения параметров нистагма, возникающе-
го в ответ на предъявляемый раздражитель [17]. 
Более того, при повышении скорости движения 
стимула наблюдается увеличение рассогласова-
ния между скоростями отслеживающих движе-
ний глаз и движением стимула. Это означает, 
что уменьшается время четкого видения, на 
протяжении которого возможно удерживать 
объект в фовеальном поле зрения. Таким об-
разом, рассматриваемый тест отражает возмож-
ность испытателя зрительно отслеживать бы-
стро меняющуюся обстановку.

Стабилометрические пробы с поворотом го-
ловы выполнялись по "классическому" сцена-
рию. Повороты головы приводят человека к не-
обходимости применять для удержания и ста-
билизации вертикальной позы информацию 
вестибулярных каналов в относительно непри-
вычной форме. Для сокращения времени прове-
дения проб использовались только два положе-
ния: голова повернута вправо и голова поднята 
вверх, при этом глаза человека были закрыты.

Удержание равновесия на основании в виде 
пластины пенополиуретана также приводит 
к повышению роли вестибулярного аппарата. 
Во-первых, задача удержания равновесия на 
неустойчивом основании требует мобилизации 
всех сенсорных систем человека. Во-вторых, 
равномерное распределение давления в стопе 
изменяет привычную информацию от проприо-
цепторов стопы и тем самым искажает один 
из наиболее важных информационных пото-
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ков, используемых человеком при удержании 
вертикальной позы. Это обстоятельство также 
увеличивает роль вестибулярного аппарата.

При выполнении теста со "ступенчатым от-
клонением" человек стоял на платформе ста-
билоанализатора с закрытыми глазами. В ходе 
пробы он должен был быстро изменить поло-
жение туловища в сагиттальной плоскости за 
счет изменения угла в голеностопном суставе на 
произвольный угол, значительно меньший, чем 
максимально возможное отклонение. По проше-
ствии 10 с человек по команде совершает обрат-
ное движение. Такой цикл повторялся пять раз.

Продолжительность каждой пробы состав-
ляла 20 с. Пробы выполнялись с минималь-
ным перерывом в 3—10 с для того, чтобы чело-
век мог адаптироваться к задаче удержания из-
мененной позы. Послеполетное исследование 
проводилось через 5—10 мин после остановки 
движения летательного аппарата.

Показатели обследований и их вычисление

Для анализа результатов проведенных обсле-
дований вычислялись следующие показатели.

Для стабилометрических обследований из 
многообразия всевозможных параметров, вы-
числяемых программным обеспечением стаби-
лоанализатора Стабилан 1-02 [7, 14], были вы-
браны следующие:

1) разброс по фронтали σx — среднеквадра-
тическое отклонение центра давления от сред-
него положения во фронтальном направлении 
(вправо—влево) [18];

2) разброс по сагиттали σy — среднеквадра-
тическое отклонение центра давления от сред-
него положения в сагиттальном направлении 
(вперед—назад)) [18];

3) средняя скорость v центра давления;
4) площадь S эллипса, содержащего 95 % то-

чек траектории центра давления;
5) показатель качества функции равновесия 

(КФР), оценивающий равномерность распреде-
ления векторов скоростей центра давления на 
опорной поверхности. КФР считается стабиль-
ным стабилометрическим показателем [19];

6) коэффициент резкого изменения направ-
ления движения (КРИНД) — доля тех оценок 
векторов скорости, угол отклонения каждого 
из которых отличается от предыдущей оценки 
вектора более чем на 45°. При имеющейся ин-
формации о частоте обновления оценок векто-
ра скорости центра давления этот коэффици-
ент характеризует высокочастотные составля-
ющие управления движением [19].

Два первых параметра во многом характери-
зуют управление отдельными группами мышц 
при удержании вертикальной позы во фрон-
тальном и сагиттальном направлениях [20]. 
Остальные параметры носят интегративный 
характер и учитывают влияние всех модаль-
ностей.

Помимо традиционных параметров для ос-
новных проб рассчитывались показатели диф-
фузионного анализа, таких как показатель 
Херста. Подобные показатели были разрабо-
таны для моделей частичного броуновского 
движения [21]. Применение таких показателей 
в стабилометрии нашло отражение в совре-
менных исследованиях [22, 23]. Эти показатели 
характеризуют изменение механизма управле-
ния удержанием вертикальной позы челове-
ком. Они могут оцениваться различными спо-
собами [24]. Для определенности в настоящем 
исследовании мы анализировали оценку пока-
зателя Херста отдельно для фронтали и сагит-
тали, вычисляемую в соответствии с работой 
[22]. Для этого вычислялись значения стаби-
лометрических диффузионных функций Df(Δ) 
(Stabilogrm Diffusion Function, SDF) по формуле
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где Δ — интервал времени; x(ti) — значение ко-
ординаты центра давления в момент времени 
ti; N — общее число моментов времени измере-
ний координат центра давления; m(Δ) — чис-
ло моментов времени измерений координат 
центра давления на интервале продолжитель-
ностью Δ. Для стабилометрической диффузи-
онной функции Df(Δ) строится график в лога-
рифмических осях, показанный на рис. 3. Для 

Рис. 3. Характерный вид стабилометрической диффузионной 
функции Df(D) и ее приближения, используемого для опреде-
ления показателя Херста
Fig. 3. Typical form of the stabilometric diffusion function Df (D) 
and its approximation used to determine the Hurst exponent
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частичного броуновского движения традици-
онно используется модель

 Df(Δ) ∼ Δ2H,

где Н называется показателем Херста. Поло-
вина коэффициента наклона касательной гра-
фика Df(Δ) в логарифмических осях и являет-
ся оценкой для H. Считается, что изменение 
показателя Херста соответствует изменению 
стратегии управления при регуляции верти-
кальной позы у человека [22, 23]. Характерный 
вид функции Df(Δ) приведен на рис. 3. Часто 
эта функция имеет излом в районе Δ = 1 с. 
Поведение функции после излома менее ста-
бильно. В связи с этим в настоящей работе для 
оценки H использована оценка наклона Df(Δ) 
в логарифмических осях для Δ m 1 с, получен-
ная методом наименьших квадратов. При об-
работке данных обследований использовано 
изменение этого показателя.

Тест со ступенчатым отклонением выпол-
нялся в режиме "стабилометрической пробы". 
Человек стоял на платформе стабилоанали-
затора с закрытыми глазами. В ходе теста он 
должен был по команде быстро изменить по-
ложение туловища в сагиттальной плоскости за 
счет изменения угла в голеностопном суставе на 
произвольный угол, меньший, чем максималь-
но возможное отклонение. По прошествии 10 с 
человек по команде совершал обратное движе-
ние. Такой цикл также повторялся 5 раз. Из 
предшествующих исследований [15, 25, 26] из-
вестно, что в этом тесте наиболее информатив-
ными представляются латентный период (ин-
тервал времени между получением команды и 
началом движения) и средняя скорость "броска" 
[14] — скорость движения центра давления при 
выполнении этого движения. При принятом 
режиме выполнения проб определение латент-
ного периода затруднено, поэтому в исследова-
нии учитывалась только скорость "броска".

Для окулографических обследований в каче-
стве анализируемого параметра была выбрана 
средняя скорость слежения vs. В каждой точке 
окулограммы была найдена численная про-
изводная. Участки знакопостоянства зависи-
мости угловой скорости глаза от времени, на 
которых рассматриваемая величина прини-
мала значения, достигавшие сотен градусов 
в секунду, были отнесены к быстрым фазам 
нистагма (саккадам). Промежутки между бы-
стрыми фазами — медленные фазы нистагма, 
во время которых происходит отслеживание. 
Скорость, с которой движется глаз при отсле-
живании, в идеале должна с точностью до еди-
ниц градусов в секунду соответствовать угло-

вой скорости движения изображения отно-
сительно наблюдателя. Для анализа картины 
в целом было проведено осреднение угловой 
скорости по всем моментам времени, принад-
лежащим медленным фазам.

Результаты обследований

В соответствии со сказанным выше для ре-
гистрации стабилометрических показателей ис-
пользовался стабилоанализатор "Стабилан-01-2" 
и видеоокулограф ICS Impulse. Для количе-
ственной оценки влияния кратковременного 
полета на функциональное состояние человека 
анализировалось изменение постурологических 
и окулографических характеристик испытателя.

В обследовании приняли участие 14 испытате-
лей-добровольцев обоего пола (3 женского пола и 
11 мужского) в возрасте от 19 до 60 лет, у которых 
провели 21 пару предполетных и послеполетных 
обследований. Один из испытателей имеет опыт 
пилотирования легкомоторных летательных ап-
паратов. В 13 случаях испытатель совершал полет 
в условиях ограничения видимости.

Поскольку пробы проводились в "ускорен-
ном темпе" при укороченном интервале между 
пробами, сравнивать значения параметров с их 
"опорными" значениями, известными из лите-
ратуры, некорректно. В этой ситуации важную 
роль приобретает анализ изменения этих зна-
чений за время полета при соблюдении задан-
ной последовательности проб и хронометража 
обследований. В табл. 1 приведены медианные 
значения разностей стабилометрических па-
раметров, вычисленных по результатам раз-
личных проб, проведенных непосредственно 
после полета и в период, предшествующий по-
лету. В табл. 2 приведены средние квадрати-
ческие значения отклонений этих параметров.

Разброс приведенных значений оказывается 
значительным и не позволяет делать однознач-
ные выводы. Это во многом связно со специ-
фикой распределения значений параметров. На 
рис. 4 приведены различные характерные гисто-
граммы распределения приращения стабиломе-
трических показателей. Приведенные распре-
деления, как и прочие, имеют многочисленные 
существенные отклонения от средних значений, 
которые могли быть вызваны условиями прове-
дения конкретных проб. Следует отметить, что 
такой разброс наблюдался и в результатах обсле-
дований отдельного добровольца в случае, если 
тесты проводились в различные дни.

Для получения более стабильных оценок 
для значимости каждого параметра и пробы 
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введем величину, равную доле пар проведен-
ных проб, для которых значение соответству-
ющего показателя после полета больше, чем 
значение в предполетной пробе. Эту величину 
можно считать оценкой вероятности увеличе-
ния соответствующего параметра в результате 
летной нагрузки. В случае значений этой доли, 
существенно меньших 0,5, можно говорить 
о снижении соответствующего параметра. 
Значения таких оценок приведены в табл. 3. 
Значения оценок, свидетельствующие об одно-

направленном изменении параметра с вероят-
ностью большей, чем 0,7, выделены в табл. 3 
жирным шрифтом (без подчеркивания отме-
чены случаи увеличения, подчеркнуты значе-
ния, соответствующие случаям уменьшения).

Однозначного вывода о влиянии ограниче-
ния визуального восприятия и сложности по-
лета полученные данные делать не позволяют.

Аналогичная ситуация отмечается и для па-
раметров диффузионного анализа. Разброс из-
менения их значений также велик и не обла-

дает желаемой регулярностью, 
что хорошо видно из табл. 4. 
Тем не менее заметно, что раз-
брос значений показателя Хер-
ста для колебаний в сагитталь-
ном направлении значительно 
возрастает, а среднее значение 
самого показателя у человека, 
вставшего на пластину пено-
полиуретана заметно снижа-
ется. Следует также отметить, 
что если до полетной нагруз-
ки при вставании на пластину 
пенополиуретана показатель 
Херста снижался у 63 % ис-
пытателей, по сравнению с со 
значением в фоновой пробе, то 
после полета этот эффект от-
мечен у 100 % испытателей.

Отметим также результаты 
стабилометрического теста со 
"ступенчатым отклонением", 
при котором человек по ко-
манде совершал быстрые на-
клоны на небольшой угол за 
счет изменения угла в голено-
стопном суставе. Этот тест со-
вершали восемь добровольцев. 
Особенности проведения теста 
не позволяли определять с до-
статочной точностью латент-
ный период, и в исследовании 
сравнивались значения сагит-
тальной составляющей сред-
ней скорости центра давления 
при выполнении быстрой фазы 
движения. Среднее значение 
скорости до полетной нагрузки 
составило 10,4 мм/с, а после лет-
ной нагрузки — 10,2 мм/c при 
среднем квадратическом от-
клонении (СКО) 0,3 и 0,15 мм/c 
соответственно. Среднее сни-
жение скорости составило 
0,2 мм/c при СКО 0,3 мм/c. Эти 

Таблица 1

Медианные значения разностей стабилометрических параметров,
вычисленных по результатам различных проб,

проведенных непосредственно после полета и в период, предшествующий полету

Differences median values in stabilometric parameters calculated based on the the results
in tests. Tests carried out immediately after the flight and in the period preceding the flight

Проба Δσx, мм Δσy, мм Δv, мм/с ΔS, мм2 ΔКФР ΔКРИНД

Линии вправо 0,3 0,67 0,47 27,4 –1,4 0,88

Фон (ГО) –0,09 –0,04 0,97 –0,9 –1,96 –0,23

Линии влево 0,47 –0,41 0,56 –1,6 –1,11 –0,2

Голова вверх –0,1 –0,18 –0,52 –2,3 2,05 0,62

Голова вправо 0,08 0,69 0,33 56,6 –2,08 0,61

Фон (ГЗ) –0,23 –0,2 –0,54 –16,7 0,96 0,47

Поролон ГЗ 1...20 с 1,2 2,58 6,49 657,5 –0,95 0,02

Поролон ГЗ 20...40 с 1,66 1,2 1,13 328,7 –0,4 –1,29

Поролон ГЗ 40...60 с 1,26 0,42 2,65 265 –2,19 0,23

Фон (ГО) –0,29 0,61 –0,02 –4,4 0,23 0,77

Таблица 2

Средние квадратические значения отклонений разностей стабилометрических 
параметров, вычисленных по результатам различных проб, проведенных 

непосредственно после полета и в период, предшествующий полету

Standard deviations in stabilometric parameters calculated based on the the results in tests. 
Tests carried out immediately after the flight and in the period preceding the flight

Проба Δσx, мм Δσy, мм Δv, мм/с ΔS, мм2 ΔКФР ΔКРИНД

Линии вправо 0,51 1,15 1,36 51,2 3,81 3,99

Фон (ГО) 0,73 1,81 2,16 71,4 8,48 3,59

Линии влево 0,86 1,47 1,87 51,6 6,50 2,63

Голова вверх 1,17 0,96 2,74 109 7,35 1,22

Голова вправо 0,99 1,23 2,11 105 5,73 1,59

Фон (ГЗ) 0,67 2,01 1,34 124 4,38 2,29

Поролон ГЗ 1...20 с 2,99 4,42 13,0 983 3,77 1,53

Поролон ГЗ 20...40 с 2,41 2,15 8,57 411 5,01 1,63

Поролон ГЗ 40...60 с 2,28 1,57 4,82 581 4,24 1,93

Фон (ГО) 1,15 1,10 1,58 103 5,60 2,03
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цифры не выглядят очень убе-
дительными, однако при этом 
снижение средней скорости на-
блюдалось у 75 % обследуемых. 
Этот фактор также свидетель-
ствует в пользу изменения пси-
хофизиологического состояния 
обследуемых

С помощью видеоокулогра-
фа ICS Impulse также у 14 до-
бровольцев провели 21 пару 
предполетных и послеполет-
ных обследований. Регистри-
ровался оптокинетический 
нистагм. В результате теста 
оценивали скорость поворота 
взора на участках прослежи-
вания — медленных фазах ни-
стагма. После полетов в 80 % 
случаев в пробе "полосы впра-
во" и 70 % — в пробе "полосы 
влево" наблюдается снижение 
скорости слежения в ответ 
на идентичную зрительную 
стимуляцию. На рис. 5 при-
ведены оценки ρ плотности 
распределения скоростей мед-
ленных фаз нистагма, возни-
кающего при оптокинетиче-
ской стимуляции (движений, 
соответствующих слежению). 
Статистические характеристи-
ки скорости движения глаза 
приведены в табл. 5, из кото-
рой видно, что, как и для ста-
билометрии, разброс статисти-
ческих характеристик велик. 

Таблица 3

Оценка вероятности положительности разностей стабилометрических параметров, 
вычисленных по результатам различных проб, проведенных непосредственно

после полета и в период, предшествующий полету

The estimated probability that deviations in stabilometric parameters calculated based
on the results in tests are positive. Tests carried out immediately

after the flight and in the period preceding the flight

Проба σx σy v S КФР КРИНД

Линии вправо 0,71 0,71 0,76 0,67 0,19 0,57

Фон (ГО) 0,43 0,48 0,71 0,48 0,29 0,48

Линии влево 0,62 0,38 0,57 0,48 0,43 0,48

Голова вверх 0,48 0,43 0,38 0,48 0,62 0,67

Голова вправо 0,67 0,62 0,52 0,67 0,38 0,52

Фон (ГЗ) 0,43 0,43 0,38 0,43 0,57 0,57

Поролон ГЗ 1...20 с 0,62 0,76 0,76 0,67 0,38 0,52

Поролон ГЗ 20...40 с 0,57 0,62 0,62 0,67 0,43 0,29

Поролон ГЗ 40...60 с 0,67 0,57 0,76 0,76 0,24 0,52

Фон (ГО) 0,48 0,62 0,48 0,38 0,52 0,81

Таблица 4

Средние значения и средние квадратические отклонения показателя Херста Hs

для обследуемых, стоящих с закрытыми глазами в ортоградной позе
(фоновая проба в тесте с наклоном головы) и на пластине пенополиуретана

Hurst exponent Hs mean values and standard deviations in tests: person standing with closed 
eyes in an orthograde posture (baseline sample in the head tilt test) and on a foam plate

Направление
Условия выполнения 

пробы
Среднее 

до
СКО 
до

Среднее 
после

СКО 
после

Фронталь Фон 0,72 0,05 0,73 0,06

Пенополиуретан 0,71 0,06 0,72 0,05

Сагитталь Фон 0,74 0,05 0,75 0,15

Пенополиуретан 0,66 0,06 0,67 0,04

Рис. 4. Характерные гистограммы распределения приращения стабилометрических показателей:
а — изменение КРИНД для фоновой пробы с открытыми глазами; б — изменение КФР в пробе "полосы вправо"; в — изме-
нение σy в пробе с поднятой головой
Fig. 4. Characteristic histograms of the distribution of the increment of stabilometric indicators:
а — change in сoefficient of sudden change of direction for the background test with open eyes; б — сhange in quality indicator of the 
equilibrium function in the "band to the right" sample; в — change in σy in the head up test
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Тем не менее, доля проб, в которых средняя 
скорость снижалась, значительна.

Уменьшение средней скорости после полета 
при предъявлении одинакового стимула озна-
чает уменьшение времени четкого видения, сле-
довательно, и объема высоко детализированной 
зрительной информации. Этот вывод можно 
сделать из того, что для получения информации 
с фовеальной зоны сетчатки глаза необходимо 
стабилизировать изображение объекта. Следо-
вательно, рассогласование скоростей должно 
быть минимально. При неизменной скорости 
оптокинетической стимуляции снижение сред-
ней скорости прослеживающих движений рав-
носильно увеличению относительной скорости 
изображения объекта на сетчатке глаза.

Отмеченная закономерность может означать, 
что непривычная для человека композиция ве-
стибулярных раздражителей, возникающая при 
движении летательного аппарата, значимо вли-
яет на управление глазодвигательной системой.

Заключение

Подведем итоги проведенных исследований. 
Изменение постурологических и окулографи-
ческих параметров, порожденное летной на-
грузкой, отличаются большой вариабельностью 
и очень индивидуальны. Выявить пробу и па-
раметр, претерпевающий значимое изменение 
для любого человека, не удается. На эффект 
от более аккуратного проведения проб и соз-
дания существенно более комфортных условий 
их проведения рассчитывать затруднительно. 
В этих условиях возможен путь проведения об-
следований большой группы добровольцев, ис-
пытавших воздействие летной нагрузки.

Достаточно удачным представляется выбор 
проб оптокинетического теста. Значительная 
вероятность однонаправленного изменения 
ряда стабилометрических параметров в прове-
денных пробах, возможно, связана с тем, что 
эти пробы проводились после полета первы-
ми. Тем не менее, эти изменения подкрепле-
ны также результатами окулографических ис-
следований. Эффективными представляются 
также начальная фаза пробы с удержанием 
человеком равновесия на неустойчивом осно-
вании при закрытых глазах. Следует отметить, 
что наблюдаемое изменение параметров в этой 
пробе противоположно по направлению из-
менениям, вызванным адаптацией человека 
к непривычным условиям.

К параметрам, наиболее перспективным 
для оценки изменения функционального со-
стояния человека за время полета, следует от-
нести среднюю скорость центра давления, по-
казатель качества функции равновесия (КФР), 
изменение показателя Херста при переходе 
с твердого основания на пластину пенополи-
уретана. Значительный интерес представля-
ет также средняя скорость слежения взора за 
подвижным изображением. Проведенные до-
полнительные наблюдения при проведении 
окулографических исследований показали, 
что информативность этого параметра может 
быть повышена в результате подбора скорости 
движения полос в оптокинетическом тесте.

Предполагается, что полученные результа-
ты могут быть использованы для оценки каче-
ства симуляции полета с использованием тре-
нажерных стендов.
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Abstract

The article is devoted to the approach to the quantitative estimation of changes in the functional state of a person 
during an airplane flight based on the results of stabilometric and oculographic examinations of airplane passengers car-
ried out before and after the flight. Fourteen volunteers of both sexes participated in the study. They performed 21 pairs
of pre-flight and post-flight examinations. For the existing sample of volunteers, parameters were identified that had
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a consistent trend of change. These parameters include visual tracking quality and stabilometric characteristics. In 70 % 
probes a decrease in the slow phases of optokinetic nystagmus average speed was noted. In most volunteers, changes in the 
stabilometric parameters for the optokinetic test and the balance test on an unstable support in the form of foam plate are 
noticeable. The tracking speeds, the average velocity of the pressure center, and the quality index of the equilibrium func-
tion decreased after the flight in more than 70 % of all samples. It was noted that the Hurst index after the flight decreased 
compared to background sample, during get up on the polyurethane foam plate in the vast majority of volunteers. In test 
before the flight the change in this parameter was multidirectional. In a stabilometric test with a "stepped deviation", in 
which a volunteer on command made quick bends at a small angle due to a change in the angle in the ankle joint, 75 % 
of the subjects after the flights showed a decrease in the average speed.

Keywords: functional state of a person, flight load, posturology, stabilometry, optokinetic response, nystagmus, visual 
following, flight load.
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О построении управляющих моментов в задаче одноосной 
переориентации твердого тела при неконтролируемых помехах

Введение

Задачи управления переориентацией (про-
странственным разворотом) асимметричного 
твердого тела представляют теоретический и 
прикладной интерес в таких областях, как ди-
намика космических аппаратов [1—4], а так-
же робототехника и биомеханика. Эти задачи 
рассматриваются и решаются в разных поста-
новках, включая традиционные задачи стаби-
лизации заданного положения в пространстве 
или разворот за конечное (заданное заранее 
или минимально возможное) время. Управле-
ние осуществляется либо посредством момен-
тов внешних сил (создаваемых специальны-
ми двигателями), либо посредством моментов 
внутренних сил (создаваемых, например, дви-
гателями-маховиками). Процесс управления 
ориентацией часто моделируется нелинейной 
управляемой системой, включающей динами-
ческие уравнения Эйлера и кинематические 

уравнения в переменных Родрига—Гамильтона 
или Пуассона. При этом предполагается, что 
управляющие моменты внешних сил "подают-
ся" на связанные с телом главные центральные 
оси инерции. Такая схема широко использует-
ся при разработке систем управления ориента-
цией в космической технике и робототехнике.

Одним из методов решения указанных за-
дач является метод линеаризации обратной 
связью, позволяющий провести линеаризацию 
исходной нелинейной управляемой системы 
по части или по всем ее фазовым переменным. 
Систематическое развитие данного метода на-
чалось в 80-е годы прошлого столетия с по-
зиций алгебр Ли [5—8], а также при изучении 
задач частичной устойчивости (стабилизации) 
динамических систем [9, 10]. Применительно 
к нелинейным задачам управления при некон-
тролируемых помехах метод получил развитие 
в работе [11] (см. также [10]), где линеаризирую-
щая обратная связь используется для построе-

Решается задача одноосной переориентации асимметричного твердого тела посредством управляющих моментов 
внешних сил. На управляющие моменты накладываются заданные геометрические ограничения. Учитываются внеш-
ние неконтролируемые помехи, статистическое описание которых отсутствует. Предполагается, что управляющие 
моменты внешних сил "подаются" на связанные с телом главные центральные оси инерции.

Процесс управления моделируется нелинейной конфликтно-управляемой системой обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений, включающей динамические уравнения Эйлера и кинематические уравнения в переменных Пуассона. 
Управляющие моменты формируются по принципу обратной связи как нелинейные функции (разрывные) фазовых 
переменных рассматриваемой конфликтно-управляемой системы. Выбор таких функций определяется следующи-
ми обстоятельствами: 1) решение исходной нелинейной задачи переориентации можно свести к решению линейных 
игровых антагонистических задач (с нефиксированным временем окончания); 2) при отсутствии помех управляющие 
моменты являются субоптимальными по быстродействию; 3) переориентация достигается одним пространствен-
ным разворотом без дополнительных ограничений на характер результирующего движения (типа плоского поворота 
и др.) Решения замкнутой системы управления понимаются в смысле А. Ф. Филиппова.

Указана оценка допустимых уровней внешних неконтролируемых помех в зависимости от заданных ограничений 
на управляющие моменты, вывод которой опирается на указанную трактовку решений. Данная оценка является до-
статочным условием, при котором обеспечивается гарантированное решение рассматриваемой задачи переориентации 
за конечное время посредством предложенной конструкции управляющих моментов. Дается итерационный алгоритм 
нахождения параметров управляющих моментов, которые определяют гарантированное время переориентации.

Ключевые слова: одноосная переориентация асимметричного твердого тела, неконтролируемые помехи, нелиней-
ные законы управления
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ния "возмущенной" линейной вспомогательной 
системы, которая трактуется как конфликтно-
управляемая. По общей направленности такой 
подход примыкает к методу декомпозиции не-
линейных управляемых систем [12, 13].

В рамках этого подхода рассмотрена [14, 15] 
нелинейная задача трехосной переориентации 
асимметричного твердого тела при игровой 
модели помех; получены оценки [16] допусти-
мых уровней помех в зависимости от заданных
"геометрических" ограничений на управляю-
щие моменты внешних сил. В данной статье, 
в отличие от работ [14—16], рассматривает-
ся задача одноосной переориентации. Про-
цесс управления моделируется нелинейной 
управляемой системой, включающей динами-
ческие уравнения Эйлера и кинематические 
уравнения Пуассона. В этом случае в отличие 
от работ [14—16] меняется структура вспомо-
гательной линейной конфликтно-управляемой 
системы, что приводит к изменению оценки 
допустимых уровней помех.

Постановка задачи

Рассмотрим динамическую систему уравне-
ний Эйлера
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 (1)

описывающих вращательное (угловое) движение 
твердого тела относительно центра масс. В систе-
ме (1): xi — проекции вектора угловой скорости 
тела на главные центральные оси инерции тела; 
ui — проекции управляющего момента на те же 
оси; моменты vi характеризуют действующие на 
тело внешние силы и неконтролируемые воз-
мущения, которые отождествляются либо с не-
определенными факторами ("природой"), либо 
с разумно действующим противником. Здесь и 
далее i = 1, 2, 3; суммирование по индексу i ве-
дется от 1 до 3. Обозначим х, u, v — векторы, 
компонентами которых являются соответствен-
но переменные xi, ui, vi.

Наряду с уравнениями (1) рассмотрим опре-
деляющие ориентацию твердого тела кинема-
тические уравнения Пуассона:

 1 2 3 3 2 2 3 1 1 3

3 1 2 2 1

; ;

.

x x x x

x x

γ = γ − γ γ = γ − γ
γ = γ − γ

� �
�

 (2)

Переменные γi, образующие вектор g, связа-
ны равенством

 2 2 2
1 2 3 1.γ + γ + γ =  (3)

Управляющие моменты ui = ui (x, g) форми-
руются по принципу обратной связи; их реа-
лизации ui[t] являются измеримыми функция-
ми, которые удовлетворяют заданным "геоме-
трическим" ограничениям

 |ui| m αi = const > 0. (4)

Помехи vi могут реализовываться в виде 
любых измеримых функций vi = vi[t] в рамках 
ограничений

 |vi| m βi = const > 0; (5)

какие-либо вероятностные характеристики 
помех неизвестны.

Неравенства (4) и (5) определяют покомпо-
нентную форму учета ограничений на управле-
ния ui и помехи vi. Связь между значениями αi 
и βi уровней управлений ui и помех vi априори 
неизвестна и устанавливается в процессе реше-
ния рассматриваемой далее задачи.

Задача одноосной переориентации: требует-
ся найти управляющие моменты ui, при любых 
допустимых реализациях неконтролируемых 
помех vi переводящие тело за конечное время 
из начального состояния g(t0) = g0 в заданное 
g(t1) = g1. Оба состояния являются состояни-
ями покоя x(t0) = x(t1) = 0. Момент времени
t1 > t0 не фиксируется.

Замечания. 10. Не нарушая общности, далее 
считаем g1 = (0, 1, 0). Случай произвольного 
начального и конечного положений тела будет 
рассмотрен при описании алгоритма решения 
поставленной задачи управления.

20. С формальной математической точки 
зрения решения системы (1)—(3) понимаются 
в смысле А. Ф. Филиппова [17] как абсолют-
но непрерывные функции x[t], g[t], удовлетво-
ряющие при почти всех значениях t ∈ [t0, t1] 
соответствующей системе дифференциальных 
включений.

30. Ограничения на управляющие моменты 
ui в форме (4) соответствуют трем парам "фик-
сированных" двигателей, соответствующим 
образом закрепленных относительно тела.
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Предлагаемый подход к решению

Продифференцируем по времени обе части 
первого и третьего уравнений системы (2), за-
меняя iх�  их выражениями из системы (1). По-
сле преобразований получаем равенства

 

1 2 3 3 2 2 3 3 2

3 2 2 3 1
3 2

3 1 2 2 1 3 2 2 1

2 1 1 2 2
2 1

1 1
( , , );

1 1
( , , ),
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u u f
A A

x x x x

u u f
A A

γ = γ − γ + γ − γ =

= γ − γ +

γ = γ − γ + γ − γ =

= γ − γ +

x v

x v

� ��� � �

� ��� � �

g

g

 (6)

в которых
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Введем обозначения
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и будем трактовать уравнения (6) и второе 
уравнение системы (1) как вспомогательную 
линейную конфликтно-управляемую систему

 1 1 1 3 3 3 2 2 2; ; ,u v u v x u v∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗γ = + γ = + = +��� ��  (7)

в которой ,i iu v∗ ∗  — соответственно вспомога-
тельные управления и помехи.

При этом "исходные" управляющие момен-
ты ui имеют вид

 

* * *1
1 1 1 2 2 2 2

2

* *3
3 1 3 2

2

( ); ;

( ).

A
u u u u A u

A
u u u

= − + γ =
γ

= + γ
γ

 (8)

При трактовке равенств (6) как конфлик-
тно-управляемой системы (7) в данном случае 
имеет место зависимость вспомогательных по-
мех iv ∗  не только от v, но и от g, x. Это "плата" 
за достижение указанной структуры управля-
ющих моментов ui. Однако указанная особен-
ность структуры iv ∗  не является препятствием 
для решения поставленной задачи переориен-
тации на основе анализа системы (7).

Решая первое и третье уравнения системы (2) 
как алгебраические относительно xj ( j = 1, 3), 
получаем равенства

 1 3 1 2 3 1 3 2
2 2

1 1
( ), ( ).x x x x= − γ + γ = γ + γ

γ γ
� �  (9)

Поэтому решение задачи приведения систе-
мы (7) в положение 0j jγ = γ =�  ( j = 1, 3) с под-
держанием координаты x2 в положении x2 = 0
означает решение исходной нелинейной зада-
чи одноосной переориентации твердого тела 
посредством управляющих моментов (8).

Задачу управления для конфликтно-управ-
ляемой системы вида (7) трактуем как диффе-
ренциальную игру. В ней один из игроков ("со-
юзник") распоряжается iu∗  и стремится умень-
шить время τ приведения системы в требуемое 
положение. В распоряжении другого игрока 
("противника"), стремящегося увеличить вре-
мя τ или вообще избежать приведения систе-
мы в требуемое положение, — вспомогатель-
ные возмущения .iv ∗

Для разрешимости данной задачи требует-
ся, чтобы уровни iu∗  были выше уровней .iv ∗  
Ограничения примем в виде

 * * * * *, , 0 1.| | | |i i i i i i iu vα β = ρ α < ρ <m m

При фиксированных значениях * *,i iα β  реше-
ние может быть найдено на основе решения за-
дач оптимального быстродействия (с теми же
краевыми условиями) для системы [18]

 *1 1 ;( ) ( ),3jj ju j= − ρ =γ��  (10)

 *
2 22( ) .1x u= − ρ�  (11)

Решение задачи оптимального быстродей-
ствия для линейных систем типа (10), (11) име-
ет вид [19]

*
*

* *

sgn ( , ), 0;
( , )

sgn sgn , 0;
j j j j j

j j j
j j j j j

u
⎧α ψ γ γ ψ ≠⎪γ γ = ⎨

α γ = −α γ ψ =⎪⎩

�
�

�
 (12)
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| |
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γ γ
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* 2 2 2
2 2

2

sgn , 0;
( )

0, 0.

x x
u x

x

⎧−α ≠⎪= ⎨
=⎪⎩

 (13)

При * *
j j jv u≠ −ρ  в случае системы дифферен-

циальных уравнений (10), (12) движение на фа-
зовых плоскостях будет сначала происходить (до 
достижения кривых переключений ψj = 0) между 
дуг парабол, являющихся траекториями систем 
дифференциальных уравнений *)1( jj j u= ± ργ��
( j = 1,3) при *

ju  вида (12). В окрестности кри-
вых переключений фазовые траектории с обеих 
сторон подходят к этим кривым. Поэтому после 
попадания на кривые переключений движение 
будет происходить вдоль этих кривых в скольз-
ящем режиме до достижения требуемых конеч-
ных значений 0.j jγ = γ =�

В случае дифференциального уравнения 
(11), (13) в окрестности положения x2 = 0 фазо-
вые траектории направлены навстречу друг 
другу и, следовательно, не могут покинуть по-
ложение x2 = 0. При этом решению x2 = 0 со-
ответствуют бесконечно частые переключения 
управления *

2,u  которые ассоциируются со 
скользящим режимом.

Величина

 0
*

| |
max ( ), 2

(1 )
j

j j
j j

γ
τ = τ τ =

α − ρ
 (14)

определяет минимальное гарантированное 
время управления в рассматриваемой игровой 
задаче для системы (7).

Замечания. 10. Структура (8) управляющих 
моментов ui формально приводит к "особенно-
сти" (разрывы 2-го рода), возникающей при
γ2 = 0. Однако в процессе управления имеет 
место включение 2 20| | [| |, 1],γ ∈ γ  и указанной 
особенности не возникает.

20. Пусть g1 ≠ (0, 1, 0). Чтобы избежать "осо-
бенности", в этом случае достаточно перейти 
к управляющим моментам, получающимся из 
(8) перестановкой индексов (или к комбина-
ции таких управляющих моментов).

Итерационный алгоритм решения

На основе предложенного подхода мож-
но сформулировать итерационный алгоритм 
решения задачи одноосной переориентации 
твердого тела посредством управляющих мо-
ментов ui вида (8), (12), (13):

1. Определение уровней *
iα  вспомогатель-

ных управлений *,iu  для которых не наруша-
ются заданные ограничения (4) на управляю-
щие моменты ui.

2. "Назначение" пробных уровней *
iβ  вспомо-

гательных помех *
iv  (так, что * *

i iα > β ), предо-
пределяющих значения ρi и гарантированное 
время переориентации τ.

3. Проверка фактического выполнения не-
равенств * *| |i iv βm  на множестве состояний си-
стемы (7), (12), (13).

Если оценки * *| |i iv βm  не выполняются или, 
наоборот, есть "резерв" в их выполнении, не-
обходимо продолжить поиск подходящих чи-
сел *.iα  В противном случае переориентация 
осуществляется за время τ, определяемое соот-
ношением (14).

Замечания. 10. Возможен также "обратный" 
вариант указанного алгоритма, предполагаю-
щий: 1) "назначение" пробных значений не 
только уровней *

iβ  вспомогательных помех *,iv  
но и гарантированного времени переориента-
ции τ (что предопределяет значения уровней *

iα  
вспомогательных управлений *

iu ); 2) проверку 
фактического выполнения неравенств * *| |i iv βm  
на множестве состояний системы (7), (12), (13).

20. В случае g1 ≠ (0, 1, 0) указанный итера-
ционный алгоритм можно использовать при-
менительно к управляющим моментам, полу-
чающимся из (8) перестановкой индексов.

Оценка допустимых уровней помех

Укажем прямую оценку допустимых уров-
ней помех vi, определяющих возможности 
решения исходной нелинейной задачи одно-
осной переориентации твердого тела посред-
ством управляющих моментов (8) на основе 
предложенного алгоритма.

Введем обозначение

 20

2
0

.
1

j

j j

j
A

γ
= α

+ γ
Γ

Теорема. Если область помех vi определяется 
неравенствами

 
2 2

2
2 2

2

2 ( 1,3); ,j
j

j

j
A A

⎛ ⎞β ⎛ ⎞β
+ < Γ = β < α⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 (15)

то задача одноосной переориентации может быть 
решена посредством управляющих моментов (8), 
(12), (13), удовлетворяющих ограничениям (4).
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Доказательство. При фиксированных * *,i iα β  
на множестве состояний системы (7), (12), (13) 
имеют место неравенства [16]

 2 2 2 2 2 2
1 10 2 20 3 30; ; ;γ γ γ γ γ γm l m  (16)

 2 *2 *2
0*

1
m .x 1 3a | |( ) ( ),j j j j

j

jγ = γ α =− β
α

�  (17)

Дальнейшее доказательство разобьем на три 
этапа, выделенных при описании итерацион-
ного алгоритма решения рассматриваемой за-
дачи одноосной переориентации твердого тела.

Этап 1. Определим значения *
iα  равенствами
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2 2
3 2 2

1 2
3 2 2

2 2
1 2

1 2

* *
1 2

3

;

,

;
A A A

A A
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⎛

α

⎞
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 (18)

в которых εi > 0 — достаточно малые постоян-
ные. При выполнении условий (15) достаточно 
малые значения εi > 0 можно выбрать так, что-
бы выполнялись неравенства
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Учитывая соотношения (16), (17), при выпол-
нении условий (15) для управляющих момен-
тов ui вида (8) при указанных достаточно малых 
значениях εi > 0 получаем следующие оценки:
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Это значит, что при сделанном выборе *
iα  

исходные ограничения (4) на управляющие 
моменты (8) выполнены.

Этап 2. Выберем значения * 0iε >  из усло-
вий *0 i i< ε < ε  и "назначим" уровни *

iβ  вспо-
могательных помех *

iv  так, что

 * * * *
2 2

* *
2( 1,3), .j j j jβ = α − = α −ε ε= β  (20)

В этом случае выполнены неравенства * *.i iα > β
Этап 3. При выбранных значениях * *,i iα β  

в процессе переориентации тела значения jγ�  
будут оставаться достаточно малыми на осно-
вании соотношений (17). Поскольку в процес-
се переориентации тела координата х2 поддер-
живается в положении х2 = 0, то из соотноше-
ний (9) следует, что в процессе переориентации 
тела значения переменных х1, х3 также будут 
оставаться достаточно малыми.

В результате в процессе переориентации 
тела будут иметь место соотношения
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где δi > 0 — достаточно малые постоянные, зави-
сящие от значений *

i iε − ε  и "размера" предель-
ного цикла в окрестности положения х2 = 0.

Поэтому, полагая * 0,i iε − ε →  имеем

 * * * * * *
2 2 2( 1,3),j j jv j v< = βαβ < αm m

и, следовательно, в процессе переориентации 
тела будут выполнены неравенства * *

i iα > β  и 
* *| | .i iv βm  Теорема доказана.
Замечания. 10. Оценка (15) имеет характер 

достаточных условий и непосредственно связана 
с предложенной конструкцией (8) управляющих 
моментов. Эта оценка гарантирует решение за-
дачи переориентации твердого тела посредством 
управляющих моментов (8), (12), (13) при доста-
точно большом (хотя и конечном) значении τ.

20. Обоснование условий (15) существенно 
опирается на трактовку решений по А. Ф. Фи-
липпову уравнения (10), (12) и системы (11), 
(13). В частности, предполагается существова-
ние решения x2 = 0 уравнения (10), (12); при 
наличии малой задержки в переключениях 
вспомогательного управления *

2u  имеет место 
режим переключений *

2,u  которому соответ-
ствует [20] предельный цикл малого "размера" 
в окрестности положения x2 = 0.
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Пример

Для твердого тела с А1 = 4•104, А2 = 8•104, 
А3 = 5•104 (кг•м2) рассмотрим задачу одноос-
ной переориентации из начального положения
γ10 = 0,4, γ30 = 0,5 (рад) в заданное положение рав-
новесия γ1 = γ3 = 0, γ2 = 1. Усложняя задачу, до-
пустим, что x10 = 0,05, x20 = 0,10, x30 = 0,07 (рад/с).

Пусть задано гарантированное время пе-
реориентации τ = 70 (с) и уровни β1 = 36,6,
β2 = 32, β3 = 34,6 (Н•м) помех vi. Оценим, какие 
ресурсы потребуются в этом случае для пере-
ориентации тела посредством управляющих 
моментов ui вида (8), (12), (13). Для упрощения 
расчетов полагаем τi = τ, что означает "вырав-
нивание" гарантированного времени переори-
ентации по каждой из переменных γ1, γ3, x2.

Учитывая равенства (18), (20), значения
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можно использовать для "назначения" проб-
ных уровней *

iβ  вспомогательных помех *:iv
*
1β  = 10–3, *

2β  = 0,6•10–3, *
3β  = 1,2•10–3 (рад/с2).

Тогда, имея в виду равенства
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находим уровни *
iα  вспомогательных управле-

ний *:iu

 *
1α  = 1,44•10–3; *

2α  = 2,03•10–3;

 *
3α  = 1,66•10–3 (рад/с2).

Для оценки *
iv  на множестве состояний ли-

нейной системы (7), (12), (13) при заданных на-
чальных данных вместо (16), (17) используем 
соотношения
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Проверяя фактическое выполнение нера-
венств * *| |i iv βm  на множестве состояний ли-
нейной системы (7), (12), (13), заключаем, что 
неравенство * 3

1| | 10v −m  не подтверждается 
(в рамках используемых оценок).

Назначим новые уровни βi
∗ вспомогатель-

ных помех:

 *
1β  = 1,2•10–3; *

2β  = 0,8•10–3;

 *
3β  = 1,4•10–3 (рад/с2).

В данном случае на основании равенств (21) 
имеем:

 *
1α  = 1,64•10–3; *

2α  = 2,23•10–3;

 *
3α  = 1,81•10–3 (рад/с2).

Расчет показывает, что в этом случае назна-
ченные уровни *

iβ  подтверждаются.
Оценим, какие ресурсы потребуются для 

переориентации посредством управляющих 
моментов ui вида (8), (12), (13). Ограничимся 
двумя случаями.

1. Случай * *
i i iv u= −ρ  "наихудших" *

iv . В этом 
случае *

iv  максимально задерживают приведе-
ние вспомогательной линейной системы (7), 
(12), (13) в требуемое положение 0,j jγ = γ =�
x2 = 0. Расчет показывает, что в данном случае 
уровни управляющих моментов (8) следующие:

 α1 = 101,95; α2 = 178,29; α3 = 181,70 (Н•м).

Управляющие моменты u1, u3 являются ку-
сочно-непрерывными фун кциями с разрыва-
ми при t = 36,8 и t = 39,3 (с); управляющий 
момент u2 является непрерывной функцией.

2. Случай * 0iv ≡  отсутствия помех. Расчет 
показывает, что

 α1 = 127,8; α2 = 178,3; α3 = 179,9 (Н•м).

Заключение

Предложен конструктивный метод построе-
ния управляющих моментов в задаче одноос-
ной переориентации асимметричного твердого 
тела при неконтролируемых помехах. Метод 
основан на выборе позиционных управляющих 
моментов, позволяющих свести решение рас-
сматриваемой нелинейной задачи к простей-
шим игровым антагонистическим задачам.
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В рамках трактовки по А. Ф. Филиппову ре-
шений замкнутой системы управления указана 
оценка допустимых уровней внешних некон-
тролируемых помех в зависимости от заданных 
ограничений на управляющие моменты. Дается 
итерационный алгоритм нахождения параме-
тров управляющих моментов, которые опреде-
ляют гарантированное время переориентации.

Предложенная конструкция управляющих 
моментов может быть эффективно использо-
вана в случаях, когда начальные возмущения 
угловой скорости тела являются достаточно 
малыми, в то время как начальное угловое от-
клонение связанной с телом фиксированной 
оси от заданного направления в пространстве 
может быть достаточно большим.

Отметим, что имеются другие, не использу-
ющие линеаризацию обратной связью, подходы 
к анализу нелинейных задач переориентации 
асимметричного твердого тела при внешних по-
мехах и зашумленных измерениях, основанные 
на методах конфликтного управления с целевым 
функционалом, адаптивного управления, функ-
ций Ляпунова, а также на методах стохастиче-
ского анализа (см., например, работы [21—30]). 
В связи с рассматриваемым в статье подходом 
укажем на задачи переориентации твердого 
тела при внешних неконтролируемых помехах 
посредством двигателей-маховиков [31—33].
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Abstract

The problem of uniaxial reorientation of an asymmetric rigid body is solved by means of external control moments. The 
given geometric restrictions are imposed on the control moments. External uncontrolled interference is taken into account, the 
statictical descriptions of which is not available. It is assumed that the control moments of external forces are "applied" to the 
main central axes of inertia connected with the body. The control process is modeled be a nonlinear conflict-controlled system 
of ordinary differential equations, including dynamic Euler equations and kinematic equations in Poisson variables. The con-
trol moments are formed according to the feedback principle as nonlinear functions (discontinuous) of the phase variables of the 
considered conflict-controlled system. The choise of such functions is determined by the following circumstances: 1) the solution 
of the original nonlinear reorientation problem can be reduced to the solution of linear antagonistic game problems (with an 
unfixed end time); 2) in the absence of interference, the control momets are time-suboptimal; 3) reorientation is achieved by 
one spatial turn without additional restrictions on the nature of the resulting movement (such as a flat turn, etc.). Solutions 
of the closed control system are understood in the Filippov sense. An estimate of admissible levels of external un controlled 
interference depending on the given restrictions on the control moments is indicated, the conclusion of which is based on the 
indicated interpretation of the solutions. This estimate is a sufficient condition under which a guaranteed solution of the re-
orientation problem is provided in finite time by means of proposed constructions of control moments. An iterative algorithm 
is given for finding the control moment parameters that determine the guaranteed reorientation time.

Keywords: uniaxial reorientation of asymmetric rigid body, external disturbances, game-theoretical approach, non-
linear control moments
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