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Рассмотрена проблема стабилизации состояния равновесия в нелинейной системе в присутствии шумов, для чего 
недостаточно решить локальную задачу стабилизации, а необходимо также обеспечить непрерывный мониторинг воз-
можного события перехода в критическое состояние, ведущее к отказу системы. Для организации такого мониторинга 
мы используем принцип больших уклонений в применении к динамическим системам с малыми возмущениями. Для целей 
мониторинга имеет значение оптимальный путь, который назван нами А-профилем критического состояния. А-профиль 
используется для построения ситуационного прогноза в задаче управления рисками многоагентной системы. Кроме нели-
нейного механизма внутренней стабилизации уровня h для каждого из агентов существуют силы взаимодействия средне-
го поля между агентами. Слабый предел в этой модели с числом агентов, стремящимся к бесконечности, описывается 
уравнением Фокера—Планка—Колмогорова, но использование приближения с точностью до O(h2) приводит к конечномер-
ной схеме Вентцеля—Фрейдлина. Согласно этой схеме мы получаем в явном виде A-профиль как решение вырожденного 
уравнения Абеля второго рода. В то же время аппроксимация по h позволяет разработать метод последовательных 
приближений для построения A-профиля. В настоящей работе А-профиль синтезируется в результате решения задачи 
оптимального управления с обратной связью, где используется метод уравнения Риккати, зависящего от состояния, и 
метод аппроксимирующей последовательности уравнений Риккати. Каждый из этих методов имеет свои преимущества 
и недостатки. В статье эти методы применяются и сравниваются в рамках задачи управления рисками.

Ключевые слова: большие уклонения, ситуационный прогноз, стохастическая система, прогнозирование риска
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Асимптотический метод прогнозирования рисков
в задачах стохастического контроля и управления*

Среди первых альтернативных подходов мож-
но отметить ситуационное управление [1], кото-
рое, впрочем, так и не получило распростране-
ния в практике управления динамическими си-
стемами. Тем не менее, идея последовательного 
прогнозирования и управления была восприня-
та и затем воплощена в схеме управления с про-
гнозирующей моделью (Model predictive Control, 
MPC-управление). Вместе с тем, в MPC трудно 
установить связь с критическими состояниями 
(КС), описывающими редкие отклонения от 
штатного поведения в динамических системах, 
которые и составляют основную проблему не-
учтенного действия шума.

В данной статье предполагается процедуру 
последовательного анализа соединить с прин-
ципом больших уклонений (БУ), который дает 
адекватный стохастический аппарат для кон-
троля КС [2—4]. Согласно этому подходу ситуа-
ции управления представляются в виде условий 
принадлежности выходных координат объекта 
некоторым заданным подмножествам (эксплуа-

Введение

Настоящая  работа посвящена эффективно-
сти управления в системах, длительно функ-
ционирующих в условиях возмущений. Впер-
вые эта проблема обозначилась, по-видимому, 
в задачах управления подвижными объектами 
приблизительно в 60—70-х годах прошлого 
столетия и, что важно, уже после появления и 
освоения в приложениях результатов Р. Кал-
мана по стохастическому линейно-квадратиче-
скому управлению. Иными словами, дело ока-
залось не столько в наличии шума как тако-
вого, сколько в том, что разработанных к тому 
времени средств борьбы с этим оказалось явно 
недостаточно: при длительном функциони-
ровании шумы и малые неучтенные факторы 
модели могли приводить к нештатному пове-
дению объекта.

*Работа выполнена при поддержке Российского научного 
фонда (проект № 21-11-00202).
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тационным областям) пространства состояний. 
При этом задача сводится к прогнозированию 
событий выхода координат на границы указан-
ных областей (критических состояний), а про-
блема выхода из области — это задача анализа 
БУ [2], которая решается методами оптималь-
ного управления (задача Лагранжа). Каждая 
задача Лагранжа, связанная с определенным 
КС в качестве конечного условия и начальной 
точкой в текущем состоянии, имеет решением 
экстремаль, названную профилем КС. В том 
случае, когда система стабилизирована, можно 
говорить о некотором профиле, ведущем из ат-
трактора. Такой профиль, ведущий из аттрак-
тора в КС, назовем А-профилем [4]. На основе 
вычисления А-профилей можно реализовать 
алгоритмы ситуационного управления в реаль-
ном времени по измерениям параметров движе-
ния системы.

Чтобы понять, как БУ позволяют решить 
задачу управления в условиях неопределенно-
сти, в частности ситуационного управления, 
целесообразно ввести конструкцию ситуаци-
онного прогноза, что мы и сделаем в разделе 1 
данной статьи. Но уже здесь приведем некото-
рые наводящие соображения.

Обозначим знаком приблизительного равен-
ства X ≅ x для случайной величины X со значе-
ниями x эквивалент включения X ∈ [x – ε, x + ε].
Для случайной последовательности {ξk(tk)} = {ξk}, 
полагая ξk независимыми, введем счетное раз-

биение вещественной оси 
0
[ , ( 1) ]

i
R i i

∞

+
=

= τ + τ∪  на 

отрезки длиной τ (шаги). Тогда выход процесса 
ξ(t) на критические значения (например, выход 
из области D) обнаруживается в виде последо-
вательности {xj}, j = 1, 2, ..., N, (единственной 
с точностью до ε) и соответствующих вероят-
ностей pj = P(ξj ≅ xj) таких, что для любого k,
0 m k m N, вероятность кризиса через N – k ша-

гов равна , .
N

k N j
j k

P p
=

= ∏  Тем самым обеспечива-

ется возможность мониторинга ситуации с ве-
роятным переходом из штатного режима в кри-
зисный по А-профилю {xj}.

Развитие методов определения А-профилей 
является одной из задач, решение которой необ-
ходимо для реализации ситуационного управле-
ния на основе анализа БУ. Для линейных задач 
и стабилизированных систем А-профиль оказы-
вается асимптотой для всех профилей КС точно 
так же, как все решения невозмущенной системы 
сходятся к аттрактору. Соответствующие оценки 

были получены для линейных систем в работах 
[5, 6]. Вопросы разработки методов анализа БУ 
для нелинейных систем на основе решения со-
ответствующих задач оптимального управления 
рассматривались в работах [7—9].

Нелинейные задачи оптимального управ-
ления из-за присущей им сложности часто 
решаются в рамках упрощенных схем, где вы-
полняется некоторая форма приближения. 
Примером таких приближенных методов яв-
ляются метод уравнения Риккати, зависящего 
от состояния, (SDRE) [10, 11] и метод аппрок-
симирующей последовательности уравнений 
Риккати (ASRE) [11, 12]. Каждый из этих ме-
тодов имеет преимущества и недостатки, а их 
применимость зависит от различных факто-
ров, таких как сложность реализации, произ-
водительность и оптимальность. В настоящей 
работе эти методы используются для вычис-
ления А-профиля.

Один из типичных примеров — миссия бес-
пилотного аппарата, которая может быть свя-
зана с выполнением совокупности операций 
по мере движения вдоль заранее заданного 
или выбираемого в процессе движения марш-
рута, когда подобная процедура мониторинга 
позволяет контролировать штатное прохожде-
ние всех этапов движения и, тем самым, по-
вышать надежность миссии. Примеры такого 
рода можно найти в работах [5—7].

Вместе с тем, рассматриваемая проблема-
тика актуальна также для приложений совсем 
иного рода, когда нужно прогнозировать риски 
в системах с коллективной динамикой. Это на-
правление берет свое начало от статьи [13], и 
сеть финансовых агентов [14] является одним 
из его характерных и популярных примеров. 
Настоящая работа прежде всего ориентирова-
на на задачи именно такого типа, когда нужно 
искать компромисс между индивидуальным и 
коллективным рисками. В разделе 2 рассма-
тривается задача управления рисками в кол-
лективных системах. Для нас она интересна 
и как тестовый пример в последующих разра-
ботках, связанных с задачей управления ри-
сками и БУ. Приводятся результаты асимпто-
тического анализа задачи БУ, явные решения 
для А-профиля, а также численные решения 
на основе методов SDRE и ASRE. Кроме ука-
занных методов для вычисления А-профиля 
также используется предложенный авторами 
модифицированный алгоритм SDRE на основе 
двухэтапной процедуры.
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1. Ситуационный прогноз
в стохастических системах

Рассмотрим стохастическую систему для 
Xε(t) ∈ Rn:

 0( ) ( ) , ( ) ,t D= + = ∈X a X X w X x� �e e e ees  (1)

где w�  — k-вектор "белого шума"; a, s — глад-
кие матричные функции; ε > 0 — малый пара-
метр. Будем считать, что невозмущенная си-
стема (получается из (1) при ε = 0):

 ( ),=x a x�  (2)

имеет в области D единственный аттрактор
χ = 0. Система (2), таким образом, прибли-
женно описывает некоторый штатный процесс 
стабилизации в системе (1), соответствующий 
"типовому" поведению возмущений. И это мо-
жет быть достаточным, если указанный про-
цесс жестко ограничен по времени. В против-
ном случае оказывается возможным некоторое 
критическое событие, связанное с выходом 
Xε(t) на границу ∂D области D. Устранение та-
кой возможности требует организации про-
гноза, обеспечивающего достаточное для ан-
тикризисного маневра время. Представим это 
в виде последовательности задач выбора между 
двумя гипотезами: H0 = H0(t, tf) — штатное и 
H1 = H1(t, tf) — критическое развитие процесса 
от момента t, в который делается прогноз, до 
момента tf — горизонта прогноза, t < tf  .

Чтобы описать процедуру прогнозирования 
детально, необходимо ввести ряд величин и со-
отношений, которые проиллюстрируем рис. 1 

для одномерного случая. Заметим, что почти все 
элементы этого описания можно найти в одном 
из результатов работы [2] (гл. 4, теорема 2.3).

Пусть G — окрестность аттрактора χ = 0, 
имеющая гладкую границу ∂G, и задана не-
прерывная кривая ψ(t), ведущая из χ до грани-
цы ∂D и далее во внутренность R n  \D, причем 
граница ∂D достигается в момент t = tf  . Ясно, 
что отрезок кривой ψ(t) от χ до границы ∂D 
определен на (–∞, tf]. Кривая ψ(t) обязательно 
пересечет ∂G хотя бы в одной точке. Обозначим
θ∂G ∈ (–∞, tf] — последний из этих моментов:

 ( ) sup { : ( ) },
f

G
t t

t t G∂
−∞ < ≤

θ ψ = ψ ∈ ∂  (3)

причем будем считать, что ψ(t) выходит из G 
неособым образом, если существует α > 0 та-
кое, что ψ(t) принимает значения внутри G при
t ∈ [θ∂G(ψ) – α, θ∂G(ψ)].

Возвращаясь к (1), по аналогии с (3) обозна-
чим последний момент пребывания траектории 
Xε(t) на ∂G:

 ( ) max{ : ( ) },G G t t Gε ε ε ε ε
∂ ∂θ = θ = < τ ∈ ∂X X  (4)

где inf{ : ( ) }t t Dε ετ = ∈ ∂X  — момент первого 
выхода Xε(t) на границу ∂D. Принимая во вни-
мание, что моменты (3) и (4) необходимо при-
вести к одной шкале времени, например к не-
зависимой переменной (1), нужно определить 
ψ(t) со сдвигом по времени:

 ( ).G G G
ε ε
∂ ∂ ∂ϑ = θ − θ ψ . (5)

Под ситуационным прогнозом (СП) для си-
стемы (1) будем понимать возможность фор-
мирования кривой ψ(t) с представленными 
свойствами, обеспечивающей ∀δ > 0 и x ∈ D 
асимптотическое равенство

 
0

lim { max | ( ) ( )| } 1,
G

x G
t

P t t
ε ε
∂

ε ε
∂

ε→ θ τ
− ψ − ϑ < δ =X

m m
 (6)

где Px — вероятностная мера на траекториях 
(1), исходящих из x ∈ D.

Упомянутая выше теорема из работы [2] дает 
решение задачи СП в виде единственного про-
образа квазипотенциала [7]. Для того чтобы 
привести это решение здесь, наряду с уравне-
ниями (1), (2) стохастической и невозмущенной 
систем приведем детерминированное (и возму-
щенное, т. е. неоднородное) уравнение системы 
путей:

Рис. 1. К определению ситуационного прогноза
Fig. 1. To the definition of a situational forecast
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 0( ) ( ) , ( ) ,t= + =a v x�j j s j j  (7)

где j ∈ Rn — вектор состояния системы путей; 
v — суммируемая функция, для которой в (2) 
определен функционал действия [2—4] (ФД)

 
0

0

т1
( , ) ,

2

f

f

t

t t
t

S dt= ∫v v vj  (8)

конечный для абсолютно непрерывных j на 
[t0, tf]. Границу ∂G представим соотношением

 ( ) 0,ft − =C yj  (9)

где y ∈ Rr, r m n, C — матрица полного ранга.
Вероятностный смысл задачи на минимум 

(8) при ограничениях (7), (9) (задача БУ (7)—(9)) 
и ее связь с диффузионным процессом (1) за-
ключены в принципе больших уклонений [2—4]:

 �
00

2

0
lim ln { ( ) \ }

min ( , ) ,ff

n

t tt t
F

P t R D

S S

ε

ε→

∈

ε ∈ =

= − = −

X

v
j

j
 (10)

где

 
0 0

{ ( ) : , \ }.
f f

n n
t t t tF C R D R D= ∈ ∈ ∈j j j  

Существенную роль в задаче выхода из об-
ласти играет квазипотенциал [2] системы (7) 
относительно аттрактора (2), определяемый как

0 0 0
( , ) inf{ ( ) : ( ): , }.

f f f

n
t t t t t tV S R= ∈ = =x C xc j j j c j

Квазипотенциал позволяет локализовать 
окрестность на ∂D (рис. 1), где с вероятностью, 
стремящейся к единице при ε → 0, происходит 
выход траектории Xε(t) из области D: в работе 
[2] (гл. 4, теорема 2.1) показано, что если суще-
ствует единственная точка z0 ∈ ∂D, для которой

 0( , ) min ( , ),
z D

V V
∈∂

=z zc c

то ∀δ > 0 и x ∈ D

 0
0

lim {| ( ) | } 1.xP ε ε

ε→
τ − < δ =X z  (11)

КвазипотенциалV(c, x) = Vχ(x) есть отобра-
жение

 
0

: ( ) ,
f

n
t tV R Rχ +→C

связанное с задачей (7)—(9), причем прооб-
раз V(c, z0) (А-профиль (7), (9) [4]) существует 
только при t0 = –∞; обозначим его �j . Этот 
А-профиль �j , ведущий от c до z0, и только 
он, может быть использован в СП в качестве 
кривой ψ.

Если на рис. 1 положить t = θ∂G(ψ) после со-
вмещения моментов пересечения ∂G траектори-
ями �( ) ( )s sψ = j  и Xε(s) подходящим сдвигом (5) 
по времени, то этим рисунком можно проил-
люстрировать процедуру выбора в момент s = t 
между гипотезами H0 = H0(t, tf) и H1 = H1(t, tf): 
сообразуясь с рис. 1, для Xε в момент �( )Gt ∂= θ j  
возможен выбор между 1 1H =  — критическое 
событие выхода траектории Xε на ∂D (и тогда 

G
ε
∂θ  — действительно последний момент пре-

бывания траектории Xε(t) на ∂G) и 0 0H =  — 
возврат траектории Xε внутрь G, т. е. к штатно-
му режиму движения (и тогда последний момент 
пребывания траектории Xε(t) на ∂G не достигнут 
к моменту s = t, но возможен при s > t).

Замечание 1. Из (6) при �( ) ( )s sψ = j  и (10) 
следует, что

 
� 2/

{ ( ) \ } .tt fSnP t R D
− εε ∈ ≅X e  (12)

Замечание 2. Так же, как и в обычной за-
даче проверки статистических гипотез, в за-
даче СП можно вводить ошибки первого рода 
α = P(H1/H0) ("вероятность ложной тревоги") и 
второго рода β = P(H0/H1). Мы этого делать не 
будем. Особенность задачи СП состоит в том, 
что важнее иметь зависимость вероятности (12) 
от времени, чтобы при ее росте, превышающем 
некоторый порог, оперативно откорректиро-
вать процесс. Именно эту информацию дает 
А-профиль КС, вдоль которого для (12) имеем

 � �
0(0, ( )) (0, ).fttS V t V= − zj  (13)

Замечание 3. Характеристическое свойство 
А-профиля состоит в том, что вероятность 
ложной тревоги α входит в число возможных па-
раметризаций ψ(s), т. е. существует такая функ-
ция �( )sy , что �( ) ( ).s = αyy

Учитывая особую роль А-профиля, важно 
отметить те случаи, когда его вычисление су-
щественно упрощается. Одна такая возмож-
ность появляется при линейности (1), а значит 
и (7). Не останавливаясь на этом, укажем толь-
ко на работы [4, 6, 7].

Другой случай упрощения возникает при 
s(j) = s и разложении для векторного поля a(x), 
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в котором основным элементом является по-
тенциальная компонента [2] (гл. 4, теорема 3.1). 
Именно такой случай, именуемый здесь потен-
циальным, рассматривается далее; изложение 
опирается на работу [14], но нас интересует, 
в первую очередь, возможность мониторинга 
ситуации в реальном времени исходя из СП. 
В связи с этим мы также рассматриваем раз-
личные варианты построения А-профиля.

2. Задача управления рисками
в коллективных системах

Пусть xj(t) — состояние риска j-го агента,
xj ∈ R удовлетворяет уравнению

 
( ) ( ( )) ( ( )

( )) , 1,2, , .
j j

j j

dx t h U x t dt x t

x t dt dw j N

= − ∇ + θ −

− + σ = �
 (14)

Здесь –h∇U(xj(t)) — восстанавливающая 
сила; U(y) = y4/4 – y2/2 — потенциал, имею-
щий два стабильных состояния ys = ±1; wj(t) — 
независимые "белые шумы"; коэффициенты: 
h — внутренней стабилизации, θ — коопера-
ции (скорости возврата к среднему), σ — внеш-

них возмущений; 
1

1
( ) ( )

N

j
j

x t x t
N =

= ∑  — эмпири-

ческое среднее.
Пусть M1(R) — пространство вероятностных 

мер, наделенное слабой топологией, и пусть 
C([0, tf], M1(R)) — пространство непрерывных 
M1(R)-значных процессов на [0, tf] с соответ-
ствующей слабой топологией. Определим про-
цесс эмпирической вероятностной меры

 ( )
1

1
( , ) ( )

j

N

N x t
j

X t dy dy
N =

= δ∑

принадлежащей C([0, tf], M1(R)).
В наших предположениях для (14), допол-

ненных условием слабой сходимости XN(0, •) 
к вероятностной мере ν0, имеет место теорема 
Доусона [13, 14], утверждающая при этом сла-
бую сходимость XN по распределению к процес-
су с плотностью u(t, y)dy ∈ C([0, tf], M1(R)), кото-
рая является единственным слабым решением 
уравнения Фоккера—Планка—Колмогорова

 * * ,t uu L u hM u= +  (15)

где в записи правой части использованы опе-
раторы

 * 21
{[ ( , ) ]},

2 yyL y y t y dy
yψ
∂

= σ ϕ + θ − ψ
∂ ∫

 * [ ( ) ].M U y
y
∂

= ∇ ϕ
∂

Явных решений уравнения (15) нет, но мож-
но искать установившиеся, равновесные реше-
ния. Предполагая, что

 lim ( , ) ,
t

yu t y dy
→∞

ξ = ∫  

для равновесного решения euξ  имеем из (15):

2
3 2

2

1
[( ) ] [( ) ] 0

2
e e ed d d

h y y u y u u
dy dy dy

ξ ξ ξ− − θ ξ − + σ =

и для самого решения (Zξ — константа норма-
лизации)

 

2
2

2
( )

2 ( )/
/

2

1
( ) .

/

y
hU y

eu y
Z

−ξ
− − σ

σ θ
ξ

ξ

=
πσ θ

e  (16)

Теперь ξ должно удовлетворять условию со-
вместимости

 ( ) ( ) .em yu y dyξξ = ξ = ∫  (17)

Для выбранного здесь потенциала, как и 
в работе [14], и в соответствии с результатами 
работы [13] кроме нулевого существуют еще 
два решения (17) ±ξb, если и только если имеет 
место неравенство

 0
( )

(0) | 1,
dm

m
dξ ξ=

ξ
= >

ξ

а для заданных h и θ существует критическая 
величина σc(h, θ) > 0 такая, что mξ(0) > 1 тогда 
и только тогда, когда σ < σc(h, θ).

Объяснение этой бифуркации аттрактора [14] 
в том, что при σ m σc внешняя случайность до-
минирует во взаимодействии компонентов си-
стемы, т. е. ( ( ) ( ))jx t x tθ −  пренебрежимо мала. 
В этом случае система ведет себя как N незави-
симых диффузий и, следовательно, по причине 
симметрии U(y) примерно поровну разделяются 
их группировки в окрестностях –1 и +1, что дает 
для среднего близкое к нулю значение. Если же 
σ < σc то сила кооперативного взаимодействия 
существенно больше, а σdwj менее важна. Сле-
довательно, все агенты группируются в одном 
и том же месте (в –ξb или в +ξb), и равновесие 
с нулевым средним нестабильно.
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Вывод: для моделирования явлений систем-
ного риска на базе (14) нужно полагать σ < σc, 
рассматривая –ξb как нормальное состояние 
("штатно"), а +ξb — как "отказ" ("кризис").

Принцип БУ позволяет оценивать вероят-
ности переходов между этими двумя состоя-
ниями [14, 15]: учитывая конечный временной 
горизонт [0, tf] и условия существования двух 
равновесий, будем оценивать вероятность

 0 [ (0) , ( ) ]
ft b f bP P x x t= = −ξ = ξ  (18)

при большом N и как функцию параметров
(h, θ, σ) в (14).

В работе [14] для этой цели ФД формируется 
следующим образом:

 
22

: , 00

1
( ) sup ( , ) ,

2 y

T

h h
f f

I J f dt
〈ϕ 〉≠

ϕ = ϕ
σ ∫  (19)

где

 * * 2 2( , ) , / , ,h t yJ f L hM f fϕϕ = 〈ϕ − ϕ − ϕ 〉 〈ϕ 〉

 , ( ) ( ),f f y dy
∞

−∞
〈ϕ 〉 = ϕ∫

если ϕ(t) абсолютно непрерывна на [0, tf] и
Ih(ϕ) = ∞ — в противном случае.

3. Результаты асимптотического анализа 
задачи больших уклонений

Если ϕ — функция плотности, такая что 
ϕ(t, y) — гладкая, быстро убывающая по y ∈ R 
для каждого t ⊂ [0, tf] и абсолютно непрерыв-
на по t ⊂ [0, tf] для каждого y ∈ R, тогда пусть 
g(t, y) удовлетворяет уравнению

 * * ( ) .t yL hM gϕϕ − ϕ − ϕ = ϕ  (20)

В указанном случае ФД (19) упрощается 
([14], предложение 5.3):

 2
2

0

1
( ) , .

2

T

hI g dtϕ = 〈ϕ 〉
σ ∫

Тем не менее, задача остается нелинейной, 
бесконечномерной и трудной для анализа. 
Следуя работе [14] (разделы 6 и 7), воспользу-
емся ее асимптотическим анализом по малому 
параметру внутренней стабилизации h. Снача-
ла приведем решение для h = 0, когда
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При h > 0 представим решение в виде

 (1) 2 (2) ...,p hq h qϕ = + + +  (22)

где
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Ограничиваясь в (22) точностью до O(h2), 
получим [14] для минимального значения ФД:
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а также в контексте вывода в предыдущем 
пункте:

 
2

( )
3c O h
θ

σ = +  (23)

для малых h.
Как определено выше, здесь ( ) , ,a t y= 〈ϕ 〉  а зна-

чит, ( ) ( ).a t x t=  Эту вариационную задачу можно 
представить как задачу БУ (7)—(9) для уравнения 
(1), которое в данном случае имеет вид

2
3 3

( ) ( ) 1 ( ) ( ).
2

d
x t h x t x t dw t

dt

⎡ ⎤⎛ ⎞σ
= − − − + εσ⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟θ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 (24)

ФД (8) задан на уравнении путей (7), в ко-
тором

 
2

3 3( ) , ( ) ,1
2

a h
⎡ ⎤⎛ ⎞σϕ = − ϕ − ϕ σ ϕ = σ−⎢ ⎥⎜ ⎟

θ⎝ ⎠⎣ ⎦

где компонента a(ϕ) является потенциальной, 
а значит, в качестве укороченной задачи БУ 
(УЗБУ) мы имеем задачу первого порядка (а не 
второго, как в работе [14]), которую и рассмо-
трим далее.
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4. Потенциальный случай задачи
и явные решения для А-профиля

Учитывая (23) и принимая 
2

,
3c
θ

σ =  имеем 

уравнение путей

 ( ) ,a vϕ = ϕ + σ�  (25)

где
2

3 2 2( ) [ ] ( ), 1 .
c

a h U ρ
⎛ ⎞σ

ϕ = − ϕ − ρ ϕ = −∇ ϕ ρ = − ⎜ ⎟σ⎝ ⎠
 (26)

Так как функция a(ϕ) = –h[ϕ3 – ρ2ϕ] дважды 
непрерывно дифференцируема, то в силу рабо-
ты [2] (гл. 4, теорема 3.1) квазипотенциал Vχ(x) 
динамической системы ( )t tx a x=�  относитель-
но точки χ совпадает с

 4 2 2 4 2 22 ( ) 2 [ /4 /2] [ /2 ]U x h x x h x xρ = − ρ = − ρ

во всех точках x ∈ D ∪ ∂D, для которых 
*( ) min ( ),

y D
U x U U yρ ρ ρ

∈∂
=m  а единственная экс-

тремаль функционала (8) на множестве функ-
ций, ведущих из χ в x, задается уравнением 
для А-профиля:

 � �
.

( ), ( , ].s sa s Tϕ ϕ= − ∈ −∞  (27)

Это уравнение Абеля первого рода [16] (с. 21, 
п. 1.1.84), которое в общем случае имеет вид

 3 2
3 2 1( ) ( ) ( ) .sy s y s y s y= ψ + ψ + ψ�  (28)

С учетом этого и (26) в уравнении (27) имеем

 2
1 2 3( ) , ( ) 0, ( ) .s h s s hψ = − ρ ψ = ψ =  (29)

Подстановкой y = 1/u (28) приводится к урав-
нению Абеля второго рода [16] (п. 1.1.86). В ре-
зультате, с учетом (29) получим

 2 2 2
3 1( ) ( ) ( 1).suu s s u h u= −ψ − ψ = ρ −�  (30)

В свою очередь, подставляя

 1/ ,
dt

u w E E
ψ∫= = e  (31)

в (30), имеем

 

1 1

1 1 1

2
1

2
1

2
1

2 2 22
1 1

2 2

( )

[ ] ( )

.

s

dt dt

dt dt dt

dt h t

uu s u

d
w w s u

dt

ww ww w

ww ww

− ψ − ψ

− ψ − ψ − ψ

− ψ ρ

+ ψ =

∫ ∫= + ψ =

∫ ∫ ∫= − ψ + ψ =

∫= =

e e

e e e

e e

�

�

� �

Поэтому после подстановки (31) в (30) полу-
чим для w уравнение

 
22 ,h tww h − ρ= − e�

или, после интегрирования от τ < 0 до 0,

 

2

2

0
2 2 2

2 2

[ (0) ( )]/2

(1 )/(2 ),

h t

h

w w h dt− ρ

τ

− ρ τ

− τ = − =

= − ρ

∫ e

e

и, далее,

 
22 2 2 2( ) (0) (1 )/ .hw w − ρ ττ = − − ρe

В силу (31)

 
2 22 2 2 2 1/2( ) {[ (0) (1 )/ ] }h hu w − ρ τ ρ ττ = − − ρe e

или

 
22 2 2 2 1/2( ) [( (0) 1/ ) 1/ ] .hu w ρ ττ = − ρ + ρe

Вспоминая теперь, что y = 1/u, окончатель-
но получаем явный вид А-профиля:

� 22 2 2 2 1/2( ) ( ) [( (0) 1/ ) 1/ ] .h ss y s w ρ −ϕ = = − ρ + ρe  (32)

То, что в нашей задаче мы располагаем та-
ким решением, позволяет рассматривать эту 
задачу управления рисками как хороший те-
стовый пример для отработки численных ре-
шений. Некоторые из этих схем, представлен-
ные далее, имеют целью разработку методик 
ситуационного прогнозирования на базе БУ, 
в том числе для более сложных задач управле-
ния рисками, чем рассмотренная здесь.

5. Численное моделирование для построения 
А-профиля по схеме обратной связи,

вопросы вычислительной устойчивости

Для численного нахождения А-профиля на 
основе приближенных методов представим си-
стему путей (7) в форме системы с коэффици-
ентами, зависящими от состояния:

 0 0( ) ( ) , ( ) ,

( ) ( ) , ( ) ( ),

t= + =
= =

A B v

a A B

�j j j j j j

j j j j s j
 (33)

где A(j), B(j) — матрицы соответствующих раз-
мерностей, с коэффициентами, зависящими от 
состояния.
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Соответствующая поиску А-профиля задача 
оптимального управления на конечном интер-
вале времени с заданным конечным состоя-
нием заключается в минимизации критерия 
качества

 
0

т1
( )

2

ft

t

J dt= ∫v v v  (34)

на движениях системы (33) при условии

 ( ) 0.ft − =C yj  (35)

Решение задачи (33)—(35) методом ASRE со-
стоит из нескольких этапов. Первая итерация со-
стоит в решении задачи 0, определенной в виде:

 (0) (0) (0) (0) (0) (0), ( ),ft= + =A B v y C�j j j  (36)

 
0

(0) (0)т (0)1
( ) ) ,

2

ft

t

J dt= ∫v v v

где (0) (0)
0 0( ), ( ).= =A A B Bj j

Задача (36) является линейной, все аргумен-
ты матриц заданы и являются постоянными. 
Решение этой задачи имеет вид

 (0) т т т 1 (0)( ),−= − −v B W C M CW yj  (37)

где

 (0), ( ) ,ft= − =W WA W I�  (38)

 (0) (0) т т т( ) , ( )ft .= − =M CWB B W C M 0�  (39)

Задача (38), (39) имеет аналитическое реше-
ние [8]:

(0)( ) т т( ) , ( ) ( ( ) ( ) ) ,ft tt t t t−= = −AW e M C W DW D C  (40)

где матрица D является решением алгебраиче-
ского уравнения Ляпунова

 (0) (0) т (0) (0) т( ) ( ) 0.+ − =A D D A B B  (41)

В общем случае для некоторой итерации k 
задача формулируется следующим образом:

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),k k k k k= +A B v�j j  (42)

 
0

( ) ( ) ( ) т ( )

( ) ( 1) ( ) ( 1)

1
( ) (( ) ) ,

2

( ), ( ).

ft
k k k k

t

k k k k

J dt

− −

=

= =

∫v v v

A A B Bj j

 

По сути, (42) — это нестационарная линей-
ная задача (где j(k–1) и v(k–1) являются решени-
ями задачи на шаге k – 1). Ее решение имеет 
вид (37)—(39) с нестационарными матрицами 
состояния, известными на всем интервале 
времени, что позволяет выполнить интегри-
рование этих уравнений справа налево. Решая 
задачу k, получим j(k) и v(k).

Итерации продолжаются до тех пор, пока 
не будет выполнено условие сходимости. Схо-
димость достигается путем задания требуемой 
нормы ошибки между последовательностью ре-
шений:

 ( ) ( 1)( ) ( ) ,k kt t−δ = − μj j m  (43)

где μ > 0 — некоторая константа. В работе [18] 
показано, что последовательность решений j(k), 
v(k) сходится к решению исходной задачи (1)—(3)
при условии, что A(j) и B(j) непрерывны по 
Липшицу по своим аргументам, пара (A(j), 
B(j)) поточечно управляема ∀j(t), t ∈ [t0, tf].

Результат моделирования А-профиля на ос-
нове решения методом ASRE показано на рис. 2. 
Здесь представлено пять итераций метода, вид-
но, как решение сходится к оптимальному (яв-
ное решение (32)).

Решение задачи (33)—(35) в форме обратной 
связи на основе метода SDRE можно записать 
в виде (37)—(39) с соответствующей заменой 
матриц на A(j), B(j) [8]. При этом для вычис-
ления оптимального управления (37) необхо-
димо выполнить интегрирование в обратном 
времени уравнений (38) и (39). Основная труд-
ность при этом заключается в том, что значе-

Рис. 2. Результат моделирования для метода ASRE
Fig. 2. Simulation result for the ASRE method
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ния матриц A(j), B(j) системы (33) неизвестны 
при интегрировании справа налево. Общепри-
нятым здесь подходом стало применение ги-
потезы "замороженных" коэффициентов [17] и 
фиксации значений A ≡ A(j), B ≡ B(j) для ∀j(t), 
t ∈ [t0, tf]. Условие существования этого реше-
ния — поточечная управляемость пары (A(j), 
B(j)) ∀j(t), t ∈ [t0, tf].

На рис. 3 показано решение методом SDRE 
с замораживанием коэффициентов в сравне-
нии с ASRE. Видно, что результат схож с нуле-
вой итерацией метода ASRE, т. е. имеет доста-
точно большую ошибку в расчетах А-профиля.

Сравнивая методы ASRE и SDRE, можно за-
метить, что для данного класса задач на конеч-
ном интервале времени метод ASRE использо-
вать предпочтительнее, поскольку он не имеет 
сложностей, связанных с неопределенностью 
матриц системы при обратном интегрирова-
нии, но при этом требует больших вычисли-
тельных затрат. В связи с этим возникает идея 
модификации метода SDRE, чтобы повысить 
точность и снять указанное ограничение пу-
тем предварительных вычислений матриц со-
стояния системы. В этом смысле предлагаемая 
модификация метода SDRE предполагает не-
которую предварительную нулевую итерацию 
по аналогии с методом ASRE, которая позво-
лит при движении в обратном времени справа 
налево определить значение матриц A(j), B(j) и 
вычислить соответствующие значения матриц 
W(j), M(j). Затем эти значения используются 
в прямом времени для формирования управ-
ления и моделирования А-профиля.

Предварительные вычисления предлагается 
выполнить через решение дополнительной за-
дачи терминального управления для системы 
(32) при движении в обратном времени от точ-
ки т т 1( ) ( )ft

−= C CC yj  к 0( ):pre t=y Cj

 т т 1( ) ( ) , ( ) ( ) ,ft
−= + =A B v C CC y�j j j j j

 
0

т
0

1
( ) ( ) , ( ).

2
f

t

pre pre pre pre pre
t

J dt t= =∫v v v y Cj

Результаты расчета А-профиля модифици-
рованным методом SDRE с предварительным 
вычислением через дополнительную обратную 
задачу оптимального управления в сравнении 
со стандартным SDRE с замораживанием ко-
эффициентов и ASRE-техникой показаны на 
рис. 3. Видно, что предложенный метод явля-
ется более точным в сравнении со стандарт-
ным SDRE. Предложенный модифицирован-
ный алгоритм для SDRE-контроллера дает 
результат, близкий к третьей итерации метода 
ASRE, существенно повышая точность опре-
деления А-профиля при меньших затратах 
в сравнении с соответствующей по точности 
итерацией ASRE.

Заключение

Рассмотрена возможность непрерывного 
мониторинга критических ситуаций в дина-
мике стабилизированного движения. Для это-
го мы предлагаем конструкцию ситуацион-
ного прогноза, основанную на принципе БУ. 
Поскольку задача анализа БУ является вари-
ационной либо задачей оптимального управ-
ления, то базовым элементом СП оказывается 
А-профиль — единственная экстремаль, свя-
зывающая состояние равновесия невозмущен-
ной системы с КС. Технология вычисления 
А-профиля для нелинейных систем представ-
лена на примере задачи управления рисками  с 
использованием идеи укороченного принципа 
больших уклонений [14]. Применяется также 
метод последовательных приближений в рам-
ках решения уравнения Риккати, зависящего 
от состояния. Все указанные вопросы предпо-
лагается продолжить в последующих работах.
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Abstract

To ensure the stabilization of the equilibrium state in a nonlinear system in the presence of noise, it is not enough to 
solve the local stabilization problem, it is also necessary to ensure continuous monitoring of a possible transition to a criti-
cal state leading to system failure. To organize such monitoring, we use the large deviations principle applied to dynamical 
systems with small perturbations. For the purposes of monitoring, the optimal path that we call the A-profile is important. 
We use the A-profile to build a situational forecast in the risk control problem for a multi-agent system. In addition to the 
nonlinear mechanism of internal stabilization of the level h for each of the agents, there are forces of mean field interaction 
between the agents. The weak limit in this model with the number of agents tending to infinity is described by the Foker-
Planck-Kolmogorov equation, but the use of approximation up to O(h2) leads to a finite-dimensional Wentzel-Freidlin 
scheme. According to the scheme, we obtain an explicit A-profile as a solution of the degenerate Abel equation of the second 
kind. At the same time, the approximation in h makes it possible to develop a method of successive approximations for the 
A-profile. In this paper, the A-profile is synthesized as a solution of the optimal control problem, where the state-dependent 
Riccati equation method and the method of the approximating sequence of Riccati equations are used. In the article, these 
methods are applied and compared within the framework of the risk control problem.
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Проблемы настройки робастных систем управления

Введение

В настоящее время одним из интенсивно 
развивающихся направлений теории автомати-
ческого управления в условиях неопределенно-
сти является синтез робастных систем управ-
ления. Главенствующее направление в этой об-
ласти — адаптивное управление — практически 
исчерпало свою актуальность. Вообще говоря, 
адаптация является медленным процессом. Ус-
ловие квазистационарности и медленная сходи-
мость при наличии помех замедляют процесс 
адаптации. Принцип адаптации базируется на 
структурно-параметрической перестройке ре-
гулятора в целях приспособления к изменени-
ям неопределенных априори неизвестных дина-
мических и статических характеристик объекта 
и внешних возмущений.

Несмотря на изменение характеристик объ-
екта и внешней среды в робастных системах 
самонастройка регулятора не осуществляется. 
Синтезированный по одноразовой схеме "маги-
ческий регулятор" должен выполнять функцию 
адаптивного регулятора и поддерживать показа-
тели системы в требуемых пределах при широком 
изменении реквизитов объекта и внешней среды.

Невыполнимая на первый взгляд, эта про-
блема в настоящее время имеет множество 

подходов и решений на основе методов [1—8]: 
LMI, LQ-оптимизации, интервального анали-
за, функций Ляпунова, управления на скольз-
ящих режимах и др.

Робастные системы управления изначаль-
но были задуманы как неадаптивные системы 
или как пассивные адаптивные системы. Вви-
ду возникающих проблем при решении прак-
тических задач начали появляться работы под 
названием "Адаптивно-робастные системы", 
"Комбинированные робастные системы" и др., 
частично использующие методы адаптации.

В этом направлении можно отметить ис-
пользование принципа адаптации для синтеза 
наблюдателей неопределенности, синтезиро-
ванных в рамках как нечеткой [9, 10], так и 
детерминированной постановок [11—13].

В большинстве задач синтеза робастно-
го управления полученное решение является 
близким к экстремальному. Очевидно, что та-
кое решение приводит к перерасходу энерго-
затрат на управление. Система должна "дежу-
рить", дожидаясь появления доминирующей 
неопределенности, расходуя при этом не по 
надобности большое количество энергии для 
подавления более "слабых неопределенностей", 
близких к номинальному. По этой причине це-
лесообразно создать комбинированную робаст-

Обсуждаются вопросы целесообразности использования средств адаптации в робастных системах управления. 
Констатируется, что чисто робастные системы без использования средств адаптации в принципе не могут обеспе-
чивать высокую эффективность и универсальность при решении практических задач.

Постановка задачи синтеза управления в условиях неопределенности без элементов адаптации, образно говоря, 
подобна "поиску черной кошки в темной комнате, особенно, если ее там нет" (Конфуций).

Наиболее адекватным с точки зрения соответствия фундаментальным принципам теории автоматического 
управления является подход, основанный на увеличении коэффициента усиления разомкнутого контура. Тем не менее, 
и здесь возникает своя проблема — увеличение коэффициента усиления нарушает устойчивость замкнутой системы. 
Все известные исследования сконцентрированы вокруг решения этой проблемы.

Исследуются предельные робастные системы с большим коэффициентом усиления, синтезированные на основе ме-
тода функции Ляпунова. В целях экономии энергии управления предлагается не использовать экстремальное значение 
коэффициента усиления, соответствующего доминирующей неопределенности, а осуществить его самонастройку 
в реальном времени по мере изменения характеристик неопределенного объекта и внешней среды. Разработан инте-
гральный алгоритм самонастройки коэффициента усиления и соответствующая схемотехническая и Simulink-схема 
реализации. Достоверность теоретических рассуждений проверена путем имитационного моделирования предельной 
робастной системы с самонастройкой и параметрически неопределенным объектом — пикового гироскопа (пара-
метрического маятника). Компьютерные исследования позволили сделать ряд положительных выводов, имеющих 
важное прикладное значение.

Ключевые слова: адаптация, робастная система, неопределенность, коэффициент усиления, устойчивость, 
функция Ляпунова, самонастройка, энергия управления, функция Ляпунова, пиковый гироскоп
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ную систему, использующую, пусть и частично, 
средства адаптации.

При использовании различных показа-
телей, таких как энергия выхода или просто 
интегральные критерии оптимизации, не име-
ющих явного физического смысла, преимуще-
ственно достигается робастность статического 
режима. Для практических приложений важ-
но обеспечивать робастность и динамическо-
го (переходного) режима. В целях обеспечения 
робастности статического режима не следует 
использовать сложный математический аппа-
рат. Так или иначе, устойчивая система в ста-
тике сама по себе является робастной.

Причина неполноты состоит в том, что боль-
шинство привлеченных и вновь разработанных 
для синтеза робастного управления методов 
чрезмерно математизированы и плохо согласу-
ются с фундаментальными принципами постро-
ения систем автоматического регулирования.

Одним из наиболее адекватных подходов 
в этом направлении можно считать классиче-
ский подход, основанный на увеличении ко-
эффициента усиления разомкнутого контура. 
Начало данного направления заложено в клас-
сических работах М. В. Меерова [14, 15] и по-
лучила развитие в работах [16—20] и др.

Однако и здесь возникает своя проблема — 
увеличение коэффициента усиления приводит 
к нарушению устойчивости замкнутой систе-
мы. Все известные исследования в этом на-
правлении концентрированы вокруг решения 
этой проблемы. Часто используются эвристи-
ческие приемы для частных случаев: нелиней-
ные, нестационарные объекты и различные 
виды неопределенностей.

Дальнейшее развитие данного направле-
ния изложено в работах [21—26]. В этих рабо-
тах для синтеза робастных систем управления 
с большим коэффициентом усиления (так на-
зываемых предельных систем) использован 
метод функции Ляпунова, в частности, метод 
квадратичных форм. При этом обеспечивается 
устойчивость системы при беспредельном уве-
личении коэффициента усиления.

В настоящей работе для указанных предель-
ных робастных систем предлагается методика 
настройки коэффициента усиления разом-
кнутого контура системы, обеспечивающего 
заданную точность слежения при изменении 
характеристик системы в широком диапазоне 
с экономией энергозатрат на управление.

Синтез предельной робастной системы 
с большим коэффициентом усиления

В работах [21—24] рассматривается одномер-
ный по входу и выходу (SISO) неопределенный 
объект:

 ( ) ( , ) ( , ) ( ),ny f t b t u t= + + υy y

где т т( 1)
1 2( , ,..., ) ( , ,..., )n n

ny y y x x x R−= = ∈y �  — 
доступный измерению или оценке вектор состо-
яния; y ∈ R — регулируемый выход; u ∈ R — ска-
лярное управление; f(y, t); b(y, t) > 0 — неизвест-
ные ограниченные функции (функциональные 
неопределенности); υ — неконтролируемое огра-
ниченное внешнее возмущение.

Рассматривается задача слежения, заключа-
ющаяся в выборе управления u, которое после 
завершения переходного процесса обеспечива-
ет изменение выхода y(t) объекта по эталонной 
траектории yd(t) с заданной точностью

 |yd(t) – y(t)| = |ε(t)| m ε0, t l ts.

Здесь ts — заданное время установления 
(settling time) переходной составляющей для
ε0 = (1...5)%-ной ошибки слежения.

Для функции Ляпунова V = 1/2s2 на основе 
достаточного условия устойчивости

 dV/dt = 0ss <�

получено робастное управление:

 т( 1)
1 2( ... ) ,nu Ks K c c K−= = ε + ε + + ε = c� e  (1)

где K > 0 — коэффициент усиления регулятора 
(достаточно большое число); т

1 2( , ...1);c c=c  
т ( 1)( , ,..., ).n−= ε ε ε�e  Здесь K, cт — параметры на-

стройки робастного регулятора. После некото-
рого конечного значения коэффициента K до-
стигается заданная точность. При стремлении 
коэффициента K в бесконечность в пределе си-
стема описывается уравнением гиперплоско-
сти, характеризующим ее свободное движение:

 ( 1)
1 2 ... 0, (0) 0.ns c c s−= ε + ε + + ε = =�  (2)

При этом ошибка регулирования стремится 
к нулю:

 lim ( ) 0.
K

t
→∞

ε =

Однако на практике нет необходимости дости-
жения нулевой ошибки, поскольку допустимая 
ошибка задается на некотором интервале, и это 
условие выполняется при конечном значении K.
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Разработка алгоритма настройки
системы управления

В работе [22] изложена методика определе-
ния параметра с, обеспечивающего в пределе 
(K → ∞) монотонность переходных процессов. 
Коэффициент усиления K, отвечающий за свой-
ство робастности, задан с учетом доминирую-
щей неопределенности и определен путем ими-
тационного моделирования экспериментально.

В данной работе ставится задача опреде-
ления такого коэффициента усиления K, ко-
торый при изменении характеристик объекта 
обеспечивает попадание и поддержание тра-
ектории ε(t) на интервале допустимой ошибки
ε ∈ [–ε0, +ε0]. С этой целью алгоритм настрой-

ки коэффициента K принимаем в виде следу-
ющего интегрального закона:

 2
0
0

( ) 0,
t

K k d= η τ τ∫ l  (3)

где k0 = const > 0 — параметр настройки;

 0

0

0, | | ,
( )

( ), | | .
t

t

ε ε⎧⎪η = ⎨
ε ε > ε⎪⎩

m
 (4)

Кроме основного назначения использова-
ние интеграла позволяет сгладить высокоча-
стотные колебания ошибки ε(t).

На рис. 1 представлена статическая харак-
теристика, соответствующая логическому ал-
горитму (4).

В соответствии с законом (3) K формируется 
следующим образом: внутри допустимого за-
данного интервала ε ∈ [–ε0, +ε0] он остается 
постоянным, а вне интервала происходит его 
нарастание, и траектория ε(t) возвращается 
в заданный интервал.

Системотехническая структура робастной 
системы управления с самонастройкой ко-
эффициента усиления K состоит из четырех 
функциональных блоков (рис. 2):

— блок 1, формирующий операцию диффе-
ренцирования s;

— блок 2, формирующий сигнал η;
— блок 3, формирующий коэффициент уси-

ления K;
— блок 4, формирующий сигнал управле-

ния u = Ks
На рис. 3 для n = 2 показана схема реали-

зации алгоритма настройки в среде Simulink. 
Здесь δ = |ε| – ε0.

Результаты моделирования

Особенности методики самона-
стройки коэффициента усиления 
K будем демонстрировать на при-
мере управления пиковым гиро-
скопом (параметрическим маятни-
ком). Этот гироскоп используется 
для стабилизации угловых переме-
щений подвижных объектов. Одна 
из разновидностей подобного ги-
роскопа с грузом m, двигающим-
ся по гармоническому закону, был 
рассмотрен в работе [27]:

Рис. 1. Статическая характеристика алгоритма (4)
Fig. 1. Static characteristic of the algorithm (4)

Рис. 2. Системотехническая структура робастной системы 
управления с самонастройкой K
Fig. 2. System-technical structure of a robust system with self-
tuning control K

Рис. 3. Схема реализации алгоритма самонастройки на Simulink
Fig. 3. Scheme of implementation of self-tuning algorithm on Simulink
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2

1 1
sin .

R
y a y g y u

R R mR
= − − +

�
�� �  (5)

Здесь y — угловое перемещение; u — сигнал 
управления; g = 9,81 м/с2; m = 1 кг; a = 2. На-
чальное состояние объекта y(0) = (0, 0)т.

Закон перемещения груза:

 R(t) = 0,8 + 0,1sin(8t) + 0,3cos(4t). (6)

Эталонную траекторию задаем в виде

 0,5 sin(0,5 ) 0,5cos .dy t t= +

Начальное условие уd(0) = (0,5; 0,25)т. Соот-
ветствующее начальное условие по ошибке

 т т
.(0) (0) (0) (0,5;  0,25)dy y= − =e

На рис. 4, а и б показаны кинематическая 
схема маятника и характер изменения коэффи-
циентов модели при номинальных параметров.

На рис. 4, б приняты обозначения: 1 2 / ,A R R= �  

2 / ,A g R=  21/ .b mR=
Пусть требуемые показатели: перерегулирова-

ние σ = 0 %, допустимая ошибка δ = ±2 %, время 
установления переходного процесса ts = 1 с.

Поскольку порядок системы n = 2, то ро-
бастный регулятор имеет два параметра на-
стройки: с1 и 1( ).K u K c= ε + ε⇒ �

Согласно работе [22] вычисляем: с1 = 3,22.
Для моделирования в среде Simulink уравне-

ние (5) представляем в координатах состояния:

 
1 2

2 1 1 2 2
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;

sin ;

,

x x

x A x A x Bu

y x

=
= − − +

=

�
�  (7)

где 1 ;
g

A
R
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A
R

=
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 2

1
;B

mR
=  а = 2; m = 1.

Задача управления состоит в определении 
коэффициента усиления K, обеспечивающего 
изменение углового перемещения у(t) по эта-
лонной траектории уd(t) и выполнение при 
этом заданных показателей качества.

Управление при номинальных параметрах без 
самонастройки. На рис. 5, а показана зависи-
мость ошибки слежения ε(t) от коэффициен-
та K для номинальных значений параметров
а = 2, m = 1. Даже при K = 120 выполняются 
требуемые качественные показатели σ = 0 %,
ε0 = 0,02; ts = 1 с.

На рис. 5, б при K = 120 и начальных усло-
виях (0) [2; 1; 1; 2],y = − −  (0) [2; 2; 2; 2]y = − −�  пред-
ставлен фазовый портрет системы. На рис. 6 
показан характер движения фазового потока 
при K = 120.

Рис. 4. Кинематическая схема маятника (а) и характер из-
менения коэффициентов модели (5) (б)
Fig. 4. The kinematic scheme of the pendulum (a) and the nature 
of the change of the model coefficients (5) (б)

Рис. 5. Зависимость ошибки слежения от K и фазовый портрет системы
Fig. 5. Dependence of the tracking error on K and phase portrait of the system

Рис. 6. Поле фазовой скорости робастной си-
стемы с большим коэффициентом усиления
Fig. 6. The phase velocity field of a robust system 
with high gain
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Как видно, при K = 120 весь фазовый поток 
стягивается к линии 3,22 0,s = ε + ε =�  и даль-
нейшее движение происходит по этой линии.

Управление при параметрической неопреде-
ленности без самонастройки. Допустим, что 
параметр a и масса груза m изменяются на ин-
тервале, значительно превышающем номи-
нальные значения: [1; 5]; [0,5; 10].a m= =

На рис. 7, а и б при начальном условии 
т(0) (2;  0) ,y =  а = [1; 5; 2], m = [0,5; 10; 5] для

K = 10 и K = 120 показаны пучки {y(t)}, состо-
ящие из трех переходных характеристик. Вид-
но, что при K = 120 плотность пучка довольна 
высокая и после ts = 1 c происходит отслежи-
вание эталонной траектории yd(t) с большой 
точностью без перерегулирования.

Очевидно, что для выполнения требуемых 
показателей значение коэффициента усиления 
следует поддерживать на высоком уровне. Од-
нако такая стратегия при других комбинациях 
параметров а и m объекта без соответствую-
шей коррекции K может привести к перерас-
ходу энергозатрат на управление.

Энергию управления можно оценить по из-
вестному показателю:

 
20

2

0

.J u dt= ∫  (8)

В табл. 1 представлены значения J(20) и 
ε(20) при K = 10 в момент завершения Т = 20 с
процесса управления для следующих трех 
комбинаций параметров а и m объекта: (а, m) =
= (1; 0,5), (5; 10), (2; 5).

Как видно, при K = 10 максимальное зна-
чение J2(20) = 1,5•1020 получено для второй 
комбинации (а, m) = (5, 10). При этом ошибка 
достигает максимального значения ε2(20) =
= 2,9•108. Следует отметить, что при симу-
ляции на Simulink при векторном задании 

параметров каждый цикл ре-
шения выполняется для комби-
нации элементов с одинаковым 
номером.

Для обеспечения заданной 
ошибки необходимо увеличи-
вать коэффициент усиления, что 
достигается при K = 120.

В табл. 2 представлены анало-
гичные показатели при K = 120 
также для трех комбинаций па-
раметров а и m объекта: (а, m) =
= (1; 0,5), (5; 10), (2; 5).

Из-за уменьшения ошибки ε энергозатраты 
на управление существенно уменьшаются.

Робастная система с самонастройкой ко-
эффициента усиления K. Определение необхо-
димого значения коэффициента K "вручную" 
путем численного моделирования является 
весьма затруднительным. В реальном масшта-
бе времени эту задачу необходимо возложить 
на саму систему. При этом монотонность пе-
реходных характеристик и интервальная точ-
ность сохраняются, причем время установле-
ния ts может отличаться от требуемого. Задача 
управления решена с использованием алгорит-
ма настройки K (3). Параметр a и масса груза 
m относительно номинальных значений изме-

Рис. 7. Пучки переходных процессов, характеризующих робастные свойства системы
Fig. 7. Transient bundles characterizing robust properties of the system

Таблица 1
Table 1

Значения энергии управления и ошибки слежения
в момент завершения прoцесса управления (K = 10)

Control energy values and tracking errors
at the end of the control process (K = 10)

Параметр
(а, m)

(1; 0,5) (5; 10) (2; 5)

J (20) 127,7 1,495•1020 3438

ε (20) 0,004862 2,922•108 –0,01932

Таблица 2
Table 2

Значения энергии управления и ошибки слежения
в момент завершения процесса управления (K = 120)

Control energy values and tracking errors
at the end of the control process (K = 120)

Параметр
(а, m)

(1; 0,5) (5; 10) (2; 5)

J (20) 661,5 8,797•104 1,555•104

ε (20) 0,000577 –0,00416 0,002447
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няются неизвестным образом в широким диа-
пазоне. Для простоты рассмотрены три точки: 
a = [1; 5; 2]; m = [0,5; 10; 5]. Задача состоит 
в том, чтобы путем самонастройки опреде-
лить такой коэффициент усиления K, который 
при каждой комбинаций параметров, взятых 
из интервала неопределенности а — K1(1; 0,5), 
в — K2(5; 10), д — K3(2; 5), не принимая мак-
симальное значение, обеспечивает приведение 
неопределенной системы в заданный интервал 

ошибки слежения и поддержание 
ее в этом интервале. Такая стра-
тегия позволяет экономить энер-
гозатраты на управление.

На рис. 8, а, в, д показаны 
графики изменения коэффици-
ента усиления K для трех ком-
бинаций. На Simulink для двух 
векторных параметров а и m си-
муляция выполняется попарно. 
На рис. 8, б, г, ж приведены из-
менения соответствующих управ-
ляемых переменных у(t) относи-
тельно гармонической эталонной 
уставки уd(t). Установившиеся 
значения K1(∞) = 23,4; K2(∞) = 500; 
K3(∞) = 50,1. Как видно, каждой 
комбинации (неопределенности) 
параметров соответствует свой 
коэффициент усиления.

В начальном интервале про-
исходит "побочный переходной 
процесс", что является характер-
ным для алгоритмов адаптации.

При моделировании использо-
ваны: начальное значение инте-
грала I0 = 0, K0 = 10, ε0 = 0,02. Для 
сглаживания высокочастотных 
сигналов ошибки и ослабления 
помех на входе логического бло-
ка 2 использован фильтр:

 WF = 1/(Ts + 1), T = 0,2 c.

В табл. 3 представлены значения ошибки 
слежения ε(20) в момент завершения процесса 
управления (время симуляции) Т = 20 с для 
тех же трех комбинаций параметров а и m объ-
екта: (а, m) = (1; 0,5), (5; 10), (2,5). Как видно, 
все три значения входят в допустимый интер-
вал ошибки [ 0,02; 0,02].ε ∈ − +

Заключение

Использование метода функции Ляпунова 
для синтеза робастного управления позволило 
беспредельно увеличивать коэффициент уси-
ления без нарушения устойчивости замкнутой 
системы.

Показано, что улучшения практической эф-
фективности и универсальности робастных си-
стем управления можно добиться путем исполь-

Рис. 8. Графики изменения коэффициента усиления и управляемой переменной 
при интервальной неопределенности
Fig. 8. Graphs of change in gain and controlled variable with interval uncertainty

Таблица 3
Table 3

Значения ошибки слежения e(20)
в момент завершения процесса управления

Tracking error values e(20)
at the time of completion of the control process

Параметр
(а; m)

(1; 0,5) (5; 10) (2; 5)

ε (20) 0,0012 0,0025 0,0060
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зования средств адаптации. Для предельных ро-
бастных систем уменьшение энергопотребления 
достигнуто путем самонастройки коэффициен-
та усиления при изменении параметров объекта 
и внешней среды. Получена удовлетворительная 
сходимость предложенного интегрального по 
ошибки слежения алгоритма самонастройки.

Разработана системотехническая и Simulink-
схема алгоритма самонастройки. Достовер-
ность теоретических результатов проверена 
путем моделирования системы на Simulink 
с объектом "пиковый гироскоп" с параметри-
ческой неопределенностью. Полученные зна-
чения затраченной энергии управления для 
различных комбинаций параметров позволя-
ют провести сравнительный анализ, а также 
убедиться в надежности оценок.
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Abstract

The issues of expediency of using adaptation tools in robust control systems are discussed. It is stated that purely robust 
systems without the use of adaptation tools, in principle, cannot provide high efficiency and versatility in solving practical 
problems. Robust control systems were originally conceived as non-adaptive systems (passive adaptive systems). In view 
of the emerging problems in solving practical problems, then a mutation occurred and works appeared under the name 
"Adaptive-robust systems", "Combined robust systems", etc., partially using adaptation algorithms. Setting the problem of 
control synthesis under conditions of uncertainty without elements of adaptation is figuratively speaking similar to "search 
for a black cat in a dark room, especially if it is not there" (Confucius). The most adequate from the point of view of com-
pliance with the fundamental principles of the theory of automatic control is an approach based on an increase in the gain 
of an open loop. Nevertheless, here too a problem arises — an increase in the gain violates the stability of a closed system. 
All known research is concentrated around the solution of this problem. An integrated gain self-tuning algorithm and the 
corresponding circuitry and Simulink implementation scheme have been developed. The reliability of theoretical reasoning 
was verified by simulating a limiting robust system with self-tuning and a parametrically indeterminate object — "peak 
gyroscope (parametric pendulum)". Computer studies have made it possible to draw a number of positive conclusions that 
are of great practical importance.

Keywords: robust system, uncertainty, gain, self-tuning, control energy, Lyapunov function, peak gyroscope
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A Method for Catastrophic Forgetting Prevention
during Multitasking Reinforcement Learning*

Принцип обучения с подкреплением основан на взаимодействии агента с окружением в целях максимизации своей 
награды. Обучение с подкреплением показывает очень хорошие результаты в решении различных задач управления. Тем 
не менее, попытки обучить интеллектуального агента эффективно решать несколько задач страдают от проблемы 
так называемого "катастрофического забывания". Полученные агентом знания об одной задаче вытесняются инфор-
мацией в ходе выработки правильной стратегии для другой. Одним из методов предотвращения катастрофического 

Abstract

Reinforcement learning is based on a principle of an agent interacting with an environment in order to maximize the amount of 
reward. Reinforcement learning shows amazing results in solving various control problems. However, the attempts to train a multitasking 
agent suffer from the problem of so-called "catastrophic forgetting": the knowledge gained by the agent about one task is erased during 
developing the correct strategy to solve another task. One of the methods to fight catastrophic forgetting during multitask learning assumes 
storing previously encountered states in, the so-called, experience replay buffer. We developed the method allowing a student agent to 
exchange an experience with teacher agents using an experience replay buffer. The procedure of experience exchange allowed the student 
to behave effectively in several environments simultaneously. The experience exchange was based on knowledge distillation that allowed 
to reduce the off-policy reinforcement learning problem to the supervised learning task. We tested several combinations of loss functions 
and output transforming functions. Distillation of knowledge requires a massive experience replay buffer. Several solutions to the problems 
of optimizing the size of the experience replay buffer are suggested. The first approach is based on the use of a subset of the whole buffer; 
the second approach uses the autoencoder as a tool to convert states to the latent space. Although our methods can be applied to a wide 
range of problems, we use Atari games as a testing environment to demonstrate the methods.

Keywords: reinforcement learning, offline reinforcement learning, multitask learning, experience exchange, experience replay 
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Introduction

General-purpose robotic systems should possess a 
wide variety of skills. The ability to acquire different 
skills is an essential feature of intelligent agents (IAs) 
to ensure their intelligent behavior. The principle of 
reinforcement learning ensures a general approach 
for robotic systems to acquire new skills. During re-
inforcement learning, intelligent agents interact with 
their surroundings and try to maximize their reward 
[1]. Current reinforcement learning methods are rather 
inefficient and assume the learning to occur by trial-
and-error method during millions of attempts. Such 
inefficiency is not critical in a case of an agent learning 
a single task in a virtual environment. However, train-
ing becomes very time-consuming for a robotic plat-
form multitask training in a real-world environment 
[2]. A large amount of time required to learn a single 
skill makes the multitask robotic platform very difficult 
to implement [3]. Hence, interest exists in the devel-
opment of methods to speed up the learning process 
of IAs. One of the possible methods for accelerated 
training of an agent is the borrowing of experience 
from other agents [4]. To store and exchange experi-
ences more efficiently, one needs to create a compact 
representation of knowledge. Thus, further research is 
nee ded in multitask reinforcement learning and know-
ledge exchange between AIs [5] and robotic systems [6].

The peculiarities
of multitasking reinforcement learning

Many multitask reinforcement learning approach-
es assume simultaneous availability and accessibility 
of the data for all the tasks at an arbitrary instant of 
time. Such an approach can be unrealistic for ro-
bots learning a single problem at any instant of time. 
Multitask learning can be organized by training sev-
eral agents each on a separate task with a consequent 
merging of the acquired experiences inside one agent 
(experience exchange). Currently, several groups sug-

gested several methods for the implementation of ex-
perience exchange between IAs during reinforcement 
learning. One of these methods is imitation lear-
ning (also known as ‘learning from demonstration’) 
[7]. During imitation learning, the student agent is 
learning by repeating the actions of an expert agent. 
Another method of experience exchange between 
IAs is policy distillation (or behavior cloning). The 
term ‘distillation’ usually assumes that the exchange 
of policies occurs as a result of supervised learning 
of the student agent on a dataset (set of states and 
corresponding actions) provided by the expert agent 
[8—10]. One another method of experience exchange 
between IAs is offline reinforcement learning [11]. 
This method is based on the postulate that online 
interaction with an environment is impractical in a 
majority of cases: data collection can be a very slow 
and laborious procedure (for example, in robotics) 
or it can be very dangerous (for example, during au-
tonomous driving or in medicine). Offline learning 
reuses previously collected data stored in, the so-
called, experience replay buffer without acquiring 
additional data from the environment [11]. However, 
during offline learning, an agent can get into the 
state not stored in the buffer. Thus, to improve the 
training process, the agent still needs periodic inter-
action with an environment to get additional data.

In the case of partially observed states, the 
process of decision-making during reinforcement 
learning is not Markovian anymore; in this case, 
one needs to consider previous states encountered 
by the agent. Storing the sequential states in a buf-
fer could require additional computer memory. The 
excessive use of computer memory is even more 
probable during multitask learning. The size of the 
stored experience replay buffer can be decreased if 
one uses compressed representations of states. One 
can use autoencoders to translate the states into 
compressed latent representations [12, 13].

An additional problem of multitask learning is 
the retaining of the skills acquired by an agent at 

забывания при многозадачном обучении является обучение агента на сохраненных в буфере опыта ранее встреченных 
состояниях. Разработанный нами метод позволяет обучить агента тому, как эффективно вести себя в нескольких 
средах одновременно на основе обмена опытом с агентами-учителями, используя буфер опыта. Обмен опытом основан 
на распространенном в глубоком обучении подходе, называемом дистилляцией знаний. Дистилляция знаний позволила 
свести задачу с подкреплением к задаче обучения с учителем. В ходе исследований были протестированы и выбраны 
максимально успешные сочетания различных функций потерь и способов преобразования выходных слоев нейросетей. 
Метод дистилляции знаний требует хранения огромного буфера состояний. Предложены несколько методик оптими-
зации хранения буфера: использование части буфера и сжатие состояний во внутреннее представление нейросети с по-
мощью автокодировщика. В качестве тестового окружения для экспериментов использовались игры Atari.

Ключевые слова: обучение с подкреплением, автономное обучение с подкреплением, мультизадачное обучение, 
обмен опытом, буфер опыта, дистилляция стратегии, клонирование поведения, имитационное обучение, катастро-
фическое забывание, непрерывное обучение
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earlier stages. This can be a nontrivial task for IA 
because of the problem of catastrophic forgetting 
well known in machine learning [14]. There are 
several approaches to fight catastrophic forgetting 
[15]. The simplest one assumes joint training on all 
the data previously encountered by an agent. The 
experience replay bufferes suit well for this purpose.

In this paper, we investigate the mechanisms of 
experience exchange between intelligent agents in re-
inforcement learning tasks. The agents are located in 
partially observable states. To implement the experi-
ence exchange, we use the distillation method redu cing 
the reinforcement learning to a supervised lear ning 
problem. We tested several methods for downsizing the 
stored experience replay buffer. We demonstrate the 
possibility of the prevention of catastrophic forgetting 
when an agent uses its own previously stored buffer.

Experience exchange between intelligent agents
on the base of compressed representations

of the states of an environment

In this paper, we present an approach that allows to 
merge the experiences acquired by several agents into a 
single multitask agent. The problem statement is in the 
following. Two intelligent agents are trained each on 
its own task. These two pretrained agents serve as tea-
chers. The student agent is a copy of one of the teacher 
agents. We search for a way to teach the student agent 
the skills of the second teacher. During learning the 
skills of the second teacher, it should be ensured that 
the student does not forget previous skills.

At the first stage, we train the teacher agents with 
a deep Q-learning (DQN) algorithm [16]. In this ap-
proach, IA learns the value Q(s, a) of certain action a
in a specific state s. In each step, an agent chooses 
an action with the largest value. In this approach, af-
ter every interaction with an environment, the agent 
stores into an experience replay buffer the current state 
s, the action taken a, the reward for this particular ac-
tion r, the next state s’, and the variable indicating the 
terminal state. The buffer allows for efficient use of 
previous experience through its continuous rehearsing. 
The variant of Q-learning used in the current paper is 
called Dueling-DQN [17]. In this approach, the neu-
ral network consists of two evaluating networks. One 
network predicts the weighted average of Q-function 
over all the actions V(s). Another network predicts the 
advantage of every action:

 ( , ) ( , ) ( ).A s a Q s a V s= −

These two estimates are combined inside a sepa-
rate layer to get the current value of the Q-function.

At the second stage, we transfer the knowledge to 
the student agent using distillation [18]. Within this 
approach, the student receives a batch of states out 
of the experience replay buffer of the teacher and 
outputs state-action Q-values (Qstudent). We compare 
student’s Q-values to the ones of teacher agents 
(Qteacher1, Qteacher2) for the same states and cor-
rect the weights of student’s neural network. Using 
this method, we reduce the reinforcement learning 
problem down to supervised learning. To prevent 
catastrophic forgetting, one needs to satisfy an ad-
ditional condition: the Q-values of student agent 
with new knowledge should not differ from the stu-
dent’s previous Q-values. Accordingly, we use the 
following loss function:

 Loss =
 = loss1(Qteacher1, Qstudent) + loss2(Qteacher2, Qstudent),

where loss1 and loss2 show the divergence between 
Q-functions of the student and the teacher (Fig. 1). 
Our approach reminds behavior cloning [8], 
however, it is applied not to the behavioral policy, 
but to the Q-function.

Experience replay buffers can occupy an enor-
mous amount of computer memory. We tested seve-
ral approaches to decrease the buffer size. One of the 
approaches is based on selective storage of the en-
countered states. The first option is to use only a cer-
tain amount of the latest states. The second option 
is to use the subsampling of the states encountered 
by an agent. We use the following algorithm for the 
subsampling. On arrival into some state, we generate 
a random key from the uniform distribution U[0, 1]. 
The current state is added into the experience replay 
buffer if the key is larger than B/t, where B is the 
current buffer size, t is the state’s order number. The 
disadvantage of this option is that stored states are 

Fig. 1. The scheme of experience exchange between IAs. Bi is the 
experience replay buffer of i-th environment, S is the batch of 
states, Ti is the teacher agent for the i-th environment, St is the 
student agent, Q are the state-action values for the student and 
teachers, li is the loss function for the i-th environment



417Мехатроника, автоматизация, управление, Том 23, № 8, 2022

not consecutive, which is a problem in the case of 
partially observable states. The solution could be the 
simultaneous storage of several consecutive states at 
once. However, storing the series of states can lead to 
the excessive use of computer memory. One another 
approach to decrease the size of the buffer is to com-
press the representation of stored states. To perform 
the compression, we use an autoencoder [13]. Auto-
encoders are standard instruments of machine lear-
ning for dimensionality reduction of data. The buffer 
compressed by an encoder can be further restored by 
the decoder and used for experience exchange be-
tween the agents.

Computational test

As an example of the application of the developed 
multitask learning method, we used IAs trained to 
play Atari games in OpenAI environment [19]. We 
should note that the developed algorithm is general 
and can be used in other environments and robotic 
systems.

For experience exchange experiments, we trained 
five agents on different Atari games. Image frames 
received from the environments were stacked into 
four frames per state following the original paper of 
DeepMind [16]. This stacking is related to the fact 
that each frame represents the partially observable 
state (for example, the frame does not contain in-
formation about the speed of objects). Among five 
environments, we chose the agents having the same 
number of actions: two agents (Atlantis and Break-
out) had 4 action options; three agents (Demon At-
tack, Pong, and Up and Down) had 6 options for 
action. As DQN learning is very time-consuming, 
we trained the agents only to the level comparable 
to human abilities to play these games. Maximum 
points scored by the agents in different games are 
shown in Table 1.

In the process of agents training, we stored the 
replay buffer (105 states for Atlantis and Breakout 
games, 2•105 states for Pong, Demon Attack, and 

Up and Down games). These buffers served as the 
base for later experience exchange. Different envi-
ronments require different times to achieve an opti-
mal score; this fact determines the different sizes of 
stored buffer (Table 2).

During training, we used the batch consisting 
of 16 states for every environment. To optimize the 
gradient descent, we used the Adam optimizer [7] 
with a learning rate 6,25•10–4. The number of itera-
tions of the algorithm was 106.

The evaluation of the quality of the models was 
performed as follows. In every environment, the 
trained agent was tested ten times during 12 500 
consecutive states. After that, we calculated the 
mean and standard deviation for the points scored 
during every test.

As an alternative to our method of experience 
exchange, we tested offline learning. In this ap-
proach, the student agent learns the effective beha-
vior in two environments by training with the DQN 
algorithm on a combined buffer of teacher agents. 
This approach resulted in a fast loss of performance 
in the previously learned environment and in the 
absence of the learning progress in the new envi-
ronment (Table 3).

At the next stage, we tested the methods of expe-
rience exchange between IAs on the base of distil-
lation with additional buffer compression methods.

As the first option, we used an approach based on 
storing only the part of the total buffer obtained dur-

Table 1

Scored points for the environments used in the paper

Environment Random behavior Human DQN agent

Atlantis ∼13 000 ∼29 000 ∼3 000 000

Breakout ∼2 ∼30 ∼350

Demon Attack ∼150 ∼3400 ∼30 000

Pong ∼–21 ∼9 ∼20

Up And Down ∼533 ∼9 000 ∼16 000

Table 2

Dimensions of the replay buffers

Environment Atlantis Breakout
Demon 
Attack

Pong
Up And 
Down

Amount of the states 
in the buffer, 106

4 4 21,4 0,8 14,6

The dimension of 
the total buffer, Gb

26,29 26,29 140,63 5,26 95,94

The dimension of 
the compressed
buffer, Gb

0,95 0,95 5,1 0,2 3,48

Table 3

Comparison of the loss functions for Pong
and Up-and-Down games. The mean and standard deviation

of the scored points are provided

Envi-
ronment

Offline 
learning

Mean
square loss

Kullback-
Leibler loss

Binary cross-
entropy loss

Pong –19,9 ± 5,05 15,50 ± 1,59 15,67 ± 0,93 15,54 ± 0,86

Up and 
Down

3878 ± 186 5111 ± 1256 4347 ± 943 6336 ± 886
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ing initial training. A large number of stored states 
requires enormous computer memory to accommo-
date the whole buffer (Table 2). For example, the size 
of the buffer for the Demon Attack game amounted 
to 140 Gb. To decrease the size of the buffer, we used 
8•105 latest states for every game. The output values 
of Q-functions were modified with the argmax func-
tion (to single out the only action) or with the soft-
max function (to take into account the probability of 
every action); the modified values were supplied into 
the loss function. The best results were achieved with 
the softmax function combined with binary cross-
entropy as a loss function. This combination allowed 
the student agent to achieve scores comparable with 
that of teacher agents (Table 3).

The use of the argmax function demonstrated 
learning instability. During the initial epochs of 
training, the agent adopted the ability to adequately 
behave in two environments. However, during fur-
ther training, there occurred a surge in the loss func-
tion with the agent’s sudden loss of the ability to have 
productive interaction with the environments.

Besides binary cross-entropy, we used mean-
square and Kullback-Leibler losses. As one can see 
from Table 3, all these loss functions adequately 
solve the problem.

The next option to decrease the buffer size is se-
lective storage of encountered states as was described 
in the previous section. Each entry in the buffer con-

sisted of four consecutive states determined by their 
partial observability. We collected two buffers 20 000 
states each for games Pong and Up-and-Down. 
When training on this subsampled buffer, the student 
agent did not show high scores compared to training 
on the final part of the total buffer. The following 
scores were achieved: 13,66 ± 0,86 for the Pong game 
and 2804 ± 255 for Up-and-Down.

The next method of decreasing the size of the 
buffer was based on the transformation of the 
frames of the games into a latent space of auto-
encoder. For every environment, the autoencoder 
with latent space 64 was trained on the total buf-
fer (Fig. 2). Autoencoder was trained on batches 
of 25 states. We used the Adam optimizer with a 
learning rate 0,0005. All the states were compressed 
with a coder and stored on a computer drive that 
allowed to reduce the representation of the state 
of the environment from 84 (int) Ѕ 84 (int) Ѕ 4 =
= 28 224 bytes down to 64 (float32) Ѕ 4 = 1024 bytes. 
The autoencoder allowed to reduce the buffer size 
by 27 times (Table 2); that way the buffer fully fitted 
into computer memory. The process of experience 
exchange had just a small modification: during the 
training of the student agent, the stored states should 
be decompressed with a decoder. After the training of 
student agent on a compressed buffer, the efficiency 
of its behavior became comparable to that of teacher 
agents (Table 4). Table 4 shows the results for the 
softmax function at the output of the network com-
bined with the binary cross-entropy loss function. 
The only problem with the proposed method of buf-
fer compression is the limitations of the autoencoder: 
the peculiarities of the autoencoder’s compression 
could make it difficult to encode some essential parts 

Fig. 2. The architecture of the autoencoder used for the compression 
of the states of the game environments

Table 4

The outcome of experience exchange

Teacher 1 
Teacher 2

Teacher’s score

Student’s score 
(training
on a part

of the buffer)

Student’s score 
(training

on latent re-
presentations)

Atlantis 271856 ± 132507 233824 ± 178721 180000 ± 17200

Breakout 212,3 ± 45,3 199,9 ± 52,8 8,4 ± 2

Demon 
Attack

9251 ± 3301 6169 ± 2599 9284 ± 2987

Up and 
Down

6608 ± 918 4526 ± 329 4892 ± 470

Pong 15,9 ± 1,43 15,54 ± 0,86 15,43 ± 0,78

Up and 
Down

6607 ± 918 6336 ± 886 6397 ± 686
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of an image. For example, for the Breakout game, the 
autoencoder could not encode the image of the ball. 
As a result, experience exchange did not work for this 
particular case.

Conclusion

We proposed and tested the variant of behavior 
cloning where Q-function is used instead of policy. 
The behavior cloning in our case had the additional 
feature: with our method, the student agent learned 
the behavior of a teacher agent without losing the 
ability to perform previously learned tasks. This 
was achieved by utilizing both the teacher’s and 
its own experience replay buffers. The outcomes 
of experience exchange are shown in Table 4. One 
can see that the performance of student agents is 
comparable to that of teachers. One can conclude 
that our method successfully handles catastrophic 
forgetting and can be used in multitask reinforce-
ment learning.

The methods of decreasing the dimensions of ex-
perience replay buffer (using the latest encountered 
states or using the latent representations) allowed to 
significantly reduce the usage of computer memory 
without the significant deterioration of the accuracy 
of experience exchange. The use of latent features 
allowed to decrease the amount of memory for stor-
ing the buffer. However, it increased the time of 
agent’s training as the states should have been first 
decompressed to be used in knowledge distillation. 
This method had additional limitations due to the 
peculiarities of the encoding-decoding procedure. 
To be used in full, the autoencoder’s compression 
quality needs further improvements.
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Алгоритмы интеллектуального управления
реконфигурируемыми роботами в компоновке колеса

и многоагентными системами на их основе

Введение

Реконфигурируемые мехатронно-модуль-
ные роботы (РММР) представляют большой 
интерес для широкого спектра приложений. 
Актуальность тематики определяется воз-
можностями разработки автономных робото-
технических систем с уникальным набором 
свойств, включая многофункциональность, 
повышенную проходимость, надежность и са-
мовосстанавливаемость, а также адаптивность 
кинематической структуры и ее реконфигури-
руемость в соответствии с особенностями теку-
щей ситуации [1—4]. Создание перспективных 
образцов РММР сопряжено с необходимостью 
проведения исследований по целому ряду на-
правлений, включая совершенствование кон-
струкций типовых мехатронных модулей (ММ) 
и принципов построения интеллектуальных 

систем управления с распределенной структу-
рой, развитие средств и методов сетевой свя-
зи, самодиагностики и самообучения [2, 4—13]. 
Важнейшее место в этом ряду отводится вопро-
сам интеграции мехатронно-модульных струк-
тур с ограниченным набором функциональных 
возможностей для формирования автономных 
роботов с расширенным спектром свойств, 
объединяемых в составе единой компоновки.

Развитие принципов
построения реконфигурируемых

мехатронно-модульных роботов на основе 
технологий группового управления

Среди множества проблем развития РММР 
одна из наиболее острых связана с обеспечением 
функций внешнего очувствления. Попытки ее 

Проводится краткий анализ ключевых проблем развития мехатронно-модульных роботов с адаптивной кине-
матической структурой, оперативная реконфигурация которой осуществляется в автоматическом режиме в за-
висимости от особенностей выполняемой прикладной задачи и условий ее решения. Показано, что среди множества 
проблем развития мехатронно-модульных роботов такого типа одна из наиболее острых проблем связана с обеспече-
нием функций внешнего очувствления. Сформирован оригинальный подход к созданию перспективных образцов нового 
поколения реконфигурируемых робототехнических систем с расширенным набором сенсорных, моторно-двигатель-
ных и других свойств на основе комплексной интеграции мехатронно-модульных структур с ограниченным набором 
функциональных возможностей. Утверждается, что практическая реализация предложенного подхода допускает 
различные способы практического воплощения и, по существу, сводится к формированию многоагентной систе-
мы, объединяющей в единой компоновке взаимодействующие мехатронно-модульные структуры, движения которых 
должны быть синхронизированы. В качестве примера рассмотрены два принципиально различных варианта оснаще-
ния реконфигурируемого робота в компоновке колеса мехатронно-модульной шагающей "платформой", несущей сред-
ства технического зрения и способной перемещаться вдоль базовой кинематической структуры в противоход к ее 
движению. Разрабатываются алгоритмы автоматического формирования, реконфигурации и управления движением 
для мехатронно-модульных роботов в компоновке колеса с сенсорной шагающей платформой. Обсуждаются пути по-
строения средств планирования поведения и координации взаимодействий автономных реконфигурируемых роботов 
с использованием механизмов доски объявлений. Приводятся результаты экспериментальных исследований и ком-
пьютерного моделирования, подтверждающие работоспособность и эффективность представленных алгоритмов.

Ключевые слова: мехатронно-модульные реконфигурируемые роботы, многоагентные робототехнические систе-
мы, алгоритмы интеллектуального управления
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решения, предпринятые в ряде разработок, при-
вели к созданию специализированных ММ со 
встроенными средствами технического зрения 
(рис. 1, см. вторую сторону обложки) [3, 14, 15].

Естественно, что конструктивное исполне-
ние ММ в каждом конкретном случае предус-
матривает те или иные способы их взаимного 
сопряжения с помощью стыковочных площа-
док. Тем не менее, наличие унифицированных 
интерфейсов отнюдь не всегда позволяет га-
рантировать возможность интеграции специ-
ализированного ММ с телекамерой в состав 
реконфигурируемых роботов даже для базо-
вых компоновок (рис. 2). В связи с этим новые 
подходы к обеспечению адаптивных свойств и 
функциональных возможностей РММР пред-
ставляют несомненный интерес.

Концепция создания реконфигурируемых 
робототехнических систем с расширенным на-
бором сенсорных, моторно-двигательных и дру-
гих свойств на основе комплексной интеграции 
мехатронно-модульных структур с ограничен-
ным набором функциональных возможностей 
допускает различные способы своего практиче-
ского воплощения.

Практическим подтверждением возможно-
сти реализации указанной концепции служат 
результаты исследований, которые проводят-
ся в РТУ МИРЭА и наглядно иллюстрируют-
ся примером оснащения реконфигурируемого 
робота в компоновке колеса мехатронно-мо-
дульной шагающей "платформой", несущей 
средства технического зрения и способной 
перемещаться вдоль базовой кинематической 
структуры в противоход к ее движению. По 
существу, такой подход сводится к формиро-

ванию многоагентной системы с как минимум 
двумя взаимодействующими роботами, движе-
ния которых должны быть синхронизированы.

Алгоритмы интеллектуального управления 
многоагентной системой на базе 

реконфигурируемого робота в компоновке 
колеса с сенсорной шагающей платформой

Концептуальный облик многоагентной си-
стемы на базе РММР в компоновке колеса 
с сенсорной шагающей платформой показан на 
рис. 3 (см. вторую сторону обложки): общий вид 
представлен на рис. 3, а, конструкция и макет-
ный образец типового мехатронного модуля, 
являющегося основным структурным элемен-
том системы, показаны на рис. 3, б. Сенсорная 
шагающая платформа с двумя конечностями, 
виртуальная модель и кинематическая схема 
которой приведены на рис. 3, в, г, включает 
в свой состав специализированный модуль со 
встроенной системой технического зрения. Ал-
горитмическая реализация процесса поступа-
тельного движения РММР в компоновке колеса 
предполагает потактовую отработку каждым 
элементом замкнутой кинематической струк-
туры того значения обобщенной координаты, 
которое соответствовало состоянию его пред-
шественника в предыдущий момент времени.

При этом на контроллер каждого ММ воз-
лагается ряд элементарных проверок, опреде-
ляющих выбор необходимого значения обоб-
щенной координаты:
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где dir = (1, –1) — логическая переменная, 
определяющая прямое или обратное направ-
ления движения РММР в компоновке колеса; 
n = (1, ..., N) — порядковый номер ММ в со-
ставе кинематической цепи; N l 6 — общее 
число мехатронных модулей; ϕn(t) — значение 
обобщенной координаты на такте t.

Рис. 2. Варианты размещения специализированного модуля 
со встроенной телекамерой в составе базовых компоновок ре-
конфигурируемых роботов
Fig. 2. Options for placing a specialized module with built-in cam-
era in the basic configurations of reconfigurable robots
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Анализ приведенного алгоритма показы-
вает, что значение перемещения, совершаемо-
го колесообразным роботом в течение одного 
такта, соответствует длине ММ. Эта особен-
ность является принципиальной для разработ-
ки конструкции и алгоритма походки шагаю-
щей платформы, которая должна перемещаться 
вдоль кинематической цепи РММР в компо-
новке колеса. Значения обобщенных коорди-
нат по ходу регулярного изменения положения 
конечностей шагающей платформы в процессе 
ее перемещения вдоль кинематической цепи 
движущегося в противоположном направлении 
"колеса" вычисляются из чисто геометрических 
соображений.

Будем считать, что реализуемая походка со-
ответствует сценарию "приставного шага", а дви-
жение каждой из конечностей (состоящей из 
трех типовых ММ) осуществляется в течение 
одного такта. В этом случае продолжительность 
одного шага составляет два такта, за которые 
положение "колеса" изменится на расстояние 2L, 
равное размеру двух ММ. Углы поворота сочле-

нений, обеспечивающие движение конечностей 
на очередном шаге, определяются параметрами 
равностороннего треугольника (рис. 4, см. тре-
тью сторону обложки) со сторонами, равными 
2L, и составляют α = 60° и β = 30°. Таким об-
разом, алгоритм походки специализированной 
шагающей платформы может быть задан в виде 
последовательной смены состояний ее конечно-
стей, показанной в табл. 1.

Таблица 1
Table 1

Алгоритм движения двуногой шагающей платформы 
с циклической сменой состояний конечностей

Movement algorithm of the bipedal walking platform
with a cyclic change of states of the limbs

№ такта t t + 1 t + 2

Состояние
конечностей

Модуль 1а 1b 2а 2b 1а 1b 2а 2b 1а 1b 2а 2b

Угол поворота 0° 0° 0° 0° –30° 60° 30° –60° 0° 0° 0° 0°

Рис. 5. Автоматическая трансформация мехатронно-модульного робота с переходом из линейной конфигурации в компоновку 
колеса с сенсорной шагающей платформой
Fig. 5. Automatic transformation of the mechatronic-modular robot from a linear configuration into composition of a wheel-configuration 
modular robot with walking sensory platform
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Ключевой аспект, определяющий целесо-
образность всей концепции создания РММР 
в компоновке колеса с сенсорной шагающей 
платформой, связан с автоматизацией процес-
са формирования такой системы. Один из спо-
собов ее автоматического синтеза предполага-
ет разделение линейной мехатронно-модуль-
ной структуры на два фрагмента (рис. 5, а), 
поэтапно трансформируемых в конфигурации 
колеса и шагающей платформы (рис. 5, б— е), 
которые осуществляют взаимную стыковку 
(рис. 5, ж—и).

Сценарные модели управления процессом 
автоматического формирования многоагентной 
системы, объединяющей в своем составе два 
РММР — в компоновке колеса и сенсорной ша-
гающей платформы, реализуются в виде соответ-
ствующих конечных автоматов, взаимодействие 
которых (рис. 6) обеспечивается привлечением 
механизмов доски объявлений для обмена дан-
ными о достижении необходимых состояний.

Модели и алгоритмы интеллектуального 
управления конфигурацией мехатронно-
модульного робота в компоновке колеса

Адаптивные свойства автономного робота 
во многом определяются составом и эффек-

тивностью интеграции сенсорных, мотор-
но-двигательных и поведенческих функций, 
реализуемых в его интеллектуальной системе 
управления. В связи с этим для мехатронно-
модульного робота в компоновке колеса прин-
ципиально важным аспектом обеспечения 
адаптивности является возможность управле-
ния конфигурацией с учетом сенсорной ин-
формации об окружающей обстановке при 
движении в туннелях, катакомбах и т. д.

Примем для простоты, что мехатронно-
модульная структура в компоновке колеса 
включает в свой состав четное число звеньев 
и имеет симметричную форму, определяемую 
углами ϕ и β, которые обеспечивают сопряже-
ние боковых скатов и горизонтальных проле-
тов (рис. 7). Тогда, обозначив nБ и nГ — число 
модулей в боковых скатах и горизонтальных 
пролетах колеса соответственно, выражение 
для общего числа элементов структуры можно 
представить следующим образом:

 Б Г�2 2( ),N M n n= = +  (2)

где

 Б Г Б Г� 1, ;; � 1M n n n n= + l l  (3)

N — общее число модулей в составе кинемати-
ческой структуры.

При этом значения обобщенных координат 
звеньев РММР в компоновке колеса должны 
определяться с учетом соответствующих огра-
ничений:

Рис. 6. Сценарные модели управления процессом автомати-
ческого формирования многоагентной системы с реконфигу-
рируемыми роботами в компоновке колеса и сенсорной шага-
ющей платформы
Fig. 6. Scenario models to control the process of automatic forma-
tion of the multi-agent system of a wheel-configuration modular 
robot with walking sensory platform

Рис. 7. Обобщенная кинематическая структура мехатронно-
модульного робота в компоновке колеса
Fig. 7. Generalized kinematic structure of the mechatronic-modu-
lar robot in a wheel configuration
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Очевидно, что конфигурация колесообраз-
ной компоновки будет характеризоваться рас-
пределением модулей между боковыми ската-
ми и горизонтальными пролетами. Исходя из 
практических соображений (например, при 
оснащении мехатронно-модульного колеса 
шагающей платформой) протяженность гори-
зонтального пролета nГ может быть ограниче-
на заданным числом звеньев 

minГ :n

 
minГ Г 1.n n M −m m  (5)

Это ограничение позволяет оценить возмож-
ные изменения числа звеньев в боковых скатах 
модульного колеса в ходе его трансформации:

 
minБ Г .1 n M n−m m  (6)

В свою очередь, вертикальный размах меха-
тронно-модульного колеса определяется кон-
фигурацией его бокового ската (рис. 8):
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Выражение (7) может быть представлено 
в упрощенной форме:

 Б(2 sin ( 2)) .H n L= ϕ + −  (8)

Решение уравнения (8) относительно чис-
ла звеньев в боковом скате модульного колеса 
с учетом ограничений (3)—(6) имеет следую-
щий вид:
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где Int(x) — функция округления до меньшего 
целого.

Последующая реконфигурация кинемати-
ческой структуры колеса предполагает пропор-
циональное перераспределение модулей в со-
ставе боковых скатов и горизонтальных проле-
тов, что наглядно иллюстрируется на примере, 
приведенном в табл. 2, 3 для 12-звенного об-

Рис. 8. Вычисление высоты бокового ската мехатронно-мо-
дульного робота в компоновке колеса
Fig. 8. Calculation of the side slope height for the mechatronic-
modular robot in a wheel configuration

Таблица 2
Table 2

Возможные варианты конфигураций 12-звенного 
мехатронно-модульного робота в компоновке колеса

Possible configuration options for a 12-link
mechatronic-modular robot in a wheel formation

1 2

3 4

5 6
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разца. Следует отметить, что, как показано на 
рис. 9, индексы модулей, обеспечивающих со-
пряжение боковых скатов и горизонтальных 
пролетов в составе каждой из половин замкну-
той кинематической структуры модульного 
колеса (для рассматриваемого класса компо-
новок), связаны следующими соотношениями:

 Б Б

Б Б

при ( ) ,

( ) при ( ) ;

k n k n N
l

k n N k n N

+ +⎧
= ⎨ + − + =⎩

m
 (11)
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m n m n N
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m n N m n N

+ +⎧
= ⎨ + − + =⎩

m
 (13)

где k, m и l, j — индексы начальных звеньев 
боковых скатов и горизонтальных пролетов 
модульного колеса; k — индекс звена, ассоци-

ируемого с точкой отсчета и соответствующего 
первому боковому скату (по направлению воз-
растания индексации модулей вдоль замкну-
той кинематической структуры).

Из анализа этих соотношений становится оче-
видным, что взаимосвязанное изменение числа 
модулей в составе боковых скатов nБ и горизон-
тальных пролетов nГ должно приводить к изме-
нению индексов l и j, в то время как индекс m 
будет сохранять свое значение, что видно после 
подстановки (11) в (12) с учетом условия (3):

 Г Б Г( ) .m l n k n n k M= + = + + = +  (14)

Введение дискретного времени t позволяет 
представить алгоритм реконфигурации мо-
дульного колеса следующим набором правил:
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Таким образом, последовательная сме-
на конфигураций робота в компоновке коле-
са будет сводиться к потактовому изменению 
индекса и обобщенных координат ММ, обе-
спечивающих сопряжение боковых скатов и 

Рис. 9. Индексация модулей, разграничивающих боковые ска-
ты и горизонтальные пролеты мехатронно-модульного колеса
Fig. 9. Indexing modules delimiting side slopes and horizontal 
spans of the mechatronic-modular robot in a wheel configuration

Таблица 3
Table 3

Значения обобщенных координат для различных 
конфигураций 12-звенного мехатронно-модульного робота 

в компоновке колеса

Joint values for various configurations of a 12-link
mechatronic-modular robot in a wheel formation

Конфигу-
рация

Модуль

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1 ϕ ϕ 0° 0° 0° 0° ϕ ϕ 0° 0° 0° 0°

2 ϕ 2β ϕ 0° 0° 0° ϕ 2β ϕ 0° 0° 0°

3 ϕ β β ϕ 0° 0° ϕ β β ϕ 0° 0°

4 ϕ β 0° β ϕ 0° ϕ β 0° β ϕ 0°

5 ϕ β 0° 0 β ϕ ϕ β 0° 0° β ϕ

6 ϕ 0° 0° 0° 0° ϕ ϕ 0° 0° 0° 0° ϕ
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горизонтальных пролетов в соответствии с вы-
ражениями (15)— (17). Результаты модельных 
экспериментов (рис. 10, см. третью сторону 
обложки) полностью подтвердили эффектив-
ность алгоритмов интеллектуального управ-
ления и реконфигурации мехатронно-модуль-
ного робота в компоновке колеса с сенсорной 
шагающей платформой на примере задач пре-
одоления препятствий типа "арка".

Алгоритмы интеллектуального управления 
многоагентной системой на базе 

реконфигурируемого робота в компоновке 
двухосевого колеса

Кинематическая схема и общий вид РММР 
в компоновке двухосевого колеса показаны на 
рис. 11. Ключевой принцип его построения 
предполагает объединение двух эквивалент-
ных по своей структуре модульных колес, оси 
нормалей к плоскостям которых являются вза-
имно перпендикулярными, а точки сопряже-
ния принадлежат общему диаметру.

C функциональной точки зрения главная от-
личительная особенность двухосевого колеса по 
отношению к одноосевому заключается в спо-
собности перемещения по двум взаимно пер-
пендикулярным направлениям. Движение тако-
го робота, осуществляемое вдоль направления 
перемещения одного колеса, сопровождается 
вращением плоскости другого вокруг соответ-
ствующей оси (рис. 12, а—д, см. третью сторо-
ну обложки). При этом достижение плоскостью 
второго колеса вертикального состояния обе-
спечивает возможность смены направления дви-
жения робота (рис. 12, е). Важным является тот 
факт, что алгоритмы управления движением и 

реконфигурацией двухосевого и одноосевого ко-
лес являются абсолютно идентичными.

Модульная структура реконфигурируемого 
робота с компоновкой двухосевого колеса допу-
скает вариант его функционирования в качестве 
многоагентной системы. Состав такой системы 
образуется одноосевым колесом, в горизонталь-
ных пролетах которого по боковым граням ММ 
перемещаются скаты второго колеса, выступаю-
щие в роли устройств шагающего типа. При дви-
жении многоагентной системы с подобной ком-
поновкой шагающие боковые скаты сохраняют 
свою вертикальную ориентацию. Именно эта 
особенность обусловливает целесообразность 
использования специализированных ММ со 
встроенной системой технического зрения в ка-
честве конструктивных элементов боковых ска-
тов. В силу симметричности своего размещения 
встроенные телекамеры боковых скатов будут 
представлять стереопару, способную контроли-
ровать обстановку по ходу движения. Управле-
ние походкой бокового ската может быть основа-
но на потактовом переключении состояний его 
концевых модулей, обеспечивающем стыковку и 
расстыковку каждого из них с верхним и ниж-
ним горизонтальными пролетами движущегося 
колеса, и может осуществляться в противофазе. 
Этап стыковки бокового ската с верхним гори-
зонтальным пролетом мехатронно-модульного 
колеса показан на рис. 13, а (см. четвертую сто-
рону обложки), этап одновременной стыковки 
и расстыковки бокового ската соответственно 
с нижним и верхним горизонтальными про-
летами мехатронно-модульного колеса — на 
рис. 13, в (см. четвертую сторону обложки),
а рис. 13, б, г (см. четвертую сторону обложки) 
иллюстрируют отработку очередных тактов пе-
ремещения мехатронно-модульного колеса.

Алгоритм переключения состояний кон-
цевых стыковочных модулей бокового ската 
и синхронизации его походки с движением 
одноосевого колеса может быть представлен 
с помощью набора продукционных правил 
или эквивалентного им конечного автомата, 
задаваемого табл. 4 переходов и выходов, где 
x0 — исходное состояние автомата, отражаю-
щее соответствие текущей компоновки конфи-
гурации двухосевого колеса; xB, xH — состояния 
автомата, отражающие стыковку бокового ската 
соответственно с верхним или нижним гори-
зонтальными пролетами колеса; y0 — выходной 
символ, подтверждающий переход автомата 
в состояние x0; yB, yH — выходные символы, 

Рис. 11. Кинематическая схема (а) и виртуальная модель (б) 
двухосевого колеса
Fig. 11. Kinematic scheme (a) and virtual model (б) of a two-axis wheel
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подтверждающие переход автомата в состоя-
ния xB, xH и регламентирующие запуск оче-
редного шага движения колеса. Диаграмма пе-
реходов состояний автомата, определяющего 
алгоритм походки бокового ската вдоль одно-
осевого колеса, показана на рис. 14.

На рис. 15 (см. четвертую сторону обложки), 
представлены фрагменты модельных экспери-
ментов, подтверждающих работоспособность 
алгоритмов управления движением многоа-
гентной робототехнической системы в компо-
новке двухосевого колеса.

Важной особенностью мехатронно-модуль-
ной системы с компоновкой двухосевого коле-
са является простота ее трансформации в кон-

фигурацию шагающей платформы (рис. 16) (и 
наоборот) с потенциальной возможностью ис-
пользования любой из опорных конечностей 
в качестве манипулятора.

В свою очередь, конфигурация шагающей 
платформы может быть сформирована путем 
поэтапного преобразования линейной меха-
тронно-модульной структуры с разомкну-
той кинематической схемой, как показано на 
рис. 17. Взаимная интеграция этих двух сце-
нариев позволяет обеспечить автоматическое 
формирование компоновки двухосевого колеса.

Таблица 4
Table 4

Таблица переходов и выходов конечного автомата, 
определяющего алгоритм стыковки-расстыковки

бокового ската с верхним и нижним горизонтальными 
пролетами движущегося колеса

Transition table of the state machine defining
the docking-undocking algorithm of the side slope

with the upper and lower horizontal spans of a moving wheel

Вход
Состояния

x0 xB xH

uп xB xH xB

uз x0 x0 x0

Выход y0 yB yH

Рис. 14. Диаграмма переходов конечного автомата, опреде-
ляющего алгоритм стыковки-расстыковки бокового ската 
с верхним и нижним горизонтальными пролетами движуще-
гося колеса
Fig. 14. Transition diagram of the state machine defining the 
docking-undocking algorithm of the side slope with the upper and 
lower horizontal spans of a moving wheel

Рис. 16. Фрагменты моделирования процесса автоматической трансформации мехатронно модульной системы с компоновкой 
двухосевого колеса в конфигурацию шагающей платформы
Fig. 16. Simulation fragments of the automatic transformation process of the mechatronic-modular system from the two-axis wheel 
configuration to the configuration of a walking platform
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Заключение

В статье предложен оригинальный подход 
к созданию реконфигурируемых робототехни-
ческих систем с расширенным набором сенсор-
ных, моторно-двигательных и других свойств на 
основе комплексной интеграции мехатронно-
модульных структур с ограниченным набором 
функциональных возможностей. Показано, что 
его практическая реализация допускает различ-
ные способы своего практического воплощения 
и, по существу, сводится к формированию мно-
гоагентной системы, объединяющей в единой 
компоновке взаимодействующие мехатронно-
модульные структуры, движения которых долж-
ны быть синхронизированы. В качестве примера 
приводятся варианты оснащения реконфигури-
руемого робота в компоновке колеса мехатрон-
но-модульной шагающей "платформой", несу-
щей средства технического зрения и способной 
перемещаться вдоль базовой кинематической 
структуры в противоход к ее движению. Раз-
работанные алгоритмы обеспечивают решение 
задач автоматического формирования, рекон-
фигурации и управления движением для обоих 
мехатронно-модульных компоновок.
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Abstract

The article provides a brief analysis of the key challenges in the development of mechatronic-modular robots with 
adaptive kinematic structure, which operational reconfiguration is performed in an automatic mode, depending on the 
characteristics of the problem and conditions for its solution. It is shown that among the many problems in the development 
of such robots, one of the most important is in the provision of external sensory functions. The original approach is proposed 
to create promising samples of the new generation reconfigurable robotic systems with expanded capabilities in sensory, lo-
comotor and other functions based on a complex integration of the mechatronic-modular structures of limited functionality. 
It is claimed that practical implementation of the proposed approach allows for various ways of its physical implementation 
and essentially boils down to formation of the multiagent system that combines interacting mechatronic-modular structures, 
whose movement must be synchronized, in a single composition. As an example, two fundamentally different equipment op-
tions of the wheel-configuration modular robot with mechatronic-modular walking "platform" carrying technical vision and 
being able to move in the opposite to the wheel rotation direction are considered. The algorithms for automatic formation, 
reconfiguration and motion control for a wheel-configuration mechatronic-modular robot with walking sensory platform are 
being developed. The approaches of using bulletin board mechanisms to develop the means of behavior planning and inter-
action coordination of the autonomous self-reconfigurable robots are being discussed. The results of experimental research 
and computer simulation are presented, confirming the efficiency of the presented algorithms.
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Планирование числа летательных аппаратов в групповом полете 
с учетом их живучести и требуемой длительности наблюдения 

наземных объектов*

Введение

В  настоящее время планированию груп-
повых действий летательных аппаратов (ЛА) 
при наблюдении наземных объектов уделяется 
повышенное внимание [1—9]. Обычно исполь-
зуется режим поочередного наблюдения раз-
личных объектов одним ЛА, а главной зада-
чей считается маршрутизация группового по-
лета при планировании обслуживания заявок 
как до, так и во время полета. Однако процесс 

*Статья подготовлена при финансовой поддержке РФФИ, 
проект № 20-08-00652.

самого обслуживания этих заявок исследует-
ся не в полной мере, в частности, не решена 
задача назначения допустимой длительности 
наблюдения объектов с нужным качеством и 
с учетом живучести ЛА.

Особую важность оптимизация этого про-
цесса приобретает в динамической обстановке, 
когда условия наблюдения носят случайный 
характер из-за перерасхода топлива, либо от-
ставания от заданного графика полета, низко-
го качества полученной видеоинформации и 
других причин. В данной работе предложены 
меры по снижению негативного влияния этих 
факторов, в том числе за счет решения задачи 

В интересах повышения качества планирования группового полета летательных аппаратов сформулирована поста-
новка задачи разработки алгоритмов оперативного определения допустимой длительности наблюдения наземных объ-
ектов и требуемого числа летательных аппаратов при обслуживании потока заявок с учетом влияния их живучести. 
Предложен алгоритм определения длительности наблюдения при обслуживании очередной заявки, описанный в виде 
процедуры нечеткой логики. Для реализации алгоритма определения длительности наблюдения разработана специали-
зированная экспертная система. На вход экспертной системы поступают величины, описывающие влияние учитыва-
емых факторов в оценке приоритета обслуживания очередного объекта. На выходе экспертной системы формируется 
альтернатива — продолжить поиск объекта, либо прекратить. Предложен новый подход к решению задачи целерас-
пределения объектов между летательными аппаратами при групповом полете на основе совместного использования 
двух динамических приоритетов для выбора объектов наблюдения и для назначения обслуживающих летательных ап-
паратов. Предложен оригинальный подход к решению задачи рационального назначения числа летательных аппаратов 
в одном вылете с помощью аппарата теории массового обслуживания с учетом случайного характера динамической 
обстановки. Для оценки требуемого числа летательных аппаратов при обслуживании потока заявок процесс противо-
действия описан с помощью двух нелинейных дифференциальных уравнений (типа Риккати). Получена общая формула 
определения числа летательных аппаратов в одном вылете, состоящая из трех слагаемых, — числа летательных 
аппаратов для выполнения предполетного задания, для обслуживания заявок, поступивших в полете, и для пополнения 
резерва с учетом потерь живучести летательных аппаратов, что в целом обеспечивает успешное обслуживание про-
цесса наблюдений. Сформирована математическая модель потери живучести летательных аппаратов в виде урав-
нения Бернулли. Проведено компьютерное моделирование потерь живучести летательных аппаратов в одном вылете 
для трех случаев: при слабом действии помех, при равенстве противодействующих сил, при сильном противодействии.

Ключевые слова: объекты наблюдения, беспилотный летательный аппарат, поток заявок, живучесть

ДИНАМИКА, БАЛЛИСТИКА, УПРАВЛЕНИЕ
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выбора общего числа ЛА в одном вылете, обе-
спечивающего успешное обслуживание заявок 
при наблюдении объектов.

Целью работы является повышение качества 
предполетного планирования группового по-
лета, гарантирующего успешное обслуживание 
всех заявок в одном вылете с учетом влияния 
живучести ЛА и различной требуемой дли-
тельности обслуживания заданных объектов.

Постановка задачи

Необходимо решить задачу при следующих 
допущениях.

1. Считается, что до начала полета на ука-
занной территории заданы число n и состав 
наземных объектов наблюдения с известными 
координатами их местоположения, различны-
ми априорными важностями Bj ( j = 1, ..., n) и 
требуемым графиком наблюдения каждого из 
них "в нужное время и в нужном месте" [10—12].

2. Во время полета источником полетных 
заданий является случайный поток заявок со 
средней интенсивностью λ их поступления, 
возникающий из-за необходимости получения 
новой видеоинформации, при заданном сред-
нем расстоянии rср между местоположением 
объектов на территории.

3. Для обслуживания наземных объектов ис-
пользуется группа однотипных ЛА (i = 1, ..., N) 
с заданной постоянной скоростью полета V, 
имеющимся запасом топлива ΔVт и известным 
общим временем T одного вылета.

4. Под обслуживанием понимается наблюде-
ние каждого объекта на указанной высоте в те-
чение определенного времени Δt, либо в случае 
использования малой авиации "по вызову" ука-
занное место получения заявки является пун-
ктом вылета для попадания из него в другой ука-
занный пункт. При этом известны допустимые 
пределы времени обслуживания Δt одной заявки

 min max.t t tΔ < Δ < Δ  (1)

5. Длительность обслуживания на каждом 
очередном шаге зависит от следующих факторов:

— недостаточной надежности обнаружения 
объектов в зависимости от освещенности на-
блюдаемой местности, высоты полета ЛА при 
наблюдении и других причин;

— недостаточного запаса топлива из-за его 
перерасхода на предыдущих шагах обслужи-
вания;

— невысокой априорной важности обслу-
живаемой заявки по сравнению с ожидаемой 
важностью на последующем этапе группового 
полета.

6. В процессе полета возможны случайные 
отказы бортового оборудования ЛА или по-
теря живучести части из них при действии 
внешних факторов, что требует перепланиро-
вания групповых действий и, кроме того, учета 
включения в план вылета запасных ЛА.

Требуется:
—   сформировать алгоритм оперативного 

определения допустимой длительности оче-
редного наблюдения;

—   при оптимизации многомерной маршру-
тизации группового полета обеспечить перед 
вылетом назначение нужного числа ЛА с уче-
том потери их живучести, гарантирующего 
успешное обслуживание всех заявок.

Алгоритм определения длительности 
наблюдения при обслуживании очередной 

заявки на основе нечеткой логики

В процессе выполнения группового полета 
ЛА существует ряд негативных факторов, ко-
торые оказывают влияние на длительность на-
блюдения наземного объекта при обслуживании 
очередной заявки. Дело в том, что обычно пла-
нируется фиксированная длительность наблю-
дения очередных объектов в штатной ситуации. 
Однако реальные условия мониторинга объек-
тов часто отличаются от расчетных. К числу ме-
шающих непредвиденных факторов относятся, 
например, недостаточная освещенность участка 
местности, изменения относительной важности 
объектов и другие, которые будут подробно рас-
смотрены ниже. Учет таких факторов в условиях 
неопределенности целесообразен с помощью не 
только количественных, но и качественных оце-
нок на основе метода нечеткой логики [13—16]. 
Это позволит повысить эффективность опера-
тивного планирования полета и дает возмож-
ность вместо заданной неизменной длитель-
ности наблюдения использовать переменную 
величину, иногда меньшую, а иногда большую 
в зависимости от конкретной обстановки.

Алгоритм определения длительности на-
блюдения при обслуживании очередной за-
явки предлагается описать в виде процедуры 
нечеткой логики, состоящей из следующих 
функций принадлежности.
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1. Функция F1 принадлежности успешному 
обнаружению объекта в зависимости от норми-
рованного значения высоты полета Х1 при ис-
пользовании различных технических средств 
представлена на рис. 1. Поиск наземного объ-
екта при его обнаружении на разной высоте Hj 
может осуществляться как оптико-электрон-
ными техническими средствами (функция при-
надлежности F11), так и радиолокационными 
(функция принадлежности F12). На рис. 1 обо-
значено X1кр — начальное критическое значение 
в момент падения уверенности в обнаружении 
объекта при увеличении высоты полета. В про-
цедуре нечеткой логики X1кр = a1, при этом a2 — 
заданное конечное значение в момент падения 
уверенности в обнаружении объекта, a2 = 1.

2. Функция F2 принадлежности успешному 
обнаружению объекта в зависимости от нор-
мированного значения израсходованного то-
плива ΔVj и освещенности Х2 представлена на 
рис. 2. На рис. 2 обозначено X2кр — начальное 

критическое значение в момент падения уве-
ренности в обнаружении объекта при увели-
чении расхода топлива. В процедуре нечеткой 
логики X2кр = b2, при этом b2 — заданное ко-
нечное значение в момент падения уверенно-
сти в обнаружении объекта, b2 = 1.

Для реализации алгоритма определения 
длительности наблюдения разработана спе-
циализированная экспертная система, пред-
ставленная на рис. 3. Структура экспертной 
системы включает следующие элементы: нор-
мализатор, фазификатор с функциями при-
надлежности, машину логического вывода, 
базу правил нечеткого вывода и дезификатор.

На входе экспертной системы в оценке при-
оритета обслуживания очередного объекта учи-
тываются следующие величины: Hj — высота по-
лета, ΔVj — значение израсходованного топлива 
и Bj — динамическая важность очередного объ-
екта обслуживания. Входные переменные в бло-
ке "нормализатор" преобразуются в безразмерные 

Рис. 1. Функции принадлежности успешному обнаружению в 
зависимости от высоты полета
Fig. 1. Successful detection membership functions as a function 
of flight altitude

Рис. 2. Функции принадлежности успешному обнаружению в 
зависимости от освещенности
Fig. 2. Successful detection membership functions as a function 
of illumination

Рис. 3. Функциональная схема экспертной системы нечеткой 
логики
Fig. 3. Fuzzy logic expert system functional diagram
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величины путем умножения на соответствующие 
масштабные коэффициенты и поступают в фази-
фикатор. Фазификатор, применяя функции при-
надлежности к нормализованным входным ве-
личинам, определяет значения соответствующих 
входных лингвистических переменных. Затем 
машина логического вывода на основе совокуп-
ности правил нечеткого логического вывода пре-
образует входные переменные в нечеткие управ-
ляющие решения. На выходе экспертной системы 
формируется альтернатива — продолжить поиск 
объекта либо прекратить.

На рис. 3 обозначено с1 — значение интерваль-
ной точки X3кр = c1, которое соответствует началу 
падения уверенности в продолжении наблюде-
ния при уменьшении априорной важности, c2 — 
заданное конечное значение в момент падения 
уверенности в обнаружении объекта, c2 = 1.

Свертка перечисленных величин Fj1(Xj) 
и Fj2(Xj), где j = 1,...,3 (Hj, ΔVj и Bj) позволя-
ет получить оценку возможности выполнения 
успешного обслуживания в виде коэффициен-
та уверенности Q:

 
3

1 2
1
( ).j j

j
Q F F

=
= +∏  (2)

На рис. 3 обозначены:

 1 2 3
max max

, , .j j j
j j j

T

H V B
X X X

H V B

Δ
= = =

Δ
 (3)

При ухудшении перечисленных выше фак-
торов искомый коэффициент уверенности Q 
в продолжении поиска объекта падает, как по-

казано на рис. 4. На рис. 4 обозначены Δtmin и 
Δtmax — минимальное и максимальное времена 
обслуживания.

При достижении коэффициентом Q заданно-
го порога Ф процесс поиска прекращается. Это 
позволяет в целом сэкономить общее время вы-
полнения всего полета. Сравнение предложен-
ного и известного подходов при не учете пере-
численных факторов показывает, что исполь-
зование процедуры нечеткой логики сокращает 
длительность наблюдения в среднем на 10...15 %.

Особенности оценки
требуемого числа летательных аппаратов

при обслуживании потока заявок

Наряду с выполнением полетного задания, 
сформированного до вылета, особое значение 
в рассматриваемой задаче имеет обслуживание 
заявок, поступающих во время полета. Реше-
ние такой задачи наиболее характерно для ма-
лой авиации, выполняющей перелеты "по вы-
зову", когда место и время появления этих за-
явок случайно, а многомерная маршрутизация 
группового полета имеет свои особенности.

При известном подходе к многомерной 
маршрутизации [17] в задаче целераспреде-
ления ЛА между заявками участвуют только 
свободные ЛА, а их приоритет определяется 
только близостью к очередной анализируемой 
заявке. Кроме того, в предложенном авторами 
новом подходе [18] на основе минимаксного 
критерия назначение динамических приори-
тетов осуществлялось однократно без учета 
многокритериальности задачи.

Поэтому в данной работе для повышения 
оперативности обслуживания предлагается сле-
дующий перечень операций многомерной марш-
рутизации.

1. На каждом шаге планирования обслу-
живания случайно возникших заявок сначала 
формируется множество этих заявок числом 
не более N на основе динамического приори-
тета Π1( j) для претендующих на обслуживание 
заявок [19]:

 11 2
1,...,

1
( ) max ( ),j

j N j

mj m
R=

⎛ ⎞+Π = τ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (4)

где τj — время ожидания заявки в очереди; 
Rj — общая удаленность места возникновения 
заявки от всех ЛА, в том числе и занятых, что 

Рис. 4. График падения коэффициента уверенности в ходе 
поиска цели при ухудшении негативных факторов в зависи-
мости от длительности наблюдения Dtj
Fig. 4. The graph of the decrease in the confidence coefficient dur-
ing the search for a target with the negative factors deterioration, 
depending on the observation duration
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раньше не учитывалось; m1 и m2 — назначен-
ные экспертным путем масштабные коэффи-
циенты.

2. С помощью минимаксного критерия вы-
полняется операция целераспределения заявок 
между всеми ЛА, в том числе занятыми, по-
скольку в ряде случаев эти ЛА после заверше-
ния обслуживания своей заявки могут ока-
заться ближе к новой заявке.

3. Затем определяется наиболее удаленная 
от группы ЛА заявка, и для нее определяется 
наиболее близкий ЛА, а также тот ЛА, время 
"простоя" которого на земле максимально. При 
этом должен использоваться другой динами-
ческий приоритет Π2(i) для ЛА, претендующих 
на попадание в план группового полета:

 2 3 4
1,...

( ) min ( )( ),ij i
i N

i r m t m
=

Π = + Δ +  (5)

где rij — расстояние между назначенной наибо-
лее удаленной заявкой j и i-м ЛА, в том числе 
занятым; Δti — время "простоя" ЛА, освобо-
дившегося от обслуживания; m3 и m4 — зара-
нее неизвестные масштабные коэффициенты, 
назначенные по аналогии с m1 и m2 эксперт-
ным путем [20]. Принципиальным отличием 
данной работы является предложенный под-
ход к целераспределению, использующий два 
приоритета — П1 для объекта наблюдения и 
П2 для ЛА, в отличие от, например, известных 
подходов, рассмотренных в работах [21—23].

Нужно отметить, что на основе предложен-
ного подхода достигается заметное снижение 
средней длительности перелетов, которая ста-
новится меньше, чем rср. Поэтому, если учесть 
общепринятые в теории массового обслужи-
вания условия [23], то коэффициент загрузки 
ρ при обслуживании одним ЛА должен быть 
явно меньше, чем подлежащее оценке число 
ΔN1 всех ЛА:

 ср
2

1

,�
r

N
M V

λλ
ρ = = < Δ  (6)

где M1 — средняя скорость обслуживания од-
ной заявки при перелете одного ЛА, и внесен-
ные в многомерную маршрутизацию измене-
ния гарантируют успешное обслуживание при 
выполнении простого равенства

 ср
1 .

r
N

V

λ
Δ =  (7)

Планирование числа летательных аппаратов 
в групповом полете с учетом потерь

их живучести

Одним из факторов, мешающих успешному 
обслуживанию объектов, является возможный 
выход из строя в полете одного или нескольких 
ЛА в случае отказов бортового оборудования 
или влияния внешних помех при наблюдении 
[24, 25]. В случае интенсивных отказов рабо-
тоспособности ЛА очевидно, что число N ЛА 
должно быть увеличено, и это число непосред-
ственно связано с вероятностью гибели Pг, ко-
торую нужно рассчитать. Искомое значение Pг 
определяется как надежностью бортового обо-
рудования, а точнее, его отказоустойчивостью, 
так и потерей живучести при действии внешних 
негативных факторов, прежде всего радиопомех.

Поэтому потерю живучести можно тракто-
вать как результат противодействия двух сторон 
[26—29], при котором рациональное поведение 
соответствует известному минимаксному кри-
терию [26]. Для этого нужно проанализировать 
динамику потерь в различных случаях и, соз-
дав модель потерь живучести, найти значение 
Pг с помощью компьютерного моделирования. 
При этом будем понимать, что Pг — это сред-
няя вероятность потери живучести одного ЛА 
при обслуживании одного наземного объекта 
на одном шаге m перелета ЛА к этому объекту.

Остановимся на последнем параметре более 
подробно. Считается, что потеря живучести 
xm растет как при увеличении времени Δt дей-
ствий негативных факторов, так и в зависимо-
сти от разницы противодействующих сил, что 
упрощенно можно представить в виде следую-
щей экспоненциальной зависимости:

 г ( )
1 ,P t

m mx x − Δ
+ = e  (8)

где xm и xm+1 — начальное и конечное значение 
живучести ЛА.

Тогда процесс противодействия можно опи-
сать с помощью двух нелинейных дифферен-
циальных уравнений (типа Риккати) [30—32], 
аналитическое решение которых не существует:

 1 0

2 0

[ ( )],

[ ( )],

x xy k k y x

y xy k k y x

= − + −
= − − −

 (9)

где y — текущее значение живучести противо-
действующих сил, которое снижается, и после 
ее нормирования это соответствует неравенству
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 0 1;jym m  (10)

x — значение живучести одного конкретного 
ЛА, которое тоже снижается, а после нормиро-
вания также соблюдается неравенство

 0 1;jxm m  (11)

k0, k1, k2 — заданные нормированные коэффи-
циенты скорости потерь живучести.

На рис. 5 представлены результаты компью-
терного моделирования потерь живучести для 
трех случаев: 1 — при слабом действии помех; 
2 — при равенстве противодействующих сил; 
3 — при сильном противодействии.

Из рис. 5 видно, что наиболее приемлемым 
является вариант 2, когда возможна полная фи-
нальная потеря живучести x(t) → 0, если в си-
стеме уравнений (9) принять условие k1 = k2,
x(0) = y(0), и тогда x(t) = y(t), что превращает 
систему уравнений (9) в одно дифференциаль-
ное уравнение Бернулли:

 2
1 .x k x= −�  (12)

Полученное уравнение (12) имеет строгое 
аналитическое решение вида
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x t
k t
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Сравнение найденного поведения (13) с экс-
поненциальной моделью (8), содержащей в каче-
стве параметра вероятность гибели Pг, позволяет 
получить следующую приближенную оценку:

 г 10,1 .P k t≈ Δ  (14)

Результаты компьютерного моделирования 
показывают, что реальные значения вероятно-
сти гибели ЛА в полете лежат в пределах Pг < 0,1. 
В частности, при xm < 0,1x и Δt = 0,5 ч получим, что 
вероятность гибели окажется равной Pг = 0,05
при k1 = 1. В этой ситуации, если считать зна-
чение Pг заданным, то можно приближенно 
оценить среднее число K потерянных ЛА:

 г г1 (1 ) .nK P nP= − − ≅  (15)

Указанное значение K определяет требуемое 
число ΔN2 дополнительных ЛА. Наличие зара-
нее сформированных запасных планов перед 
вылетом, полученных при уменьшении числа 
ЛА на один, два и т. д., позволит уже в самом 
полете без потерь времени перейти на новый 

режим группового полета. Число L запасных 
планов предполетного планирования опреде-
ляется формулой

 0,5[ ( 1) ( 1)].L N N K K= + − +  (16)

Схема переключения работы группы ЛА 
с основного плана на запасной при потере од-
ного ЛА показана на рис. 6.

Назначение общего числа ЛА в одном вылете

Задача обоснования рационального назна-
чения числа ЛА в одном вылете занимает важ-
ное место в повышении качества планирова-
ния группового полета ЛА. С учетом случай-
ного характера динамической обстановки эта 
задача решается с помощью теории массового 
обслуживания [23], согласно которой возмож-
ны три полетных ситуации:
 � штатный режим, когда все ЛА заняты об-

служиванием;

Рис. 5. Графики снижения живучести в зависимости от дли-
тельности наблюдений
Fig. 5. The decrease in survivability graphs depending on duration 
of observations

Рис. 6. Схема группового полета четырех ЛА с учетом отказа 
одного из них
Fig. 6. Four aircraft group flight scheme in case of one of them 
failure
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 � "пиковый" режим перегрузки в работе, что 
приводит к задержкам в обслуживании и 
нежелательному увеличению времени τj 
ожидания заявок в очереди;

 � режим "простоя" в обслуживании", когда 
ряд ЛА ожидает вылета на стоянке в тече-
ние времени Δti, что приводит к дополни-
тельным эксплуатационным затратам.
В двух названных последних режимах 

в виде средних значений параметров имеются 
свои штрафные функции — время ожидания 
τср для новых заявок и время простоя Δtср для 
свободных от обслуживания ЛА. Значение τср 
определяет первую штрафную функцию несо-
вершенства системы, которая, как показывают 
расчеты, снижается при увеличении числа N, 
т. е. при dτср/dN < 0.

Вместе с тем, увеличение числа используе-
мых ЛА приведет к росту прочих эксплуатаци-
онных затрат, связанных с увеличением числа 
свободных каналов системы с ростом среднего 
времени Т "простоя" ЛА:

 cр( )
.

S N
T

VN
=  (17)

В итоге эксплуатационные затраты Э обра-
зуют вторую штрафную функцию в виде суммы 
затрат за среднее время перелета и за время 
"простоя", которая равна

 ср
ср

( )1
Э ,

S N

qV VN
= + δ  (18)

где δ — коэффициент отношения затрат во 
время "простоя" к затратам во время полета.

В отличие от первой штрафной функции 
величина Э при увеличении числа N растет,
т. е. dЭ/dN > 0. Поэтому существует некий оп-
тимум при выборе числа N, значение которого 
зависит от сформированного единого крите-
рия, учитывающего обе штрафные функции 
одновременно. В данной работе для этого 
предлагается использовать хорошо зарекомен-
довавшую себя мультипликативную форму 
критерия I0, содержащего как аддитивные сла-
гаемые, так и их произведения [16, 18]:

0 ср 5 ср 1 26min[ (Э )]( ) min П ,ПI m m= τ + + =  (19)

где m5, m6 — масштабные коэффициенты зна-
чимости τср и Эср, отличающиеся тем, что если 
m5 < m6, то второй сомножитель имеет пони-
женную важность и, наоборот, при m5 > m6 

значимость первого сомножителя минималь-
на. Применение критерия (19) обеспечивает 
сбалансированность системы и позволяет из-
бежать "узких мест" из-за того, что если один 
из сомножителей П1 или П2 слишком велик, 
то сразу резко возрастает значение I0 инте-
гральной штрафной функции. Если же ис-
ходить из общепринятой концепции баланса 
спроса (числа новых заявок) и предложения 
(числа свободных ЛА), то можно принять рав-
ным друг другу значения m5 = m6, назначаемые 
до полета экспертным путем.

В результате использования формулы (19) 
по результатам компьютерного моделирования 
оказалось, что потребное число ΔN0 ЛА для 
обслуживания заявок, появившихся до полета, 
в среднем равно

 ср
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n r V t
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+ Δ
Δ =  (20)

где VT/(rср + VΔt) — среднее число заявок до 
полета, обслуженных в полете одним ЛА.

Тогда общая формула оценки числа N, по-
требного для успешного обслуживания, при-
нимает вид
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Первое слагаемое содержит оценку числа 
ΔN0 для выполнения предполетного задания. 
Второе слагаемое предполагает качественное 
обслуживание новых заявок, поступивших 
в самом полете. Третье слагаемое учитывает 
необходимый резерв для пополнения авиаци-
онной группировки при частичном выходе ЛА 
из строя. В целом величина N зависит от семи 
параметров, указанных в исходных данных.

В качестве примера проведен расчет числа ЛА 
при следующих данных: n = 100; T = 220 мин;
V = 2 км/мин; Δt = 1 мин; rср = 20 км;
λ = 0,1 мин–1; Pг = 0,02. В результате расчета 
получено N = 5 + 2 + 1 = 8. Таким образом, 
найденное число N обеспечивает успешное об-
служивание процесса наблюдений.

Заключение

1. Сформулирована постановка задачи ра-
ционального назначения числа ЛА до полета и 
допустимой длительности наблюдения назем-
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ных объектов в самом полете в динамической 
обстановке.

2. Определен состав негативных факторов, 
влияющих на выбор длительности наблюде-
ний, и на основе нечеткой логики предложен 
облик экспертной системы, формирующей на 
своем выходе в реальном времени коэффици-
ент уверенности в продолжении обслужива-
ния очередного наземного объекта.

3. Разработанная математическая модель 
потери живучести ЛА основана на уравнении 
Бернулли и позволяет оценить дополнитель-
ное число резервных ЛА в одном вылете.

4. Принципиально новым результатом, 
в отличие от известных подходов к решению 
задачи целераспределения объектов между ЛА 
при групповом полете, является совместное 
использование в минимаксном алгоритме двух 
динамических приоритетов для выбора объ-
ектов наблюдения и для назначения обслу-
живающих ЛА. На основе компьютерного мо-
делирования установлено, что предложенный 
подход в среднем повышает скорость обслужи-
вания на 15...20 %.

5. Получена общая формула определения 
числа ЛА в одном вылете, состоящего из трех 
слагаемых — числа ЛА для выполнения пред-
полетного задания, для обслуживания заявок, 
поступивших в полете, и для пополнения 
резерва с учетом потерь живучести ЛА, что 
в целом обеспечивает успешное обслуживание 
процесса наблюдений.
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Abstract

In the interests of improving the quality of a group aircraft flight planning, the developing algorithms problem formula-
tion for the operational determination of the permissible observation duration for ground objects is formulated. An algo-
rithm for determining the observation duration when servicing the next request to be described in the form of a fuzzy logic 
procedure is proposed. To implement the algorithm for determining the duration of observation, a specialized expert system 
has been developed. The input of the expert system receives values that describe the influence of the factors in assessing the 
priority of servicing the next object. At the output of the expert system, an alternative is formed to continue searching for an 
object or to stop. A new approach to solving the target distribution problem between aircraft in a group flight is proposed. It 
is based on the joint use of two dynamic priorities in the minimax algorithm for selecting observation objects and for assign-
ing service aircraft. An original approach to determine the rational aircrafts composition in one flight is proposed. This is 
done with the help of the queuing theory apparatus, which takes into account the random nature of the dynamic situation. 
To estimate the required aircrafts composition when servicing the flow of requests, the countermeasures process is described 
using two nonlinear differential equations (of the Riccati type). A general formula for determining aircrafts composition in 
one flight has been obtained. Mathematical model of the aircraft survivability loss in the form of the Bernoulli equation 
is formed. Computer simulation of the aircraft survivability losses in one flight was carried out for three cases: with weak 
interference, with equal opposing forces, with strong counteraction.
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Исследование функционирования блока электроники
и резонатора волнового твердотельного гироскопа

в режиме датчика угловой скорости*

Введение

Физические  принципы работы волнового 
твердотельного гироскопа (ВТГ) основаны на 
эффекте прецессии волновой картины вибри-
рующей оболочки на вращающемся основа-
нии, открыты Дж. Х. Брайаном [1] и описаны 
в многочисленных работах, например [2—5]. 
В работах [1, 6] помимо теории ВТГ рассмотре-
ны варианты схемотехники для возбуждения и 
измерения выходного сигнала ВТГ.

Впечатляющие результаты в практических 
разработках ВТГ и систем на их основе достиг-
нуты в США и Франции [7, 8]. В России прак-
тические результаты в разработке ВТГ с ме-
таллическим резонатором достигнуты в ОАО 
"Темп-Авиа" (г. Арзамас), ОАО "Пермская 
НПК", Пензенский научно-исследовательский 
институт физических измерений (НИИФИ, 

*Статья подготовлена при финансовой поддержке Гранта 
правительства Тульской области в сфере науки и техники 
"Разработка датчика угла крена на базе волнового твердо-
тельного гироскопа" №ДС 1264 от 25.10.2021 г.

г. Пенза), АО "Мичуринский завод "Прогресс" 
(МЗП) совместно с кафедрой "Приборы управ-
ления" ТулГУ [9].

Необходимо отметить безусловное влияние 
на разработки ВТГ с металлическим резонато-
ром в России результатов, полученных компа-
нией InnaLabs. Это стало возможно благодаря 
маркетинговой деятельности компании InnaL-
abs Ltd в открытом доступе. Головное подраз-
деление находится в г. Белфаст, Ирландия.

Цель данной статьи — математическое опи-
сание вычислительных процессов, реализуе-
мых электронным блоком управления и обе-
спечивающих работу ВТГ в режиме датчика 
угловой скорости, описание особенностей 
проектирования резонатора.

Конструкция и обеспечение
режима работы резонатора

Конструкция резонатора ВТГ приведена на 
рис. 1, а. Резонатор 1 состоит из двух сопря-
женных полых цилиндров, один из которых 

Описаны принципы работы волнового твердотельного гироскопа на примере конструкции металлического резона-
тора цилиндрической формы, в котором создание колебаний и съем сигнала осуществляются с помощью пьезоэлемен-
тов, расположенных на основании резонатора. Рассмотрен режим позиционного возбуждения первичных колебаний 
и формирование сигнала обратной связи для обеспечения работы резонатора в режиме датчика угловой скорости.

Приведена блок-схема последовательности преобразования сигнала, снимаемого с пьезоэлементов осей узлов и 
пучностей, для организации обратных связей. Рассмотрены подходы к построению контуров управления амплитудой 
и фазой колебаний для создания первичных колебаний и компенсации амплитуды колебаний оси узла. Наличие этих 
контуров позволяет обеспечить работу волнового твердотельного гироскопа в режиме датчика угловых скоростей. 
Для всех участков преобразования сигнала составлено математическое описание вычислительных процессов исходя 
из условия реализации вычислительных процедур цифровым вычислителем. Составлены математические зависимо-
сти, необходимые для коррекции выходного сигнала — обеспечения его линейности и стабильности в интервале тем-
ператур эксплуатации и диапазоне измеряемых угловых скоростей. Приведены результаты испытаний, подтвержда-
ющие работоспособность волнового твердотельного гироскопа в режиме датчика угловой скорости.

Рассмотрен подход к построению модели резонатора на основе метода конечных элементов. Показан подход 
к верификации конечно-элементной модели путем сопоставления результатов экспериментального исследования 
характеристик резонатора с результатами моделирования.

Ключевые слова: волновой твердотельный гироскоп, резонатор, модальный анализ, резонансные частоты, на-
стройка, калибровка
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с переменной толщиной стенки (конус) явля-
ется его рабочей зоной, а тонкостенный ци-
линдр, сопряженный с донышком, выполняет 
роль подвеса. На донышке расположены пье-
зоэлементы 2, предназначенные для съема сиг-
нала и управления резонатором. Расположение 
пьезоэлементов условно показано на рис. 1, б.

Работа ВТГ в режиме датчика угловых ско-
ростей (ВТГ-ДУС) обеспечивается позицион-
ным возбуждением резонатора, при котором 
положение актюаторов фиксировано относи-
тельно резонатора.

Возбуждение первичных колебаний гене-
рируется двумя диаметрально расположенны-
ми пьезоэлементами (одной диаметральной 
парой), расположенными на одной оси x—x 
(рис. 1, б) на частоте собственных колебаний 
резонатора. Пары пьезодатчиков по осям x′—x′, 
y—y обеспечивают съем сигнала. При этом 
сигнал пары y—y используется для формиро-
вания сигнала, поддерживающего первичные 
колебания. Сигнал пары x′—x′ для режима 
ВТГ-ДУС при отсутствии вращения основания 
должен быть равен нулю. Пара пьезодатчиков 
y′—y′ (рис. 1, б) используется для формирова-
ния сигнала обратной связи, которая приводит 
угол поворота колебательной картины резона-
тора к нулю.

Оси x—x и y—y называют осями пучностей, 
так как амплитуда деформации в направлении 
этих осей при работе ВТГ максимальна, а оси 
x′—x′ и y′—y′ — осями узлов, в них деформация 
практически отсутствует.

Математическое описание 
вычислительных процессов 

в блоке электроники ВТГ-ДУС

Для обеспечения работы 
ВТГ в режиме ДУС электрон-
ный блок управления должен 
решать следующие задачи:

— поддержание постоянной 
амплитуды первичных колеба-
ний резонатора (ось x—x);

—    обеспечение фазового
сдвига между задаваемым сиг-
налом возбуждения (ось x—x) 
и снимаемым сигналом дефор-
мации резонатора (ось y—y), 
равного 90°;

—   компенсацию сигнала 
датчиков оси x′—x′ (подавление 
амплитуды колебаний путем 

подачи сигнала на пьезоэлементы оси y′—y′) 
при действии угловой скорости.

Для решения обозначенных задач в блоке 
электроники управления реализованы кон-
туры обратных связей по сигналам, снимае-
мым с пьезоэлементов осей пучностей и узлов, 
осуществляющие коррекцию амплитуд и фаз 
колебаний. Исходя из требований быстродей-
ствия и точности контуры реализуют пропор-
ционально-интегральный закон управления. 
Необходимость обеспечения высокой скорости 
и точности вычислительных процессов, а также 
стремление уменьшить влияние температурных 
факторов на работу электронного блока дикту-
ют требования уменьшения числа аналоговых 
элементов и замены их цифровыми (дискрет-
ными) элементами. Таким образом, реализация 
контуров управления сводится к задаче опре-
деления типов и последовательности вычисли-
тельных операций с сигналами, снимаемыми 
с пьезоэлементов, т. е. к проектированию вы-
числительного алгоритма. Последовательность 
вычислительных процессов в блоке электрони-
ки, обеспечивающих режим ВТГ-ДУС, в виде 
блок-схемы приведена на рис. 2.

На рис. 2 введены следующие обозначения:
Авозб — заданная амплитуда возбуждения 

первичных колебаний (раскачки);
Yвозб — гармонический сигнал возбуждения 

первичных колебаний;
Пинт, Ппроп — интегральная и пропорцио-

нальная составляющие контура поддержания 
амплитуды первичных колебаний;

Рис. 1. Конструкция резонатора ВТГ в разрезе (а) и расположение пьезоэлементов на 
донышке (б):
1 — резонатор; 2 — пьезоэлемент
Fig. 1. The design of the VTG resonator in the section (а) and the location of the piezoelec-
tric elements on the bottom (б):
1 — resonator; 2 — piezoelectric element



442 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 23, № 8, 2022

ϕi — текущая фаза сигнала возбуждения ко-
лебаний резонатора;

Xпу, Xуз — сигналы, полученные с пьезоэле-
ментов, расположенных по оси y—y и оси x′—x′ 
(рис. 1, б), соответственно;

Asпу, Acпу, Asуз, Acуз — амплитуды синусной 
и косинусной составляющих сигналов, полу-
ченных по осям y—y и x′—x′;

ϕпу, Апу — фаза и амплитуда сигнала пуч-
ности;

Asуз_ф, Acуз_ф — амплитуды синусной и ко-
синусной составляющих сигнала узла после 
фильтрации;

Акв, Акор — амплитуды квадратурной и ко-
риолисовой составляющих сигнала коррекции 
узла;

Yкорр — гармонический сигнал коррекции 
амплитуды колебаний узла;

Акор_ф — кориолисова составляющая сигна-
ла узла после фильтрации;

Ωизм — текущее измеренное значение угло-
вой скорости основания.

Вычислительный алгоритм, приведенный на 
рис. 2, был реализован в программируемой логи-
ческой интегральной схеме (ПЛИС), за исклю-
чением процедур коррекции нулевого сигнала и 
коэффициента передачи, которые реализованы 
в контроллере. Применение ПЛИС обусловлено 
возможностью параллельного выполнения не-
скольких вычислительных операций, что необ-
ходимо для минимизации временных задержек 
между вычислением амплитуд и фаз снимаемых 
сигналов и формированием сигналов управ-
ления. Контроллер реализует коррекцию вы-
ходного сигнала об угловой скорости, передачу 
в энергонезависимую память блока электрони-

ки информации, необходимой 
для управления резонатором, 
и интерфейс связи с потреби-
телем информации об угловой 
скорости.

Все вычисления в ПЛИС 
осуществляются в целых чис-
лах со знаком или без знака. 
В зависимости от необходи-
мой точности и типа вычисли-
тельной операции числа име-
ют различную разрядность от 
16 до 32.

Входными данными для 
вычислительных процессов 
являются приведенные в циф-
ровой вид сигналы с диаме-
тральной пары пьезоэлемен-
тов оси пучности (Xпу) и оси 
узла (Xуз) резонатора.

Для каждого из этих сигна-
лов вычисляются амплитуды 
синусных (As) и косинусных 
(Ac) составляющих, при этом 
в качестве опорного сигнала 
используется сигнал возбужде-
ния колебаний. Для их вычис-
ления используется метод наи-
меньших квадратов. Сигналы 
аппроксимируются как сум-
ма синусоиды и косинусоиды 
с амплитудами As и Ac, которые 
находятся из условия минимума 
суммы квадратов отклонения 
сигнала от его аппроксимации:

Рис. 2. Блок-схема вычислительных процессов
Fig. 2. Block diagram of computing processes
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где N — число отсчетов за один период коле-
баний; xi — входной гармонический сигнал 
в цифровых кодах АЦП; As, Ac — амплитуды 
синусной и косинусной составляющих входно-
го гармонического сигнала в цифровых кодах 
АЦП; ϕi — текущая фаза сигнала возбуждения.

В соответствии с (1) выражения для вычис-
ления амплитуды синусной и косинусной со-
ставляющих сигнала имеют следующий вид:
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Для вычисления значений Asпу, Acпу в каче-
стве xi подставляются значения сигнала Xпу, 
а для вычисления амплитуд узла Asуз, Acуз — 
значения сигнала Xуз.

Вычисление фазы ϕпу и амплитуды Aпу сиг-
нала пучности осуществляется на основе Asпу 
и Acпу по формулам

 пy 2 2
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Поддержание разности фаз между сигналом 
возбуждения и сигналом, снимаемым по оси 
пучности, равной 90°, осуществляется контуром 
обратной связи, использующим интегральную 
Пин и пропорциональную Ппр составляющие. 
Для вычисления этих составляющих рассчи-
тывается разница фаз (Δϕ) между углом 90° и 
текущей фазой сигнала пучности:

 Δϕ = 90° – ϕпу. (2)

Величина Ппр = Δϕ/4, а Пин вычисляется по 
следующему правилу: если модуль разницы 
(2) превышает некое значение, определяемое 
в процессе настройки для каждого резонато-
ра индивидуально на основе анализа точности 
поддержания амплитуды и фазы колебаний, то

 ин
1, 0,

П
1, 0;

Δϕ >⎧
= ⎨− Δϕ <⎩

если же модуль разницы (2) не превышает ука-
занное значение, то Пин = 0.

Формирование текущей фазы сигнала воз-
буждения осуществляется по формуле

 ϕi = ϕi–1 + dϕi + Ппр,

где dϕi = dϕi–1 + Пин — изменение фазы, вы-
званное интегральной составляющей.

Начальное значение dϕ0 определяется исхо-
дя из номинальной частоты резонатора. Под 
номинальной частотой резонатора понимается 
его собственная частота, полученная в процес-
се изготовления и измеренная при нормальных 
климатических условиях. Данный параметр 
является уникальным для каждого резонатора 
и задается на стадии настройки блока электро-
ники управления.

Текущее значение сигнала возбуждения 
Yвозб рассчитывается по формуле

 Yвозб = Aвозбcos(ϕi),

где Aвозб — требуемая амплитуда возбуждения 
в единицах цифрового кода ЦАП.

Для фильтрации амплитуд синусной Asуз и 
косинусной Acуз составляющих сигнала узла Xуз 
используется цифровой фильтр первого поряд-
ка с передаточной функцией, соответствующей 
апериодическому звену. Такой фильтр при по-
стоянной времени T = 0,000256 с обеспечивает 
восьмикратное ослабление сигнала на частоте 
5000 Гц и имеет простую реализацию:

 Asуз_ф = Asуз/256 + 255Asуз_ф/256;

 Acуз_ф = Acуз/256 + 255Acуз_ф/256,

где Asуз_ф, Acуз_ф — фильтрованные значения 
синусной и косинусной составляющих.

Амплитуды сигналов квадратурной и ко-
риолисовой коррекций вычисляются по фор-
мулам
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 Aкв = Kкв_пр Acуз_ф + Ккв_ин Aсуз_ф_ин;

 Aкор = Kкор_пр Asуз_ф + Ккор_ин Asуз_ф_ин, (3)

где Aсуз_ф_ин = Aсуз_ф_ин + Acуз_ф; Asуз_ф_ин = Asуз_ф_ин + 
+ Asуз_ф; Kкв_пр, Kкв_ин, Kкор_пр, Kкор_ин — про-
порциональные и интегральные коэффициен-
ты квадратурной и кориолисовой коррекции 
соответственно.

Значения коэффициентов определяются на 
стадии настройки ВТГ по виду и характеру 
переходного процесса и требуемой полосе про-
пускания датчика.

Сигнал коррекции Yкорр вычисляется по 
формуле

 Yкорр = Aквsin(ϕi) + Aкорcos(ϕi).

Вычисленное в ПЛИС значение Aкор содер-
жит в себе нежелательные высокочастотные 
компоненты, причем наибольшая амплиту-
да компонент проявляется на текущей часто-
те сигнала возбуждения fвозб. Для подавления 
высокочастотных компонент применяется 
фильтр нижних частот второго порядка. Пере-
даточная функция фильтра имеет вид

 2 2 .
2 1

K

T p Tp+ ξ +

Параметры K, T, ξ зависят от собственной 
частоты резонатора и его добротности, т. е. 
являются уникальными для каждого конкрет-
ного резонатора и должны быть определены и 
реализованы (занесены в энергонезависимую 
память электроники управления) на этапе на-
стройки ВТГ-ДУС.

Реализация фильтра имеет вид

 Aкор_фi = kф1 Aкор + kф2 Aкор_фi-1 +
 + kф3 Aкор_фi-2, (4)

где коэффициенты kф1, kф2, kф3 рассчитывают-
ся из параметров K, T, ξ методом обратных раз-
ностей.

Вычисленный в соответствии с соотно-
шением (4) сигнал Aкор_ф является выходным 
сигналом ВТГ-ДУС и должен быть пропорцио-
нален угловой скорости вращения резонатора. 
Однако, как показали лабораторные исследо-
вания, пропорциональность нарушается, так 
как сигнал имеет зависимость смещения нуля 
от температуры и масштабного коэффициента 

от температуры и текущей угловой скорости. 
Для уменьшения влияния данных факторов 
вводится коррекция смещения нуля и мас-
штабного коэффициента. Коррекция выходно-
го сигнала выполняется микроконтроллером 
на основе функций зависимости выходного 
сигнала от угловой скорости и температуры. 
Вид функций и коэффициенты получены на 
основе обработки экспериментальных дан-
ных ВТГ-ДУС при действии угловой скорости 
и температуры. Последовательность процедур 
настройки и калибровки ВТГ-ДУС с блоком 
электроники изложены в работе [11].

На рис. 3 для ВТГ-ДУС, резонатор которо-
го имеет характерные размеры (см. рис. 1, а)
(мм): D1 = 22 – 0,21; D2 = 20,6 + 0,021;
D3 = 21,6 – 0,021; H1 = 16 – 0,11; H2 = 0,5 ± 0,02;
H3 = 10 ± 0,1, показана результирующая ошиб-
ка скорректированного выходного сигнала. 
Под результирующей ошибкой в данном слу-
чае понимается разница между заданной угло-
вой скоростью стенда и измеренной ВТГ-ДУС 
угловой скоростью. Для обеспечения приве-
денного уровня ошибки используется коррек-
тирующая функция, описываемая полиномом 
5-го порядка, коэффициенты которой получе-
ны в результате обработки выходных сигналов 
ВТГ-ДУС на различных температурах испыта-
ний и угловых скоростях вращения основания.

Рис. 3. Результирующая ошибка показаний ВТГ после кор-
рекции во всем диапазоне температур для диапазона измере-
ния ±650 °/c
Fig. 3. The resulting error in the WTG readings after correction 
over the entire temperature range for the measurement range of 
±650 dps
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Из анализа графиков на рис. 3 следует, что 
результирующая ошибка не превышает 0,4 °/с. 
Нелинейность масштабного коэффициента 
для полных диапазонов температур и измеря-
емой угловой скорости не превышает 0,03 %.

Таким образом, на основе математического 
описания вычислительных процедур и разра-
ботки на базе него программного обеспече-
ния для блока электроники в составе ПЛИС и 
контроллера реализован ВТГ-ДУС с металли-
ческим резонатором цилиндрической формы.

Приведенное описание показывает, что 
точность и стабильность измерительных ха-
рактеристик ВТГ-ДУС существенно зависят от 
коэффициентов (обратных связей, функций 
коррекции, фильтров). Данные коэффициенты 
определяются параметрами резонатора, кото-
рые могут быть получены в результате экспе-
риментального исследования резонатора, но 
гораздо более перспективным является проек-
тирование и последующее изготовление резо-
наторов с известными, требуемыми характери-
стиками. Такой подход позволяет уменьшить 
время изготовления ВТГ-ДУС в целом и со-
кратить его конечную стоимость за счет сокра-
щения циклов испытаний. Реализация такого 
подхода предполагает разработку и верифика-
цию модели резонатора. Исходя из принципа 
работы ВТГ наиболее подходящей моделью яв-
ляется конечно-элементная модель, верифика-
цию которой следует осуществлять по харак-
теристикам образцов резонаторов.

Модальный анализ

В реальном резонаторе распределение масс 
и плотностей по его объему является различ-
ным. Поэтому выделяют легкую ось, вдоль ко-
торой частота колебаний максимальна, и тя-
желую, вдоль которой частота колебаний ми-
нимальна. Ориентация этих осей определяется 
относительно физических осей расположения 
преобразователей (пьезоэлементов).

Разница в частотах колебаний вдоль легкой 
и тяжелой осей (разночастотность) может до-
стигать 2 Гц и более и обусловлена анизотро-
пией жесткости, а разнодобротность — ани-
зотропией вязкости материала резонатора. 
Разночастотность может быть уменьшена ба-
лансировкой резонатора.

В настоящее время, вероятно, единствен-
ным достоверным методом проектирования 

резонатора является его конечно-элементное 
(КЭ) моделирование и сравнение результатов 
модального анализа модели и результатов ис-
следования реального резонатора.

Модальный анализ может быть выполнен 
акустическим методом на специальной уста-
новке и с помощью вибростенда.

По результатам сравнения параметров ре-
зонатора и модели уточняются тип и размеры 
конечных элементов, коэффициенты демпфи-
рования всех элементов и среды. С помощью 
верифицированной таким образом КЭ модели 
можно прогнозировать частотный спектр ре-
зонатора с новыми размерами. Таким образом, 
на основе верифицированной модели можно 
осуществлять проектирование резонаторов 
с требуемыми характеристиками.

Наиболее простым методом анализа каче-
ства резонатора является акустический. Он 
позволяет определить собственные частоты, 
разночатотность, разнодобротность и выпол-
нить разбраковку резонаторов до приклейки 
пьезоэлементов.

Сигнал, регистрируемый микрофоном по-
сле ударного воздействия на резонатор, имеет 
вид затухающих биений (рис. 4), что обуслов-
лено двумя близкими резонансными частота-
ми по легкой и тяжелой осям.

Разночастотность определяется зависимо-
стью ΔF = 1/t, где t — время между двумя со-
седними биениями — пиками колебаний.

По времени τ уменьшения амплитуд коле-
баний в e раз определяется добротность резо-
натора Q = 2πfτ ( f — частота колебаний).

Нанося удары по резонатору в разных ме-
стах по окружному углу, можно определить 
разнодобротность.

Рис. 4. Сигнал, регистрируемый микрофоном
Fig. 4. The signal recorded by the microphone
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На основании анализа сигнала с микро-
фона получены следующие результаты: раз-
ночастотность ΔF = 3,4 Гц; добротность Q =
= 20616...23162,9; разнодобротность ΔQ = 2546,9.

Собственные частоты резонатора получены 
в результате быстрого преобразования Фурье 
(FFT) (рис. 5): 1412 Гц — изгибная форма ко-
лебания донышка относительно посадочно-
го узла; 4028,2 Гц — изгибная мода (рабочая 
мода) кромки резонатора.

В результате коррекции КЭ сетки, коэффи-
циентов материала и среды удалось добиться 
различия частот, полученных в результате мо-
дального анализа КЭ модели и акустического 
анализа, менее чем на 1 %, что позволяет гово-
рить о достижении целей верификации. Одна-
ко, ввиду анизотропности используемого в КЭ 
модели материала резонатора, полученная по 
модели разночастотность, равная 1 Гц, суще-
ственно отличается от реальной, полученной 
при исследовании резонатора и равной 3,4 Гц. 
Так как разночастотность существенно умень-
шается при балансировке, данным критерием 
оценки степени приближения модели к реаль-
ному образцу можно принебречь.

Модальный анализ с помощью КЭ моде-
лирования позволяет выполнить коррекцию 
базовых размеров резонатора и обеспечить 
уменьшение влияния изгибных колебаний 
донышка на выходной сигнал. Кроме того, 
можно обеспечить разницу частот между со-
седними модами колебаний более 1000 Гц, что 
увеличивает соотношение сигнал/шум. На ос-
новании результатов КЭ моделирования мож-
но получить параметры, необходимые для рас-
чета коэффициентов контуров управления.

Заключение

Приведено математическое описание вы-
числительных процедур, обеспечивающих ра-
боту электроники ВТГ-ДУС в заданных диа-
пазонах изменения угловой скорости и тем-
пературы. Составлена и верифицирована КЭ 
модель резонатора ВТГ, позволяющая осу-
ществлять проектирование с достаточной точ-
ностью резонаторов с требуемыми характери-
стиками. Результаты КЭ моделирования резо-
натора позволяют рассчитать коэффициенты 
схем управления, фильтрации и коррекции, 
необходимые для функционирования блока 
электроники.
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Abstract

The principles of operation of a wave solid-state gyroscope are described using the example of a cylindrical metal reso-
nator design, in which oscillations are created and a signal is picked up by means of piezoelectric elements located on the 
base of the resonator. The mode of positional excitation of primary oscillations and the formation of a feedback signal to 
ensure the operation of the resonator in the mode of an angular velocity sensor are considered. A block diagram of the con-
version sequence of the signal taken from the piezoelectric elements of the axes of nodes and antinodes for the organization 
of feedbacks is given. Approaches to the construction of control loops for the amplitude and phase of oscillations to create 
primary oscillations and compensate for the amplitude of oscillations of the node axis are considered. The presence of these 
circuits makes it possible to ensure the operation of a wave solid-state gyroscope in the mode of an angular velocity sensor. 
For all areas of signal conversion, a mathematical description of computational processes has been compiled, based on the 
condition for the implementation of computational procedures by a digital computer. Mathematical dependences necessary 
for correcting the output signal — ensuring its linearity and stability in the range of operating temperatures and the range 
of measured angular velocities are compiled. The results of tests confirming the operability of a wave solid-state gyroscope 
in the mode of an angular velocity sensor are presented. An approach to constructing a resonator model based on the finite 
element method is considered. An approach to the verification of a finite element model is shown by comparing the results 
of an experimental study of the characteristics of the resonator with the simulation results.
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Научно-практическая конференция

"ИМИТАЦИОННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ СИСТЕМ ВОЕННОГО НАЗНАЧЕНИЯ,
ДЕЙСТВИЙ ВОЙСК И ПРОЦЕССОВ ИХ ОБЕСПЕЧЕНИЯ"

("ИМСВН-2022")

Вторая всероссийская научно-практическая конференция по имитационно-
му моделированию и его применению в военной сфере "Имитационное моделиро-
вание систем военного назначения, действий войск и процессов их обеспечения" 
("ИМСВН-2022") состоится в Санкт-Петербурге 20 октября 2022 года в Военной ака-
демии материально-технического обеспечения имени генерала армии А.В. Хрулёва.

Организаторы и учредители конференции:
Военная академия материально-технического обеспечения имени генерала армии А.В. Хрулёва, Санкт-

Петербург;
Некоммерческое партнерство "Национальное общество имитационного моделирования (НП "НОИМ"), 

Санкт-Петербург;
АО "Центр технологии судостроения и судоремонта", Санкт-Петербург;
Санкт-Петербургский институт информатики и автоматизации РАН.

Задачами конференции являются:
— обмен опытом исследований и практических приложений средств имитационного и комплексного 

(системного) моделирования сложных организационно-технических систем и процессов в военной сфере;
— распространение методов и средств имитационного моделирования для решения научных и прак-

тических задач управления войсками и оружием, в том числе совместно с технологиями искусственного 
интеллекта;

— определение перспектив деятельности научных, научно-исследовательских и образовательных орга-
низаций, предприятий промышленности в имитационном моделировании процессов вооруженной борьбы 
и их всестороннего обеспечения;

— распространение опыта обучения теории и практике имитационного моделирования в военной сфере.

Научная программа конференции включает следующие тематические направления:
— применение имитационного моделирования для принятия решений по управлению войсками и ору-

жием, в том числе совместно с технологиями искусственного интеллекта;
— применение имитационного моделирования на различных этапах жизненного цикла комплексов во-

оружения, военной и специальной техники;
— теоретические основы и методология имитационного моделирования действий войск и процессов их 

всестороннего обеспечения;
— инструментальные средства автоматизации и визуализации имитационного моделирования объектов 

и процессов в военной сфере;
— применение имитационного моделирования в обучении военных специалистов.

Своевременно направляйте докладыв секретариат конференции по электронному адресу
imsvn2022@simulation.su.

Официальный сайт конференции ИМСВН-2022 – www.simulation.su.


