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Характеристические показатели Ляпунова являются одним из действенных инструментов анализа качествен-
ных характеристик динамических систем. Вопросы идентифицируемости, восстанавливаемости и обнаруживаемо-
сти характеристических показателей Ляпунова не рассматривались. Эта проблема является актуальной. В работе 
предложен подход для проверки указанных характеристик линейной динамической системы при оценке характери-
стических показателей. Он основан на анализе геометрических структур, зависящих от коэффициента структур-
ности системы. Коэффициент структурности отражает изменение характеристических показателей Ляпунова, 
а геометрические структуры позволяют принять решение о типе показателей. Получены условия полностью обна-
руживаемых показателей Ляпунова, что соответствует определению полного множества показателей, а также 
σ-обнаруживаемости с уровнем υ-невосстанавливаемости, если система содержит невосстанавливаемые линеалы. 
Предложен способ проверки адекватности получаемого множества характеристических показателей Ляпунова. По-
лучена допустимая граница подвижности старшего показателя Ляпунова.

Ключевые слова: динамическая система, характеристический показатель Ляпунова, идентифицируемость, вос-
станавливаемость, обнаруживаемость, линеал, почти периодическая функция, робот, структура, коэффициент 
структурности

СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ,
УПРАВЛЕНИЕ И ОБРАБОТКА ИНФОРМАЦИИ

УДК 681.5.015 DOI: 10.17587/mau.23.339-350

Н. Н. Карабутов, д-р техн. наук, проф., kn22@yandex.ru,
МИРЭА — Российский технологический университет, г. Москва

Идентифицируемость и обнаруживаемость показателей Ляпунова 
линейных динамических систем

мов и процедур основано на реконструкции 
аттрактора системы и анализе временного 
ряда. Такой подход базируется на теореме Та-
кенса [11]. Близкие идеи реализованы в работе 
[9]. Обзор других процедур и алгоритмов пред-
ставлен в работе [12]. В статье [13] дана моди-
фикация алгоритма Бенетти для вычисления 
наибольшего показателя Ляпунова. Предлага-
емый подход развивает методы реконструкции 
аттрактора системы. Он основан на динамиче-
ском изменении периода временной задержки.

Большинство предлагаемых подходов и ме-
тодов оценки ХПЛ разработано для систем, не 
содержащих входных воздействий. Как прави-
ло, предложены способы оценки максималь-
ного (наибольшего) показателя Ляпунова. Это 
объясняется классом исследуемых объектов и 
трудностями оценки всего спектра характери-
стических показателей Ляпунова.

Заметим, что в большинстве публикаций 
применение ХПЛ ограничено исследованием 
качественного поведения системы и не затра-
гивает другие вопросы теории идентификации. 
Естественной является попытка на основе ана-
лиза характеристик ХПЛ покрыть более широ-
кий спектр задач идентификации. К ним можно 

Введение

Для анализа качественного поведения дина-
мических систем широко используют характе-
ристические показатели Ляпунова (ХПЛ). Они 
применяются для оценки поведения траекто-
рий различных объектов в физике [1], медицине 
[2], экономике [3], астрономии [4]. Чаще всего 
ХПЛ оценивают на основе анализа временных 
рядов. Предполагается, что известна априор-
ная информация о структуре системы. В статье 
[5] приведен обзор вычисления наибольшего 
ХПЛ для различных классов систем. В работе 
[6] предложен алгоритм оценки характеристи-
ческих показателей Ляпунова неизвестной ди-
намической системы. Алгоритм позволяет оце-
нить все ХПЛ. Он основан на применении сетей 
с многомерным упреждением, в качестве базиса 
сети используются монотонные сигмодальные 
функции. Задача сведена к подбору параметров 
функций, аппроксимирующих временной ряд 
по квадратичному критерию.

Существует несколько подходов к оценке 
ХПЛ (см. например, работы [7, 8]). В даль-
нейшем эти подходы были модифицированы 
[9, 10]. Большинство предложенных алгорит-
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отнести и задачу структурной идентификации. 
Анализ публикаций показывает, что с таких 
позиций исследования не проводились. Не рас-
сматривались вопросы, отражающие связь иден-
тифицируемости системы и обнаруживаемости 
характеристических показателей Ляпунова.

С учетом этого ниже предлагается подход
к оценке идентифицируемости системы и при-
нятию на ее основе решения об обнаружива-
емости характеристических показателей Ляпу-
нова в условиях априорной неопределенности. 
В качестве исходных данных используется экс-
периментальная информация о работе системы 
в условиях нормальной эксплуатации. Для вы-
числения всего спектра ХПЛ используется под-
ход, предложенный в работах [14, 15]. Он ос-
нован на анализе свойств специального класса 
геометрических структур, описывающих дина-
мику изменения характеристических показате-
лей Ляпунова. Рассмотрен случай стационар-
ных и периодических систем.

Постановка задачи

Рассматривается динамическая система

 
т

,

,

X AX Bu

y C X

= +

=

�
 (1)

где X ∈ Rm — вектор состояния; u ∈ R, y ∈ R — 
вход и выход системы; A ∈ RmЅm, B ∈ Rm, C ∈ Rm.

Матрица A является матрицей Гурвица. Для 
системы (1) известна измерительная информация

 0 1I { ( ), ( ), [ , ]}.o Y t U t t J t t= ∈ =  (2)

Решение системы (1) запишем в виде

 0( ) ( , , ),X t t u t= X  (3)

где X — оператор, однозначно определяемый 
матрицами A, B и начальными условиями X(t0).

При X0 = X(t0) решение системы (1) имеет вид

 X(t) = Xg(t) + Xq(t), (4)

где Xq(t) — частное решение (1) с U ∈ Io; Xg(t) — 
общее решение (1) с u(t) = 0 при неизвестном 
X0 ∈ Io.

Обозначим Xg(X0, t) — общее решение систе-
мы (1) с X0 = X0(Y0) ∈ Io.

Задача состоит в нахождении оценки ре-
шения Xg(t) = Xg(Xq, X0, t) на множестве Io и 

получении условий идентифицируемости и об-
наруживаемости спектра собственных чисел и 
порядка системы (1) по Xg(t).

Способ получения оценки решения Xg(t) = 
= Xg(Xq, X0, t) на основе обработки множества 
измерений (2) описан в работе [14]. Поэтому 
в дальнейшем считаем, что имеется оценка ре-
шения Xg(t) = Xg(Xq, X0, t).

Восстанавливаемость
и обнаруживаемость системы

Приведем ряд понятий из общей теории си-
стем [16]. Вопросы восстанавливаемости и обна-
руживаемости тесно взаимосвязаны между со-
бой. Вычисление ХПЛ основано на получении 
оценок переменных состояния системы. Воз-
можность их определения связана с проблемой 
восстанавливаемости системы (1) на основе y(t).

Определение 1. Пусть y(t, t0, X0, u) описывает 
изменение выходной переменной y(t) линейной 
системы

 
т

( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ),

X t A t X t Bu t

y t C X t

= +

=

�
 (5)

из начального состояния X0 =X(t0). Тогда си-
стема называется полностью восстанавливае-
мой, если для всех t1 существует такой момент
t0 ∈ (–∞, t1), что из равенства

 0 0 0 0( , , , ) ( , , , )y t t X u y t t X u′=  (6)

∀u(t) и t0 ∈ [t0, t1] следует 0 0.X X ′=
Из определения 1 следует, что если система 

является полностью восстанавливаемой, и вы-
ходная переменная наблюдается до произволь-
ного момента t1, то существует момент t0 < t1, при 
котором состояние системы может быть опреде-
лено единственным образом. Если X(t0) известно, 
то значение X(t1) также может быть определено.

Теорема 1. Система (5) является полностью 
восстанавливаемой в том и только том слу-
чае, если для всех t1 существует такой момент
t0 ∈ (–∞, t1), что из равенства

 y(t, t0, X0, 0) = 0 (7)

следует X0 = 0.
Определение 2. Пусть A, C — матрицы раз-

мерности n Ѕ n и l Ѕ n соответственно. Тогда 
пара (A, C) называется полностью восстанав-
ливаемой, если система
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( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( )

X t A t X t Bu t

y t CX t

= +
=

�
 (8)

является полностью восстанавливаемой.
Может возникнуть ситуация, когда состо-

яние системы является не полностью восста-
навливаемым, что затрудняет оценку текущего 
состояния системы.

Определение 3. Пространство невосстанав-
ливаемых состояний PNn линейной системы (1) 
с постоянными параметрами является линейным 
подпространством состояний X0, для которых

 y(t, t0, X0, 0) = 0, t l t0.

Теорема 2. Подпространство невосстанавли-
ваемых состояний PNn n-мерной линейной систе-
мы (1) является нуль-пространством матрицы 
восстанавливаемости 2 1 т( ) .nD С CA CA CA −= …

Любое состояние, принадлежащее подпро-
странству невосстанавливаемых состояний, об-
ладает тем свойством, что движение системы из 
этого состояния при нулевом входном сигна-
ле сходится к нулю. Это соответствует случаю, 
когда любое состояние, принадлежащее под-
пространству невосстанавливаемых состояний, 
принадлежит также подпространству устойчи-
вых состояний системы. Из устойчивости си-
стемы следует, что выбор невосстанавливаемой 
компоненты состояния не приводит к возрас-
танию ошибки. Систему, обладающую таким 
свойством, будем называть обнаруживаемой.

Определение 4. Линейная система (1) с по-
стоянными параметрами является обнаружи-
ваемой, если ее подпространство невосстанав-
ливаемых состояний содержится в подпро-
странстве устойчивых состояний.

Определение 5. Пара (A, C) является обна-
руживаемой, если система

 
( ) ( ) ( ),

( ) ( )

X t A t X t

y t CX t

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩

�
 (9)

является обнаруживаемой.
Теорема 3. Любая асимптотически устойчи-

вая система вида (1) является обнаруживаемой. 
Любая полностью восстанавливаемая система 
вида (1) является обнаруживаемой.

Рассмотрим систему (8) и соответствующую 
ей переходную матрицу Φ(t, t0). Тогда система 
(8) является полностью восстанавливаемой 
в том и только том случае, если

 

1
т

1 0

1 0 1

( , ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) 0

( ) & ( ).

t

t

M t t t C C t d

t t t

= Φ τ τ τ Φ τ τ >

∀ −∞ < <

∫  (10)

Если

 0 1 1 1 1( , ) ,I M t t I tα − σ α ∀m m

т
0 1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 0

( , ) ( , ) ( , ) ,

( , , ) 0,

I t t M t t t t I tβ Φ − σ − σ Φ − σ α ∀
α α β >
m m

то система (8) является равномерно полностью 
восстанавливаемой.

Равномерная восстанавливаемость гаран-
тирует, что идентификация состояния всегда 
возможна приблизительно в пределах одина-
кового интервала времени. Для системы (1) 
равномерная полная восстанавливаемость сле-
дует из полной восстанавливаемости.

Оценка Xg(t)

Для оценки ХПЛ сформируем множество 
{Xg(t)}, реализовав операцию {X(t)}\{Xq(t)}. При-
меним для этого подход, предложенный в ра-
ботах [14, 15].

Представим Io в виде

 I I ( ) I ( ),q g
o o q o gJ J= ∪  (11)

где ;q gJ J J R∪ = ⊆  I , Iq g
o o  — множества, содер-

жащие информацию о Xq и Xg.
Утверждение 1 [14]. Для идентификации Xq(t) 

на множестве Iq
o  применима модель

 � �( ) ( ) ,q q qX t A W t t J= ∀ ∈  (12)

где � � 2 2
qA R

×
∈  — матрица параметров модели, 

W = [u u′]т.
На основе модели (12) определяем оценку 

частного решения � ( )qX t  системы на множестве 
I g
o  и далее находим оценку общего решения

 � �( ) ( ) ( ) ,g q gX t X t X t t J= − ∀ ∈  (13)

где � � � т
.

( ) [ ( ) ( )] .g g gy yX t t t=

ХПЛ. Коэффициент структурности системы

Для действительной функции h(t) ХПЛ [17] 
определяется в виде
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ln ( )

[ ] lim ,
t

h t
h

t→∞
χ =  (14)

где lim
t →∞

 — верхний предел.

χi ( 1, )i m=  ненулевого решения стационар-
ной системы (1) совпадают с действительными 
частями собственных чисел λi матрицы A. 
Пусть известна оценка общего решения Xg(t), 
∀t ∈ Jg, системы (1). Полагаем, что система яв-
ляется устойчивой и, следовательно, восста-
навливаемой и обнаруживаемой. Применим 
(14) к � ( )g

y t :

 �
�ln | ( )|

[ ] lim ,g
g

t t

y t
y

t→
χ =  (15)

где gt J∈  — максимальное значение (верхняя 
грань) t на интервале Jg ⊂ J.

Предел (15) есть наибольший (максималь-
ный) ХПЛ. Если предел (14) существует, то 
�[ ]gyχ  является оценкой максимального соб-

ственного числа матрицы A. Следовательно, 
�[ ]gyχ  характеризует степень устойчивости си-

стемы (1). Если m = 2, то для �
.
gy  получаем

 �
�
.

. ln | |
[ ] lim .g

g
t t

y
y

t→
χ =  (16)

Также применяется показатель Перрона [18]

 
ln ( )

[ ] lim ,
t

h t
h

t→∞
η =  (17)

где lim
t →∞

 — нижний предел.

Идея применения ХПЛ в задачах идентифи-
кации изложена в работах [14, 19]. Предлагае-
мый подход основан на анализе коэффициента 
структурности (КС)

 
�( )

( , ) ,g
s

y
k t

t

ρ
ρ =  (18)

где � �( ) ln | ( )|gg gy y tρ = ρ =  ,g gt J J∀ ∈ ⊂  0[ , ]gJ t t=  
определяется в соответствии с выражением (15).

В отличие от подходов, рассмотренных во 
введении, излагаемый ниже подход к оценке 
ХПЛ основан на анализе специального класса 
структур.

Структуры для оценки ХПЛ

Рассмотрим множества

 

�

�

I { ( , ( ( ))), },
.

{ ( , ( ( ))), }.

s

s

k s gg

k s g g

k t y t t J

I k t y t t J′

= ρ ∈

= ρ ∈  (19)

Определим на I , I
s sk k′  отображение 

,sk ρ
→S  

.
s sk kI I ′→ ×  Структура 

,sk ρ
S  отражает дина-

мику изменения показателей, зависящих от 
ХПЛ. На множестве I

sk′  рассмотрим функцию, 
описывающую изменение первой разности КС 

�
.

( , ( ( )):s gk t y tρ

 � �
. .

( ) ( , ( ( ))) ( , ( ( ))),s s g s gk t k t y t k t y t′Δ = ρ + τ − ρ  (20)

где τ > 0. Далее сформируем множество

 �
.

{ ( , ( ( ))), }
sk s g gI k t y t t J′Δ = Δ ρ ∈  (21)

и введем структуру 
, , ,

I I .
s s sk k kρ ρ ρ′ ′Δ Δ→ ×SK  Кроме 

структуры 
,sk ρ′ΔSK  рассмотрим соответствую-

щее ей преобразование

 
, , ,

I (I ),
s s sk k kB

ρ ρ ρ′ ′Δ Δ→ ×LSK  (22)

где 
,

(I ) { 1;1}.
skB

ρ′Δ ⊂ −  Элементы бинарного мно-

жества 
,

(I )
skB

ρ′Δ  определим следующим образом:

 
1, если ( ) 0,

( ) .
1, если ( ) 0,

s
g

s

k t
b t t J

k t

′Δ⎧
= ∈⎨ ′− Δ <⎩

l
 (23)

Замечание 1. Для некоторого класса систем 
на основе изменения 

,sk ρ
S  можно выбрать гра-

ницы верхнего предела в выражении (15).
Замечание 2. Выбор области значений функ-

ции b(t) определяем удобством ее графическо-
го анализа.

Рассмотрим структуры 
,

I Ii iss s
kk kρ

→ ×SK  и 

,
,

sk ρ′ΔLSK  где i обозначает i-ую производ ную 
� ( ),gy t

 � ( ){ ( , ( ( ))), }.i
s

i
gs gk

I k t y t t J= ρ ∈  (24)

Наибольший показатель Ляпунова �[ ]l gyχ  
лежит в левой части структуры 

,
.i

sk ρ
SK  Все 

остальные показатели �[ ]i gyχ  совпадают с ниж-
ними показателями Перрона �[ ]i gyη  и располо-
жены правее от �[ ]l gyχ . На 

,
i
sk ρ

SK  показатели 
�[ ]i gyχ  соответствуют локальным минимумам 

кривой, описывающей изменение 
,
.i

sk ρ
SK  Рас-

положение минимумов на 
,

i
sk ρ

SK  совпадает 

с изменением знака структуры 
,
.

sk ρ′ΔLSK  В ре-

зультате получаем � � �
1 2{ , , , },m

LE m= λ λ … λM  где � iλ  
есть оценка i-го собственного числа λi матри-
цы A системы (1). При полной L-об на ру жи вае-
мо сти системы (1) (см. следующий раздел) 
можно получить полный спектр ХПЛ, которо-
му соответствует полное пространство линеа-
лов Lm(t).
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Идентифицируемость
и обнаруживаемость ХПЛ

Стационарная система

Рассмотрим вход u ∈ PEα, где PEα — свой-
ство постоянства возбуждения:

 2: ( )u tα αlPE  (25)

справедливо для ∃α > 0 и ∀t l t0 на некото-
ром интервале T > 0. При таком входе фазовый 
портрет системы является замкнутым, система 
(1) — идентифицируемой [15], а модель (10) — 
идентифицирующей.

Определение 6. Система (1) называется L-об-
на руживаемой, если на основе линеалов мож-
но обнаружить характеристические показате-
ли Ляпунова.

Приведем модификацию теоремы 1 [14] для 
случая простых ХПЛ.

Теорема 4. Характеристические показате-
ли Ляпунова системы (1) являются LP-об на ру-
жи ваемыми или полностью обнаруживаемыми, 
а система (1) имеет порядок m, если функция 
b(t) на интервале *

0[ , ] gt t J⊂  *( )t tm  меняет 
свой знак (m – 1) раз.

Доказательство теоремы 4. Рассмотрим си-
стему (1) с устойчивой матрицей состояния A. 
Пусть корни являются простыми действитель-
ными и упорядочены в виде λ1 > λ2 > ... > λm. 
Согласно [20] решение системы (1) является 
линеалом Lm(t), который является частью ли-
нейного пространства Lm(t). Так как система 
является линейной, то для ( )il tL  справедливо 
вложение [20]

 0 10 ( ) ( ) ( ) ( ),nll l mt t t t≡ ⊂ ⊂ … ⊂ ≡L L L L  (26)

которое будем называть пирамидой Lm, где li — 
размерность линеала ( ).il tL  Разность двух со-
седних линеалов

 10 ( ) ( )\ ( )k kl ll
k t t t−= ⊂L L L L  (27)

будем называть ступенью пирамиды. Ступень 
имеет вес mk = lk – lk–1.

lk соответствует числу базисных решений, ко-
торое содержит линеал ( ).kl tL  На начальном ин-
тервале времени 1( )l tL  содержит показатель λm. 
При увеличении t решение переходит на сту-
пень 2 ( )l tL  пирамиды. На 2 ( )l tL  доминирует по-
казатель λm–1. Это вызывает изменение свойств 
функции b(t). Далее применяем индукцию по 

ступеням пирамиды, пока не получим все про-
странство Lm(t). �

Следствие из теоремы 4. Если число смен 
знаков функции b(t) меньше m – 1, то пирамида 
Lm будет содержать ступени, которые явля-
ются необнаруживаемыми.

Доказательство следствия из теоремы 4. Пусть 
число смен знака υ функции b(t) υ < m – 1.
Это значит, что вложение (26) будет содержать 
линеалы ( ) ( ),kl

kt t=L NL  k l 1, которые в (26) 
присутствуют неявно из-за невозможности их 
обнаружения (вычисления). Но в силу устой-
чивости системы (1) эти множества {NLk} суще-
ствуют неявно. Следовательно, пирамида лине-
алов Lm будет иметь υ ступеней из-за необнару-
живаемости линеалов NLk: 0

\{ }.
k

m
kL L

>υ = NL  �
Обозначим σ = m – 1 – υ. Из следствия из 

теоремы 5 получаем:
Определение 7. Система (1) называется 

σ-обнаруживаемой с уровнем υ-невос ста нав-
ливаемости, если υ линеалов имеют уровень 
NLk, где k > 0.

Замечание 3. LP-обнаруживаемость и вос-
станавливаемость трактуется как возможность 
вычисления ХПЛ.

Замечание 4. При LP -обнаруживаемости си-
стемы (1) элементы множества m

LEM  соответ-
ствуют ступеням пирамиды Lm.

Теорема 5. Если система (1) является 
устойчивой и восстанавливаемой, а структу-
ра 

,sk ρ′ΔLSK  меняет знак m – 1 раз, то харак-
теристические показатели Ляпунова системы 
являются LP-обнаруживаемыми, а структура 

,
i
sk ρ

SK  содержит множество m
LEM  характери-

стических показателей Ляпунова, которое от-
ражает структуру линеала Lm.

Доказательство теоремы 6 аналогично дока-
зательству теоремы 5 и следует из устойчиво-
сти и восстанавливаемости системы (1).

Следствие из теоремы 5. Если число смен 
знаков структуры 

,sk ρ′ΔLSK  меньше m – 1, то 
пирамида Lm будет содержать ступени, кото-
рые являются необнаруживаемыми.

Система с периодическими коэффициентами

Рассмотрим систему

 
т

( ) ,

,

X A t X Bu

y C X

= +

=

�
 (28)

где X ∈ Rm — вектор состояния; u ∈ R, y ∈ R — вход 
и выход системы; A(t) ∈ RmЅm, B ∈ Rm, C ∈ Rm.
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Пусть матрица A(t) удовлетворяет следую-
щим условиям:

A1. A(t) является непрерывной матрицей 
Фробениуса и ограниченной

 ||A(t)|| m αA, (29)

где αA > 0, ||•|| — норма матрицы.
A2. A(t) является почти периодической, т. е. 

из любой последовательности [20]

 ( ) ( )i i iA t A t= − τ  (30)

можно выбрать подпоследовательность, равно-
мерно сходящуюся на всей оси к некоторой 
почти периодической матрице ( ).A t

A3. Матрица A(t) является гурвицевой для 
почти всех t l 0.

Применим к системе (21) подход, изложен-
ный в разделе "Оценка Xg(t)", и получим мно-
жество {Xg(t)}. Рассмотрим класс почти перио-
дических функций по Бору [21].

Определение 8. Числовое множество Ξ = {ξ} 
называется относительно плотным на действи-
тельной оси –∞ < x < ∞, если существует такое 
число l > 0, что каждый отрезок a m x m a + l 
длины l содержит хотя бы один элемент Ξ, т. е. 
при любом a имеем

 [ , ] 0a a l+ ∩ Ξ ≠ . (31)

Определение 9. Число T = Tf(δ)называется 
почти периодом функции f(x) с точностью до δ 
(или δ-почти периодом или δ-смещением), если 
неравенство

 ( ) ( ) , 0ff x T f x+ − < δ δ >  (32)

имеет место для любого x ∈ (–∞, ∞).
Определение 10. Функция f(x) ∈ (–∞, ∞) на-

зывается почти периодической в смысле Бора 
(BF-функцией), если относительно плотное 
множество почти периодов Tf функции f(x) 
с точностью до δ существует, т. е. существует 
такое положительное число l = l(δ), что любой 
отрезок [a, a + l] содержит, по меньшей мере, 
одно число Tf  , для которого справедливо

 | f(x + Tf) – f(x)| < δ при x ∈ (–∞, ∞). (33)

Элементы множества {Xg(t)}, а следовательно, 
и yg(t) принадлежат к классу экспоненциально-
синусоидальных функций, и условие (32) может 
не выполняться. Поэтому следует обеспечить 
принадлежность � ( )gy t  к классу BF-функций. 
Выполним следующие действия [22]. Рассмо-

трим некоторую точку t ∈ R и ее окрестность Ot. 
Определим среднее значение � ( )gy t  ∀t ∈ Ot:

 � �
,

1
,

tg O i
it

y y
N

α = = ∑  (34)

где Nt — число точек на Ot, ti ∈ Ot — текущее 
покрытие интервала Ot с шагом τ.

Для ∀t ∈ R, принадлежащих окрестности 
,

yg
t T+O  получим

 � �
,

1
.

t Tyg
yg

g i
it T

y y
N+

+
π = = ∑O  (35)

Определение 11 [22]. Функция � ( ) (0, )g ty ∈ ∞  
называется απ-почти периодической в смысле 
Бора функцией (BFαπ-функцией), если для лю-
бого δ > 0 существует относительно плотное 
множество почти периодов Tf функции � ( )g ty  
с точностью до δ, т. е. существует положительное 
число l = l(δ) такое, что любой отрезок [a, a + l] 
содержит, по меньшей мере, одно число Tf, для 
которого выполнено неравенство

 
� �( ) ( )

при [0, ).fg gt T ty y
t

+
− < δ ∈ ∞

π α
 (36)

Рассмотрим структуру 
,
,

sk ρ′ΔSK  определен-
ную на 

, ,
I I

s sk kρ ρ′Δ×  и описываемую функцией 
( ) : .sk s sf t k k→ Δ  Функция ks(t) является BFαπ-

функцией. Поэтому fsk(t) будет содержать обла-
сти Dsk, которые имеют резко изменяющуюся 
амплитуду.

Определение 12. [14]. Область Dsk функции 
fsk называется απ-областью на интервале Jsk = 
= [t, t + T] (T > 0) изменения t, если она со-
ответствует изменению BFαπ-функции ks(t) на 
этом интервале.

Теорема 6 [22]. Если система (28) является 
устойчивой и содержит простые собственные 
числа, то структуры 

,
,

sk ρ′SK  1, ,i m=  содержат 
информацию о характеристических показате-
лях Ляпунова.

Теорема 7 [22]. Если система (28) являет-
ся устойчивой и восстанавливаемой, а функция 
fsk(t) на интервале *

0[ , ] gt t J⊂  *( )t tm  содержит 
не менее m областей Dsk, то система (28) име-
ет порядок m и является LP-идентифицируемой 
(LP-обнаруживаемой).

Доказательство теоремы 7 следует из теоре-
мы 6.

Так как система (28) является устойчивой 
и восстанавливаемой, то согласно теореме 7 
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она является идентифицируемой на множестве 

,
{ }.i

sk ρ
SK  В работе [22] показано, что располо-

жение локальных минимумов на 
,

i
sk ρ

SK  совпа-
дает с областями Dsk структуры 

,
.

sk ρ′ΔSK  В ре-
зультате анализа i

skD  получаем множество MLE, 
содержащее оценки показателей системы (28). 
Мощность MLE может не совпадать с числом 
характеристических показателей системы. MLE 
характеризует доступное множество линеалов 
системы (28).

Обозначим κm верхнюю оценку наименьше-
го �[ ].gi yη

Теорема 8. Если: а) для системы (28) вы-
полняются предположения A1—A3, б) система 
(28) является восстанавливаемой, в) элементы 
множества ,{ ( )}i

sk tρ  являются BFαπ-функциями, 
г) структура 

,
i
sk ρΔ

SK  содержит точку, в кото-

рой изменяется знак производной, то показа-
тель κm является обнаруживаемым.

Доказательство теоремы 8. Так как выпол-
няются предположения A1—A3, то система яв-
ляется устойчивой и восстанавливаемой. Со-
гласно теореме 6 система ХПЛ является иден-
тифицируемой (обнаруживаемой) на структуре 

,
.i

sk ρ
SK  , , ,( ) { ( )}i i

s j sk t k tρ ρ∈  ( j > 0) является BFαπ-
функцией, поэтому структура 

,
i
sk ρ

SK  будет со-
держать локальные минимумы, глобальный 
минимум которых будут являться верхней 
оценкой κm наименьшего �[ ],gi yη  что подтверж-
дает обнаруживаемость �[ ].gi yη  �

Замечание 5. Так как решение принимается 
на основе анализа нескольких структур 

,
i
sk ρ

SK  
(i l 1), то в качестве κm выбираем верхнюю гра-
ницу из κm,i.

Замечание 6. Подход, основанный на анализе 

,
,i

sk ρ
SK  позволяет получить оценки наименьше-
го показателя Ляпунова �[ ].gi yη  Этим он отли-
чается от процедур, предлагаемых в литературе. 
Если структура 

,sk ρ′ΔSK  содержит единичное 
резкое изменение значения, то это является 
признаком того, что 

,
i
sk ρ

SK  содержит оценку 

ηm[•]. Так как | [•]| | [•]|,m iη > χ  где 1, 1,i m= −  то 
ηm[•] равен κm и называется верхней оценкой 
наименьшего ХПЛ. Связано это с тем, что со-
ответствующий линеал Lm(t) имеет минималь-
ную область определения. Функция � ( )gy t  на 
Lm(t) не является απ-почти периодической, так 
ее параметры α, π быстро убывают и, следова-
тельно, условие (32) не выполняется. Поэтому 
линеал Lm(t) будет содержать только одно зна-
чение, которое соответствует κm.

Теорема 9. Пусть: 1) для системы (28) вы-
полняются предположения A1—A3, 2) система 
(28) является восстанавливаемой, 3) элементы 
множества ,{ ( )}i

sk tρ  являются BFαπ-функциями,
4) структура 

,
i
sk ρΔ

SK  содержит не менее m обла-
стей v

skD  (v m m), которым на структуре 
,

i
sk ρ

SK  

соответствуют локальные минимумы. Тогда 
множество MLE является LP-обнаруживаемым 
или полностью обнаруживаемым.

Доказательство теоремы 9. Система (28) явля-
ется устойчивой и восстанавливаемой, а струк-
тура 

,
i
sk ρΔ

SK  содержит m областей .v
skD  

,
i
sk ρΔ

SK  
является производной от 

,
.i

sk ρ
SK  Поэтому на 

,
i
sk ρ

SK  областям v
skD  будут соответствовать

локальные минимумы, отражающие положение 
ХПЛ. Это следует из теорем 7, 8. Следовательно, 
множество MLE является идентифицируемым 
или LP-обнаруживаемым. �

Замечание 7. Так как собственные числа λi(t) 
матрицы A являются периодическими функ-
циями времени, то линеалы Li(t) и Li+1(t) могут 
пересекаться [22]. Этот случай может приво-
дить к бесконечному спектру характеристиче-
ских показателей Ляпунова.

Система (28) является нестационарной, по-
этому необходимо оценить область, которой 
принадлежит множество MLE. Это связано с тем, 
что множество MLE может быть большим (см. за-
мечание 7). Нетрудно заметить, что снизу эта об-
ласть ограничена показателем κm.

Естественно, можно указать допустимую 
область для MLE и число, определяющее под-
вижность старшего показателя Ляпунова. 
Снизу эта область ограничена показателем κm. 
При выборе данных параметров можно огра-
ничиться временным диапазоном [0, ],t  где t  
выбирается согласно (15). Выбор области из-
менения χ1 можно осуществить на основе ана-
лиза структуры 

,
.i

sk ρΔ
SK  Так как индикатором 

наличия χ1 является область 
,

1
i
s

sk k ρΔ
⊂D SK , то 

на 
,

i
sk ρ

SK  1
skD  будет соответствовать фрагмент 

,

1 ,i
sk ρ

V  который изменяется на интервале 
,

1 .i
sk

J
ρ

 
Следовательно, 

,

1
1 .i

sk
J

ρ
χ ∈  Тогда допустимая 

граница подвижности старшего показателя χ1 
определяется [22] как

 
,

1
1 sup .i

sk
J

ρ
χ m  (37)

Итак, справедлива
Теорема 10. Пусть выполняются условия те-

оремы 9. Тогда допустимая граница подвиж-
ности старшего показателя χ1 удовлетворяет 
условию (37).
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В рамках рассматриваемого подхода встает 
вопрос о критерии оценки LP-обна ру жи вае мо-
сти системы (28). В условиях неопределенности 
адекватные показатели предложить сложно. 
Такие теоретические показатели [20], как проч-
ность и достижимость, не поддаются проверке 
в условиях неопределенности. Так как результа-
том LP-обнаруживаемости являются множество 
MLE и граница подвижности (37), то следует ис-
пользовать результаты анализа специального 
класса структур. Для подтверждения обнару-
живаемости множества MLE применим подход, 
основанный на проверке χ-адек ват ности полу-
ченных оценок ХПЛ [22].

Рассмотрим структуру � �, ,
g gy yS �  описывае-

мую функцией � � � �
, : g gy yf y y→� �  в пространстве 

� �,( ).g gy y yR = �  Так система (28) удовлетворяет 
условиям A1-A3, то � �,g gy yS �  будет содержать об-
ласти, которые отражают απ-почти периоди-
ческое поведение системы. Далее рассмотрим 
структуры 

,
,i

sk ρΔ
SL  

,
,i

sk ρ
SL  которые описываются 

функциями

 � �
, ,

, ,: , : .
i ik ks s

i i
s sf k f ky y

Δρ ρ
ρ ρ→ → ΔSL SL  (38)

Определение 13. Оценки ХПЛ χi являются 
χ-адекватными в пространстве R, если облас-
ти их определения совпадают с областями απ-
почти периодичности структуры � �, .

g gy yS �
По аналогии с 

,
i
s

sk k ρΔ
⊂D SK  введем фраг-

менты 
,

i
s

j
sl k ρΔ

⊂D SL  ( j l 1) в пространстве R y. 

Обозначим dom j
slD  — область определения 

.j
slD  Справедлива следующая модификация 

теоремы 3 [22].
Теорема 11. Пусть:1) система (28) является 

устойчивой и восстанавливаемой, 2) множество 
MLE является LP-обнаруживаемым, 3) области 
определения фрагментов j

slD  структуры 
,

i
sk ρΔ

SL  
совпадают с областями απ-почти периодично-
сти структуры � �, .

g gy yS �  Тогда оценки элементов 
множества MLE являются χ-адекватными об-
ластям απ-почти периодичности � �, .

g gy yS �

Доказательство теоремы 11. Согласно теоре-
ме 7 функция fsk(t) содержит не менее m областей 

.j
skD  Структуры 

,
i
sk ρΔ

SK  и 
,

i
sk ρΔ

SL  имеют одина-
ковую область значений. Данное утверждение 
справедливо и для ,j

skD  .j
slD  Области ,j

skD  j
slD  

определяют изменение ХПЛ. Из равенства обла-
стей значений ,j

skD  j
slD  следует конгруэнтность 

областей значений ,j
skD  .j

slD  Если области опре-
деления фрагмента j

slD  структуры 
,

i
sk ρΔ

SL  и об-
ласти απ-почти периодичности � �,y y

S �  совпадают, 

то в силу наличия зависимости между функци-
ями 

,
iks

f
ρ

SL  и 
,

iks

f
Δ ρ

SL  получаем, что некоторая со-

вокупность элементов множества MLE покрывает 
соответствующую απ-почти периодическую об-
ласть � �, .

g gy yS �  Следовательно, оценки χi являются 
χ-адекватными в пространстве R y. �

Примеры

1. Рассмотрим систему, фазовый портрет ко-
торой показан на рис. 1. Известно информаци-
онное множество (4). Вход u(t) = 5 + 2sin(0,2πt). 
Из рис. 1 следует, что в системе присутствуют 
колебания.

Применение модели (12) на интервале �qA  = 
= [0,302; 0,189; –2,03]т позволяет получить об-
щее решение системы. Коэффициент детерми-
нации модели равен 0,95. На основе модели 
(10) получены оценки � ( )gy t  и � ( ).g ty�  Вектор па-
раметров модели для определения � ( )g ty�  равен 
[–0,17; –0,89; 0,27]т. Фазовый портрет системы по-
казан на рис. 2 и подтверждает принадлежность 
к системе с периодическими коэффициентами.

.

Рис. 2. Фазовый портрет системы в пространстве � �= ( , )�y g gR y y

Fig. 2. System phase portrait in space � �= ( , )�y g gR y y

.

Рис. 1. Фазовый портрет системы
Fig. 1. Phase portrait of system
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Из рисунков следует, что система является 
устойчивой и восстанавливаемой. Следовательно, 
ее ХПЛ должны быть обнаруживаемые. Резуль-
таты, подтверждающие LP-обнаруживаемость 
ХПЛ, представлены на рис. 3 (см. вторую сторо-
ну обложки), где показаны структуры 

,sk ρ′ΔSK  и 
1
,
,

sk ρ
S  sk ′Δ  имеет вид (17),

 1 ( ( ))
( , ) .g

s

y t
k t

t

ρ
ρ =

�
 (39)

На основе ан  ализа 
,sk ρ′ΔSK  получаем MLE = 

= {–1,8; [–1,21; –0,88]}. Применение теоре-
мы 7 показывает, что порядок системы ра-
вен 2. Верхняя оценка для наименьшего ХПЛ
κm = –1,8. Допустимая граница подвижности 
старшего показателя χ1 равна –0,8. На интерва-
ле изменения ks ∈ [–0,2; –0,13] имеем еще одно 
наблюдаемое множество ХПЛ 1 ,LEM  что под-
тверждает вывод, приведенный в замечании 7.
Пример оценки χ-адекватности ХПЛ демон-
стрирует рис. 4 (см. вторую сторону обложки).

Вернемся к исходной системе (28). Рассма-
тривалась система второго порядка с матрицей

 
1 2

1

2

0 1
( ) ,

( ) ( )

( ) 3 0,2 sin(0,02 ),

( ) 4 0,3 sin(0,04 ).

A t
a t a t

a t t

a t t

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
= − + π
= − + π

 (40)

Собственные числа матрицы A изменя-
лись в диапазоне λ1(t) ∈ [–1,325; –0,819], λ2(t) ∈
∈ [–2,37; –3,48]. Результаты моделирования под-
тверждают обнаруживаемость ХПЛ системы (28).

2. На рис. 5 (см. вторую сторону обложки) 
показаны результаты моделирования для си-
стемы (1) с матрицей A и спектром

 

0 1 0

0 0 1 , ( ) ( 1; 2; 3).

6 11 6

A A
⎡ ⎤
⎢ ⎥= σ = − − −⎢ ⎥
⎢ ⎥− − −⎣ ⎦

 (41)

С помощью подхода, предложенного в раз-
деле "Оценка Xg(t)", получено множество 
{ ( ), 0 16 с}.gy t tm m  Сформированы множества 
I ,

sk′Δ  I ,
sk  I ,i

sk
 i = 1, 2, на основе обработки 

� ( ).gy t  На рис. 5 (см. вторую сторону обложки 
показаны результаты оценки порядка системы 
и LP-обнаруживаемости ХПЛ на основе теоре-
мы 4, где используются следующие обозначения:

 � �1 2

( , ),
..

( , ( ( ))), ( , ( ( ))).

s s

g gs s s s

k k t

yk k t t k k t ty

= ρ

= ρ = ρ�

Цифрами 1, 2, 3 на рис. 5 (см. вторую сто-
рону обложки) обозначены оценки ХПЛ (соб-
ственных чисел λi, i = 1, 2, 3). Результаты, 
представленные на рисунке, показывают, что 
ХПЛ являются обнаруживаемыми, а система 
идентифицируемой и восстанавливаемой.

3. Рассмотрим модель однозвенного робота-
манипулятора с гибким шарниром, описывае-
мого системой уравнений [23]

 

1 1

2 2

3 3

4 4

1 1

2 3

3

0 1 0 0

0

0 0 0 1

0 0

0

, ,
0

sin

m m m

l l

m

l

x xk b k
J J Jx x

x x

k kx x
J J

k
u

J y x

y x

mgh
x

J

τ

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠− −⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟

⎜ ⎟
−⎜ ⎟

⎝ ⎠

�
�
�
�

 (42)

где x2 и x2 — угловые положения вала двига-
теля и звена; u — управляющий крутящий 
момент двигателя; Jm, Jl — моменты инерции 
двигателя и звена; k — постоянная упругости; 
и — коэффициент вязкого трения; kτ — коэф-
фициент усиления усилителя; m — масса зве-
на; h — центр масс и g — ускорение свободно-
го падения. Система (42) учитывает влияние 
вязкого трения и упругой деформации гиб-
кого соединения. Вектор Y = [x1, x3]

т досту-
пен для измерения. Параметры системы: Jm = 
= 0,037 кг•м2, Jl = 0,093 кг•м2, κ = 0,18 Н•м/рад, 
B = 0,0083 Н•м/рад, m = 0,21 кг, g = 9,81 м/с2,
h = 0,15 м, kτ = 0,18 Н•м/В.

На рис. 6 представлен фазовый портрет си-
стемы по каналу x1— x2. Вход u(t) не удовлет-
воряет условию постоянства возбуждения. Но 
несмотря на это в системе возникают затуха-
ющие колебания. Система является устойчи-
вой и, следовательно, восстанавливаемой. По-
этому, несмотря на не замкнутость фазового 
портрета (условие h-идентифицируемости), 
внутренние колебания в системе позволяют 
говорить об идентифицируемости системы.

Структуры 1 2
, ,,

,
s sk kρ ρ

S  2
,sk ρΔ

LSK  для оценки ха-

рактеристических показателей Ляпунова пока-
заны на рис. 7 (см. вторую сторону обложки). 
Здесь �1y�  — оценка x2,
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Так как система является устойчивой, то рас-
сматриваются только отрицательные ХПЛ. На-
личие колебаний отражает изменение функции 
b(t), которая на рис. 7 (см. вторую сторону об-
ложки) представлена структурой 2

,
,

sk ρΔ
LSK  опи-

сываемой функцией 2 2 2
, , ,

I (I ).
k k ks s s

k k k
B

ρ ρ ρΔ Δ
→ ×LSK  

Переменные состояния системы являются BFαπ-
функциями. Применим теорему 8. Из рис. 7 сле-
дует, что порядок системы равен 4, известна 
оценка показателя Перрона (наименьшего ХПЛ, 
которому соответствует значение –0,7). Область, 
которой принадлежит наибольший ХПЛ χ1[x2]), 
обозначена эллипсом Bχ. Согласно работе [15] Bχ 
соответствует наличию комплексного корня. 
Что касается третьего χ3[x2], то он лежит между 
η[x2] и областью Bχ. Он принадлежит области, 
приближающейся снизу к значению 2 0.sk =  Ли-
неал, соответствующий χ1[x2], является линей-
ным зависимым, и поэтому система является 
σ-обнаруживаемой с уровнем υ = 1. Спектр кор-
ней системы σ(λ) = [–0,65  0  ±0,8  +8,16i]. Систе-
ма (42) является чувствительной к входным воз-
действиям.

Рассмотрим линеаризованную систему 
(42). Результаты оценки идентифицируемости 
и обнаруживаемости ХПЛ представлены на 
рис. 8 и рис. 9 (см. вторую сторону обложки). 
Фазовый потрет системы показан на рис. 8 
в пространстве (xl,1, xl,2), где xl,1, xl,2 — пере-
менные состояния линеаризованной систе-
мы. Аналогичный вид фазовый портрет имеет 
и в пространстве (xl,3, xl,4). Система является 
устойчивой, и в ней возникают затухающие 
колебания. Следовательно, система является 

идентифицируемой, а переменные состояния 
являются BFαπ-функциями. На рис. 9 (см. вто-
рую сторону обложки) представлены структу-
ры 1 2

, ,,
,

s sk kρ ρ
SL  2

,
,

sk ρΔ
LSKL  подтверждающие обна-

руживаемость ХПЛ:
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где
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s s
x t x t

k t k t
t t

ρ ρ
ρ = ρ =  (45)

Из рис. 9 следует, что линеаризованная си-
стема (29) содержит пару комплексных показате-
лей χi[xl,2], а порядок системы равен 4. Действи-
тельные части этих показателей близки. Итак, 
линеаризованная система (42) является иденти-
фицируемой, множество ХПЛ обнаруживаемо. 
Следует отметить, что линеаризация изменяет 
расположение спектра ХПЛ и влияет на степень 
устойчивости. Но при этом исключается пока-
затель, лежащий на границе устойчивости. Еще 
раз отмечаем, что система является очень чув-
ствительной к изменению параметров.

Заключение

Рассмотрена проблема идентифицируемо-
сти, восстанавливаемости и обнаруживаемо-
сти ХПЛ. Приведены условия, позволяющие 
оценить возможность вычисления ХПЛ. Они 
основаны на анализе свойств геометрических 
структур, отражающих динамику измене-
ния характеристических показателей. Полу-
чены условия σ-обнаруживаемости с уровнем 
υ-невосстанавливаемости и LP-об на ру жи вае-
мости ХПЛ стационарной системы. Рассмотрен 
случай линейной системы с периодическими 

Рис. 8. Фазовый портрет линеаризованной системы (42)
Fig. 8. Phase portrait of linearized system (42)

Рис. 6. Фазовый портрет системы по каналу "x1—x2"
Fig. 6. System (42) phase portrait "x1—x2"
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коэффициентами и получены условия обнару-
живаемости ее ХПЛ. Показано, что для некото-
рого класса нелинейных систем линеаризация 
может приводить к существенному изменению 
распределения ХПЛ.
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Abstract

Lyapunov exponents (LE) are an effective tool for analyzing the qualitative characteristics of dynamic systems. Identifiability, 
recoverability and detectability problem of Lyapunov exponents not studied. This problem is actual. We propose an approach for 
verifying identifiability, recoverability and detectability. The approach bases on the analysis of geometric frameworks depending 
on the structural properties coefficient of the system. The structural properties coefficient reflects the change in Lyapunov expo-
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Предложен новый метод синтеза управления объектами с секторной нелинейностью с гарантией нахождения 
регулируемой переменной в заданном множестве при неизвестных ограниченных возмущениях. Синтез алгоритма 
осуществляется в два этапа. На первом этапе используется преобразование координат, чтобы свести исходную за-
дачу с ограничениями к задаче исследования на устойчивость по вход—состоянию новой расширенной системы без 
ограничений. На втором этапе синтезируется закон управления для преобразованной системы, в котором настраива-
емый параметр выбирается из решения линейных матричных неравенств. Для иллюстрации эффективности работы 
предлагаемого метода приведены результаты моделирования в MATLAB/Simulink, которые показали эффективность 
предложенного метода и подтвердили теоретические результаты.

Ключевые слова: нелинейная система, секторная нелинейность, преобразование координат, заданное множество, 
неизвестное ограниченное возмущение, устойчивость, линейные матричные неравенства
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Управление объектами с секторной нелинейностью с гарантией 
нахождения регулируемой переменной в заданном множестве*

Введение

На  практике широко распространены за-
дачи управления нелинейными системами, 
в частности, объектами с секторной нелиней-
ностью. Примерами таких систем могут быть 
электромеханические объекты, колебательные 
системы, электроэнергетические сети, манипу-
ляторы и т. д. Существует большое число работ, 
посвященных управлению такими системами, 
например [1—6]. Однако в данных работах уда-
ется обеспечить заданное качество регулирова-
ние только в установившемся режиме.

Настоящая статья посвящена управлению 
с гарантией заданного качества выходного сиг-
нала в любой момент времени. Для управления 
линейными системами в работах [7—9] предло-
жен базовый метод на основе специального пре-
образования координат, позволяющего свести 
исходную задачу с ограничениями по регулиру-
емой переменной к задаче без ограничений.

В данной работе будет применен метод, 
предложенный в [7—9], для синтеза закона 
управления системами с секторной нелинейно-
стью и будут получены новые условия расчета 
параметров регулятора с использованием тех-
ники линейных матричных неравенств (ЛМН) 
[10, 11]. Статья организована следующим обра-
зом. В разделе 1 формулируется задача управ-

*Метод решения и основной результат получены за счет 
гранта Российского научного фонда № 18-79-10104-П в ИПМаш 
РАН, https://rscf.ru/project/18-79-10104/. Численное моделирова-
ние выполнено за счет средств гранта РФФИ № 20-08-00610.

ления нелинейным объектом с гарантией при-
надлежности выходных сигналов в заданном 
множестве. В разделе 2 описан основной ре-
зультат статьи, где предложен метод синтеза на 
основе линейных матричных неравенств. Для 
иллюстрации результатов работы и эффектив-
ности предполагаемого метода в разделе 3 при-
водятся и анализируются результаты модели-
рования, полученные в MATLAB/Simulink.

1. Постановка задачи

Рассмотрим нелинейную систему

 
( ) ;

,

u

y

= + + +
=

x Ax G x B Df

Lx

� j
 (1)

где x ∈ �n — измеряемый вектор состояния;
u ∈ � — сигнал управления; y ∈ � — выход-
ной сигнал; f ∈ �l — неизвестное ограничен-
ное возмущение такое, что ( )t ff m  для любых
t > 0; j(x) ∈ �n — неизвестная нелинейная 
функция, которая удовлетворяет условию сек-
торного ограничения для любых x ∈ �n:

 ( ) .M≤x xj  (2)

Здесь M > 0 — известная константа. Матрицы 
A ∈ �nЅn, B ∈ �nЅ1, G ∈ �nЅn, L ∈ �1Ѕn, D ∈ �nЅl 
известны. Пара (A, B) управляема и пара (A, L) 
наблюдаема.

Требуется разработать закон управления, 
обеспечивающий нахождение регулируемого 
сигнала y(t) объекта (1) в следующем множестве:
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{ :� � ( ) ( ) ( )}

для любых 0,

y t y t g t

t

g= ∈ < <�
l

Y
 (3)

где ( )g t  и ( )g t  — непрерывные и ограничен-
ные функции вместе со своими первыми про-
изводными по времени. Данные функции вы-
бираются разработчиками исходя из требова-
ний к работе системы.

2. Метод решения. Основной результат

Следуя работам [7—9], введем следующую 
замену координат:

 ( ) ( ( ), ),y t t t= Φ ε  (4)

где ε(t) ∈ � — непрерывно-дифференцируемая 
функция по времени t, Φ(ε, t) ∈ � удовлетворя-
ет следующим условиям:

а) ( ) ( , ) ( )t gg t t< Φ ε <  для любых t l 0 и ε ∈ �;
б)  существует обратное отображение ε =

= Φ–1(y, t) для любых �y ∈ Y  и t l 0;
в) Φ(ε, t) — непрерывно-дифференцируемая 

функция по ε и t, 
( , )

� 0
t∂Φ ε

≠
∂ε

 для любых ε и t l 0;

г) 
( , )t
t

∂Φ ε
∂

 — ограниченная функция для лю-

бых ε и t l 0, 
( , )

, 0
t

t
∂Φ ε

< γ γ >
∂

 определяется ви-

дом замены (4).
В отличие от работ [7—9] в настоящей рабо-

те Φ(ε, t) — скалярная функция. Чтобы сфор-
мулировать закон управления, требуется зна-
ние о динамике ε(t). Для этого найдем полную 
производну ю по времени функции y(t) вдоль 
траекторий (1), (4):

 
( , ) ( , )

.
t t

y
t

∂Φ ε ∂Φ ε
= ε +

∂ε ∂
� �  (5)

Принимая во внимание (1), с учетом 
( , )

0
t∂Φ ε

≠
∂ε

 перепишем (4) в виде

1( , ) ( , )
.

t t
u

t

−∂Φ ε ∂Φ ε⎛ ⎞ ⎡ ⎤ε = + + −⎜ ⎟ ⎢ ⎥∂ε ∂⎝ ⎠ ⎣ ⎦
LAx LB LDf�  (6)

Для решения поставленной задачи напом-
ним основной результат работы [7, теорема 1] 
для скалярного преобразования (4).

Теорема 1. Пусть для преобразования (4) вы-
полнены условия (а)—(г). Если существует та-
кой закон управления u(t), что решение (6) огра-
ничено, то ( )� .y t ⊂ Y

Теорема 1 позволяет свести задачу управле-
ния (1) с ограничением по выходу (3) к задаче 
управления (6) без ограничения.

Зададим закон управления для объекта (1) 
в виде

 1( ) [ sign( )|| || | |],u K M−= − ε + + εLB LAx LG x  (7)

где K — положительное число,

 
, 0,

sign( )
, 0.

−ε ε <⎧
ε = ⎨ε ε⎩ l

 (8)

Далее сформулируем основной результат 
в виде следующей теоремы.

Теорема 2. Допустим, что при преобразова-

нии (4) выполнены условия (а)—(г), 
( , )

0
t∂Φ ε

>
∂ε

 

для любых ε и t. Пусть для заданного числа c > 0
существуют положительное число K и положи-
тельные коэффициенты τi, i = 1, 2, 3, такие что 
выполнены следующие неравенства:

 

1

2

3

2 2
1 2 3

1 1
2 2

* 0,

* *

2 0,

K

c f

⎡ ⎤− + τ −⎢ ⎥
⎢ ⎥

−τ⎢ ⎥
⎢ ⎥−τ
⎢ ⎥
⎣ ⎦

− τ + τ + γ τ

LD

I O m

m

 (9)

где "*" — симметричный блок симметричной 
матрицы; O, I — нулевая и единичная матрицы 
соответствующей размерности. Тогда закон 
управления (7) обеспечивает выполнение целе-
вого условия (3).

Доказательство. Постановив закон управ-
ления (7) в (6), получим

 

1( , )
sign( )|| || | |

( , )
( ) �.

t
K M x

t
t

−∂Φ ε ⎡⎛ ⎞ε = − ε − ε +⎜ ⎟ ⎢∂ε⎝ ⎠ ⎣
∂Φ ε ⎤+ + − ⎥∂ ⎦

LG

LG x LDf

�

j

 (10)

Для исследования выражения (10) на устой-
чивость по вход—состоянию [12, 13] рассмот-
рим функцию Ляпунова вида

 21
.

2
V = ε  (11)

Найдем полную производную по времени 
от функции Ляпунова (11) вдоль решений (10):

1( , )
sign( )|| ||| |

( , )
( ) .

t
V K M x

t
t

−∂Φ ε ⎡⎛ ⎞= εε = ε − ε − ε +⎜ ⎟ ⎢∂ε⎝ ⎠ ⎣
∂Φ ε ⎤+ + − ⎥∂ ⎦

LG

LG x LDf

� �

j

 (12)

Потребуем выполнение условия

 0V� m  (13)
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при

 ,V cl  (14)

с учетом ограничений

 
( , )

,� .
t

f
t

∂Φ ε
γ

∂
f m m  (15)

Слагаемое 
1( , )

0
t −∂Φ ε⎛ ⎞ >⎜ ⎟∂ε⎝ ⎠

 не влияет на знак 

выражения (12). Принимая во внимание нера-
венство

 ( ) ( ) || || ( ) || || ,LG x LG x LG x M LG xj j jm m m

перепишем условия (13)—(15) как

( )

2
2 т 2 2

,( , )
0� � � , , :

( , )
, ,� � .

tt
K

t t

t
c f

t

∂Φ ε⎛ ⎞∂Φ ε⎡ ⎤ε − ε + − ∀ ε⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎝ ⎠
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LDf f

f f

m

m m

 (16)

Обозначив 2( , )
col , , ,, lt

t
+∂Φ ε⎧ ⎫= ε ∈⎨ ⎬∂⎩ ⎭

z f z �  пе-

репишем (16) в матричном виде:
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 (17)

Согласно S-процедуре [10, 14] и результатам 
работ [15, 16] для выполнения неравенств (17) 
необходимо выполнение (9). Следовательно, 
функция ε(t) ограничена для любых t, и сигнал 
x(t) будет ограничен в силу ограниченности 
ε(t), Φ(ε, t). Тогда управление (7) будет ограни-
чено, и, с учетом теоремы 1, целевое условие 
(3) будет выполнено. Теорема 2 доказана.

Замечание 1. Из соотношения (4) и ограни-
ченности ε(t) следует ограниченность x(t) неза-
висимо от того, гурвицева матрица A или нет. 
Таким образом данный результат может при-
меняться для неустойчивых объектов.

3. Численное моделирование

Рассмотрим объект (1) со следующими па-
раметрами:

 

[ ]
0 1 0 1 1

0 0 1 ; 2 ;� 1 ; 2 1 1 ;

0,1 2 3 1 1

0 0 0

0 0 0 ;� ( ) sin ;

0,1 0,1 0,1

( )
( ) 0,1 sin(3 ) sat ,

0,3
d t

f t t

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥= =⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

⎛ ⎞= + + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

A B D L

G x xj

где sat{•} — функция насыщения; d(t) — сиг-
нал, моделируемый в MATLAB SIMULINK 
с помощью блока "Band-Limited White Noise" 
с мощностью шума и временем выборки 0,1.

Зададим Φ(ε, t) в виде

 
( ) ( )

( , ) .
1

t e g t
t

e

g ε

ε

+
Φ ε =

+
 (18)

Очевидно, что функция Φ(ε, t) удовлетворя-
ет условиям теоремы 2. Действительно, так как 

( ) ( ),g t g t>  то для любых ε и t l 0 имеем
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Параметры функции Φ(ε, t) зададим в виде

 

3cos 0,2, � 2 ,
( )

cos 2,2, 2 ;

3cos 0,2, 2 ,
( ) � � � � � �

cos 1,8, 2 .

t t
t

t t

t t
t

t t

g

g

− + < π⎧
= ⎨ + π⎩

− < π⎧
= ⎨ + π⎩

l

l

Воспользуемся пакетом YALMIP [17] и ре-
шателем SEDUMI [18] для решения неравен-
ства (6). Для заданного числа с = 100 найдем 
τ1 = 0,51, τ2 = 7,03, τ3 = 8,59 и K = 6,96. Для за-
данного числа с = 0,1 найдем τ1 = 1,32, τ2 = 4,05, 
τ3 = 7,92 и K = 55,62.

Переходные процессы по y(t), u(t) при 
5 2

(0) col , , 1
3 3

⎧ ⎫= −⎨ ⎬
⎩ ⎭

x  при двух различных зна-

чениях c = 100 и c = 0,1 приведены на рис. 1 
(см. третью сторону обложки). На рис. 2 при-
веден график возмущения f(t).
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Из рис. 1, а следует, что выходной сигнал 
не выходит из заданного множества, что удов-
летворяет требованию поставленной задачи и 
согласуется с аналитическими выводами. Так-
же отметим, что чем меньше значение с в ус-
ловии (14), тем лучше закон управления пода-
вляет влияние возмущения. Это объясняется 
тем, что траектория ε(t) не покидает интервал 
[ 2 ; 2 ]c c−  (см. доказательство теоремы 2).
Отметим, что при уменьшении параметра c 
уменьшается длина отрезка [ 2 ; 2 ],c c−  а зна-
чит, больше подавляются колебания в области 
x(t) (рис. 1, а). Колебания сигнала управления 
u(t) на рис. 1, б (см. третью сторону облож-
ки), обусловлены наличием возмущения f(t). 
Из рис. 1, б также видно, что для стабилиза-
ции системы в заданном множестве не требует-
ся большого значения управляющего сигнала. 
В данном случае значение сигнала управления 
сопоставимо со значением возмущения.

Заключение

В статье предложен новый метод синтеза 
управления для систем с секторной нелинейно-
стью и гарантией нахождения выходного сигнала 
в заданном множестве на основе метода, предло-
женного в работах [7—9], и техники ЛМН. Раз-
работанный метод применяется в задаче управ-
ления объектом по состоянию в условиях неиз-
вестных ограниченных возмущений. В отличие 
от работ [7—9] предложенный метод позволяет 
рассчитывать параметры регулятора с исполь-
зованием линейных матричных неравенств, что 
расширяет применимость полученного метода 
на практике по сравнению с работами [7—9]. 

Результаты моделирования проиллюстрировали 
эффективность предложенного метода и под-
твердили теоретические выводы.
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Abstract

In this paper, we propose a new method for synthesizing the control of plants with sector-bound nonlinearity with a 
guarantee of finding the controlled signal in given set at any time under conditions of unknown bounded disturbances. The 
basis of the method consists of two stages. At the first stage, the coordinate transformation is used to reduce the original con-
strained problem to the problem of studying the input-to-state stability of a new extended system without constraints. Thus, 
any known control methods can now be applied to stabilize the system in new coordinates. At the same time, to achieve the 
goal, it is not required to reduce the value of the control error. It is enough to show its boundedness. At the second stage, 
a control law is synthesized for the extended system, where the adjustable parameter is selected from the solution of linear 
matrix inequalities. To illustrate the effectiveness of the proposed method, simulation in the MATLAB Simulink is given. 
The simulation results show the presence of controlled signals in the given set and the boundness of all signals in the control 
system. It is shown that an increase the value of the gains in the control law improves the quality of disturbance attenuation 
that is consistent with theoretical results.

Keywords: nonlinear systems, sector nonlinearity, coordinate transformation, given set, unknown bounded disturbance, 
stability, linear matrix inequalities
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Решаются актуальные проблемы искусственного интеллекта, связанные с разработкой когнитивных инструмен-
тов наглядно-действенного мышления автономных интеллектуальных мобильных систем, обеспечивающих им воз-
можность организации целесообразного поведения в априори неописанных проблемных средах. Разработан алгоритм 
самообучения с активно-пассивной логикой поведения, позволяющий интеллектуальным системам автоматически 
формировать условные программы целесообразного поведения, отражающие закономерности преобразования различных 
ситуаций априори неописанной, нестабильной проблемной среды. Характерной особенностью предложенного алгоритма 
самообучения является имитация отработки пробных действий в текущих условиях функционирования, что наделяет 
интеллектуальную систему способностью к изучению закономерностей проблемной среды без изменений в процессе 
самообучения текущих условий функционирования, которые могут быть не связаны с заданной целью целесообразного 
поведения. Для формального описания текущих ситуаций проблемной среды, а также условных сигналов, закрепляемых 
в формируемых условных программах целесообразного поведения, предложено использовать нечеткие семантические 
сети. Это позволяет автономным интеллектуальным мобильным системам накапливать опыт целесообразного по-
ведения безотносительно к конкретной предметной области и переносить его в новые условия априори неописанной 
проблемной среды, аналогичные ранее изученным условиям функционирования. Найдены граничные оценки сложности 
алгоритмов самообучения, имеющие полиномиальную зависимость от числа вершин сравниваемых между собой нечет-
ких семантических сетей в процессе самообучения и мощности множества отрабатываемых интеллектуальной систе-
мой пробных действий, представленных в ее памяти в виде фреймоподобных нечетко заданных конструкций. Проведено 
имитационное моделирование целесообразного поведения автономных интеллектуальных систем, организованное на 
основе предложенного алгоритма самообучения, показавшее его работоспособность и эффективность использования 
для адаптации интеллектуальных систем к априори неописанным, нестабильным проблемным средам. Практическая 
значимость полученных результатов заключается в эффективности их использования для разработки решателей за-
дач автономных интеллектуальных мобильных систем различного назначения, обеспечивающих возможность выполне-
ния сложных заданий в априори неописанных реальных проблемных средах.

Ключевые слова: априори неописанная проблемная среда, автономная интеллектуальная система, нечеткая се-
мантическая сеть, алгоритмы самообучения, условная программа целесообразного поведения
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Процедуры самообучения автономных интеллектуальных мобильных 
систем в нестабильных априори неописанных проблемных средах*

Введение

Актуальной  проблемой искусственного ин-
теллекта является разработка интеллектуально-
го решателя задач для автономных интеллекту-
альных мобильных систем (АИМС), способных 
выполнять различные по сложности задания 
в априори неописанных условиях проблемной 
среды. Одним из подходов к решению данной 
проблемы является создание интеллектуального 
решателя задач, который обеспечивает АИМС 
возможность автоматического планирования 

*Исследование выполнено за счет гранта Российского на-
учного фонда № 21-71-10056, http://rscf.ru/project/21-71-10056.

целесообразного поведения в априори неопи-
санных проблемных средах на основе когни-
тивных инструментов наглядно-действенного 
мышления [1].

В основу построения когнитивных инстру-
ментов наглядно-действенного мышления 
АИМС закладывается формализация механиз-
мов рефлекторного поведения живых систем, 
опирающихся на метод проб и ошибок, а также 
средства избирательности поступающей из про-
блемной среды информации [2, 3]. Полученные 
таким образом инструментальные средства по-
зволяют АИМС выявлять результативные дей-
ствия с точки зрения достижения текущей цели 
или подцели поведения при высоком уровне 

РОБОТЫ, МЕХАТРОНИКА
И РОБОТОТЕХНИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ



357Мехатроника, автоматизация, управление, Том 23, № 7, 2022

априорной неопределенности условий функ-
ционирования. Иначе говоря, на основе на-
глядно-действенного мышления организуется 
целесообразная деятельность АИМС, которая 
опирается на информацию, поступающую из 
проблемной среды, отрабатываемые интеллек-
туальной системой пробные действия, а также 
на формальное описание условий успешной от-
работки различных пробных действий и полу-
чаемых на этой основе результатов [4].

Когнитивные инструменты наглядно-дей-
ственного мышления позволяют АИМС фор-
мировать условные программы целесообраз-
ной деятельности (УПЦД), представляющие 
собой упорядоченную последовательность сле-
дующих элементарных актов поведения:

 
2 1 2 2 1 3

1 1 2 1 1& и & ,i i i i i ia b a a b c→ →

где 
1 1 1 1, { }, 1, ,i ib B B b i n∈ = =  — множество дейст-

вий, отрабатываемых АИМС; 
2 2

, { },i ia A A a∈ =

2 21, ,i n=  — множество сигналов, характерных 
для различных состояний проблемной среды; 

3 3 3 3, { }, 1, ,i ic C C c i n∈ = =  — множество безус-
ловных сигналов, определяемых исходя из 
функционального назначения АИМС.

Каждый элементарный акт поведения 

2 1 2

1 1 2&i i ia b a→  означает, что если АИМС на-
блюдает в проблемной среде условный сигнал 

2

1 ,ia A∈  то отрабатываемое ею действие 
1

1
ib B∈  

приводит к появлению в ней условного сигнала 

2

2 .ia A∈  Данные элементарные акты поведения 
закрепляются в формируемой УПЦД, если от-
работка интеллектуальной системой соответ-
ствующих им действий позволяет устранить 
одно из различий между текущей и целевой 
ситуациями проблемной среды.

Произвольный сигнал проблемной среды 

2i
a A∈  приобретает статус условного сигнала 
и вызывает у АИМС входящие за ним в струк-
туру УПЦД условные реакции после его за-
крепления в процессе самообучения в фор-
мируемой условной программе целесообраз-
ной деятельности. Что же касается появления 
в проблемной среде безусловных сигналов 

3
,ic C∈  то это сигнализирует АИМС о том, что 

в текущих условиях функционирования обес-
печены необходимые условия для достижения 
соответствующей им подцели или цели пове-
дения после выполнения определяемых этими 
сигналами безусловных реакций.

Необходимо отметить, что для формализа-
ции наглядно-действенного мышления и со-

ответствующего ему поведения АИМС можно 
использовать различные виды роевых [5—7] и 
генетических [8—10] алгоритмов, а также ней-
ронные сети [11, 12], если их предварительно 
наделить подсистемой самообучения. Однако 
применение данных принципов организации 
наглядно-действенного мышления позволяет 
эффективным образом организовать целесоо-
бразную деятельность АИМС только на уров-
не безусловного поведения живых систем, так 
как в них не реализуются эффективные меха-
низмы избирательности поступающей из про-
блемной среды информации и автоматическо-
го наращивания элементарных актов поведе-
ния в формируемых УПЦД.

Обойти данные недостатки позволяет при-
менение ситуационного подхода к организации 
принятия решений [13] и различных алгоритмов 
самообучения, предусматривающих возмож-
ность имитации отработки пробных действий на 
основе формального описания модели текущей 
ситуации проблемной среды в виде нечеткой 
семантической сети [14]. Эффективность такого 
подхода к построению наглядно-действенного 
мышления АИМС обусловлена тем, что в этом 
случае процесс самообучения реализуется без 
внесения в текущее состояние проблемной сре-
ды изменений, возникающих в результате не-
посредственной отработки интеллектуальной 
системой пробных действий. Это позволяет из-
бежать проблемы, связанной с тем, что непо-
средственно отрабатываемые пробные действия 
могут быть вообще не связанными с достижени-
ем заданной на текущий момент времени цели 
поведения и могут даже приводить в проблем-
ной среде к изменениям, препятствующим вы-
полнению полученного АИМС задания.

К инструментальным средствам наглядно-
действенного мышления АИМС, лишенным 
недостатков рассмотренных выше различных 
принципов, на основе которых можно органи-
зовать целесообразное поведение интеллекту-
альных систем, следует отнести алгоритмы са-
мообучения в априори неописанных проблем-
ных средах с активной логикой поведения [4]. 
Однако такие алгоритмы не позволяют АИМС 
эффективным образом организовать само-
обучение в нестабильных проблемных средах, 
в которых происходят изменения текущих ус-
ловий функционирования независимо от от-
рабатываемых интеллектуальной системой дей-
ствий. В связи с этим возникает необходимость 
в разработке эффективного алгоритма само-
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обучения, позволяющего организовать целе-
сообразное поведение АИМС в нестабильных 
проблемных средах. Решению данной пробле-
мы и посвящается настоящая статья, в которой 
предлагается эффективный алгоритм самообу-
чения АИМС в нестабильной проблемной среде 
с активно-пассивной логикой поведения.

Постановка задачи

Рассмотрим АИМС, оснащенную моторной 
системой, манипулятором и техническим зре-
нием, что обеспечивает интеллектуальной си-
стеме возможность отрабатывать множество 
различных действий 

1i
b B∈  в текущих ситуаци-

ях проблемной среды 
4 4 4 4, { }, 1, ,i iS S S S i n∈ = =  

и наблюдать за происходящими изменениями 
на основе появляющихся в ней сигналов 

2
.ia A∈

Отработка различных действий 
1i

b B∈  по-
зволяет АИМС передвигаться в проблемной 
среде и манипулировать находящимися в сре-
де объектами 

5 5 5 5 5 5( ) , { ( )}, 1, ,i i i io X O O o X i n∈ = =  
где 

5i
X  — множество характеристик 

5 5
( )i io X  

объекта среды, по которым интеллектуальная 
система способна его идентифицировать.

При этом принцип построения и техни-
ческие характеристики перечисленных выше 
подсистем АИМС практически не оказывают 
влияния на организацию процесса планиро-
вания ее целесообразного поведения, а опре-
деляются функциональным назначением ин-
теллектуальной системы или классом задач, на 
решение которых она ориентирована.

Пусть подсистема технического зрения 
АИМС обладает возможностью построения 
формального описания воспринимаемой в про-
блемной среде ситуации 

4i
S S∈  в виде пассив-

ной семантической сети 
4

*
iS  [14]. Каждая такая 

сеть 
4

*
iS  представляет собой помеченный граф:

 
4 4 4

( , ),i i iG V E=

где 
4i

V  — множество вершин, которые опре-
деляются находящимися в проблемной среде 
объектами 

5 5
( ) ;i io X O∈  

4i
E  — множество ре-

бер, помеченных количественными оценками 

6

*
ir  отношений 

6 6 6 6, { }, 1, ,i ir R R r i n∈ = =  кото-
рые сложились в проблемной среде между ин-
цидентными им в семантической сети 

4

*
iS  объ-

ектами и АИМС; R — множество различного 
вида отношений, которые могут выполняться 
между объектами и АИМС в проблемной среде.

Для имитации отработки пробных действий 
в процессе самообучения в текущих ситуаци-
ях проблемной среды, определяемых семанти-
ческими сетями 

4

* ,iS  каждое действие 
1i

b B∈  
в модели представления знаний АИМС имеет 
следующий формат описания:

 <Идентификатор действия 
1
,ib  "вход 

1

И
iS ",

 "действие 
1i

b ", "выход 
1

Р
iS ">,

где 
1

И
iS  — активная нечеткая семантическая 

сеть, соответствующая подситуации, опреде-
ляющей условия, которые должны выполнять-
ся в проблемной среде для результативной от-
работки действия 

1
;ib B∈  

1

Р
iS  — активная не-

четкая семантическая сеть, соответствующая 
подситуации, характеризующей изменения, 
происходящие в проблемной среде в резуль-
тате отработки АИМС действия 

1
.ib B∈

Семантические сети 
1

И
iS  и 

1

Р
iS  описываются 

в модели представления знаний АИМС соот-
ветственно в виде помеченных графов:

 
1 1 1 1 1 1

И И И Р Р Р( , ) и ( , ),i i i i i iG V E G V E= =

где 
1 1

И Р
i iV V=  — множества активных вершин, 

которые в нечетких семантических сетях 
1

И
iS  и 

1

Р
iS  определяются слотами 7 7

1 1
( )i i

i ix X  [14]; 
1

И
iE  — 

множество ребер сети 
1

И,iS  помеченных нечет-
кими значениями 

6 6

** Н В
6 6< , , >, 1, ,i ir T r r i nδ

δ δ= =  
1,5,δ =  отношений 

6
,ir R∈  позволяющими 

определять их количественные оценки 
6

*,ir  ко-
торые должны выполняться в проблемной сре-
де между объектами и АИМС для успешной 
отработки в среде действия 

1
;ib B∈  

1

Р
iE  — мно-

жество ребер сети 
1

Р,iS  помеченных нечеткими 
значениями отношений 

6

**,ir  которые позволя-
ют описать в общем виде результаты отработки 
действий 

1
;ib B∈  

6i
T δ  — терм лингвистической 

переменной [15], название которой совпадает 
с названием отношения 

6
;ir  Н В,r rδ δ  — соответ-

ственно нижняя и верхняя границы подынтер-
вала численных значений терма 

6
,iT δ  в который 

должны попадать количественные оценки 
6

*
ir  

отношений 
6i

r  в текущих условиях функциони-
рования для результативной отработки АИМС 
определенных действий 

1
;ib B∈  7

1

i
iX  — множе-

ство характеристик, которыми должны обла-
дать произвольные объекты проблемной среды 

5 5
( ) ,i io X O∈  чтобы ими была допустима помет-

ка слотов 7 7

1 1
( )i i

i ix X  в активных нечетких семан-
тических сетях 

1

И
iG  и 

1

Р.iG
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Необходимо отметить, что произвольный 
слот 7 7

1 1
( )i i

i ix X  в сетях 
1

И
iS  и 

1

Р
iS  может быть по-

мечен объектом проблемной среды 
5 5
( )i io X O∈  

в текущих условиях функционирования тогда 
и только тогда, когда для этого объекта вы-
полняется условие 7

51
.i

iiX X⊆  Например, что-
бы АИМС могла захватить и поднять находя-
щийся в проблемной среде объект 

5 5
( ),i io X  он 

должен обладать весом, не превышающим гру-
зоподъемность ее манипулятора, и иметь до-
пустимые для его захвата габаритные размеры.

Семантические сети 
1

И
iS  в процессе само-

обучения АИМС исполняют роль условных 
сигналов 

2
,ia A∈  а сети 

1

Р,iS  в зависимости 
от их содержания, могут быть как условными 

2
,ia A∈  так и безусловными сигналами 

3
.ic C∈

Цель поведения задается АИМС в виде по-
меченного графа ** ** **( , ),G V E=  соответству-
ющего целевой подситуации проблемной сре-
ды 

4

**,iS  где V** — множество вершин, опреде-
ляемых слотами 7 7

1 1
( ),i i

i ix X  которые позволяют 
АИМС установить объекты проблемной среды 

5 5
( ) ,i io X O∈  связанные с достижением задан-

ной цели; E** — множество ребер, помеченных 
нечеткими значениями 

6

**
ir  отношений, кото-

рые характеризуют условия, определяющие до-
стижение заданной цели поведения.

Основной операцией, которая выполняет-
ся над различными семантическими сетями 
в процессе имитации отработки пробных и 
выявления результативных действий 

1
,ib B∈  

является определение нечеткого вложения од-
ной сети в другую, например, активной нечет-
кой семантической сети 

1

И
iS  в семантическую 

сеть 
4

* ,iS  определяющую текущие условия 
функционирования АИМС.

Определение 1. Активная нечеткая семанти-
ческая сеть 

1

И
iS  является нечетко вложенной 

в семантическую сеть 
4

*
iS , если для них вы-

полняются следующие условия [16]:
1. Для каждой вершины 

8 1

И,i iv V∈  помечен-
ной в сети 

1

И
iS  слотом 7 7

1 1
( ),i i

i ix X  имеется струк-
турно эквивалентная ей вершина 

9 4
,i iv V∈  по-

меченная в сети 
4

*
iS  объектом проблемной сре-

ды 
5 5
( ),i io X  для которого выполняется условие 

7
51
.i

iiX X⊆
2. Для каждого ребра 

10 1

И,i ie E∈  помеченного 
в сети 

1

И
iS  нечетким значением 

6 6

** Н В< , , >i ir T r rδ
δ δ=  

отношения 
6

,ir R∈  имеется структурно экви-
валентное ему ребро 

11 4i ie E∈  в сети 
4

* ,iS  по-
меченное количественной оценкой 

6

*
ir  этого 

отношения, для которой выполняется условие 

6

* Н В( , ).ir r rδ δ∈

Если же в сравниваемых между собой се-
мантических сетях 

1

И
iS  и 

4

*
iS  для одной из 

пар структурно эквивалентных ребер условие 

6

* Н В( , )ir r rδ δ∈  не выполняется, то принимается 
решение о том, что между ними имеется раз-
личие по значениям соответствующего им от-
ношения.

Определение 2. Активная нечеткая семан-
тическая сеть 

1

И
iS  является нечетко равной 

семантической сети 
4

* ,iS  если они являются 
структурно эквивалентными и для них выпол-
няются пп. 1, 2 определения 1.

Таким образом, требуется разработать ког-
нитивные инструменты, позволяющие орга-
низовать самообучение АИМС в априори не-
описанных нестабильных условиях поведения 
путем имитации отработки пробных действий, 
используя заданную модель текущей ситуации 
проблемной среды в виде пассивной нечет-
кой семантической сети. Данные инструмен-
ты должны обеспечивать АИМС возможность 
автоматического формирования УПЦД в про-
цессе самообучения в динамической проблем-
ной среде. Динамическая проблемная сре-
да отличается от статической среды тем, что 
в ней в результате устойчиво повторяющихся 
событий могут происходить независимые от 
АИМС изменения, сопровождающиеся появ-
лением в ней различных условных 

2i
a A∈  и 

безусловных 
3i

c C∈  сигналов.

Синтез алгоритма самообучения АИМС 
с активно-пассивной логикой поведения

В общем случае целесообразное поведение 
АИМС в априори неописанных условиях про-
блемной среды, организованное на основе ког-
нитивных инструментов наглядно-действен-
ного мышления, включает следующие три со-
ставляющие:

а) самообучение, которое сводится к изуче-
нию закономерностей целенаправленного пре-
образования различных ситуаций проблемной 
среды. В процессе самообучения АИМС фор-
мирует УПЦД, в которых учитываются про-
исходящие в проблемной среде изменения и 
запоминаются в виде условных сигналов. Раз-
личные сигналы проблемной среды 

2i
a A∈  

в процессе самообучения приобретают роль 
условных или пусковых сигналов, побуждаю-
щих АИМС к отработке последовательности 
действий, закрепленной в УПЦД, если они 
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являются предвестниками появления в про-
блемной среде заданного на текущий момент 
времени безусловного сигнала 

3
;ic C∈

б) условно рефлекторное поведение, реали-
зуемое путем отработки в текущих условиях 
функционирования действий УПЦД для до-
стижения соответствующих им безусловных 
сигналов при восприятии в проблемной среде 
закрепленных в них условных сигналов;

в) выполнение безусловных реакций после 
появления в проблемной среде соответствую-
щих им безусловных сигналов.

Условные сигналы 
2

,ia A∈  закрепляемые 
в процессе самообучения в УПЦД, опреде-
ляются в виде активных нечетких семанти-
ческих сетей, соответствующих подситуаци-
ям 

1

И
iS  и 

1

Р.iS  Такое представление условных 
и безусловных сигналов проблемной среды 
позволяет АИМС переносить накопленный 
опыт поведения в новые, априори не описан-
ные условия функционирования, аналогич-
ные ранее изученным в процессе самообуче-
ния условиям. Для этого необходимо и доста-
точно, чтобы:

— все слоты в активных нечетких семан-
тических сетях 

1

И,iS  определяющих условные 
сигналы 

2
,ia A∈  могли быть помечены объек-

тами, находящимися в новых условиях функ-
ционирования АИМС;

— количественные оценки отношений меж-
ду данными объектами в проблемной среде 
попадали в интервалы численных значений 
термов, которыми определяются одноименные 
с ними ребра в сетях 

1

И.iS
В общем случае процесс самообучения 

АИМС с активно-пассивной логикой поведе-
ния в нестабильной проблемной среде состоит 
из пассивной и активной фаз и может быть ор-
ганизован следующими способами.

1. Если в динамической проблемной сре-
де самопроизвольные изменения происходят 
часто, например, в течение заданного проме-
жутка времени T, то АИМС использует алго-
ритм самообучения с нестрогим чередованием 
пассивных и активных шагов целесообразного 
поведения. На первом шаге пассивной фазы 
этого алгоритма интеллектуальная система 
после наблюдения каждого нового изменения, 
происходящего в проблемной среде, осущест-
вляет имитацию отработки пробных действий 
в целях формирования первого элементарного 
акта поведения 

1 1 3

И & .i i iS b c→  Когда интел-
лектуальной системе в течение заданного про-

межутка времени T в пассивной фазе удается 
сформировать данный элементарный акт по-
ведения, она переходит на следующий пассив-
ный шаг самообучения, подцелью которого 
является появление в проблемной среде услов-
ного сигнала 

2
,ia A∈  определяемого нечеткой 

семантической сетью 
1

И.iS
Если же в течение заданного промежутка 

времени T не будет закреплен в формируемой 
УПЦД новый элементарный акт поведения, 
то по истечении этого промежутка времени 
АИМС переходит к активной фазе самообу-
чения. В этой фазе интеллектуальная система 
путем имитации пробных действий, используя 
формальное описание текущей ситуации про-
блемной среды в виде нечеткой семантической 
сети 

4

* ,iS  формирует условную программу це-
лесообразной деятельности, связанную с до-
стижением последнего закрепленного в пас-
сивной фазе условного сигнала.

2. В случае, когда самопроизвольные из-
менения в проблемной среде происходят не 
часто, самообучение АИМС с активно-пас-
сивной логикой поведения осуществляется на 
основе алгоритма со строгим чередованием 
активных и пассивных шагов целесообразной 
деятельности.

Приведем в качестве примера структуриро-
ванное описание алгоритма самообучения с не-
строгим чередованием активных и пассивных 
шагов самообучения АИМС в динамической 
проблемной среде с быстрой самопроизвольной 
сменой условий функционирования. В струк-
турированном виде данный алгоритм самообу-
чения можно представить следующим образом.

Исходные данные: заданный безусловный 
сигнал 

3
;ic  формальное описание текущей 

ситуации проблемной среды в виде пассив-
ной нечеткой семантической сети 

4

* ;iS  модель 
представления знаний, определяющая условия 

1

И
iS  успешной отработки пробных действий 

1i
b B∈  и результатов 

1

Р
iS  их выполнения в про-

блемной среде.
Промежуточные переменные: восприни-

маемые в проблемной среде условные 
2

,ia A∈  
и безусловные 

3i
c C∈  сигналы; выявляемые 

в процессе самообучения элементарные акты 
поведения 1 1 1

2 1 2

1&j j j
i i ia b a +→  и 1 1

32 1
& ,j j

ii ia b c→  

где 1
12

И
1( ),j

iia S j=  1
12

1 P
1( 1),j

iia S j+ = +  
3 4

Ц.i ic S=
Выходные переменные: формируемая услов-

ная программа целесообразной деятельности 
в виде следующей простой цепи:
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1 1 1 1

1 1

1
1 1 4

И 1 P 2

P 3

P Ц
1

(1) & (1) &

(2) & ...

( ) & ... ,

i i i i

i i

j
i i i

S b S b

S b

S j b S

→ →

→ → →

→ → →

где j1 — индекс, соответствующий номеру по-
следнего шага самообучения АИМС.

Начало.
1. Принять на первом шаге самообучения 

j2 = 1.
2. Установить в качестве подцели на теку-

щем шаге самообучения появление в проблем-
ной среде сигнала, определяемого активной 
нечеткой семантической сетью 

4

T
iS  (на первом 

шаге самообучения 
4 84

ЦT
i iS S= ), где 

4

Ц
iS  — ак-

тивная нечеткая семантическая сеть, опреде-
ляющая формальное описание заданного без-
условного сигнала 

3
.ic

3. Сформировать формальное описание те-
кущей ситуации проблемной среды в виде пас-
сивной нечеткой семантической сети 

4

* .iS  По-
строить нечеткую семантическую сеть 

4

*Ц,iS  
определяющую целевую ситуацию проблем-
ной среды, привязанную к текущим услови-
ям функционирования. Для этого выполнить 
в семантической сети 

4

*
iS  замену:

— слотов объектами, находящимися в про-
блемной среде;

— значений ее отношений на биективно со-
ответствующие им значения отношений в не-
четкой семантической сети 

4

Ц.iS
4. Проверить условие "все вершины в сети 

4

*Ц
iS  помечены объектами проблемной среды": 

если условие выполняется, то перейти к п. 5; 
в противном случае перейти к п. 26.

5. Приступить к самообучению в пассивной 
фазе изучения закономерностей преобразова-
ния текущей ситуации проблемной среды, про-
водя наблюдение за изменениями, происходя-
щими в текущих условиях функционирования.

6. Проверить условие "в текущей ситуации 
проблемной среды, определяемой пассивной 
нечеткой семантической сетью 

4

* ,iS  в течение 
промежутка времени T произошли самопроиз-
вольные изменения": если условие выполняет-
ся, то перейти к п. 8; в противном случае пере-
йти к п. 7.

7. Приостановить процесс изучения законо-
мерностей проблемной среды пассивным об-
разом, перейти к п. 16.

8. Зафиксировать изменения, произошедшие 
в проблемной среде, и внести их в формальное 
описание текущих условий функционирова-

ния 
4

* ,iS  получив, таким образом, формальное 
описание полученной ситуации проблемной 
среды в виде семантической сети 

4

**.iS
9. Проверить условие "нечеткая семанти-

ческая сеть 
4

T
iS  является нечетко вложенной 

в семантическую сеть 
4

**
iS ": если условие вы-

полняется, то перейти к п.10; в противном слу-
чае перейти к п. 12.

10. Проверить условие "подцель текущего 
шага самообучения определяется заданным 
безусловным сигналом 

3i
c ": если условие вы-

полняется, то перейти к п.11; в противном слу-
чае перейти к п. 12.

11. Отработать безусловные реакции, соот-
ветствующие сигналу 

3
.ic  Проверить условие 

"в изменившихся условиях проблемной среды 
требуется повторное достижение заданной цели 
поведения": если условие выполняется, перейти 
к п. 2, в противном случае перейти к п. 27.

12. Отработать действия, закрепленные 
в формируемой условной программе целесоо-
бразного поведения, и безусловные реакции, 
соответствующие заданному безусловному 
сигналу 

3
.ic

Проверить условие "в изменившихся усло-
виях проблемной среды требуется повторное 
достижение заданной цели поведения": если 
условие выполняется, то в качестве подцели 
поведения 

4

T
iS  на следующем j2 = j2 + 1 шаге 

самообучения принять последний закреплен-
ный в формируемой условной программе це-
лесообразного поведения условный сигнал 

1

И
2( ),iS j  перейти к п. 13; в противном случае 

перейти к п. 27.
13. Проверить условие "заданное множество 

действий B включает действие 1

1
,j

ib  у которого 
"входная" подситуация 

1

И
1( )iS j  является нечет-

ко вложенной в описание текущей ситуации 
проблемной среды 

4

**,iS  а "выходная" подси-
туация 

1

P
1( )iS j  этого действия является либо 

нечетко вложенной, либо нечетко равной за-
данной на текущем шаге самообучения подце-
ли поведения 

4

T
iS ": если условие выполняется, 

то перейти к п. 14; в противном случае, если 
такое действие отсутствует во множестве дей-
ствий B, то перейти к п. 6.

14. Принять в качестве подцели поведения 

4

T
iS  на следующем j1 = j1 + 1 шаге самообуче-

ния условный сигнал 
1

И
1( ).iS j

15. Сохранить в формируемой условной про-
грамме целесообразного поведения элементар-
ный акт поведения 1

1 11

И Р
1 1( ) & ( );j

i iiS j b S j→  при-
нять j1 = j1 + 1, перейти к п. 5.
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16. Приступить к самообучению в активной 
фазе целесообразного поведения, связанному 
с выявлением закономерностей преобразования 
текущей ситуации проблемной среды 

4

**
iS  в це-

лях появления в ней заданного сигнала 
4

Т.iS
17. Определить на текущем j1-м шаге самоо-

бучения случайным образом пробное действие 
1

1

j
ib  согласно равномерному закону распреде-

ления вероятностей его выбора во множестве 
действий B.

18. Проверить условие "вход 
1

И
1( )iS j  дей-

ствия 1

1

j
ib  является нечетко вложенным в не-

четкую семантическую сеть 
4

**
iS ": если условие 

выполняется, то перейти к п. 20; в противном 
случае исключить действие 1

1

j
ib  из числа ре-

зультативных действий на текущем шаге само-
обучения, перейти к п. 19.

19. Проверить условие " j1 = n1": если условие 
выполняется, то перейти к п. 5; в противном 
случае принять j1 = j1 + 1, перейти к п. 17.

20. Выполнить замену значений отношений 
в нечеткой семантической сети 

4

**
iS  на значе-

ния биективно соответствующих им однои-
менных отношений в "выходе" 

1

Р
1( )iS j  пробно-

го действия 1

1
.j

ib  Таким образом сформировать 
нечеткую семантическую сеть 

4

*Р.iS
21. Проверить условие "семантическая сеть 

4

Т
iS  является нечетко вложенной в семантиче-

скую сеть 
4

*Р
iS ": если условие выполняется, то 

перейти к п. 22; в противном случае перейти 
к п. 23.

22. Закрепить в формируемой условной про-
грамме целесообразной деятельности элемен-
тарный акт поведения 1

1 11

И Р
1 1( ) & ( ).j

i iiS j b S j→  
Принять в качестве текущей подцели поведе-
ния 

8

T
iS  условный сигнал 

1

И
1( );iS j  j1 = j1 + 1, 

перейти к п. 5.
23. Определить все различия между се-

мантическими сетями в следующих парах: 

4 4

** *Ц< , >i iS S  и 
4 4

*Р *Ц< , >.i iS S

24. Проверить условие "число различий меж-
ду семантическими сетями 

4

**
iS  и 

4

*Ц
iS  больше 

числа различий между сетями 
4

*P
iS  и 

4

*Ц
iS ": если 

условие выполняется, то перейти к п. 25; в про-
тивном случае исключить действие 1

1

j
ib  из числа 

результативных действий на текущем шаге са-
мообучения, перейти к п. 17.

25. Закрепить в формируемой условной про-
грамме целесообразной деятельности элемен-
тарный акт поведения 1

1 11

И P
1 1( ) & ( ).j

i iiS j b S j→  
Принять в качестве текущей подцели поведения 

4

T
iS  условный сигнал 

1

И
1( ),iS j  перейти к п. 5.

26. Достигнуть цели в текущих условиях 
проблемной среды не представляется возмож-
ным, так как в ней отсутствуют необходимые 
для этого объекты.

27. Конец.
Необходимо отметить, что в приведенном 

алгоритме самообучения промежуток времени 
T пассивного наблюдения АИМС за самопро-
извольными изменениями, происходящими 
в текущих условиях функционирования, мо-
жет определяться, например, исходя из средне-
го суммарного времени отработки всех допу-
стимых пробных действий в текущих условиях 
проблемной среды.

Введем понятие функциональной слож-
ности β алгоритма самообучения АИМС, под 
которой следует понимать число элементар-
ных сравнений между собой пометок различ-
ных семантических сетей в процессе выработ-
ки УПЦД. В этом случае для рассмотренного 
выше алгоритма самообучения с активно-пас-
сивной логикой поведения можно доказать 
следующее утверждение.

Утверждение. Функциональная сложность 
β алгоритма самообучения с активно-пассив-
ной логикой с нестрогим чередованием пас-
сивных и активных шагов целесообразного по-
ведения имеет следующие граничные оценки:

 2 2
7 8 9 1 7 8 94( ) 4 ( ) ,n n n n n n n+ β +m m

где n7, n8 — число шагов самообучения, выпол-
ненных АИМС, соответственно, в пассивной 
и активной фазах целесообразного поведения; 
n9 — число вершин в семантической сети 

4

*
iS ,

имеющей максимальную размерность среди 
всех сравниваемых между собой в процессе 
самообучения нечетких семантических сетей; 
n1 — число отрабатываемых АИМС разнооб-
разных действий или мощность множества B.

Доказательство. 1. Алгоритм самообучения 
с активно-пассивной логикой поведения вклю-
чает две фазы: пассивную (пп. 5—15) и активную 
(пп. 16—25) фазы целесообразного поведения.

2. В процессе самообучения сравнивают-
ся между собой семантические сети, которые 
представляют собой помеченные графы. Сле-
довательно, число элементарных операций 
сравнения между собой пометок вершин и ре-
бер различных нечетких семантических сетей 
имеет сложность порядка 2

9( ).O n
3. На каждом шаге пассивной фазы само-

обучения согласно п. 11 алгоритма самообуче-
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ния с активно-пассивной логикой поведения, 
в лучшем случае, результативное действие 1

1

j
ib  

может быть выбрано первым, в худшем слу-
чае — последним. Следовательно, в первом 
случае АИМС на каждом шаге пассивного 
самообучения выбирает и имитирует отра-
ботку одного пробного действия, а во втором 
случае — n1 пробных действий. При этом на 
каждом шаге пассивной фазы самообучения 
согласно пп. 9, 10, 13 выполняется по 4 срав-
нения между собой различных семантических 
сетей. Следовательно, согласно п. 2 проводи-
мого доказательства нижняя граничная оцен-
ка функциональной сложности β алгоритма 
самообучения в пассивной фазе будет опреде-
ляться величиной, равной 2

7 94 ,n n  а верхняя — 
величиной, равной 2

1 7 94 .n n n
4. Для активной фазы граничные оценки 

функциональной сложности алгоритма само-
обучения с активно-пассивной логикой пове-
дения определяются исходя из следующих со-
ображений.

Согласно пп. 17—19 алгоритма самообуче-
ния с активно-пассивной логикой поведения 
вполне вероятно, что в лучшем случае на каж-
дом j1 активном шаге самообучения АИМС 
результативное действие 1

1

j
ib  случайным обра-

зом может быть выбрано первым, а в худшем 
случае — последним. Следовательно, в первом 
случае АИМС на каждом шаге активного са-
мообучения выбирает и имитирует отработку 
одного пробного действия, а во втором слу-
чае — n1 пробных действий.

На каждом шаге активной фазы самообуче-
ния (см. пп. 18, 21, 23) проводится 4 сравнения 
между собой различных семантических сетей. 
Следовательно, согласно п. 2 проводимого до-
казательства нижнее граничное значение оцен-
ки сложности β в активной фазе самообучения 
может быть не менее величины, равной 2

8 94 ,n n  
а верхнее — не более величины, равной 2

1 8 94 .n n n
Из пп.1—4 проведенного доказательства 

с очевидностью следует справедливость сфор-
мулированного утверждения: функциональ-
ная сложность β алгоритма самообучения 
с активно-пассивной логикой с нестрогим 
чередованием пассивных и активных шагов 
целесообразного поведения имеет граничные 
оценки 2 2

7 8 9 1 7 8 94( ) 4 ( ) .n n n n n n n+ β +m m
Таким образом, предложенный алгоритм 

самообучения имеет полиномиальную функ-
циональную сложность, что обеспечивает воз-
можность его эффективной реализации на 

бортовой ЭВМ интеллектуального решателя 
задач АИМС.

Пример. Поясним инструменты выбора и 
имитации АИМС результативных действий 
в процессе самообучения на примере пассив-
ной фазы целесообразного поведения. Пусть 
АИМС в нестабильных условиях функцио-
нирования для достижения текущей подцели 
поведения требуется перенести объект o1(X1) и 
поставить его на другой объект o2(X2) в ситуа-
ции проблемной среды, показанной на рис. 1. 
В приведенной на рис. 1 исходной ситуации 
проблемной среды в зоне разрешающей спо-
собности технического зрения АИМС за пре-
делами рабочей зоны ее манипулятора, равной 
1 м, расположены три объекта o1(X1), o2(X2) и 
o3(X3). При этом объект o3(X3) является под-
вижным и в текущий момент времени загора-
живает проход АИМС к объекту o1(X1).

Таким образом, для решения сформулиро-
ванной выше задачи АИМС требуется выпол-
нить преобразование текущей ситуации про-
блемной среды (рис. 1) в целевую ситуацию, 
приведенную на рис. 2.

Рис. 1. Семантическая сеть 
4

* ,iS  соответствующая исходной 

ситуации проблемной среды ∈
4

*
iS S

Fig. 1. Semantic network 
4

*
iS  corresponding to the initial situation 

of the problem environment ∈
4

*
iS S

Рис. 2. Семантическая сеть 
4

* ,iS  определяющая заданную 
АИМС целевую ситуацию проблемной среды
Fig. 2. Semantic network 

4

*
iS  that defines the target



364 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 23, № 7, 2022

Допустим, что в общем случае в процессе 
самообучения на основе алгоритма с активно-
пассивной логикой поведения АИМС может 
отрабатывать следующие действия.

1.  И Р
1 1 1< , , >S b S  — подойти к объекту 

5 5
( ) ,i io X O∈  где И

1S  — подситуация, представ-
ленная в виде активной нечеткой семантиче-
ской сети, определяющей условия, которые 
должны выполняться в проблемной среде для 
результативной отработки АИМС действия 
b1. В данной подситуации между объектом 

5 5
( ) ,i io X O∈  находящимся в проблемной среде, 

и АИМС выполняется следующее отношение: 

6 6 6 6

2 Н В< , , >.i i i ir T r r=
Здесь 

6i
r  — расстояние между АИМС и объ-

ектом проблемной среды; 
6

2
iT  — терм <близко> 

лингвистической переменной "Расстояние 
между АИМС и объектом проблемной среды", 
определяющий расстояния соответствующие 
разрешающей способности технического зре-
ния интеллектуальной системы; 

6

Н
ir и 

6

В
ir  — со-

ответственно нижняя и верхняя граничные 
оценки интервала численных значений терма 

6

2;iT  Р
1S  — подситуация проблемной среды, 

в которую преобразуется подситуация И
1S  

в результате отработки АИМС действия b1. 
В подситуации Р

1S  допустимые расстояния 
между АИМС и объектом 

5 5
( )i io X O∈  опреде-

ляются термом 
6

1
iT  "рядом", которые соответ-

ствуют рабочей зоне манипулятора интеллек-
туальной системы.

2. И Р
2 2 2< , , >S b S  — захватить и перенести 

объект 
5 5

1 1( )i io X O∈  к объекту 
5 5

2 2( ) ,i io X O∈  где 
И
2S  — подситуация, согласно которой находя-

щийся в проблемной среде объект o1(X1) должен 
располагаться "рядом" с АИМС и удовлетворять 
условию 

5

1
1;iX X⊆  Р

2S  — подситуация, в кото-
рой объект o1(X1) находится в рабочем органе 
манипулятора АИМС, а объект o2(X2) распо-
ложен "рядом" с интеллектуальной системой и 
удовлетворяет условию 

5

2
2.iX X⊆

3.   И Р
3 3 3, ,S b S< >  — подойти к объекту 

5 5
( )i io X O∈  и обойти его, где И

3S  — подситуа-
ция, в которой объект 

5 5
( )i io X O∈  расположен 

"близко" и находится на пути целенаправлен-
ного движения АИМС; Р

3S  — подситуация, 
соответствующая условию, когда АИМС обо-
шла объект 

5 5
( ) ,i io X O∈  и он больше не пре-

пятствует ее движению вперед.
4. И Р

4 4 4< , , >S b S  — поставить объект 
5 5

1 1( )i io X O∈  
на объект 

5 5

2 2( ) ,i io X O∈  где И
4S  — подситуация 

проблемной среды, в которой объект 
5 5

1 1( )i io X  
находится в рабочем органе манипулятора 

АИМС, а объект 
5 5

2 2( )i io X  расположен "рядом" 
с ней; Р

4S  — подситуация, в которой АИМС, 
а также объекты 

5 5

1 1( )i io X  и 
5 5

2 2( )i io X  находятся 

"рядом", а объект 
5 5

1 1( )i io X  расположен на объ-
екте 

5 5

2 2( ).i io X
5. И Р

5 5 5< , , >S b S  — снять объект 
5 5

1 1( )i io X O∈  
с объекта 

5 5

2 2( ) ,i io X O∈  где И
5S  — подситуация 

проблемной среды, в которой АИМС, а так-
же объекты 

5 5

1 1( )i io X  и 
5 5

2 2( )i io X  находятся "ря-
дом", и объект 

5 5

1 1( )i io X  расположен на объекте 

5 5

2 2( );i io X  Р
5S  — подситуация, в которой АИМС, 

а также объекты 
5 5

1 1( )i io X  и 
5 5

2 2( )i io X  расположе-
ны "рядом", и объект 

5 5

1 1( )i io X  находится в ра-
бочем органе манипулятора интеллектуальной 
системы.

6.   И Р
6 6 6< , , >S b S  — отойти от объекта 

5 5
( ) ,i io X O∈  где И

6S  — подситуация проблем-
ной среды, в которой АИМС и объект 

5 5
( )i io X  

расположены "рядом"; Р
6S  — подситуация, 

в которой АИМС и объект 
5 5
( )i io X  находятся 

на расстоянии "близко" друг от друга.
В рассмотренных выше условиях проблем-

ной среды в формируемой условной программе 
целесообразного поведения на первом шаге са-
мообучения запоминается следующий элемен-
тарный акт поведения: И Р

1 1 1& .S b S→  Это об-
условлено тем, что только активная нечеткая 
семантическая сеть И

1S  в исходной ситуации 
проблемной среды является нечетко вложен-
ной в сеть 

4

* ,iS  а число различий между сетями 

1

И
iS  и 

4

**
iS  превышает число различий между 

сетями 
1

P
iS  и 

4

**.iS  Справедливость данного
утверждения с очевидностью следует из того, 
что после отработки действия b1 АИМС ока-
жется " рядом" с объектом o1(X1) (рис. 2).

Резюмируя вышеизложенное, отметим, что 
предложенные инструментальные средства на-
глядно-действенного мышления позволяют 
организовать интеллектуальный решатель за-
дач АИМС, наделяющий интеллектуальные 
системы способностью к самообучению и це-
лесообразному поведению в априори неопи-
санных проблемных средах с высоким уровнем 
неопределенности.

Заключение

1. Формализация мыслительных актов реф-
лекторного поведения высокоразвитых живых 
систем и организованный на этой основе зна-
ко-сигнальный принцип управления целесоо-
бразным поведением технических систем яв-
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ляются одним из перспективных направлений 
создания АИМС различного назначения, спо-
собных эффективным образом действовать и 
решать поставленные перед ними задачи в не-
стабильных, априори неописанных условиях 
функционирования.

2. Предложенные когнитивные инструменты 
наглядно-действенного мышления позволяют 
организовать различные виды целесообразной 
деятельности АИМС в априори неописанных 
условиях проблемной среды. Построенные на 
их основе алгоритмы самообучения обладают 
полиномиальной сложностью, что обеспечи-
вает возможность их эффективной реализации 
в бортовом интеллектуальном решателе задач 
различных по назначению и функциональным 
возможностям АИМС.

3. Разработанный алгоритм самообучения 
обеспечивает возможность АИМС опреде-
лять связь между различными происходящими 
в проблемной среде изменениями и отрабаты-
ваемыми действиями, а также изучать на этой 
основе закономерности преобразования различ-
ных ситуаций сложных, априори неописанных, 
нестабильных условий функционирования.

4. Использование нечетких семантических 
сетей для описания безотносительно к кон-
кретной предметной области условных и без-
условных сигналов позволяет АИМС накапли-
вать опыт поведения в различных условиях 
функционирования, а затем переносить его 
в новые априори неописанные условия про-
блемной среды, аналогичные ранее исследо-
ванным условиям функционирования.
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Abstract

The article deals with topical problems of artificial intelligence related to the development of cognitive tools for visual-
effective thinking of autonomous intelligent mobile systems, which provide them with the possibility of organizing expedient 
behavior in a priori undescribed problematic environments. A self-learning algorithm with an active-passive logic of behav-
ior has been developed that allows intelligent systems to automatically generate conditional programs of expedient behavior 
that reflect the patterns of transformation of various situations of an a priori undescribed, unstable problem environment. A 
characteristic feature of the proposed self-learning algorithm is the imitation of testing trial actions in the current operating 
conditions, which gives the intelligent system the ability to study the patterns of the problem environment without changing 
the current operating conditions during the self-learning process, which may not be related to the specified goal of expedient 
behavior. For a formal description of the current situations of the problem environment, as well as conditional signals fixed 
in the generated conditional programs of expedient behavior, it is proposed to use fuzzy semantic networks. This allows 
autonomous intelligent mobile systems to accumulate experience of expedient behavior regardless of a specific subject area 
and transfer it to new conditions of an a priori undescribed problem environment, similar to the previously studied operating 
conditions. Boundary estimates of the complexity of self-learning algorithms are found that have a polynomial dependence 
on the number of vertices of fuzzy semantic networks compared with each other in the process of self-learning and the power 
of the set of trial actions worked out by the intelligent system, represented in its memory in the form of frame-like fuzzy 
specified structures. A simulation of the expedient behavior of autonomous intelligent systems was carried out, organized 
on the basis of the proposed self-learning algorithm, which showed its efficiency and effectiveness in adapting intelligent 
systems to a priori undescribed, unstable problem environments. The practical significance of the results obtained lies in 
the effectiveness of their use for the development of problem solvers for autonomous intelligent mobile systems for various 
purposes, which provide the ability to perform complex tasks in a priori undescribed real problem environments.

Keywords: apriori undescribed problem environment, autonomous intelligent system, fuzzy semantic network, self-
learning algorithms, conditional program of expedient behavior.
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Managing the Handling-Comfort Trade-Off
of a Quarter Car Suspension System using Active

Disturbance Rejection Control and Vyshnegradsky Equation

УДК 621.396.988.6:629.19 DOI: 10.17587/mau.23.367-375

М. Алхелу, аспирант, muhammed.alhelou@gmail.com, Я. Вассуф, аспирант, vassufya@student.bmstu.ru,
В. В. Серебренный, канд. техн. наук, проф., vsereb@bmstu.ru,

А. И. Гаврилов, канд. техн. наук, доц., alexgavrilov@mail.ru,
Е. С. Лобусов, канд. техн. наук, доц., evgeny.lobusov@yandex.ru

МГТУ им. Н. Э. Баумана, Москва

Управление компромиссом между управляемостью и комфортом 
системы подвески типа "четверть автомобиля" с использованием 

активного управления подавлением помех и уравнения Вышнеградского

Рассматривается проблема конфликта управляемости и комфорта в модели типа "четверть автомобиля", ис-
пользующей систему активного управления подавлением помех (АУПП). Параметры системы АУПП настраиваются 
с использованием уравнений Вышнеградского, которые определяют критерии устойчивости системы третьего по-
рядка. Для этого с использованием генетического алгоритма сформулирована процедура многоцелевой оптимизации 
для выбора коэффициентов наблюдателя системы АУПП. Проверяется реакция подвески на прогиб и ускорение под-
рессоренной массы при случайной дорожной помехе. Результаты моделирования показывают, что компромисс между 
управляемостью и комфортом может быть достигнут путем введения ускорения подрессоренной массы в контур 
обратной связи системы АУПП. Использование этого подхода позволяет повысить уровень комфорта до 50 % при 
ухудшении управляемости всего на 10 %.

Ключевые слова: диаграмма Вышнеградского, nsga-ii, многоцелевая оптимизация, комфорт, управляемость

Abstract

In this paper, we tackle the handling-comfort conflicting problem of a quarter-car system using Active Disturbance Rejection 
Control (ADRC). ADRC parameters are tuned using Vyshnegradsky equations which determine the stability criteria of a third order 
system. To do this, a multi-objective optimization procedure for selection of ADRC observer coefficients is formulated using a genetic 
algorithm. Suspension deflection and sprung mass acceleration responses are tested to a random road disturbance input. Simulation 
results show that the compromised solution between handling and comfort can be achieved by introducing the sprung mass acceleration 
into the feedback loop of ADRC. Using this approach allows for improving the issue of comfort up to 50 percent with just 10 percent 
worse performance of the issue of handling.

Keywords: Vyshnegradsky chart, NSGA-II, multi-objective optimization, comfort, handling
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Introduction

The car suspension system refers to a set of me-
chanical components that connect the wheels to the 
frame or the body. The suspension transfers to the 
supporting frame the forces and moments arising 
from the interaction of the wheels with the road. It 
provides the required character of the movement of 
the wheels relative to the frame, as well as the neces-
sary smoothness. Suspension systems can be classi-
fied into three main categories: passive, semi-active 
and active. Passive suspensions include mainly the 
springs and shock absorbers. Semi-active depends 
on the changing of the shock absorber geometry so 
it could change its damping efficiency according 
to driving conditions. Semi-active damper could be 
seen as orifice-based damper or Magnetorheologi-
cal fluid-based damper. Active suspension includes 
additional damping parts (new damping geometry). 
It could be seen as slow active or full active.

Problem statement

When the car moves along a disturbed road with 
wheel resonances, significant vertical reactions to 
the road disturbances could appear. This makes the 
car bounce up and down and makes the ride un-
comfortable and arises what is so-called a ride com-
fort problem. When the wheel encounters a bump or 
pothole it experiences a larger reaction force, some-
times large enough to make the tire lose contact 
with the road surface, which means losing the road 
holding and arises what is so-called a road-holding 
problem. When the wheels of the car poorly come 
into contact with the road surface or in the opposite 
condition, tightly contacted to it, the car control 
becomes difficult. Here arises the problem of han-
dling, which is considered a situation in between 
the two problems of ride-comfort and road-holding. 
The three mentioned problems conflict with each 
other. Vehicle suspension control should be a com-
promise between these conflicting objectives.

Related works

Several works [1—8] claimed that automotive 
suspension designs are usually compromise be-
tween road handling and passenger comfort. Sus-
pension system must provide good quality control 
of the car (handling problem), and isolate passenger 
as far as possible from road disturbances (comfort 
problem). Good handling requires stiff suspension 
and good comfort requires soft suspension. Tradi-

tionally, many approaches to suspension designs are 
proposed to manage the trade-off between comfort 
and handling problems. One of these approaches [9] 
is the optimization of the passive suspension sys-
tem coefficients using a genetic algorithm. How-
ever, physical limitations prevent passive suspension 
from achieving the best performances for both tar-
gets. Other approaches [10—12, 23—26, 28—30, 33] 
used active suspension system to enhance the opti-
mization process while others used the semi-active 
suspension system [27, 31—32]. However, not many 
Active Disturbance Rejection Control (ADRC) ap-
proaches are proposed over years to manage the 
conflicting problem between handling and comfort.

Some works [13—15] proposed ADRC to stabilize 
the vehicle body attitude using a decoupling strategy. 
Many researches [16, 17] used ADRC to enhance the 
performance of only the ride comfort, while others 
[3, 18] used ADRC parameters optimization to pro-
vide a good efficiency of the system design.

Known stability criteria (Hurwitz, Routh) look 
for sufficient coefficients that make the system dy-
namic stable but do not give a direct indication to 
the transient process quality. Whereas, Vyshnegrad-
sky chart allows the monitoring of the two features 
at the same time. It allows the selection of an area 
in which the coefficients may vary and shows how 
the quality of the transient process may change. In 
addition, the work on the Vyshnegradsky chart al-
lows for easier tuning of a third order system coef-
ficients while maintaining its stability. As a result, 
changing coefficients using a genetic algorithms be-
comes easier and more visible.

Contributions

In this paper, we propose a new approach to man-
age the contradiction between the problem of han-
dling and the problem of comfort in a slow active 
suspension. The new approach is based on the off-
line optimization of the parameters of an ADRC. To 
do this, observer coefficients of a second order linear 
ADRC are determined using the NSGA-II multi-
objective genetic algorithm [19] based on system 
performance monitoring on a Vyshingraddsky chart. 
The ability to manage the handling-comfort contra-
diction is tested by changing the observer coefficients 
within a wide space of the Vyshnegradsky chart.

Quarter-car slow active suspension system

The suspension system, shown in Fig. 1, repre-
sents the vehicle system at each wheel. It consists of 
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a spring with stiffness ks, a damper with damping 
coefficient bs and a hydraulic actuator with acting 
force Fa.

The coefficient kt represents tire stiffness and bt 
represents tire damping. The effective vehicle body 
mass is shown by Ms (sprung mass), and Mu (un-
sprung mass) represents the effective equivalent 
mass to the wheel and axle. States xu, xs represent 
the vertical displacements from the static equilib-
rium for Mu and Ms respectively. The road profile is 
represented by xr. The suspension travel 
xs—xu is measured and compared to the 
set point (r = 0). The required actua-
tor force is determined by the control-
ler to eliminate the error, and thus, to 
reduce the vehicle oscillations. The ac-
tuator can provide a maximum force of 
1500 N.

Table 1 shows the values of the slow 
active suspension system parameters [16].

The vibration model of the sprung 
and unsprung masses can be expressed 
in the following dynamic equations:
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In this paper, the ADRC is proposed to replace the 
control part in Fig. 1. The sensors used in this con-
figuration are: a potentiometer sensor that measures 
the suspension deflection xs—xu and an accelerometer 
that measures the sprung mass acceleration sx��

Conventional second order linear active 
disturbance rejection controller

The ADRC is a data-driven technique intended 
to transcend the complexity of traditional meth-
ods, like proportional-integral-derivative (PID). 
This technique is inherited from PID, and can 
be considered as a robust control approach, as it 
represents all the unknown dynamics that are not 
included in the mathematical model of the con-
trolled system, and compensates for the mode-
ling uncertainties and external perturbations in 
real time [20]. In general, ADRC is classified into 
linear and nonlinear depending on the linearity 
or nonlinearity of its components (mainly the ob-
server and the controller). The linear ADRC is a 
process that aims to reject the unknown internal 
dynamics of a plant and the external disturbances 
in real time. It depends on forcing the controlled 
plant to behave as an n-order integrator system 
which is easily controlled by a PD controller, even 
if the plant is nonlinear and time-variant. The 
conventional observer used in a linear ADRC is 
the Luenberger observer. The order of the linear 
ADRC depends on the number of integrations (n) 
that the ADRC forces the system to act as (e.g.
n = 2 means second order ADRC).

Fig. 2 shows the contents of a linear ADRC 
structure. It consists of two main loops: the con-

Fig. 1. Quarter-car slow active suspension system

Table 1

Approximated values
of the quarter-car slow active system parameters

Parameter Unit Value Parameter Unit Value

Ms kg 300 kt N/m 180 000

Mu kg 50 bs Ns/m 1200

ks N/m 18 000 bt Ns/m 0

Fig. 2. Contents of a linear ADRC structure
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trol loop and the estimation loop. It contains three 
main blocks: the controller, the estimator (Extended 
State Observer (ESO)) and a disturbance rejection 
scheme. In Fig. 2, u0 is the pre-control signal, u is 
the final control signal, d is an input disturbance, 
nw is the output sensor noise, R is the reference sig-
nal, �f  is the estimated general system disturbance, 
yw is the noised output, �a  is an estimation value of 
the system gain, and � �,y y�  are the estimated output 
and its velocity respectively.

Extended State Observer

The idea behind the ESO is that to capture the 
information about the generalized disturbances (un-
certainties and external disturbances ( �f ) and the 
internal dynamics of the system ( � �,y y� )).

System dynamics can be expressed in the general 
form:

 ( , , ) ,y g t y y au w= + +�� �  (2)

where y is the output signal, u is the control input, 
g(•)is the dynamic of the plant (including unknown 
dynamics), w is the external disturbance, and a is the 
system coefficient. All parts of this dynamic (g(•), 
a, w) are usually not precisely known. By combining 
the external and the internal disturbances in one 
general disturbance function f(•), the dynamics can 
be written as:

 ( , , , ) ,y f t y y w au= +�� �  (3)

which has the following state space representation:
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The general disturbance f(•)is augmented to the 
states in the following way:
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This can be expressed in vector matrix from as:
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where the matrices Ax, Bx, Cx, Ex are defined as the 
following:
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A linear ESO (LESO; e.g. Luenberger) can be 
used here to estimate the states x1, x2, x3. This way, 
LESO can be designed to be:
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where z1, z2, and z3 are the estimated values of x1, x2, 
and x3 respectively, α1, α2, and α3 are the observer 
gains, and 1e y z= −�  is the estimated error of x2. 
�a  is an estimated value for a in equation (2) and 
it can be chosen in this structure empirically. The 
estimated variables � � �

1 2 3, , )(y z y z f z= = =�  besides 
the estimated value �a  are then used to eliminate 
the disturbance and control the system as shown in 
Fig. 2.

Disturbance rejection scheme

The disturbance rejection scheme can be defined as:

 �
�

0 3 0 ,
u z u f

u
a a
− −

= =  (9)

where u0 is the controller output. Returning to 
equation (3) and replacing u by its estimated value:
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If the estimation � aa ≈  is realistic and the estimator 
is good enough to consider that � ,f f≈  then the 
plant could be written as a second order integrator:

 0.y u≈��  (11)

Feedback controller

If a proportional-derivative (PD) controller is 
used as a feedback controller, then the control sig-
nal u0 can be written in the following form:

 � �
0( ) ( ) .p ref du t K y y K y= − + �  (12)

The PD gains can be chosen as follows:

 2 ; ,2p CL d CLK w K w= = − ξ  (13)
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where Kp is the proportional gain, Kd is the derivative 
gain, –wCL is the desired closed loop pole and ξ is 
the desired damping coefficient of the closed loop. 
The observer pole, –wESO should be placed N times 
to the left of the controlled system close loop pole 
to ensure that the dynamics of the observer are fast 
enough, where N ∈ [3, 10], i.e. wESO = –NwCL.

In this paper, all the observer poles are placed 
in one location for simplicity. That means that the 
characteristic equation of the observer will be:

 
3

3 2 2 3

( ) ( )

3 3

ESO

ESO ESO ESO

D w

w w w

λ = λ + =

= λ + λ + λ +
 (14)

where α1, α2, α3 are calculated by solving the 
equation:

 1

2

3

( ) | |;

1 0 0

0 1 0 ; .

0 0 1

x xD sI A LC

I L

λ = − +

α⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = α⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥α⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (15)

As a result, the estimator gains can be chosen as:

 2 3
1 2 33 ; 3 ; .ESO ESO ESOw w wα = α = α =  (16)

In this article, we rely on the selection of the 
observer coefficients by performing a multi-ob-
jective optimization process using a genetic algo-
rithm. The optimization process requires choos-
ing the three observer coefficients, α1, α2, α3, so 
that in each ite ration two performance indicators 
are performed, the first related to comfort and the 
second related to handling. Thus, the optimiza-
tion process will take place in three-dimensional 
(3D) space. If the Vyshnegradsky equation is used 
to determine the variable range of the observer’s 
coefficients, this allows the optimization problem 
to be transferred from 3D space to 2D space, thus 
facilitating the process of selecting the appropri-
ate parameters.

Vyshnegradsky equation

The stability conditions of a third-order system 
were first formulated by Vyshnegrad in 1876, before 
the Hurwitz criterion appeared in 1895. Consider 
the third-order characteristic equation:

 3 2
0 1 2 3 0.a a a aλ + λ + λ + =  (17)

It could be brought to a normalized form by di-
viding all its coefficients by a3 and introduce a new 
variable:

 0 3
3 1.a aq −= λ  (18)

As a result, we obtain the normalized equation:

 3 2 1 0,q Aq Bq+ + + =  (19)

where the coefficients: 1 2
2 23 3
0 3 0 3

;
a a

A B
a a a a

= =  are 

called the parameters of Vyshnegrad. On the plane 
of parameters A and B, we draw the stability 
boundary. The stability conditions are A > 0; B > 0; 
AB > 1. The equation of the boundary of stability 
(oscillatory) AB = 1; for A > 0; B > 0.

Multi-objective optimization

The main task in multi-objective optimization 
is to find a design vector X = {x1, x2, ..., xn}

T that 
minimizes a fitness function F(X ) = { f1(X ), f2(X ), 
..., fm(X )}T, subject to p inequality and q equality 
constraints, respectively, in addition to the bound-
aries of the design vector elements:

 
( ) ( )

( ) 0, 1, 2, ..., ;

( ) 0, 1, 2, ..., ;

, 1, 2, ..., .

i

L
k

j

U
k k

P X i p

x x x k

Q q

n

X j

=

=

= =

m

m m

 (20)

It has been stated in [21] that in order to imple-
ment multi-objective optimization into any design, 
a multi-objective optimization design procedure 
should be carried out. This procedure is based on 
three main steps:

1. the definition of multi-objective optimization 
problem (objectives, decision variables and constrains);

2. the multi-objective optimization process (search);
3. the multi-criteria decision making stage (anal-

ysis and selection).
For points (2, 3), we use NSGA-II optimization 

algorithm, which attempts to solve problems of the 
following forms:

 min ( ) subject to .
X

F X LB X UBm m  (21)

Where F(X ) is the objective function, X is the 
objective vector, LB is the lower boundary of the 
objective variables and UB is the upper boundary of 
the objective variables.
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The proposed ADRC to manage
the handling-comfort contradiction

An ADRC in its traditional form, single input and 
single output, is unable to manage the contradiction 
between handling and comfort by optimizing its ob-
server coefficients. This is due to the need of using 
feedback from the two contradicted issues to the con-
troller, not only monitoring them. The ADRC, in its 
traditional form, will consider only one input (sus-
pension deflection) while the mana gement process 
requires feedback of two performance indicators (sus-
pension deflection and sprung mass acceleration). In 
the following we propose a new ADRC that considers 
the two issues of contradiction into one scheme.

Fig. 3 shows the proposed ADRC scheme to im-
prove system performance with respect to comfort 
problem. In this scheme, y is the suspension deflec-
tion, ba is the sprung mass acceleration and Ka is a 
control coefficient.

In Fig. 3, the closed loop transfer function from 
the sprung-mass acceleration input ba to the estimat-
ed suspension deflection z1 can be found as follows:

Equation (8) can be reformulated as:

 �
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And can be represented in state-space as:
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While the whole control signal can be written as:
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Substituting equation (24) into equation (23):
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Returning to the sprung mass equation (second 
part of equation (1)) we get:
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Equation (26) can be reformulated to the fol-
lowing:

� 1 2 3
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K M
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C C C a
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Thus equation (25) can be extended to the fol-
lowing:
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If we chose 
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Fig. 3. Proposed ADRC scheme
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The output from ba to y can be written as:
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The necessary and insufficient condition for sta-
bility is that all terms of the numerator are negative, 
thus if α1, α2, α3, Kp, Kd are all positive then Ka > 0,

 11s
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are the minimal conditions for stability.
The design of conventional suspension is focused 

on obtaining a good compromise between comfort 
and handling. To do this, two main cost functions 
are introduced:

 � The root mean square (RMS) value of the 
vertical body acceleration reached by the vehicle, 
representing the analysis index of the comfort.

 1 ( ).sf RMS x= ��  (31)

 � The RMS value of suspension deflection, 
representing the analysis index of the handling.

 2 ( ).s uf RMS x x= −  (32)

Hence the whole cost function will be 

1 2( ) [ ( ), ( )].F X f X f X=
Returning to equation (14), we can write the ob-

server characteristic equation as:

 3 2
1 2 3 0.λ + α λ + α λ + α =  (33)

This equation is similar to equation (17) for a0 = 1.
Therefore, this will correspond to a Vyshnegradsky 
equation with:

 1 2
3 233 3

; .A B
α α

= =
α α

 (34)

If α3 is chosen as constant between 1 and a suffi-
cient positive number (as example 343), A and B are 
chosen from Vyshnegradsky chart so the ESO has a 
sufficient performance and the cutoff frequency wc 
is chosen to be in a sufficient range, then α1, α2 can 
be calculated to have the best response of the closed 
loop system:

 233
1 3 2 3;A Bα = α α = α . (35)

This way, the optimization vector X can be cho-
sen as:

 3[ , , , , ].c aX A B w K= α  (36)

To simplify the search space, A and B can be test-
ed in the range [1, 15]. Closed loop cutoff frequency 
wc can be tested on a range that reflects the bandwidth 
of the actuator used (for example, for a slow active 
suspension system the control system is able to filter 
out noise up to 5 rad/s). For simplicity we’ll let wc 
change in the range [0.1, 5] rad/s and α3 is chosen to 
vary in the range [1, 343]. If as mentioned before 
� 0.001,a ≈  this mean that 0 < Ka < 0,32 is a sufficient 
changing range for Ka.

Using NSGA-II as a multi-objective optimiza-
tion algorithm that considers the two cost functions 
f1 and f2, the boundaries of the optimization vector 
can be chosen as:

 
[1,1,1,0.1,0.01],

[15,15,343,5,0.32].

LB

UB

=
=

 (37)

Simulations

Simulation is divided into two parts. The first 
part tests the ability of conventional ADRC, that 
considers only the suspension deflection, to solve 
handling-comfort problem. The second verifies this 
ability by introducing the sprung mass acceleration 
in the feedback loop. Simulation blocks are built 
in MATLAB and a random filtered disturbance, 
which has clear physical meaning and easy comput-
ing character, is used as in [22]:

 0 0 0( ) 2 ( ) 2 ( ) ( ),qq t f q t n G n vw t= − π + π�  (38)

where q(t) is the random road input signal, f0 is 
the filter lower-cut-off frequency, Gq(n0) is the road 
roughness coefficient and w(t) is a Gaussian white 
noise. We will consider an integration filter ( f0 = 0), 
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the vehicle speed is v = 54 Km/h and it is driving 
on a class D road for which Gq(n0) = 1024•10–6 
(See [22]).

NSGA-II multi-objective optimization is used to 
verify ADRC performance in the presence of the 
two conflicting cost functions. Population size is 
chosen 100 and the number of iterations 100. At the 
end of the searching process we get 100 sub-optimal 
solutions.

Fig. 4 shows the min-min Pareto solution of the 
issue of contradiction between the fitness function 
f1 and the fitness function f2 during optimization 
process. Fig. 5 (see the third side of the cover) and 
Fig. 6 (see the third side of the cover) show the 
suspension deflection and the sprung mass acce-
leration for the best comfort solution for which 

3 2.19,4.71,330[ , , , , ] .47,0.[ 1, .0.3 ]2c aA B w Kα =  
Fig. 7 (see the third side of the cover) and Fig. 8 
(see the third side of the cover) show the suspen-
sion deflection and the sprung mass acceleration 
for the best handling solution for which

3 1.17,14.23,[ , , , , 329.6,4.88,0] [ ].c aA B w Kα =  Ta-
ble 2 shows the RMS values of the suspension 
deflection and the sprung mass acceleration for the 
corresponding solutions.

It could be seen from the previous figures and 
Table 2 that, introducing of the sprung mass accele-
ration in the feedback loop has helped the ADRC to 

manage the handling-comfort contra-
diction effectively. ADRC can improve 
the comfort problem up to 50 percent 
at the expense of the regression of the 
handling problem up to 10 percent, 
but in the opposite case it improves 
the handling problem up to 50 percent 
at the expense of the regression of the 
comfort problem up to 300 percent. 
Thus, it can be said that this method 
is effective to improve the problem of 
comfort with so little regression of the 
handling problem.

Conclusion

In this article, the possibility of managing the con-
flict between handling and comfort of a quarter car 
system using the ADRC controller was studied. The 
study is built on the basis of extending the ADRC 
control part to include the sprung mass accelera-
tion. The ADRC observer coefficients and the in-
troduced sprung mass acceleration coefficient are 
chosen optimally using NSGA-II multi-objective 
optimization algorithm and Vyshnegradsky equa-
tions. Simulation results showed that the intro-
duction of sprung mass acceleration in the control 
loop resulted in a noticeable improvement in the 
handling-comfort contradiction management. This 
method can be used to improve the comfort prob-
lem while keeping a good handling performance.
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Актуальность представленной работы обусловлена широким внедрением беспилотных летательных аппаратов, 
включая и квадрокоптеры, в различные сферы как гражданского, так и военного применения. Выполнен обзор различ-
ных методов управления квадрокоптерами с учетом их особенностей как нелинейных объектов высокой размерности. 
Работа посвящена стабилизации квадрокоптера на сложной траектории, заданной функциональными зависимостя-
ми координат в трехмерном пространстве. Построена нелинейная динамическая модель квадрокоптера в связанной 
системе координат. Управление квадрокоптером строится в виде комбинации двух управляющих воздействий. При 
решении обратной задачи динамики находится программное управление, реализующее движение по заданной траек-
тории. Стабилизация движения вдоль требуемой траектории обеспечивается обратной связью по фазовым коорди-
натам. Коэффициенты стабилизирующего регулятора находятся методом модального управления на основе решения 
линейного матричного неравенства с использованием линеаризованной модели. Найденные коэффициенты обратной 
связи позволяют достичь требуемую степень устойчивости замкнутой системы, которая обеспечивает робаст-
ность квадрокоптера по отношению к параметрическим возмущениям. Правомочность такого подхода к синтезу 
управления нелинейной системой обосновывается теоремой о топологической эквивалентности нелинейной системы 
и линеаризованной модели в части того, что нелинейная система имеет устойчивое или неустойчивое многообразия, 
которые являются аналогами устойчивых или неустойчивых пространств линеаризованной системы. Приведены 
результаты вычислительных экспериментов для оценки погрешности воспроизведения заданной траектории ква-
дрокоптера. Для подтверждения эффективности синтезированного стабилизирующего управления и оптимального 
управления на основе принципа максимума Понтрягина выполнено имитационное моделирование поведения квадро-
коптера и вычислена погрешность воспроизведения траектории. По данному критерию более эффективным для ква-
дрокоптера является стабилизирующее управление, синтезированное на основе линейных матричных неравенств. 
Вычислительные эксперименты выполнены с использованием пакета прикладных программ MATLAB.

Ключевые слова: нелинейная модель квадрокоптера, траекторное управления, стабилизирующее управление, ли-
нейные матричные неравенства, моделирование
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Синтез стабилизирующего управления квадрокоптером
на основе линейных матричных неравенств

Введение

В настоящее время исследованию беспи-
лотных летательных аппаратов, к которым от-
носится и квадрокоптеры, уделяется большое 
внимание в связи с широкими возможностями 
их использования в различных сферах граждан-
ского и военного применения [1, 2]. Обеспечение 
устойчивости квадрокоптера во время движения 
по заданной траектории является сложной тео-
ретической и практической проблемой, привле-
кающей пристальное внимание разработчиков 
систем управления квадрокоптерами [3, 4].

Решение задачи управления квадрокопте-
ром осуществляется с привлечением как тра-
диционных подходов классической теории ав-
томатического управления с использованием 
пропорционально-интегрально-дифференци-

альных регуляторов, так и с использованием 
различных адаптивных регуляторов [2, 5], ме-
тодов H∞ теории управления [6], регуляторов, 
построенных на основе синергетического под-
хода [7] и нейронных сетей [8]. Однако исполь-
зование таких методов управления приводит 
к усложнению регуляторов и, как следствие, 
к увеличению стоимости и уменьшению на-
дежности квадрокоптеров.

В статье для стабилизации движения квадро-
коптера на заданной траектории предлагается ис-
пользовать метод модального управления на осно-
ве решения линейного матричного неравенства [9].

Постановка задачи

Квадрокоптер является беспилотным лета-
тельным аппаратом (БЛА), представляющим 

ДИНАМИКА, БАЛЛИСТИКА, УПРАВЛЕНИЕ
ДВИЖЕНИЕМ ЛЕТАТЕЛЬНЫХ АППАРАТОВ



377Мехатроника, автоматизация, управление, Том 23, № 7, 2022

платформу с четырьмя роторами. Одна пара 
роторов вращается по часовой стрелке, дру-
гая — против часовой стрелки. По сравнению 
с БЛА вертолетного типа квадрокоптеры об-
ладают рядом преимуществ, таких как: на-
дежность и простота конструкции, большая 
стабильность, компактность и маневренность, 
малая взлетная масса при существенной массе 
полезной нагрузки.

Нелинейная математическая модель ква-
дрокоптера. Стабилизация движения квадро-
коптера по заданной траектории проводится 
на основе нелинейной математической моде-
ли, представленной в работе [10]:
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где x, y, z — координаты центра масс квадро-
коптера в земной системе координат; ϕ, θ, ψ — 
углы Эйлера (углы тангажа, крена и рыска-
нья); ωi — угловая скорость вращения винта 
i-го мотора квадрокоптера; Ax, Ay, Az — коэф-
фициенты аэродинамического сопротивления; 
l — расстояние от центра масс квадрокопте-
ра до моторов; Ix, Iy, Iz — моменты инерции 
квадрокоптера; b — коэффициент крутящего 
момента моторов; m — масса квадрокоптера; 
k — коэффициент тяги моторов; g — ускорение 
свободного падения.

Параметры модели:
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Нелинейная математическая модель ква-
дрокоптера (1) может быть представлена в век-
торном виде

 ( ) ( ( ), ( )),t F t t=x x u�  (3)

где ( )tx�  — производная по времени; 
12( ) nt R =∈x  — фазовый вектор, определяющий 

состояние квадрокоптера; 4( ) mt R =∈u  — управ-
ляющее воздействие со следующими компо-
нентами соответственно:
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Линеаризация исходной модели. Пусть
функция

 ,1( ( ), ( )) ( ( ( ), ( )))n
i iF t t f t t ==x u x u

в окрестности Ω частных решений xS, соответ-
ствующих управляющим воздействиям uS,
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удовлетворяет условиям существования произ-
водных по векторным аргументам x(t) и u(t), 
определенным в (4):

 1 1 1

( )1
( )

( ( ), ( ))
( )

/ ... /

... ... ... ;

/ ... / S

S

n

x t xn n n
u t u

dF t t
d t

f x f x

f x f x =

=

= =

∂ ∂ ∂ ∂⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

x u
A

x

 (5а)

 1 1 1

.

( )1
( )

( ( ), ( ))
( )

/ ... /

... ... ...

/ ... /
S

m

sx t xn n m
u t u

dF t t
d t

f u f u

f u f u =

=

= =

∂ ∂ ∂ ∂⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

x u
B

u

 (5б)

При использовании формулы Тейлора урав-
нение (3) может быть преобразовано к квази-
линейному виду
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Пусть для всех
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x x u u R R

ξ ∈ ρ =
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выполняются оценки

 ( , ) ( , ) .s s s sx u q x uφ m  (7)

Если матрица Якоби вычислена по формуле 
(5а) и выполнено условие (7), тогда уравнение 
(6) будет определять уравнение первого при-
ближения

 ( ) ( ) ( ),t t t= +w Aw Bv�  (8)

где w(t) ∈ Rn — вектор состояния; v(t) ∈ Rm — 
вектор управления.

Система (8) может быть использована для 
синтеза управления, стабилизирующего систе-
му (3), в окрестности частного решения. Для ги-
перболических систем (матрица Якоби не имеет 
чисто мнимых собственных значений) в соот-
ветствии с теоремой о топологической эквива-
лентности [10, 11] вид устойчивости нелинейной 
системы (3) совпадает с видом устойчивости си-
стемы первого приближения (8) независимо от 
характера нелинейных членов. Таким образом, 
вид траекторий системы (8) определяет геоме-
трическую картину поведения траекторий ис-
ходной нелинейной системы (3).

Задача синтеза стабилизирующего управле-
ния. Вид траекторий нелинейной системы (3) 
определяется характеристическими показате-
лями Ляпунова [12]. Характеристическим по-
казателем функции x(t) называется величина 
(которая может иметь конечное значение или 
значение ±∞), определенная как

 1( ) lim( ln || ( )||).
t

x t t−

→∞
λ = x

Характеристический показатель Ляпунова 
функции x(t) есть результат сравнения скоро-
сти роста x(t) при t → ∞ с экспонентой exp{αt}, 
для которой характеристический показатель 
равен α. Среди всего набора характеристиче-
ских показателей Ляпунова важен наибольший 
(старший) показатель λ1 = λmax. Набор показа-
телей Ляпунова характеризует устойчивость 
траекторий нелинейной системы (3). Если
λ1 < 0, то траектория нелинейной системы асим-
птотически устойчива; если λ1 > 0 — неустой-
чива. Набор характеристических показателей, 
упорядоченных по убыванию λ1 l λ2 l ... l λn, 

является спектром нелинейной динамической 
системы.

Для системы (3) необходимо найти стабили-
зирующий регулятор в виде обратной связи по 
фазовому вектору

 ( ( )) ( )t t=u x Kx  (9)

такой, чтобы спектр характеристических пока-
зателей Ляпунова замкнутой системы

 ( ) ( ( ), ( ))t F t t=x x Kx�  (10)

принадлежал левой полуплоскости, а система 
(10) была асимптотически устойчива со степенью 
устойчивости μ, которая определяется старшим 
характеристическим показателем Ляпунова.

Синтез стабилизирующего управления 
квадрокоптером на основе линейного 

матричного неравенства

Задача стабилизации по состоянию систе-
мы (8) состоит в выборе закона управления (9) 
из класса линейных обратных связей по фазо-
вому вектору, при котором замкнутая система 
является асимптотически устойчивой.

Для синтеза стабилизирующих управлений 
квадрокоптером рассмотрим метод модального 
управления, основанный на применении ли-
нейных матричных неравенств [9]. Уравнение 
линеаризованной системы, замкнутой стаби-
лизирующим управлением, имеет вид

 
( ) ( ) ( )
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t t t

t t
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= + =
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A BK w A w
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В соответствии со вторым методом Ляпу-
нова система (11) будет асимптотически устой-
чивой, если у нее существует положительно 
определенная функция Ляпунова

 V(w) = wтPw с P = Pт > 0,

производная которой в силу системы (11) яв-
ляется отрицательно определенной функцией

 т т( ) 0, 0.c cV = + < ∀ ≠w A P PA w w�  (12)

С учетом (11) неравенство (12) имеет вид

 т т т 0,+ + + <A P PA K B P PBK

умножая которое слева и справа на матрицу 
P–1 и обозначая G = P–1, имеем
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 т т т 0, 0.+ + + < >GA AG GK B BKG G  (13)

Таким образом, синтез стабилизирующего 
управления сводится к вычислению пары ма-
триц (G, K), удовлетворяющих матричным не-
равенствам (13). Введем новую 
матричную переменную L = KG
и запишем неравенства (13) 
в виде

 

т т т 0,

0.

+ + + <
>

GA AG L B BL

G  (14)

Параметры искомой об-
ратной связи вычисляются по 
формуле

 K = LG–1. (15)

Для выполнения дополни-
тельного условия на степень 
устойчивости μ область кор-
ней характеристического уравнения замкну-
той системы на комплексной плоскости долж-
на ограничиваться областью, расположенной 
строго левее вертикальной линии, которая от-
стоит от мнимой оси на расстоянии –μ. Это 
требование будет выполнено, если полная про-
изводная квадратичной функции Ляпунова 
удовлетворяет условию

 т т т( ) 2 , 0,c cV = + < − μ ∀ ≠w A P PA w w Pw w�

из которого следует необходимость выполне-
ния условия

 т т т 2 0, 0.+ + + + μ < >GA AG L B BL G G

Параметры обратной связи также вычисля-
ются по формуле (15).

Исследование стабилизации движения 
квадрокоптера на заданной траектории

Вычислительный эксперимент по стабили-
зации квадрокоптера проводился с использо-
ванием нелинейной модели (3). Для оценки 
эффективности системы стабилизации при-
ведены результаты имитационного модели-
рования с использованием регуляторов, син-
тезированных на основе решения линейных 

матричных неравенств и линейно-квадратич-

ной оптимизации. Параметры обратной связи 

вычислялись по линеаризованной модели (8), 

в которой матрицы A и B определены выраже-

нием (5а), (5б) и равны
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Элементы матриц A и B вычислены при 
значениях параметров (2) нелинейной моде-
ли квадрокоптера (1) в нулевой особой точке. 
Траектория движения квадрокоптера задается 
следующим образом:
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Движение по заданной траектории обеспе-
чивается управлением

 1 1
уст з уст( ) ( ) ( ),t t− −= −u CA B x
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где Aз = A + BK и
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Сравнение двух методов управления — мо-
дального и оптимального — проводилось с ис-
пользованием погрешности реализации траек-
торий по следующей методике. Пусть y(x) — 
заданная траектория, координаты которой 
определяются для системы равноотстоящих 
точек xi = x0 + ih, (i = 0, 1, 2). Обозначим 

( )i iy x�  — последовательные значения реализо-
ванной траектории. Тогда оценка абсолютной 
погрешности воспроизведения траектории 
определяется неравенством [14]

 | |.i i iE y y− �l  (16)

Погрешность вычисляется с использовани-
ем евклидова расстояния по следующему ал-
горитму.

1. Для некоторой точки реализованной тра-
ектории определяется расстояние до каждой 
точки заданной траектории.

2. Находится минимум из расстояний, опре-
деленных на шаге 1.

3. Повторяются шаги 1 и 2 до тех пор, пока 
не закончатся все точки полученной траек-
тории.

4. Находится максимум из всех ранее вы-
численных на шаге 2 минимумов.

Полученное значение максимума и являет-
ся оценкой погрешности реализации заданной 
траектории.

Исследование стабилизирующего модально-
го управления. Матрица коэффициентов об-
ратной связи, вычисленная по формуле (15) 
с учетом линейного матричного неравенства 
(14), равна

Траектории замкнутой системы (заданная — 
штриховая линия, реализованная — сплошная 
линия) при стабилизирующем управлении 
представлены на рис. 1.

Спектр характеристических показателей 
Ляпунова нелинейной системы (3), замкнутой 
синтезированным стабилизирующим управле-
нием (15), равен

 

1 2

3 4 5

7 86

9 10 11

12

{ ( ( ), ( ))} [ 0,4862 0,4902

0,4862 0,4902 0,4548

0,4613 0,6228 0,6476

1,7233 1,7608 1,5666

1,5957].

F t tλ = λ = − λ = −

λ = − λ = − λ = −

λ = − λ = − λ = −

λ = − λ = − λ = −

λ = −

x Kx

Исследование оптимального управления. 
Для системы (8) с обратной связью (9) решение 
задачи линейно-квадратичной оптимизации 
состоит в минимизации функционала

 т т

0

( , ) [ ( ) ( ) ( ) ( )]J x u t t t t dt
∞

= +∫ w Qw v Rv

при ограничениях в виде уравнений динамики 
с матрицами Q = Qт > 0, R = Rт > 0, кото-
рые задаются таким образом, чтобы регулятор 

Рис. 1. Траектории системы, замкнутой стабилизирующим 
управлением
Fig. 1. Trajectories of the system closed by stabilizing control

5

0,08 0 0 2,18 1,32 0 0 0,74 0,09 0,47 0,330,06

0 0,077 0,06 2,18 1,32 0,74 0,09 0 0 0,47 0,330
10 .

0,08 0 0 2,18 1,32 0 0 0,74 0,09 0,47 0,330,06

0 0,08 0,06 2,18 1,32 0,74 0,09 0 0 0,47 0,330

− − − −⎡ ⎤
⎢ ⎥− − − −⎢ ⎥≈
⎢ ⎥− − − − − − −−
⎢ ⎥

− − − −⎣ ⎦

K
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удовлетворял в наибольшей степени динамике 
квадрокоптера [13].

Матрица регулятора в обратной связи опре-
деляется формулой

 1 т ,−= −K R B P  (17)

где P — решение матричного уравнения Рик-
кати:

 т 1 т 0.−+ − + =A P PA PBR B P Q

Матрица параметров оптимального регуля-
тора (17) равна

Спектр характеристических показателей 
Ляпунова нелинейной системы (3), замкнутой 
синтезированным оптимальным управлением 
(17), равен

 

1 2

3 4 5

7 86

9 10

11 12

{ ( ( ), ( ))} [ 0,9918 1,3861

1,0219 1,2798 1,8531

2,2558 2,2096 2,8395

7,8741 40,2311

959,3377 959,6001].

F t tλ = λ = − λ = −
λ = − λ = − λ = −

λ = − λ = − λ = −

λ = − λ = −

λ = − λ = −

x Kx

Оценки погрешности, вычисленные по 
формуле (16), для стабилизирующего и опти-
мального управления представлены в таблице.

Рис. 2. Траектории системы, замкнутой оптимальным управ-
лением
Fig. 2. Trajectories of the system closed by optimal control

Оценка погрешности

Error estimation

Управление
Погрешность воспроизведения 

траектории

Стабилизирующее E = 0,2596

Оптимальное E = 0,9791

6

2 2,77 0 0 1,41 1,55 0 0 2,01 1,41 1,4510,64

0 0 2 2,77 1,41 1,55 10,64 2,01 0 1,41 1,450
10 .

2 2,77 0 0 1,41 1,55 0 0 2,01 1,41 1,4510,64

0 0 2 2,77 1,41 1,55 10,64 2,01 0 1,41 1,450

− − −−⎡ ⎤
⎢ ⎥− − − −⎢ ⎥≈
⎢ ⎥
⎢ ⎥

− − − −⎣ ⎦

K

Траектории замкнутой системы (задан-
ная — штриховая линия, реализованная — 
сплошная линия) при оптимальном управле-
нии представлены на рис. 2.

Как видно из таблицы, меньшую оценку по-
грешности имеет стабилизирующее управле-
ние. Спектры характеристических показателей 
Ляпунова при стабилизирующем и оптималь-
ном управлении обеспечивают асимптоти-
ческую устойчивость замкнутой нелинейной
системы.

Заключение

В работе синтезирована обратная связь, 
обеспечивающая стабилизацию движения 
квадрокоптера по заданной траектории. Вы-
числение коэффициентов обратной связи про-
водилось методом модального управления на 
основе использования линейных матричных 
неравенств. При синтезированном стабилизи-
рующем управлении спектр характеристиче-
ских показателей Ляпунова, расположенный 
в левой полуплоскости, свидетельствует об 
устойчивости замкнутой нелинейной системы. 
Проведена серия вычислительных эксперимен-
тов в целях определения оценки погрешности 
воспроизведения траектории квадрокоптера 
с использованием стабилизирующей обратной 
связи, синтезированной методом модального 
управления на основе решения линейного ма-
тричного неравенства и оптимального управ-
ления, полученного в результате решения за-
дачи линейно-квадратичной оптимизации. 
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Результаты вычислительных экспериментов 
подтверждают эффективность по данному 
критерию стабилизирующего управления по 
сравнению с оптимальным управлением.
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Abstract

The relevance of the work is due to the widespread introduction of unmanned aerial vehicles, including quadcopters, 
in various areas of both civil and military applications. A review of various methods of controlling quadcopters, considering 
their features as nonlinear objects of high dimensionality, is performed. The work is devoted to stabilizing a quadcopter 
on a complex trajectory defined by functional coordinate relationships in 3D space. A nonlinear dynamic model of the 
quadcopter in a coupled coordinate system is constructed. The quadcopter control is based on a combination of two control 
actions. When solving the inverse dynamics problem, program control provides motion along a given trajectory. Stabiliza-
tion of motion along the desired trajectory is provided by phase coordinate feedback. The stabilizing regulator ratios are 
found by the modal control method based on the solution of a linear matrix inequality using a linearized model. The found 
feedback ratios provide the required degree of stability of the closed-loop system, ensuring the quadcopter robustness to 
parametric perturbations. The legitimacy of this approach to the synthesis of control of a nonlinear system is substantiated 
by the topological equivalence theorem for the nonlinear system and the linearized model in that the nonlinear system has 
stable or unstable manifolds, which are analogs of the stable or unstable spaces of the linearized system. The results of 
computational experiments to estimate the error in reproducing a given quadcopter trajectory are presented. A simulation 
of the quadcopter behavior was performed, and the trajectory reproduction error was calculated to confirm the effective-
ness of the synthesized stabilizing control and the optimal control based on the Pontryagin maximum principle. According 
to this criterion, the stabilizing control synthesized based on linear matrix inequalities is more effective for the quadcopter. 
Computational experiments were performed using the MATLAB application software package.

Keywords: nonlinear quadcopter model, trajectory control, stabilizing control, linear matrix inequalities, modeling
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Теоретические основы построения электронной системы 
пространственного измерения воздушных сигналов

летательного аппарата с одним неподвижным приемником 
набегающего воздушного потока

Введение

Полет широкого класса летательных аппара-
тов (ЛА), в том числе малоразмерных пилоти-
руемых и беспилотных, осуществляется в при-
земном возмущенном слое атмосферы, и для 
обеспечения безопасности пилотирования и ре-
шения полетных задач необходима достоверная 
информация о воздушных сигналах, определя-
ющих движение ЛА относительно окружающей 
воздушной среды [1—3]. Широко используемые 

на самолетах и других ЛА системы воздушных 
сигналов реализуют аэродинамический и флю-
герные методы измерения параметров скорости 
и углов направления набегающего воздушного 
потока с помощью установленных на правом и 
левом бортах и распределенных по фюзеляжу 
приемников воздушных давлений, флюгерных 
или других датчиков аэродинамических углов 
атаки и скольжения, а также приемников тем-
пературы торможения, выходы которых соеди-
нены пневмопроводами или кабелями связи 

Отмечается необходимость получения достоверной информации о воздушных сигналах, определяющих простран-
ственное движение летательных аппаратов (ЛА), в том числе малоразмерных, беспилотных и пилотируемых, для 
обеспечения безопасности полета в приземном возмущенном слое атмосферы.

Показано, что традиционные системы воздушных сигналов ЛА, реализующие аэродинамический и флюгерные 
методы измерения параметров набегающего воздушного потока с помощью установленных на правом и левом борту 
и распределенных по фюзеляжу приемников воздушных давлений, температуры торможения и флюгерных датчиков 
аэродинамических углов атаки и скольжения, имеют сложную конструкцию, значительную массу и стоимость, что 
ограничивает их применение на малоразмерных, беспилотных и других классах ЛА.

Отмечается, что разрабатываемая система воздушных сигналов с одним неподвижным приемником набегаю-
щего воздушного потока, построенная на основе вихревого метода измерения параметров набегающего воздушного 
потока, позволяет существенно упростить конструкцию и снизить массу системы, однако обеспечивает измерение 
только в азимутальной или вертикальной плоскостях в ограниченном диапазоне измерения аэродинамического угла. 
Разрабатываемая система воздушных сигналов, реализующая ионно-меточный метод измерения параметров набега-
ющего воздушного потока, позволяет обеспечить панорамное измерение аэродинамического угла, но также только 
в одной плоскости при усложнении конструкции и повышении требований к идентичности каналов многоканальной 
измерительной схемы, что также ограничивает их применение на малоразмерных ЛА.

Известные возможности и достоинства ультразвукового метода измерения параметров газовых потоков и пано-
рамного датчика аэродинамического угла и истинной воздушной скорости с неподвижным приемником набегающего 
воздушного потока определили предложение использовать ультразвуковой метод для пространственного измерения 
воздушных сигналов.

Раскрывается функциональная схема электронной системы пространственного измерения воздушных сигналов 
ЛА с одним (интегрированным) неподвижным приемником набегающего воздушного потока и ультразвуковыми из-
мерительными каналами, подключенными ко входу вычислителя. Для расширения функциональных возможностей на 
внешней обтекаемой поверхности приемной платы системы установлено отверстие-приемник статического давле-
ния, соединенное пневмоканалом со входом датчика абсолютного давления с частотным выходом, который также 
подключен ко входу вычислителя, на выходе которого формируются цифровые выходные сигналы системы воздушных 
сигналов ЛА.

Получены аналитические модели информативных сигналов и алгоритмов пространственного определения воз-
душных сигналов в измерительных каналах электронной системы с одним неподвижным приемником набегающего 
воздушного потока.

Раскрываются существенные преимущества рассматриваемой электронной системы, повышающие конкуренто-
способность и эффективность применения системы на малоразмерных и других классах ЛА для повышения безопас-
ности полета и эффективности решения полетных задач.

Ключевые слова: летательный аппарат, воздушные сигналы, система, пространственное измерение, электрон-
ная, неподвижный приемник, функциональная схема, алгоритмы, преимущества, применение



385Мехатроника, автоматизация, управление, Том 23, № 7, 2022

со входом устройства обработки информации, 
расположенного внутри фюзеляжа, в котором 
по известным аналитическим моделям опреде-
ляются и формируются выходные сигналы по 
воздушным сигналам движения ЛА относи-
тельно окружающей среды [4—6]. Однако боль-
шое число распределенных автономных прием-
ников и датчиков для определения параметров 
набегающего воздушного потока, а также пнев-
мопроводов и кабелей связи их с устройством 
обработки информации приводят к значитель-
ному усложнению конструкции, увеличению 
массы и стоимости таких традиционных си-
стем, что ограничивает их применение на ма-
лоразмерных и других классах ЛА.

Анализ вариантов систем воздушных сигналов 
ЛА с неподвижным приемником
набегающего воздушного потока

Проводится разработка системы воздушных 
сигналов ЛА с одним неподвижным приемни-
ком набегающего воздушного потока на ос-
нове вихревого метода измерения параметров 
набегающего воздушного потока [7], в котором 
используется эффект образования и периоди-
ческого срыва вихрей с поверхности плохо-
обтекаемых тел с частотами, зависящими от 
скорости и угла направления набегающего по-
тока. По частотам вихреобразования за тела-
ми и статическому давлению, воспринимаемо-
му на скользящей поверхности неподвижного 
приемника, по разработанным аналитическим 
моделям во встроенном вычислителе опре-
деляются воздушные сигналы ЛА. При этом 
существенно упрощается конструкция и сни-
жается масса системы, однако обеспечивается 
измерение только в азимутальной или верти-
кальной плоскостях в диапазоне углов направ-
ления набегающего потока, ограниченном зна-
чением + 15...—25°.

Проводится разработка системы воздушных 
сигналов ЛА, реализующая ионно-меточный 
метод измерения параметров набегающего воз-
душного потока, в которой в набегающий воз-
душный поток вносится ионная метка с явно 
выраженным электростатическим зарядом, и 
регистрируется траектория ее движения со-
вместно с потоком с помощью приемных 
электродов, распределенных в плоскости из-
мерения и подключенных к многоканальной 
измерительной схеме. По выходным сигналам 

системы во встроенном вычислителе на основе 
разработанных аналитических моделей опре-
деляются воздушные сигналы ЛА, однако так-
же только в азимутальной или вертикальной 
плоскостях, но в диапазоне изменения угла 
направления набегающего воздушного потока 
до ±180° [8]. Многоканальная измерительная 
схема определяет жесткие требования к иден-
тичности измерительных каналов, реализация 
которых усложняет систему.

Функциональная схема электронной системы 
пространственного измерения воздушных 

сигналов ЛА с одним неподвижным 
приемником набегающего воздушного потока

Известные возможности и достоинства уль-
тразвукового метода измерения параметров га-
зовых потоков [9] и его использование в пано-
рамном электронном датчике аэродинамиче-
ского угла и истинной воздушной скорости ЛА 
с неподвижным приемником [10] определили 
построение электронной системы простран-
ственного измерения воздушных сигналов ЛА 
с одним неподвижным приемником набегаю-
щего потока.

На рисунке приведена функциональная схе-
ма электронной системы пространственного 
измерения воздушных сигналов ЛА с одним 
неподвижным приемником набегающего воз-
душного потока.

Электронная система пространственного 
измерения воздушных сигналов ЛА содержит 
расположенную в набегающем воздушном по-
токе приемную плату 1. На внешней обтекае-
мой поверхности приемной платы 1 установ-
лено отверстие-приемник 2, воспринимающее 
статическое давление PH набегающего воздуш-
ного потока. На внешней обтекаемой поверхно-
сти приемной платы 1 на стойках установлены 
четыре пары совмещенных излучателей-при-
емников 3 ультразвуковых колебаний. Излуча-
тели И1, И2, И3, И4 формируют ультразвуко-
вые колебания по направлению набегающего 
воздушного потока, которые воспринимаются 
приемниками П1, П2, П3, П4. Излучатели И1’, 
И2’, И3’, И4’ формируют ультразвуковые коле-
бания, распространяющиеся против направле-
ния набегающего воздушного потока, которые 
воспринимаются приемниками П1’, П2’, П3’, 
П4’. Излучатели через соответствующие моду-
ляторы М1, М2, М3, М4 и М1’, М2’, М3’, М4’ 
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подключены к генератору 2 (Г) синусоидаль-
ных колебаний высокой частоты.

Совмещенные пары излучателей-приемни-
ков И1—П1, И2—П2 и И1’—П1’, И2’—П2’ рас-
положены по окружности в плоскости измене-
ния угла скольжения ортогонально друг к другу 
под углом Θ0 = 45° к оси приемной платы, па-
раллельной продольной оси ЛА, относитель-
но которой отсчитывается угол скольжения. 
Совмещенные пары излучателей-приемников 
И3—И3’, И4—И4’ установлены на одной оси 
ортогонально приемной плате 1, а их совме-
щенные пары И3’—П3 и И4’—П4 установлены 
в плоскости изменения угла атаки под углом ϕ0 
= 45° к оси приемной платы, относительно ко-
торой отсчитываются угол атаки.

Выходы приемников П1 и П1’, П2 и П2’, 
П3 и П3’, П4 и П4’, воспринимающих ультра-
звуковые колебания, распространяющиеся по 
направлению набегающего потока и против 
потока, через соответствующие усилители 7 и 
детекторы 8 соединены со входами схем вычи-
тания частот 9 СВ1, СВ2, СВ3, СВ4, на выхо-
дах которых формируются разности частот Δf1, 
Δf2, Δf3, Δf4 пар приемников, воспринимающих 
ультразвуковые колебания в противополож-
ных направлениях. Выходы схем вычитания 
частот соединены со входом вычислителя 10.

Отверстие-приемник 2 статического дав-
ления PH пневмоканалом соединен со входом 
датчика абсолютного давления 5 (ДАД) с ча-
стотным выходом сигналом ,

HPf  который так-
же соединен со входом вычислителя 10, на вы-
ходе которого формируются цифровые выход-
ные сигналы системы измерения воздушных 
сигналов летательного аппарата.

Система устанавливается на ЛА таким обра-
зом, чтобы ось приемной платы 1 с элемента-
ми регистрации параметров вектора скорости 
набегающего воздушного потока была парал-
лельна продольной оси ЛА, а обтекаемая по-
верхность приемной платы находилась в пло-
скости измерений угла скольжения.

Аналитические модели
информативных сигналов и алгоритмов 

пространственного определения воздушных 
сигналов в измерительных каналах 

электронной системы

При работе электронной системы простран-
ственного измерения воздушных сигналов ЛА 
(см. рисунок) расположенное на плате 1 отвер-
стие-приемник 2 воспринимает статическое 
давление PH набегающего воздушного потока, 

Электронная система пространственного измерения воздушных сигналов летательного аппарата с одним неподвижным прием-
ником набегающего воздушного потока
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которое по пневмопроводу поступает на вход 
датчика абсолютного давления 5. Частотный 
выходной сигнал 

HPf  датчика 5 подается на 
вход вычислителя 10, в котором в соответ-
ствии со стандартной зависимостью [11] абсо-
лютная высота полета в диапазоне –200 м < H 
< 11 000 м определяется по формуле

 0

0

1 ,
R

HT P
H

P

τ⎡ ⎤⎛ ⎞⎢ ⎥= − ⎜ ⎟τ ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 (1)

где Т0 = 288,15 К и Р0 = 101 325 Па — абсо-
лютная температура и абсолютное давление на 
высоте Н = 0; τ = 0,0065 К/м — температурный 
градиент, определяющий изменение абсолют-
ной температуры воздуха Т при изменении вы-
соты; R = 29,27125 м/К — газовая постоянная.

При изменении абсолютной (барометри-
ческой) высоты Н вертикальная скорость Vy 
определяется путем вычисления производной 
по времени от абсолютной высоты Н по соот-
ношениям
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где Δt — фиксированный интервал времени.
Работа каналов измерения истинной воз-

душной скорости Vв, угла скольжения β и угла 
атаки α основана на различии времени про-
хождения ультразвуковых колебаний от излу-
чателей до приемников по направлению набе-
гающего воздушного потока и против направ-
ления потока.

Применительно к совмещенным парам из-
лучатели—приемники И1—П1, И1'—П1' и И2—
П2, И2'—П2' интервалы времени t1, 1t ′  и t2, 2t ′  
прохождения ультразвуковых колебаний от из-
лучателей до приемников будут определяться 
соотношениями

1 1
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где L — расстояние между излучателями И1, 
И1’ и приемниками П1, П1’ ультразвуковых 
колебаний; а — скорость распространения зву-
ка в воздухе; β — угол скольжения.

Как только первые электрические колеба-
ния, создаваемые на выходах пьезоэлектриче-
ских приемников П1, П1' и П2, П2', пройдя 
через усилители У1, У1' и У2, У2' и детекторы 
Д1, Д1' и Д2, Д2', поступают на модуляторы 
M1, M1’ и М2, М2’, работающие в триггерном 
режиме, модуляторы закрывают прохождение 
колебаний от генератора 2 к пьезоэлектриче-
ским элементам излучателей И1, И1’ и И2, И2’, 
и посылка ультразвуковых колебаний от излу-
чателей 3 прекращается. Модуляторы M1, M1’ 
и М2, М2’ вновь открываются после того, как 
последние ультразвуковые колебания первых 
пакетов достигнут пьезоэлектрических прием-
ников П1, П1’ и П2, П2’.

На входы схемы вычитания СВ1 и схемы 
вычитания СВ2 будут поступать процессы 
с частотами f1, 1f ′  и f2, 2,f ′  определяемыми со-
отношениями
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На выходах схем вычитания СВ1 и СВ2 фор-
мируются информативные сигналы измери-
тельных каналов в виде разности 1 1 1f f f ′Δ = −  
и 2 2 2f f f ′Δ = −  частот ультразвуковых колеба-
ний, распространяющихся по потоку и против 
потока, определяемые соотношениями вида

 1 0 2 0
2 2

cos( ); cos( ).
V V

f f
L L

Δ = Θ + β = Θ − β  (5)

Представляя косинусы суммы и разности 
в виде
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Сумма (Δf1 + Δf2) и разность (Δf1 – Δf2) будут 
определяться как

 1 2 1 2
2 2 2 2

cos ; sin .f f V f f V
L L

Δ + Δ = β Δ − Δ = β

Тогда аналитическое выражение для опре-
деления угла скольжения β будет иметь вид

 1 2

1 2

arctg .
f f
f f

Δ − Δ
β =

Δ + Δ
 (7)

Сумма квадратов 2 2
1 2f fΔ + Δ  будет опреде-

ляться соотношением
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Тогда аналитическое выражение для опре-
деления истинной воздушной скорости Vв = V 
будет иметь вид

 2 2
в 1 2 .

2
L

V f f= Δ + Δ  (8)

Используя рассмотренную выше методику 
применительно к совмещенным парам излуча-
телей—приемников И3—П3, И4—П4, И3’—П3’, 
И4’—П4’, расположенных под углом α0 = 45° 
к оси приемной платы 1, угол атаки α можно 
определить по формуле

 3 4

3 4

arctg .
f f
f f

Δ − Δ
α =

Δ + Δ
 (9)

Абсолютную температуру TH на высоте по-
лета Н можно определить с помощью провод-
никового или полупроводникового термо-
резистора, установленного в пневмопроводе 
статического давления и включенного в плечо 
мостовой измерительной схемы. При окружа-
ющих условиях, близких к стандартной ат-
мосфере, абсолютную температуру TH можно 
определить по формуле [12]

 0 .HT T H= − τ  (10)

Плотность воздуха ρH на высоте Н. можно 
представить [13] как

 0
0

0

,H
H

H

P T
P T

ρ = ρ

где ρ0 = 1,225 кг/м3 = 0,125 Н•с/м4 — массовая 
плотность воздуха на высоте Н = 0 стандарт-
ной атмосферы по ГОСТ 4401—81 [11].

Приборная скорость Vпр ЛА, т. е. истинная 
воздушная скорость Vв, приведенная к нор-
мальным условиям ρ0, P0, T0 на уровне Н = 0
стандартной атмосферы, будет определяться 
по формуле [12]

 0
пр в в

0

,H

H

Р T
V V V

P T
= Δ =

где 
0

.Hρ
Δ =

ρ

Число Маха М, характеризующее отно-
шение истинной воздушной скорости Vв ЛА 
к скорости звука aH на высоте полета Н, в диа-
пазоне дозвуковых скоростей определяется по 
формуле [12]

 в в ,
Н H

V V
M

а kgRT
= =

где g = 9,80665 м/с2 — ускорение силы тяжести; 
k — показатель адиабаты для воздуха.

По приведенным аналитическим моделям 
в вычислителе системы определяются все воз-
душные сигналы движения ЛА относительно 
окружающей воздушной среды.

Заключение

Таким образом, предлагаемая система обе-
спечивает измерение всех воздушных сигналов 
дозвукового ЛА относительно окружающей 
воздушной среды. По сравнению с известны-
ми системами измерений воздушных сигна-
лов ЛА предлагаемая система имеет ряд суще-
ственных преимуществ:

1. Система является электронным устрой-
ством с одним интегрированным приемником 
параметров набегающего воздушного потока и 
встроенным вычислителем, осуществляющим 
обработку информации и формирование вы-
ходных сигналов без соединительных длинных 
кабелей и пневмопроводов, что существенно 
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снижает массу, упрощает конструкцию и сни-
жает стоимость.

2. Использование частотно-временных пер-
вичных информативных сигналов позволяет 
уменьшить погрешности их выделения, преоб-
разования, передачи и обработки, что повышает 
точность измерения воздушных сигналов ЛА.

3. Получение выходных сигналов по всем 
воздушным сигналам ЛА непосредственно 
в цифровой форме упрощает их использование 
в современных системах цифрового отображе-
ния информации, системах управления и дру-
гих технических системах.

Все это повышает конкурентоспособность и 
эффективность применения электронной си-
стемы пространственного измерения воздуш-
ных сигналов на малоразмерных и других клас-
сах ЛА, позволяет повысить безопасность поле-
тов и эффективность решения полетных задач.
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Abstract

It is noted that it is necessary to obtain reliable information about air signals that determine the spatial movement of 
aircraft plane (AP), including small-sized, unmanned and manned, to ensure flight safety in the surface disturbed layer 
of the atmosphere. It is shown that traditional air data systems of AP implementing aerodynamic and wind cock methods 
for measuring the parameters of incoming air flow using air pressure receivers installed on the right and left side and 
distributed over the fuselage, braking temperature receiver and wind cock sensors of aerodynamic angles of incidence and 
gliding have a complex design, considerable weight and cost, which limits their use on small-sized, unmanned and other 
aircraft classes. It is noted that the developed air data system with one fixed receiver of incoming air flow, built on the basis 
of the vortex method for measuring the parameters of incoming air flow, can significantly simplify the design and reduce 
the mass of system, but provides measurement only in the azimuthal or vertical plane in a limited range of measurement 
of the aerodynamic angle. The air data system being developed, which implements an ion-mark method for measuring the 
parameters of incoming air flow, allows for panoramic measurement of the aerodynamic angle, but also only in one plane 
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with increasing complexity of the design and increasing requirements for the identity of the channels of the multichannel 
measuring circuit, which also limits their use on small-sized aircraft. The known capabilities and advantages of the ultra-
sonic method for measuring the parameters of gas flows and a panoramic sensor of the aerodynamic angle and true airspeed 
with a fixed receiver of the incoming air flow have determined the possibility of using the ultrasonic method for spatial 
measurement of air signals. The functional scheme of the electronic system for spatial measuring air signals of aircraft 
plane with one (integrated) fixed receiver of incoming air flow and ultrasonic instrumentation channels connected to the 
input of the computer is revealed. To expand the functionality, a static pressure receiver-hole is installed on the external 
streamlined surface of the system’s receiving board, connected by a pneumatic channel to the input of an absolute pressure 
sensor with a frequency output, which is also connected to the input of a computer, at the output of which digital output 
signals of the air data system of aircraft plane are generated. Analytical models of informative signals and algorithms for 
spatial determination of air signals in instrumentation channels of the electronic system with one fixed receiver of incom-
ing air flow are obtained. The essential advantages of the considered electronic system are revealed, which increase the 
competitiveness and efficiency of the system application on small-sized and other classes of aircraft planes to improve flight 
safety and the efficiency of solving flight tasks.

Keywords: aircraft plane, air signals, system, spatial measurement, electronic, fixed receiver, functional scheme, algo-
rithms, advantages, application
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