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Рассматривается задача структурно-параметрической идентификации линейных стационарных динамических 
объектов в условиях проведения активных экспериментов. Исследуется вопрос об адекватности динамических моде-
лей, построенных на основе анализа реакции объекта на типовое тестовое воздействие. Приведенные исследования 
позволяют сформулировать важные методологические положения, которые рекомендуется учитывать в новых раз-
работках алгоритмов активной идентификации.

Показано, что в реальных условиях действия помех классическая методология построения передаточной функции 
объекта посредством анализа данных единичного эксперимента, т. е. отклика на тестовое воздействие, может 
давать неверные результаты. В связи с этим предлагается другой подход — формировать базу экспериментальных 
данных исходя из серии идентификационных экспериментов и на ее основе исследовать динамическую структуру сво-
бодных и вынужденных движений объекта. Идейную основу данного подхода составляют следующие решения: прин-
цип "зондирования" пространства состояний объекта в целях определения его динамического порядка; использование 
механизма возбуждения свободных движений в объекте посредством финитных управляющих воздействий; приме-
нение интегрально-операторной формы представления динамики объекта, позволяющей избежать необходимости 
дифференцирования входного и выходного сигналов; использование аппарата линейной регрессии для параметрической 
идентификации передаточной функции объекта.

На основе данного подхода разработан и исследован новый метод структурно-параметрической идентификации 
линейных стационарных динамических объектов. Представленные результаты и компьютерная апробация в среде 
MATLAB показали работоспособность и эффективность данного метода идентификации.

Ключевые слова: линейные стационарные динамические объекты, передаточная функция, структурно-параме-
трическая идентификация, адекватность модели
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УДК 519.71; 62.505; 681.5 DOI 10.17587/mau.23.227-235

А. Б. Филимонов, д-р техн. наук, проф., fi limon_ab@mail.ru,
МИРЭА—Российский технологический университет, Москва,

Московский авиационный институт (национальный исследовательский университет),
Н. Б. Филимонов, д-р техн. наук, проф., nbfi limonov@mail.ru,

Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова,
Институт проблем управления им. В. А. Трапезникова РАН, Москва

Структурно-параметрическая идентификация
линейных динамических объектов

низации специальных воздействий на объект. 
Пассивную идентификацию используют для 
уточнения математической модели и для слеже-
ния за изменениями в объекте.

В статье рассматриваются вопросы актив-
ной идентификации. Основные идеи настоя-
щей статьи изложены в ранней работе авторов 
[16]. Моделирование и анализ динамических 
объектов были проведены с использованием 
математического пакета MATLAB.

Класс идентифицируемых объектов

Рассматривается класс линейных стацио-
нарных динамических объектов управления со 
скалярными входом и выходом (SISO-система, 

Введение

Идентификация динамического объекта 
в общем случае заключается в определении его 
структуры и параметров по наблюдаемым дан-
ным — входным и выходным сигналам. Основ-
ные достижения в данной области исследова-
ний отражают публикации [1—15].

Различают активную и пассивную иденти-
фикации. Активная идентификация выполня-
ется вне контура управления. В активных мето-
дах на вход объекта подаются тестовые сигналы 
детерминированного или случайного характе-
ра. Пассивная идентификация — идентифика-
ция в контуре управления посредством обра-
ботки входных и выходных сигналов в режиме 
нормального функционирования, т. е. без орга-
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Single Input Single Output), описываемых в пе-
ременных состояния уравнениями вида

 ,u= +x Ax b�  (1)

 y = cx, (2)

где x ∈ X = Rn — состояние, X — простран-
ство состояний; u ∈ R — управляющий вход;
y ∈ R — измеряемый выход; A ∈ RnЅn, b ∈ RnЅ1,
c ∈ R1Ѕn — коэффициентные матрицы состо-
яния, входа и выхода соответственно; Ri — 
i-мерное множество вещественных чисел.

Передаточная функция (ПФ) объекта равна

 1 ( )
( ) ( ) .

( )
N s

W s s
D s

−= − =с E A b  (3)

Здесь s — комплексная частота; E ∈ RnЅn — 
единичная матрица; D(s) и N(s) — полиномы 
знаменателя (характеристический полином) и 
числителя ПФ объекта соответственно:

 
1 1

0 0
( ) , ( ) ,

n n
n i i

i i
i i

D s s a s N s b s
− −

= =
= + =∑ ∑  (4)

где ai, bi — постоянные коэффициенты, при-
чем b0 ≠ 0.

Считаем объект вполне управляемым и на-
блюдаемым, так что дробь (3) — несократимая.

В реальных условиях функционирования на 
результаты экспериментов влияют неконтро-
лируемые возмущающие воздействия и име-
ются инструментальные погрешности измере-
ний. Действие данных факторов представим 
помехой в составе выхода объекта (2):

 y = Cx + η,

где η ∈ R — аддитивная помеха, которая далее 
полагается малой.

Классическая методология
активной идентификации

Классическая схема активной идентифика-
ции SISO-объекта заключается в построении 
его ПФ W(s) посредством анализа реакции 
объекта на некоторое тестовое воздействие. 
При этом чаще всего рассматривается переход-
ная характеристика объекта h(t) — его реакция 
на единичную ступенчатую функцию.

Таким образом, здесь предполагается про-
ведение единичного опыта, т. е. число опытов 
K = 1.

Замечание. Согласно классической схеме 
идентификации для объекта с r-мерным вхо-
дом требуется уже K = r опытов (в которых, на-
пример, поочередно возбуждается каждый его 
скалярный вход).

Описанной схеме активной идентифика-
ции присущ принципиальный недостаток — 
неоднозначность результата, причем постро-
енные в результате модели объекта могут 
существенно различаться динамическими 
свойствами (порядком, нулями и полюсами). 
Кстати, в работе авторов [17] показано, что 
широкий класс алгоритмов параметрической 
идентификации не обладает необходимым 
для практических применений свойством ро-
бастности в условиях зашумленности измери-
тельной информации.

Для моделирования систем управления ис-
пользовался пакет расширения Control System 
Toolbox системы MATLAB.

Пример 1. Приведем пример двух систем 
с различными ПФ:

 
20,25 1

( ) ;
( 1)(1,25 1)(1,5 1)(1,75 1)

s s
W s

s s s s
+ +

=
+ + + +

 (5)

 
2

2

0,1 1
( ) .

(0,42 1)(4,9 4 1)

s
W s

s s s

+′ =
+ + +

 (6)

Соответствующие им переходные характе-
ристики h(t) и h′(t) отличаются не более чем 
на 0,75 %:

 max | ( ) ( )| 0,0075.
t

h t h t′− m

На рис. 1 показан график функции h(t).

Рис. 1
Fig. 1
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Приведем еще один пример двух систем 
с различными ПФ:

 
1

2

1
( ) ;

( 1)(3 1)

0,11 1
( ) .

(1,25 1)(2,75 1)

W s
s s

s
W s

s s

=
+ +

+
=

+ +

Переходные характеристики данных систем 
различаются не более чем на 1 %:

 1 2max | ( ) ( )| 0,01.
t

h t h t− m

Приведенные примеры показывают, что 
в реальных условиях действия на объект воз-
мущений и помех экспериментально получен-
ная переходная характеристика объекта не по-
зволяет получить правильное решение задачи 
идентификации его ПФ.

Примечание. Пакет расширения System 
Identification Toolbox системы MATLAB содер-
жит средства для построения математических 
моделей линейных динамических объектов на 
основе наблюдаемых входных/выходных дан-
ных. Укажем на две функции, предназначен-
ные для идентификации ПФ объектов.

Функция

 data = iddata(y,u,Ts)

создает iddata-объект, содержащий массивы 
значений y и u соответственно выходного и 
входного сигналов идентифицируемого объек-
та. Параметр Ts определяет шаг дискретизации 
времени для обрабатываемых эксперименталь-
ных данных.

Функция (estimate transfer function)

 sys = tfest(data,n)

оценивает искомую ПФ (в нашем случае во 
временной области), используя данные data; 
n — заданное число полюсов ПФ.

Пример 2. Решим задачу идентификации 
с помощью функции tfest(). В качестве экс-
периментально полученного отклика возьмем 
переходную характеристику h(t), отвечающую 
ПФ (5). Сформируем выборку отсчетов сигнала 
h(t) на временном отрезке длительности T = 40
с тактом дискретности (шагом) Ts = 0,001. Ре-
зультатом идентификации является ПФ (6), т. е.
полученное решение ошибочно, и дальнейшее 
использование полученной модели неправо-
мерно.

Таким образом, при решении задачи иден-
тификации с применением функции tfest() не-
обходимо знать динамический порядок объек-
та наблюдения.

Идейная основа предлагаемого
метода идентификации

В настоящей работе предлагается новый ме-
тод идентификации линейных стационарных 
динамических объектов, основу которого со-
ставляют следующие решения:
 � принцип "зондирования" пространства со-

стояний объекта в целях определения его 
динамического порядка;

 � механизм возбуждения свободных дви-
жений в объекте посредством финитных 
управляющих воздействий;

 � интегрально-операторная форма представ-
ления динамики объекта, позволяющая из-
бежать необходимости дифференцирования 
(в том числе многократного) входного и вы-
ходного сигналов;

 � применение аппарата линейной регрессии для 
параметрической идентификации ПФ объекта.
Далее мы ограничимся рассмотрением иде-

ализированного варианта задачи идентифика-
ции — пренебрежем влиянием помех на резуль-
таты экспериментов, формально полагая η = 0.

Организация идентификационных экспериментов

Идентификационный эксперимент является 
активным и складывается из двух серий опытов, 
связанных с возбуждением в объекте свободных 
движений посредством финитных управляющих 
воздействий и последующим их наблюдением.

Каждый опыт сопряжен с наблюдением 
свободных движений объекта на некотором 
конечном отрезке времени [0, T].

В первой серии опытов осуществляется "зон-
дирование" пространства состояний объекта X 
тестовыми воздействиями в целях анализа струк-
туры его свободных движений и выявления ди-
намического порядка объекта n. Число опытов 
здесь априори неизвестно, а само проведение 
опытов перемежается с теоретической обработ-
кой накапливаемых эмпирических данных.

Во второй серии опытов проводится "про-
званивание" канала "вход—выход" объекта 
в целях получения необходимого объема экс-
периментальных данных для последующей 
оценки параметров ПФ.
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"Зондирование" пространства
состояний объекта

Зондирование пространства состояний объ-
екта заключается в возбуждении и анализе его 
свободных движений и реализуется следующим 
образом:

1) время опыта расширяется до [–τ, T], где
τ > 0, причем исходное состояние объекта — 
состояние покоя:

 ( ) 0;−τ =x  (7)

2) к объекту прикладываются финитные 
управляющие воздействия на промежутке време-
ни [–τ, 0], отключаемые к моменту времени t = 0:

 u(t) = 0 при t l 0; (8)

3) свободные движения объекта наблюда-
ются на отрезке времени [0, T].

Обозначим Φ[–τ, 0] — класс кусочно-непре-
рывных финитных управляющих воздействий, 
удовлетворяющих условию (8).

Каждое управление u(•) ∈ Φ[–τ, 0] переводит 
объект из нулевого состояния (7) в некоторое 
стартовое состояние x(0) ∈ X, которое, в свою 
очередь, порождает наблюдаемую на времен-
ном отрезке [0, T] реакцию выхода y(•).

В конечном числе опытов можно апробиро-
вать конечное множество финитных входных 
воздействий

 [ ,0]{ (•), 1, }iU u i K −τ= = ⊂ Φ  (9)

и получить соответствующее семейство реакций

 ( ) { (•), 1, } [0, ],iY U y i K C T= = ⊂

где C — класс непрерывных функций.
Теорема 1. В силу полной управляемости и 

наблюдаемости объекта

 
[ ,0]

max rank ( ) ,
U

Y U n
−τ⊂ Φ

=  (10)

где rankY(U ) — ранг системы функций, равный 
размерности ее линейной оболочки.

Таким образом, прикладывая к объекту раз-
личные финитные воздействия и определяя 
ранг порождаемого ими семейства реакций, 
можно согласно соотношению (10) определить 
динамический порядок объекта.

Для того чтобы исключить влияние ампли-
туды тестовых сигналов на результаты анализа 
объекта, целесообразно вместо фактических 
реакций выхода yi(t) использовать нормиро-
ванные реакции

 /|| ||,i i iy y y′ =

где ||yi(t)|| — L2-норма функции yi(t).
Далее

 ( ) { (•), 1, }.iY U y i K′ ′= =

Для практического использования теоре-
мы 1 необходимо располагать способом вы-
числения ранга системы функций. Для этого 
можно воспользоваться матрицей Грама:

 , 1,( ) [ , ] ,i j i j KY y y =
′ ′ ′= 〈 〉G

где ,f g〈 〉  — скалярное произведение функций 
, [0, ]:f g C T∈

 
0

, ( ) ( ) .
T

f g f t g t dt〈 〉 = ∫

Матрица Грама является неотрицательно 
определенной, а в случае линейной независи-
мости системы функций — положительно опре-
деленной. Обращение определителя матрицы 
Грама в ноль — это критерий линейной зависи-
мости системы функций. Ранг рассматриваемой 
системы функций определяется равенством

 rank rank ( ).Y Y ′= G

Формирование финитных воздействий

Для генерирования множества финитных 
входных воздействий (9) можно обратиться 
к функциональному пространству L2[–τ, 0], 
выбрать в нем подходящий базис и формиро-
вать из базисных функций тестовые сигналы 
в классе Φ[–τ, 0]. В частности, можно использо-
вать базис Уолша [18].

Функции Уолша принимают значения ±1 и 
представляют собой полную систему ортонор-
мированных прямоугольных функций. Важ-
ные свойства функций Уолша:

1. Ортогональность: скалярное произведение 
двух разных функций Уолша равно нулю.

2. Мультипликативность: произведение двух 
функций Уолша дает функцию Уолша.
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Предложенный метод зондирования про-
странства состояний проиллюстрируем на при-
мере объекта с динамическим порядком n = 4 и 
ПФ (5). В проведенных компьютерных экспери-
ментах применялись финитные воздействия 

(•), 1, ,iu i K=  в виде функций Уолша длительно-
сти τ = 2. На рис. 2 показаны входные сигналы 
u1(t), u2(t), u3(t), u4(t), а на рис. 3 — соответствую-
щие выходные сигналы 1 2 3 4( ), ( ), ( ), ( ).y t y t y t y t′ ′ ′ ′

Результаты расчета ранга матрицы Грама и 
его определителя (с округлением) для различ-
ных значений K приведены в табл. 1.

Замечание. В реальных условиях действия 
помех задача зондирования пространства со-
стояний существенно усложняется. Если поме-
хи носят случайный характер, то необходимо 
привлекать методы статистического анализа.

Регрессионная схема
параметрической идентификации

Как отмечалось выше, в первой 
серии опытов определяется динами-
ческий порядок объекта. Вторая се-
рия опытов направлена на иденти-
фикацию параметров ПФ объекта. 
Опишем регрессионный подход для 
решения этой задачи.

Для упрощения дальнейшего из-
ложения будем рассматривать иде-
ализированный случай отсутствия 
помех, так что в переменных состо-
яния объект описывается уравне-
ниями (1) и (2).

Если дана ПФ объекта (3), (4), то 
его динамику можно представить 
дифференциальным уравнением, 
записанным в операторной форме:

 ( ) ( ) ( ) ( ), 0 ,D P y t N P u t t T= m m  (11)

где P = d/dt — оператор дифферен-
цирования.

Прямое применение регресси-
онного формализма к уравнению 
(11) не представляется возможным, 
поскольку предполагает диффе-

Рис. 2
Fig. 2

Рис. 3
Fig. 3

Таблица 1
Table 1

      K 1 2 3 4 5

rank G(Y ′) 1 2 3 4 4

detG(Y ′) 1 0,971 0,114 7,52•10–7 <10–21
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ренцирование (многократное при n l 2) вход-
ного и выходного сигналов. Данное затруд-
нение предлагается преодолеть посредством 
интегрального преобразования уравнения (11). 
Опишем формализм такого преобразования.

Введем обозначения:
 � C(k)[0, T] — класс функций, определенных 

и k раз непрерывно-дифференцируемых на 
отрезке [0, T];

 � ( ) ( )
0 [0, ] [0, ]k kС T C T⊂  — подкласс гладких 

функций, удовлетворяющих граничным ус-
ловиям

 ( )(0) 0if =  при 0, 1.i K= −  (12)

Рассмотрим некоторый интегральный опе-
ратор свертки:

 0 0
0

[ ( )] ( ) ( )
t

Q f t q t f d= − τ τ τ∫  (13)

с ядром ( )
0 0(•) [0, ].nq С T∈  Таким образом, вы-

полняются граничные условия

 ( )
0 (0) 0, 0, 1.kq k n= = −  (14)

Именно этот интегральный оператор при-
меним к дифференциальному уравнению (11).

Введем также интегральные операторы, по-
рождаемые оператором (13):

 
0

[ ( )] ( ) ( ) ( 1, ),
t

k kQ f t q t f d k n= − τ τ τ =∫  (15)

где ядро qk(t) совпадает с k-й производной 
функции q0(t):

 ( )
0( ) ( ).k

kq t q t=  (16)

Из (16) в силу (14) следует

 (0) 0, 0, 1.kq k n= = −  (17)

Теорема 2. Для функций ( )
0(•) [0, ]nf С T∈  вы-

полняются равенства

 ( )
0[ ( )] [ ( )], 0, .k

kQ f t Q f t k n= =  (18)

Доказательство. Согласно соотношению 
(15) для 0,l n=

 ( ) ( )

0

[ ( )] ( ) ( ) .
t

k k
l lQ f t q t f d= − τ τ τ∫

Выполняя в правой части данного равен-
ства интегрирование по частям и учитывая ра-

венства (12) и (17), для случая k l 1 и l + k = n 
получим

 

( )

0

( 1) ( 1)

0
0

( 1) ( 1)

( 1) ( 1)

0 0

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

(0) ( ) ( ) (0)

( ) ( ) ( ) ( ) .

t
k

l

ttk k
l l

k k
l l

t t
k k

l l

q t f d

d
q t f q t f d

d

q f t q t f

q t f d q t f d

− −

− −

− −

− τ τ τ =

= − τ τ − − τ τ τ =
τ

= − +

+ − τ τ τ = − τ τ τ

∫

∫

∫ ∫� �

Таким образом, принимая во внимание со-
отношения (15), (16), имеем

 ( ) ( 1)
1[ ( )] [ ( )].k k

l lQ f t Q f t−
+=

Последовательно используя это соотноше-
ние для 0, ,l n=  приходим к равенству (18). Те-
орема доказана.

Далее понадобится следующая теорема.
Теорема 3. Пусть объект в начальный мо-

мент времени находится в нулевом состоянии:

 x(0) = 0, (19)

и к нему приложено управляющее воздействие 
( 1)
0(•) [0, ],nu С T−∈  так что при n l 2

 u(i)(0) = 0 при 0, 2.i n= −  (20)

Тогда ( )(•) [0, ],ny C T∈  т. е. для выхода объ-
екта выполняются граничные условия

 y(i)(0) = 0 при 0, 1.i n= −  (21)

Доказательство. Последовательное диффе-
ренцирование i раз уравнений (1) и (2) дает

 ( 1) ( )

0
( ) ( ) ( );

i
i i i j j

j
t t u t+ −

=
= + ∑x A x A b  (22)

 ( ) ( )( ) ( ).i iy t t= сx  (23)

Из уравнения (22) в силу (19), (20) следует

 ( )(0) 0, 0, 1.i i n= = −x

Отсюда и из уравнения (23) вытекают ра-
венства (21). Теорема доказана.

Пусть выполнены условия теоремы 3, и 
мы располагаем интегральными операторами 
свертки (13) и (15), удовлетворяющими сфор-
мулированным выше допущениям. Применим 
к обеим частям дифференциального уравне-
ния (11) интегральный оператор Q0.
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Согласно теореме 2:

 
( )

0

( )
0

[ ( )] [ ( )], 0, ;

[ ( )] [ ( )], 0, 1.

k
k

k
k

Q y t Q y t k n

Q u t Q u t k n

= =

= = −

В итоге получим уравнение в интегральной 
форме:

 
1 1

0 0
[ ( )] [ ( )] [ ( )].

n n

n i i i i
i i

Q y t a Q y t bQ u t
− −

= =
+ =∑ ∑  (24)

Введем обозначения

 
( ) [ ( )], 0, ;

( ) [ ( )], 0, 1.
k k

k k

y t Q y t k n

u t Q u t k n

= =

= = −

�

�

Тогда уравнение (24) запишется в виде

 
1 1

0 0
( ) ( ) ( ).

n n

n i i i i
i i

y t a y t b u t
− −

= =
+ =∑ ∑� � �  (25)

Реализация операторов свертки 
динамическими звеньями

Операторы свертки (13) и (15) можно реали-
зовать посредством линейных стационарных 
динамических звеньев: в этом случае ядром 
оператора свертки служит весовая функция со-
ответствующего звена. Обозначим ПФ таких 
звеньев Hk(s), 0, .k n=  Тогда согласно (16) имеем

 0( ) ( ),  1, ,k
kH s s H s k n= =

причем согласно (14) относительная степень ПФ 
H0(s) (т. е. разность между степенями ее знаме-
нателя и числителя) должна быть не меньше n.

В частности, в качестве H0(s) можно выбрать 
ПФ апериодического звена n-го порядка:

 0
1

( ) ,
( 1)n

H
H s

T s
=

+
 (26)

где TH > 0. Тогда

 ( ) .
( 1)

k

k n
H

s
H s

T s
=

+
 (27)

В описанном способе реализации операто-
ров свертки функции ( )ky t�  и ( )ku t�  могут быть 
получены как выходные сигналы звена с ПФ 
Hk(s), на вход которого подаются соответствен-
но сигналы yk(t) и uk(t).

Инерционные динамические звенья, при-
меняемые для реализации интегральных опе-
раторов, могут выполнять еще одну полезную 
функцию — играть роль низкочастотных филь-
тров и таким образом позволяют получить еще 
один важный результат — сглаживание дей-

ствующих в каналах измерения случайных и 
высокочастотных детерминированных помех.

Применение аппарата линейной регрессии

Перейдем к трактовке экспериментальных 
данных с позиций регрессионного анализа. 
В соответствии с уравнением (25) запишем 
уравнение многофакторной линейной модели 
регрессии:

 ,
1

,
Rn

i i
i

R Ry x
=

= β∑

где nR = 2n — размерность модели; 1, ,iiRx y −= − �  

1, ( 1, )in iRx u i n−+ = =�  — регрессоры; nRy y= �  — 
отклик; 1,i ia −β =  1 ( 1, )n i ib i n+ −β = =  — коэф-
фициенты регрессии.

Пример 3. Приведем результаты апробации 
изложенного метода на примере объекта с ПФ 
(5). Для реализации интегральных операторов 
свертки применялись динамические звенья 
с ПФ (26), (27) и постоянной времени TH = 0,1.

В вычислительных процедурах отбирались 
отсчеты сигналов на временном отрезке дли-
тельности T = 40 с тактом дискретности (ша-
гом) Ts = 0,001.

При решении задачи регрессии исполь-
зовалась функция fi tlm() пакета расширения 
Statistics and Machine Learning Toolbox системы 
MATLAB. Фрагмент кода ниже поясняет ее 
применение:

mdl = fi tlm(XR,YR,'Intercept',false);
kR = mdl.Coeffi cients(:,1);
kR = table2array(kR);
aE = kR(1:n)’
bE = kR(n + 1:2*n)’

Функция

 mdl = fi tlm(XR,YR,'Intercept',false)

возвращает линейную регрессионную модель 
mdl. Аргументы функции XR и YR — соответ-
ственно массивы значений регрессоров и откли-
ков. Значение false опции ‘Intercept’ означает, что 
в уравнении регрессии постоянная составляю-
щая отсутствует (константа равна нулю).

Посредством метода mdl.Coeffi cients() нахо-
дятся коэффициенты регрессии в форме та-
бличного массива. Далее с помощью функции 
table2array() полученный табличный массив 
преобразуется к гомогенному массиву.

Итогом решения являются вектор-столбцы 
коэффициентов регрессии aE и bE. В табл. 2 
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и табл. 3 представлены истинные коэффици-
енты числителя и знаменателя tf-модели объ-
екта и результаты его параметрической иден-
тификации согласно описанному методу.

Представленные результаты показывают ра-
ботоспособность и эффективность предложен-
ного метода идентификации.

Отметим один важный алгоритмический 
аспект рассматриваемых методов идентифика-
ции. Для функции iddata() системы MATLAB 
исходными данными являются дискретные 
отсчеты некоторого тестового сигнала u(t) 
и отклика объекта y(t). В противовес этому 
предлагаемый метод регрессионного оценива-
ния параметров ПФ позволяет обрабатывать 
данные серии экспериментов и формировать 
из них обучающую выборку. Тем самым соз-
даются предпосылки для решения вопросов 
адекватности и точности построения модели 
на основе методологии машинного обучения.

Заключение

В работе показано, что классические мето-
ды активной идентификации динамических 
объектов могут давать неверные и неприемле-
мые решения. Закономерно возникает вопрос 
об их надежности и практической примени-
мости, а также дальнейшем развитии данной 
области научных исследований. Приведенные 
в работе результаты позволяют сформулиро-
вать важный методологический аспект, кото-
рый рекомендуется учитывать в новых разра-
ботках алгоритмов активной идентификации: 
для построения адекватных математических 
моделей необходимо расширять базу экспери-
ментальных данных посредством проведения 
серии идентификационных экспериментов, 

причем здесь могут быть востребованы теоре-
тические установки и инструментальные сред-
ства машинного обучения.

Изложенный регрессионный метод струк-
турно-параметрической идентификации ли-
нейных динамических объектов может быть 
полезен и, разумеется, также подлежит даль-
нейшему критическому анализу и развитию.
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Table 2
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Таблица 3
Table 3

i 0 1 2 3

bi 0,3048 0,3048 0,0762 0

�
ib 0,3047 0,3047 0,0762 0,0000
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Abstract

The problem of structural-parametric identification of linear stationary dynamic objects under conditions of active 
experiments is considered. The question of the adequacy of dynamic models based on the analysis of the object’s response 
to a typical test impact is investigated. These studies allow us to formulate an important methodological aspect that is
recommended to be taken into account in new developments of active identification algorithms. In this paper it is shown 
that in real conditions of interference, the classical methodology of constructing the transfer function of an object by means 
of the analysis of data single experiment, i.e. the response to a test effect can give incorrect results. In this regard, another 
approach is proposed — to form the base of the experimental data starting from a series of identification experiments, and 
because of its to investigate the dynamic structure of free and forced movements of the object. The ideological basis of this 
approach consists of the following solutions: the principle of "probing" the space of states of an object in order to determine its 
dynamic order; the mechanism of excitation of free movements in the object by means of finite control actions; the integral-
operator form of representation of the dynamics of the object, which avoids the need for differentiation of input and output 
signals; the apparatus of linear regression for parametric identification of the transfer function of the object. One the base 
the given approach a new method of structural-parametric identification of linear stationary dynamic objects is developed 
and investigated. The presented results and computer approbation in the MATLAB environment have shown the operability 
and effectiveness of this identification method.
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Развиваются системные подходы в задачах динамики машин транспортного и технологического назначения, 
связанных с обеспечением режимов динамического гашения колебаний и выявлением ряда специфических эффектов, 
характерных для технических объектов с рабочими органами, представляющих собой твердые тела. Используются 
методы структурного математического моделирования, в рамках которых механической колебательной системе, 
рассматриваемой в качестве расчетной схемы технического объекта, сопоставляется структурная схема эквива-
лентной в динамическом отношении системы автоматического управления. В качестве модельной расчетной схемы 
используется механическая колебательная система с сосредоточенными параметрами.

Показано, что режимы динамического гашения реализуются через фиксацию неподвижных точек, названных 
центрами вращения (или колебаний). Предложена методика аналитической оценки возможностей формирования ди-
намических состояний на основе использования передаточных функций обобщенной обратной связи, коэффициентов 
связанности движений по координатам, форм динамического взаимодействия элементов системы при одновременном 
действии двух периодических возмущений.

В рамках рассматриваемой интерпретации ключевой характеристикой механической колебательной системы 
является характеристическое частотное уравнение и его преобразования. Характеристическое уравнение в зави-
симости от выбранных координат определяет возможность введения понятий приведенной жесткости, связности 
движений элементов или структурных образований в режиме свободных колебаний системы или с учетом внешних 
воздействий силового или кинематического характера.

Наряду с понятием динамического состояния, которое реализуется на определенной частоте и связано с об-
нулением амплитуды колебаний или достижением потенциально бесконечных значений по амплитуде, предложено 
развитие представлений о форме динамических взаимодействий элементов механической колебательной системы. 
Понятие формы обобщает представления о направлениях изменения во времени координаты элемента системы по 
отношению к изменению внешней силы или кинематического возмущения. В рамках структурного формализма пред-
ложена методология отображения совокупности динамических состояний и форм динамических взаимодействий 
элементов механической колебательной системы на основе ориентированных графов.

Ключевые слова: механические колебательные системы, центр вращения, колебание твердого тела, связность 
внешних возмущений, динамическое гашение колебание, обратные связи, формы динамических взаимодействий
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Проблема гашения колебаний в механических системах:
системный анализ, моделирование, управление

Введение

Обеспечение безопасности эксплуатации 
технических объектов транспортного и техно-
логического назначения, а также разработка 
способов и средств повышения надежности ра-
боты узлов, агрегатов, приборов и аппаратуры, 
функционирующих в условиях интенсивных 
вибрационных воздействий, относятся к числу 
актуальных научно-технических проблем [1].

Значительное внимание в работах отече-
ственных и зарубежных специалистов уделя-
ется задачам динамики машин и оборудования 
при условии вибрационного нагружения. Под-
ходы к разработке способов и средств оцен-
ки и контроля характеристик движения для 
формирования динамических состояний тех-
нических объектов отличаются большим раз-
нообразием. Современные направления в ре-
шении задач теории и практики виброзащиты 
и виброизоляции от действия периодических 

внешних возмущений во многих случаях опи-
раются на использование методов математиче-
ского моделирования [2—5].

Особенностью технических объектов, осу-
ществляющих рабочие функции в условиях 
интенсивных динамических нагружений, яв-
ляется сложность их расчетных схем в виде ме-
ханических колебательных систем со многими 
степенями свободы и связями вибрационных 
взаимодействий элементов систем, например, 
при рассмотрении в динамике подвижного со-
става железнодорожного транспорта, а также 
в задачах формирования динамических со-
стояний машин, реализующих вибрационные 
технологические процессы [6—7].

В задачах транспортной динамики, при экс-
плуатации вибрационных технологических 
машин, в различных производствах строи-
тельной индустрии, химической и горной 
промышленности используется достаточно 
широкий арсенал технических средств в виде 
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амортизаторов, демпферов, успокоителей как 
пассивного типа, так и управляемых с приме-
нением внешних источников энергии [8].

Динамические гасители колебаний вибра-
ционных процессов технических объектов 
широко используются в различных ситуаци-
ях, где внешние воздействия обладают доста-
точно узкополосным частотным спектром. Та-
кие гасители, как правило, настраиваются на 
определенные частоты, создают условия дина-
мического уравновешивания в системах с не-
сколькими степенями свободы. Эффекты ди-
намического гашения колебаний активно изу-
чаются математическими методами на основе 
моделей в виде дифференциальных уравнений 
движения механических колебательных систем 
с несколькими степенями свободы [9—11].

В последнее время определенное развитие 
получили системные подходы, в качестве ос-
новы своей методологической базы использую-
щие метод исследования, при котором механи-
ческой колебательной системе с одной и более 
степенями свободы, рассматриваемой в каче-
стве расчетной схемы технических объектов, 
сопоставляются структурные математические 
модели в виде структурных схем, эквивалент-
ных в динамическом отношении, систем авто-
матического управления [12—17].

Целью предлагаемой работы является разви-
тие научно-методологического базиса систем-
ного анализа в решении задач динамическо-
го гашения колебаний технических объектов 
различного назначения, отображаемых рас-
четными схемами в виде механических коле-
бательных систем с двумя степенями свободы 
с объектом защиты в виде твердого тела, об-
ладающего массой и моментом инерции в пло-
ском движении с учетом двух упругих опор.

1. Общие положения. Математическая модель

Технические объекты, осуществляющие рабо-
чие функции в условиях интенсивного динами-
ческого нагружения, представленные расчетны-
ми схемами в виде механических колебательных 
систем с двумя степенями свободы, образован-
ных твердым телом, опирающимся на упругие 
опоры в соединении с вибрирующей поверхно-
стью, характерны для транспортных средств, на-
ходящихся под воздействием внешних периоди-
ческих возмущений кинематической природы 
со стороны опорных поверхностей.

Объекты технологического назначения так-
же во многих случаях могут быть представлены 
твердыми телами на упругих опорах, но с возму-
щениями, которые формируются специальными 
устройствами (вибраторами), располагаемыми 
и закрепленными на поверхности твердого тела 
(рабочего органа); к числу таких объектов отно-
сятся вибрационные столы, вибропитатели, ви-
бротранспортеры и другие устройствах.

1. На рис. 1, а представлена обобщенная 
плоская модель технического объекта в виде 
расчетной схемы с твердым телом на упругих 
опорах при наличии как внешних силовых, 
так и кинематических возмущений.

Предполагается, что твердое тело массой M 
и моментом инерции J совершает вызванные 
кинематическими и силовыми возмущениями 
малые колебания с учетом нулевых начальных 
условий относительно положения статическо-
го равновесия. Рассматриваются две системы 
координат y1, y2 и y0, ϕ, связанные с неподвиж-
ным базисом. В характерных точках A1, В1 и 
A2, В2 закреплены упругие элементы с коэф-
фициентами жесткости k1 и k2 соответственно; 
центр тяжести системы расположен в точке О 
на расстоянии l1 = B1О, l2 = B2О. Система об-
ладает линейными свойствами.

Система внешних сил представлена внешни-
ми воздействиями Q1(t), Q2(t), приложенными 
в точках B1 и B2, а также кинематическими воз-
мущениями z1(t), z2(t), отнесенными к точкам 

Рис. 1. Механическая колебательная система:
а — расчетная схема технического объекта с массоинерци-
онными параметрами M, J и внешними воздействиями си-
ловой (Q1, Q2) и кинематической (z1, z2) природы; б — струк-
турная схема
Fig. 1. Mechanical oscillatory system:
a — design scheme of a technical object with mass-inertia param-
eters M, J and external influences of force (Q1, Q2) and kinematic 
(z1, z2) nature; б — block diagram
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A1 и A2. Предполагается, что внешние факторы 
являются синфазными гармоническими функ-
циями одной частоты, но имеют разные ампли-
туды колебаний максимальных отклонений.

На основе известных подходов, например, 
рассмотренных в работах [18—20], математиче-
ская модель механической колебательной систе-
мы (рис. 1, а) может быть представлена системой 
обыкновенных линейных дифференциальных 
уравнений второго порядка с постоянными ко-
эффициентами относительно искомых функций 
y1 и y2 с нулевыми начальными условиями:

2 2 2
1 1 1 2 1 1 1( ) ( ) ;Ma Jc y k y Jc Mab y Q k z+ + − − = +�� ��  (1)

2 2 2
2 2 2 1 2 2 2( ) ( ) ,Mb Jc y k y Jc Mab y Q k z+ + − − = +�� ��  (2)

где приняты следующее обозначения:

 a = l2/(l1 + l2), b = l1/(l1 + l2), c = 1/(l1 + l2). (3)

Используя интегральные преобразования 
Лапласа и с учетом нулевых начальных усло-
вий систему уравнений (1), (2) можно предста-
вить в виде алгебраической системы относи-
тельно изображений 1y  и 2:y

 

2 2 2
1 1

2 2
2 1 1 1

[( ) ]

( ) ;

Ma Jc p k y

Jc Mab p y Q k z

+ + −

− − = +  (4)

 

2 2 2
2 2

2 2
1 2 2 2

[( ) ]

( ) ,

Mb Jc p k y

Jc Mab p y Q k z

+ + −

− − = +  (5)

где p = jω — комплексная переменная ( 1j = − ); 
черта "—" над переменной означает ее изобра-
жение по Лапласу [21]; ω — частота внешнего 
воздействия.

2. На основе системы алгебраических урав-
нений (4), (5) может быть построена структур-
ная математическая модель (рис. 1, б).

Особенности динамических свойств системы 
при различных формах динамического нагруже-
ния могут быть рассмотрены на основе исполь-
зования совокупности передаточных функций.

3. Для оценки динамических состояний си-
стемы, вызванных силовым фактором 1Q , за-
пишем передаточные функции системы с уче-
том 1 0,Q ≠  2 0,Q ≠  1 0,z ≠  2 0:z ≠

 
2 2 2

1 2
1

1

( )
( ) ;

( )
y Mb Jc p k

W p
A pQ

+ +
= =  (6)

 
2 2

2
2

1

( )
( ) ,

( )
y Jc Mab p

W p
A pQ
+

= =  (7)

где

 A(p) = [(Ma2 + Jc2)p2 + k1][(Mb2 + Jc2)p2 + k2] –
 – [(Jc2 – Mab)p2]2 (8)

— характеристическое частотное уравнение, 
определяющее для системы две частоты соб-
ственных колебаний.

Отметим, что в соответствии c (7), (8) исход-
ная система (рис. 1, б) состоит из двух парци-
альных блоков [(Ma2 + Jc2)p2 + k1] и [(Mb2 + 
+ Jc2)p2 + k2], соединенных между собой звеном 
с передаточной функцией дифференцирования 
2-го порядка. При определенных условиях эта 
связь может "обнулиться". В этом случае выпол-
няется условие

 Jc2 – Mab = 0. (9)

Условие (9) означает, что движение в парци-
альных блоках не влияет друг на друга.

Приложение возмущения 1Q  в системе обе-
спечивает режим динамического гашения ко-
лебаний по координате 1y  на частоте

 2 2
1, 2 2( ) .dyn

k

Mb Jc
ω =

+
 (10)

Частота динамического гашения колебаний 
(10) совпадает с частотой парциального блока 
[(Mb2 + Jc2)p2 + k2], определяемой выражением

 2 2
2 2 2( ) .

k
n

Mb Jc
=

+
 (11)

Для детализации представлений об оценке 
динамических свойств системы (рис. 1, а) мо-
жет быть введено понятие коэффициента свя-
занности движений по координатам 1y  и 2y , 
который имеет вид

 
2 2

2
2 2 2

1 2

( )
.

( )

y Jc Mab p
i

y Mb Jc p k

−
= =

+ +
 (12)

При введении в выражение (12) значений 
частот динамического гашения (10) или пар-
циальной частоты (11) коэффициент связанно-
сти координат движения можно рассматривать 
стремящимся к бесконечности i → ∞, что соот-
ветствует признакам динамического гашения 
колебаний по координате 1y .

4. При действии внешнего возмущения 2Q  
по координате 2y  передаточная функция си-
стемы имеет вид

 
2 2 2

2 1
2

2
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y Ma Jc p k
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A pQ
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= =  (13)
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При такой форме внешнего воздействия
( 2 0,Q ≠  1 0,Q =  1 0,z =  2 0z = ) режим динами-
ческого гашения колебаний по координате ре-
ализуется на частоте (ω2, dyn)

2, определяемой 
выражением

 2 1
2, 2 2( ) .dyn

k

Ma Jc
ω =

+
 (14)

По аналогии с выше представленным равен-
ством между частотой (10) динамического га-
шения колебаний по координате 1y  и частотой 
(11) парциального блока [(Mb2 + Jc2)p2 + k2] ре-
ализуется равенство между частотой (14) дина-
мического гашения колебания (ω2, dyn)

2 и часто-
той (n1)

2
 парциального блока [(Ma2 + Jc2)p2 + k1], 

представленной выражением

 2 1
1 2 2( ) .

k
n

Ma Jc
=

+
 (15)

Таким образом, при действии одного воз-
мущающего фактора силовой природы воз-
можно появление режима динамического га-
шения колебаний в точке приложения силово-
го возмущения, в данном случае в точках B1 и 
B2 для силовых факторов 1Q  и 2Q  соответ-
ственно (рис. 1, а).

Характерной особенностью режима динами-
ческого гашения колебаний при действии оди-
ночного силового фактора является то обстоя-
тельство, что для твердого тела неподвижной 
становится одна точка (либо точка B1, либо точ-
ка B2). Неподвижная точка может рассматривать-
ся как центр угловых колебаний. Полагаем, что 
расстояние между точками B1 и B2 равно l1 + l2.
Можно отметить, что при 1 0y =  координата 2y  
принимает конкретное значение, определяемое 
параметрами передаточной функции. Таким об-
разом, между точкой, где 1 0,y =  и точкой 2 0y ≠  
устанавливается линейная форма распределения 
амплитуд колебаний, что предопределяет воз-
можности вибрационного поля, создаваемого 
твердым телом (рабочим органом).

2. Особенности проявления режимов 
динамического гашения колебаний

с учетом связности силовых возмущений

Рассматривается одновременное действие 
двух периодических внешних сил 1 0,Q ≠  2 0Q ≠  
(z1 = 0, 1 0z ≠ ) при наличии между ними связи, 
определяемой соотношением

 2 1.Q Q= α  (16)

1. Передаточные функции системы с уче-
том связи (16) изменяют свою первоначальную 
форму и принимают вид
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При одновременном действии двух сил в си-
стеме для каждой координаты 1 2,y y  возможна 
реализация режима динамического гашения 
колебаний на соответствующих частотах:

 2 2
1, 2( ) ;

( ) (1 )
dyn

k

Mb b a Jc
′ω =

− α + + α
 (19)

 2 1
2, 2( ) .

( ) (1 )
dyn

k

Ma a b Jc

α′ω =
α − + + α

 (20)

Отметим, что в рассматриваемом случае 
парциальные частоты уже не совпадают с ча-
стотами динамического гашения колебаний.

2. Новую информацию о структуре внеш-
них силовых факторов 1Q  и 2Q  можно полу-
чить при введении коэффициента связанности 
i1 движений по координатам 1y  и 2:y
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1

1

2 2 2 2 2
1

2 2 2 2 2
2
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.

[( ) ] ( )

y
i

y

Ma Jc p k Jc Mab p

Mb Jc p k Jc Mab p
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α + + + −
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+ + + α −

 (21)

Если при заданном α принять, что коэффи-
циент связанности i1 принимает некоторое зна-
чение, то из соотношения (21) можно получить 
соответствующее значение частоты, на которой 

1 2 1/i y y=  принимает некоторое значение; оно 
может быть нулевым, отрицательным или по-
ложительным; возможно рассмотрение пре-
дельного значения i1 → ∞ (стремящегося к бес-
конечности), что означает проявление режима 
динамического гашения по координате 1.y  
В свою очередь, равенство i1 = 0 означает, что 
реализуется режим динамического гашения ко-
лебаний по координате 2y .

3. Для i1, принимающего отрицательные 
значения, "точка динамического гашения коле-
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баний" — неподвижная точка (или центр) для 
угловых вращений — будет находиться между 
точками B1 и B2. На рис. 2, а приведена схема 
расположения амплитуд колебаний точек B1 и 
B2, когда i1 является отрицательной величиной.

Положение точки O определяется центром 
тяжести (l1 = OB1, l2 = OB2). Величина l0 опреде-
ляет смещение точки С, представляющей собой 
центр углового (вращательного) колебательного 
движения твердого тела с нулевой координатой, 
относительно центра тяжести в точке О. Поло-
жение точки C на частоте, определяемой из вы-
ражения (21), при заданном значении i1 можно 
найти из подобия треугольников по схеме на 
рис. 2, а, откуда следует, что

 l0 = (l2 + l1i1)/(1 – i1). (22)

Таким образом, зная i1, определяемое зна-
чением заданной частоты, можно получить 
представление о распределении амплитуд ко-
лебаний по длине твердого тела.

4. Если коэффициент связности движений 
i1 > 0 имеет положительные значения, то схема 
распределения амплитуд колебаний принима-
ет вид, показанный на рис. 2, б.

Используя свойства подобия треугольников, 
найдем, что

 l0 = (l2 + i1l1)/(1 – i1). (23)

Как следует из схемы на рис. 2, б, при за-
данной частоте амплитуды колебаний имеют 
одинаковые знаки, а не разнонаправленные, 
как в рассмотренном выше случае. Отметим, 

что при i1 > 0 (i1 > 1) центр вращения точка C 
(или центр колебания твердого тела) находит-
ся в левой части плоскости. При i1 > 0 (i1 < 1) 
центр вращения точка C или центр колебаний 
твердого тела будет находиться в правой части 
плоскости от твердого тела.

5. На основании вышесказанного можно по-
лагать, что в координатах 1 2,y y  в режимах ди-
намического гашения твердое тело получает 
значение амплитуды колебания, равное нулю, 
только для одной точки твердого тела; относи-
тельно этой точки твердое тело в режиме дина-
мического гашения колебаний реализует угло-
вые колебания. Такая точка может быть названа 
центром вращения или центром колебаний, от-
носительно которого твердое тело (M, J), совер-
шает угловые колебания. Центр вращения в про-
стейших случаях может совпадать с точками 
твердого тела, координаты которых фиксируют-
ся как 1 0y =  или 2 0.y =

Вместе с тем, центр вращения (или колеба-
ний) может рассматриваться за пределами твер-
дого тела при i1 > 1 (точка С левее точки В1) и
0 < i1 < 1 (точка С правее точки В2). При отрица-
тельных значениях i1 < 0 эта точка располагается 
между точками B1 и B2. При разных значениях 
параметров такая точка C может смещаться по 
длине твердого тела влево или вправо в грани-
цах, определенных точками B1 и B2.

При рассмотрении случая, когда коэффи-
циент связности движения по координатам 1y  
и 2y  принимает значения i1 = 1, изменение ко-
ординат в виде 1 2y y=  обеспечивает только 
поступательные колебательные движения 
твердого тела без угловых колебаний. Такой 
вариант движения твердого тела может интер-
претироваться как колебание относительно 
центра вращения (или колебаний), смещенно-
го на бесконечно большое расстояние вправо 
или влево от центра тяжести твердого тела.

3. Режимы динамического гашения колебаний 
в системе с твердым телом

в условиях возбуждения факторами 
кинематической природы

При использовании в механической коле-
бательной системе массоинерционного объ-
екта, обладающего массой и моментом инер-
ции, рассматривались случаи одиночного или 
совместного действия силовых факторов при 
наличии связанности воздействия. Что касает-

Рис. 2. Схема распределения амплитуд колебаний по длине 
твердого тела для режима динамического гашения колебания:
а — i1 < 0; б — i1 > 0 ( 2 1y y> )
Fig. 2. Scheme of distribution of oscillation amplitudes along the 
length of a solid body for the mode of dynamic vibration damping:
a — i1 < 0; b — i1 > 0 ( 2 1y y> )
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ся действия внешних возмущений кинемати-
ческой природы, что, в частности, характерно 
для динамики железнодорожных составов, то 
учет их особенностей требует внимания к кон-
струкции рессорных подвесок, в которых мо-
гут использоваться не только упругие и дис-
сипативный элементы, но и дополнительные 
связи, реализуемые различными механизмами 
и устройствами для преобразования движения.

Кинематические возмущения, действующие 
на технические объекты, в большой степени 
характерны для транспорта, в частности, для 
железнодорожного.

Приведенная на рис. 1 расчетная схема ши-
роко используется для оценки, разработки и 
формирования динамических состояний эки-
пажей подвижного состава железнодорожного 
транспорта, для которого характерны внешние 
возмущения со стороны контактов "колесо—
рельс", рассматриваемых в задачах динамики.

Полагая, что 1 20, 0z z≠ ≠  ( 1 20, 0Q Q= = ), 
запишем уравнение движения объекта по 
рис. 1, а в операторной форме, используя мето-
ды операционного исчисления:

2 2 2 2 2
1 1 2 1 1[( ) ] ( ) ;Ma Jc p k y Jc Mab p y k z+ + − − =  (24)

2 2 2 2 2
2 2 1 2 2[( ) ] ( ) .Mb Jc p k y Jc Mab p y k z+ + − − =  (25)

Сопоставляя соотношения (24), (25) с ранее 
полученными уравнениями для оценки дина-
мических свойств исходной системы (рис. 1) 
при действии силовых факторов 1 2, ,Q Q  можно 
отметить, что кинематические воздействия по 
форме 1 1 1Q k z′ =  и 2 2 2,Q k z′ =  по существу, не 
отличаются друг от друга и в отношении оцен-
ки свойств и динамических состояний при ис-
пользовании структурной математической мо-
дели системы с силовыми факторами 1 2, .Q Q

4. Структурные подходы в оценке 
особенностей механических колебательных 
систем с объектами в виде твердого тела, 
обладающего массой и моментом инерции

Полагаем, что исходная система (см. рис. 1, а) 
с типовыми упругими элементами с жестоко-
стями k1 и k2 находится под действием силового 
фактора 1 0Q ≠  ( 2 0,Q =  1 0,z =  2 0z = ). Ряд но-
вых подходов в задачах повышения эффектив-
ности защиты технических объектов при кине-

матических возмущениях получил отражение 
в работах [3—5].

Структурная схема на рис. 1, б может быть 
преобразована к структурной схеме цепной 
механической колебательной системы, пока-
занной на рис. 3.

Структурная схема на рис. 3 представляет 
собой обобщенную структурную схему в виде 
системы с одной степенью свободы (по коор-
динате 1y ).

Передаточная функция цепи обратной связи 
имеет вид дробно-рационального выражения

2 2 2 2 2 2
1 1 2

2 2 2
2

[( ) ] [ ( )]
.

( )

redk

Jc Mab p p k Mb Jc k k

Mb Jc p k

=

− − + + +
=

+ +

 (26)

Из анализа структурной схемы на рис. 3 
следует, что на парциальной частоте

 2 2
2 2 2( )

k
n

Mb Jc
=

+
 (27)

значение обратной отрицательной связи стано-
вится бесконечно большим, и объект с пере-

даточной функцией 2 2 2

1

( )Mb Jc p+
 становится 

неподвижным.
В этом случае реализуется режим динами-

ческого гашения колебаний по координате 1y .
Вместе с тем, числитель выражения (26), ко-

торый имеет форму биквадратного уравнения, 
может "обнулять" обратную связь на определен-
ных частотах, являющихся корнями биквадрат-
ного уравнения. В этих случаях, когда обратная 
связь или приведенная жесткость системы ста-
новится нулевой, это означает, что объект
(Ma2 + Jc2)p2 будет иметь специфическое дви-
жение, определяемое параметрами приложен-
ной силы 1Q , отражающее так называемый 
"особый" режим движения по координате 1y .

Рис. 3. Структурная схема системы с введением приведенной 
жесткости в цепи обратной связи
Fig. 3. Block diagram of the system with the introduction of re-
duced rigidity in the feedback circuit
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5. Вычислительный эксперимент
для оценки особенностей приложения

внешних силовых факторов

Для проведения вычислительного экспери-
мента в рамках модельной задачи в качестве 
данных были использованы следующие значе-
ния параметров: k1 = 1 Н/м, k2 = 1 Н/м, l1 = 1 м,
l2 = 1 м, M = 1 кг, J = 2 кг•м2; кинематические 
возмущения отсутствовали: z1(t) = 0 м, z2(t) = 0 м.

1. На рис. 4, а представлены графики ампли-
тудно-частотных характеристик системы с уче-
том приложения силы Q1. Резонанс реализуется 
на частотах ω1соб = 1 рад/с и ω1соб ≈ 1,41 рад/с 
в точках т. 2 и т. 4 соответственно. Режим дина-
мического гашения колебаний по координате 

1y  отображен в точке т. 3 на частоте 
ω1дин ≈ 1,16 рад/с. Формы колебаний координат 
определяются совпадением или несовпадением 
знаков амплитудно-частотных характеристик. 
На частотных интервалах (0, ω1соб), (ω1соб, ω1дин) 
движения разнонаправленны, а на интервалах 
(ω1дин, ω2соб) и (ω2соб, ∞) — сонаправленны.

2. Графики амплитудно-частотных харак-
теристик системы для варианта приложения 
силы Q2 отображают формы динамических 
взаимодействий, проявляющихся в совпадении 
или несовпадении направленностей движения 
характерных точек твердого тела, в зависимо-
сти от частот динамического гашения колеба-
ний и собственных частот (рис. 4, б). Резонанс 

также реализуется на частотах ω1соб = 1 рад/с 
и ω1соб ≈ 1,41 рад/с в точках т. 2 и т. 4 соответ-
ственно.

Режим динамического гашения колебаний 
по координате y2 отображен в точке т. 3 на ча-
стоте ω1дин ≈ 1,16 рад./с. В частотных интерва-
лах (0, ω1соб), (ω1соб, ω1дин) движения координат 
разнонаправленны, а на интервалах (ω1дин, ω2соб)
и (ω2соб, ∞) — сонаправленны или "слитны". 
При "переходе" через собственные частоты и 
частоту динамического гашения колебаний 
движение координаты 1y  изменяет направлен-
ность своего движения на противоположную. 
Координата 2y  при переходе через частоту ди-
намического гашения колебаний по координа-
те 1y  направленность своего движения не из-
меняет, уменьшая значение амплитуды коле-
бания до положительного минимума.

Сонаправленность и разнонаправленность 
движений точек твердого тела (см. рис. 1), об-
разующих форму движении системы в целом, 
сохраняются в частотных интервалах между 
характерными частотами, отражающих режи-
мы динамического гашения, резонансы, режи-
мы "запирания" (при неограниченном росте 
частоты внешнего силового воздействия), на-
чальные состояния (нулевые начальные усло-
вия для координат y1, y2).

В предположении, что положительная или 
отрицательная направленность движения на 
интервале приписывается координате в за-

висимости от знака ее ампли-
тудно-частотной характеристики 
(рис. 4), можно на каждом частот-
ном интервале каждой координате 
сопоставить положительную (знак 
"+") или отрицательную (знак "–") 
направленности, в совокупности 
определяющие формы движений 
системы (см. рис. 1) в различных 
вариантах приложения силовых 
воздействий.

Совокупность форм движения 
системы определяется частот-
ными интервалами (см. таблицу, 
строка I, столбцы 3, 5, 7, 9), об-
разованными характерными ча-
стотами (столбцы 2, 4, 6, 8, 10), 
принимающими конкретные зна-
чения в рамках модельной задачи 
(строка II, столбцы 2—10).

Средства оценки динамиче-
ских состояний, представленные 

Рис. 4. Амплитудно-частотные характеристики системы:
а — Q1 ≠ 0, Q2 = 0, 1 — 1 1/ ;y Q  2 — 2 1/ ;y Q  б — 2 0,Q ≠  1 0;Q ≠  1 — 1 2/ ;y Q  2 — 

2 2/y Q
Fig. 4. Amplitude-frequency characteristics of the system:
а — Q1 ≠ 0, Q2 = 0, 1 — 1 1/ ;y Q  2 — 2 1/ ;y Q  б — 2 0,Q ≠  1 0;Q ≠  1 — 1 2/ ;y Q  2 — 

2 2/y Q
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набором амплитудно-частотных характери-
стик системы (столбец 1, строки IV, V, VII, 
VIII), в частотных интервалах принимают 
положительные или отрицательные значения 
(строки IV, V, VII, VIII, столбцы 3, 5, 7, 9), ин-
терпретируемые в качестве форм движения 
координат системы; в характерных частотах 
средства оценки принимают нулевые значе-
ния, отображающие режимы динамического 
гашения колебаний, конечные или бесконеч-
ные (отображающие резонанс).

Формы движения массоинерционных эле-
ментов системы определяются особенностями 
приложения силового возмущения.

Характерные особенности форм динамиче-
ских взаимодействий, приведенные в таблице, 

могут быть в представлены в виде графа форм 
динамических взаимодействий элементов ме-
ханической системы, изображенного на рис. 5.

Динамические режимы механической коле-
бательной системы представлены вершинами 
графа: r1 — начальное состояние и предельный 
режим "запирания" механической колебатель-
ной системы объединены в одну вершину; r2 — 
резонанс; r3 — режим динамического гашения 
колебаний по координате y2; r4 — режим дина-
мического гашения колебаний по координате 
y1; дуги a1, ..., a4 отображают формы динами-
ческих взаимодействий элементов системы для 
силового возмущения Q1 ≠ 0 по мере последова-
тельного "перехода" через характерные динами-
ческие состояния механической колебательной 
системы в зависимости от частот внешнего воз-
действия, непрерывно принимающих значения 
от нуля до бесконечности; дуги b1, ..., b4 ото-
бражают формы динамических взаимодействий 
элементов системы для силового возмущения 
Q1 ≠ 0, символьные обозначения дуг с исполь-
зованием "плюса" и "минуса" отображают фор-
мы движения твердого тела; указанные в виде 
чисел 1; 0,16; 0,25 веса 2 дуг указывают значения 
длин частотных интервалов.

Таким образом, перераспределение силового 
возмущения механической колебательной систе-
мы (см. рис. 1) приводит к перераспределению 
режимов динамического гашения колебаний, 
интерпретируемых как центры вращений (или 
колебаний) твердого тела, на координату при-
ложения силы и к изменению форм движения. 
Вместе с тем, совместное одновременное прило-
жение внешних силовых воздействий приводит 

Состояние и формы движений элементов механической колебательной системы для двух вариантов силового возмущения

The state and forms of movements of the elements of a mechanical oscillatory system for two variants of force excitation

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

I
Частотные интервалы и 

характерные частоты
[0] (0,ω1соб) [ω1соб] (ω1соб,ω1дин) [ω1дин] (ω1дин,ω2соб) [ω2соб] (ω2соб,∞) [ω]

II Вычисленные значения 0 (0,1) [1] (1, 1.16) [1.16] (1.16, 1.41) [1.41] (1.41,∞) [∞]

III Q1 ≠ 0, Q2 = 0

IV
2

1
1 4 2

1

3 4
( )

2 6 4

y
W p

Q
− ω +

= =
ω − ω + 0 + ∞ – 0 + ∞ – 0

V
2

2
2 4 2

1

( )
2 6 4

y
W p

Q
−ω

= =
ω − ω +

0 – ∞ + + + ∞ – 0

VI Q1 = 0, Q2 ≠ 0

VII
2

1
1 4 2

2
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2 6 4

y
W p

Q
−ω

= =
ω − ω +

0 – ∞ + + + ∞ – 0

VIII
2

2
2 4 2

2

3 4
( )

2 6 4

y
W p

Q
− ω +
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ω − ω +

0 + ∞ – 0 + ∞ – 0

Рис. 5. Ориентированный граф форм динамических взаимодей-
ствий элементов механической колебательной системы на рис. 1
Fig. 5. The oriented graph of forms of dynamic interactions of ele-
ments of a mechanical oscillatory system in Fig. 1
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к перемещению центра вращения (или колеба-
ний) твердого тела и реализации более сложной 
структуры форм динамических взаимодействий 
элементов механической колебательной системы.

Заключение

1. Предложено развитие системных подходов 
в оценке динамических свойств механических 
колебательных систем с двумя степенями сво-
боды, в которых объект (массоинерционный 
элемент) представлен в виде твердого тела, об-
ладающего массой и моментом инерции.

2. Предложена методологическая основа по-
строения структурных математических моде-
лей, позволяющих ввести в рассмотрение осо-
бенности реализации в системе режимов дина-
мического гашения колебаний.

3 Показано, что при объекте в виде твердого 
тела динамическое гашение колебаний реали-
зуется путем создания некоторой неподвижной 
точки, которая при определенных условиях мо-
жет перемещаться по длине твердого тела.

4. Показана возможность управлять пара-
метрами вибрационного поля рабочего органа, 
трактуемого как распределение амплитуд ко-
лебаний точек твердого тела по его длине.

5. Предложена методика оценки динамических 
состояний рабочих органов на основе использо-
вания коэффициентов связности движений по 
используемым координатам, что позволяет вве-
сти в рассмотрение новый способ формирования 
динамических состояний рабочих органов вибра-
ционных технологических машин.

6. Предложена технология формирования не-
обходимых динамических состояний рабочих 
органов в виде твердого тела при одновремен-
ном действии нескольких силовых факторов.

7. Показано, что необходимая информа-
ция о спектре динамических свойств системы 
с твердым телом может быть получена на основе 
использования приведенных жесткостей, когда 
ее структурная схема с двумя степенями сво-
боды преобразуется к обобщенной структурной 
форме, состоящей из объекта, динамическое со-
стояние которого оценивается (интегрирующее 
звено второго рода), охваченного отрицательной 
обратной связью; передаточная функция обрат-
ной связи соответствует приведенной к объек-
ту жесткости. Передаточная функция обратной 
связи позволяет определять частоты реализации 
режимов динамического гашения, а также дру-
гих форм взаимодействия элементов форм.
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Abstract

System approaches are being developed in the problems of dynamics of transport and technological machines related 
to the provision of dynamic vibration damping modes and the identification of a number of specific effects characteristic 
of technical objects with working bodies representing solids. The methods of structural mathematical modeling are used, in 
which a mechanical oscillatory system, considered as a design scheme of a technical object, is compared with a structural 
scheme, equivalent in dynamic terms, of an automatic control system. It is shown that the modes of dynamic damping are 
realized through the fixation of fixed points called centers of rotation (or oscillations). A method is proposed for the ana-
lytical evaluation of the possibilities of forming dynamic states based on the use of generalized feedback transfer functions, 
coefficients of motion connectivity by coordinates, forms of dynamic interaction of system elements under the simultaneous 
action of two harmonic excitations. Within the framework of the interpretation under consideration, the key characteristic 
of a mechanical oscillatory system is the characteristic frequency equation and its transformations. The development of 
ideas about the form of dynamic interactions of elements of a mechanical oscillatory system is proposed. The concept of 
form generalizes ideas about the directions of change in time of the coordinate of a system element in relation to a change 
in an external force or kinematic excitation. The methodology for displaying a set of dynamic states and forms of dynamic 
interaction of elements of a mechanical oscillatory system based on oriented graphs is proposed.

Keywords: mechanical oscillatory system, center of rotation, solid body oscillation, connectivity of external excitations, 
dynamic damping oscillation, feedback, forms of dynamic interactions
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Описаны разработанное автоматизированное устройство для формирования электрокаталитических слоев, 
применяемых в электрохимических системах, и вопросы отработки технологии напыления, позволяющей получить 
наилучшие параметры формируемых слоев. Общая схема автоматизированного устройства включает в себя си-
стему автоматического позиционирования распылительной головки по двум координатам, приводимую в движение 
шаговыми двигателями и управляемую от персонального компьютера, ультразвуковой мини-диспергатор, распы-
лительную головку, генераторы ультразвука для ультразвукового мини-диспергатора и ультразвуковой распыли-
тельной головки. Управление шаговыми двигателями осуществляется микропроцессорной системой, построенной 
на основе восьмиразрядного однокристального микроконтроллера фирмы Atmel AT90S2313 и стандартных буферных 
микросхем. Ключевым исполнительным элементом устройства и процесса является разработанная распылительная 
головка с интегрированным ультразвуковым гомогенизатором, предотвращающим седиментацию каталитической 
композиции. Подробно описана разработанная и воспроизведенная общая цепь автоматизации для управления всеми 
электронными устройствами. Она отличается применением микропроцессора Attiny2313 для управления, наличием 
связи с персональным компьютером по интерфейсу RS-485, что позволяет не только включать/выключать дис-
пергатор, но и непосредственно с персонального компьютера управлять его рабочей частотой. Предусмотрено как 
ручное управление контроллером шаговых двигателей через контрольные кнопки, так и управление от внешнего пер-
сонального компьютера, который имеет возможность управлять программой напыления пошагово. В этом случае вся 
последовательность шагов содержится в памяти персонального компьютера, она передается контроллеру шаговых 
двигателей поэтапно по мере выполнения программы. Выработаны алгоритмы перемещения распылительной головки, 
обеспечивающие наилучшую сушку каталитической композиции в процессе ее нанесения. Эффективность работы 
разработанного автоматизированного устройства показана путем сравнения с ручным нанесением специалистом 
по таким критериям, как скорость нанесения электрокаталитических слоев и их качество. Созданное устройство, 
алгоритмы его работы, программное обеспечение и научно-технический задел в целом могут использоваться для фор-
мирования различных покрытий как в электрохимических технологиях, так и в других областях.

Ключевые слова: автоматизированное устройство, управление процессом, каталитические чернила, распыление 
каталитической композиции, формирование электрокаталитического слоя, координатный стол, электрохимическая 
система, топливный элемент, электролизер воды, полимерная электролитическая мембрана
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Автоматизация и управление процессом
формирования электрокаталитических слоев

с использованием двумерного координатного распылителя*

Введение

Одним  из основных направлений развития 
современной энергетики является широкое 
внедрение электрохимических систем (топлив-

*Работа выполнена в рамках проекта "Модифицирован-
ные углеродные наноматериалы для электродов топливных 
элементов с твердым полимерным электролитом" при под-
держке гранта НИУ "МЭИ" на реализацию программ науч-
ных исследований "Энергетика", "Электроника, радиотехни-
ка и IT" и "Технологии индустрии 4.0 для промышленности 
и робототехника" в 2020-2022 гг.

ных элементов, электролизеров воды и пр.) на 
основе полимерной электролитической мем-
браны (ПЭМ) в стационарных и мобильных 
областях применения [1], включая авиацию и 
робототехнику. Указанные системы характе-
ризуются высокими значениями КПД, эколо-
гической чистотой, низкой инерционностью, 
высоким ресурсом, отсутствием механических 
деталей и другими преимуществами. Системы 
на основе ПЭМ компактны, могут быть скон-
струированы в различных геометрических 

АВТОМАТИЗАЦИЯ И УПРАВЛЕНИЕ
ТЕХНОЛОГИЧЕСКИМИ ПРОЦЕССАМИ
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конфигурациях, малочувствительны к ударам, 
вибрации, радиации, могут использоваться 
в условиях вакуума и невесомости.

Основными элементами электрохимических 
систем данного типа, определяющими их ха-
рактеристики, являются электрокаталитические 
слои [2, 3]. Структура электрокаталитических 
слоев, определяющая их производительность, 
в значительной степени зависит от методики их 
формирования. В данной статье описывается 
разработка автоматического устройства (двух-
координатного стола перемещений со специали-
зированной распылительной головкой) для фор-
мирования каталитических слоев на газодиффу-
зионных электродах, а также соответствующей 
системы управления. Назначение рассматрива-
емого технологического устройства и системы 
управления состоит не только в обеспечении 
равномерного распределения каталитической 
композиции на поверхности газодиффузионно-
го электрода, но и в обеспечении оптимальных 
условий сушки данной композиции для форми-
рования наиболее работоспособной структуры 
формируемого электрокаталитического слоя.

Современные подходы к обеспечению 
технологических требований к формированию 

электрокаталитических слоев

Технология формирования электрокатали-
тических слоев существенным образом влияет 
на производительность электрохимической си-
стемы, она определяет такие параметры катали-
тического слоя, как его толщину и пористость, 
площадь поверхности раздела между частицами 
катализатора и твердого электролита, протон-
ную проводимость системы связанных частиц 
электролита и электронную проводимость ча-
стиц катализатора. Электрохимическая система 
на основе ПЭМ представляет собой фильтр-
прессную конструкцию, состоящую, как пра-
вило, из нескольких десятков отдельных элек-
трохимических ячеек, образующих батарею 
или модуль. При формировании электроката-
литических слоев для каждой из ячеек край-
не важно обеспечить их идентичность, в про-
тивном случае ячейки будут иметь различные 
выходные характеристики, что может привести 
к их рассогласованной работе (вплоть до пере-
полюсовки и выходу батареи из строя). Таким 
образом, формирование каталитических слоев 
необходимо проводить с использованием авто-

матизированного устройства, обеспечивающего 
высокую стабильность параметров напыления.

Метод формирования каталитического слоя 
должен обеспечивать достаточную пористость и 
как можно большую площадь активной поверх-
ности катализатора, которую обеспечивает вы-
сокая дисперсность его частиц [4]. Кроме того, 
большую роль играет воспроизводимость харак-
теристик каталитического слоя. На данный мо-
мент выделяют несколько методов формирова-
ния каталитических слоев, таких как распыле-
ние каталитических чернил воздушной струей, 
трафаретная печать и нанесение кистью [5—7].

Одним из наиболее распространенных в ла-
бораторной практике способов создания ката-
литических слоев является воздушное распы-
ление каталитических чернил на мембрану или 
газодиффузионные электроды [3, 8—11]. При 
воздушном распылении каталитические черни-
ла подаются в сопло распылительной головки и 
распыляются до отдельных капель с помощью 
струи сжатого воздуха. Далее капли переносят-
ся воздушной струей на поверхность мембраны 
или газодиффузионного электрода и остаются 
на ней. При полете от распылительной голов-
ки до подложки капли частично высыхают (за 
счет испарения растворителя), и концентрация 
иономера в них возрастает. На подложке под 
распылительной головкой при воздушном рас-
пылении образуется локальная область, в кото-
рой формируемый каталитический слой ока-
зывается смоченным не успевшим испариться 
растворителем. В этой области иономер может 
перераспределяться по высоте слоя, диффунди-
руя в жидкой фазе. При этом возможно повы-
шенное содержание иономера в нижних слоях 
каталитического слоя, а также вынос части ио-
номера внутрь подложки — газодиффузионного 
электрода, что снижает рабочие характеристи-
ки электрохимической системы [8, 9].

Метод трафаретной печати заключается в на-
ложении на мембрану сетки или ткани опреде-
ленной толщины и размазывании по ней густых 
чернил с помощью шпателя или ракеля [6]. Та-
кой метод достаточно прост, но требует добав-
ки в каталитические чернила загустителя, для 
удаления которого необходим дополнительный 
этап, и не подходит для нанесения каталити-
ческих слоев на газодиффузионные электроды 
с открытыми порами, так как часть каталитиче-
ских чернил будет проникать в поры, что приве-
дет к уменьшению активной массы катализатора 
и блокировке пор. Кроме того, исследования по-
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казывают, что характеристики мембранно-элек-
тродных блоков (МЭБ), каталитические слои ко-
торых сформированы с использованием метода 
трафаретной печати, уступают характеристикам 
МЭБ, слои которых изготовлены с использова-
нием метода напыления [12]. Как и метод трафа-
ретной печати, метод нанесения кистью являет-
ся достаточным простым, но оба этих метода не 
могут обеспечить необходимые параметры элек-
трокаталитических слоев. Это связано с тем, что 
процесс сушки каталитических чернил занимает 
значительное время, в течение которого проис-
ходит агломерация частиц катализатора, вслед-
ствие чего уменьшается площадь его активной 
поверхности [12, 13].

В рамках наиболее широко применяемой тех-
нологии электрокаталитический слой формиру-
ется распылением (как правило, многократным) 
жидкой каталитической композиции ("катали-
тических чернил") на поверхность листового во-
локнистого углеродного материала (бумаги или 
ткани) или ПЭМ с одновременным или после-
дующим высушиванием поверхности подложки 
[14]. Жидкая каталитическая композиция пред-
ставляет собой суспензию твердого дисперсного 
катализатора (например, наночастиц платины 
на углеродном носителе с характерным размером 
частиц 30...40 нм) в спиртовом растворе (изопро-
пиловый или этиловый спирт или их водные 
растворы). Кроме того, в состав каталитических 
чернил добавляется иономер (раствор ПЭМ), 
обеспечивающий адгезию слоя к подложке, 
связность его компонентов и протонную прово-
димость. Количество иономера составляет, как 
правило, 5...15 % от массы катализатора, а ко-
личество катализатора и иономера — несколько 
процентов от массы спирта-растворителя.

При высыхании раствора каталитических 
чернил (т. е. при испарении растворителя) мо-
лекулы иономера образуют пленки определен-
ной структуры [15] на поверхности частиц ка-
тализатора. Данные пленки иономера должны 
находится в хорошем контакте между собой, 
чтобы слой проводил ионный ток [16].

Как показывает эмпирическая практика, 
наиболее эффективную работу демонстрируют 
электрокаталитические слои, при формирова-
нии которых напыление каталитической ком-
позиции ("чернил") осуществляется с ее ма-
лым удельным расходом (выраженным в г/см2

поверхности подложки) и сопровождается ее 
быстрой сушкой, при которой растворитель 
минимально смачивает ранее нанесенный 

слой. Для выполнения этого условия необхо-
дима минимизация расхода чернил при на-
пылении и разумное увеличение времени про-
цесса распыления, а также достаточно быстрое 
перемещение распылительной головки.

Размер локальной области каталитического 
слоя, смоченной растворителем, определяется 
расходом каталитических чернил на едини-
цу поверхности подложки и, соответственно, 
скоростью перемещения распылительной го-
ловки. Экспериментально наблюдается связь 
между параметрами распыления и рабочими 
характеристиками каталитического слоя [9].

Рассмотрим основные подходы, реализован-
ные в разработанном устройстве — двухкоор-
динатном столе перемещений со специализиро-
ванной распылительной головкой, позволяющие 
обеспечить выполнение требований к нанесению 
каталитической композиции и ее быстрой сушке.

Для поддержания оптимальной температу-
ры подложки был применен подогреваемый 
столик. Экспериментально установлено, что 
для обеспечения оптимальной сушки распы-
ляемых на нее каталитических чернил подлож-
ка должна была нагрета до 45...55 °С [8]. Более 
высокий нагрев приводил к воспламенению 
растворителя наночастицами платинового ка-
тализатора. В разработанном нами устройстве 
была предусмотрена возможность регулировки 
высоты столика для обеспечения оптималь-
ного расстояния до распылительной головки. 
Положение же самой головки не регулирова-
лось по высоте в целях экономии ее массы.

Система управления перемещением распы-
лительной головки имела возможность задать 
любую выбранную траекторию движения. По-
сле экспериментальной оптимизации был вы-
бран следующий маршрут движения головки: 
распыление проводилось полосами, которые 
расположены рядом. Ширина полосы опреде-
лялась углом распыления и расстоянием до 
подложки. Значения этих параметров подби-
рались экспериментально. Соседние полосы 
в оптимальном режиме касались друг друга 
или перекрывались на 1...2 мм. Головка дви-
галась прямолинейно по одной оси, затем воз-
вращалась на исходную позицию без распыле-
ния. Затем выполнялся сдвиг головки по дру-
гой оси и напыление соседней полосы. Пройдя 
всю поверхность прямоугольной напыляемой 
области, головка возвращалась в точку нача-
ла напыления первой полосы. Далее следовала 
заданная задержка для дополнительной сушки 
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и затем формировался следующий слой. На-
несение чернил осуществлялось со сдвигом на 
половину полосы по отношению к предыдуще-
му слою, и центральная ось полос формирова-
ния этого слоя располагалась между полосами 
формирования предыдущего.

В конце каждой полосы распыление катали-
тической композиции прекращалось закрытием 
электроклапана жидкостного канала на сопле 
головки. Поскольку закрытие клапана проис-
ходило не мгновенно, имела место некоторая 
временная задержка от момента выхода головки 
на конец полосы. Время задержки подбиралось 
опытным путем в процессе отработки режима 
напыления. Необходимо упомянуть, что форми-
руемые полосы были хорошо видны в процессе 
опытного напыления на лист белой бумаги.

Каталитическую композицию (чернила) за-
ранее приготовляли вне установки напыления, 
гомогенизируя ультразвуковой обработкой ка-
талитический нанопорошок в жидкости с помо-
щью отдельного ультразвукового диспергатора 
[17]. Эта процедура позволяет получить равно-
мерную суспензию и расход твердой и жидкой 
фракций, одинаковый во время всего процес-
са напыления. Но при достаточно долгом на-
хождении каталитических чернил в резервуаре 
напылительной установки (свыше 10 мин) воз-
можна коагуляция частиц суспензии и выпаде-
ние осадка, что может изменить однородность 
распыляемой струи чернил. Для предотвраще-
ния этого нежелательного явления резервуар 
для каталитических чернил был оборудован 
встроенным ультразвуковым мини-дисперга-
тором (описанным ниже). Данное устройство 
работает во время напыления, предотвращая 
коагуляцию суспензии каталитических чернил.

Конструктивные особенности 
автоматизированного устройства для 

формирования электрокаталитических слоев

Для экспериментальной отработки различ-
ных режимов распыления был разработан экс-
периментальный стенд (устройство для фор-
мирования каталитических слоев), в состав 
которого входила автоматизированная система 
обеспечения перемещений распылительной 
головки. Общая схема этого автоматизирован-
ного устройства включает в себя:

1) систему автоматического позициониро-
вания распылительной головки по двум коор-

динатам, управляемую от персонального ком-
пьютера;

2) ультразвуковой мини-диспергатор;
3) распылительную головку;
4) генераторы ультразвука для ультразвуко-

вого мини-диспергатора и ультразвуковой рас-
пылительной головки;

5) электронную схему управления всем 
устройством напыления на микроконтроллере;

6) программное обеспечение для персональ-
ного компьютера, управляющего процессом 
напыления.

Устройство автоматизированного напыле-
ния состоит из системы обеспечения переме-
щений и распылительной головки. Система 
автоматического двухкоординатного переме-
щения распыляющей головки изображена на 
рис. 1 и включает в себя емкость для катали-
тических чернил (1), соленоидный клапан (2), 
штуцер для подачи воздуха (3), распылитель-
ное сопло (4), шаговые двигатели (5), подо-
греваемый вакуумный столик с подложкой, 
на которой формируется каталитический слой 
(6), и встроенный мини-диспергатор (7).

Данная система обеспечения перемещений 
может служить платформой для эксперименталь-
ной отработки компонентов системы нанесения 
каталитических композиций (распылительных 
головок, подложек, систем сушки и т. п.).

Система обеспечения перемещений представ-
ляет собой двухкоординатный столик, по осям X 
и Y которого двигается автоматическая каретка, 
на которой закрепляется распылительная голов-
ка. Система обеспечения перемещений постро-
ена на шаговых двигателях, которые соединены 
с механизмом перемещений и позволяют пере-
двигать распылительную головку по двум осям. 
Каретка закреплена на платформе, вдоль кото-
рой она перемещается по оси Y с помощью про-

Рис. 1. Схема устройства для нанесения каталитических 
композиций
Fig. 1. Scheme of the device for application of catalytic composi-
tions
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филированной ременной передачи, соединен-
ной с шаговым двигателем 5 (рис. 1). Платформа 
каретки сама, в свою очередь, перемещается по 
двум направляющим, закрепленным на внеш-
них сторонах координатного столика — вдоль 
оси X. Платформа также приводится в движение 
вторым шаговым двигателем 5 с помощью про-
филированной ременной передачи.

Схема ультразвуковой головки встроенного 
диспергатора показана на рис. 2. Данная головка 
представляет собой ряд колец из пьезоэлектри-
ческого материала (1), зажатых между резонатор-
ным стержнем (2) и "телом отдачи" (3). Нижний 
конец резонаторного стержня погружен в бачок 
распылительной головки с каталитической ком-
позицией. Ультразвуковые колебания, таким об-
разом, вводятся в каталитическую композицию 
и препятствуют ее седиментации в процессе 
ожидания распыления. Напряжение ультразву-
ковой частоты 1...2 кВ с блока питания подается 
на ультразвуковую головку, где оно преобразо-
вывается в акустические колебания стержня.

Испытания разработанного мини-дисперга-
тора показали, что мощность, передаваемая им 
в ультразвуковые колебания жидкости и оце-
ненная по нагреву модельного раствора изопро-
панола, составляет 10...50 Вт. Данная мощность 
сопоставима с мощностью, потребляемой при об-
работке каталитической суспензии в процессе ее 
приготовления, и достаточна для эффективного 
поддержания каталитической композиции в виде 
суспензии и предотвращения ее седиментации.

Внешний вид первого варианта устройства 
нанесения каталитических композиций, ис-
пользуемого в начальных экспериментах, по-
казан на фотографии, приведенной на рис. 3.

Разработанное устройство нанесения катали-
тических композиций может работать с головка-
ми различных типов. В экспериментах по сравне-
нию качества каталитических слоев, нанесенных 
ручным и машинным способами, использовалась 
головка с воздушным распылением, близкая по 
конструкции к ручному аэрографу. Воздушная 
распылительная головка снабжена емкостью для 
каталитических чернил, откуда они поступают 
в распылительное сопло, где происходит процесс 
смешения жидкости и воздушного потока, в ре-
зультате чего происходит разделение жидкости 
на отдельные капли и образование направленной 
воздушно-капельной струи.

Расход воздуха и жидкости в распылительной 
головке регулируется. Расход жидкости регули-
руется системой управления посредством откры-
тия и закрытия соленоидного клапана. Подача 
жидкости происходит непосредственно перед на-
чалом напыления заданного участка. Скорость 
перемещения, расход воздуха и каталитических 
чернил были оптимизированы в процессе экс-
периментов, направленных на разработку тех-
нологии нанесения каталитических композиций 
с учетом типа катализатора и его количества, на-
носимого на единицу поверхности.

Электронные компоненты
для управления устройством

При разработке установки напыления ка-
талитических композиций была применена 
концепция управления всеми электронными 

Рис. 2. Схема ультразвуковой пьезоэлектрической головки 
встроенного диспергатора
Fig. 2. Scheme of the ultrasonic piezoelectric head of the built-in 
disperser

Рис. 3. Фотография прототипа устройства для формирования 
каталитических слоев
Fig. 3. Photo of a prototype device for the formation of catalytic 
layers
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устройствами, связанными в общую цепь ав-
томатизации. В первую очередь, это электрон-
ный привод устройства напыления, управля-
ющий шаговыми двигателями, и электронная 
схема управления пьезоэлектрической рас-
пылительной головкой. В основе этой схемы 
лежит единый цифровой промышленный ин-
терфейс связи RS-485, который заменил ранее 
используемый интерфейс RS-232.

Прежний интерфейс был мало удобен для 
управления комплексом автоматического рас-
пыления от одного компьютера, так как по-
зволял управлять одновременно только одним 
устройством, а именно только электронным 
приводом шаговых двигателей. Привод же 
ультразвукового диспергатора был ручным — 
с ручным заданием частоты ультразвуковой 
генерации от обычных переменных резисто-
ров. Новый интерфейс RS-485 позволяет через 
одну витую пару проводов (стандарта 120 Ом 
волнового сопротивления) управлять многими 
устройствами одновременно. Схема управле-
ния по этому интерфейсу изображена на рис. 4.

Поскольку на персональном компьютере от-
сутствует порт интерфейса RS-485, то для управ-
ления устройствами необходимо было исполь-
зовать конвертер интерфейсов RS-232/RS-485. 
Данный конвертер был изготовлен по стандарт-
ной схеме с применением микросхем MAX202 
и MAX487, произведенных Maxim Integrated 
Products [18].

Управление шаговыми двигателями осу-
ществлялось микропроцессорной системой, 
построенной на основе 8-разрядного одно-
кристального микроконтроллера фирмы Atmel 
AT90S2313 и стандартных буферных микросхем, 
содержащих транзисторные наборы с открыты-
ми коллекторами, обеспечивающих подачу не-
обходимого тока (до 2 A) в обмотки шаговых 
двигателей. Микроконтроллер содержал набор 
подпрограмм, обеспечивающих полное авто-
матическое управление шаговыми двигателя-
ми, включая необходимые процедуры разгона 
и остановки (позволяющие не допустить про-
пуска шагов). Оба шаговых двигателя управля-
лись независимо друг от друга, что обеспечива-

ло необходимую гибкость в управлении переме-
щением распылительной головки. Кроме того, 
микроконтроллер мог обеспечить различную 
длительность одного шага шагового двигате-
ля, что необходимо для согласования приводов 
шагового двигателя с инерционными распыли-
тельными головками различной массы.

Предусматривалось как ручное управление 
контроллером шаговых двигателей через кон-
трольные кнопки, с помощью которых можно 
выбрать и запустить заранее отлаженные стан-
дартные программы напыления, заложенные 
в программную Flash-память однокристального 
микроконтроллера, так и управление от внешне-
го персонального компьютера, подключенного 
к контроллеру управления шаговым двигателем 
по интерфейсу RS-485 через микросхему пре-
образователя уровней электрических сигналов 
MAX487. Персональный компьютер имел воз-
можность управлять программой напыления 
пошагово — в этом случае вся последователь-
ность шагов содержится в памяти персональ-
ного компьютера и последовательно по интер-
фейсу RS-485 передается контроллеру шаговых 
двигателей по мере выполнения предыдущего 
шага. (Шаг программы определяется числом 
шагов, которое должен сделать один из двух ша-
говых двигателей в определенном направлении 
за один цикл распыления.) Во втором варианте 
программа напыления пошагово по интерфей-
су RS-485 загружалась в буфер памяти данных 
микроконтроллера, а затем давалась команда 
на выполнение программы из этого буфера. 
В то время как шаговые двигатели отрабаты-
вали программу из загруженного буфера, под-
гружалась следующая часть программы от пер-
сонального компьютера в освобожденную часть 
буфера. Таким образом, удавалось обеспечить 
гибкость и быстроту управления, минималь-
ное число сигналов управления от персональ-
ного компьютера. Для наиболее простых про-
грамм управления (с коротким программным 
буфером последовательности шагов) вообще не 
требовалось циклической перезагрузки буфера, 
и, будучи запущенной, программа выполнялась 
до конца, не требуя взаимодействия с персо-

нальным компьютером.
Общая электронная схема 

управления всем устройством на-
пыления представлена на рис. 5 и 
состоит из:

— центрального однокристаль-
ного микроконтроллера типа 

Рис. 4. Схема линий управления устройствами от персонального компьютера по 
интерфейсу RS-485
Fig. 4. Scheme of device control lines from a personal computer via RS-485 interface
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Attiny 2313 (8-битового AVR микроконтроллера 
Atmel Corporation);

— блока управления обмотками шаговых 
двигателей;

— блока связи с персональным компьютером 
по интерфейсу RS-485 (микросхема MAX487);

— общего блока постоянного питания на 
напряжении 25 В для шаговых двигателей и 12 
В для микросхем.

В качестве разъемов для интерфейса связи 
RS-485 был применен стандартный интернет-
разъем TJ-8. В качестве кабеля для передачи 
сигналов использовался стандартный интер-
нет-кабель с четырьмя витыми парами, при-
чем на плате контроллера распылительного 
устройства были размещены два таких разъ-
ема, подключенных друг к другу параллель-
но для того, чтобы можно было осуществлять 
сквозную связь с другими устройствами.

Однокристальный микроконтроллер Attiny 
2313 управлял работой всей схемы с помо-
щью прошитой в его Flash-памяти програм-
мы. Порт B микроконтроллера (8 выводов) 
был соединен с блоком управления шаговыми 
двигателями двумя мощными токовыми драй-
верами-микросхемами STA401A, специально 
предназначенными для переключения обмо-
ток шаговых двигателей. Для управления каж-
дым двигателем использовались независимо 
четыре бита (одна тетрада порта). На эти че-
тыре вывода микроконтроллером подавались 
циклически сдвинутые цифровые комбинации 

вида 0011-1001-1100-0110, ко-
торые и переключали четыре 
линии драйвера управления 
ST401A, замыкая поперемен-
но соответствующие обмотки 
двигателей на землю и, тем 
самым, пропуская ток через 
них. При смене циклической 
комбинации в четырех битах 
порта В двигатель передви-
гал ротор на один шаг. Вре-
мя одного шага программно 
варьируется от 2,5 мс и выше.

Блок связи с персональным 
компьютером был выполнен 
на специализированной ми-
кросхеме. Через два вывода 
порта D — PD0, PD1 — микро-
контроллер связан с микро-
схемой MAX487, которая пред-
ставляет собой преобразова-

тель уровней напряжения TTL, поступающих от 
микроконтроллера, в уровень сигналов последо-
вательного интерфейса внешней связи RS-485, 
через который персональный компьютер посы-
лает сигналы управления на микроконтроллер.

Микроконтроллер Attiny 2313 также посылает 
через выводы PD5 и PD6 порта D сигналы вклю-
чения—выключения на генератор ультразвука и 
на клапан распылительной головки. Кроме того, 
к выводам PD3 и PD4 были подсоединены све-
тодиоды, загорающиеся в момент включения со-
ответствующего шагового двигателя.

Ультразвуковой мини-диспергатор

Для предотвращения седиментации катали-
тической композиции в процессе ожидания ее 
нанесения в емкость с ней был помещен колеба-
тельный стержень встроенного ультразвукового 
генератора (см. рис. 2, 3). Разработанный гене-
ратор ультразвука для встроенного ультразву-
кового мини-диспергатора управлялся от общей 
схемы управления. Она отличалась применени-
ем микропроцессора Attiny2313 для управления, 
наличием связи с персональным компьютером 
по интерфейсу RS-485, что позволяло не только 
включать/выключать диспергатор, но и непо-
средственно с персонального компьютера управ-
лять его рабочей частотой. Это осуществлялось 
подачей специальной команды от персонально-
го компьютера с кодом частоты, которую через 

Рис. 5. Принципиальная электронная схема управления устройством напыления
Fig. 5. Basic electronic control circuit of the sputtering device
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микросхему MAX487 принимает микроконтрол-
лер Attiny 2313. Внутри этого микроконтроллера 
программно реализован генератор ультразвуко-
вой частоты в диапазоне 20 кГц, который подает 
два сигнала в виде смещенных на 180° меандр 
на специализированную микросхему-драйвер 
мощных полевых транзисторов IR2112.

Силовая схема встроенного ультразвукового 
мини-диспергатора была основана на мощных 
МОП-транзисторах с индуцируемым каналом 
n-типа, пушпульно подключенных к трансфор-
матору на основе ферритового сердечника мар-
ки 2000НM. Вторичная обмотка трансформато-
ра подключалась непосредственно к ультразву-
ковой головке распылителя или диспергатора.

Схема управления затворами мощных тран-
зисторов была построена на специализирован-
ной микросхеме-драйвере IR 2153 c нижним и 
верхним ключами (выводы H0 и L0), управляе-
мыми внутренним генератором. Рабочая часто-
та генератора определялась внешними навесны-
ми элементами — переменным резистором R и 
конденсатором С — и обычно составляла около 
20 кГц. При работе ультразвуковой головки она 
обычно функционирует в режиме механическо-
го резонанса, и более точно частота подбирается 
установкой резистора R, при этом подбирается 
максимальная амплитуда колебаний. Вместо ре-
зистора R могут применяться два переменных 
резистора — для грубой и точной подстройки ча-
стоты. На вход 3 микросхемы-драйвера мощных 
транзисторов подавался сигнал включения—вы-
ключения, обеспечиваемый замыканием мало-
мощного полевого транзистора на землю, при 
подаче на его затвор управляющего сигнала.

Оценка эффективности работы 
автоматизированного устройства для 

нанесения каталитических композиций

Для сравнительной оценки качества элек-
трокаталитических слоев, формируемых с ис-
пользованием разработанной установки и мето-
дом ручного распыления, были изготовлены и 
испытаны мембранно-электродные блоки. Ос-
новным показателем работы мембранно-элек-
тродного блока является его вольтамперная 
характеристика, показывающая зависимость 
напряжения элемента (U) от плотности тока (i). 
Типичные вольт-амперные характеристики по-
лученных таким образом мембранно-электро-
дных блоков показаны на рис. 6. Ручным спо-

собом напыление проводил инженер-технолог 
с большим опытом такой работы, время на-
пыления составляло не менее 30 мин на один 
электрод. При автоматическом способе ката-
литический слой был сформирован на обоих 
электродах за 7 мин. Из рис. 6 можно видеть, 
что автоматический метод обеспечивает изго-
товление каталитических слоев такого же каче-
ства, как и в случае их формирования вручную 
наиболее опытным работником. При этом авто-
матический метод обеспечивает воспроизводи-
мость результатов и равенство электрохимиче-
ских характеристик большого числа каталити-
ческих слоев, что требуется для работы батарей 
топливных элементов, состоящих из большого 
числа мембранно-электродных блоков.

Были изготовлены, испытаны и впослед-
ствии использовались для формирования элек-
трокаталитических слоев несколько вариантов 
автоматического устройства. Первоначально 
было создано устройство на основе шаговых 
двигателей Minibea (Япония) с передачей уси-
лия на каретку с помощью зубчатой ременной 
передачи и использованием трубчатых направ-
ляющих с каретками от потенциостата. В по-
следующем использовали устройства на основе 
комплекта линейных подшипников (шарико-
винтовые передачи южнокорейской фирмы 
SBC Linear Co., Ltd. (Корея) [19]) и интегриро-
ванные сервоприводы с шаговыми двигателя-
ми (фирмы ООО "Сервотехника" [20]).

Заключение

Разработаны автоматизированное устрой-
ство, схема и алгоритм управления процессом 
его работы и программное обеспечение для 

Рис. 6. Вольт-амперные характеристики топливного элемента
Fig. 6. Polarization curves of fuel cell
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распыления каталитической композиции в це-
лях формирования электрокаталитических 
слоев низкотемпературных электрохимиче-
ских систем (топливных элементов, электро-
лизеров воды и пр.) на основе ПЭМ. Показано, 
что формируемые электрокаталитические слои 
по своей производительности не уступают та-
ковым, полученным ручным распылением.

Созданное устройство, алгоритмы его работы, 
программное обеспечение и научно-технический 
задел в целом могут использоваться для форми-
рования различных покрытий как в электрохи-
мических технологиях, так и в других областях.
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Abstract

The paper describes the developed automated device for the formation of electrocatalytic layers used in electrochemical 
systems, and the issues of development of the sputtering technology, which allows to obtain the best parameters of the formed 
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active layers. The general scheme of the automated device includes a system of automatic positioning of the spraying head 
according to two coordinates, driven by stepper motors controlled by a personal computer, an ultrasonic mini-disperser, a 
spraying head, ultrasonic generators for the ultrasonic mini-disperser, and the ultrasonic spraying head. Stepper motors 
were controlled by microprocessor system based on 8-bit Atmel AT90S2313 single-chip microcontroller and standard buffer 
microcircuits. The key actuating element of the device and the process is the developed atomizing head with an integrated 
ultrasonic homogenizer that prevents sedimentation of the catalytic composition. The overall automation circuit designed 
and reproduced to control all electronic devices was described in detail. It differed by application of Attiny2313 micropro-
cessor for the control, availability of communication with personal computer via RS-485 interface that allowed not only to 
switch the disperser on/off, but also to control its working frequency directly from the personal computer. It was envisaged 
both manual control of stepper motor controller via control buttons and control from external personal computer, which had 
the opportunity to control spraying program step by step. In this case all the sequence of steps is contained in the personal 
computer memory, it is transmitted to the stepper motor controller step-by-step as the program is being executed. Algorithms 
for moving the spraying head that provide the best drying of catalytic composition in the process of its application have been 
developed. The effectiveness of the developed automated device has been shown by comparing it with manual application 
by a specialist according to such criteria as the rate of application of electrocatalytic layers and their quality. The created 
device, algorithms of its operation, software and scientific and technological advance, in general, can be used for the for-
mation of various coatings both in electrochemical technologies and in other fields.

Keywords: automated device, process control, catalytic inks, spraying of a catalytic composition, electrocatalytic layer 
formation, coordinate table, electrochemical system, fuel cell, water electrolyser, polymer electrolyte membrane

Acknowledgement: This work has been performed within the framework of the project "Modified carbon nanomaterials for electrodes of 
fuel cells with solid polymer electrolyte", with the support of a grant from the National Research University "Moscow Power Engineering 
Institute" for the implementation of scientific research programs "Energy", "Electronics, Radio Engineering and IT", and "Industry 4.0 
Technologies for Industry and Robotics in 2020—2022".

For citation:

Baranov I. E., Nikolaev I. I., Soloviev M. A., Grigoriev S. A. Automation and Control of the Electrocatalytic Layers Formation Using 
a Two-Dimensional Coordinate Spraying Machine, Mekhatronika, Avtomatizatsiya, Upravlenie, 2022, vol. 23, no. 5, pp. 246—155.

DOI: 10.17587/mau.23.246-255

 10. Grigoriev S. A., Fateev V. N., Pushkarev A. S., Pushka-
reva I. V., Ivanova N. A., Kalinichenko V. N., Wei X. Reduced gra-
phene oxide and its modifications as catalyst supports and catalyst 
layer modifiers for PEMFC, Materials, 2018, vol. 11, no. 8, p. 1405.

 11. Fedotov A. A., Grigoriev S. A., Millet P., Fateev V. N. 
Plasma-assisted Pt and Pt-Pd nano-particles deposition on carbon 
carriers for application in PEM electrochemical cells, International 
Journal of Hydrogen Energy, 2013, vol. 38, no. 20, pp. 8568—8574.

 12. Lee E., Kim D. H., Pak C. Effects of cathode catalyst lay-
er fabrication parameters on the performance of high-temperature 
polymer electrolyte membrane fuel cells, Applied Surface Science, 
2020, vol. 510, pp. 145461.

 13. Shahgaldi S., Zhao J., Alaefour I., Li X. Investigation of cata-
lytic vs reactant transport effect of catalyst layers on proton exchange 
membrane fuel cell performance, Fuel., 2017, vol. 208, pp. 321—328.

 14. Guo Y., Pan F., Chen W., Ding Z., Yang D., Li B., Ming P., 
Zhang C. The controllable design of catalyst inks to enhance
PEMFC performance: A review, Electrochemical Energy Reviews, 2021,
vol. 4, no. 1, pp. 67—100.

 15. Uchida M., Aoyama Y., Eda N., Ohta A. Investigation of 
the micro-structure in the catalyst layer and effects of both per-
fluorosulfonate ionomer and PTFE-loaded carbon on the catalyst 
layer of polymer electrolyte fuel cells, Journal of the Electrochemi-
cal Society, 1995, vol. 142, no. 12, pp. 4143.

 16. Kumano N., Kudo K., Suda A., Akimoto Y., Ishii M., 
Nakamura H. Controlling cracking formation in fuel cell catalyst 
layers, Journal of Power Sources, 2019, vol. 419, pp. 219—228.

 17. Wang M., Park J. H., Kabir S., Neyerlin K. C., Kariuki N. N., 
Lv H., Vojislav R. S., Deborah J. M., Ulsh M., Mauger S. A. Impact 
of catalyst ink dispersing methodology on fuel cell performance using 
in-situ X-ray scattering, ACS Applied Energy Materials, 2019, vol. 2, no. 
9, pp. 6417—6427.

 18. Petrov М. MAXIM analog and analog-digital microcir-
cuits, Komponenty i tekhnologii, 2001, no. 3 (12), pp. 22—27 (in 
Russian).

 19. Available at: https://www.sbclinear.co.kr/en/
 20. Available at: https://www.servotechnica.ru

References

 1. Doucet G., Etiévant C., Puyenchet C., Grigoriev S., Mil-
let P. Hydrogen-based PEM auxiliary power unit, International 
Journal of Hydrogen Energy, 2009, vol. 34, no. 11, pp. 4983—4989.

 2. Baranov I. E., Grigoriev S. A., Ylitalo D., Fateev V. N., 
Nikolaev I. I. Transfer processes in PEM fuel cell: Influence of 
electrode structure, International Journal of Hydrogen Energy, 
2006, vol. 31, no. 2, pp. 203—210.

 3. Grigoriev S. A., Kalinnikov A. A. Mathematical mode-
ling and experimental study of the performance of PEM water 
electrolysis cell with different loadings of platinum metals in elec-
trocatalytic layers, International Journal of Hydrogen Energy, 2017, 
vol. 42, no. 3, pp. 1590—1597.

 4. Baik S. M., Kim J., Han J., Kwon Y. Performance im-
provement in direct formic acid fuel cells (DFAFCs) using metal 
catalyst prepared by dual mode spraying, International Journal of 
Hydrogen Energy, 2011, vol. 36, no. 19, pp. 12583—12590.

 5. Wang W., Chen S., Li J., Wang W. Fabrication of cata-
lyst coated membrane with screen printing method in a proton 
exchange membrane fuel cell, International Journal of Hydrogen 
Energy, 2015, vol. 40, no. 13, pp. 4649—4658.

 6. Talukdar K., Ripan M. A., Jahnke T., Gazdzicki P., Morawi-
etz T., Friedrich K. A. Experimental and numerical study on catalyst 
layer of polymer electrolyte membrane fuel cell prepared with diverse 
drying methods, Journal of Power Sources, 2020, vol. 461, pp. 228169.

 7. Arenas L. F., Hadjigeorgiou G., Jones S., Van Dijk N., Hodg-
son D., Cruden A., de León C. P. Effect of airbrush type on sprayed 
platinum and platinum-cobalt catalyst inks: Benchmarking as PEMFC 
and performance in an electrochemical hydrogen pump, International 
Journal of Hydrogen Energy, 2020. vol. 45, no. 51, pp. 27392—27403.

 8. Shi Y., Lu Z., Guo L., Yan C. Fabrication of membrane 
electrode assemblies by direct spray catalyst on water swollen Na-
fion membrane for PEM water electrolysis, International Journal of 
Hydrogen Energy, 2017, vol. 42, no. 42, pp. 26183—26191.

 9. Huang T. H., Shen H. L., Jao T. C., Weng F. B., Su A. Ultra-
low Pt loading for proton exchange membrane  fuel cells by catalyst 
coating technique with ultrasonic spray coating machine, International 
Journal of Hydrogen Energy, 2012, vol. 37, no. 18, pp. 13872—13879.



256 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 23, № 5, 2022

Abstract

The paper is dedicated to the problem of finding optimal spacecraft trajectories. The equations of spacecraft motion are written 
in quaternion form. The spacecraft moves on its orbit under acceleration from the limited in magnitude jet thrust. It is necessary 
to minimize the energy costs for the process of reorientation of the spacecraft orbital plane. The equations of spacecraft motion are 
written in orbital coordinate system. It is assumed that spacecraft orbit is circular and control has constant value on each part of 
active spacecraft motion. In this case the lengths of the sections of the spacecraft motion are unknown. We need to find the length of 
each section, their quantity and value of control on each section. The equations of the problem were written in dimensionless form. It 
simplifies the numerical investigation of the obtained problem. There is a characteristic dimensionless parameter in the phase equations 
of the problem. This parameter is a combination of dimension variables describing the spacecraft and its orbit. Usually the problems 
of spaceflight mechanic are solved with the maximum principle. And we have to solve boundary value problems with some kind of 
shooting method (Newton’s method, gradient descent method etc.) Each shooting method requires initial values of conjugate variables, 
but we have no analytical formulas to find them. In this paper spacecraft flight trajectories were found with new genetic algorithm. 
Each gene contains additional parameter which equals to "True", if the gene forms the control and equals to "False" othe rwise. It 
helps us determine t he quantity of spacecraft active motion parts. The input of proposed algorit hm does not contain information about 
conjugate variables. It is well-known that the differential equations of the problem have a partial solution when the spacecraft orbit is 
circular and control is constant. The genetic algorithm involves this partial solution and its speed is increased. Numerical examples 
were constructed for two cases: when the difference between angular variables for start and final orientations of the spacecraft orbital 
plane equals to a few (or tens of) degrees. Final orientation of the spacecraft plane of orbit coincides with GLONASS orbital plane. 
The graphs of components of the quaternion of orientation of the orbital coordinate system, the longitude of the ascending node, the 
orbit inclination and optimal control are drawn. Tables were constructed showing the dependence of the value of the quality functional 
and the time spent on the reorientation of the orbital plane on the maximum length of the active section of motion.

Keywords: spacecraft, orbital plane, trajectory optimization, optimal control, quaternion equations, chromosome.
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Работа посвящена нахождению оптимальных траекторий полета космического аппарата. Уравнения движения 
записаны в кватернионной форме в орбитальной системе координат. Космический аппарат движется по своей орбите 
под действием ограниченного по модулю реактивного ускорения от тяги двигателя. Требуется уменьшить затраты 
энергии на перевод плоскости орбиты космического аппарата в заданное положение. Предполагается, что орбита кос-
мического аппарата круговая, а управление постоянно на соседних участках активного движения. В этом случае длины 
участков активного движения аппарата неизвестны. Необходимо найти длину каждого активного участка движения 
космического аппарата, их число и величину управления на каждом участке. Уравнения задачи были записаны в безраз-
мерной форме. Это упрощает численное исследование задачи. В фазовых уравнениях задачи возник характерный без-
размерный параметр. Он является комбинацией размерных величин, описывающих космический аппарат и его орбиту. 
Обычно задачи механики космического полета решаются с помощью принципа максимума. При этом для численного ре-
шения применяются различные модификации метода пристрелки (метод Ньютона, метод градиентного спуска и т. д.).
Эти методы требуют хотя бы приблизительно указать начальные значения сопряженных переменных, но нам неиз-
вестны аналитические формулы для того, чтобы их найти. В настоящей работе траектории движения космического 
аппарата были найдены с помощью нового генетического алгоритма. При этом каждый ген содержит дополнительный 
параметр, который показывает, формирует ли данный ген оптимальное управление или нет. Это помогает определить 
число активных участков движения космического аппарата. Входные данные предложенного алгоритма не содержат 
информацию о сопряженных переменных. Известно, что дифференциальные уравнения задачи имеют частное решение 
в случае, когда орбита круговая, а управление постоянно. Построенный генетический алгоритм использует это ре-
шение, что ускоряет его работу. Примеры численного решения задачи построены для двух вариантов, когда разница 
между угловыми переменными, соответствующими начальной и конечной ориентациям орбит космического аппарата, 
составляет единицы (или десятки) градусов. Конечное положение плоскости орбиты космического аппарата соответ-
ствует орбитальной плоскости отечественной группировки ГЛОНАСС. Построены графики изменения компонент ква-
терниона ориентации орбитальной системы координат, долготы восходящего узла, наклонения орбиты и оптимального 
управления. Получены таблицы, показывающие зависимость функционала качества и длительности переориентации 
орбиты от максимальной длины одного участка активного движения космического аппарата.

Ключевые слова: космический аппарат, орбитальная плоскость, траекторная оптимизация, оптимальное управ-
ление, кватернионные уравнения, хромосома

Introduction

This paper is dedicated to finding optimal space-
craft flights between circular orbits. During the 
spacecraft motion its orbit is an unchangeable figure. 
We were taken into account this actual special case 
because the orbits of various satellite groups (for ex-
ample GLONASS and GPS) are close to circular. 
The spacecraft is a material point of a variable mass 
and it moves in the orbital coordinate system. The 
origin of this system coincides with the spacecraft 
center of mass. It is necessary to find the optimal law 
of changing the value of acceleration from jet thrust 
which moves spacecraft orbital plane from its initial 
state to desired one. Also we have to minimize the 
energy consumption for this reorientation.

Many scientists simplify problem of spacecraft 
interorbital flights considering only the case of co-
planar flights. In this case we can solve the problem 
analytically (i.e. we can accurately or approximate-
ly find optimal spacecraft trajectories). There are 
a significant number of publications in this area. 
Note that it is very hard to solve the task when 
control has points of discontinuity (for example the 
fast-response problem, see papers [1—4]). Usually 
authors minimize energy cost or the characteristic 
velocity (refer to the papers [5—10]).

Also interorbital spacecraft flights were investi-
gated by Ishkov S. A. and Romanenko V. A. [11]; 
Kamel O. M. and Mabsout B. E. [12, 13]; Miele A. 
and Wang T. [14].

Usually authors were written equations of mo-
tion in angular elements (or Cartesian coordinates). 

Also they were often considered spacecraft flights 
between closed to each other orbits (or co-planar).

In these papers analytical investigations of opti-
mal control problems were done with the L. S. Pon-
tryagin maximum principle. Numerical solution of 
the obtained boundary value problems involved 
some kind of shooting method. But there are no 
initial approximations of the conjugate variables for 
boundary value problems of this type. Also shooting 
methods do not converge well and often find only 
local minima of minimized function. In this paper 
we constructed new genetic algorithm to find opti-
mal trajectories of the spacecraft interorbital flights.

The paper is organized as follows. In sec. 1 space-
craft equations of motion are described. The statement 
of the problem is presented in sec. 2. Original genetic 
algorithm of spacecraft plane reorientation is delivered 
in sec. 3. Sec. 4 presents application of the genetic 
algorithm to the case when final position of spacecraft 
corresponds to the orientation of GLONASS satellites 
grouping system. The paper is ended with conclusion 
which presents prospective works.

1. Equations of motion

The motion of a spacecraft, which is considered 
as a material point B of a variable mass, is studied 
in the geocentric equatorial system of coordinates 
OX1X2X3 (X) with its origin at the Earth’s center of 
attraction O. The OX3 axis of the system is directed 
along the axis of the Earth’s diurnal rotation, the 
OX1 and OX2 axes lie in the equatorial plane, the 
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OX1 axis is directed toward the point of the vernal 
equinox, and the OX2 axis completes the system as a 
set of three vectors at right angles. Control u is the 
vector of jet acceleration. It is orthogonal to the or-
bital plane. In this case spacecraft orbit does not its 
form and dimensions during the motion in the space.

The spacecraft motion is investigated in the or-
bital system of coordinates Bη1η2η3(η). Spacecraft 
center of mass is the origin of this system. The first 
axis η1 of this coordinate system is directed along 
the radius vector r of a spacecraft, and the axis η3 
is aligned with the vector of spacecraft velocity mo-
ment c = rЅr• = rЅv. The angular position of the 
η coordinate system is specified in the geocentric 
equatorial system of coordinates by the normalized 
quaternion l [15]

 l = λ0 + λ1i1 + λ2i2 + λ3i3,

 ||l||2 = (λ0)
2 + (λ1)

2 + (λ2)
2 + (λ3)

2 = 1.

Here i1, i2 and i3 are the unit vectors of a hy-
per-complex space (Hamilton imaginary units); λj
( j = 0, 1, 2, 3) are the components of the quaternion 
l (parameters of Rodrigue-Hamilton (Euler)). The 
components λj are identical in the basis sets X and η.

The relation between quaternion l and quater-
nion L of the spacecraft orbit orientation is given by 
the formula

 l = Lé[cos(ϕ/2) + i3 sin(ϕ/2)].

Here the symbol "é" means quaternion multipli-
cation and ϕ is the true anomaly (it characterizes 
the spacecraft position on its orbit).

Let us denote as ωk, ck, and uk (k = 1, 2, 3) 
the projections of the vector of the absolute angular 
velocity w of the η coordinate system and of the 
vectors c and u onto the axes of the η coordinate 
system. These quantities are subject to the following 
relations (r = |r|)

 u1 = u2 = 0, u3 = u, c1 = c2 = 0, c3 = c,
 ω1 = ur/c, ω2 = 0, ω3 = cr–2.

Let us write equations of motion in the rota-
ting coordinate system η using the variables r, c, λj
( j = 0, 1, 2, 3) [16]

 2λ0
• = –ω1λ1 – ω3λ3, 2λ1

• = ω1λ0 + ω3λ2,
 2λ2

• = –ω3λ1 + ω1λ3, 2λ3
• = ω3λ0 – ω1λ2, (1.1)

 r = p(1 + ecosϕ)–1, c = const, ϕ• = cr–2, (1.2)

where p and e are the orbit parameter and eccentricity.
Subsystem (1.1) can be written in the quaternion 

form

 2l• = léwη, wη = ω1i1 + ω3i3 = (ur/c)i1 + (cr–2)i3,

where the quaternion wη is the mapping of the 
vector w onto the basis set η.

Note that when r = const (in the case of a circu-
lar orbit) and u = const, (1.1) are linear differential 
equations with constant coefficients. Therefore (1.1) 
is very convenient and effective from the analyti-
cal point of view. In this paper the problem of the 
optimal reorientation of a spacecraft orbit is inves-
tigated using (1.1) and (1.2).

We can use angular elements of an orbit (they 
characterize the orientation of the spacecraft in-
stantaneous orbit in space) and the true anomaly to 
find the components λj of the quaternion l. Let us 
denote the longitude of the ascending node as Ωu, 
the orbit inclination as I and the pericenter angular 
distance as ωπ.

Then we have

 λ0 = cos(I/2)cos((Ωu + ωπ + ϕ)/2),
 λ1 = sin(I/2)cos((Ωu—ωπ—ϕ)/2),
 λ2 = sin(I/2)sin((Ωu—ωπ—ϕ)/2),
 λ3 = cos(I/2)sin((Ωu + ωπ + ϕ)/2). (1.3)

Let us write (1.3) in the quaternion form

 l = [cos(Ωu/2) + i3sin(Ωu/2)]é[cos(I/2) +
 + i1sin(I/2)]é[cos((ωπ + ϕ)/2) + i3sin((ωπ + ϕ)/2)].

For comparison we write below the equations in 
angular osculating elements [17, 18], which are usu-
ally used in astrodynamics instead of (1.1)

 Ωu
• = u(r/c)sinΣ cscI, I• = u(r/c)cosΣ,

 ωπ
• = u(r/c)sinΣ cotI,

where Σ = ωπ + ϕ (latitude argument).
Note that when r = const (in the case of a cir-

cular orbit) and u = const, (1.1) is a linear differen-
tial equation with constant coefficients. Therefore 
equations (1.1) are very convenient and effective 
from the analytical point of view. In this paper the 
problem of the optimal reorientation of a spacecraft 
orbital plane is investigated using (1.1) and (1.2).

2. Statement of the problem

It is required to transfer spacecraft whose motion 
is described by equations (1.1), (1.2) from specified 
initial state:

 t = t0 = 0, ϕ(0) = ϕ0,
 l(0) = l(0) = L0é(cos(ϕ0/2) + i3 sin(ϕ0/2)) (2.1)

into the final state (the final time t* is unknown and 
we have to determine it)
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 t = t* = ?, ϕ(t*) = ϕ*,
 tan Ωu

* = (λ1λ3 + λ1λ2)/(λ0λ1 – λ2λ3),
 cos I  * = (λ0)

2 – (λ1)
2 – (λ2)

2 + (λ3)
2 (2.2)

with the bounded (in magnitude) piecewise constant 
control (k = 1, 2, ..., M)

 u(t) = uk, если tk-1 m t m tk. (2.3)

Also we have to minimize the functional

 
*

2

0

.
t

J u dt= ∫  (2.4)

Note that in contrast to the papers [19, 20]; the 
quantity of active motion parts M is not given. We 
have to determine this quantity. It is known [16] 
that in this case, the control that maximizes the 
Hamilton-Pontryagin function has the form (2.3).

Here constant angular elements Ωu
*, I* describe 

the final orientation of the spacecraft orbital plane. 
The values of c, p, e, L0, ϕ0, Ωu

* and I* are assumed 
to be specified. And we have to find all uk, (k = 1, 
2, ..., M) which are values of control on adjacent 
parts of spacecraft active motion. Also we have to 
determine the lengths of these parts Δk = tk – tk–1 
(k = 1, 2, ..., M).

Functional (2.4) corresponds to the value of en-
ergy consumption for a spacecraft interorbital flight.

Note that, in contrast to the paper [21], the final 
value of the pericenter angular distance is not fixed. 
So the position of the final orbit in its plane may 
be arbitrary.

3. Numerical algorithm

All equations and relations of the obtained bound-
ary value problem were written in the dimensionless 
form. The relations between dimensionless variables 
and its dimension analogues are given by the formu-
las: r = Rr dl, t = Ttdl, u = umaxu

dl. Here R is a scale 
factor for distance (R is close to the major semi-axis 
of the spacecraft orbit), V is a scale factor for velocity, 
C is a scale factor for sector velocity, and T is a scale 
factor for time, determined by following formulas
V = ( fM/R)1/2, C = RV and T = R/V. Also there is 
a dimensionless parameter Nb = umaxR

3/C2 in the 
equations describing the spacecraft and its orbit.

The equations of the motion of the spacecraft 
center of mass take the following dimensionless 
form (superscripts "dl" are omitted)

 2l• = léwη, wη = Ni1 + r–2i3,
 ϕ• = cr–2, r = (1 + ecosϕ)–1.

The dimensionless optimal control is subject to 
condition –1 m u m 1.

Earlier in paper [22] the posed problem was solved 
with the help of the Pontryagin maximum principle. 
As a result of the maximum principle application,
a boundary value problem with a movable right end 
was obtained. It was solved numerically using the 
shooting method [23]. It is known that we have no 
analytical expressions for conjugate variables in this 
problem. Various kinds of shooting method do not 
converge well and usually find only local minima of 
minimized functions. In this paper we constructed 
a new genetic algorithm; it does not involve conju-
gate variables. Note that classical genetic algorithms 
deal with chromosomes of the same length. But in 
our problem the quantity of spacecraft active motion 
parts (the length of chromosome) is not given. To 
construct algorithm for variable chromosome length 
we use the approach proposed in [24, 25].

Note that direct methods of optimization that 
do not require conjugate equations were considered, 
for example, in [26, 27]. The main stages of our 
algorithm were taken from [28].

Let the spacecraft orbit is circular (i.e. e = 0 and
r = 1). Note that the eccentricity of orbits of the 
satel lite groups GLONASS and GPS is close to zero.

At the first step we randomly generate a popula-
tion of Nmax chromosomes (Nmax is even). Each of 
them equals to M three-element groups: (uk, Δk, bk), 
(k = 1, 2, ..., M). Here Δk = tk – tk-1 is the length 
of k-th active motion part; bk equals to "True", if 
the gene forms the control and bk equals to "False" 
otherwise. Genetic algorithms usually deal with an 
integer numbers so we should not store in the me-
mory real numbers uk and Δk. Gene is formed by in-
teger numbers uk

int and Δk
int, (0 m uk

int, Δk
intm 2L – 1). 

The relationship between integer and real numbers 
is given by the formula

 uk = –1 + 2uk
int/(2L – 1), Δk = ΔTmaxuk

int/(2L – 1).

Here ΔTmax is the given maximum duration of 
active motion part.

It is necessary to introduce the effective length of 
the chromosome 0 < Meff m M. Meff is the number 
of chromosome genes involved in control forma-
tion, i.e. the number of groups whose last element is 
equal to "True".

Thus, the proposed algorithm will be used to 
search for a solution, provided that the number of ac-
tive sections of spacecraft motion does not exceed M.

At the second stage we compute the final orien-
tation of the orbital plane for each chromosome by 
the well-known formula [29]:

 l(tk) = l(tk–1)é(cos(0.5ωΔk) + ω–1sin(0,5ωΔk)w
b),

 wb = (Nubrb)i1 + i3, ω = |wb| = const (3.1)
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with initial conditions (2.1) (control corresponds to 
chosen individual). Fitness function is given by the 
formula

 err(t) = {[tan Ωu
* – (λ1λ3 + λ1λ2)/(λ0λ1 – λ2λ3)]

2 +

 + [cosI  * – (λ0)
2 + (λ1)

2 + (λ2)
2 – (λ3)

2]2}0.5.

The fitness function equals to zero at the point
t = t* when the conditions (2.2) are satisfied.

The value of the fitness function is smaller for 
the chromosome describing more fitting candidate 
solution. When this value is less than the given small 
number ε then the algorithm stops, because we have 
found the optimal control for our set of parameters. 
The maximum number of iterations should not ex-
ceed Niter

max.
At the third stage the half of the chromosomes 

with the highest (worst) values of the fitness function 
is discarded. Then we should cross the chromosome 
with the lowest value of the fitness function with 
all the others. Two chromosomes with k-th genes
(uk

int1, Δk
int1, bk

1) and (uk
int2, Δk

int2, bk
2) are crossed 

using the intermediate recombination [28]. Corre-
sponding child gene (uk

intr, Δk
intr, bk

r) is created by the 
formula (–0.25 < αk < 1.25):

 uk
intr = uk

int1 + αk(uk
int2 – uk

int1),

 Δk
intr = Δk

int1 + αk(Δk
int2 – Δk

int1), bk
r = bk

1 ∨ bk
2.

Each gene has different random number αk. 
The resulting child genes are integers from the in-
terval [0; 2L – 1]. After crossing we will get a new 
population from Nmax chromosomes. Note that in 
this case, the effective length of the child chro-
mosome (the quantity of active parts of spacecraft 
motion) will not be less than the effective length 
of the parent’s chromosomes. In order to decrease 
this quantity, we should sometimes change the 
logical operator in crossover to the exclusive dis-
junction (⊕) instead of the inclusive disjunction 
operator (∨).

We should change one logical operator to an-
other with probability 1/2.

At the last step of the algorithm the fitness func-
tion is averaged for new population. If it is increased, 
then individuals in the population will mutate. The 
rule of mutation is following: genes are written in 
binary form and randomly selected bit of each gene 
is inverted with probability pmut ∈ (0; 1]. After this 
we should return to the second step of the algorithm.

We should generate solution for a few initial pop-
ulations and then we have to choose the one that 
corresponds to the reorientation of the spacecraft 
orbital plane with less energy consumption.

4. Examples of numerical solution of the problem

The quantities characterizing the forms and di-
mensions of spacecraft orbit, initial and final ori-
entations of spacecraft orbit are equal to (aor is the 
semi-major axis of an orbit; Ωu

0 = Ωu(0), I 
0 = I(0), 

ωπ
0 = ωπ(0); Ωu

* = Ωu(t
*), I * = I(t*)) [21]:

 aor = 37936238.7597 m,
 umax = 0.101907 m/sec2, Nb = 0.35;

final spacecraft position (it corresponds to the 
orientation of the orbital plane of GLONASS 
satellites): Ωu

* = 215.25é, I* = 64.8é; initial spacecraft 
position (ϕ0 = 2.954779 rad):

variant 1 (small difference between initial and 
final spacecraft orbits):

 Ωu
0 = 212.0é, I  0 = 63.0é, ωπ

0 = 0.0é;
 Λ0

* = –0.235019, Λ1
* = –0.144020,

 Λ2
* = 0.502258, Λ3

* = 0.819610;
 λ0

* = –0.663730, λ1
* = 0.518734,

 λ2
* = –0.062608, λ3

* = –0.535217;

variant 2 (big difference between initial and final 
spacecraft orbits):

 Ωu
0 = 240.0é, I0 = 45.0é, ωπ

0 = 0.0é;
 Λ0

* = –0.461940, Λ1
* = –0.191342,

 Λ2
* = 0.331414, Λ3

* = 0.800103;
 λ0

* = –0.557524, λ1
* = 0.379734,

 λ2
* = 0.047420, λ3

* = –0.736696;

Scaling factors are equal to R = 26 000 000 m, 
V = 2751.405874 m/sec, T = 9449.714506 sec. These 
parameters of spacecraft motion were taken from [30].

The parameters of the genetic algorithm were 
equal to L = 100, Nmax = 10000, pmut = 0.9.

Table 1

Results of the genetic algorithm (variant 1)

ΔTmax Meff t* J

0.3 3 0.403261 0.080510

0.4 3 0.475630 0.064673

0.5 2 0.523537 0.060166

0.6 3 0.503634 0.061228

0.7 2 0.504410 0.060858

0.8 2 0.534701 0.059792

0.9 2 0.477408 0.062733

1.0 2 0.941512 0.065030

1.5 2 1.122376 0.071938

2.0 2 0.649684 0.061406

2.5 2 0.527765 0.062669
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In table 1 the results of the numerical solution 
of the problem for different values of the maximum 
duration of active motion part ΔTmax are presented 
(variant 1). Earlier in the paper [19] less optimal 
solution for this variant was found. When the final 
time t* and the quantity of active parts were fixed, 
the minimal value of the functional J was equal 
to 0.060134. The genetic algorithm proposed in the 
present article can determine the duration of the 
flight and now the minimal value of the functional 
equals to 0.059792.

Figure 1 presents the results of numerical solu-
tion of the problem of reorientation of the spacecraft 
orbital plane for ΔTmax = 0.8 when the functional J 
reaches its minimal value. Here the time of flight 
of the controlled spacecraft equals to 5052.771796 s. 
(1.403547 h.).

The longitude of the ascending node and the or-
bit inclination are in degrees, all other quantities 
are dimensionless. We can see that graphs of behav-
ior of the angular elements of the spacecraft orbit 
are close to linear on both parts of active spacecraft 
motion. Also the components of quaternion l are 
slowly varying functions.

Note that the use of analytical formulas (3.1) in-
stead of numerical integration of equations (1.1) by 
Runge-Kutta method can significantly speed up the 
algorithm. While maintaining an acceptable dura-
tion of calculations, it becomes possible to increase 
the number of individuals in the population by sev-
eral orders of magnitude and find a solution to the 
problem faster.

In table 2 the results of the numerical solution of 
the problem for variant 2 are presented.

Figure 2 presents the results of numerical solu-
tion of the problem of reorientation of the spacecraft 
orbital plane for ΔTmax = 0.6 when the functional J 
reaches its minimal value. Here the time of flight of 
the controlled spacecraft equals to 23772.542836 s.
(6.603484 h.).

It was found that in this case ranges of variation of 
the components of the quaternion of orientation of the 
orbital coordinate system are bigger than in the case 
of small difference between initial and final orbits.

Note that in this case the graph of behavior of 
the orbit inclination is close to linear only on the 
last part of the spacecraft active motion.

The longitude of the ascending node is close to 
its desired value at t = 1.703. But the inclination at 
this point equals to 53.573é.

Fig. 1. Circular orbit, variant 1:
a — Components of the quaternion of orientation of the orbital 
coordinate system; b — The longitude of the ascending node; c — 
The orbit inclination; d — Optimal control

Fig. 2. Circular orbit, variant 2:
a — Components of the quaternion of orientation of the orbital 
coordinate system; b — The longitude of the ascending node; c — 
The orbit inclination; d — Optimal control

Table 2

Results of the genetic algorithm (variant 2)

ΔTmax Meff t* J

0.3 8 2.209146 1.521154

0.4 6 2.346797 1.436910

0.5 5 2.266918 1.410721

0.6 7 2.515689 1.345384

0.7 5 2.452568 1.422379

0.8 4 2.550990 1.588569

0.9 4 2.350388 1.442013

1.0 4 2.909870 1.433450

1.5 4 2.790892 1.350903

2.0 3 2.641818 1.352611

2.5 3 2.224977 1.455960
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Also we should note that in this case (variant 2) 
the number of active motion parts is bigger than in 
the case when the difference between angles that 
describe initial and final spacecraft orbit equals to a 
few degrees (variant 1).

Conclusion

In this paper we discussed the problem of circu-
lar spacecraft orbit reorientation for the case when 
the final time of the process is not given. The con-
structed numerical algorithm is able to quickly find 
quasi-optimal spacecraft trajectories. Examples of 
numerical solution show its efficiency. The advan-
tage of suggested algorithm compared to the shoot-
ing method is that we do not have to choose initial 
approximations for the unknown values of conjugate 
variables. Next time we will try to modify the pro-
posed algorithm to deal with elliptical orbit. Also 
we plan to apply genetic algorithm to the case when 
the control u is not orthogonal to the orbit’s plane. 
In this more complicated case spacecraft orbit will 
change its form and dimensions.
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Алгоритмы управления избыточностью комплексов бортового оборудования 
подвижных объектов. Часть 1. Парный арбитраж конфигураций

Решается задача оперативного выбора наиболее подходящей в сложившихся условиях функционирования конфигура-
ции компонентов избыточного комплекса бортового оборудования в интересах как обеспечения высокой отказоустой-
чивости комплекса, так и достижения одновременно с этим других его эксплуатационно-технических характеристик. 
Основу системы управления избыточностью составляют программные объекты по числу заблаговременно отработан-
ных конкурентоспособных конфигураций разнородного и неуниверсального оборудования комплекса, называемые супер-
визорами конфигураций. Выбор же предпочтительной конфигурации предлагается осуществлять путем выполнения 
многоуровневого арбитража, включающего две фазы парного арбитража вычислителей комплекса и парный арбитраж 
супервизоров конфигураций. Средства обоих видов арбитража предлагается включать в каждый супервизор конфигу-
рации, что обеспечивает его самодостаточность при участии в конкурсном отборе. Первая часть статьи посвящена 
парному арбитражу супервизоров конфигураций, реализующему взаимно-перекрестный анализ индексов готовности и 
показателей функциональной эффективности конфигураций, объединенных в пару. Организованный перебор таких пар 
позволяет выявить предпочтительную конфигурацию для последующей реализации. В целях обеспечения достоверности 
конкурса в условиях возможных коллизий, связанных с недостоверностью информационных посылок в паре или со сбоя-
ми модулей арбитража, введены процедуры, заключающиеся во взаимной перекрестной проверке информационных посы-
лок между супервизорами пары. В случае возникновения конфликтов при выборе предпочтения предусмотрен взаимный 
обмен местами входов модулей арбитража и повторная оценка предпочтений. Предложены и проанализированы два 
варианта парного арбитража конфигураций различной сложности и эффективности с бинарными оценками предпоч-
тения (упрощенный и полный), а также вариант арбитража с триплексными оценками предпочтения. Представлены 
результаты сравнения вариантов арбитража, выбираемых разработчиком исходя из соображений гарантированной 
достоверности или ограничений конструирования системы. Приводится методический пример, иллюстрирующий воз-
можности парного арбитража конфигураций и его особенности практического характера.

Ключевые слова: супервизор конфигурации, парный арбитраж конфигураций, информационная посылка, матрица 
предпочтений, индекс готовности, показатель функциональной эффективности

Введение

Комплексы бортового оборудования (КБО) 
[1—7] образуются путем специальным образом 
организованного объединения различных по 
назначению, принципам функционирования и 
потребляемым ресурсам размещенных на борту 
аппаратных (системы, устройства, конструк-
тивные элементы, каналы связи) и програм-
мных (операционные системы, функциональ-
ные приложения, файлы данных, драйверы уст-
ройств) компонентов. Обеспечение достаточно 
высокой надежности функционирования КБО, 
его отказоустойчивости и живучести в условиях 
неизбежной деградации компонентов возможно 
двумя путями: за счет повышения надежности 
компонентов, что ограничено технологически-
ми факторами, либо за счет преднамеренного 
создания и использования избыточного набора 
в общем случае недостаточно надежных ком-
понентов с организацией их изолирования или 

замещения в случае неправильного функцио-
нирования [8, 9].

Всю совокупность операций, включающую 
мониторинг состояния компонентов избыточ-
ного комплекса и его функциональное рекон-
фигурирование для парирования отказов и 
адаптации к условиям работы предложено на-
зывать управлением избыточностью (УИ) [10]. 
Известные технические решения [11—17], рас-
сматриваемые в качестве возможного содер-
жания такой совокупности, как правило, по-
лучены в условиях следующих существенных 
предположений о компонентах:

а) однородность — возможность подключе-
ния каждого из них на месте любого другого;

б) универсальность — применимость каж-
дого из них для выполнения функций любого 
другого, что сужает перспективы их практиче-
ского использования в реальных КБО.

Кроме того, обнаруживается специфич-
ность каждого из этих решений, выражающая-
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ся в возможности или эффективности его при-
менения исключительно для определенных 
видов компонентов КБО.

В работе [18] сформулирован по замыслу ли-
шенный указанных недостатков подход к УИ 
отказоустойчивых систем посредством так на-
зываемых супервизоров конфигураций (СК) — 
программных субъектов, каждый из которых 
соотнесен с определенной конфигурацией и 
выполняет все процедуры подготовки и реали-
зации этой конфигурации.

В данной статье, состоящей из двух частей, 
излагаются методические и алгоритмические 
решения, направленные на осуществление 
многоуровневого арбитража конфигураций, 
составляющего основу системы управления 
избыточности (СУИ) КБО.

В первой части статьи представлены общие 
положения многоуровневого арбитража, а так-
же предложены варианты алгоритма парного 
арбитража конфигураций (ПАК), предназна-
ченного для оперативного выбора конфигура-
ции, предпочтительной в сложившихся усло-
виях (заданный режим КБО, техническое со-
стояние и завершенность подготовки входящих 
в него компонентов, оценка ожидаемой эффек-
тивности применения комплекса). Предлага-
емые подход и алгоритм нацелены на дости-
жение предельно возможной децентрализации 
процедуры выбора конфигурации и, как след-
ствие, на исключение "узких" в смысле надеж-
ности мест в перспективных отказоустойчивых 
системах с управляемой избыточностью.

Ключевые положения супервизорного подхода

Для разрабатываемого универсального под-
хода с использованием СК [18] в задаче выбо-
ра конфигураций КБО характерны следующие 
положения:

1. Избыточная система состоит из опреде-
ленного множества аппаратных и програм-
мных компонентов, большая часть из которых 
имеет встроенные средства контроля (ВСК).

2. Компоненты избыточной системы могут 
быть неоднородными (ограничены возмож-
ности коммутации с другими компонентами) 
и неуниверсальными (применимы только для 
определенных функций). Ни один из компо-
нентов в отдельности не является незамени-
мым или критическим с позиции отказоустой-
чивости системы в целом.

3. Отказам и систематическим сбоям подверже-
ны все компоненты комплекса, включая их ВСК. 
Отказы компонентов носят простой характер, за-
ключающийся в том, что на малом отрезке вре-
мени: а) возникновение отказов двух компонентов 
одинакового назначения является событием прак-
тически невероятным; б) отказы каждого из ком-
понентов не связаны с отказами других.

4. Для выполнения системой функций по 
предназначению компоненты выборочно со-
единяются в работоспособную неизбыточную 
конфигурацию средствами коммуникации 
(для физических компонентов) и диспетчери-
зации (для программных компон ентов).

5. В качестве универсальной характеристи-
ки готовности (способности к выполнению 
заданных функций) принимается бинарный 
показатель — индекс готовности (ИГ): 1 — 
готов, 0 — не готов. Для каждого отдельного 
компонента ИГ характеризует его работоспо-
собность, загрузку и актуализацию необходи-
мых программ и данных, для конфигурации 
в целом – готовность всех ее компонентов и 
целостность связей между ними.

6. В качестве универсальной характеристики 
относительной эффективности (результатив-
ности) каждого компонента и конфигурации 
в целом принимается показатель функцио-
нальной эффективности (ПФЭ), действитель-
ное скалярное значение которого задается или 
вычисляется установленным образом.

7. Каждой допустимой (потенциально воз-
можной, предварительно отобранной) конфи-
гурации ставится в соответствие специальный 
программный объект, названный СК, на кото-
рый возлагаются функции [19]: а) хранения кон-
фигурационных данных, а также ИГ и ПФЭ; б) 
инициализации процедур периодического мони-
торинга готовности компонентов и соотнесенной 
конфигурации в целом; в) инициализации про-
цедур периодического мониторинга и коррекции 
(в зависимости от состояния, режимов работы 
КБО и команд экипажа) ПФЭ компонентов и со-
отнесенной конфигурации в целом; г) подготов-
ки необходимых данных к участию в арбитраже 
конфигураций; д) участия периодически или по 
событию выявленного отказа в межсупервизор-
ном арбитраже за право реализации соотнесен-
ной конфигурации; e) запуск процедур реализа-
ции соотнесенной с ним конфигурации.

8. Одинаковые наборы супервизоров по числу 
возможных конфигураций размещаются в каж-
дом выделенном под цели УИ вычислителе.
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9. Арбитраж между всеми конфигурациями 
выполняется исключительно средствами СК 
в так называемом α-вычислителе, получившем 
этот статус в предварительном арбитраже вы-
числителей1.

Многоуровневый арбитраж конфигураций

Одной из ключевых особенностей подхода 
на основе СК является то т факт, что избыточ-
ные ресурсы КБО периодически или по факту 
обнаружения отказов проходят арбитраж в це-
лях оперативного выявления наиболее подхо-
дящих из них в сложившихся условиях. Пред-
лагаемая для этих целей процедура последова-
тельного многоуровневого арбитража в общих 
чертах поясняется таблицей 1, где:

α-вычислитель — один из избыточного чис-
ла вычислителей КБО, выигравший арбитраж 
между вычислителями;

α-претендент — вычислитель, предвари-
тельно отобранный в качестве претендента 
к назначению α-вычислителем, в котором вы-
полняются процедуры 2-го этапа арбитража;

1 Вопросы организации арбитража вычислителей осве-
щаются во второй части статьи.

α-резерв — второй готовый вычислитель 
выделенной пары, проигравший конкурс 
α-претенденту, получающий результаты рабо-
ты α-вычислителя и готовый заменить послед-
ний в случае его отказа;

доминирующий супервизор конфигурации 
(ДСК) — СК, победивший в арбитраже супер-
визоров, которому делегируются полномочия 
по управлению коммутацией, инициализаци-
ей и другими операциями УИ;

ДСК-конфигурация — предпочтительная по 
итогам арбитража конфигурация, соотнесен-
ная с ДСК.

Многоуровневому арбитражу предшеству-
ет этап мониторинга, на котором происходит 
подготовка необходимых данных о готовно-
сти и эффективности компонентов и конфи-
гураций в целом. Выбор предпочтений осу-
ществляется путем выполнения специальных 
процедур парного арбитража конфигураций 
(ПАК) и вычислителей (ПАВ). Итогом арби-
тража является однозначный выбор связки 
"α-вычислитель—ДСК", оптимальной (рацио-
нальной) в текущих условиях функциониро-
вания комплекса. По завершении цикла вы-
полняется деактивация старой и активация 
новой ДСК-конфигурации, которая реализует 

Таблица 1
Table 1

Этапы арбитража

Arbitration stages

Этап Включенные процедуры Место выполнения Результат

Мониторинг Мониторинг вычислителей
Формирование группы готовых вычислителей

ДСК α-вычислителя 
предыдущего цикла

Группа готовых
вычислителей

Мониторинг компонентов КБО ВСК компонентов ИГ и ПФЭ
компонентов

Формирование ИГ и ПФЭ конфигураций Все СК всех
вычислителей

ИГ и ПФЭ
конфигураций

1 этап:
арбитраж
вычислителей (1 фаза)

Определение "выделенной пары" вычислителей
Предварительное определение и инициализация 
α-претендента в паре
Передача управления α-претенденту

ДСК α-вычислителя 
предыдущего цикла

 α-претендент, 
α-резерв

2 этап:
арбитраж супервизоров 
конфигураций

Определение ДСК на основе ПАК
Передача данных о ДСК в α-резерв

Все СК 
α-претендента

ДСК

Запоминание данных ДСК α-резерв Копия ДСК

3 этап:
арбитраж
вычислителей (2 фаза)

Определение α-вычислителя на основе ПАВ
Валидация ДСК
Передача управления α-вычислителю

Выделенная пара 
вычислителей

α-вычислитель

Реализация
конфигурации

Деактивация предыдущей конфигурации
Активация конфигурации, соотнесенной
с выбранным ДСК

Средства
коммуникации
и диспетчеризации

ДСК-конфигурация

Функционирование Запуск и выполнение функций КБО Вычислители
ДСК-конфигурации

Функции КБО
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функционирование КБО по предназначению. 
Одновременно происходит переход к следую-
щему циклу работы СУИ.

Парный арбитраж конфигураций

Для выбора предпочтительной конфигура-
ции предлагается следующая процедура ПАК.

Для обеспечения участия в арбитраже каж-
дый СК содержит, во-первых, объекты арби-
тража (ОА), представленные данными обо всех 
предусмотренных компонентах конфигура-
ции, и, во-вторых, субъекты арбитража в виде 
средств мониторинга ИГ и ПФЭ, а также моду-
ля арбитража (МА). Все предусмотренные СК 
объединяются в пары, как показано на рис. 1. 
Между МА организуются информационные 
посылки (ИП), охватывающие взаимный об-
мен данными объектов арбитража (ИПОА). 
Формирование и обмен ИП поясняет рис. 2. 
На рис. 1, 2 ИД — идентификатор СК, ИПП — 
результаты предпочтений конфигураций. 

Принципиально, чтобы у входов ИПОА1 и 
ИПОА2 было существенное различие (не до-
пускается повторное использование одного 
и того же входа). Использование различных 
входов для одних и тех же данных должно от-
ражаться на путях прохождения и результатах 
обработки данных1.

Главная цель ПАК — добиться полного2 от-
сутствия узких мест с тем, чтобы процедуры 
УИ сохраняли работоспособность вплоть до 
последней работоспособной конфигурации.

При парном сопоставлении ИГ конфигура-
ций, выполняемом в анализаторах МА каждого 
СК пары, возможны следующие комбинации:

[ИГ1 ИГ2]

[1 1] ;— а) готовы обе конфигурации

[1 0]
— б) готова одна конфигурация;

[0 1]

— в) не готовы обе конфигурации.[1 0]

=

⎧
⎪

⎫⎪= ⎨ ⎬
⎭⎪

⎪⎩

 (1)

При выборе предпочтительной конфигура-
ции со всей очевидностью:

1 Пример: у модуля вычисления разности сигналов А и В 
создаются отдельно входы вхА и вхВ, перемена сигналов на 
входах модуля приводит к изменению знака результата на 
противоположный.

2 В реальности этот теоретический идеал может оказаться 
не в полной мере достижим в силу разного рода ограничений.

— в случае а) требуется сопоставление их ПФЭ;
— в случае б) предпочтение однозначно от-

дается конфигурации с ИГ = 1;
— в случае в) ни одна из конфигураций не 

может претендовать на предпочтение, арби-
траж объявляется несостоявшимся.

Далее предлагаются три варианта организа-
ции выбора предпочтения СК.

Упрощенный бинарный вариант ПАК

Упрощенный вариант предполагает реа-
лизацию анализа ИГ по формуле (1), сводя-
щегося к вычислению конъюнкции ИГ всех 
компонентов конфигурации. Он выполняется 
каждым СК предварительно, соответствую-
щая операция не подвергается перекрестному 
контролю в силу простоты и, как следствие, 
пренебрежимо малой вероятности ее непра-
вильного исполнения, а процедура арбитража 
сосредотачивается только на сопоставлении 
ПФЭ конфигураций с ИГ = 1.

Рис. 2. Информационные посылки предпочтений при ПАК
Fig. 2. Information parcels of preferences at the PAC

Рис. 1. Схема соединения пары супервизоров
Fig. 1. Connection diagram of a supervisor pair
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Считается обязательным выполнение сле-
дующих предположений:

а) неизменность ИГ и ПФЭ компонентов 
и конфигураций в процессе одного полного 
цикла арбитража;

б) ошибка МА может быть только1 простой: 
"залипание" оценок предпочтения, когда ре-
зультат не зависит от реальных характеристик 
сопоставляемых ОА и не изменяется за время 
одного полного цикла арбитража;

в) возможны одновременные ошибки двух 
МА в оговариваемых случаях.

При выполнении парного арбитража оба 
модуля МА1 и МА2 независимо сопоставля-
ют конфигурации в паре, формируя индексы 
предпочтения:

"1" — для предпочтительной конфигурации;
"0" — для альтернативной (другой) конфи-

гурации из пары.
С учетом принятого правила предпочтение 

должно быть однозначным, т. е. никакой рабо-
тоспособный МА не может выдать два одина-
ковых индекса предпочтения обоим работоспо-
собным конфигурациям пары (ни "1", ни "0").

Результат формируется в виде матрицы 
предпочтений (МП):

 1 2
1 1ПАК

1 2
2 2

МА1 МА2

,ОА1

ОА2

q qQ

q q

⎛ ⎞
⎜ ⎟

⎡ ⎤= ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠

 (2)

где j
iq  — индекс предпочтения i-го ОА, опре-

деленный j-м МА.
Арбитраж выполняется в один или два (по 

необходимости) акта. В первом акте оба МА 
сопоставляют ОА, сравнивая все предусмо-
тренные в ПФЭ характеристики2.

Возможные исходы первого акта арбитража 
разделены на четыре группы:

а) подтвержденное предпочтение — оконча-
тельный результат:

1 1

0 0
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 — среди работоспособных предпоч-

тителен СК1,
0 0

1 1
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 — среди работоспособных предпоч-

тителен СК2;

1 Такое утверждение справедливо в силу "отсутствия па-
мяти", когда анализ относится исключительно к текущему 
циклу арбитража без учета предыстории.

2 Достижение отсутствия конфликтов неоднозначности ре-
зультатов сравнения типа множества Парето обеспечивается про-
работкой структуры ПФЭ и является самостоятельной задачей.

б) неподтвержденное предпочтение — окон-
чательный результат:

1 1

0 1
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 
1 0

0 0
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 — ошибка МА2, предпочтите-

лен СК1,
1 0

1 1
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 
0 0

0 1
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 — ошибка МА1, предпочтите-

лен СК2;
в) конфликт предпочтений — неокончатель-

ный результат:
1 0

0 1
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 и 
0 1

1 0
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 — один из МА ошибается, 

создавая конфликт;
г) отсутствие предпочтений — окончатель-

ный результат:
0 0

0 0
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 
1 0

1 0
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 
0 1

0 1
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 
1 1

1 1
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 
1 1

1 0
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 
0 1

1 1
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 

0 1

0 0
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 
0 0

1 0
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 — ошибки обоих МА.

Отметим, что группа "г" существует, если до-
пускается одновременное неправильное функ-
ционирование МА в обоих СК пары. Если же 
допустить обратное, то все исходы этой группы 
являются невозможными, а число групп сокра-
щается до трех: "а" — "в". В случае наличия кон-
фликта (исходы группы "в") в каждом СК взаим-
но меняются входы МА, и выполняется второй 
акт арбитража. При этом индексы предпочтения 

j
iq , сформированные ошибающимся МА, со-

хранят свои значения независимо от входных 
данных (см. "залипание" ранее), в то время как 
сформированные правильно функционирую-
щим МА изменят значения в соответствии с ре-
альным соотношением конфигураций:

0 0 — имеет место ошибка МА2,
1 11 0    предпочтение СК1,

0 1 — имеет место ошибка МА1,1 1
   предпочтение СК2;0 0

⎧⎡ ⎤
⎪⎢ ⎥

⎡ ⎤ ⎪⎣ ⎦→ ⎨⎢ ⎥
⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎪
⎢ ⎥⎪⎣ ⎦⎩

 (3)

1 1 — имеет место ошибка МА2,
0 00 1    предпочтение СК1,

1 0 — имеет место ошибка МА1,0 0
   предпочтение СК2.1 1

⎧⎡ ⎤
⎪⎢ ⎥

⎡ ⎤ ⎪⎣ ⎦→ ⎨⎢ ⎥
⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎪
⎢ ⎥⎪⎣ ⎦⎩

 (4)

В компактном виде результаты обоих актов 
(при возможности одновременной неработо-
способности МА в обоих СК) представлены 
в табл. 2, в которой (и далее) серым цветом 
отмечены варианты окончательного результата 
определения итогов арбитража.
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Алгоритм выбора предпочтения можно пред-
ставить следующими наборами значений МП:

а) СК1, если МП = 
1 1

0 0
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 
1 1

0 1
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 
1 0

0 0
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 

1 0 0 0

0 1 1 1
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

→⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

, 
0 1 1 1

1 0 0 0
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

→⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

;

б) СК2, если МП = 
0 0

1 1
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 
1 0

1 1
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 
0 0

0 1
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 

1 0 1 1

0 1 0 0
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

→⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

, 
0 1 0 0

1 0 1 1
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

→⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

;

в) предпочтений нет в силу ошибок МА, 

если МП = 
0 0

0 0
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 
1 0

1 0
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 
0 1

0 1
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 
1 1

1 1
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 
1 1

1 0
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

,

0 1

1 1
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 
0 1

0 0
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 
0 0

1 0
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

.

При наличии ошибок ПАК как без послед-
ствий для его итога (предпочтительная конфи-
гурация выбирается), так и с последствиями 
(не выбирается) в зависимости от политики 
разработчика могут приниматься различные 
решения: отбраковка конфигурации, либо ее 
повторное участие в арбитраже в составе дру-
гой пары. Несостоявшийся арбитраж при от-
сутствии готовности обеих конфигураций, как 
и возникновение ошибок МА, не является эк-
вивалентом неисправностей (отказов) системы. 
Из отсутствия готовности конфигурации на 
этом цикле арбитража не вытекает отсутствие 
ее готовности в дальнейшем. Аналогично сла-

бый (уступающий по значению другим) ПФЭ 
не означает, что СК с таким ПФЭ совсем бес-
перспективен. При исчерпании других ресурсов 
"самый бесперспективный" СК может сыграть 
решающую роль в сохранении работоспособно-
сти системы в целом.

Полный бинарный вариант ПАК

При полном варианте предполагается, что 
в процедуру арбитража входит сопоставление 
как ИГ, так и ПФЭ двух конфигураций. В этом 
случае вероятности неправильного выполне-
ния обоих анализов считаются значимыми.

Для полного бинарного варианта ПАК ого-
вариваются следующие предположения:

а) каждым МА проверяются ИГ каждого СК 
и сравниваются их ПФЭ;

б) результатом арбитража является предпо-
чтение конфигурации в паре и по возможно-
сти оценка ошибок МА;

в) одновременная ошибка обоих МА пред-
полагается невозможной;

г) возможно отсутствие готовности любого 
или обоих СК одновременно, в первом случае 
предпочтение отдается готовой конфигурации, 
а во втором обе конфигурации признаются не-
работоспособными;

д) при отсутствии готовности одного из СК 
пары сравнение ПФЭ не выполняется;

Таблица 2
Table 2

Анализ значений МП при упрощенном бинарном варианте ПАК

Analysis of MP values in the simplified binary version of the PAC

1-й акт арбитража

Конфликты 
1-го акта

2-й акт арбитража

Предпочтительные конфигурации Оценка
ошибок МА

Предпочтительные 
конфигурации Оценка

ошибок МА
СК1 СК2 Нет предпочтения СК1 СК2

1 1

0 0
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

0 0

1 1
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

— —
0 1

1 0
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

0 0

1 1
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

— МА2

1 1

0 1
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

1 0

1 1
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

— МА2 —
1 1

0 0
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

МА1

1 0

0 0
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

0 0

0 1
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

— МА1

1 0

0 1
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

1 1

0 0
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

— МА2

— —

0 0

0 0
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 
1 0

1 0
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 
0 1

0 1
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 
1 1

1 1
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 

1 1

1 0
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 
0 1

1 1
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 
0 1

0 0
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

, 
0 0

1 0
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

МА1, МА2 —
0 0

1 1
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

МА1

Общее число значений МП — 16,
1 акт: СК1 — 3, СК2 — 3, нет предпочтений — 8, конфликт — 2,
2 акт: СК1 — 2, СК2 — 2 (по 1 в каждом из исходов)
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е) при возникновении конфликтной (проти-
воречивой) ситуации арбитраж повторяется с 
предварительным обменом местами входов МА.

Подробный анализ возможных событий ар-
битража полного бинарного варианта показы-
вает, что в нем по сравнению с упрощенным 
вариантом допускаются дополнительные слу-
чаи отдания предпочтения, связанные с неза-
висимым сопоставлением ИГ и ПФЭ.

Итоговый результат анализа значений МП 
при полном варианте ПАК представлен в табл. 3. 
Процедуры проверки результатов конфликтных 
ситуаций аналогичны соответствующим проце-
дурам упрощенного варианта.

Триплексный вариант ПАК

Возможен альтернативный способ опреде-
ления предпочтений в арбитраже, основанный 
на формировании каждым МА результатов 
арбитража в виде триплексной переменной по 
следующим правилам:

"0" — ни одна конфигурация не может быть 
использована, поскольку у обеих ИГ = 0;

"1" — конфигурация 1 является предпочти-
тельной, конфигурация 2 либо имеет ИГ = 0, 
либо проигрышна по ПФЭ;

"2" — конфигурация 2 является предпочти-
тельной, конфигурация 1 либо имеет ИГ = 0, 
либо проигрышна по ПФЭ.

После каждого акта сопоставления конфи-
гураций формируется результат в виде матри-
цы предпочтений

 1 2[ ],j j jQ q q=  (5)

где j
iq  — индекс предпочтения i-й конфигура-

ции, формируемый j-м МА.
Анализ ситуаций триплексного варианта 

проводился на основе соответствия полному 
бинарному варианту, результаты представлены 
в табл. 4.

После первого акта сопоставления конфи-
гураций получаем одну из оценок: [0 0], [1 0],
[2 0], [0 1], [0 2], [1 1], [1 2], [2 1] или [2 2]. Из 
них все значения с совпадающими индексами 
готовности: [0 0], [1 1], [2 2] однозначно опреде-
ляют предпочтение одной конфигурации или 
отсутствие такового, поскольку по условию 
один из МА может быть отказавшим, но вто-
рой все равно указывает правильное значение.

Случаи различия индексов предпочтения 
в комбинациях [1 0], [2 0], [0 1], [0 2], [1 2] и
[2 1] требуют повторного анализа путем пере-
мены входов МА, исход которого определяется 
во 2-м акте арбитража.

Сравнение вариантов ПАК

Результаты сравнительного анализа предла-
гаемых подходов к ПАК, в том числе численный 

Таблица 3
Table 3

Анализ значений МП при полном бинарном варианте ПАК

Analysis of MP values in the full binary PAC version

1-й акт арбитража

Конфликты 
1-го акта

2-й акт арбитража

Предпочтительные конфигурации
Оценка оши-

бок МА

Предпочтительные 
конфигурации Оценка оши-

бок МА
СК1 СК2 Нет предпочтений СК1 СК2

1 1

0 0
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

0 0

1 1
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

— Нет
0 1

1 0
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

0 0

1 1
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

— МА20

0 1

0 0
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

0 0

0 1
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦ 0 0

0 0
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

∼МА10 —
1 1

0 0
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

МА10

1 0

0 0
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

0 0

1 0
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

∼МА20
1 0

0 1
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

1 1

0 0
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

— МА20

1 1

1 0
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

1 0

1 1
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

1 0

1 0
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

МА11 —
0 0

1 1
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

МА10

1 1

0 1
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

0 1

1 1
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

0 1

0 1
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

МА21

1 1

1 1
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

Конфликт

Общее число значений МП — 16,
1 акт: СК1 — 5, СК2 — 5, нет предпочтения — 3, конфликт — 3,
2 акт: СК1 — 2, СК2 — 2, конфликт — 1
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анализ, представленный в табл. 5,
позволяют сделать следующие 
выводы:

а) упрощенный вариант, ос-
нованный на ряде допущений, 
характеризуется относительной 
простотой реализации, но предпо-
лагает отдельную процедуру кон-
троля готовности конфигураций;

б) включение анализа ИГ 
в процедуру полного вариан-
та ПАК усложняет логику ар-
битража, но обеспечивает его 
цельность;

в) среди всех возможных ис-
ходов арбитража у полного би-
нарного варианта 3/4 конструк-
тивных исходов (указывают 
предпочтение), у упрощенного 
бинарного варианта чуть больше 
1/2 конструктивных исходов, а 
у триплексного варианта замет-
но меньше половины, что явля-
ется его основным недостатком;

г) достоинствами триплекс-
ного варианта являются сокра-
щение числа значений матрицы 
предпочтений, простота записи 
и глубина оценки ошибок МА.

Окончательный выбор вари-
анта ПАК принимается разра-
ботчиком.

Алгоритм арбитража 
конфигураций

На рис. 3 представлена обоб-
щенная схема алгоритма арби-
тража конфигураций, выпол-
няемая независимо от варианта 
ПАК.

Множество всех СК после об-
новления их ИГ и ПФЭ по ого-
воренному дискриминационно-
му правилу разбивается на пары. 
МА в каждом СК применитель-
но к бинарным вариантам ПАК 
формирует свою пару1 полума-
триц предпочтения

1 В триплексном варианте вместо 
пары элементов фигурирует триплексное 
значение.

Таблица 4
Table 4

Анализ значений МП при триплексном варианте ПАК

Analysis of MP values in the triplex version of the PAC

1-й акт арбитража

Кон-
фликты 
1-го акта

2-й акт арбитража

Предпочтительные кон-
фигурации

Предпочтительные 
конфигурации

Оценка ошибок 
МА

СК1 СК2
Нет пред-
почтений

СК1 СК2 нет

[1 1] [2 2] [0 0]

[0 1]

— — [1 0] ∼ МА10, МА21

[1 1] — — МА21

— — [1 2] МА21

[0 2]

— — [2 0] ∼ МА10, МА22

— — [2 1] МА22

— [2 2] — МА22

[1 0]

— — [0 1] ∼ МА11, МА20

— — [0 0] МА20

— — [0 2] МА20

[1 2]

— — [2 1] ∼ МА11, МА22

— — [2 0] МА22

— [2 2] — МА22

[2 0]

— — [0 2] ∼ МА12, МА20

— — [0 0] МА20

— — [0 1] МА20

[2 1]

— — [0 2] МА12

— — [1 2] ∼ МА12, МА21

[1 1] — — МА21

Общее число значений МП — 9,
1 акт: СК1 — 1, СК2 — 1, нет предпочтений— 1, конфликт — 6,
2 акт: СК1 —2, СК2 — 2, нет предпочтений — 14,
Символом "~" отмечены возможные (неоднозначные) варианты.

Таблица 5
Table 5

Сравнение результативности вариантов ПАК

Comparison of the effectiveness of the PAC options

Результаты ПАК

Вариант ПАК

Бинарный
Три-

плексный
Упрощенный Полный

Общее число значений МП 18 18 14

1 акт Предпочтителен СК1 3 5 1

Предпочтителен СК2 3 5 1

Бракуются обе конфигурации 8 3 1

Конфликты 1 акта 2* 3* 6*

2 акт Предпочтителен СК1 2 2 2

Предпочтителен СК2 2 2 2

Бракуются обе конфигурации — 1 7

Итог** Успешное предпочтение 10 (55,6 %) 14 (77,8 %) 6 (42,9 %)

Бракуются обе конфигурации 8 (44,4 %) 4 (22,2 %) 8 (57,1 %)

* — учитываются во втором акте,
** — проценты составляют вес определенных исходов на фоне всех возмож-

ных значений МП, каждое из которых полагается равновесомым.
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1

ПАК 2 2
2
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q

Q
q

⎡ ⎤−
= ⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦
Используя обмен данными через ИПП (см. 

рис. 2), каждый СК формирует идентичную 
МП пары

 ПАК1П П КА А 2К [ ].Q QQ =

На основании правил предпочтений, све-
денных в таблицы (с учетом выбранного вари-
анта ПАК), определяется предпочтительный 
СК каждой пары, который участвует в ПАК 
более высокого уровня иерархии. Абсолютный 
победитель объявляется ДСК, и именно он 
опр еделяет правила функционирования систе-
мы УИ вплоть до очередного результата арби-
тража конфигураций.

Методический пример

Демонстрация работы предложенных алго-
ритмов осуществляется на модели, включаю-
щей пять условных конфигураций КБО, каждая 
из которых содержит условный состав ОА (ИД, 
конфигурационные данные, ИГ, ПФЭ) и МА, 
реализующий ПАК в двух вариантах (полный 
бинарный и триплексный). В модели предусмо-
трена возможность изменения ИГ и ввод отка-
зов МА типа залипания "0" или "1" в процессе 
работы КБО. В случае отказа в предпочтении 
любой СК может претендовать на предпочтение 
в последующих циклах арбитража.

Рис. 4 иллюстрирует следующие смоделиро-
ванные типовые ситуации:

1) штатная работа комплекса — при нали-
чии готовности всех конфигураций в арбитраж 
вступают СК1 и СК2, в результате победу одер-
живает СК1 (с меньшим порядк овым номером);

2) отказ компонентов конфигурации № 1 — 
имитируемый переводом ИГ из состояния "1" 
в состояние "0", алгоритм выбирает победителем 
СК2 с ИГ = 1, конфигурация № 1 может претен-
довать на предпочтение в последующих циклах;

3) выбор наиболее эффективной конфигура-
ции из пары — обе конфигурации, соотнесен-
ные с СК2 и СК3, имеют ИГ = 1, предпочтение 
отдается конфигурации СК3 (с большим инте-
гральным ПФЭ);

4) отказ модуля арбитража — оценка МА 
"залипает" на значении "0", матрица предпо-
чтений характеризуется как конфликтная, 2-й 
акт арбитража со взаимной заменой входов 
МА отдает предпочтение СК3;

5) восстановленная работоспособность кон-
фигурации — имитируется восстановление го-
товности конфигурации № 1, СК1 выигрывает 
арбитраж в конкурсе с СК2 по аналогии с си-
туацией 1.

Рис. 3. Алгоритм арбитража конфигураций (одна итерация)
Fig. 3. Arbitration of configuration algorithm (one iteration)

Рис. 4. Примеры исходов арбитража конфигураций
Fig. 4. Examples of arbitration of configuration outcomes
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Пример демонстрирует работоспособность 
предложенных алгоритмов и соответствие их 
работы интуитивно ожидаемым результатам.

Заключение

В первой части статьи сформулирован уни-
версальный подход к управлению избыточно-
стью КБО в части выбора предпочтительной 
его конфигурации в сложившихся условиях на 
основе арбитража СК. Арбитраж реализуется 
путем объединения супервизоров в пары и вы-
полнения ПАК, заключающегося в формиро-
вании и взаимной перекрестной оценке матриц 
предпочтений СК. Возможны упрощенный 
(перекрестной проверке подвергаются только 
ПФЭ) и полный (перекрестной проверке под-
вергаются ПФЭ и ИГ) варианты с бинарны-
ми индексами предпочтения, а также вариант 
с триплексными индексами предпочтения.

Предложенный подход должен составить ос-
нову системы управления избыточностью раз-
нородных ресурсов перспективных КБО, а алго-
ритмы ПАК повысят ее устойчивость к возник-
новению конфликтных ситуаций арбитража СК, 
а также случайных ошибок модулей арбитража.
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Abstract

The article solves the task of an operational choice of the most suitable conditions for the functioning of the configu-
ration of the components of a redundant onboard equipment in the interests at the same time as ensuring the high fault 
tolerance of the complex and the achievement of its other performance and technical characteristics. The basis of the re-
dundancy management system is the program subjects in terms of the number of well-developed competitive configurations 
of heterogeneous and non-communicable equipment complex, called configuration supervisors. The choice of preferred 
configuration is proposed by performing a multi-level arbitration, which includes the comprising two phases of the pair 
arbitrator of the computers of the complex and the paired arbitration of configuration supervisors. To ensure the reliability 
of the competition in the conditions of possible collisions related to the unreliability of information parcels in a pair or with 
failures of arbitration modules, procedures have been introduced consisting in mutual cross-checking of information parcels 
between the supervisors of the pair. In case of conflicts when choosing a preference, mutual replacement of the inputs of 
the arbitration modules and re-evaluation of preferences is provided. The means of both types of arbitration are invited 
to include in each configuration supervisor, which ensures its self-sufficiency with participation in a competitive selection. 
The first part of the article is devoted to the paired arbitration of configuration supervisors that implements mutually cross-
analysis of readiness indices and indicators of the functional efficiency of configurations combined into a pair. The brute 
force organized by any way allows you to identify the preferred configuration for subsequent implementation. Two options 
for paired arbitration of configurations of various complexity and efficiency with binary estimates of preferences (simplified 
and complete), as well as an arbitration option with triplex preference estimates are also proposed and analyzed. The results 
of the comparison of the arbitration options are presented, which is selected by the developer based on considerations of 
guaranteed presence or restrictions of the system design. A methodological example is given illustrating the possibilities of 
paired arbitration of configurations and its features of a practical nature.

Keywords: configuration supervisor, paired arbitration of configurations, information package, preference matrix, 
readiness index, functional efficiency indicator
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Предложен метод оценки аэродинамических углов при отсутствии соответствующих датчиков, использующий изме-
рения трех проекций скорости полета, осуществляемые навигационной системой, и значения углов ориентации. Актуаль-
ность решаемой задачи определяется тем, что на беспилотных летательных аппаратах (БЛА) датчики аэродинамических 
углов, т. е. углов атаки и скольжения, часто не устанавливаются в силу ограничений по габаритным размерам и массе. 
Предлагаемый метод основан на совместном использовании математических моделей движения летательного аппарата, 
известных из динамики полета, и теории параметрической идентификации динамических систем. Ключевым фактором, 
обеспечивающим точность предлагаемого метода, является использование весьма точных измерений трех проекций скоро-
сти БЛА, выполняемых спутниковой навигационной системой или инерциальной навигационной системой со спутниковой 
коррекцией. Для учета влияния ветра предусмотрена параметрическая идентификация трех проекций скорости ветра. 
Другая особенность метода состоит в том, что вместо отсутствующих датчиков аэродинамических углов предлагается 
использовать информацию об аэродинамических коэффициентах подъемной и боковой сил БЛА. Если эти коэффициенты из-
вестны с погрешностями, их значения также уточняются методами идентификации. Размерность задачи идентификации 
получается невысокой в диапазоне малых и средних углов атаки, когда аэродинамические зависимости линейны.

Представлены результаты проверки предложенного метода по данным моделирования на пилотажном стенде 
современного учебно-тренировочного самолета для девяти различных режимов полета в условиях моделирования 
случайных погрешностей бортовых измерений, соответствующих летному эксперименту.

Ключевые слова: летные испытания, обработка бортовых измерений, погрешности измерений, идентификация
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Оценка углов атаки и скольжения беспилотного летательного аппарата 
при отсутствии датчиков аэродинамических углов*

Введение

Углы  атаки и скольжения, или аэродинамиче-
ские углы, являются важнейшими параметрами, 
характеризующими движение летательного ап-
парата. Аэродинамические углы во многом опре-
деляют характеристики устойчивости, управля-
емости и маневренности, допустимый диапазон 
режимов полета. Между тем на беспилотных ле-
тательных аппаратах (БЛА) датчики углов атаки 
и скольжения часто не устанавливаются в силу 
ограничений по габаритным размерам и массе. 
Поэтому актуальной является задача нахожде-
ния оценок этих углов по измерительной инфор-
мации от других бортовых систем.

Предлагаемый метод основан на общем под-
ходе к обработке полетных данных, при ко-
тором соотношения между различными па-
раметрами движения летательного аппарата, 
известные из динамики полета [1—3] и теории 
инерциальных навигационных систем [4], при-
меняются совместно с методами параметриче-
ской идентификации динамических систем [5—
9]. В качестве опорных значений используются 
измерения трех проекций скорости БЛА, вы-

*Работа выполнена при поддержке Российского фонда 
фундаментальных исследований (РФФИ), проект 20-08-00449.

полняемые спутниковой навигационной систе-
мой или инерциальной системой со спутнико-
вой коррекцией. Достаточно высокая точность 
этих измерений [4] (обычно не хуже ±0,2 м/с 
для доверительной вероятности 0,95) является 
основным фактором, обеспечивающим точ-
ность предлагаемого метода. Известно, что 
алгоритмы такого типа успешно применялись 
для повышения точности определения углов 
ориентации [10, 11], получения оценок система-
тических погрешностей измерения углов атаки, 
скольжения, воздушной скорости [12], других 
каналов бортовых измерений [13], а также для 
нахождения оценок трех проекций скорости 
ветра [14, 15] и параметров атмосферной тур-
булентности [16]. Информация об углах атаки 
БЛА необходима при анализе данных летных 
испытаний [17], в том числе, при оценке досто-
верности результатов моделирования [18, 19], 
а также при синтезе законов управления БЛА 
[20, 21] и формировании структуры системы 
управления БЛА [22, 23].

Рассмотрим конкретную решаемую задачу. 
Допустим, что навигационная система, спут-
никовая или инерциальная, обеспечивает из-
мерение трех проекций скорости БЛА, а также 
углов ориентации (углов крена, тангажа, ры-
скания). В этом случае на основе соотноше-
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ний между земной, связанной и скоростной 
системами координат, известных из динамики 
полета [1], можно получить искомые оценки 
двух аэродинамических углов [1, 2]. Этот оче-
видный результат, однако, имеет силу только 
для спокойной атмосферы, т. е. при отсутствии 
ветра. В общем случае влияние ветра может 
создавать существенные погрешности [12, 15].

В предлагаемом методе для учета влияния 
ветра предлагается применить параметриче-
скую идентификацию трех проекций скорости 
ветра, а вместо отсутствующих датчиков углов 
атаки и скольжения использовать информа-
цию об аэродинамических коэффициентах 
подъемной и боковой сил. Важно отметить, что 
при этом точные значения аэродинамических 
коэффициентов не являются обязательными, 
поскольку соответствующая неопределенность 
также преодолевается на основе параметриче-
ской идентификации.

Постановка задачи

Пусть, как сказано выше, имеются измерения 
трех проекций скорости БЛА и углов ориента-
ции, или углов Эйлера. Пусть также измеряются 
барометрическая высота полета (она необходима 
для определения плотности воздуха при расчете 
скоростного напора) и воздушная скорость.

Предположим, что для коэффициентов 
подъемной и боковой сил имеет место линей-
ная модель:

 0( ); ( ),a y y a zY qS C C Z qS Cα β= + α = β  (1)

где Ya, Za — подъемная и боковая силы; α, β — 
углы атаки и скольжения; 0, ,y y zC C Cα β  — аэро-

динамические коэффициенты; 
2
ист

2
HV

q
ρ

=  — 

скоростной напор; ρH — плотность воздуха на 
высоте полета H, определяемая по стандартной 
атмосфере; Vист — истинная воздушная ско-
рость, измеряемая на борту барометрическим 
методом; S — эквивалентная площадь крыла.

Отметим, что при работе с полетными дан-
ными при вычислении скоростного напора 
вместо стандартной атмосферы следует ис-
пользовать формулы, учитывающие отличия 
реальной атмосферы от стандартной на анали-
зируемом участке полета [24].

Предложим алгоритм, позволяющий найти 
углы атаки и скольжения.

Алгоритм решения

Определим модель объекта. Уравнения про-
екции воздушной скорости в земной нормаль-
ной системе координат имеют следующий вид:

 
_ _ _

_ _ _

_ _ _

( ) ( ) ;

( ) ( ) ;

( ) ( ) ,

xg a i xg N i xg W

yg a i yg N i yg W

zg a i zg N i zg W

V t V t V

V t V t V

V t V t V

= −

= −

= −

 (2)

где _ _ _( ), ( ), ( )xg N i yg N i zg N iV t V t V t  — измере-
ния трех составляющих скорости ЛА в зем-
ной системе координат, выполняемые СНС; 

_ _ _, ,xg W yg W zg WV V V  — неизвестные проекции 
скорости ветра, подлежащие определению при 
выполнении идентификации.

Проекции воздушной скорости в связанной 
системе координат получим, умножая проек-
ции (2) на матрицу перехода от земной нор-
мальной к связанной системе координат со-
гласно работе [2]:
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_ _

_ _

cos cos sin sin cos

sin sin cos sin cos cos cos cos sin sin sin cos ;
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 2 2 2
_ _ _( ) ( ) ( ) ( ).a i x a i y a i z a iV t V t V t V t= + +  (4)

Запишем уравнения для углов атаки и 
скольжения:
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_

_
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( ) arctg ;

( )

( )
( ) arcsin ,
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 (5)

где ( ), ( )N i N it tα β  — оценки углов атаки и сколь-
жения по данным навигационной системы.

Следует отметить, что формулы (4)—(5) по-
зволяют найти оценки углов атаки и сколь-
жения только при отсутствии ветра, т. е. при 
условии

 _ _ _ 0.xg W yg W zg WV V V= = =

Для идентификации трех проекций скорости 
ветра, которые на борту не измеряются, исполь-
зуем данные об аэродинамических коэффици-
ентах подъемной и боковой сил. Поскольку аэ-
родинамические силы обычно рассматривают 
в скоростной системе координат, рассмотрим 
сначала проекции перегрузок в скоростной си-
стеме, используя матрицу перехода от связан-
ной системы координат к скоростной:
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_

_

_

cos cos sin cos sin ;
sin cos ;
cos sin sin sin cos ,

x a x y z

y a x y

z a x y z

n n n n
n n n
n n n n

= α β − α β + β
= α + α
= α β + α β + β

 (6)

где , ,x y zn n n  — перегрузки в связанной в си-
стеме координат, измеряемые бортовыми дат-
чиками перегрузок.

Нормальная и боковая перегрузки выра-
жаются через аэродинамические силы и тягу 
двигателя следующим образом:

 _ дв

_ дв

( ) cos sin ;
( ) cos cos sin ,

y a y

z a z

mgn qSC P
mgn qSC P

= α + φ α
= β − φ α β  (7)

где P — сила тяги двигателя, относительно ко-
торой принимаем допущение, что она направ-
лена вдоль оси двигателя; φдв — угол установки 
двигателя, т. е. угол между осью двигателя и 
осью Ox связанной системы координат.

Подставим в систему (7) линейные выраже-
ния для коэффициентов:

 _ 0 дв

_ дв

( ) cos sin ;

( ) cos cos sin .
y a y y

z a z

mgn qS C C P

mgn qS C P

α

β
= + α + φ α
= β − φ α β

Линейная аппроксимация аэродинамиче-
ских сил имеет силу при малых углах атаки и 
скольжения, поэтому примем

 cos 1, sin .α ≈ β ≈ β
Тогда

 _ 0 дв

_ дв

( cos );
( cos ).

y a y y

z a z

mgn qSC qSC P
mgn qSC P

α

β
= + α + φ
= β − φ

 (8)

Из соотношений (8) найдем углы атаки и 
скольжения. Для краткости примем φдв = 0, т. е.
cosφдв = 1, а также введем индекс АДХ, указы-
вающий на зависимость от аэродинамических 
характеристик:

 

_ 0
АДХ

_
АДХ

;

.

y a y

y

z a
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mgn qSC

qSC P
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α

β

−
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+

β =
−

 (9)

Формула (9) дает оценки углов атаки и 
скольжения, полученные через аэродинамиче-
ские коэффициенты подъемной и боковой сил, 
тягу двигателей, а также через перегрузки, из-
меряемые бортовыми датчиками в связанной 
системе координат (6). Итак, получены два 
вида оценок углов атаки и скольжения — на 
основе значений аэродинамических коэффи-
циентов (9), зависящие от ветра, и на основе 
измерений навигационной системы (5), в кото-
рых движение воздуха не учитывается.

Приведем полученные результаты к виду, 
позволяющему применить параметрическую 
идентификацию. Для этого следует определить 
модель объекта, модель измерений и вектор 
оцениваемых параметров.

Варианты решения

Рассмотрим несколько вариантов в зависимо-
сти от полноты и достоверности исходных данных.

Случай точных априорных данных. Допу-
стим, что аэродинамические коэффициенты и 
сила тяги известны точно, а воздушная ско-
рость измеряется барометрически без погреш-
ностей. Тогда в качестве модели объекта при-
мем выражения (1)—(5). Они основаны на из-
мерениях трех проекций скорости Vxg_N, Vyg_N, 
Vzg_N в земной системе, выполняемых СНС, 
включают три неизвестных параметра — про-
екции скорости ветра Vxg_W, Vyg_W, Vzg_W — и 
позволяют найти оценку Va (4) воздушной ско-
рости и оценки (5) углов атаки и скольжения.

Модель наблюдений включает формулы 
(6)—(9), основана на бортовых измерениях пе-
регрузок nx, ny, nz в связанной системе и позво-
ляет получить оценки (9) углов атаки и сколь-
жения. Она включает также барометрические 
измерения воздушной скорости Vбар. Введем 
вектор наблюдений следующим образом:
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2 АДХ
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Тогда модель измерений примет вид
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z t t t

z t V t t

= α + ξ
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 (10)

где 1 2 3( ), ( ), ( )i i it t tξ ξ ξ  — случайные погрешно-
сти измерений, которые обычно считаются 
нормальными, независимыми случайными ве-
личинами с нулевыми математическими ожи-
даниями и постоянными дисперсиями.

В системе (10) ( ), ( )N i N it tα β  рассчитывают-
ся по формуле (5), а оценка скорости ( )a iV t  — 
по формуле (4). Вектор неизвестных параме-
тров, подлежащих идентификации, включает 
три проекции скорости ветра:

 т
_ _ _[ , , ].xg W yg W zg Wa V V V=

Учет неопределенности априорных данных. 
Модель (10) является идеализированной, по-
скольку барометрические измерения воздуш-
ной скорости обычно имеют неисключенную 
систематическую постоянную погрешность CV. 
Кроме того, аэродинамические коэффициенты 
и сила тяги двигателей также известны с по-
грешностями. Для учета этого фактора введем 
аддитивные и мультипликативные погрешности 
в каналах измерений углов атаки и скольжения.

Зададим модель измерений в более полном 
виде:
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z t K t C t
z t K t C t
z t V t C t

α α

β β

= α + + ξ
= β + + ξ
= + + ξ

 (11)

где ,K Kα β  — коэффициенты мультиплика-
тивных погрешностей в каналах углов атаки 
и скольжения; , , VC C Cα β  — аддитивные по-
стоянные погрешности в каналах углов атаки, 
скольжения и воздушной скорости.

Сравнивая системы (11) и (9), получим со-
отношения между коэффициентами погрешно-
стей и аэродинамическими коэффициентами. 
Если значения аэродинамических коэффици-
ентов и силы тяги, используемые в (9), равны 
истинным значениям (погрешности отсутству-
ют), то коэффициенты мультипликативных по-
грешностей 1,K Kα β= =  а аддитивная погреш-
ность Cα = 0. В противном случае отклонение 
коэффициента Kα от 1 характеризует относи-
тельную погрешность множителя ( )yqSC Pα + , 
отклонение Kβ от 1 — относительную погреш-
ность множителя ( ),zqSC Pβ −  а погрешность 
слагаемого 0yqSC  определяет значение адди-
тивного коэффициента ΔCα.

При использовании модели измерений (11) 
вектор идентифицируемых параметров равен

т
_ _ _[ , , , , , , , ].xg W yg W zg W Va V V V K C K C Cα α β β=  (12)

При выполнении расчетов по формулам (6) 
необходимо задать какие-либо априорные значе-
ния для углов атаки и скольжения. Возможный 
вариант — это оценки (5), вычисленные при усло-
вии нулевой скорости ветра. После выполнения 
идентификации в качестве оценок углов атаки и 
скольжения также следует выбрать оценки (5), ко-
торые теперь будут учитывать и оценки трех про-
екций скорости ветра. При наличии подробного 
банка аэродинамических характеристик формулу 
(9) можно принять, например, в виде
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где δВ, δН — отклонения руля высоты и руля 
направления; В

yC δ  — коэффициент подъемной 
силы руля высоты; Н

zC δ  — коэффициент боко-
вой силы руля направления.

Минимизируемый функционал в задаче 
идентификации обычно формируется как взве-
шенная сумма квадратов рассогласований между 
измерениями и соответствующими сигналами, 
вычисленными в модели и зависящими от иден-
тифицируемых параметров. В качестве оценок 
вектора идентифицируемых параметров прини-
маются значения, доставляющие функционалу 
минимум. Решение задачи минимизации вы-

полняется численно, например, с помощью мо-
дифицированного метода Ньютона [5, 11].

Исследование метода оценки углов атаки и 
скольжения по данным стендового моделирования

Для исследования характеристик предложен-
ного алгоритма обрабатывались девять участков 
полета, выполненных на пилотажном стенде:

2_STAT-1, 2_STAT-2 — дачи РУС по тангажу;
2_STAT-3, 2_STAT-4, 2_STAT-5 — дачи РУС 

по крену;
2_STAT-6 — дачи РУС по тангажу и крену;
2_STAT-7 — маневр "бочка";
2_STAT-8 — маневр "змейка";
2_STAT-9 — "змейка" с набором и снижением.
Моделировался постоянный ветер с про-

дольной, поперечной и вертикальной проекци-
ями скорости 5, 7 и 2 м/с соответственно. Для 
повышения достоверности во все сигналы, ис-
пользуемые в алгоритме восстановления углов 
атаки и скольжения, добавлялись нормальные 
случайные независимые величины с нулевым 
математическим ожиданием и дисперсиями, 
примерно соответствующими уровню случай-
ных погрешностей измерений в летном экспе-
рименте. При тестировании алгоритма значения 
аэродинамических коэффициентов задавались 
с погрешностями 15...20 % и компенсировались 
за счет идентификации мультипликативных и 
аддитивных коэффициентов [11].

Результаты проверки метода восстановле-
ния углов атаки и скольжения на примере де-
вяти участков полета представлены в табл. 1—3.

Преимущество моделируемых данных при 
оценке точности алгоритма состоит в том, что 
нам известны истинные значения углов атаки и 
скольжения, которые в алгоритме не использу-
ются. В таблицах в столбце "СКО невязки" даны 
СКО рассогласований между истинными, т. е. 
вычисленными при моделировании, и восстанов-
ленными значениями аэродинамических углов.

Из таблиц следует, что СКО рассогласова-
ний не превышают 0,269° по углу атаки и 0,106° 
по углу скольжения. Данная точность является 
высокой и соответствует точности существу-
ющих датчиков, т. е. метод обеспечивает точ-
ность, сопоставимую с прямыми измерениями. 
Из таблиц также следует, что отношение СКО 
невязки к СКО сигнала не превысило 7 % в ка-
нале угла атаки и 4 % в канале угла скольжения.

Полученные результаты также показывают, 
что точность предложенного алгоритма мало 
зависит от вида полетного маневра. На рис. 1 и 2
на примере участка 8 представлены истинные 
(полученные при моделировании на пилотаж-
ном стенде, обозначены на рисунках сплошной 
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черной линией) и восстановленные углы атаки 
и скольжения, содержащие малые шумовые со-
ставляющие (обозначены на рисунках серыми 
линиями). Как видим, степень соответствия 
весьма высокая. На остальных участках резуль-
таты восстановления аналогичны.

На рис. 1 и 2 хорошо видно, что восстанов-
ленные сигналы содержат шумовые составля-
ющие, обусловленные тем, что в модели учтены 
случайные погрешности бортовых измерений.

Заключение

В статье предложен метод восстановления 
аэродинамических углов при отсутствии соот-
ветствующих датчиков, использующий изме-
рения трех проекций скорости полета, опре-
деляемых навигационной системой, а также 
значения углов ориентации.

Представлены результаты проверки предло-
женного метода по данным стендового моде-
лирования, показывающие что предложенный 
метод оценивания углов атаки и скольжения 
обеспечивает точности, сопоставимые с пря-
мыми измерениями.

Таблица 1
Table 1

Результаты проверки метода для участков 1—3

Test results of the method for flight intervals 1—3

Параметр

Участок

2_STAT-1 2_STAT-2 2_STAT-3

СКО
невязки

СКО 
сигнала

Отнош. 
в %

СКО
невязки

СКО 
сигнала

Отнош. 
в %

СКО
невязки

СКО 
сигнала

Отнош. 
в %

Угол атаки 0,227 3,531 6,443 0,165 2,755 5,974 0,133 2,786 4,764

Угол скольжения 0,014 0,516 2,802 0,016 0,612 2,661 0,038 1,814 2,082

Таблица 3
Table 3

Результаты проверки метода для участков 7—9

Test results of the method for flight intervals 7—9

Параметр

Участок

2_STAT-7 2_STAT-8 2_STAT-9

СКО
невязки

СКО 
сигнала

Отнош. 
в %

СКО
невязки

СКО 
сигнала

Отнош. 
в %

СКО
невязки

СКО 
сигнала

Отнош. 
в %

Угол атаки 0,254 8,034 3,167 0,127 3,858 3,301 0,234 6,893 3,401

Угол скольжения 0,106 9,485 1,122 0,065 3,814 1,695 0,076 3,164 2,408

Таблица 2
Table 2

Результаты проверки метода для участков 4—6

Test results of the method for flight intervals 4—6

Параметр

Участок

2_STAT-4 2_STAT-5 2_STAT-6

СКО
невязки

СКО 
сигнала

Отнош. 
в %

СКО
невязки

СКО 
сигнала

Отнош. 
в %

СКО
невязки

СКО 
сигнала

Отнош. 
в %

Угол атаки 0,226 4,197 5,387 0,253 3,784 6,690 0,269 5,059 5,307

Угол скольжения 0,056 1,657 3,377 0,081 2,442 3,304 0,081 2,425 3,335

Рис. 1. Восстановленный и истинный угол атаки
Fig. 1. Restored and true angle of attack

Рис. 2. Восстановленный и истинный угол скольжения
Fig. 2. Restored and true sideslip angle
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Abstract

A method for estimating aerodynamic angles in the absence of appropriate sensors is proposed, using measurements of 
three projections of flight speed carried out by the navigation system and the values of the orientation angles. The relevance of 
the problem being solved is determined by the fact that on unmanned aerial vehicles (UAVs) sensors of aerodynamic angles, 
that is, angles of attack and slip, are often not installed due to restrictions on dimensions and mass. The proposed method is 
based on the joint use of mathematical models of aircraft motion, known from flight dynamics, and the theory of parametric 
identification of dynamic systems. The key factor ensuring the accuracy of the proposed method is the use of very accurate 
measurements of three UAV velocity projections performed by a satellite navigation system or an inertial navigation system 
with satellite correction. To account for the influence of wind, parametric identification of three projections of wind speed is 
provided. Another feature of the method is that instead of the missing aerodynamic angle sensors, it is proposed to use infor-
mation about the aerodynamic coefficients of the lifting and lateral forces of the UAV. If these coefficients are known with 
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errors, their values are also specified by identification methods. The dimension of the identification problem turns out to be low 
in the range of small and medium angles of attack when the aerodynamic dependencies are linear. The results of testing the 
proposed method based on simulation data on the flight test bench of a modern training aircraft for nine different flight modes 
under conditions of simulating random errors of onboard measurements corresponding to the flight experiment are presented.

Keywords: flight tests, processing of onboard measurements, measurement errors, identification
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