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Оптимальное управление технологическим процессом
нанесения гальванического покрытия в ванне

с дополнительными катодами и биполярными электродами

Введение

Оäниì из эффективных ìетоäов защиты äетаëей
от коррозии явëяþтся ãаëüвани÷еские покрытия,
испоëüзуеìые также äëя приäания поверхности
äетаëей спеöиаëüных свойств: тверäости, износо-
стойкости, бëеска, про÷ности сöепëения покры-
тий с основой, пористости, äекоративности [1]. За
вреìя нанесения ãаëüвани÷ескоãо покрытия состав
эëектроëита поäверãается изìенениþ в резуëüтате
сëеäуþщих внеøних и внутренних возäействий [2]:
унос коìпонентов эëектроëита вìесте с обработан-
ныìи äетаëяìи; расхоäование коìпонентов при
эëектрохиìи÷еских и хиìи÷еских реакöиях; испа-
рение растворитеëя в составе воäы; разбавëение
эëектроëита воäой, поступаþщей с äетаëяìи, поëу-
÷енныìи äëя обработки. Испоëüзование раствори-
ìоãо иëи нераствориìоãо аноäа также оказывает
вëияние на изìенение состава эëектроëита. Выхоä
аноäноãо и катоäноãо тока с у÷етоì текущей кон-
öентраöии коìпонентов тоже оказывает вëияние на
скоростü ее изìенения при испоëüзовании как рас-
твориìоãо аноäа (наприìер, в проöессах öинкования
в щеëо÷ноì эëектроëите иëи ìеäнения в аììиа÷ных
эëектроëитах), так и нераствориìоãо аноäа (на-
приìер, в проöессах хроìирования в станäартноì
эëектроëите). В связи с этиì требуется периоäи÷е-
ское попоëнение убыëи коìпонентов путеì их непо-
среäственноãо ввеäения в эëектроëит в необхоäи-
ìых коëи÷ествах. Данная операöия испоëüзуется
во всех техноëоãи÷еских проöессах на преäприятиях.
Дëя осуществëения äинаìи÷ескоãо анаëиза соäер-

жания коìпонентов эëектроëита в öеëях их автоìа-
ти÷ескоãо äозирования существуþт спеöиаëüные
устройства [3]. Оäнако стоиìостü таких устройств
зна÷итеëüна, а приìениìостü возìожна тоëüко äëя
некоторых виäов коìпонентов. При этоì про-
веäение проöессов при постоянноì напряжении в
те÷ение всеãо периоäа äо корректировки эëектро-

ëита привоäит к существенныì неãативныì резуëü-
татаì, такиì как ухуäøение ка÷ественных показа-
теëей ãаëüвани÷еских покрытий и невыпоëнение
оãрани÷ения на ìиниìаëüнуþ тоëщину покрытия
и, сëеäоватеëüно, к произвоäственноìу браку. Аëü-
тернативой испоëüзованиþ поäобных устройств
ìожет сëужитü поäхоä, описанный в работе [4] и
закëþ÷аþщийся в управëении теìпературой эëект-
роëита äëя повыøения пëотности тока, а сëеäова-
теëüно, и тоëщины ãаëüвани÷ескоãо покрытия.
Незна÷итеëüный äиапазон реãëаìентированноãо
изìенения теìпературы эëектроëита äеëает äан-
ный способ ìаëоэффективныì. Друãой поäхоä за-
кëþ÷ается в управëении параìетраìи иìпуëüсноãо
тока [5] (÷астотой и аìпëитуäой), поäаваеìоãо на
ванну, с öеëüþ коìпенсироватü потери в ка÷естве
ãаëüвани÷ескоãо покрытия с то÷ки зрения äости-
жения заäанной тоëщины покрытия в резуëüтате
изìенения конöентраöии коìпонентов эëектроëи-
та. При этоì испоëüзование исто÷ников питания,
поääерживаþщих возìожностü заäания иìпуëüс-
ных режиìов нанесения покрытия, явëяется äо-
стато÷но äороãостоящиì, ÷то заìетно снижает
распространенностü äанноãо поäхоäа.
В своþ о÷ереäü, äëя ãаëüвани÷ескоãо проöесса в

ванне с äопоëнитеëüныìи катоäаìи, испоëüзуе-
ìыìи äëя уìенüøения тоëщины покрытия у краев
изäеëия, и бипоëярныìи эëектроäаìи, разìещае-
ìыìи в сторону требуþщеãо усиëения тоëщины по-
крытия уãëубëения äетаëи, описанноãо в работе [6],
расхоäование коìпонентов эëектроëита в проöессе
эëектрохиìи÷еских и хиìи÷еских реакöий выпоë-
няется не тоëüко на поверхностях основных äета-
ëей, но и на поверхностях äопоëнитеëüных катоäов
и бипоëярных эëектроäах, сìена которых осуще-
ствëяется при поступëении на покрытие äетаëи
новой ãеоìетри÷еской форìы.
В äанной статüе рассìатриваþтся постановка и

реøение заäа÷и оптиìаëüноãо управëения техно-
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ëоãи÷ескиì проöессоì нанесения ãаëüвани÷ескоãо
покрытия в ванне с äопоëнитеëüныìи катоäаìи и
бипоëярныìи эëектроäаìи с у÷етоì изìенения
конöентраöии коìпонентов в составе эëектроëита
за вреìя нанесения.

Гальванический процесс с дополнительными 
катодами и биполярными электродами

как объект управления

При у÷ете изìенения конöентраöии коìпонен-
тов в составе эëектроëита за вреìя нанесения по-
крытия ãаëüвани÷еский проöесс öеëесообразно рас-
сìатриватü как äвупериоäи÷еский. Маëыì пери-
оäоì (Т1) явëяется вреìя, требуеìое äëя нанесения
покрытия на äетаëü, зна÷ение котороãо нахоäится
в äиапазоне 0,5...6 ÷, боëüøиì периоäоì (Т2) —
äиапазон работы ванны на оäноì эëектроëите с по-
сëеäуþщей корректировкой еãо состава иëи поëнй
заìеной. Боëüøой периоä зависит от типа покры-
тия и пëощаäи покрываеìоãо изäеëия, проäоëжи-
теëüностü боëüøоãо периоäа составëяет от äвух не-
äеëü äо äвух ìесяöев.
Отëи÷ныì от рассìотренных во ввеäении вари-

антоì возäействия на распреäеëение тоëщины по-
крытия в усëовиях изìенения коìпонентов эëект-
роëита явëяется аноäное напряжение [7]. По÷ти
все совреìенные исто÷ники питания (наприìер,
"Пуëüсар Про", "Flex Kraft") снабжены возìожно-
стüþ проãраììноãо заäания äанноãо управëяþщеãо
возäействия, ÷то äеëает еãо наибоëее перспективныì
способоì вëияния на ка÷ество ãаëüвани÷ескоãо
покрытия. Такиì образоì, преäставëяется öеëесо-
образныì коìпенсирование изìенения конöентра-
öии эëектроëита с испоëüзованиеì напряжения,
поäаваеìоãо на ванну.
Дëя выбора оптиìаëüноãо, с то÷ки зрения не-

равноìерности тоëщины поëу÷аеìоãо покрытия,
режиìа эëектроëиза в такой ãаëüвани÷еской ванне
необхоäиìо поставитü заäа÷у оптиìаëüноãо управ-
ëения преäëаãаеìыì проöессоì. В связи с этиì
преäставиì äанный техноëоãи÷еский проöесс как
объект управëения, на который оказываþт вëия-
ние сëеäуþщие возäействия:

1) вхоäные возäействия — ãеоìетри÷еские ха-
рактеристики äетаëей (разìеры, форìа и пëощаäи
поверхностей), их ÷исëо и разìещение в простран-
стве-ванне (Sа, Sk, Sk_add_ii, Sbe_jj); уровенü эëект-
роëита (L); äëитеëüностü ãаëüвани÷ескоãо проöес-
са (Т1);

2) выхоäные управëяеìые возäействия — зна÷е-
ние пëотности тока на поверхности катоäа (ik);

3) внеøние возìущения — состояние покры-
ваеìой поверхности (K); вынос эëектроëита в про-
öессе проìывки (У); конöентраöия посторонних
ионов в эëектроëите (I);

4) управëяþщие возäействия — зна÷ение на-
пряжения ìежäу аноäоì и катоäоì (Ua);

5) внутренние переìенные состояния — кон-
öентраöия основных коìпонентов эëектроëита (Cj),

катоäный выхоä по току (η), теìпература эëект-
роëита (t).
Несìотря на то, ÷то пере÷исëенные возìущаþ-

щие возäействия иìеþт стохасти÷ескуþ прироäу, их
вëияние нужно у÷итыватü при управëении рассìат-
риваеìыì ãаëüвани÷ескиì проöессоì. Дëя реãуëи-
рования конöентраöии посторонних ионов (I) при-
ìеняþтся öифровые ареоìетры, уноса эëектроëита
(У) — устройства светозвуковой сиãнаëизаöии верх-
неãо и нижнеãо из заäанных уровней эëектроëита.
Ввиäу тоãо, ÷то покрываеìая äетаëü ìожет

иìетü сëожнуþ ãеоìетри÷ескуþ форìу, а в про-
öессе эëектроëиза ìоãут приìенятüся эëектроëиты
с низкой рассеиваþщей способностüþ, пëотностü
катоäноãо тока ik зависит от пространственных ко-
орäинат, и поэтоìу рассìатриваеìый ãаëüвани÷е-
ский проöесс преäставëяет собой объект с распре-
äеëенныìи коорäинатаìи. В своþ о÷ереäü, за вре-
ìя нанесения покрытия происхоäит изìенение
внутренних переìенных состояний, сëеäоватеëü-
но, изìеняется пëотностü катоäноãо тока, поэтоìу
иìееì нестаöионарный режиì эëектроëиза.

Постановка задачи оптимального управления 
гальваническим процессом с дополнительными 

катодами и биполярными электродами

Дëя оöенки неравноìерности распреäеëения
покрытия на поверхности изäеëия, поëу÷енной за
вреìя T1, испоëüзуеì отноøение среäнеãо зна÷е-
ния тоëщины к ìиниìаëüноìу, преäëоженное
Л. И. Каäанероì:

R(T1) = , (1)

ãäе δmin,  — ìиниìаëüная и среäняя тоëщина по-
крытия:

δmin = (δ(x, y, z, T1)), (2)

 = δ(x, y, z, T1)dS k, (3)

ãäе ||Sk|| — пëощаäü поверхности катоäа.
Тоãäа ìатеìати÷еская постановка заäа÷и опти-

ìаëüноãо управëения рассìатриваеìыì проöессоì
ìожет бытü сфорìуëирована сëеäуþщиì образоì. 
Для каждого малого периода T1 найти функцию

изменения анодного напряжения Uа(τ) при заданной
форме детали-анода Sа для детали-катода Sk с допол-
нительными катодами Sk_add_ii и биполярными элект-
родами Sbe_jj, завешенными в гальванической ванне, и
значениях текущей концентрации компонентов
электролита Сj(τ), доставляющего минимум крите-
рию неравномерности распределения слоя покрытия:

R(T1) = , (4)

δ
δmin
--------

δ

min
δ ∈ Sk

δ 1

Sk
--------  

Sk
∫

1

Sk
--------

δ x y z T1, , ,( ) Skd

Sk
∫

min δ x y z T1, , ,( )( )
-----------------------------------

δ ∈ Sk
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с у÷етоì оãрани÷ения на ìиниìаëüнуþ тоëщину
покрытия, которая äоëжна бытü обеспе÷ена в ëþ-
бой то÷ке поверхности äетаëи:

δmin l δзаä, (5)

ãäе δзаä — заäанная по реãëаìенту техноëоãи÷еско-
ãо проöесса и усëовияì экспëуатаöии изäеëия тоë-
щина покрытия.
Дëя связи критерия неравноìерности покрытия

(4) с управëяþщиìи возäействияìи требуется со-
ставитü ìатеìати÷ескуþ ìоäеëü äинаìики с расп-
реäеëенныìи коорäинатаìи äëя рассìатриваеìоãо
техноëоãи÷ескоãо проöесса.

Математическая модель гальванического процесса 
с дополнительными катодами 
и биполярными электродами

Переä составëениеì уравнений ìатеìати÷еской
ìоäеëи техноëоãи÷ескоãо проöесса ввеäеì некото-
рые äопущения и обозна÷ения:

1) приìеняется äекартова систеìа коорäинат с
öентроì в нижнеì уãëу внутренней обëасти ãаëü-
вани÷еской ванны, преäставëяþщей собой параë-
ëеëепипеä с äëиной, øириной и высотой X, Y и Z
соответственно;

2) существование устройств äëя крепëения аноäа,
катоäов и бипоëярных эëектроäов не у÷итывается;

3) на поверхности изäеëия-катоäа отсутствует
øероховатостü (K = 0).
Тоëщина покрытия в то÷ке катоäа с коорäина-

таìи x, y, z опреäеëяется соãëасно закону Фараäея:

δ(x, y, z, T1) = η(x, y, z, τ)ik(x, y, z, τ)T1, (6)

ãäе Э — эëектрохиìи÷еский эквиваëент ìетаëëа
покрытия; ρ — пëотностü ìетаëëа покрытия; η —
катоäный выхоä ìетаëëа по току; ik — катоäная
пëотностü тока.
Катоäный выхоä ìетаëëа по току зависит от

теìпературы, катоäной пëотности тока и конöент-
раöии коìпонентов эëектроëита:

η(x, y, z, τ) =
= η(t, ik(x, y, z, τ), C1(τ), ..., Cj(τ), ..., Cn(τ)), (7)

ãäе t — теìпература эëектроëита; n — ÷исëо коì-
понентов эëектроëита; τ — произвоëüный ìоìент
вреìени.
Дëя опреäеëения пëотности тока испоëüзуется

закон Оìа в äифференöиаëüной форìе:

ia(x, y, z, τ) = χgradϕ(x, y, z, τ), (8)

ik(x, y, z, τ) = –χgradϕ(x, y, z, τ), (9)

ãäе χ — эëектропровоäностü эëектроëита; ϕ(x, y, z, τ) —
потенöиаë эëектри÷ескоãо поëя в пространстве
ãаëüвани÷еской ванны в то÷ке с пространственны-
ìи коорäинатаìи (x, y, z) в ìоìент вреìени τ.

Отыскание распреäеëения потенöиаëа ϕ в объеìе
эëектроëита возìожно с испоëüзованиеì уравнения в
÷астных произвоäных парабоëи÷ескоãо типа:

 +  +

+  = , (10)

ãäе с — скоростü света в вакууìе; μ — ìаãнитная
прониöаеìостü эëектроëита.
Краевое усëовие на ãраниöе эëектроëит—изоëя-

торы (стенка ãаëüвани÷еской ванны) описывается
уравнениеì

|Sи = 0, (11)

ãäе p — норìаëü к поверхности изоëятора; Sи — по-
верхностü изоëятора.
Краевое усëовие на аноäе описывается уравнениеì

ϕ(x, y, z, τ) + Fa(ia(x, y, z, τ))|Sa = Ua(τ), (12)

при этоì на зна÷ение напряжения накëаäывается
сëеäуþщее усëовие:

Umin m Ua(τ) m Umax, (13)

ãäе Fa — функöии поëяризаöии на аноäе; ia — пëот-
ностü аноäноãо тока; Umin — зна÷ение напряжения,
требуеìое äëя обеспе÷ения ìиниìаëüно äопусти-
ìой пëотности тока на катоäе; Umax — ìаксиìаëü-
ное зна÷ение напряжения, поääерживаеìое исто÷-
никоì питания.
Краевое усëовие на основноì катоäе, äопоëни-

теëüных катоäах и бипоëярных эëектроäах описы-
ваþтся сëеäуþщиìи уравненияìи:

ϕ(x, y, z, τ) – Fk(ik(x, y, z, τ))|Sk = 0, (14)

ϕ(x, y, z, τ) – Fk(ik(x, y, z, τ))|Sk_add_ii = 0, (15)

ϕ(x, y, z, τ) + Fbe(i(x, y, z, τ))|Sbe_jj = Ube_jj, (16)

ãäе Fk, Fbe — функöии поëяризаöии на катоäах и
бипоëярных эëектроäах; ii, jj, II, JJ — ноìер и ÷исëо
äопоëнитеëüных катоäов и бипоëярных эëектроäов
соответственно; Ube_jj — напряжение на бипоëяр-
ных эëектроäах.
Изìенение конöентраöии j-ãо коìпонента эëек-

троëита за äëитеëüностü τ ∈ [0, T2] нанесения по-
крытия описывается уравнениеì

 = fj(t, ik ср(τ), C1(τ), C2(τ), ..., Cn(τ)) (17)

с на÷аëüныì усëовиеì

Сj(τ) = С0j (18)

и оãрани÷ениеì

Сjmin m Сj(τ) m Сjmax, (19)

ãäе С0j — конöентраöия j-ãо коìпонента в свеже-
приãотовëенноì эëектроëите; Сjmin, Сjmax — äопус-
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⎠
⎟
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ρ∂

-----------------------

dCj τ( )
dτ
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тиìые преäеëы конöентраöии j-ãо коìпонента со-
ãëасно требованияì к эëектроëиту; ik ср — среäняя
катоäная пëотностü.
Конкретный виä правой ÷асти уравнения (17)

зависит, в тоì ÷исëе, от испоëüзования раствори-
ìоãо иëи нераствориìоãо аноäа. При испоëüзовании
раствориìоãо аноäа скоростü уìенüøения конöен-
траöии коìпонентов эëектроëита буäет коìпенси-
роватüся поступëениеì ионов с аноäа. Испоëüзо-
вание нераствориìоãо аноäа увеëи÷ивает скоростü
уìенüøения коìпонентов эëектроëита, у÷аствуþ-
щих в эëектрохиìи÷еских реакöиях, из-за отсутст-
вия их коìпенсаöии за с÷ет растворения аноäа.
Сëеäует заìетитü, ÷то äопоëнитеëüный унос ÷ас-

тиö эëектроëита с обработанныìи äетаëяìи также
вëияет на изìенение конöентраöии и опреäеëяется
соãëасно выражениþ

Сjи = Сjä , (20)

ãäе Сjи — конöентраöия j-ãо коìпонента посëе из-
вëе÷ения обработанных äетаëей из ванны; Сjä — кон-
öентраöия j-ãо коìпонента переä извëе÷ениеì об-
работанных äетаëей из ванны; yy — уäеëüный унос
эëектроëита на поверхности äетаëей, зависящий от
типа заãрузки äетаëей; ρэ — пëотностü эëектроëита;
М — ìасса эëектроëита.
Ввиäу тоãо, ÷то основная äетаëü-катоä и äопоë-

нитеëüные катоäы соеäиняþтся посëеäоватеëüно,
среäняя катоäная пëотностü ikср, соäержащаяся в
правой ÷асти уравнения (17), опреäеëяется в зави-
сиìости от распреäеëения тока по поверхности äе-
таëи-катоäа и äопоëнитеëüных катоäов:

ikср(τ) = ik(x, y, z, τ)Sk +

+ ik_add_ii(x, y, z, τ)Sk_add_ii.(21)

Поëу÷енные уравнения (6)—(21) позвоëяþт свя-
затü управëяþщее возäействие, заäаваеìое посреä-
ствоì краевоãо усëовия (12), с критериеì (4) в öеëях
реаëизаöии оптиìаëüноãо управëения преäëаãае-
ìыì техноëоãи÷ескиì проöессоì с äопоëнитеëüны-
ìи катоäаìи и бипоëярныìи эëектроäаìи с у÷етоì
изìенения конöентраöии коìпонентов в составе
эëектроëита. Дëя поиска оптиìаëüных управëяþ-
щих возäействий с то÷ки зрения неравноìерности
распреäеëения тоëщины покрытия необхоäиìо раз-
работатü аëãоритì реøения поставëенной заäа÷и.

Алгоритм решения задачи оптимального управления 
гальваническим процессом с дополнительными 

катодами и биполярными электродами

Поставëенная заäа÷а оптиìаëüноãо управëения
ãаëüвани÷ескиì проöессоì с äопоëнитеëüныìи ка-
тоäаìи и бипоëярныìи эëектроäаìи относится к
вариаöионной. Дëя ее реøения öеëесообразно ис-

поëüзование пряìоãо ìетоä Ритöа, который позво-
ëяет поëу÷итü прибëиженное реøение с заäанной
то÷ностüþ [8]. Траäиöионное приìенение пряìоãо
ìетоäа Ритöа преäпоëаãает отсутствие оãрани÷е-
ний виäа (13) на поиск функöии, заäаþщей управ-
ëяþщее возäействие, поэтоìу необхоäиìо испоëü-
зоватü ìоäификаöиþ äанноãо ìетоäа.
Соãëасно иäее кëасси÷ескоãо ìетоäа Ритöа зна-

÷ение функöионаëа рассìатривается не на произ-
воëüных äопустиìых кривых äанной вариаöион-
ной заäа÷и, а ëиøü на всевозìожных ëинейных
коìбинаöиях:

Ua(τ) = bqWq(τ), (22)

ãäе Q — степенü управëяþщеãо поëиноìа; bq — по-
стоянные коэффиöиенты; Wq(τ) — известные
функöии.
В ка÷естве функöий Wq(τ) преäëаãается испоëü-

зоватü степенные функöии, т.е. виä управëяþщеãо
возäействия ищется в кëассе поëиноìов виäа

Ua(τ) = b0 + b1τ + b1τ2 + ... + bqτq + ... + bQτQ.(23)

Дëя опреäеëения степени Q управëяþщеãо по-
ëиноìа (23) преäëаãается сравниватü относитеëü-
ные уто÷нения зна÷ений критериев неравноìер-
ности виäа (4), поëу÷енных при перехоäе к поëи-
ноìу боëее высокой степени:

ΔRq + 1 = 100 %, (24)

пока выпоëняется усëовие

ΔRq + 1 m ε, (25)

ãäе ε — заранее заäанная то÷ностü, при которой
äаëüнейøее увеëи÷ение степени поëиноìа неöеëе-
сообразно, и заäа÷а с÷итается реøенной.
В связи с этиì преобразуеì составëеннуþ ìате-

ìати÷ескуþ ìоäеëü к квазистати÷ескоìу виäу, äëя
этоãо разобüеì äëитеëüностü [0, T1] на отрезки

[τ0 = 0, τ1], [τ1, τ2], ..., [τr, τr + 1], [ ,  = T1],

на кажäоì из которых напряжение на аноäе при-
ниìается постоянныì и равныì зна÷ениþ на ëе-
воì конöе отрезка, т.е. иìееì:

Ua(τ) = Ua(τr) = const,

τ ∈ [τr, τr + 1], r = 0, 1, ..., r zad, (26)

ãäе r zad — заäанное ÷исëо отрезков.
Тоãäа посëеäоватеëüностü вы÷исëитеëüных опе-

раöий äëя реøения систеìы уравнений (6)—(21)
ìатеìати÷еской ìоäеëи буäет сëеäуþщей.
На отрезке [τ0, τ1] äëя аноäа с заäанныìи коэф-

фиöиентаìи b0, .., bq, .., bQ и степенüþ управëяþ-
щеãо поëиноìа Q форìируеì Ua(τ), äаëее при τ = τ0
нахоäиì зна÷ение Ua(τ0), а затеì с этиì краевыì
усëовиеì (12) реøаеì уравнение (10). По уравне-
ниþ (9) нахоäиì распреäеëение пëотности тока по
поверхности катоäа, а по уравнениþ (21) — среä-
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нее зна÷ение катоäной пëотности
тока. При этоì интеãрируеì систеìу
äифференöиаëüных уравнений (17) с
найäенныì зна÷ениеì среäней пëот-
ности тока. Даëее äëя τ = τ1 нахоäиì
зна÷ение Ua(τ1) и повторяеì описан-
нуþ выøе проöеäуру äо выпоëнения
оãрани÷ения (5). В своþ о÷ереäü, äëя
рассìотренной систеìы уравнений
провоäится заìена произвоäных ко-
не÷но-разностныì øабëоноì и при-
ìеняется итераöионная проöеäура
опреäеëения потенöиаëа в простран-
стве ãаëüвани÷еской ванны [9]. Аëãо-
ритì опреäеëения функöии поëяри-
заöии на бипоëярных эëектроäах
рассìотрен в работе [10] и основыва-
ется на испоëüзовании зна÷ения ëинейноãо паäе-
ния потенöиаëа, установивøеãося на ìесте то÷ки с
наибоëее уäаëенныìи от основноãо катоäа коор-
äинатаìи по äëине бипоëярноãо эëектроäа.
В поисковоì аëãоритìе реøения заäа÷и опти-

ìаëüноãо управëения посëе кажäоãо øаãа по коэф-
фиöиенту bq проверяется усëовие (13). Есëи оно не
выпоëняется, осуществëяется возврат к преäыäущей
то÷ке с присваиваниеì øтрафа управëяþщеìу по-
ëиноìу. Как тоëüко в ìоìент вреìени τ перестает
выпоëнятüся усëовие (13), äаëüнейøее управëение
приниìается равныì Umax иëи Umin, в зависиìости
от тоãо, какое оãрани÷ение наруøено.

Пример решения задачи оптимального управления 
гальваническим процессом с дополнительными 

катодами и биполярными электродами

Рассìотриì приìер реøения поставëенной заäа-
÷и äëя нанесения хроìовоãо покрытия на изäеëие-
катоä V-образной форìы. Разìеры ãаëüвани÷еской
ванны составëяþт 150 Ѕ 200 Ѕ 120 ìì (X Ѕ Y Ѕ Z),
уровенü эëектроëита L = 90 ìì. В ванне распоëо-
жены пряìоуãоëüный аноä разìероì 50 Ѕ 50 ìì;
основная äетаëü-катоä разìероì 40 Ѕ 40 ìì; äо-
поëнитеëüные катоäы разìераìи 20 Ѕ 70 ìì; бипо-
ëярный эëектроä разìераìи 20 Ѕ 20 ìì. Распоëоже-
ние аноäа, изäеëия-катоäа, äопоëнитеëüных като-
äов и бипоëярноãо эëектроäа преäставëено на рис. 1.
Состав станäартноãо эëектроëита хроìирования,
ã/ë: хроìовый анãиäриä — 200, серная кисëота — 2.
Теìпература эëектроëита t = 50 °С.
В работе [11] функöия катоäноãо выхоäа по току

(7) иìеет сëеäуþщее анаëити÷еское выражение:

η(τ) =  →

→ ,

ãäе С1, С2 — конöентраöия хроìовоãо анãиäриäа и
серной кисëоты.

Уравнение (17) äëя описания изìенения кон-
öентраöии хроìовоãо анãиäриäа приìет сëеäуþ-
щий виä:

 = – ,

ãäе Э — эëектрохиìи÷еский эквиваëент хроìа; μ —
ìоëекуëярная ìасса хроìовоãо анãиäриäа.
Зна÷ение аноäной поëяризаöии не у÷итывает-

ся, так как в ãаëüвани÷ескоì проöессе хроìирова-
ния испоëüзуется нераствориìый свинöовый аноä.
Функöия катоäной поëяризаöии на основноì из-
äеëии-катоäе и на äопоëнитеëüных катоäах опре-
äеëяется сëеäуþщиì образоì:

Fk(ik(x, y, z, τ)) =

=

В резуëüтате реøения поставëенной заäа÷и оп-
тиìаëüноãо управëения ãаëüвани÷ескиì проöес-
соì хроìирования äетаëи V-образной форìы при
заäанных усëовиях и оãрани÷ениях на заäаннуþ
тоëщину ãаëüвани÷ескоãо покрытия δзаä = 10 ìкì
и на ìиниìаëüное и ìаксиìаëüное зна÷ения на-
пряжения Umin = 1 В и Umax = 12 В быëи поëу÷ены
функöии изìенения напряжения на аноäе при раз-
ëи÷ных степенях поëиноìов и зна÷ения критерия
неравноìерности при заäанной то÷ности реøения
заäа÷и ε = 0,1 % и ÷исëе отрезков r zad = 6, приве-
äенные в табëиöе.

5,43 0,036t– 0,0005t2– 0,002657C1 τ( )– +

100 4,59C2 τ( )–  +
--------------------------------------------------------------------------------------

2,054ln 0,001ikср τ( )( ) 0,0575C2 τ( )+ +

 0,074C2
2 τ( )+

------------------------------------------------------------------------------

dC1 τ( )
dτ

-------------
Эη τ( )ρэikср τ( )

Mμ
------------------------------

Результат решения задачи оптимального управления

Сте-
пенü 
поëи-
ноìа, Q

Виä управëяþщих
напряжений, Ua, В, τ, ÷

Зна÷е-
ние кри-
терия 

неравно-
ìернос-
ти, R

Относи-
теëüное 
уто÷не-
ние кри-
терия, 
ΔR, %

0 Ua0(τ) = 4,33 1,55679
1 Ua1(τ) = 4,33 + 0,092τ 1,55567 0,2021
2 Ua2(τ) = 4,33 + 0,051τ + 0,028τ2 1,55561 0,0072

–0,357ik(x, y, z, τ) – 0,958 при Fk ∈ (–∞, –1);
0,866ik(x, y, z, τ) – 1,0347 при Fk ∈ (–1, –0,67);
–0,325ik(x, y, z, τ) – 0,5337 при Fk ∈ (–0,67, ∞).

Рис. 1. Схема гальванической ванны с используемыми электродами:
а — виä спереäи ванны на пëоскости XOZ; б — виä сверху ванны на пëоскости XOZ;
1 — аноä; 2 — основный катоä; 3 — бипоëярный эëектроä; 4, 5 — äопоëнитеëüные
катоäы
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На рис. 2, а äеìонстрируется изìенение катоä-
ноãо выхоäа по току за с÷ет убыëи конöентраöии
хроìовоãо анãиäриäа и коìпенсируþщеãо возäей-
ствия в виäе аноäноãо напряжения в форìе поëи-
ноìов разëи÷ных степеней (рис. 2, б).
Из табëиöы виäно, ÷то при заäанной то÷ности

реøения заäа÷и оптиìаëüноãо управëения ε = 0,1 %
перехоä от поëиноìа нуëевой степени к поëиноìу
первой степени öеëесообразен, так как äаëüнейøее
увеëи÷ение степени поëиноìа äает прирост то÷-
ности 0,0072 %, ÷то ìенüøе ε. В связи с этиì при
реøении заäа÷и оптиìаëüноãо управëения проöес-
соì ãаëüвани÷ескоãо покрытия в ãаëüвани÷еской
ванне с äопоëнитеëüныìи катоäаìи и бипоëярны-
ìи эëектроäаìи с у÷етоì изìенения конöентраöии
коìпонентов эëектроëита, в äанноì сëу÷ае, за-
висиìостü изìенения аноäноãо напряжения от
вреìени öеëесообразно отыскиватü среäи поëино-
ìов первой степени, так как повыøение степени
(Q > 1) не äает существенноãо прироста критерия
неравноìерности покрытия, оäнако вëе÷ет за со-
бой зна÷итеëüное увеëи÷ение äëитеëüности опти-
ìизаöионноãо поиска.

Заключение

При нанесении ãаëüвани÷еских покрытий в
ванне с äопоëнитеëüныìи катоäаìи и бипоëярны-
ìи эëектроäаìи необхоäиìо у÷итыватü изìенение
коìпонентов состава эëектроëита. Дëя этой öеëи
поставëена заäа÷а поиска функöии аноäноãо напря-
жения в öеëях у÷ета изìенения состава эëектроëита
äëя оптиìаëüноãо управëения ãаëüвани÷ескиì
проöессоì по критериþ неравноìерности тоëщины
покрытия. Доказано, ÷то изìенение аноäноãо на-
пряжения описывается поëиноìаìи первой степе-
ни, при этоì поëу÷енные функöии изìенения на-
пряжения на аноäе äëя рассìатриваеìоãо приìера
не сиëüно зависят от вреìени, так как конöентра-
öия хроìовоãо анãиäриäа уìенüøается незна÷и-

теëüно за вреìя ìаëоãо периоäа Т1 протекания ãаëü-
вани÷ескоãо проöесса. В рассìатриваеìоì приìере
критерий неравноìерности посëе реøения постав-
ëенной заäа÷и оптиìаëüноãо управëения уëу÷øиë-
ся на 0,202 % по сравнениþ со стаöионарной за-
äа÷ей. Оäнако при анаëизе боëüøоãо периоäа Т2
веäение проöесса при постоянноì напряжении
ìожет привести к существенныì потеряì в ожиäае-
ìоì распреäеëении тоëщины покрытия.
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The article describes the main approaches (including technical parameters and equipment) to taking into account the
changes and correction of the electrolyte components of the bath with the supplementary cathodes and bipolar electrodes in
the electroplating processing of products. A voltage change on the anode is proposed as a manipulated variable for the galvanic
process as a control object for the electroplating bath. The task of optimal control of the electroplating process by the criterion
of distribution of uniformity on the surface of the coating thickness of the product is set. A mathematical model is formulated
of the dynamics of the distributed coordinates for the contact criterion of the uniformity coverage with the control action in the
form of changes of the anode voltage, taking into account the structural and technological assumptions. This is based on the
Faraday's law, Ohm's law of the differential form and a partial differential equation of a parabolic type describing the dis-
tribution built in the amount of the electroplating bath. An algorithm was invented for solving the equations of the mathematical
model of the electroplating process, which considers the task as a quasi-static one and based on the modifications of the direct
Ritz method for the search function of the anode voltage in the class of the polynomials of various degrees. A comparison is
proposed of the relative values of the refinement criteria of the unevenness produced during the transition to a higher polynomial
degree in order to obtain the required accuracy solutions for determination of the degree of the polynomial control. An example
is described of solving the problem of chrome electroplating of V-shape parts in the electroplating bath with two side cathodes
and one bipolar electrode. This example describes the function of the anode voltage in the form of the polynomials of the zero,
first and second degrees. A rational solution describing the anode voltage changes as the polynomials of the first degree is shown.
The further increase in the degree doesn’t give a significant gain in the unevenness of the coverage criterion, however, it ensures
a significant increase of the duration of the search optimization. Thus, the obtained feature of the voltage change on the anode
does not depends strongly on time, so, the change of the concentration of the electrolyte components is reduced slightly during
a short period of coating. However, when analyzing a longer period, the process under a constant stress might lead to significant
losses in the expected distribution of the coating thickness.

Keywords: optimal control, control object, mathematical model, supplementary cathodes, bipolar electrodes, modified Ritz
method, electroplating process, anode voltage, unevenness of the coating thickness, concentration of the electrolyte components

For citation:

Solovjev D. S., Cao V. Z., Litovka Yu. V. Optimal Control for the
Electroplating Process Based on the Supplementary Cathode and Bi-
polar Electrode, Mekhatronika, Avtomatizatsiya, Upravlenie, 2016,
vol. 17, no. 8, pp. 547—553.

DOI: 10.17587/mau.17.547-553

References

1. Gerasimenko A. A. Zashhita ot korrozii, starenija i biopovrezh-
denij mashin, oborudovanija i sooruzhenij (Protection from corrosion,
aging and biodegradation of machinery, equipment and structures),
vol. 1, Moscow, Mashinostroenie, 1987, 688 p. (in Russian).

2. Antropov L. I. Teoreticheskaja jelektrohimija (Theoretical elec-
trochemistry), Moscow, Vysshaja shkola, 1975, 560 p. (in Russian).

3. Zas'ko N V., Zaharov V. I. A.s. № 717158 SSSR, MKI2 S 25
D 21/12. Sposob avtomaticheskogo regulirovanija sostava jelektrolita i
ustrojstvo dlja osushhestvlenija jetogo sposoba (Method of automatic
control of the electrolyte composition and a device for carrying out
the method), 1980, Bjul. № 7 (in Russian).

4. Tuaweri T. J., Adigio E. M., Jombo P. P. A Study of process
parameters for zinc electrodeposition from a sulphate bath, Interna-
tional Journal of Engineering Science Invention, 2013, vol. 2 (8),
pp. 17—24.

5. Khorasani S., Motieifar A., Rashidian B. Optimal pulse shapes
for periodic reverse electroplating, Iranian Journal of Science & Tran-
saction B, 2003, vol. 27, no. B4, pp. 701—711.

6. Litovka Ju. V., Kao V. Z. Modelirovanie i optimizacija gal'vani-
cheskoj vanny s dopolnitel'nymi katodami (Modelling and optimization
of the electroplating bath with supplementary cathodes), Vestnik Tam-
bovskogo gosudarstvennogo tehnicheskogo universiteta, 2016, vol. 22,
no 1, pp. 68—74 (in Russian).

7. Maksimović M. D., Mišković-Stanković V. B., Krstajić N. V.
The effect of applied voltage on the cathodic electrodeposition process,
Surface and Coatings Technology, 1986, vol. 27, iss. 1, pp. 89—94.

8. Bojarinov A. I., Kafarov V. V. Metody optimizacii v himicheskoj
tehnologii (Methods for optimization of chemical technology), Mos-
cow, Himija, 1975, 576 p. (in Russian).

9. Gnusin N. P., Poddubnyj N. P., Maslij A. I. Osnovy teorii ras-
chjota i modelirovanija jelektricheskih polej v jelektrolitah (Fundamen-
tals of the theory of calculation and simulation of electric field in
electrolytes), Novosibirsk, Nauka, 1972, 276 p. (in Russian).

10. Braun T. M., Schwartz D. T. Localized electrodeposition and
patterning using bipolar electrochemistry, J. Electrochem. Soc., 2015,
vol. 162, iss. 4, pp. 180—185.

11. Litovka Ju. V. Matematicheskoe opisanie izmenenija koncen-
tracii jelektrolita v gal'vanicheskoj vanne (The mathematical descrip-
tion of the change in electrolyte concentration in the electroplating
bath), Zhurnal prikladnoj himii, 1997, vol. 70, no. 10, pp. 1631—1637
(in Russian).


