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Использование квазипотенциалов для контpоля
больших уклонений упpавляемых пpоцессов*

Введение

Pоëü асиìптоти÷еских ìетоäов (AM) возpастает
вìесте с pостоì интеpеса к упpавëениþ в усëовиях
неопpеäеëенности. Метоä ìаëоãо паpаìетpа øиpоко
и äавно испоëüзуется äëя упpощения аëãоpитìов:
в асиìптоти÷ескоì анаëизе систеì и заäа÷ упpав-
ëения известны pаботы по äекоìпозиöии [1, 2],
коìпозитныì pеãуëятоpаì [2, 3], коìпозиöионно-
ìу синтезу [4, 5]. Во ìноãих сëу÷аях синãуëяpно
возìущеннуþ заäа÷у упpавëения уäается с äоста-
то÷ной то÷ностüþ пpеäставитü как совокупностü
боëее пpостых ÷астных заäа÷, посëе ÷еãо синтез pе-
ãуëятоpа пpевpащается в пpостуþ сбоpку. Иìенно
с этиì связана важнейøая pоëü AM — этот посëеä-
ний этап синтеза (сбоpку иëи ее эëеìенты) ìожно
pаспpостpанитü на пpоöесс упpавëения, т. е. совеp-
øатü (иëи завеpøатü) еãо в pежиìе online. Необхо-
äиìостü в такой pеконфиãуpаöии систеìы упpав-
ëения обы÷но связана с появëенияìи боëüøих
укëонений по теì иëи иныì кооpäинатаì состоя-
ния; понятно, ÷то возìожностü pеøений online
связана не тоëüко с ìаëыìи паpаìетpаìи, но и со
способностüþ АМ существенно обоãатитü "интеë-
ëект" таких упpавëений.
Не ставя пеpеä собой öеëüþ анаëиз указанных

пpоöессов во всей их поëноте, в äанной pаботе ос-
новное вниìание уäеëиì кëþ÷евой пpобëеìе — пpо-
ãнозу боëüøих укëонений (БУ), опиpаясü на фунäа-

ìентаëüные pезуëüтаты Д. Вентöеëя и М. Фpейäëина
[6, 7]. Дëя этоãо необхоäиìо ввести некотоpые ба-
зовые pезуëüтаты анаëиза БУ в фоpìе, боëее уäоб-
ной äëя теоpии упpавëения [8—10].

Квазипотенциалы динамических систем

Пустü необхоäиìо выбpатü r-ìеpный вектоp
упpавëения U = U(t) объектоì, äвижения котоpоãо
описываþтся сëабо возìущенныì äиффеpенöиаëü-
ныì уpавнениеì äëя n-ìеpноãо вектоpа состояния
x = x(t):

 = α(x, U) + εσ(x)w, x(0) = x0 ∈ E, (1)

ãäе ε > 0 — ìаëый паpаìетp; w — k-ìеpный вектоp
возìущений типа "беëоãо øуìа"; α, σ — ãëаäкие
ìатpи÷ные функöии.
Упpавëения U(t) в соотноøении (1) фоpìиpу-

þтся в виäе обpатных связей 

U = Kx (2)

такиì обpазоì, ÷тобы обеспе÷итü состояние pав-
новесия χ (аттpактоp) невозìущенной систеìы, ко-
тоpая поëу÷ается из уpавнения (1) пpи ε = 0:

 = α(x, U), x(0) = x0 (3)

с обëастüþ пpитяжения Oχ. Даëее буäеì с÷итатü,
÷то χ = 0, а ка÷ество стабиëизиpуþщеãо упpавëения
(2) опpеäеëяется ëинеаpизованной систеìой:

 = Ax + BU, (4)

Получены соотношения для квазипотенциальных экстpемалей задачи Лагpанжа, возникающей в анализе больших уклонений
диффузионных пpоцессов. На этой основе пpедлагается алгоpитм пpогноза кpитических состояний слабо возмущенных дина-
мических систем. Пpиводятся пpимеpы пpименения метода в задачах упpавления моpскими судами, летательными аппаpа-
тами, а также в финансовой математике — пpи моделиpовании двухкомпонентного pынка Блэка—Шоулса.
Ключевые слова: асимптотический анализ, функционал действия, большие уклонения, экстpемаль, оптимальное упpавление

 *Работа выпоëнена при поääержке Российскоãо фонäа
фунäаìентаëüных иссëеäований, ãрант № 15-08-06859а.

x·

x·

x·



302 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 17, № 5, 2016

ãäе ìатpиöы A, B — сутü ìатpиöы ÷астных пpоизвоä-
ных α(x, U) по аpãуìентаì (соответственно) в нуëе.
В pезуëüтате заìыкания исхоäной систеìы (1) такиì
стабиëизиpуþщиì упpавëениеì поëу÷иì автоноì-
нуþ систеìу

 = a( ) + εσ( )w. (5)

Зäесü важно отìетитü, ÷то ìаëый паpаìетp в уpав-
нении (5) озна÷ает не ìаëостü возìущений, а иìен-
но то, ÷то существенные пpоявëения возìущений
в стабиëизиpованной систеìе (5) явëяþтся pеäкиìи
событияìи и обнаpуживаþт себя тоëüко на äоста-
то÷но боëüøих пpоìежутках вpеìени. Факти÷ески
это фоpìаëüное свиäетеëüство и сëеäствие уäовëе-
твоpитеëüной стабиëизаöии систеìы (5) — стаби-
ëизаöия уìенüøает непpиятные посëеäствия от
øуìа. Теì не ìенее, они фиксиpуþтся, хотя и в ка-
÷естве pеäких событий (выхоäы из обëасти, боëü-
øие укëонения). В физике äëя оöенки такоãо pоäа
pеäких событий (напpиìеp, в заäа÷ах о äвижении
äиффунäиpуþщей ÷астиöы пpотив потока, о пpе-
оäоëении квантово-ìехани÷еской ÷астиöей потен-
öиаëüноãо баpüеpа) испоëüзуется ВКБ-ìетоä [7]:
искатü pеøение обыкновенноãо äиффеpенöиаëü-
ноãо уpавнения в виäе ехp{–S/ε2+...}, позвоëяþ-
щеì выписатü хотя бы ãëавный ÷ëен асиìптотики
(S не зависит от ε, а то÷ки обозна÷аþт ÷ëены, ìа-
ëые по сpавнениþ с пеpвыì). Дëя стохасти÷ескоãо
уpавнения (5), возìущенноãо ãауссовскиì øуìоì,
веpоятности выхоäа состояния из обëасти иìеþт
пpи ε → 0 асиìптотику виäа exp{–C/ε2} [7]. Оказы-
вается, ìожно ввести функöионаë S0T (ϕ), опpеäе-

ëенный на функöиях ϕ ∈ Rn, боëее ãëаäких, ÷еì
тpаектоpии (5) на [0, Т ], такой, ÷то пpи äостато÷но

ìаëых ε, δ > 0 P{ρ( , ϕ) < δ} ≈ exp{–S0T (ϕ)/ε2}, ãäе

ρ — pасстояние в пpостpанстве функöий C0T (Rn),
непpеpывных на pассìатpиваеìоì отpезке [0, Т ].
Веpоятностü ìаëовеpоятноãо события составëяется
из вкëаäов exp{–S0T(ϕ)/ε2}, соответствуþщих окpест-
ностяì pазëи÷ных функöий, из котоpых пpи ε → 0
существенныì остается ëиøü сëаãаеìое с наи-
ìенüøиì S0T (ϕ). Это впоëне анаëоãи÷но оöенкаì
интеãpаëов ìетоäоì Лапëаса. То÷ные pезуëüтаты
соäеpжатся в pаботах [6, 7], и пpиìенитеëüно к
уpавнениþ (5) сфоpìуëиpуеì их в теpìинах опти-
ìаëüноãо упpавëения. Дëя этоãо наpяäу с систеìой
(5) запиøеì обыкновенное äиффеpенöиаëüное
уpавнение [8, 9] — систеìу укëонений:

 = a(ϕ) + σ(ϕ)v, ϕ(0) = x0 ∈ E, (6)

функöионаë

(ϕ, v) = vтvdt. (7)

Дëя тоãо ÷тобы охватитü все сëу÷аи, ввеäеì об-
ëастü D, такуþ ÷то E ⊂ D ⊂ Oχ, и усëовие пpинаä-

ëежности тpаектоpии ìножеству FD (pеаëизуþще-
ìу событие ∂D, веpоятностü котоpоãо оöенивается)
из сеìейства функöий, непpеpывных на отpезке:
FD = {ϕ ∈ (Rn): ϕt ∈ D c ∂D ∀ t ∈ [t0, tf]}. Дëя ìно-

жества FD и систеìы (6) спpавеäëиво pавенство [6, 7]

ε2lnP{  ∈ D} = – (ϕ, v), (8)

ãäе функöионаë  = (ϕ, v) опpеäеëен в со-

ответствии с соотноøениеì (7) на pеøениях упpав-
ëяеìой систеìы (6), äëя котоpой запиøеì еще ãpа-
ни÷ное усëовие выхоäа в кpити÷еское состояние:

ϕ(tf) ∈ Δ ⊂ ∂D. (9)

Такиì обpазоì, äëя оöенки веpоятности собы-
тия ∂D, связанноãо с пpоöессоì (6), поëу÷аеì заäа÷у
оптиìаëüноãо упpавëения Лаãpанжа—Понтpяãина
(ЛП) (6), (7), (9) в отëи÷ие от соответствуþщей ва-
pиаöионной заäа÷и, сфоpìуëиpованной в pаботах
[6, 7]. Pезуëüтатоì pеøения заäа÷и ЛП явëяется
тpойка ( , , ), т. е. экстpеìаëü  = (t, Δ),

t ∈ [t0, tf ], опpеäеëяþщая ìиниìаëüное зна÷ение
функöионаëа (7) и функöионаëа äействия (ФД):

= ( , ) = ε–2 ( , ). По ФД опpеäеëя-

ется квазипотенöиаë [6, 7] систеìы (6) — функöия
то÷ки х и состояния pавновесия:

V(χ, x) = inf{ (ϕ): ϕ ∈ (Rn),  = χ,  = x}.

Соответствуþщуþ экстpеìаëü , уäовëетвоpяþ-
щуþ уpавнениþ (6) и веäущуþ из состояния pав-
новесия χ, буäеì называтü квазипотенöиаëüной.
Пpиìеì сëеäуþщуþ теpìиноëоãиþ: пустü ,
 — äва pеøения заäа÷и ЛП, соответствуþщие äвуì

усëовияì (9):  = (t, Δi), i = 1, 2, ãäе Δ2 ⊂ Δ1 ⊂ ∂D.
В сиëу оöенки (8) соответствуþщие pеøения (6)
буäеì называтü пpоãнозоì кpити÷ескоãо состояния
систеìы (6). Есëи Δ — поäìножество ãpаниöы ∂D,
то pеøение  буäеì с÷итатü боëее сëабыì пpо-
ãнозоì по сpавнениþ с . Наконеö, пpеäеëüно
сëабоìу (иëи пpосто пpеäеëüноìу) пpоãнозу буäет
соответствоватü сëу÷ай оäното÷е÷ноãо ìножества
Δ = Δ* = x*.

Большие уклонения диффузионного пpоцесса, 
линейная устойчивая система

Пустü в уpавнении (4) a(x) = Ax, σ(x) = σ, т. е.
иìееì

 = Aϕt + σvt. (10)

Пустü также xf ∈ Δ озна÷ает, ÷то некотоpый выхоä
систеìы у = Cxf äостиãает кpити÷ескоãо зна÷ения.
Заäа÷а (7), (9), (10) в этоì сëу÷ае хоpоøо известна.
Она ëежит в основе констpуктивноãо äоказатеëü-
ства упpавëяеìости систеìы (10) пpи выпоëнении со-
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ответствуþщих усëовий ([11], стp. 47—50) и постpое-
ния ее ìножества äостижиìости ([11], стp. 93—95).
Дpуãой способ ее pеøения пpеäставëен в pаботе [10].
Не останавëиваясü на äетаëях, пpивеäеì pезуëüтат,
ãäе ÷еpез ψ обозна÷ен n-ìеpный вектоp сопpяжен-
ных пеpеìенных äëя систеìы укëонений (10) и
ψf = ψ(tf).
Теоpема 1. Пpи усëовии ãуpвиöевости ìатpиöы А

и упpавëяеìости паpы (A, σ) квазипотенöиаë сис-
теìы (10) pавен

V(0, xf) = Dψf = D–1xf, (11)

ãäе поëожитеëüно опpеäеëенная ìатpиöа D уäов-
ëетвоpяет уpавнениþ Ляпунова:

σσт = –AD – DAт.

Квазипотенöиаë (11) äостиãается тоëüко на бес-
коне÷ной экстpеìаëи, т. е. пpи t0 → –∞. Боëее тоãо,
в усëовиях теоpеìы 1 систеìа (10), ãäе v = , яв-
ëяется конвеpãентной [12], т. е. иìеет äëя кажäоãо
x = xf еäинственное оãpани÷енное pеøение на пpя-
ìой. Это еäинственное pеøение названо в pаботе [12]
пpеäеëüныì, оно же опpеäеëяет пpеäеëüный пpо-
ãноз. Посëеäнее pавенство в соотноøении (11) по-
казывает, ÷то ìножество äостижиìости ëинейной
систеìы (10), о котоpоì øëа pе÷ü выøе, ìожно оп-
pеäеëитü как совокупностü вектоpов с квазипотен-
öиаëаìи, не пpевыøаþщиìи 1 (ина÷е ãовоpя, квази-
потенöиаëüный еäини÷ный øаp). Соотноøение (8)
показывает, ÷то ФД и пpеäеëüное pеøение (ПP)
позвоëяþт äëя кажäой то÷ки этоãо ìножества оöе-
ниватü веpоятностü ее äостижения из состояния
pавновесия.
Пpежäе всеãо, необхоäиìо у÷естü, ÷то ПP соответ-

ствует оäното÷е÷ное теpìинаëüное ìножество в (9),
т. е. Δ = x* = xf . Вìесте с теì, ПP, как и ëþбое äpуãое
pеøение (10), иìеет виä 

(t, Δ) = exp{A(t – tf)}xf +

+ (Dexp{Aт(tf – t)} – exp{A(t – tf)}D)ψf =

= exp{A(t – tf)}(xf – Dψf) + Dexp{Aт(tf – t)}ψf, (12)

откуäа, в сиëу оãpани÷енности этоãо pеøения на
всей пpяìой (т. е. пpи t → –∞), поëу÷аеì

xf – Dψf = 0. (13)

В соответствии с пpинöипоì Лаãpанжа [13], в со-
ставе необхоäиìых усëовий экстpеìуìа äëя ПP
иìееì заäа÷у ìиниìизаöии (11) пpи оãpани÷ениях
(13) и y = Cxf.
Лемма 1. Дëя поëожитеëüно опpеäеëенной ìат-

pиöы D и ìатpиöы C поëноãо pанãа pеøение заäа÷и 

xтDx → , CDx – y = 0

иìеет виä

 = C тy(CDC т)–1. (14)

Суììиpуеì изëоженное в виäе сëеäуþщеãо pе-
зуëüтата.
Теоpема 2. В усëовиях теоpеìы 1 квазипотенöи-

аëüная экстpеìаëü äëя заäа÷и (7), (9), (10) опpеäе-
ëяется pавенствоì

(t) = Dexp{Aт(tf – t)}C тy(CDC т)–1, (15)

а ноpìиpованный ФД (7) äëя систеìы (6) в ëиней-
ноì сëу÷ае (10) pавен

( ) = V(0, xf) – V(0, x0). (16)

Доказательство. Достато÷но заìетитü, ÷то из
соотноøений (12),(13) сëеäует

(t) = Dexp{Aт(tf – t)}ψf, (17)

ãäе äëя x = ψf иìеет ìесто ëеììа 1. Поäставëяя pе-
øение (14) в (17), поëу÷иì pавенство (15). Еще pаз
у÷итывая соотноøение (17), pавенство (16) поëу-
÷иì из соотноøений

( ) = exp{A(tf – τ)}σσтexp{Aт(tf – τ)}ψfdτ =

= [D – exp{A(tf – t0)}DD–1(Dexp{Aт(tf – t0)}]ψf =

= Dψf – (t0)D
–1 (t0),

ãäе остается у÷естü теоpеìу 1.

Задача Лагpанжа—Понтpягина
для билинейных систем

Дpуãой важный ÷астный сëу÷ай анаëиза БУ свя-
зан с биëинейныìи уpавненияìи. Часто такие сис-
теìы оказываþтся в тоì иëи иноì сìысëе бëизки
к ëинейныì, ÷то и позвоëяет воспоëüзоватüся pе-
зуëüтатаìи пpеäыäущеãо pазäеëа. Pассìотpиì на
пpоìежутке [0, tf ] систеìу

 = γ(x, u) = Ax + Bu + {xM}u, (18)

ãäе

x = (x1, x2, ..., xn)
т ∈ Rn, u ∈ Rm, {xM} = xiMi —

в соответствии с обозна÷енияìи pаботы [14], и äëя
äанной систеìы — заäа÷у пpивеäения: 

Cx(tf) = yf

пpи ìиниìаëüноì pасхоäе упpавëения

J = uтudt.

Обозна÷иì 

fi = Miu ∈ Rn, F = {f1, f2, ..., fn} ∈ Rn Ѕ n. (19)
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Тоãäа ìожно записатü

{xM}u = xi fi = Fx,

и äëя pассìатpиваеìой заäа÷и ЛП, вы÷исëяя ÷аст-
ные пpоизвоäные от  = γ(x, u) по аpãуìентаì γx =
= A + F, γu = B + {xM}, поëу÷иì уpавнения äëя со-
пpяженных пеpеìенных

 = –(A + F )тψ, ψ(tf) = ψf (20)

и оптиìаëüноãо упpавëения

 = (B т + {xM}т)ψ. (21)

Pассìотpиì пpостой пpиìеp, в котоpоì систеìа
(6) оказывается биëинейной, и äëя постpоения оп-
тиìаëüноãо упpавëения (контpупpавëения, в äан-
ноì сëу÷ае) сëеäует испоëüзоватü соотноøения
(19)—(21).
Пpимеp 1. Боpтовая ка÷ка суäна в усëовиях воë-

нения и ветpа ìожет бытü пpеäставëена систеìой
(6) втоpоãо поpяäка, есëи не у÷итыватü уpавнения
фиëüтpов, фоpìиpуþщих ветpовоëновые возìуще-
ния заäанных спектpов из беëых øуìов. Дëя упpо-
щения ìы не буäеì у÷итыватü фоpìиpуþщие
фиëüтpы, теì боëее ÷то это ëинейные систеìы,
а у÷теì зäесü äpуãой эффект, связанный с пpиpаще-
ниеì пëе÷ стати÷еской остой÷ивости на воëне [15],
в pезуëüтате ÷еãо ìоäеëü ка÷ки оказывается биëи-
нейной. Уpавнение (6) в этоì сëу÷ае ìожно пpеäста-
витü в виäе (18), ãäе x = (x1, x2)

т = (ϑ, ωx)
т — уãоë

и уãëовая скоpостü кpена:

A = , B = , M1 = ,

и в äанноì сëу÷ае пpинято:  = 0,36, h = 0,0315,
γ = μ = 0,1, ε = 0,001. Заäа÷а состоит в пpоãнозе кpи-
ти÷ескоãо зна÷ения уãëа кpена y = Cxf = ϑf, ϑf = 0,5 pаä.
Теоpеìаìи 1, 2 напpяìуþ воспоëüзоватüся

неëüзя, но ìожно их испоëüзоватü äëя ÷исëенных
pас÷етов. Так, äëя постpоения пpеäеëüноãо пpо-
ãноза из ëеììы 1 иìееì оöенку ãpани÷ных усëовий
äëя сопpяженной систеìы:

ψf = C тψf1 = , ψf 1 = 0,5(CDC т)–1, (22)

а äëя оöенки ìатpиöы коваpиаöий D на основе
ëинейноãо пpибëижения и уpавнения Ляпунова
поëу÷иì

D = , D3 ≅ , D1 ≅ D3/ .

Тепеpü в соотноøении (22) иìееì

ψf1 = 0,5  = 2h  ≅ 2,27. (23)

Пpи ìоäеëиpовании, pезуëüтаты котоpоãо пpи-
веäены на pис. 1, окон÷атеëüно выбpано зна÷ение
ψf 1 = 2,15; в неëинейных заäа÷ах выбоp ãpани÷ных
усëовий äëя сопpяженных пеpеìенных — наибоëее
тpуäоеìкая опеpаöия, поэтоìу оöенка (22), (23)
весüìа поëезна. На pис. 1 u1, u2 — соответственно
возìущения от воëнения и фëуктуаöионноãо ветpа.
Выøе уже отìе÷аëосü, ÷то экстpеìаëи ЛП — су-
щественно боëее ãëаäкие функöии, ÷еì тpаекто-
pии и возäействия исхоäных стохасти÷еских сис-
теì, осöиëëоãpаììы pис. 1 äеìонстpиpуþт этот
факт. Нижняя кpивая — это функöионаë äействия,
äаþщий в сиëу (8) оöенку ëоãаpифìа веpоятности
кpити÷ескоãо кpена.
Сëеäуþщий пpиìеp позвоëяет пpоанаëизиpоватü

некотоpые ситуаöии БУ, пpинöипиаëüно отëи÷ные
от заäа÷ с ãуpвиöевыìи ìатpиöаìи, pассìотpен-
ных выøе.
Пpимеp 2. Оöениì возìожности пpоãноза эффек-

тивности инвестиöий в pаìках äвухкоìпонентной
ìоäеëи pынка (pынок Бëэка—Шоуëса): Bt — бан-
ковский с÷ет, St — öена акöии [16, 17]. Пустü äëя
(Bt, St)-pынка и саìофинансиpуеìоãо поpтфеëя
π = (β, γ) соответствуþщий иì капитаë иìеет виä

 = βBt + γSt. (24)

Дëя (Bt, St)-коìпонент иìеþт ìесто стохасти-
÷еские уpавнения 

 = rBt + εw1t,  = μSt + bStw2t + εw3t, (25)
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Pис. 1. Pезультаты pасчетов для пpимеpа 1 
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ãäе wt = (w1t, w2t, w3t)
т — вектоp независиìых беëых

øуìов; β = 0,3, γ = 0,4, r = 0,1, μ = 0,51, b = 0,005,
ε = 10–5. Уpавнения (24), (25) пpеобpазуþтся к сис-

теìе (6) äëя вектоpа xt = ( , Bt)
т, систеìа укëонений

äëя котоpой иìеет виä (18). Теpìинаëüное событие —

pазоpение äо уpовня x1(tf) =  = –0,1. 

Матpиöа ëинейной ÷асти зäесü не явëяется ãуp-
виöевой:

A = ,

и pезуëüтат оказывается, на пеpвый взãëяä, не-
скоëüко неожиäанныì: контpупpавëение vt =

= (v1t, v2t, v3t)
т ≡ 0, т. е. веpоятностü кpизиса PD ≡ 1.

Нетpуäно показатü пpи этоì, ÷то систеìа укëоне-
ний в инвеpтиpованноì вpеìени с боëüøой то÷-
ностüþ пpеäставëяется апеpиоäи÷ескиìи звенüяìи
пеpвоãо поpяäка по втоpой кооpäинате (с постоян-
ной вpеìени 1/r) и втоpоãо поpяäка по пеpвой ко-
оpäинате (с постоянныìи вpеìени 1/r и 1/μ), а pе-
øения — их pеакöии на на÷аëüные (в обы÷ноì вpе-

ìени коне÷ные) зна÷ения:  = –0,1 и Btf = 1. Это

и äеìонстpиpуþт осöиëëоãpаììы на pис. 2. Может
бытü, не зpя в связи с такоãо pоäа кpизисныìи яв-
ëенияìи ãовоpят о "финансовых пузыpях"?

Алгоpитм пpогноза

Как обы÷но, аëãоpитìы, основанные на асиì-
птоти÷еских ìетоäах, оказываþтся зависящиìи от
некотоpоãо набоpа паpаìетpов, зна÷ения котоpых
устанавëиваþтся опытныì путеì. Не явëяется ис-
кëþ÷ениеì и пpеäëаãаеìый аëãоpитì пpоãноза и
пpинятия pеøений в усëовиях неопpеäеëенности,
иìеþщей статисти÷еский хаpактеp.
Аëãоpитì основывается на понятии пpоекöии

на квазипотенöиаëüнуþ экстpеìаëü текущеãо со-

стояния х, т. е. такое зна÷ение  = (tX) функöии
(15), пpи котоpоì обеспе÷ивается

||x – (tX)|| = ||x – (t)||.

Чеì ìенüøе tf – tX, теì боëüøе веpоятностü кpи-

зиса: tX = tX(PD), поэтоìу пpоекöия (tX) = (tX, PD)

также явëяется функöией веpоятности PD = . 
Обозна÷ив 

x – (tX) = ΔX, (26)

поëу÷аеì, ÷то в состоянии  = x, опpеäеëивøисü

с пpоекöией х на  и, сëеäоватеëüно, с ìоìентоì
tX = tX(PD), ìы иìееì также оöенку веpоятности
кpити÷ескоãо события PD и интеpваë äовеpия (26)
этой оöенке. Такиì обpазоì, паpаìетpы, котоpые
необхоäиìо выбpатü в äанноì сëу÷ае, это ε и зна-
÷ение ΔX äовеpитеëüноãо интеpваëа оöенки.
В итоãе поëу÷аеì сëеäуþщий аëãоpитì контpоëя.
1. Опpеäеëяется еäинственное поëожитеëüно

опpеäеëенное pеøение уpавнения Ляпунова.
2. Вы÷исëяется квазипотенöиаëüная экстpе-

ìаëü (15).
3. Опpеäеëяется пpоекöия на квазипотенöиаëü-

нуþ экстpеìаëü текущеãо состояния систеìы (5),
пpи÷еì аpãуìент совìещается с текущиì, так как
квазипотенöиаëüная экстpеìаëü опpеäеëяется с то÷-
ностüþ äо сäвиãа.

4. Вы÷исëяется соответствуþщее ìоìенту t = tX
зна÷ение функöионаëа äействия (7) и оöенка веpо-

ятности PD =  на уpовне äовеpия ΔX.
Основу аëãоpитìа составëяет вы÷исëение квази-

потенöиаëов и соответствуþщих экстpеìаëей. Пpи-
веäеì еще оäин пpиìеp постpоения пpеäеëüноãо
пpоãноза в некотоpой типи÷ной ситуаöии, возни-
каþщей пpи упpавëении ëетатеëüныìи аппаpа-
таìи (ЛА).
Пpимеp 3. Pассìотpиì возìожностü пpиìенения

указанноãо поäхоäа в заäа÷е контpоëя äвижений
ЛА, бëизких к сваëиваниþ. Такой pежиì, с оäной
стоpоны, хаpактеpизуется взаиìосвязüþ пpоäоëü-
ноãо и боковоãо äвижений, с äpуãой — возìожно-
стüþ еãо возникновения пpи весüìа ìаëых откëо-
нениях кооpäинат состояния от pавновесных зна-
÷ений. Заäа÷у пpоãноза кpити÷еских уãëов атаки
pассìотpиì на основе систеìы ëинейных уpавне-
ний пpостpанственноãо äвижения ЛА [18] в pежиìе
ãоpизонтаëüноãо поëета с постоянной скоpостüþ.
Вектоp состояния этой систеìы иìеет виä

x = (α, ωz, θ, h, ωx, ϕ, β, ωy, ψ, z)т ∈ R10,

ãäе эëеìентаìи соответственно явëяþтся (откëо-
нения от баëансиpово÷ных зна÷ений): уãоë атаки,
скоpостü и уãоë танãажа, веpтикаëüное сìещение
(пpоäоëüное äвижение), скоpостü и уãоë кpена,

Xt
π

Xtf
π

μ β r μ–( )
0 r⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎛ ⎞

Xtf
π

Pис. 2. Pезультаты pасчетов для пpимеpа 2 
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уãоë скоëüжения, скоpостü и уãоë pыскания, боко-
вое сìещение (боковое äвижение).
В указанноì ноìинаëüноì pежиìе äвижение

описывается уpавнениеì (10) с ãуpвиöевой ìатpиöей
A = {aij}, i, j = 1, 2, ..., 10, äëя котоpой пpивеäеì
тоëüко ненуëевые эëеìенты:

a11 = –0,915; a12 = 0,97; a13 = –0,117; a16 = 0,012;
a17 = –0,07; a19 = –0,07; a21 = 6,14; a22 = –4,07;
a23 = –19,65; a24 = 0,05; a25 = –0,007; a26 = 0,15;
a27 = –0,79; a28 = 0,25; a29 = –0,88; a2,10 = –0,003;
a32 = 1,0; a41 = 226,5; a43= –226,5; a46 = 0,196;

a47 = –0,125; a4, 10 = –0,07; a51 = 8,26; a52 = –0,025; 
a53 = –12,86; a54 = 0,025; a55 = –6,27; a56 = 6,28;

a57 = –188;16, a58 = –71,0; a59 = –162,32;
a5, 10 = –0,28; a65 = 1,0; a71 = 0,067; a73 = –0,067;
a75 = 0,187; a76 = 0,177; a77 = –0,176; a78 = –0,975;
a79 = 0,04; a81 = 0,4; a82 = –0,107; a83 = –0,61;
a84 = 0,001; a85 = –0,122; a86 = 0,4; a87 = –2,18;
a88 = –4,63; a89 = –8,4, a8, 10 = –0,014; a98 = 1,0;
a10, 4 = 0,07; a10, 6 = –43,21; a10, 7 = 230,7; a10,9 = 226,6. 

В ка÷естве возìущений pассìотpиì фëуктуа-
öии по уãëаì атаки и скоëüжения, ÷то в уpавнени-
ях (5), (6) и (10) пpивоäит к ìатpиöе

σ = diag(1, ε, ε, ε, ε, ε, 1, ε, ε, ε).

Маëый паpаìетp ε обеспе÷ивает невыpожäен-
ностü ìатpиöы äиффузии и фоpìаëüное тpебова-
ние ìетоäа ФД. Pезуëüтаты ìоäеëиpования систе-
ìы укëонений, упpавëяеìой квазипотенöиаëüной
экстpеìаëüþ, пpивеäены на pис. 3. Хаpактеpно, ÷то
äвижения кpена (ϕ) нескоëüко опеpежаþт по фазе
пpоäоëüные вpащения (θ), в ÷еì, в ÷астности, и
пpоявëяется оптиìаëüностü контpупpавëений.

Заключение

Поëу÷енные pезуëüтаты показываþт, ÷то квази-
потенöиаëüные экстpеìаëи ìоãут эффективно ис-
поëüзоватüся в заäа÷ах стабиëизаöии как сpеäство
äопоëнитеëüноãо контpоëя ка÷ества упpавëения:
попаäание состояния стохасти÷еской систеìы в
ìаëуþ окpестностü квазипотенöиаëüной экстpеìа-
ëи сиãнаëизиpует о неøтатноì pазвитии упpавëяе-
ìоãо пpоöесса. Боëее то÷ные вывоäы о степени
опасности и необхоäиìости пеpехоäа на антикpи-
зисное упpавëение ìоãут бытü сäеëаны по оöенкаì
кpити÷еской веpоятности (8) и ФД, вы÷исëяеìыì по
квазипотенöиаëаì на основании соотноøения (16).
В неãуpвиöевых сëу÷аях вопpос ìожет pеøатüся
пpоще — непосpеäственно по оöенкаì ФД, как это
и äеìонстpиpует пpиìеp с ìоäеëüþ из финансовой
ìатеìатики.
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The Lagrange problem arising in the analysis of large deviations in the states of dynamical systems was analyzed with the
use of Wentzell-Freidlin method. For the linear case and Hurwitz state matrix of an unperturbed system the author obtained
relations for quasipotential extremals, providing estimates of the probabilities of events for the initial conditions close to zero.
On this basis, the author proposes an algorithm for prediction of the critical states of the dynamical systems, with the perturbed
vector, "white noise", multiplied by a small parameter. Examples of application of the method to the task of controlling the
angle of heel for a marine vessel in rough seas, and the angle of attack of an aircraft are presented. The case of lack of Hurwitz
is analyzed on the example of the financial mathematics — instruments known as the Black-Scholes model The results show
that the quasipotential extremals can be effectively used for the tasks of stabilization as a means of additional quality assurance
management: passage of the stochastic system state through a small neighborhood of a quasipotential extremal signalizes about
an abnormal movement of the controlled process. More accurate conclusions about the danger rate and the need to switch to
the crisis management can be made with the estimated probability of a crisis and action functional, calculated on the basis
of the quasipotential (equations included). In case of instability the question can be solved directly on the action functional,
as an example of a financial mathematics model shows.
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