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Кинематика манипулятоpа с упpавляемым изгибом
на базе твеpдых элементов со сфеpической повеpхностью

Введение

В посëеäнее вpеìя зна÷итеëüно pасøиpяþтся
обëасти пpиìенения pоботов. Так, ускоpиëисü pа-
боты в сеpвисной и соöиаëüной pобототехнике,
отìе÷ается увеëи÷ение ÷исëа теì по pоботаì äвой-
ноãо назна÷ения, не остаëасü без вниìания иссëе-
äоватеëей также теìа спеöтехники. Общей хаpактеp-
ной ÷еpтой выøепеpе÷исëенных напpавëений
явëяется необхоäиìостü pазpаботки новых ìанипу-
ëяöионных схеì, ëиøенных основноãо неäостатка
пpоìыøëенных ìанипуëятоpов — жесткости кон-
стpукöии. Оäниì из пpеäставитеëей сеìейства не-
типи÷ных констpукöий ìанипуëятоpов явëяþтся
пëоские и пpостpанственные ìеханизìы, постpо-

енные на базе звенüев с упpавëяеìыì изãибоì [1].
Пpиìеp оäноãо из посëеäних на сеãоäняøний äенü
pеøений по созäаниþ такоãо ìанипуëятоpа ìожно
увиäетü в pаботе заpубежных у÷еных [2]. Вопpосы
упpавëения поäобныìи ìанипуëятоpаìи освещены
в оте÷ественной и заpубежной ëитеpатуpе не в
поëной ìере, так как синтез систеì упpавëения
äостато÷но сëожен и обусëовëен ìноãообpазиеì
констpуктоpских pеøений таких ìанипуëятоpов,
спеöифи÷ностüþ базовых пеpеìещений и сpеäств
их pеаëизаöии. Особый интеpес пpеäставëяет ис-
поëüзование ãибких ìанипуëятоpов в ìикpоpобото-
технике, но такой ваpиант испоëüзования еще боëее
усëожняет пpобëеìу синтеза, поскоëüку зна÷итеëüно
увеëи÷ивается возìущаþщее возäействие сpеäы на

Pассматpивается новый класс манипулятоpов, постpоенных на базе звеньев с упpавляемым изгибом, фоpмиpуемых из твеp-
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ìанипуëятоp, в ÷астности, таких паpаìетpов, как
вëажностü, теìпеpатуpа, аäãезия повеpхности, вяз-
костü сìазываþщих ìатеpиаëов и т. ä. [3].
Дëя постpоения систеì упpавëения нетипи÷ныìи

ìанипуëятоpаìи, у÷итываþщих спеöифику их кон-
стpукöий, необхоäиìы то÷ные pеøения как пpяìых,
так и обpатных заäа÷ кинеìатики и äинаìики, вы-
боp оптиìаëüной аpхитектуpы инфоpìаöионной
систеìы, поäбоp пpивоäов и т. ä. Боëüøая ÷астü
спеöифи÷еских констpукöий упpавëяется äистанöи-
онно, в сëу÷ае испоëüзования автоìатизиpованной
систеìы отpаботки заäанных äвижений испоëüзу-
ется pежиì обу÷ения (повтоpа).
В äанной статüе автоpы пpеäëаãаþт свое pеøение

заäа÷ кинеìатики ìанипуëятоpа, котоpый, в отëи÷ие
от известных пpоìыøëенных ваpиантов, стpоится
на базе бесøаpниpноãо соеäинения коìпонентов [1].
Основные пpобëеìы пpи поиске pеøений быëи
связаны с теì, ÷то пpи пеpеìещении ìанипуëятоpа
пpоисхоäит сëожное взаиìное äвижение коìпо-
нентов звена — твеpäых эëеìентов со сфеpи÷еской
pабо÷ей повеpхностüþ, тpаектоpии äентpов кооp-
äинат котоpых описываþтся уpавненияìи эпитpо-
хоиäы [4]. Pассìотpены pазëи÷ные ваpианты пpя-
ìой и обpатной заäа÷ кинеìатики äëя пëоскоãо (2D)
и пpостpанственноãо (3D) äвижений звена. Pезуëüтат
ìоäеëüных экспеpиìентов показан в виäе тpансфоp-
ìаöии фоpìы звена пpи изìенении äëин сиëовых
тpосов. Сфоpìуëиpованы и pассìотpены пpобëеìы
созäания äинаìи÷еской ìоäеëи звена с упpавëяеìыì
изãибоì, выявëены основные виäы неëинейностей
пpи упpавëении ìанипуëятоpоì. Анаëиз äинаìики,
выбоp инфоpìаöионной систеìы, синтез систеìы
упpавëения ÷асти÷но обсужäаþтся в äpуãих pабо-
тах автоpов [5, 6] и на настоящий ìоìент нахоäятся
в пpоöессе теоpети÷еских иссëеäований, экспеpи-
ìентаëüной апpобаöии, веpификаöии паpаìетpов
ìоäеëи и выбоpа оптиìаëüной фоpìы pеаëизаöии
с у÷етоì тpебования pаботы в pежиìе pеаëüноãо
вpеìени.

Геометpия звена манипулятоpа
с упpавляемым изгибом

Звено ìанипуëятоpа с упpавëяеìыì изãибоì
пpеäставëяет собой набоp из n поäвижных эëеìен-
тов с контактиpуþщиìи повеpхностяìи, котоpые
явëяþтся ÷астяìи сфеp pаäиусоì R. Пpи этоì то÷ка
контакта эëеìентов звена äвиãается по повеpхно-
сти, а äвижение öентpов систеì кооpäинат эëеìен-
тов описывается уpавнениеì эпитpохоиäы. Поэтоìу
станäаpтные поäхоäы äëя описания поëожения ìа-
нипуëятоpа в пpостpанстве непpиìениìы, так как
они поäpазуìеваþт испоëüзование кинеìати÷еских
паp 5-ãо кëасса иëи наëи÷ие øаpниpных соеäине-
ний в со÷ëенениях ìанипуëятоpа. Так, äëя pеøе-
ния поставëенных заäа÷ пpиниìаëосü, ÷то веpхний
эëеìент звена непоäвижный, остаëüные эëеìенты
поäвеøены на ÷етыpех тpосах, пpохоäящих ÷еpез
сквозные отвеpстия [1]. Без у÷ета вëияния внеøних

сиë пpи иäенти÷ности хаpактеpистик повеpхности
пpиниìается, ÷то äвижение ëþбых äpуãих эëеìен-
тов звена äpуã относитеëüно äpуãа пpоисхоäит со-
ãëасно pассìатpиваеìоìу ниже äвижениþ пеpвой
паpы эëеìентов звена: веpхнеãо непоäвижноãо и
сëеäуþщеãо за ниì нижнеãо поäвижноãо (pис. 1).
Веpхнеìу непоäвижноìу эëеìенту, котоpый бу-

äет явëятüся то÷кой отс÷ета, пpисваивается инäекс
"ноëü" (иëи эëеìент "0"). Тоãäа поëожение поäвиж-
ноãо эëеìента в пpостpанстве пpи иäенти÷ности
паpаìетpов повеpхности (еäиный äëя всех эëеìентов
pаäиус сфеpи÷еской обpазуþщей R) описывается
уãëоì α ìежäу осüþ O0Z0 и пpяìой, пpохоäящей
÷еpез то÷ку контакта эëеìентов 0 и 1 звена (то÷ка А
на pис. 1) и öентр сферы, ÷астüþ которой явëяется
нижняя поверхностü эëеìента 0 (то÷ка Zs), и уãëоì ψ
ìежäу pаäиус-вектоpоì из т. O0 в пpоекöиþ Axy
то÷ки контакта A на пëоскостü X0O0Y0 и поëожи-
теëüныì напpавëениеì оси O0X0.

Пpямая задача кинематики

Дëя pеøения пpяìой заäа÷и кинеìатики необ-
хоäиìо найти уãëы α и ψ пpи заäанноì изìенении
обобщенных кооpäинат — äëин тpосов, сфоpìиpо-
ватü оäноpоäнуþ ìатpиöу пpеобpазований и затеì
с ее поìощüþ вы÷исëитü кооpäинаты pабо÷ей то÷ки
посëеäнеãо эëеìента звена. Быëи pассìотpены äва
ваpианта pеøения заäа÷и: пëоский, коãäа в пеpеìе-
щении веäущиì явëяется тоëüко оäин тpос, äëина
котоpоãо уìенüøается пpи фоpìиpовании изãиба
звена, и общий сëу÷ай, коãäа веäущиìи явëяется
паpа тpосов. Отpезок веäущеãо тpоса äëя оäной паpы
эëеìентов, котоpый опpеäеëяется как pасстояние

Pис. 1. Неподвижный и подвижный элементы звена
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ìежäу то÷каìи выхоäа еãо из сквозных от-
веpстий в веpхнеì и нижнеì эëеìентах,
обозна÷иì как Lвеäущ, отpезок веäоìоãо
(пpотивофазноãо) тpоса äëя оäной паpы
эëеìентов обозна÷иì Lвеäоì. Дëя pеøения
пëоской заäа÷и pассìотpиì äвижение эëе-
ìентов äpуã относитеëüно äpуãа в пëоско-
сти X0O0Z0 (pис. 2, а).
Дëины Lвеäущ и Lвеäоì ìоãут бытü вы-

÷исëены ÷еpез зна÷ение уãëа α:

Lвеäущ = 2R(1 – cos(αm – α)),
Lвеäоì = 2R(1 – cos(αm + α)),

ãäе αm — ìаксиìаëüный уãоë откëонения
нижнеãо эëеìента, зна÷ение котоpоãо за-
висит от pаäиуса сфеp R, обpазуþщих по-
веpхности ка÷ения эëеìентов, и äиаìетpа
окpужности d, на котоpой ëежат сквозные

отвеpстия: αm = arcsin . Этот конст-

pуктивный паpаìетp также опpеäеëяет "на÷аëüнуþ"
äëину отpезков Lвеäущ и Lвеäоì пpи зна÷ении α = 0,
L0 = 2R(1 – cosαm).
Тоãäа изìенение äëины веäущеãо тpоса, пpи ко-

тоpоì пpоисхоäит изãиб звена на уãоë α, ìожно
выpазитü как

ΔLвеäущ = L0 – Lвеäущ = L0 – 2R(1 – cos(αm – α)).(1)

Отсþäа нахоäиì искоìый уãоë:

α = αm – arccos . (2)

Зная уãоë α, ìожно вы÷исëитü изìенение (уве-
ëи÷ение) äëины пpотивофазноãо тpоса по сëеäуþ-
щей фоpìуëе:

ΔLвеäоì = Lвеäоì – L0 = 2R(1 – cos(αm + α)) – L0. (3)

Дëя звена ìанипуëятоpа, состоящеãо из n поäвиж-
ных эëеìентов, pассìотpиì äва возìожных ваpианта
pаботы тpосов — "объеìнуþ" и "пëоскуþ" заäа÷и.
Ваpиант 1. В этоì сëу÷ае изãиб звена фоpìи-

pуется за с÷ет заäания изìенения äëин äвух веäу-
щих тpосов. С÷итаеì, ÷то äëя ноpìаëüной pаботы
звена натяжение тpосов äоëжно обеспе÷иватü по-
стоянный контакт эëеìентов ìежäу собой, äвиже-
ние саìоãо нижнеãо эëеìента ìожно pассìатpи-
ватü как супеpпозиöиþ äвижений эëеìентов звена
пpи изìенении äëин веäущих тpосов ΔLвеäущ1n и
ΔLвеäущ2n äëя всех n поäвижных эëеìентов. Отсþäа
пеpеìещение веäущих тpосов äëя оäной паpы эëе-
ìентов буäет сëеäуþщиì:

ΔLвеäущ1 = , ΔLвеäущ2 = .

Из pис. 1 виäно, ÷то уãëу изãиба звена α соот-
ветствует äуãа OA на нижней повеpхности веpхнеãо
эëеìента звена. Пpоекöией äуãи OA на пëоскостü
X0O0Y0 явëяется вектоp O0Aху, котоpый ìожно pаз-
ëожитü на пpоекöии по осяì O0X0 и O0Y0: Ax и Ay.

Этиì пpоекöияì соответствуþт äуãи на нижней по-
веpхности этоãо эëеìента OA1 и OA2, котоpые опpеäе-
ëяþтся pаäиусоì R и уãëаìи α1 и α2. Эти уãëы, в своþ
о÷еpеäü, обеспе÷иваþтся соотноøениеì изìенений
тpосов ΔLвеäущ1, ΔLвеäоì1 и ΔLвеäущ2, ΔLвеäоì2 соот-
ветственно.
Исхоäя из этоãо пpи изìенении кажäоãо из ве-

äущих тpосов сна÷аëа опpеäеëяþтся отäеëüно уãëы
α1 и α2 по фоpìуëе (2). Затеì вы÷исëяþтся изìе-
нения веäоìых тpосов ΔLвеäоì1 и ΔLвеäоì2 по фоp-
ìуëе (3). Дëя звена с n поäвижныìи эëеìентаìи
изìенения äëин веäоìых тpосов äëя всеãо звена
буäут сëеäуþщие:

ΔLвеäоì1n = Δ , ΔLвеäоì2n = ,

иëи, есëи äвижение всех эëеìентов äpуã относи-
теëüно äpуãа пpоисхоäит иäенти÷но,

ΔLвеäоì1n = nΔLвеäоì1, ΔLвеäоì2n = nΔLвеäоì2.

Pезуëüтиpуþщий уãоë изãиба äëя оäноãо эëе-
ìента звена α опpеäеëяется сëеäуþщиì обpазоì:

α = arcsin .

ãäе a — хоpäа äуãи OA.
Хоpäа a, в своþ о÷еpеäü, вы÷исëяется как

a = ,

ãäе a1 и a2 — хоpäы äуã OA1 и OA2. Они опpеäеëя-
þтся сëеäуþщиì обpазоì: a1 = R sina1, a2 = R sinα2. 
Из этоãо выpажения сëеäует, ÷то:

α = arcsin .

Дëя звена из n поäвижных эëеìентов уãоë изãиба

звена опpеäеëяется как αn = αi. Есëи äвижения

эëеìентов иäенти÷ны: αn = nα.

d
2R
-----

1 – 
L0 ΔLвеäущ–

2R
--------------------------

ΔLвеäущ1n

n
--------------------

ΔLвеäущ2n

n
--------------------

i 1=

n
∑ Lвеäоì1

i

i 1=

n
∑ Lвеäоì2

i

a
R
---

a1
2 a2

2
+

sin2α1 sin2α2+⎝ ⎠
⎛ ⎞

i 1=

n
∑

Pис. 2. Движение элементов звена в одной плоскости (а); оpиентация под-
вижного элемента звена (б)
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Уãоë ψ, как виäно из pис. 1, вы÷исëяется по
фоpìуëе:

ψ = arctg + k = arctg + k, k = 0, 1, 2, 3,

ãäе зна÷ение k зависит от тоãо, какие тpосы явëя-
þтся веäущиìи. Обозна÷иì lXP тpос, пpохоäящий
÷еpез отвеpстие, ëежащее на оси O0X0. Тpосы, пpо-
хоäящие ÷еpез отвеpстия на осях O0Y0, –O0X0 и
–O0Y0, обозна÷иì соответственно lYP, lXN и lYN.
Тоãäа k буäет опpеäеëятüся сëеäуþщиì обpазоì:

1) k = 0, есëи веäущие тpосы lXP и lYP;
2) k = 1, есëи веäущие тpосы lYP и lXN;
3) k = 2, есëи веäущие тpосы lXN и lYN;
4) k = 3, есëи веäущие тpосы lYN и lXP.
Ваpиант 2. Веäущиì явëяется тоëüко оäин тpос.

Pеøение заäа÷и упpощается, так как уãоë ψ буäет
пpиниìатü тоëüко ÷етыpе зна÷ения в зависиìости
от тоãо, какой тpос явëяется веäущиì. Есëи веäу-
щий тpос lXP, тоãäа ψ = 0°, есëи lYP, то ψ = 90° и т. ä.
Остается найти уãоë α, испоëüзуя фоpìуëу (2) и
у÷итывая, ÷то звено состоит из n поäвижных эëе-
ìентов, как это быëо сäеëано в ваpианте 1.
Затеì по найäенноìу уãëу α вы÷исëяется зна-

÷ение изìенения äëины веäоìоãо тpоса ΔLвеäоì по
фоpìуëе (3). Тpосы Lбок в пеpпенäикуëяpной, по
отноøениþ к веäущеìу и веäоìоìу тpосаì, пëос-
кости также у÷аствуþт в пеpеìещении, их ìожно
отнести к веäоìыì. Изìенения äëин этих тpосов
оäинаковы, а зна÷ения, соãëасно pис. 2, ìоãут бытü
вы÷исëены по сëеäуþщей фоpìуëе:

Lбoк = 2(R – r cosα),

ãäе r =  — pасстояние от öентpа обpа-

зуþщей сфеpы äо то÷ки выхоäа тpоса.
Тоãäа изìенение äëины боковых тpосов äëя па-

pы эëеìентов ìожет бытü вы÷исëено как

ΔLбок = 2r (1 – cosα). (4)

Дëя звена с n поäвижныìи эëеìентаìи изìене-
ния äëин боковых тpосов вы÷исëяþтся анаëоãи÷но
пpоöеäуpаì поëу÷ения зна÷ений äëя веäоìых иëи
веäущих тpосов.
Дëя постpоения коìпüþтеpной ìоäеëи на основе

поëу÷енных выøе pеøений быëа вывеäена оäно-
pоäная ìатpиöа пpеобpазований, с поìощüþ кото-
pой pасс÷итываëосü поëожение ëþбой то÷ки звена
в пpостpанстве и оpиентаöия соответствуþщеãо
сеãìента. В ка÷естве базовой систеìы кооpäинат
ìанипуëятоpа взята систеìа X0Y0Z0, öентp котоpой
совпаäает с öентpоì веpхнеãо непоäвижноãо эëе-
ìента O0. Движение поäвижноãо эëеìента pаскëа-
äывается на äве составëяþщие: повоpот эëеìента
вокpуã еäини÷ноãо вектоpа l = [lx, ly, lz]

т, пpохоäя-
щеãо ÷еpез öентp кооpäинат O1 эëеìента, и пеpе-
ìещение саìоãо öентpа O1 относитеëüно на÷аëа
систеìы кооpäинат O0.

Еäини÷ный вектоp повоpота, как виäно из
pис. 2, б, ëежит в пëоскости X1O1Y1, еãо ноpìаëи-
зованный виä пpи пpоизвоëüноì зна÷ении уãëа ψ
буäет сëеäуþщиì: l = [sinψ, –cosψ, 0]т.
Повоpот поäвижноãо эëеìента на уãоë β относи-

теëüно поëу÷енноãо вектоpа pасс÷итывается ÷еpез
уãоë накëона α и пpи pавенстве pаäиусов сфеp, обpа-
зуþщих pабо÷ие повеpхности эëеìентов, буäет pавен
β = 2α. Тоãäа оpиентаöиþ систеìы кооpäинат X1Y1Z1
ìожно описатü с поìощüþ ìатpиöы повоpота Rl, β,
äëя вы÷исëения котоpой испоëüзуется известная
фоpìуëа [7]. Коìпоненты этой ìатpиöы, а зна÷ит, и
оpиентаöия эëеìента в пpостpанстве зависят от зна-
÷ений уãëов ψ и β(α): R11 = sin2ψ(1 – cosβ) + cosβ,
R12 = –sinψcosψ(1 – cosβ) и т. ä.
Текущее поëожение öентpа поäвижноãо эëеìен-

та O1 относитеëüно на÷аëа систеìы кооpäинат O0
явëяется сëеäствиеì еãо пеpеìещения по эпитpо-
хоиäе, и ее тpаектоpия заäается систеìой паpаìет-
pи÷еских уpавнений [4]:

(5)

ãäе α0 — уãоë относитеëüно оси Z1, с котоpоãо на-
÷инается äвижение поäвижноãо эëеìента звена;
äëя pассìатpиваеìоãо наìи ваpианта α0 = π; h0 —
pасстояние öентpа кооpäинат O1 от повеpхности
сфеpы.
Поëу÷енный вектоp пеpеìещения p1α,ψ =

= [p1x, p1y, p1z]
т и ìатpиöа повоpота Rl, β фоpìиpуþт

оäноpоäнуþ ìатpиöу пpеобpазований äëя паpы
эëеìентов, котоpая пpи пpинятых выøе äопуще-
ниях испоëüзуется äëя вы÷исëения кооpäинат и
оpиентаöии посëеäнеãо эëеìента звена, состоящеãо
из n поäвижных эëеìентов:

Tn = . (6)

Поëу÷енное pеøение пpяìой заäа÷и кинеìати-
ки (6) отëи÷ается от экспеpиìентаëüных pезуëüтатов
в сиëу пpинятых äопущений, и, в пеpвуþ о÷еpеäü,
это связано с теì, ÷то пpи pеøении кинеìати÷е-
ских заäа÷ не у÷итываþтся сëеäуþщие äинаìи÷е-
ские пpоöессы в суãубо неëинейной систеìе:

1) pастяжение тpосов пpи изìенении наãpузки;
2) неëинейностü в ìоìент на÷аëа äвижения эëе-

ìентов: пеpехоä от тpения покоя к тpениþ ка÷ения
(зна÷ения этих сиë тpения äëя ìетаëëов pазëи÷а-
þтся на поpяäок [8]). Всëеäствие этоãо эëеìенты
звена пpихоäят в äвижение посëеäоватеëüно и
ска÷кообpазно, с некотоpой вpеìенной заäеpжкой,
на÷иная с посëеäнеãо эëеìента.
Выøепеpе÷исëенные пpи÷ины pассоãëасования

ìоäеëüных и экспеpиìентаëüных äанных ìоãут
бытü у÷тены тоëüко пpи pеаëизаöии äинаìи÷еской
ìоäеëи, пpи постpоении котоpой буäут испоëüзо-

a1

a2
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⎛ ⎞ π
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sina1

sina2
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2
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R2 d
2
--

2
–

p1x = (2Rsin(α + α0) – (R – h0)sin(2α + α0))cosψ;
p1y = (2Rsin(α + α0) – (R – h0)sin(2α + α0))sinψ;
p1z = 2Rcos(α + α0)–(R –h0)cos(2α+ α0)+(R – h0),
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i pα ψ,
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ваны äанные, поëу÷енные с äат÷иков поëожений,
установëенных на некотоpых поäвижных эëеìен-
тах звена.

Обpатная задача кинематики

Обpатная заäа÷а кинеìатики закëþ÷ается в оп-
pеäеëении необхоäиìых зна÷ений обобщенных
кооpäинат ìанипуëятоpа äëя äостижения тpебуе-
ìых кооpäинат pабо÷ей то÷ки ìанипуëятоpа в pа-
бо÷еì пpостpанстве. Обозна÷иì исхоäные кооpäи-
наты pабо÷ей то÷ки как pt = [pxt, pyt, pzt]

т. Эта то÷ка
ëежит на ноpìаëи к öентpу нижней повеpхности
посëеäнеãо поäвижноãо эëеìента на pасстоянии Lt.
В зависиìости от поëожения öентpа кооpäинат

посëеäнеãо эëеìента звена pnz относитеëüно пëос-
кости основания X0O0Y0 естü äва pеøения обpат-
ной заäа÷и.

1. Значение кооpдинаты pnz m 0.
Pассìотpиì pеøение обpатной заäа÷и äëя оäно-

звенноãо ìанипуëятоpа с ÷етыpüìя поäвижныìи
эëеìентаìи (pис. 3). Дëя упpощения pисунка звено
изобpажено äëя зна÷ения уãëа ψ = 0.

Pеøение обpатной заäа÷и на÷инается с посëеä-
неãо поäвижноãо звена ìанипуëятоpа, иìеþщеãо
кооpäинаты p4 = [p4x, p4y, p4z]

т. Вектоp p4 обpазует
с осüþ Z0 уãоë G, котоpый вы÷исëяется как суììа
уãëов γ, обpазованных отpезкаìи pi – pi – 1 с осяìи
Zi – 1, ãäе i — ноìеp поäвижноãо эëеìента звена, т. е.
в äанноì сëу÷ае G = 4γ. Pеøая ãеоìетpи÷ескуþ за-

äа÷у, нахоäиì зна÷ение уãëа G: G = arctg .

Сëеäоватеëüно, γ = G/4 = arctg .

Чеpез кооpäинаты то÷ки p1 выpазиì уãоë γ:

tgγ = .

С у÷етоì систеìы уpавнений (5) и α0 = π запиøеì:

tgγ = .

Посëе эëеìентаpных пpеобpазований поëу÷аеì,
÷то tgγ = tgα, иëи γ = α. Отсþäа

α = arctg ,

иëи äëя n эëеìентов

α = arctg . (7)

Зна÷ение уãëа ψ, ãäе ψ ∈ [0°, 360°), äëя n эëе-
ìентов вы÷исëяется сëеäуþщиì обpазоì:

(8)

По поëу÷енныì зна÷енияì уãëов α и ψ ìожно
вы÷исëитü пеpеìещения тpосов, пpи котоpых
öентp посëеäнеãо поäвижноãо звена ìанипуëятоpа
выйäет в тpебуеìое поëожение в пpостpанстве.
Есëи в ка÷естве тpебуеìых кооpäинат заäано по-

ëожение pабо÷ей то÷ки pt, ëежащей на оси Zn, тоãäа
кооpäинаты то÷ки pn опpеäеëяþтся ÷еpез кооpäи-
наты то÷ки pt и pасстояния ìежäу ниìи Lt. В pе-
зуëüтате соотноøения (7) и (8) посëе несëожных
ãеоìетpи÷еских пpеобpазований пpиобpетут сëе-
äуþщий виä:

α = ; (9)

(10)

2. Значение кооpдинаты pnz > 0.
Такая ситуаöия возìожна пpи опpеäеëенноì

÷исëе поäвижных эëеìентов звена n и собëþäении

усëовия αm l α > . В этоì сëу÷ае пpи опpеäеëен-

ных äопустиìых зна÷ениях уãëа α öентp посëеäнеãо
эëеìента нахоäится выøе пëоскости O0X0Y0 (pис. 4).
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ψ = arctg  пpи p4x ≠ 0;

ψ = 90° пpи pnx = 0, pny > 0;
ψ = –90° пpи pnx = 0, pny < 0.

pty
pnx
------

Pис. 3. Звено манипулятоpа из четыpех элементов 
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Зна÷ение n зависит от öеëоãо pяäа констpуктив-
ных паpаìетpов эëеìентов звена: pаäиусов обpазуþ-
щих сфеp, тоëщины и äиаìетpа эëеìентов, зна÷ения
ìаксиìаëüноãо уãëа αm. Дëя тех зна÷ений паpаìет-
pов, ÷то испоëüзованы пpи изãотовëении ëабоpа-
тоpноãо стенäа, такая конфиãуpаöия возìожна äëя
ìанипуëятоpа с äесятüþ поäвижныìи эëеìентаìи

пpи зна÷ении уãëа изãиба α > 9° (pис. 4). Тоãäа по
кооpäинатаì öентpа n-ãо эëеìента звена pn и с у÷е-

тоì пpеäставëения уãëа G =  + γ0 ìожно записатü

сëеäуþщее выpажение:

tgγ0 = .

Есëи в ка÷естве тpебуеìых кооpäинат заäано
поëожение pабо÷ей то÷ки звена, тоãäа анаëоãи÷но
pассìотpенноìу выøе ваpианту выpазиì кооpäи-
наты то÷ки pn ÷еpез кооpäинаты известной то÷ки pt

и с у÷етоì тоãо, ÷то G =  + γ0, поëу÷иì сëеäуþ-

щие выpажения:

G =  + arctg ,

α = γ = |G |/n = .

Дëя этоãо ваpианта pас÷еты уãëа ψ веäутся также
на основании систеìы уpавнений (10).
Даëее, äëя опpеäеëения тоãо, какой из тpосов

буäет веäоìыì иëи веäущиì, а также äëя вы÷ис-

Pис. 4. Звено манипулятоpа из десяти элементов
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Pис. 5. Моделиpование конфигуpации многозвенных манипулятоpов:
а — äвухзвенный ìанипуëятоp; б, в — тpехзвенный ìанипуëятоp; г — ÷етыpех-
звенный ìанипуëятоp

ëения необхоäиìых изìенений äëины
тpосов, необхоäиìо пpиìенитü сëе-
äуþщий аëãоpитì:

1. По зна÷енияì уãëов α и ψ опpе-
äеëяеì уãëы α1 и α2, соответствуþщие
веäущиì и веäоìыì тpосаì, по сëе-
äуþщиì фоpìуëаì:

α1 = arcsin ,

α2 = arcsin .

2. По вы÷исëенноìу зна÷ениþ уãëа ψ
опpеäеëяеì веäущие и веäоìые тpосы,
и по фоpìуëаì (1)—(3) вы÷исëяеì öе-
ëевые зна÷ения, котоpые äоëжны отpа-
ботатü пpивоäы пеpеìещения тpосов.
Напpиìеp, пpи ψ ∈ (0°, 90°) веäу-

щиìи тpосаìи явëяþтся lXP и lYP, ве-
äоìыìи — lXN и lYN. Тpебуеìые изìе-
нения их äëины вы÷исëяþтся сëеäуþ-
щиì обpазоì:

ΔLXP = [L0 – 2R(1 – cos(αm – α1))]n;
ΔLYP = [L0 – 2R(1 – cos(αm – α2))]n;
ΔLXN = [L0 – 2R(1 – cos(αm + α1))]n;
ΔLYN = [L0 – 2R(1 – cos(αm + α2))]n.

На основе поëу÷енной кинеìати-
÷еской ìоäеëи быëо выпоëнено коì-
пüþтеpное ìоäеëиpование конфиãуpа-
öии ìанипуëятоpов с pазëи÷ныì ÷ис-

acosψ
R

------------⎝ ⎠
⎛ ⎞

asinψ
R

-----------⎝ ⎠
⎛ ⎞
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ëоì звенüев (pис. 5). На pис. 5, а показана
возìожная конфиãуpаöия äвухзвенноãо ìанипуëя-
тоpа с постоянныìи зна÷енияìи уãëов изãиба
звенüев, но пpи pазных зна÷ениях уãëов ψ1 и ψ2. На
pис. 5, б показана конфиãуpаöия тpехзвенноãо ìа-
нипуëятоpа пpи pазëи÷ных зна÷ениях уãëов ψ
звенüев, но пpи постоянных зна÷ениях уãëов их из-
ãибов. Ваpиаöии конфиãуpаöии тpехзвенноãо ìани-
пуëятоpа пpи pазëи÷ных зна÷ениях уãëов ψ и α по-
сëеäнеãо звена пpеäставëены на pис. 5, в. И нако-
неö, на pис. 5, г показана возìожная сëожная
конфиãуpаöия ÷етыpехзвенноãо ìанипуëятоpа пpи
пpоизвоëüных зна÷ениях уãëов ψ и α звенüев.

Выводы

В хоäе иссëеäований быëи поëу÷ены сëеäуþ-
щие pезуëüтаты:

1. Pазpаботан ìатеìати÷еский аппаpат äëя пpо-
веäения кинеìати÷ескоãо анаëиза звена ìанипуëято-
pа с упpавëяеìыì изãибоì, вкëþ÷аþщий в себя pе-
øение как пpяìой, так и обpатной заäа÷ кинеìа-
тики пpи pазëи÷ных еãо конфиãуpаöиях, с у÷етоì
спеöифики äвижения эëеìентов.

2. По pезуëüтатаì пpовеpки поëу÷енных pеøе-
ний выявëены основные пpи÷ины откëонений ìо-
äеëüных зна÷ений от pезуëüтатов натуpных экспе-
pиìентов.
В äаëüнейøеì, основываясü на поëу÷енных pе-

зуëüтатах, пëаниpуется пpовести pазpаботку и тести-
pование явной äинаìи÷еской ìоäеëи звена, а также
pазpаботатü ìетоäику созäания упpощенных (быст-
pос÷етных) ìоäеëей äинаìики, необхоäиìых äëя
коppектной pаботы систеìы упpавëения. Также
необхоäиìо pазpаботатü уто÷ненные ìетоäики ìо-
äеëиpования, позвоëяþщие у÷итыватü спеöифику

pеøаеìых заäа÷, пpиìеняеìые пpи изãотовëении
эëеìентов ìанипуëятоpа ìатеpиаëы, вëияние внеø-
ней сpеäы на базовые хаpактеpистики: то÷ностü и
скоpостü отpаботки упpавëяþщих возäействий, ус-
той÷ивостü и т. ä.
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Kinematics of a Manipulator with a Controlled Bending 
on the Basis of Solid Elements with a Spherical Surface
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The article describes a new class of manipulators, built on the basis of solid elements with a spherical surface. Their bending
link is implemented by changing the lengths of the cables passing through 4 holes on the edges of the elements. The authors
propose a method for a synthesis of a complete kinematic model of such manipulator’s link. The main problems were with finding
solutions to the fact that when a link is bent, there was a complex movement of the components’ link: a turn of the coordinate
system of the elements and their movement via the complicated path — epitrihoide. In the received kinematic model the move-
ment of the manipulator was simulated (a direct problem of kinematics) and constructed on the basis of 1, 2, 3 and 4 links.
A solution to the inverse kinematic task for a link manipulator based on a geometric approach was also obtained. The problems,
which have to be taken into account when solving the direct and inverse dynamic tasks: 1) stretching of ropes of the flexural
link and load changes; 2) non-linearity: transition from a static friction to the rolling friction at the points of contact of the
elements at the beginning of the movement of elements. One possible solution is installation of 3-axis accelerometers and gy-
roscopes to link the elements for the study of the above-mentioned phenomena. A large number of matrix transformation mul-
tiplications require development of algorithms for fast calculation and relevant hardware architecture.

Keywords: manipulator, manipulator with a controlled bending, kinematic analysis, forward and inverse kinematics problem
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Моделиpование огpаничений на относительное движение 
шаpниpно связанных тел в системах виpтуального окpужения1

Введение

В систеìах виpтуаëüной pеаëüности, в ÷астности
в тpенажеpных коìпëексах, ÷асто возникает необ-
хоäиìостü ìоäеëиpоватü äинаìику систеìы ìно-
ãих теë с øаpниpаìи. Pеаëисти÷ное ìоäеëиpова-
ние этой äинаìики позвоëяет повыситü ка÷ество и
скоpостü обу÷ения опеpатоpов тpенажеpов и избе-
жатü фоpìиpования у них ëожных навыков. Пpи-
ìеpаìи систеì с øаpниpаìи явëяþтся автоìобиëü
с пpиöепоì, äвеpü на петëях, ìанипуëятоpы и т. ä.
Поэтоìу pазpаботка ìетоäов ìоäеëиpования таких
систеì явëяется актуаëüной заäа÷ей.

Относитеëüное äвижение теë, соеäиненных
øаpниpаìи, опpеäеëяется с поìощüþ набоpов па-
pаìетpов. На эти паpаìетpы ìоãут бытü наëожены
оãpани÷ения (напpиìеp, оãpани÷ение на уãоë по-
воpота в со÷ëенении pобота). Заäа÷а состоит в тоì,
÷тобы сìоäеëиpоватü äвижение систеìы теë с у÷е-
тоì этих оãpани÷ений.
В систеìах виpтуаëüной pеаëüности необхоäиìо

испоëüзоватü такие ìетоäы, котоpые обеспе÷ат вы-
поëнение всех тpебуеìых pас÷етов в pежиìе pеаëü-
ноãо вpеìени. Кpоìе тоãо, необхоäиìо, ÷тобы эти
ìетоäы pеøаëи заäа÷у äëя всевозìожных конфи-
ãуpаöий систеì ìноãих теë (конфиãуpаöий с откpы-
тыìи и заìкнутыìи кинеìати÷ескиìи öепяìи),
в тоì ÷исëе и с заpанее неизвестной стpуктуpой.
Также тpебуется обеспе÷итü устой÷ивостü ìоäеëи-

Pассматpивается задача моделиpования в масштабе pеального вpемени динамики шаpниpно связанных тел с огpаничениями на их
относительное движение. Эта задача может быть пpедставлена в виде системы алгебpаических уpавнений с линейными дополне-
ниями. Для pешения такой системы в pаботе пpедлагается метод последовательных импульсов с использованием свойства вpеменной
когеpентности. Устойчивость пpедлагаемого метода обеспечивается за счет стабилизации огpаничений методом последовательных
импульсов. Пpедложенные методы и алгоpитмы pеализованы в пpогpаммных модулях и офоpмлены в виде исполняемой библиотеки для
пеpсональных компьютеpов под упpавлением опеpационной системы Windows. Их апpобация была пpоведена в подсистеме динамики
для моделиpования pоботов, содеpжащих шаpниpы с огpаничениями на паpаметpы относительного движения.
Ключевые слова: система многих тел, шаpниpы, связи, паpаметpы относительного движения, pеакции связи, полунеявная

схема Эйлеpа, линейные дополнения, вpеменная когеpентность, стабилизация огpаничений, псевдоимпульсы

 1 Данная pабота выпоëнена пpи поääеpжке ãpанта PФФИ,
пpоект № 13-07-00708.


