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Численные методы контроля редких событий
в нелинейных стохастических системах*

Введение

Динамические  системы, даже когда они рас-
сматриваются как детерминированные, обычно 
испытывают воздействие небольших случай-
ных возмущений. При этом малый шум может 
в какой-то момент существенно повлиять на ди-
намику, например, переводя штатный процесс 
в неустойчивый. Такие редкие события, как от-
клонения от номинально устойчивых состояний 
или переходы между метастабильными состоя-
ниями, актуальны в прикладных задачах анали-
за и управления. Поэтому важно обеспечить не-
прерывный мониторинг этих событий в режиме 
реального времени с выдачей вероятностных 
оценок их наступления.

Для численного определения подобных собы-
тий можно использовать управляемое движение 
системы, которое делает редкие события более 
вероятными [1, 2]. Этот подход используется 
совместно с инструментами теории больших 
уклонений (ТБУ) и оптимального управления 
для оценки вероятности того, что наблюдаемые 
в динамической системе состояния через неко-
торое время превысят заданный порог (наступит 
редкое событие). Детерминированную систему, 
соответствующую такому управляемому движе-
нию к редкому нежелательному событию, при-
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нято называть системой путей [3]. Ее роль состо-
ит в том, чтобы возможные пути к рассматрива-
емому состоянию различать по затраченной на 
это энергии управления. Метод больших укло-
нений позволяет установить асимптотическую 
связь минимального значения определенного 
функционала энергии (функции действия) с ве-
роятностью наступления события. Таким обра-
зом, система путей дает возможность провести 
оценку вероятности больших уклонений, опре-
деляя некоторую задачу оптимального управле-
ния и ее предельное решение как профиль раз-
вития критической ситуации (А-профиль [3]).

В линейном случае указанный подход особен-
но эффективен, поскольку позволяет получить 
аналитическое решение соответствующей задачи 
оптимального управления, что особенно важно 
для систем реального времени. Например, в ра-
боте [4] показано решение в форме программного 
управления, а в статье [5] приведены некоторые 
результаты по решению в форме обратной свя-
зи. В нелинейном случае все существенно слож-
нее именно в силу того, что приходится искать 
предельную экстремаль как единственное огра-
ниченное решение на всей прямой [4]. Поэтому 
в данной работе предлагаются итерационные 
численные схемы, где выполняется некоторая 
форма приближения к решению. Одной из групп 
таких приближенных методов являются методы 
с использованием параметров, зависящих от со-
стояния (State-Dependent Coefficients) [6—9].

Рассматриваются вопросы разработки численных методов анализа больших уклонений для контроля редких событий 
в нелинейных стохастических системах. Большие уклонения управляемого процесса от некоторого штатного состояния 
являются основой прогнозирования наступления критической ситуации (редкого события). Задача прогнозирования сво-
дится к задаче оптимального управления Лагранжа—Понтрягина. Представленный в статье подход для решения задачи 
Лагранжа—Понтрягина отличается от подхода, использованного ранее для линейных и нелинейных систем, тем, что он ис-
пользует управление в форме обратной связи. При этом в нелинейном случае используются приближенные методы расчета, 
основанные на представлении модели системы в форме пространства состояний, где коэффициенты матриц зависят от 
состояния системы (методы State-Dependent Coefficients, SDC). В статье использованы два SDC-метода — метод зависящего 
от состояния уравнения Риккати (state-dependent Riccati equation, SDRE) и метод асимптотической последовательности 
уравнений Риккати (asymptotic sequence of Riccati equations, ASRE). В рассматриваемой постановке эти методы позволяют 
получить численно-аналитическое решение, удобное для реализации в режиме реального времени. На основе разработанных 
методов анализа больших уклонений представлены алгоритмы оценки вероятности наступления редкого события для не-
линейной стохастической системы. Численная применимость разработанного подхода в настоящей работе показана на 
примере модели ФитцХью—Нагумо (ФХН) для анализа переключения между режимами возбудимости. Результаты модели-
рования вскрыли дополнительную проблему, связанную с так называемой задачей параметризации SDC-матриц системы. 
Действительно, можно было бы ожидать, что различные SDC-матрицы приводят к одному и тому же результату, но 
практические примеры показывают, что это не так. Поскольку использование разных представлений для SDC-матриц дает 
разные результаты в терминах траектории системы и функционала качества, то выбор матриц предложено осуществлять 
на каждой итерации алгоритма так, чтобы обеспечить условия разрешимости задачи Лагранжа—Понтрягина.

Ключевые слова: большие уклонения, редкое событие, нелинейная система, оптимальное управление, зависящий 
от состояния коэффициент
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Широко известный метод зависящего от со-
стояния уравнения Риккати (SDRE) является 
достаточно простым и эффективным, особен-
но для задач на бесконечном интервале време-
ни [6, 7]. Этот метод рассматривает исходную 
нелинейную задачу оптимального управления 
поточечно в виде задачи о линейно-квадратич-
ном регуляторе (LQR). В результате набор задач 
LQR решается последовательно в каждый мо-
мент времени, на которые дискретизируется вся 
временная область. Однако нестационарность 
управления для задач на конечном интервале 
времени приводит к следующей проблеме: точ-
ное решение задачи невозможно без знания бу-
дущих состояний системы, которые неизвестны 
в текущий момент времени. В работе [10] пред-
ложен приближенный алгоритм, использующий 
гипотезу о слабом изменении вектора состояния 
(гипотеза "замороженных" коэффициентов).

Другой подход для синтеза нелинейного оп-
тимального управления на конечном интервале 
времени представлен методом аппроксимиро-
ванной последовательности уравнений Риккати 
(ASRE) [8, 9]. Этот метод приводит к итераци-
онному решению ряда LQR-задач. Для каждой 
текущей LQR-задачи матрицы системы оцени-
ваются с помощью решения на предыдущей ите-
рации. Важно, что при этом не возникает ситу-
ации, требующей использовать "замораживание" 
коэффициентов, что является преимуществом 
метода. Вероятно, для задач на конечном ин-
тервале времени метод ASRE превосходит метод 
SDRE с точки зрения оптимальности решения 
(см. например, [8]). Данные результаты под-
тверждают эффективность обоих методов и ак-
туальность исследований в области их развития 
и практического применения.

В настоящей работе рассматриваются во-
просы разработки численных методов анали-
за больших уклонений для контроля редких 
событий динамических систем на основе ре-
шения соответствующих задач оптимального 
управления. Особенность постановки задачи 
оптимального управления как задачи точного 
терминального приведения на конечном ин-
тервале времени при отсутствии штрафа на 
состояние системы в функционале действия 
позволяет получить численно-аналитическое 
решение задачи, что особенно актуально для 
реализации в режиме реального времени.

Данный подход к анализу больших уклоне-
ний становится естественным инструментом 
для получения количественной информации 
о редких событиях, представляющих интерес. 
Его численная применимость в настоящей рабо-
те показана на примере модели ФитцХью—На-
гумо (ФХН) [11]. Решению задач моделирования, 
управления и анализа режимов модели ФХН 

посвящены работы многих исследователей. Так, 
в работе [1] показан пример анализа влияния 
возмущений в начальных условиях на возник-
новение больших уклонений, уводящих модель 
ФХН из состояния равновесия. Применение ме-
тода стохастической функции чувствительности 
для анализа возбудимости для модели ФХН по-
казано в статье [12]. Этот метод был предложен 
для вероятностного описания стохастических 
аттракторов в контексте техники квазипотен-
циалов ТБУ. Анализ времени выхода на основе 
ТБУ для редуцированной одномерной модели 
ФХН приведен в работе [13]. В настоящей работе 
будет рассмотрено применение разработанных 
численных методов для анализа переключения 
возбудимых режимов модели ФХН.

Теория больших уклонений и постановка задачи

Рассматривается замкнутая нелинейная ди-
намическая система

 = =0 0( ), ( ) ,
d

t
dt

x f x x x  (1)

возмущенная добавлением небольшого шума

 = + ε =� 0 0( ) ( ) , ( ) ,
d

t
dt

x f x x w x xs  (2)

где ∈ ,nRx  ∈� rRw  — вектор "белого шума";
ε > 0 — малый параметр; f(x), s(x) — гладкие 
матричные функции, f(0) = 0, ∀t ∈ R.

При ε → 0 с вероятностью, стремящейся к 1, 
траектории возмущенной системы приближа-
ются к траекториям невозмущенной системы 
на любом конечном интервале времени. При 
малом, но фиксированном ε интерес представ-
ляют траектории системы (2), которые далеки 
от траекторий (1). Это события, вероятности 
которых близки к нулю, но при этом можно вы-
делить те из них, которые в подавляющем боль-
шинстве случаев более вероятны, чем другие. 
Оценка вероятностей таких редких событий, 
называемых большими уклонениями, включа-
ет вариационную постановку, тесно связанную 
с динамикой возмущенной системы.

Затратность движения вдоль некоторого 
заданного пути ϕ  измеряется квадратичным 
критерием 

0, ft tS  от управляющих воздействий 
∈ ,rRv  заменяющих шумы в исходной системе 

(2) при переходе к системе путей:

 0 0( ) ( ) , ( ) ,
d

t
dt

= + =f v xj j s j j  (3)

где 
0, ft tS  является функционалом действия:

 = ∫0
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1
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t

S dtv v v  (4)
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Таким образом, глобальные свойства систе-
мы (2) описываются с помощью системы пу-
тей (3), учитывая, прежде всего, возможность 
отклонений состояния системы (2) от нуля 
в направлении границы ∂D эксплуатационной 
области D ⊂ Oχ (D — открытое множество, 
Oχ — область притяжения аттрактора, χ — со-
стояние устойчивого равновесия (аттрактор) 
невозмущенной системы (1)).

Для множества D и системы (3) справедливо 
равенство [14]

 
ε→ ∈

ε ∈ = −
0

2
,

0
lim ln { / } min ( , ),

f

n
t t

D
P R D Sx v

j
j  (5)

где функционал 
0,

( , )
ft tS vj  определен соотно-

шением (4) на решениях управляемой системы 
(3), для которой указывается еще граничное 
условие выхода в критическое состояние к мо-
менту времени tf:

 = ∈ ∂( ) ( ) ,f f Dt ty Cj  (6)

где C — матрица полного ранга.
Вероятность в равенстве (5) можно оценить 

через решение задачи оптимального управле-
ния (задача Лагранжа—Понтрягина): на реше-
ниях системы путей (3) минимизировать функ-
ционал действия (4) при граничном условии (6).

Решение задачи Лагранжа—Понтрягина

Случай линейной системы. В линейном случае

 = =( ) , ( )f A Bj j s j

система путей (3) имеет вид

 0 0, ( ) .
d

t
dt

= + =A Bvj j j j  (7)

Сформулируем для нее задачу минимиза-
ции критерия (4) в условиях ограничений (6).

Решение задачи (7), (4), (6) в форме обрат-
ной связи можно получить по аналогии с ра-
ботой [15] с учетом небольшой модификации:

 −= − −т т т 1( ( )),ftv B W C M CW yj  (8)

где

 = − =, ( ) ,f
d

t
dt

W WA W I  (9)

 = − =т т т, ( ) 0.f
d

t
dt

M CWBB W C M  (10)

Для данной линейной задачи матрицы W(t) и 
M(t) можно представить в аналитическом виде:
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где матрица D является решением алгебраиче-
ского уравнения Ляпунова

 + − =т т 0.AD DA BB  (12)
Соотношение (11) для M(t) следует из равенства
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Последнее выражение можно проверить, 
взяв производную:
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Минимальное значение функционала (4) — 
нормализованный функционал действия:

−

=
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0
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f
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Применим управление (8) к системе (7):

 −
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Решение уравнения (14) определяет j(t),
t ∈ [t0, tf]:

 −τ= + τ∫
0

( )( ) ( ) .CL CL
t

t t
f

t

t t dA Ae e Gyj j

Решение данной линейной задачи дает ана-
литические выражения для управления в форме 
обратной связи, для профиля развития крити-
ческой ситуации (А-профиль) и для минималь-
ного значения критерия качества, а следова-
тельно, и для оценки вероятности. Условие су-
ществования этого решения — управляемость 
пары (A, B) и гурвицевость матрицы A.

Опишем кратко алгоритм оценки вероятно-
сти наступления редкого события на базе опи-
санного решения линейной задачи.

Алгоритм 1 (линейный случай)

Шаг 1. Решить уравнение (12) для D.
Шаг 2. Вычислить W(t) и M(t) с помощью 

соотношений (11).
Шаг 3. Вычислить управление v с использо-

ванием (8).
Шаг 4. Применить управление v к системе 

путей (7) и определить j(t).
Шаг 5. Вычислить функционал действия 

, ft tS  через (13) и получить вероятностную меру 
из (5): ∗ −∈ = −ε 2

,ln { / } .
f

n
t tP R D Sx
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Шаг 6. Если вектор x(t) состояния системы 
(2) находится в ε-окрестности точки j(t) систе-
мы путей, то в случае P* > ρ, где ρ — заданное 
пороговое значение вероятности наступления 
редкого события, приходим к выводу, что ред-
кое событие произойдет.

Случай нелинейной системы. SDRE-техника. 
В нелинейном случае рассматриваем систему 
путей (3), которую представляем в SDC-форме:

 
= + =

= =

0 0( ) ( ) , ( ) ,

( ) ( ) , ( ) ( ).

d
t

dt
A B v

f A B

j j j j j j

j j j s j j
 (15)

Решение задачи (15), (4), (6) в форме обратной 
связи, полученное с помощью SDRE-метода и 
"замораживания" коэффициентов, имеет вид 
уравнений (8)–(10), в которых, следуя гипоте-
зе "замороженных" коэффициентов [10], ∀j(t),
t ∈ [t0, tf], обозначим A ≡ A(j), B ≡ B(j).

Заметим, что для расчета матриц W(t) и M(t) 
можно использовать аналитические соотноше-
ния (11), (12), которые рассчитываются при те-
кущих значениях вектора состояния от текуще-
го времени t до конечного времени tf на каждом 
шаге. Условие существования этого решения — 
поточечная управляемость пары (A(j), B(j)) и 
гурвицевость матрицы A(j) ∀j(t), t ∈ [t0, tf].

Таким образом, шаги, перечисленные ниже 
в алгоритме 2, должны быть выполнены для ана-
лиза вероятности больших уклонений в режиме 
реального времени на основе метода SDRE.

Алгоритм 2 (нелинейный случай, SDRE-техника)

На каждом временном шаге повторить сле-
дующие шаги.

Шаг 1. Измерить j и оценить A(j) и B(j).
Шаг 2. Решить уравнение ( 12) для D.
Шаг 3. Вычислить W(t) и M(t) с помощью 

соотношения (11).
Шаг 4. Вычислить управление v по формуле (8).
Шаг 5. Применить управление v к системе 

путей (15) и определить j(t).
Шаг 6. Вычислить функционал действия 

, ft tS  и получить вероятностную меру из соот-
ношения (5): ∗ −∈ = −ε 2

,ln { / } .
f

n
t tP R D Sx

Шаг 7. Если вектор x(t) состояния системы 
(2) находится в ε-окрестности точки j(t) систе-
мы путей, то в случае P* > ρ, где ρ — заданное 
пороговое значение вероятности наступления 
редкого события, приходим к выводу, что ред-
кое событие произойдет.

Функционал действия также можно опре-
делить на основе выражения (13), но нужно 
понимать, что это будет субоптимальное ре-
шение, которое не даст точную вероятностную 
оценку, а позволит лишь качественно судить 
о приближении к критической ситуации.

Случай нелинейной системы. ASRE-техника. 
Решение задачи (15), (4), (6) методом ASRE со-
стоит из нескольких этапов. Первая итерация со-
стоит в решении задачи 0, определенной в виде:
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где = =(0) (0)
0 0( ), ( ).A A B Bj j

Задача (16) является линейной стационар-
ной, так как все аргументы матриц заданы и 
являются постоянными. Решение этой задачи 
приведено выше.

В общем случае для некоторой итерации k 
задача формулируется следующим образом:

 = +( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ,k k k k kd
t t

dt
A B vj j

 = ∫0
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( ) т ( )
,

1
( ) ( ) ,
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k k

t t
t

S dtv v v  (17)

где − −= =( ) ( 1) ( ) ( 1)( ) ( ( )), ( ) ( ( )).k k k kt t t tA A B Bj j
По сути, (17) — это нестационарная линейная 

задача (где j(k–1)(t) и v(k–1)(t) — решения задачи 
на шаге k – 1). Ее решение имеет вид (8)–(10). 
Решая задачу k, получим j(k)(t) и v(k)(t), t ∈ [t0, tf].

Замечание. Нестационарная задача (17) может 
быть решена также с помощью переходной матри-
цы системы. Пример можно увидеть в работе [9].

Итерации продолжаются до тех пор, пока 
не будет выполнено условие сходимости. Схо-
димость достигается путем задания требуемой 
нормы ошибки между последовательностью ре-
шений:

 −δ = − μ( ) ( 1)( ) ( ) ,k kt t mj j  (18)

где μ > 0 — некоторая константа. В работе [8] до-
казано, что последовательность решений j(k)(t),
v(k)(t) сходится к решению исходной задачи 
(15), (4), (6) при условии, что A(j) и B(j) не-
прерывны по Липшицу по своим аргументам, 
пара (A(j), B(j)) поточечно управляема и ма-
трица A(j) — гурвицева ∀j(t), t ∈ [t0, tf].

На основе метода ASRE можно предложить 
следующий алгоритм анализа вероятности боль-
ших уклонений в режиме реального времени.

Алгоритм 3 (нелинейный случай, ASRE-техника)

Задать k = 0 и параметр сходимости μ.
Шаг 1. Задать A(0) = A(j0), B

(0) = B(j0). Ре-
шить задачу 0, используя алгоритм 1.
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Шаг 2. Определить ошибку δ по формуле (18). 
Если δ > μ, то перейти к шагу 2, иначе принять 
j(t) ≈ j(0)(t), v(t) ≈ v(0)(t) и перейти к шагу 6.

Шаг 3. Увеличить k = k + 1, задать A(k)(t), 
B(k)(t) и решить задачу k, используя (8)—(10).

Шаг 4. Применить управление v(k)(t) к си-
стеме (17) и определить j(k)(t).

Шаг 5. Определить ошибку δ по формуле (18). 
Если δ > μ, то перейти к шагу 3, иначе j(t) ≈ j(k)(t),
v(t) ≈ v(k)(t).

Шаг 6. Вычислить функционал действия 
, ft tS  и получить вероятностную меру из соот-

ношения (5): ∗ −∈ = −ε 2
,ln { / } .

f

n
t tP R D Sx

Шаг 7. Если вектор x(t) состояния системы 
(2) находится в ε-окрестности точки j(t) систе-
мы путей, то в случае P* > ρ, где ρ — заданное 
пороговое значение вероятности наступления 
редкого события, приходим к выводу, что ред-
кое событие произойдет.

Анализа переключения возбудимых режимов 
модели ФХН

Модель ФХН представляет собой двумерную 
нейроподобную модель осциллятора с кубиче-
ской нелинейностью, одной быстрой и одной 
медленной переменными. Двумерная модель 
ФХН является результатом упрощения четырех-
мерной модели Ходжкина—Хаксли [11, 16]. Эта 
модель может использоваться как для описания 
динамики нейронов, так и в других системах, 
в том числе для описания электронных схем 
[17], сердечнососудистых тканей [18] и клима-
тических систем [19]. Модель ФХН описывается 
уравнениями в следующей форме [1, 20]:

 λ = − − υ

υ = − υ +

�

�

3( )
( ) ( ) ( );

3
( ) ( ) ( ) .

u t
u t u t t

t u t b t a

 (19)

Здесь u воспроизводит трансмембранный 
потенциал, а восстанавливающая переменная 
υ — активацию исходящего тока (будем также 
называть их активатором и ингибитором соот-
ветственно); λ — малый параметр, характеризу-
ет разнотемповость переменных; a, b — посто-
янные параметры системы.

В частном случае при b = 0 параметр a явля-
ется пороговым параметром системы. Значени-
ям |a| > 1 соответствует возбудимый режим, при 
котором траектории системы стремятся к точке 
(–a; a3/3 – a), а значениям |a| < 1 — автоколеба-
тельная динамика (рис. 1, а, см. вторую сторо-
ну обложки, где штриховой линией обозначен 
возбудимый режим, а сплошной линией — ко-
лебательный режим) [1, 20]. Во втором случае 
нейрон испускает спайки, т. е. автоколебания 

(сплошная линия), тогда как в первом случае он 
находится в покое, т. е. колебания отсутствуют 
(рис. 1, б, см. вторую сторону обложки — штри-
ховая линия).

Основной интерес состоит в том, чтобы от-
слеживать возможную генерацию колебаний 
системы при нахождении в устойчивом состо-
янии (–a; a3/3 – a) для различных значений 
параметра a (в том числе для |a| > 1) под дей-
ствием стохастического возмущения.

Рассмотрим стохастическое возмущение од-
номерным винеровским процессом модели (19):

 λ = − − υ + ε

υ = − υ +

� �

�

3( )
( ) ( ) ( ) ( ),

3
( ) ( ) ( ) .

u t
u t u t t w t

t u t b t a

Рассмотрим случай 1, когда |a| < 1, и система 
находится в точке устойчивого равновесия. При 
этом случайные возмущения выводят систему 
из области притяжения аттрактора и приводят 
переменную состояния u(t) к амплитудному 
значению режима автоколебаний y(tf) за время 
tf. Для первого примера, опираясь на рис. 1, б 
(см. вторую сторону обложки), примем a = 0,2, 
tf = 2,5, y(tf) = 2, λ = 0,1. Результаты модели-
рования системы путей показаны на рис. 2, а 
(см. вторую сторону обложки). Для метода 
ASRE было выполнено пять итераций, траекто-
рии системы путей для задач 0, 2 и 4 показаны 
на рис. 2, а, соответственно в виде кривых P0, 
P2, P4. Траектория выхода на автоколебания 
для метода SDRE показана синей сплошной 
линией. Видно, что при t > 2,083 начинается 
стремительный рост амплитуды с выходом на 
критическое значение. Промасштабированное 
значение функционала действия для указанно-
го примера показано на рис. 2, б (см. вторую 
сторону обложки). Из результатов видно, что 
методы SDRE и ASRE дают схожий результат.

Траекторию пути ϕ*(t), оптимального в смыс-
ле (4) выхода на амплитуду автоколебаний, 
можно сопоставить со свободным движением 
системы: это показано на рис. 3 (см. третью сто-
рону обложки), где штриховой линией выделен 
путь ϕ*(t) — оптимальная траектория выхода на 
режим автоколебаний.

Рассмотрим случай 2, когда |a| > 1, и система (1) 
имеет точку устойчивого равновесия (–a; a3/3 – a).
При этом случайные возмущения выводят си-
стему из области притяжения этого аттракто-
ра и приводят активатор u(t) к амплитудному 
значению режима автоколебаний y(tf) за время 
tf  . Примем a = 2,2, tf = 2,5, y(tf) = 2, λ = 0,1. Ре-
зультаты моделирования системы путей пока-
заны на рис. 4, а (см. третью сторону обложки), 
промасштабированные значения функционала 
действия — на рис. 4, б (см. третью сторону об-
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ложки). В данном случае уже вторая итерация 
метода ASRE показала неудовлетворительный 
результат. Это обусловлено тем, что на данной 
итерации не было выполнено условие гурвице-
вости матрицы A(j) ∀j(t), t ∈ [t0, tf].

При уменьшении требуемого времени выхо-
да в режим возбудимости до tf = 0,5 (случай 3) 
метод ASRE сохранил свою сходимость, было 
выполнено шесть итераций. Квазипотенциаль-
ная экстремаль и функционал действия для за-
дачи 0, 4 и 5 показаны на рис. 5 (см. третью 
сторону обложки), соответственно, кривыми 
P0, P4, P5. Видно, что решения методами ASRE 
и SDRE различаются. Рост вероятности выхода 
на возбудимый режим для задачи P5 наблюда-
ется с момента t > 0,15, тогда как для метода 
SDRE рост вероятности начинается с t > 0,25.

Замечание. Неудачный пример 2 для мето-
да ASRE демонстрирует ограничения метода, 
хотя подобная ситуация может складываться и 
для SDRE-метода в ходе расчетов на некотором 
временном шаге, поскольку важным аспектом 
применения SDC-методов является необходи-
мость обеспечить определенное представление 
для динамики в форме системы с матрицами, 
зависящими от состояния. Эту задачу принято 
называть задачей параметризации или факто-
ризации системы (см., например, [9]). Действи-
тельно, можно было бы ожидать, что различные 
SDC-матрицы приводят к одному и тому же
результату, но на практике это не так. Кроме 
того, использование разных представлений 
для SDC-матриц дает разные результаты в тер-
минах траектории системы и функционала
качества.

Данный результат наталкивает на мысль о 
том, что можно модифицировать предложенные 
алгоритмы. По аналогии с линейным случаем 
можно предположить, что условие, которое тре-
буется для представленных решений методами 
SDRE и ASRE, — это управляемость пары (A(j), 
B(j)) и гурвицевость матрицы A(j). Поэтому 
SDC-матрицы должны выбираться так, чтобы 
эти условия выполнялись. При этом желатель-
но выбрать факторизацию, которая обеспечи-
вает максимальную управляемость, поскольку 
с этим строго связана производительность ре-
шения. Повышенная управляемость приводит 
к снижению усилий управления и, вероятно, 
к снижению затрат возмущений. Учитывая 
нелинейную динамику, выбор матрицы A(j), 
зависящей от состояния, является степенью 
свободы, которую можно использовать для 
обеспечения наилучших характеристик с точки 
зрения сходимости алгоритма и усилия управ-
ления. Влияние способов факторизации на ре-
зультаты анализа больших уклонений является 
предметом дальнейших исследований.

Заключение

В статье предложен метод анализа больших 
уклонений, основанный на решении задачи оп-
тимального управления Лагранжа—Понтрягина 
для нелинейных систем на основе SDC-подхода. 
В работе используются два наиболее распростра-
ненных и эффективных метода SDRE и ASRE. 
Предложенный способ анализа больших укло-
нений позволяет получить решение в форме об-
ратной связи по состоянию, что упрощает реше-
ние задачи Лагранжа—Понтрягина, поскольку 
исключает необходимость вычисления гранич-
ных значений для сопряженных переменных. 
Предполагается, что эта особенность может быть 
использована при решении задач долгосрочного 
прогноза возникновения критических ситуаций 
на основе анализа больших отклонений.
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Abstract

In this article, we consider the development of numerical methods of large deviations analysis for rare events in nonlinear stochastic 
systems. The large deviations of the controlled process from a certain stable state are the basis for predicting the occurrence of a criti-
cal situation (a rare event). The rare event forecasting problem is reduced to the Lagrange-Pontryagin optimal control problem. The 
presented approach for solving the Lagrange-Pontryagin problem differs from the approach used earlier for linear systems in that it 
uses feedback control. In the nonlinear case, approximate methods based on the representation of the system model in the state-space 
form with state-dependent coefficients (SDC) matrixes are used: the state-dependent Riccati equation (SDRE) and the asymptotic 
sequence of Riccati equations (ASRE). The considered optimal control problem allow us to obtain a numerical-analytical solution that 
is convenient for real-time implementation. Based on the developed methods of large deviations analysis, algorithms for estimating the 
probability of occurrence of a rare event in a dynamical system are presented. The numerical applicability of the developed methods 
is shown by the example of the FitzHugh-Nagumo model for the analysis of switching between excitable modes. The simulation results 
revealed an additional problem related to the so-called parameterization problem of the SDC matrices. Since the use of different rep-
resentations for SDC matrices gives different results in terms of the system trajectory, the choice of matrices is proposed to be carried 
out at each algorithm iteration so as to provide conditions for the solvability of the Lagrange-Pontryagin problem.

Keywords: large deviations, rare event, nonlinear system, optimal control, state-dependent coefficient, FitzHugh-
Nagumo model
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