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Один способ получения оценки сглаживания фазового вектора
в задаче управления движением строя

Введение

Важный шаг к решению задачи управления 
движением строя типа "конвой" [1] состоит 
в том, что в текущий момент времени необ-
ходимо получить оценки положения роботов 
в некоторые предшествующие моменты време-
ни. Роботы в строю пронумерованы от R0 (ве-
дущего робота) до RN (замыкающего конвой). 
Стратегия управления для каждого ведомого 
робота Ri состоит в выполнении следующего 
соотношения:

 xi(t) = xi – 1(t – T),

где xi(t) представляет собой положение робота 
Ri в текущий момент; xi – 1(t – T) — положение 
робота Ri – 1 в момент времени t – T.

Задачи оценивания фазового вектора раз-
деляются на три класса: сглаживание (интер-
поляцию), фильтрацию и предсказание (экс-
траполяцию). Суть задачи сглаживания [2] 
состоит в том, что для определения оценки не-
известного вектора состояния системы в каж-
дый момент времени τ < t требуется учесть весь 
массив измерительной информации, получен-
ный до момента время t, тем самым используя 
в соответствующем алгоритме как "прошлые", 
так и "будущие" измерения.

Использование алгоритмов сглаживания 
сопряжено с рядом проблем:

1. Иногда система оказывается неустойчи-
вой. В частности, этот эффект для линейных 

Сформулирована и решена задача оценки сглаживания с постоянным запаздыванием для непрерывных линейных 
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систем продемонстрирован в работе [3]. Опыт 
авторов также подтвердил этот эффект.

2. Для реализации алгоритма требуется зна-
ние фундаментальной матрицы (для линей-
ных систем), что может вызвать определенные 
трудности.

В настоящей работе предлагается способ 
получения оценки сглаживания состояния си-
стем, решающий по крайней мере второй из 
указанных недостатков.

Постановка задачи

Пусть поведение системы описывается систе-
мой линейных дифференциальных уравнений

 ( ) ( ) ( ) ( ),t t t t= +x A x� h  (1)

а измерения состояния системы описываются 
уравнением

 z(t) = H(t)x(t) + x(t), (2)

где A(t) — матрица системы; H(t) — матрица на-
блюдений; h(t) и x(t) — гауссовы белые шумы 
со следующими характеристиками:

 Eh(t) = Ex(t) = E(x(t)hт(t)) = 0;

 E(h(t)hт(t′)) = Q(t)δ(t – t′);

 E(x(t)xт(t′)) = R(t)δ(t – t′),

где E — математическое ожидание; Q(t), R(t) — ма-
трица ковариации шумов; t′ — момент времени.

Задача состоит в получении оценки �( ),tτx
τ = t – T, T = const > 0. Это означает, что в каж-
дый момент времени необходимо знать, где 
была система заданный временной интервал T 
назад. Как будет показано ниже, алгоритм по-
лучения оценки �( )tτx  включает в себя в каче-
стве составных частей алгоритмы фильтрации 
и сглаживания в закрепленной точке.

Алгоритм сглаживания в закрепленной точке

Оценка сглаживания в закрепленной точке 
�

0( ),t tx  т. е. наилучшая оценка вектора состоя-
ния системы на момент время t = t0, имеет вид [4]

 � �
0 0( ) ( , ) ( ),t t t t t= Φx x  (3)

где � 0( )tx  — оценка, полученная в результа-
те применения метода теории рекуррентной 
фильтрации Калмана; Φ(t0, t) — фундамен-
тальная матрица системы (1). Как говорилось 
в работе [5], использование уравнения (3) со-
пряжено с трудностями, возникающими при 
нахождении фундаментальной матрицы. Далее 
предложен метод нахождения оценки сглажи-
вания, позволяющий обойти процедуру поис-
ка F(t0, t).

Приведем некоторые свойства фундамен-
тальной матрицы, которые понадобятся в даль-
нейшем:

 1� 2
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здесь t1, t2 — моменты времени.
Дифференцируя соотношение (3) по време-

ни t, получим

 � � �
0 0 0

. .
( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ).t t t t t t t t= +x x x�F F  (6)

Подставляя в соотношение (6) найденное с 
использованием свойства (5) выражение 

0 0( , ) ( , ) ( ),t t t t t= − A�F F  а также известное выра-

жение для оценки фильтрации �
.
( ),tx  после не-

сложных преобразований получим

� �т 1
0 0

.
( ) ( , ) ( ) ( ) ( ( ) ( ) ( )),t t t t t t t t t−= −x P H R z H xF  (7)

где P(t) — матрица ковариации ошибки оценки 
фильтрации.

Введем матрицу L′(t), связанную с матрицей 
P(t), следующим образом:

 L′(t) = F(t0, t)P(t). (8)

Дифференцируя соотношение (8) по време-
ни t, с учетом известного уравнения Риккати 

для ( )tP�  после несложных преобразований по-
лучим
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Таким образом, в состав выражения для 

оценки � 0

.
( )t tx  не входит фундаментальная ма-

трица F(t0, t), а кроме того, оценки возможно 
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осуществлять в реальном времени. Начальные 
условия для интегрирования системы (7) и (9) 
совпадают с условиями рекуррентной фильтра-
ции, т. е. � �

0 0 0( ) ( ),t t t=x x  L′(t0) = F(t0, t0)P(t0) = 
= P(t0).

Алгоритм сглаживания
с постоянным запаздыванием

Аналогично, оценка сглаживания с посто-
янным запаздыванием �( ),tτx  т. е. наилучшая 
оценка вектора состояния системы на момент 
время τ = t – T имеет вид

 � �( ) ( , ) ( ).t t tτ = τx xF  (10)

Дифференцируя соотношение (10) по време-
ни t, получим

 � � �
. .
( ) ( ) ( ) ( ) ( ).t t t t tτ = τ + τx x x�F F  (11)

В отличие от F(t0, t) первый аргумент F(τ, t) 
тоже зависит от времени t, таким образом, ее 
полная производная имеет вид
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Подставляя в соотношение (11) найденное 
выражение для полной производной фунда-
ментальной матрицы, а также известное вы-

ражение для оценки фильтрации �
.
( )tx , после 

несложных преобразований получим оценки 
сглаживания с постоянным запаздыванием:
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Заметим, что матрица L(t) = F(τ, t)P(t) не яв-
ляется матрицей ковариации ошибки сглажи-
вания. Дифференцируя ее по времени t, с уче-

том известного уравнения Риккати для ( )tP�  
после несложных преобразований получим
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При интегрировании уравнений (13) и (14) 
необходимо определить значение �( )tτx  и L(t) 
при t m t0 + T. Обсудим это в следующей части.

Процесс вычисления оценки сглаживания
с постоянным запаздыванием

На рис. 1 показана структурная схема вы-
числения оценки сглаживания. Как видно, по 
поступающим зашумленным измерениям па-
раллельно проводятся процессы фильтрации 
и сглаживания, и вычисление оценки сгла-
живания зависит от значений, полученных 
в процессе фильтрации. Коэффициенты филь-

трации K1(t) и коэффициен-
ты сглаживания K2(t), K3(t) 
в схеме имеют вид

 K1(t) = P(t)Hт(t)R–1;

 K2(t) = L′(t)Hт(t)R–1;

 K3(t) = L(t)Hт(t)R–1,

где P(t) получаются решени-
ем уравнения Риккати; L′(t), 
L(t) получаются решением 
уравнений (9) и (14) соответ-
ственно.

Заметим, что до момента 
времени t = t0 + T в процес-
се сглаживания вычисляется 
� �

0( ) ( )t t tτ =x x  и L(t) = L′(t).Рис. 1. Структурная схема вычисления оценки сглаживания с постоянным запазды-
ванием для линейной непрерывной системы
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Экспериментальное исследование

 � Линейная нестационарная система

Рассмотрим линеаризованное уравнение 
движения математического маятника в среде 
с вязкостью, изменяющейся по гармоническо-
му закону (пример в работе [4]):

 sin(0,08 ) 0.tϕ + ϕ + ϕ =�� �

Матрица системы имеет вид

 1

2

0 1 ( )
( ) ; ( ) .

1 sin(0,08 ) ( )

x t
t t

xt t

ϕ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − ϕ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

A x
�

Измеряемой координатой считаем только 
угол отклонения маятника:

 z(t) = H(t)x(t) + x(t); H(t) = (1 0).

При моделировании время запаздывания
T = 2 с, начальные условия x(t0) = (1,  1)т, 
� т

0 (0,( ) ,0)t =x  полученные результаты показа-
ны на рис. 2 и рис. 3, 4 (см. вторую сторону об-
ложки). Как видно, оценки сглаживания с по-
стоянным запаздыванием быстрее сходятся 
к истинным значением, чем оценки фильтра-
ции, кроме того, неустойчивость оценки сгла-
живания при моделировании не появилась.
С течением времени ошибки оценки сглажива-
ния становятся меньше, чем ошибки фильтрации.

 � Нелинейная система

Теперь рассмотрим применение предложен-
ного метода в задаче управления движением 
строя типа "конвой" [1], одной подзадачей кото-
рого является задача локализации. В этом слу-
чае мы используем сами роботы в виде подвиж-

ных указателей для осуществления локализации 
роботов, и требуется выполнение трех условий:

а) знание глобального положения ведущего 
робота;

б) знание положения ведущего робота от-
носительно ведомого;

в) возможность передавать информацию о 
положении ведомому роботу (рис. 5, см. вто-
рую сторону обложки).

Используя эту информацию, каждый робот 
определяет собственное положение в абсолют-
ной системе координат. В процессе решения 
задачи управления движением каждого ро-
бота строя возникает проблема определения 
собственного положения каждого робота Ri – 1 
относительно Ri. В лабораторных условиях эта 
проблема может быть решена путем установ-
ки систем зрения, определяющих декартовы 
координаты всех членов конвоя, что является 
невозможным при движении роботов в откры-
том пространстве.

Рассмотрим решение следующей задачи: по 
измерениям, проводимым лазерным сканером, 
требуется определить положение робота Ri – 1 

относительно Ri 1 1 1( , , )i i i
i i ix y− − −θ  в системе ко-

ординат робота Ri (рис. 5, см. вторую сторону 
обложки). Для упрощения записи далее 

1 1 1( , , )i i i
i i ix y− − −θ  будем обозначать через (x, y, θr).
Уравнение движения робота Ri – 1 в связанной 

системе координат OiXiYi робота Ri имеет вид
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Очевидно, это уравнение описывает движе-
ние нелинейной системы

 ( ) ( ( ), ( )),t t t=x f x u�

где x(t) = (x, y, θr)
т, u(t) = (ωi – 1, vi – 1, ωi, vi)т.

Уравнение измерений имеют вид

 z(t) = H(t)x(t) + x(t); 
1 0 0

( ) .
0 1 0

t
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

H

В соответствии с предложенным в рабо-
те [1] законом управления алгоритм сглажива-
ния с постоянным запаздыванием может быть 
использован в этом случае, т. е. в каждый мо-
мент времени по измерениям z(t) мы получаем 

оценки � � � � т( ) ( ( ), ( ), .( ))rt T x t T y t T t T− = − − θ −x  

Рис. 2. Фазовая координата j(t):
1 — измеренное значение координаты ϕ(t); 2 — истинное зна-
чение ϕ(t); 3 — оценка сглаживания; 4 — оценка фильтрации
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Линеаризованное вдоль оценки уравнение 
движения имеет вид

 ( ) ( ) ( ),t t t=x A x�

где
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�

�
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Эксперимент проводился с участием двух 
роботов в среде ROS (рис. 6, см. вторую сторо-
ну обложки). Робот Ri – 1 совершал движение 

со скоростью vi – 1 = 0,2 м/с; ωi – 1 = 0,5 рад/с, 
а робот Ri повторял траекторию робота Ri – 1 
с запаздыванием T = 2 c. Соответствующие гра-
фики показаны на рис. 7. Видео движения двух 
роботов и коды для осуществления алгоритма 
сглаживания в среде ROS представлены в [6].

Заключение

В работе предложен рекуррентный алгоритм 
вычисления оценки сглаживания с постоянным 
запаздыванием. Преимущество этого способа 
заключается в том, что в процессе вычислений 
не используется фундаментальная матрица.
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In this paper, we formulated and solved the problem of fixed-lag smoothing estimation for continuous linear dynamical 
systems. The problems of other fixed-lag smoothing algorithm for continuous linear dynamical systems are indicated. 
Firstly, sometimes the fixed-lag smoothing algorithm is not stable. Secondly, the knowledge of state transition matrix is 
needed to implement algorithm. It is different to get it, especially for time-vary system. An algorithm is developed for gene-
rating the optimal smoothed estimate �( )t T t−x  of the state x(t) of a continuous linear system, where t is the most recent 
measurement and T is a positive real constant. The recurrent algorithm is obtained using the properties of state transition 
matrix F(t1, t2) of a linear dynamical system. The developed method makes it possible to bypass the time-consuming pro-
cedure of finding state-transition matrix. The process of computing the fixed-lag smoothed estimate is discussed in terms 
of the algorithm’s dependence on the solutions of the filtering and fixed-point smoothing problems. Therefore, the calcula-
tion of the estimation of fixed-lag smoothing depends on the value obtained during the filtering process. We give the simu-
lation result of fixed-lag smoothing algorithms for a nonstationary linear system and compared it with the simulation result 
of filtering algorithms. It is showed that the estimation errors of fixed-lag smoothing are less than the estimation errors of 
filtering. We also used the fixed-lag smoothing algorithms to improve the localization accuracy of robots in the task of mo-
tion control of convoy robots. A node named fix_lag_smoothing is written using C++ in ROS.

Keywords: smoothed estimate, fixed-lag smoothing, continuous linear system, motion control of convoy robots
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