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Модифицированные фильтры Баттерворса в решении обратной задачи 
аналитического конструирования оптимальных регуляторов

Введение

Как известно [1—4], к линейно-квадра-
тичным задачам управления, или задачам 
аналитического конструирования оптималь-
ных регуляторов (АКОP), относятся задачи 
стpуктуpно-паpаметpического синтеза линей-
ных систем управления на основе минимиза-
ции интегрального квадратичного функцио-
нала (критерия) качества. Задачи данного типа 
впервые были рассмотрены и решены в рабо-
тах P. Э. Калмана [5] и A. M. Летова [6]. В на-
стоящее время метод АКОР Калмана—Летова 
получил признание специалистов автомати-
ческого управления и стал уже классическим 
методом синтеза систем управления [3, 4]. Это 
явилось следствием широкого применения 
интегральных квадратичных критериев каче-

ства процессов управления, подынтегральная 
функция которых представляется как сум-
ма произведений фазовых координат объекта 
с весовыми коэффициентами qij, i, j = 1, 2, ..., n
(они образуют матрицу Q), а также квадрата 
сигнала управления с коэффициентом r. Под-
робный анализ "безpаздельного господства" 
методологии линейно-квадратичной оптимиза-
ции проведен в работе [3], в которой оно свя-
зывается с такими очевидными достоинствами 
данной методологии, как 1) логическая завер-
шенность и принципиальная математическая 
простота, 2) законченность и аналитический 
характер получаемых решений, 3) примени-
мость к широкому классу линейных стационар-
ных и нестационарных динамических объектов 
как с конечным, так и с бесконечным временем 
функционирования. В работе [3] одновременно 
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критикуется данное чрезмерное "безраздель-
ное господство" методологии линейно-ква-
дратичной оптимизации в теории управления. 
Критика в главном сводится к следующим 
положениям: 1) квадратичные функционалы 
качества не имеют ясного физического смыс-
ла, и их широкое распространение в основ-
ном предопределяется простотой вычисления 
и удобством использования в аналитических 
исследованиях; 2) в теории АКОР не решена 
проблема выбора значений весовых коэффи-
циентов квадратичного функционала и их свя-
зи с общепринятыми в инженерной практике 
первичными показателями качества синтези-
руемых систем (временем переходного процес-
са, перерегулированием, статической ошибкой 
регулирования и др.).

Впервые задача связи между весовыми ко-
эффициентами Q, r квадратичного критерия и 
динамическими свойствами оптимизируемых 
процессов управления, именуемая задачей об-
ращения или обратной задачей АКОP, была 
поставлена в работах Р. Калмана [8], Р. Бел-
лмана и Р. Калабы [9]. Сложность решения 
этой задачи вызвана недостаточной информа-
тивностью квадратичных функционалов ка-
чества, поскольку их значения определяются 
не только коэффициентами Q, r, но также и 
параметрами объекта управления. До насто-
ящего времени предпринимаются многочис-
ленные попытки решения этой задачи. Здесь 
выделим, прежде всего, работы отечествен-
ных ученых A. M. Летова, А. А. Кpасовского, 
А. Г. Александpова, Я. Куpцвейля, Ю. Б. По-
пова, Ю. П. Плотникова, В. Н. Pоманенко, 
Ч. П. Даса, P. Т. Янушевского, В. А. Подчукае-
ва, В. В. Гpигоpьева, В. Д. Фуpасова, Л. И. Ко-
жинской, Н. В. Кухаpенко, Г. А. Кpыжановского 
и дp. Однако необходимо подчеркнуть, что за-
висимость между весовыми коэффициентами 
критерия и инженерными показателями ка-
чества системы является сложной, и ее опре-
деление остается основной проблемой совре-
менной теории АКОР. Для ее решения предло-
жены отдельные подходы и рекомендации [2, 
10—14], которые имеют часто эвристический, 
эмпирический характер, и процедура нахож-
дения весовых коэффициентов, как правило, 
сводится многократному моделированию про-
ектируемой системы управления с использова-
нием цифровой вычислительной техники при 
выбранных некоторым способом значениях 
искомых коэффициентов. Если процессы в си-

стеме управления в каком-либо отношении 
не удовлетворяют проектировщика, то прово-
дится целенаправленная корректировка весо-
вых коэффициентов критерия качества и по-
вторное определение оптимальных, скоррек-
тированных управлений. При необходимости 
этапы этого итерационного процесса решения 
задачи АКОР повторяются необходимое число 
раз. Каждая такая итерация сопряжена с боль-
шим объемом вычислений по определению 
n(n + 1)/2 элементов симметричной матрицы 
Q и весового коэффициента r. Для уменьше-
ния числа итераций могут применяться мето-
ды математического программирования [14]. 
В данной работе в целях дальнейшего умень-
шения объема вычислений применительно 
к одномерным стационарным объектам реша-
ется задача установления наименьшего числа 
ненулевых элементов матрицы Q, достаточ-
ных для обеспечения проектируемой системе 
управления заданных значений первичных 
показателей качества, а именно времени пере-
ходного процесса и перерегулирования систе-
мы. Для ненулевых весовых коэффициентов qij 
предлагается приближенная, но относительно 
точная численная оценка.

Постановка задач управления и исследования

Исследуемый класс линейных стационар-
ных объектов управления описывается ма-
тричным дифференциальным уравнением

 ( ) ( ) ( ),Z ZZ t A Z t B U t= +�  (1)

где Z(t) — вектор координат состояния объ-
екта; u(t) — его управляющее воздействие; AZ, 
BZ — постоянные матрицы параметров объек-
та размерностей n Ѕ n, n Ѕ 1 соответственно. 
Предполагается, что координаты zi(t) вектора 
состояния объекта имеют физический смысл 
отклонений от заданного режима его работы. 
Также предполагается, что в состав объекта 
управления (1) входит интегрирующее звено 
(оно или имеется реально или включается до-
полнительно), которое обеспечивает астатизм 
проектируемой системы стабилизации выход-
ной координаты. На этом основании в даль-
нейшем не проводится анализ статической 
точности проектируемой системы управления.

Рассмотрим классическую стационарную 
задачу АКОР Калмана—Летова с интеграль-
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ным квадратичным критерием оптимальности 
процесса управления

 т 2

0

( ( ) ( ) ( )) ,I Z t QZ t ru t dt
∞

= +∫  (2)

где Q — симметричная положительно опреде-
ленная матрица, составленная из весовых ко-
эффициентов qij. В критерии (2) принимается 
значение коэффициента r = 1 на том основании, 
что значение одного весового коэффициента 
функционала качества без изменения решения 
задачи АКОР можно задавать произвольно.

Соответственно, задача АКОР формулирует-
ся следующим образом [7, 15]: необходимо найти 
закон обратной связи U(t) = F0[Z(t)], образующий 
совместно с исходным объектом (1) асимптоти-
чески устойчивую замкнутую систему, достав-
ляющую минимум функционалу качества (2) 
при переводе объекта управления из начального 
положения X(0) = X0 в конечное нулевое.

Как известно [15—17], решением задачи (1), 
(2) является линейный алгоритм управления

1 т 1 т( ) ( ) ( ), ,Z ZU t r B PZ t KZ t K r B P− −= − = − =  (3)

в котором матрица Р находится как положи-
тельно определенное решение матричного 
уравнения Риккати

 т 1 т 0.Z Z Z ZPA A P r PB B P Q−+ − + =  (4)

Соответственно, задача исследования ста-
вится следующим образом: для объекта (1) 
с конкретными числовыми матрицами пара-
метров требуется с использованием решения 
(3), (4) определить такие значения матрицы ве-
совых коэффициентов Q, при которых замкну-
тая система с управлением (3) имела бы для 
выделенного режима работы заданное (желае-
мое) значение времени переходных процессов 
(времени регулирования) tp = tpz и заданное 
перерегулирование σ = σz = 4,321 %. Напом-
ним, что в классической теории автоматиче-
ского управления временем регулирования tp 
называют наименьшее время отработки систе-
мой ступенчатого воздействия xz•1(t) (xz — сиг-
нал задания регулятора), по истечении которо-
го отклонение выходной переменной объекта 
от установившегося значения не превышает 
принятого значения Δ "трубки" [15, 19]. Завер-
шая постановку задачи управления, особо 
подчеркнем, что в данной работе для обеспече-
ния единственности решения сформулирован-

ной задачи принимается Δ = σz = 4,321 %, где 
заданное значение перерегулирования систе-
мы принято равным перерегулированию коле-
бательного звена с коэффициентом демпфиро-
вания 2/2  — фильтру Баттерворса второго 
порядка [15, 18].

Решение задачи при отсутствии ограничения 
на перерегулирование

Предварительно найдем решение более 
простой задачи при отсутствии ограничения 
на перерегулирование, которое в дальнейшем 
укажет направление поиска решения сформу-
лированной задачи исследования.

В целях упрощения решений рассматривае-
мых обратных задач АКОР осуществим преоб-
разование фазовых координат Z(t) = D•X(t) объ-
екта (1) с использованием такой невырожден-
ной матрицы D, при которой описание объекта 
принимает каноническую форму Фробениуса

 

1 2

( ) ( ) ( ),

0 1 ... 0 0

0 0 1 0 ...
, .

... ... ... ... 0

...

X X

X X

n

X t A X t B U t

A B

a a a b

= +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
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⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

�

 (5)

Как известно, матрица перехода D, облада-
ющая указанным свойством, может быть най-
дена разными способами. Один из способов 
основан на использовании матриц управляе-
мости объекта в новом и старом базисах [12]:

 

1 2 1

12 1

, , ,..., Ѕ

Ѕ , , ,..., .

n
X X X X X X X

n
Z Z Z Z Z Z Z

D B A B A B A B

B A B A B A B

− −

−−

=
 (6)

Нетрудно видеть, что для полностью управ-
ляемого объекта (1) это матрица является не-
особенной: detD ≠ 0.

Необходимо отметить, что, во-первых, ком-
поненты вектора состояния X объекта в кано-
нической форме Фробениуса имеют ясный ма-
тематический и физический смысл:

 1 2 1

3 2 1

( ) ( ), ( ) ( ),

( ) ( ),..., ( ) ( )
z

n n

x t x x t x t x t

x t x t x t x t−

= − =

=  =

�
� �

— смысл отклонения выходной переменной 
объекта от заданного режима и его производ-
ных. Во-вторых, данное каноническое описа-
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ние объекта можно представить в форме диф-
ференциального уравнения n-порядка

 ( ) ( ) ( ),A p x t bu t=  (7)

где 1 2
1 2 1( ) ...n n n

n nA p p a p a p a p a− −
−= + + + + +  — 

полином от оператора дифференцирования
p = d/dt.

Соответственно, функционал качества (2) 
также будем рассматривать в каноническом 
фазовом пространстве

 

т т 2

0

т 2

0

( ( ) ( ) ( ))

( ( ) ( ) ( )) .

I X t D QDX t ru t dt

X t QX t ru t dt

∞

∞

= + ≡

≡ +

∫

∫
 (8)

С использованием модели (7) можно дока-
зать теорему 1: решение задачи АКОР (7), (8) 
определяет замкнутую систему управления 
с заданным временем регулирования tpz в слу-
чае, если матрица Q имеет всего один нену-
левой элемент с достаточно большим значе-
нием 11 1 0.q q= .  При предельных значениях 
весового коэффициента q1 → ∞ описание оп-
тимальной замкнутой системы приближается 
к передаточной функции (ПФ) фильтра Бат-
терворса n-го порядка, из которой следует 
оценка весового коэффициента

 α =
τα
p

1 2 2
p

, ,z
n

tr
q

b
l  (9)

где τp — время регулирования фильтра Баттер-
ворса, описываемого ПФ, нормированной по 
Вышнеградскому [15, 20].

Для доказательства воспользуемся извест-
ным результатом [10], утверждающим, что ха-
рактеристический полином G(s) оптимальной 
системы управления объектом (7) по критерию 
(8) удовлетворяет уравнению

 2
1( ) ( ) ( ) ( ) / .G s G s A s A s q b r− = − +  (10)

В этом случае говорят, что функция G(s) 
определяется операцией факторизации поли-
нома правой части выражения (10). Напомним, 
что ПФ оптимальной системы описывается 
дробью 0( ) 1/ ( ).W s G s=

Проведем нормирование по Вышнеградско-
му [15, 20] полинома (10), который предвари-
тельно представим в стандартной форме

 
2

1

2 2 1
2 2 1 1 0

( ) ( ) /

... ,n n
n n

A s A s q b r

A s A s A s A−
−

− + =

= + + + +
 (11)

с соответствующими коэффициентами Ak, 
причем

 2 2
0 1 1 2/ , ( 1) .n

nA a q b r A= + = −

Напомним, что нормированной переда-
точной функцией (НПФ), или передаточной 
функцией в форме Вышнеградского, называ-
ется ПФ, у которой в знаменателе свободный 
член и коэффициент при старшей степени рав-
ны единице. Произвольная ПФ

 
− −

− −

= =

+ + + +
=

+ + + +

−

1 2
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1 2
0 1 2
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m

n
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m
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n

B s
W s

A s

b s b s b s b

a s a s a s a

m nm

 (12)

может быть преобразована в нормированную за-
меной переменной s новой переменной q = αs,

0 / :n
na a a=

 
1 2

0 1 2
1 2

1 2 1

...
( ) ,

... 1

m m m
m

n n n
n

b q b q b q b
W q

q a q a q a q

− −

− −
−

+ + + +
=

+ + + + +
 (13)

где

 
, ,

0, 1, ..., ; 1, 2, ..., 1.

i k
i km i m k

n n

b a
b a

a a

i m k n

− −= =
α α

= = −

Соответственно, коэффициенты ненорми-
рованной ПФ (12) связаны с коэффициентами 
НПФ соотношениями

 , 0, 1, 2, ..., ;m i
i ib b i m−= α =  (14 а)

0 ; 1; , 1,2, ..., 1.n n k
n k ka a a a i n−= α = = α = −  (14 б)

Между свойствами систем с ПФ (12) и (13) 
существует тесная связь [19—21]: характер их 
переходных процессов (монотонность, аперио-
дичность, перерегулирование, показатели точ-
ности в установившемся режиме) совпадает. 
Исключение составляет только длительность 
переходных процессов систем — время регули-
рования tp системы (12) и время регулирования 
τp системы (13) отличаются и связаны соотно-
шением

 α = tp/τp. (15)
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Воспользовавшись заменой переменной s 
Лапласа новой переменной

 q = αs при 22
1/ ,n r q bα =  (16)

найдем значения коэффициентов ,kA  k = 0, 1, ..., 
2n, преобразованного полинома после их умно-
жения на константу 2 2

1/ nr q b = α  (данное умно-
жение не изменяет характеристического уравне-
ния системы и соответственно ее свойства):

 

2
2 2 2

1( / ) ,

0, 1, ..., 2 .

n k
n k nk k kA A A r q b

k n

−
−= α =

=
 (17)

Проанализируем значения коэффициентов 
(17) при предельном увеличении весового ко-
эффициента q1 → ∞, что физически означает 
аналогичное увеличение коэффициента пере-
дачи регулятора (3) и, соответственно, повы-
шение быстродействия устойчивой системы 
управления. Этот физический вывод непосред-
ственно следует из уравнения (4), указывающе-
го на увеличение по модулю значений элемен-
тов матрицы P, если матрица Q имеет вид

 1 1 1

1 0 ... 0

0 0 ... 0
.

... ... ... ...

0 0 ... 0

Q q q J

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ≡
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (18)

Такой же вывод вытекает также из управ-
ления (3) при значении r = 1/q1, получаемом 
при выносе коэффициента q1 из-под знака ин-
теграла критерия (8).

Рассматривая предельные значения ко-
эффициентов (17) при q1 → ∞, убеждаемся, 
что они приближаются к нулю, за исключе-
нием коэффициента 2 ( 1)n

nA = −  при k = 2n и 
2

2 21
0 0 1 12 2 2

1 1 1

1 1
r q b r r

A A a a
rq b q b q b

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = + = + →⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

при k = 0. Подчеркнем, что при четном n пре-
дельные значения крайних коэффициентов по-
линома 0 2 1,nA A= =  т.е. предельный, преоб-
разованный указанным образом полином (8), 
является нормированным по Вышнеградскому. 
Соответственно при больших значениях параме-
тра q1 → ∞ корни характеристического полинома 
G(q) оптимальной замкнутой системы управле-
ния стремятся к устойчивым корням двучлена

 2( ) ( ) ( 1) 1,n nG q G q q− = − +  (19)

которые на комплексной плоскости q совпа-
дают с вершинами правильного 2n-угольника, 

вписанного в окружность единичного радиуса. 
В литературе такое распределение корней из-
вестно как распределение (размещение) Бат-
терворса порядка n [15, 16, 18].

Устойчивые корни этого распределения (кор-
ни с отрицательными вещественными час тями) 
определяют полюсы динамических систем, на-
зываемых фильтрами Баттерворса. Они опи-
сываются ПФ ( ) 1/ ( ),B nW q D q=  где полиномы 
Баттерворса имеют вид [15]:

2
1 2
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( 1,2469 1)( 0,4450 1),

( ) ( 1,9615 1)( 0.3901 1)

( 1,6629 1)( 1,1111 1).

Ѕ

Ѕ q q q q

D q q q q q Ѕ

Ѕ q q q q

+ + + +

= + + + +

+ + + +

 (20)

Соответственно, переходные характеристи-
ки (hi(τ), i = 1, 2, ..., 8) этих фильтров показаны 
на рис. 1 в нормированном времени τ.

Результаты, представленные на рис. 1, мож-
но рассматривать как графическое доказа-
тельство теоремы 1, наглядно показывающее 
существование решения обратной задачи АКОР. 

Рис. 1. Переходные характеристики фильтров Баттерворса
Fig. 1. Transient characteristics of Butterworth filters
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В частности, используя графики рис. 1, возможно 
для исследуемого фильтра Баттерворса прибли-
женно определить время регулирования τp, опре-
деляющее оценку весового коэффициента (9).

Эта оценка непосредственно следует из со-
отношения (16) для коэффициента преобразо-
вания полинома (10). Для нас важно, что этот 
коэффициент преобразования одновременно 
относится и к полиному знаменателя G(s) ПФ 
оптимальной системы, определяемого соот-
ношением (10). Действительно, факторизация 
нормированного полинома (10) дает нормиро-
ванный полином G(s). На этом основании из 
формулы (16) получается оценка (9).

Необходимо подчеркнуть, что теорема 1 
описывает решение обратной задачи АКОР для 
канонического объекта в форме Фробениуса. 
Используя это решение и преобразование ко-
ординат 1( ) ( )X t D Z t−=  c матрицей (6), запи-
шем решение обратной задачи АКОР для ис-
ходного объекта (1):

 Q = q1(D
–1)тJ1D

–1, (21)

где матрица J1 определяется выражением (18).
Отметим, что согласно рис. 1 фильтры Бат-

терворса (20) порядка n = 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 име-
ют значения перерегулирования σ2 = 4,321,
σ3 = 8,147, σ4 = 10,828, σ5 = 12,777, σ6 = 14,251, 
σ7 = 15,412, σ8 = 16,349 %, и при дальнейшем 
увеличении n перерегулирование также уве-
личивается, но с уменьшающейся скоростью 
[15, 19]. Следовательно, все фильтры Баттер-
ворса, за исключением фильтра второго по-
рядка, имеют большее перерегулирование, чем 
заданное σz = 4,321 %. В следующем разделе 
учитывается имеющееся ограничение на пере-
регулирование системы управления.

Решение задачи при заданном 
перерегулировании системы

Очевидно, что для обеспечения проектиру-
емой системе управления желаемого значения 
перерегулирования необходимо одному или не-
скольким весовым коэффициентам критерия, 
которые ранее были нулевыми, придать положи-
тельные значения. Вначале имеет смысл огра-
ничиться одним коэффициентом 22 2 0.q q= >
Выбор данного весового коэффициента физи-
чески можно обосновать следующим образом. 
Заметим, что большее значение перерегулиро-
вания системы, описываемой в фазовом про-

странстве с каноническим вектором состояния 
( 1) т( , , ..., ) ,nX x x x −= �  определяется большим 

значением скорости системы ( )x t�  в момент 
времени нарастания [1, 21]. Следовательно, пе-
ререгулирование системы возможно уменьшить 
ограничением указанной скорости и, соответ-
ственно, введением в функционал качества (8) 

слагаемого 2 2
2 22 2( ) ( )q x t q x t=�  с определенным 

значением весового коэффициента q2 > 0.
Проведем математический анализ предло-

женного способа выбора

 1 2 3 10, 0, ... 0, 1nq q q q r−> > = = = =  (22)

значений коэффициентов квадратичного кри-
терия качества. По аналогии с фильтрами Бат-
терворса найдем предельное при q1 → ∞ реше-
ние задачи АКОР для объекта (7) по критерию 
(8) с весовыми коэффициентами (22). Согласно 
работе [10] характеристический полином G(s) 
рассматриваемой оптимальной системы управ-
ления будет удовлетворять уравнению

 2 2 2
2 1

( ) ( )

( ) ( ) ( / ) / .

G s G s

A s A s s q b r q b r

− =

= − − +
 (23)

Как и ранее, с использованием замены пере-
менной (16) проведем нормирование полинома 
(23), представив предварительно его в стан-
дартной форме (11). Значения коэффициентов 
преобразованного полинома после их умноже-
ния на величину 2 2

1 / nq b r = α  определяются 
также выражением (17), и, соответственно, они 
при предельном уменьшении времени переход-
ных процессов системы (увеличении q1 → ∞) 
приближаются к нулю, за исключением коэф-
фициентов 0 21, ( 1)n

nA A= = −  и
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Заметим, что соответствующим выбором 
весового коэффициента q2 критерия можно 
при q1 → ∞ обеспечить значение 2 const,A a= =  
если положить
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Это равенство выполняется при

 
1

2
2 1( ) , /

n
nnq c q c a b

−

= =  (24)

с коэффициентом пропорциональности с. 
В данном случае и при q1 → ∞ корни полинома 
G(q) оптимальной системы управления будут 
приближаться к устойчивым корням полинома

 2 2( ) ( ) ( 1) 1, 0.n nG q G q q aq a− = − − + >  (25)

Таким образом, здесь возникает следующая 
задача: факторизацией полинома (25) опре-
делить функцию G(q) и соответствующую ей 
нормированную ПФ оптимальной системы

 
1 2

1 2 1

0( ) ( )

1

1/

/ ( 1)n n n
n nq g q g q

W q G

q

q

g− −
− −

=

= + +

=

+ + +�
 (26)

при таком значении параметра а, при котором 
динамическая система (26) имела бы перерегу-
лирование, равное σz = 4,321 %.

Данную задачу можно решить с использо-
ванием системы компьютерной математики 
MathCAD 15, в которой имеется процедура, 

позволяющая в режиме аналитических вычис-
лений находить все 2n решений алгебраиче-
ского уравнения

 2 2( 1) 1 0n nq aq− − + =  (27)

при произвольном численном значении параме-
тра a > 0. С этой целью была разработана про-
грамма, выполняющая следующие операции:

1) расчет всех решений pi, i = 1, 2, ..., 2n, ал-
гебраического уравнения (27) при выбранном 
положительном значении параметра a;

2) выбор решений pi, i = 1, 2, ..., n, имеющих 
отрицательные вещественные части, и расчет 
с их использованием коэффициентов норми-
рованного полинома

 1

1 2
1 2 1

( ) ( )

... 1;

n

i
i

n n n
n n

q p

q g q g q g

q

q

G
=

− −
− −

= + =

= + + + + +

∏

3) нахождение переходной функции дина-
мической системы (26) и определение для нее 
перерегулирования σ и длительности переход-
ных процессов;

Параметры и показатели систем с ПФ W0(q)

Parameters and indicators of systems with the NTFs W0(q)

N a Коэффициенты G(q) Корни G(q) Ti ζi σ, % τp

2 0 g1 = 2 p1,2 = – 2/2  ± 2/2 i 1 ζ1 = 2/2  = 0,707107 4,3213 2,9744

3 0,4760 g1 = 2,150236
g2 = 2,073758

p1 = –0,918078
p2,3 = –0,57784 ± 0,869099i

T1 = 1,089232
T2 = 0,958164

ζ1 = 1
ζ2 = 0,553665

4,32090 3,8124

4 0,79572 g1 = 2,850881
g2 = 3,665902
g3 = 2,707730

p1,2 = –0,461477 ± 0,966015i
P3,4 = –0,892388 ± 0,275923i

T1 = 0,9340713
T2 = 1,070582

ζ1 = 0,431054
ζ2 = 0,955374

4,32102 4,5736

5 1,06233 g1 = 3,541902
g2 = 5,741368
g3 = 5,598041
g4 = 3,346055

p1 = –0,858401
p2,3 = –0,372580 ± 1,010266i
P4,5 = –0,871247 ± 0,495656i

T1 = 1,164957
T2 = 0,928695
T3 = 0,997635

ζ1 = 1
ζ2 = 0,346013
ζ3 = 0,869187

4,32095 5,3220

6 1,29958 g1 = 4,227217
g2 = 8,284891
g3 = 9,99870
g4 = 7,946964
g5 = 3,986719

p1,2 = –0,887857 ± 0,114812i
P3,4 = –0,796768 ± 0,665763i
P5,6 = –0,308735 ± 1,030546i

T1 = 1,117007
T2 = 0,963107
T3 = 0,929542

ζ1 = 0,991742
ζ2 = 0,767373
ζ3 = 0,286982

4,32100 6,0633

7 1,51678 g1 = 4,908248
g2 = 11,287063
g3 = 16,216913
g4 = 15,897742
g5 = 10,711177
g6 = 4,628428

p1 = –0,795343
p2,3 = –0,262160 ± 1,040079i
P4,5 = –0,943263 ± 0,313527i
P6,7 = –0,711118 ± 0,774845i

T1 = 1,257318
T2 = 0,932305
T3 = 1,006031
T4 = 0,950840

ζ1 = 1
ζ2 = 0,244413
ζ3 = 0,948952
ζ4 = 0,676160

4,32105 6,7984

8 1,71897 g1 = 5,585856
g2 = 14,741411
g3 = 24,551222
g4 = 28,484998
g5 = 23,705809
g6 = 13,889418
g7 = 5,270563

p1 = –0,768324
p2 = –0,970457

P3,4 = –0,227153 ± 1,044473i
P5,6 = –0,904804 ± 0,483353i
P7,8 = –0,633932 ± 0,844771i

T1 = 1,301532
T2 = 1,030441
T3 = 0,935550
T4 = 0,974832
T5 = 0,946811

ζ1 = 1
ζ2 = 1

ζ3 = 0,212514
ζ4 = 0,882032
ζ5 = 0,600214

4,32103 7,5279
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4) если значение σ системы управления от-
личается от σz = 4,321 % более, чем на 0,001 %, 
то уточняется значение параметра a и осущест-
вляется переход к операции 1.

Результаты вычислений по данной програм-
ме при значениях n = 2, ..., 8 представлены в та-
блице, в которой параметры Ti, ζi соответству-
ют постоянным времени и коэффициентам 
демпфирования последовательно соединенных 
звеньев апериодического и колебательного ха-
рактера, которые можно выделить в системе 
с ПФ W0(q).

Необходимо подчеркнуть, что ПФ W0(q) 
описывает динамическую систему, которая 
в соответствии со своим принципом получе-
ния должна иметь заданное значение перере-
гулирования σz = 4,321 %. Этот вывод был про-
верен и подтвержден построением для этих си-
стем переходных функций (hi(τ), i = 1, 2, ..., 8),
представленных на рис. 2.

Динамические системы с ПФ W0(q), имеющие 
фиксированное значение перерегулирования σz 
= 4,321 %, были названы модифицированными 
фильтрами Баттерворса, поскольку стандартные 
фильтры Баттерворса получаются как их част-
ный случай при значении параметра a = 0.

Результаты, представленные на рис. 2, можно 
рассматривать как графическое доказательство 
следующей теоремы 2: решение задачи АКОР 
(7), (8) определяет замкнутую систему управ-
ления с заданными значениями времени регу-
лирования tpz и перерегулирования σz = 4,321 %

в том случае, если матрица весовых коэффи-
циентов Q имеет два ненулевых элемента с до-
статочно большими значениями 11 1 0q q= .  и

22 2 0.q q= .  При предельных значениях весо-

вых коэффициентов q1 → ∞ и 
1

2 1( )
n
nq с q
−

= → ∞  
(c = const) описание оптимальной замкнутой 
системы приближается к ПФ модифицирован-
ного фильтра Баттерворса n-го порядка, из ко-
торой следует оценка коэффициентов
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где параметры a, τp определяются с использо-
ванием таблицы исходя из порядка n приме-
няемого модифицированного фильтра Баттер-
ворса.

Необходимо отметить, что теорема 2, также
как и теорема 1, описывает решение обрат-
ной задачи АКОР для канонического объекта 
в форме Фробениуса. Используя это решение 
и преобразование координат 1( ) ( )X t D Z t−=  c 
матрицей (6), несложно найти решение исход-
ной обратной задачи АКОР
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для исходного объекта (1).
Пример. Пусть ПФ объекта управления 

имеет вид

 3 2
0( ) 1/ (0,1 0,8 1,7 1)W p p p p p= + + +  (30)

(такой объект рассматривался в работах [20, 23]). 
Для этого объекта решим задачу АКОР с кри-
терием качества, имеющим весовые коэффи-
циенты (28), и проверим, действительно ли они 
обеспечивают для синтезируемой системы, как 
ожидается согласно теореме 2, близкие к жела-
емым значения перерегулирования σz = 4,321 %
и времени переходных процессов, например,
tpz = 0,75. Это значение соответствует времени 
регулирования системы управления, рассмо-
тренной в работе [20].

Решение задачи осуществим в фазовом про-
странстве с координатами

 1 2 1

3 2 4 3

( ) ( ), ( ) ( ),

( ) ( ), ( ) ( ).
zx t x x t x t x t

x t x t x t x t

= − =

=  =

�
� �

Рис. 2. Переходные характеристики модифицированных 
фильтров Баттерворса
Fig. 2. Transient characteristics of modified Butterworth filters
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Непосредственно по ПФ (30) в данном про-
странстве определяем матрицы описания объ-
екта в форме Фробениуса
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Предварительно для определения весовых 
коэффициентов (28) квадратичного критерия 
рассчитаем параметр α = tpz/tp = 0,75/4,5736 = 
= 0,164, где значение нормированного времени 
τp взято из таблицы в соответствии с порядком 
n = 4 фильтра Баттерворса.

По формулам (28) рассчитываем весовые 
коэффициенты
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Здесь значение параметра a также выбрано 
из таблицы в соответствии с порядком n = 4 
фильтра Баттерворса. Составляем матрицу ве-
совых коэффициентов
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Далее решаем задачу АКОР с матрицами (31) и 
(32), используя функцию [ , ] ( , , , )X XK P lqr A B Q r=  
пакета MATLAB. Данная функция рассчиты-
вает матрицу коэффициентов обратных связей 
K закона управления (3), минимизирующего 
квадратичный критерий (2). В дополнение к ма-
трице коэффициентов обратных связей функ-

ция возвращает решение P уравнения Риккати 
(4). Применение данной функции дало:

( )= ⋅ ×
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K

P
 (33)

Построив моделированием переходную 
функцию системы управления с коэффициен-
тами обратной связи (33), определяем показатели 
качества регулирования tp = 0,891, σ = 1,361 %.
Полученное время регулирования системы боль-
ше заданного на (0,891—0,75)·100/0,75 = 18,8 %.
Для приближения времени переходных про-
цессов к требуемому значению на столько 
же процентов уменьшим коэффициент α = 
= 0,614•0,812 = 0,1332, предположив линейную 
зависимость. Повторив предыдущий расчет 
с данным коэффициентом, получаем
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Оптимальная система управления с параме-
трами (34) имеет показатели качества tp = 0,708, 
σ = 1,91 %, достаточно близкие к требуемым 
значениям: время регулирования отличается 
только на 5,6 %, а перерегулирование не превы-
шает заданное σz = 4,321 %. При необходимо-
сти, выполняя следующую вторую итерацию 
приближения, можно получить практически 
желаемые значения качества управления. Та-
ким образом, оценки (28) теоремы 2 позволя-
ют достаточно эффективно решать обратную 
задачу АКОР.

Завершая статью, акцентируем внимание на 
том факте, что модифицированные фильтры 
Баттерворса, определяющие решение рассма-
триваемой обратной задачи АКОР, получены 
при выполнении следующих двух условий. Во-
первых, равенство значения "трубки", исполь-
зуемой при определении времени переходного 
процесса системы управления, перерегулиро-
ванию этой системы. Равенство указанных ве-
личин, как установлено в работе [22], является 
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необходимым условием максимального бы-
стродействия линейных динамических систем. 
Во-вторых, ПФ модифицированных фильтров 
Баттерворса получены как предельное решение 
задачи АКОР при больших значениях весового 
коэффициента критерия q1 → ∞, что физиче-
ски соответствует аналогичному увеличению 
коэффициента передачи оптимального регуля-
тора, приводящему к повышению быстродей-
ствия устойчивой системы управления.

По указанным условиям (причинам) моди-
фицированные фильтры Баттерворса имеют 
предельное (максимальное) быстродействие 
в сравнении с другими фильтрами, описывае-
мыми НПФ. Свойство максимального быстро-
действия фильтров Баттерворса детально про-
анализировано и подтверждено в работе [23].
В связи с данным свойством ПФ модифициро-
ванных фильтров Баттерворса, характеризуе-
мых параметрами табл. 1, аналогично стандарт-
ным ПФ [15, 19, 21], рекомендуются к выбору 
в качестве эталонных ПФ при синтезе быстро-
действующих систем управления алгебраиче-
ским методом [19—21] или методом модального 
управления [15—17].

Заключение

В работе предложен способ решения обрат-
ной задачи АКОР, которая состоит в опреде-
лении весовых коэффициентов квадратичного 
функционала оптимальности процесса управ-
ления, обеспечивающих замкнутой системе 
заданные значения времени переходных про-
цессов и перерегулирования. При этом время 
переходных процессов (время регулирования) 
понимается в смысле классической теории 
автоматического управления и определяется 
с использованием значения "трубки" Δ = σz =
= 4,321 %, равного заданному (желаемому) 
значению перерегулирования синтезируемой 
системы. Данный способ предусматривает пре-
образование задачи АКОР к канонической фор-
ме, в которой объект управления описывается 
матричным дифференциальным уравнением 
в форме Фробениуса, а функционал качества 
определяется как интеграл от суммы квадра-
тов канонических фазовых координат объекта 
с весовыми коэффициентами qi, i = 1, 2, ..., n, 
а также квадрата сигнала управления с коэф-
фициентом r. В форме теоремы сформулиро-
вано утверждение, что решение обратной ка-

нонической задачи АКОР находится при r = 1,
q3 = q4 = ... = qn = 0 и некоторых положитель-
ных значениях коэффициентов q1, q2 квадра-
тичного критерия качества. Значения этих 
двух коэффициентов предлагается выбирать 
в процессе моделирования оптимальной си-
стемы управления соответственно из условий 
обеспечения заданных значений времени регу-
лирования и перерегулирования системы.

Предельным решением задачи АКОР при

q1 → ∞ и 
1

2 1( )
n
nq с q
−

= → ∞  (c = const) определе-
ны ПФ динамических систем с предельным 
(максимальным) быстродействием, которые 
при определенных значениях константы c име-
ют перерегулирование σz = 4,321 %. Данные 
динамические системы названы модифициро-
ванными фильтрами Баттерворса в связи с тем, 
что известные фильтры Баттерворса получают-
ся аналогичным образом при константе c = 0.
С использованием найденных ПФ фильтров 
Баттерворса получены числовые оценки весо-
вых коэффициентов квадратичного качества.

ПФ модифицированных фильтров Баттер-
ворса рекомендуется использовать в качестве 
эталонных ПФ синтезируемых быстродейству-
ющих систем.
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Abstract

In this work, for linear stationary one-dimensional control objects, the inverse problem of analytical design of optimal 
controllers (ADOC) is considered, which consists in determining the weight coefficients of the quadratic functional of the 
optimality of the control process that provide the closed-loop control system with the specified values of the time of transient 
processes and overshoot. The time of the transient process (regulation time) of the synthesized system is understood in the 
sense of the classical theory of automatic control and is determined using a "tube", the value of which is taken, in contrast 
to known works, equal to the required (desired) small value of the system overshoot of a few percent (2—5 %). The equality 
of the percentage values characterizing the "tube" and the desired overshoot of the synthesized system is a necessary condi-
tion for the maximum response rate of linear dynamic systems and, accordingly, ensures the unambiguity of the solution of 
the considered inverse ADOC problem in the class of fast-response systems. The proposed solution method provides for the 
transformation of the ADOC problem to the canonical form, in which the control object is described by a matrix differential 
equation in the Frobenius form, and the quality functional is defined as the integral of the sum of the products of the object’s 
canonical phase coordinates, as well as the square of the control signal with appropriate weight coefficients. It is shown that 
the solution of the inverse canonical ADOC problem is determined by the values of only three nonzero weight coefficients 
of the criterion, and one of them has a single value. The values of the other two coefficients are proposed to be found in 
the process of modeling the synthesized optimal control system from the conditions of providing for it a given control time 
and a given overshoot. To obtain numerical estimates of the two main weight coefficients of the quadratic quality criterion, 
the solution of the ADOC problem is considered with the limiting increase in the values of these weight coefficients. By the 
limiting solution of the ADOC problem, the transfer functions of dynamic systems with the limiting (maximum) speed are 
determined, which have a given overshoot of 4.321 %. The dynamical systems described by these transfer functions are 
called modified Butterworth filters due to the fact that the well-known Butterworth filters are obtained as their special case 
with a zero value of a certain constant. The parameters and indicators of the dynamics of these filters up to the sixth order 
are presented in the table. Using the indicators of Butterworth filters, numerical estimates of the weight coefficients of the 
quadratic quality criterion are established. Transfer functions of modified Butterworth filters are recommended to be used 
as reference transfer functions of synthesized high-speed control systems.

Keywords: linear one-dimensional plant, speed, overshoot, analytical design of an optimal controller, Butterworth 
filters
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