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СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ,
УПРАВЛЕНИЕ И ОБРАБОТКА ИНФОРМАЦИИ

Рассмотрен класс динамических систем с одной нелинейностью. Введено понятие S-синхронизируемости вхо-
да. Показано, что S-синхронизируемость является условием структурной идентифицируемости нелинейной систе-
мы, которая может быть преобразована к некоторой статической системе. Принятие решения о структурной 
идентифицируемости основано на анализе свойств специального класса геометрических структур, отражающих 
свойства нелинейной части динамической системы. Рассмотрены требования к модели, позволяющие получить гео-
метрическую структуру по измерениям входа и выхода. Исследовано влияние условия постоянства возбуждения 
входа на структурную идентифицируемость системы. Невыполнение условия постоянства возбуждения приводит 
к появлению незначимой геометрической структуры. Рассмотрены различные виды идентифицируемости системы, 
основанные на анализе структуры. Введено понятие d-оптимальности, которое характеризует свойства геометри-
ческой структуры. Получены условия неидентифицируемой структуры нелинейной системы при невыполнении усло-
вия d-оптимальности для геометрической структуры при заданных свойствах входа. Предложены методы оценки 
идентифицируемости системы и нахождения области идентифицируемости в условиях неопределенности. Показано, 
как на основе фазового портрета можно получить оценку неидентифицируемости системы. Предлагаемый подход 
обобщен на системы с двумя нелинейностями. Приведены условия частичной структурной идентифицируемости. 
Предложен метод построения области структурной идентифицируемости системы. Отмечены особенности струк-
турной идентифицируемости данного класса систем. Показано, как при выполнении условия структурной идентифи-
цируемости оценить структуру системы. Предложен способ иерархического погружения для идентификации струк-
туры системы. Предлагаемые методы и процедуры применены для исследования систем с гистерезисом Бука—Вена 
и двумя нелинейностями. Приведен пример, иллюстрирующий эффективность метода иерархического погружения.
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О роли S-синхронризируемости и постоянства возбуждения
в задаче структурной идентифицируемости нелинейных систем

полняется в параметрическом пространстве. 
Исследованию данной проблемы посвящено 
множество публикаций. Отличие от подхода, 
изложенного в работе [2], состоит в том, что 
результаты идентифицируемости пытаются 
представить в виде, принятом в задачах па-
раметрического оценивания. Другие подходы 
к оценке структурной идентифицируемости 
рассмотрены в работах [8—10].

Много работ посвящено параметрической 
идентифицируемости нелинейных систем (см. 
например, [9—12]). В статье [10] для исследо-
вания идентифицируемости применяется под-
ход, основанный на анализе чувствительности 
системы по выходу. В работе [9] получены ус-
ловия локальной параметрической идентифи-
цируемости при различных вариантах измере-
ния экспериментальных данных. Критический 

Введение

В настоящее время получены основополага-
ющие результаты по параметрической иденти-
фикации систем. Наряду с этим продолжаются 
исследования по оценке идентифицируемости 
динамических систем. Подход к оценке иден-
тифицируемости основан на идеях Р. Калмана 
[1], а дальнейшее их развитие дано в работах
[2, 3]. Показано, что для параметрической 
идентифицируемости системы необходима 
невырожденность информационной матри-
цы. В работе [4] введено понятие структурной 
идентифицируемости. Для проверки структур-
ной идентифицируемости могут применяться 
различные подходы и методы [5—7].

Из приведенных результатов следует, что 
оценка идентифицируемости системы вы-
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анализ подходов, применяемых для оценки 
идентифицируемости биологических моделей, 
дан в статье [11]. Рассмотрены модели оценки
идентифицируемости нелинейных систем 
на основе разложения в ряд Тейлора, таблиц 
идентифицируемости и алгебры Ли. Вопросам 
исследования практической идентифицируе-
мости посвящены работы [12—14].

Проведенный анализ показывает, что под 
идентифицируемостью модели понимают воз-
можность оценки ее параметров. Предлагаемые 
методы основаны на оценке невырожденности 
информационной матрицы. Аналогичные ре-
зультаты получены в теории параметрическо-
го оценивания, а условие невырожденности 
(полноты ранга) матрицы представлено в легко 
проверяемом условии постоянства возбуждения 
входа и выхода системы. Как правило, структу-
ра модели задается априори, и поэтому не всегда 
понятно, какой смысл вкладывается в понятие 
структурной локальной идентифицируемости. 
Понятие структуры широко эксплуатируется 
в задачах оценки идентифицируемости. Иден-
тифицируемость нелинейной системы также 
сводится к задаче параметрической идентифи-
цируемости на основе применения различных 
методов линеаризации модели по параметрам. 
Эта обширная область исследований не охва-
тывает задачи структурной идентифицируемо-
сти нелинейных динамических систем в следу-
ющем смысле: можно ли в условиях неопреде-
ленности принять решение о структуре (форме, 
зависимости) нелинейной части системы. Зада-
ча в таком виде не ставилась. Такая постановка 
соответствует анализу структурных аспектов 
идентифицируемости (идентификации) систе-
мы. Кроме того, не рассматривался вопрос: ка-
кой вход, даже обладающий свойством посто-
янства возбуждения, гарантирует структурную 
идентифицируемость системы в указанном 
выше смысле. Данная постановка впервые была 
предложена в работе [15].

Ниже рассматривается задача структурной 
идентифицируемости нелинейной системы. 
Понятие структурной идентифицируемости 
(h-иден ти фи ци руе мости) введено в статье [15]. 
В отличие от изложенных выше методов пред-
лагаемый подход направлен на решение задачи 
оценки структуры нелинейной части динами-
ческой системы и основан на анализе специ-
ального класса структур. Ниже дается изло-
жение и обобщение результатов, полученных 
в работах [16, 17].

Постановка задачи

Рассмотрите систему

 
т

( ) ,

,

uX AX B y B u

y C X

ϕ= + ϕ +

=

�
 (1)

где u ∈ R, y ∈ R — вход и выход системы;
A ∈ RqЅq, Bu ∈ R, Bϕ ∈ Rq, C ∈ Rq — матрицы со-
ответствующих размерностей; ϕ(y) — некото-
рая скалярная нелинейная функция. Матрица 
A является гурвицевой. Далее полагаем, что
Bϕ = Bu = I = [0, 0, ..., 0, 1]т, C = [1, 0, ..., 0]т.

Полагаем, что функция ϕ(y) является глад-
кой и удовлетворяет условию
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где ξ ∈ R — вход нелинейного элемента, ξ яв-
ляется линейной комбинацией переменных 
состояния. Для системы (1) известно инфор-
мационное множество

 0I { ( ), ( ), [ , ]}.o ku t y t t J t t= ∈ =  (3)

Задача: на основе анализа и обработки Io 
оценить структурную идентифицируемость 
(СИ) нелинейной части системы (1).

Воспользуемся подходом к структурной иден-
тификации, предложенным в работе [17]. Он ос-
нован на переходе в специальное структурное 
пространство и построении структур Sey, отра-
жающих свойства нелинейной части (1). Анализ 
Sey напрямую связан с решением задачи струк-
турной идентифицируемости системы. Чтобы 
отличить излагаемый далее подход от параме-
трической идентифицируемости, ниже будет 
использоваться термин h-иден ти фи ци руе мости 
(HI). Изложим метод построения Sey-структуры.

Метод построения Sey-структуры

Построение Sey-структуры требует предва-
рительного формирования множества IN, g, со-
держащего информацию о функции ϕ(y). Изло-
жим способ получения IN, g, следуя работе [18].
Применим к y(t) операцию дифференцирова-
ния и обозначим полученную переменную x1. 
Учет x1 приводит к расширению информаци-
онного множества Io: Ient = {Io, x1}.
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Замечание 1. Если переменные u, y измеря-
ются с ошибкой, то к u, y следует применить 
процедуру фильтрации или сглаживания.

Выделим подмножество Ig ⊂ Ient, соответству-
ющее частному решению системы (1) (устано-
вившемуся состоянию). Множество Ig = Ient\Itr 
не содержит данные Itr о переходном процессе 
в системе. Применим математическую модель

 � = т т
1( ) [1 ( ) ( )]lx t H u t y t  (4)

для выделения линейной составляющей в x1, 
где H ∈ R3 — вектор параметров модели. Пере-
менная x1 определена на интервале Jg = J\Jtr  .

Определим вектор H как решение задачи

 �= −
→ =
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Найдем прогноз для переменной x1 на ос-
нове модели (4) ∀t ∈ Ig и сформируем ошибку 

�
1 1( ) ( ) ( ).
lxe t t x t= −  e(t) зависит от нелинейности 

ϕ(y) в системе (1). Итак, получено множество 
{ },I ( ), ( )N g gy t e t t J= ∈ . Далее будем приме-

нять обозначение y(t), полагая, что y(t) ∈ IN, g.
Замечание 2. Выбор структуры модели (4) 

является одним из этапов структурной иден-
тификации системы (1). Результаты моделиро-
вания показывают, что модель (4) применима 
в системах идентификации объектов со стати-
ческими нелинейностями. Решение задачи вы-
бора структуры модели (4) для более сложного 
класса нелинейностей дано в работе [16].

Фазовый портрет S, описываемый функци-
ей Γ : {y} → {y′}, не всегда гарантирует приня-
тие решения о нелинейных свойствах системы 
в условиях неопределенности. Перейдем в про-
странство Pye = (y, e), которое будем называть 
структурным.

Рассмотрим функцию Γ →: { } { },ey y e  ∀t ∈ Jg,
которая на плоскости (y, e) описывает измене-
ние структуры Sey. Так как IN, g содержит ин-
формацию о ϕ(y), то Sey будет в обобщенном 
виде описывать изменение нелинейной функ-
ции. Идентификация структуры ϕ(y) основана 
на использовании входа системы (1), удовлет-
воряющего определенным условиям. Он дол-
жен обладать свойством постоянства возбужде-
ния (см. далее). Такой вход позволяет получить 
замкнутую структуру Sey. В некоторых случаях 
может применяться также структура Sek, кото-
рая описывается функцией : { } { },ek sk eΓ →  где 

( )sk t R∈  — коэффициент структурности [16]:
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В результате применения модели (4) система 
(1) может быть представлена в виде
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где qX R∈�  — переменная, описывающая об-
щее решение системы (1); ζ ∈ R — ограничен-
ное возмущение, возникающее в результате 
применения процедуры определения перемен-
ной e; т[0, 0, , 0, 1] , .qI I R= ∈…

Рассмотрим проблему идентифицируемости 
систем Sy, Sϕ.

Структурная идентифицируемость
нелинейной системы

Рассмотрим систему Sϕ и свойства IN, g, по-
зволяющие решить задачу структурной иденти-
фикации, а следовательно, и h-иден ти фи ци руе-
мости. Анализ IN, g позволяет определить важ-
ные свойства информационного множества Io.

Пусть выполняются следующие условия:
В1. Вход u(t) является постоянно возбуждае-

мым на интервале J.
В2. Анализ Sey дает решение задачи оценки 

нелинейных свойств системы (1).
Определение 1. Вход u(t) будем называть 

представительным, если он удовлетворяет ус-
ловиям В1, В2.

Пусть структура Sey является замкнутой, и 
ее площадь не равна нулю. Обозначим h(Sey) 
высоту Sey, где высота понимается как рассто-
яние между двумя точками противоположных 
сторон структуры Sey.

Теорема 1 [18]. Пусть: 1) линейная часть си-
стемы (1) является устойчивой, а нелинейность 
ϕ(•) удовлетворяет условию (2); 2) вход u(t) яв-
ляется ограниченным, кусочно-непрерывным и 
постоянно возбуждаемым; 3) существует такое
δS > 0, что h(Sey) l δS. Тогда структура Sey явля-
ется идентифицируемой на множестве IN, g.

Определение 2. Структура Sey, имеющая 
указанные свойства, называется h-иден ти фи-
ци руе мой.

Предположим, что Sey является h-иден ти фи-
ци руе мой. Особенности понятия h-иден ти фи-
ци руе мости рассмотрены в работе [15]. Следу-
ет отметить, что может существовать "плохой" 
вход, который удовлетворяет условию постоян-
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ства возбуждения. Такой вход может давать так 
называемую "незначимую" Sey-структуру (NSey-
структура). Но при этом NSey-структура может 
быть h-иден ти фи ци руе мой. Идентификация 
нелинейности в условиях неопределенности на 
основе анализа NSey-структуры может давать ре-
зультаты, нетипичные для исследуемой системы.

Приведем условия существования NSey-струк-
туры. Рассмотрим класс нелинейных функций, 
к которым применима операция гомотетии [19].

Пусть ,
ey ey

l r
ey = ∪S SS F F  где ,

ey ey

l r
S SF F  — ле-

вый и правый фрагменты Sey . Определим для 
,

ey ey

l r
S SF F  секущие

 , ,r r l l
S Sa y a yγ = γ =  (6)

где al, ar — числа, определяемые с помощью 
метода наименьших квадратов (МНК).

Теорема 2 [16]. Пусть: 1) структура Sey яв-
ляется h-иден ти фи ци руе мой и имеет вид 

;
ey ey

l r
ey F F= ∪S SS  2) секущие для ,

ey ey

l r
S SF F  опи-

сываются уравнениями (6). Тогда Sey является 
NSey-структурой, если

 || | | || ,l r
ha a− > δ  (7)

где δh > 0 — некоторое заданное число.
Замечание 3. NSey-структуры часто явля-

ются результатом неадекватного применения 
входных воздействий.

Рассмотрим структуру Sey. Введем обозначе-
ния: dom( )y ey=D S  — область определения Sey, 

( ) max ( ) min ( )y y y
t t

D D y t y t= = −D  — диаметр Dy. 

Пусть u(t) ∈ U, где U — допустимое множество 
входов для системы (1). Множество U содер-
жит представительные входы.

Определение 3. Вход S( ) U Uu t ∈ ⊆  будем 
называть S-синхронизирую щим систему (1), 
если на множестве {y(t), t ∈ J} область опре-
деления Dy структуры Sey имеет максимальный 
диаметр Dy.

Рассмотрим эталонную структуру ref
eyS , под 

которой понимаем структуру Sey, позволяющую 
отразить все свойства функции ϕ(y). Обозначим 

ref
yD  — диаметр ( )ref

y eyD S . ref
yD  существует для 

системы (1) с S-синхронизирующим входом.
Из определений 2, 3 следует, что если 

,ref
ey ey≅S S  то ,ref

y y yD D− εm  где εy l 0, ≅ — 
знак близости. Элементы подмножества US об-
ладают свойством

 ∈ − ε
SU( ( ( ) )) .ref

y ey u y yD u t DS m  (8)

Синхронизацию u(t) ∈ U будем понимать 
как выбор такого входа uh(t) ∈ U, который по-
зволяет отразить все особенности Sey, харак-
терные для ϕ(y). Это возможно только в слу-
чае, когда u(t) обеспечивает max .

h
y

u
D  В отличие 

от понятия синхронизации, принятого в тео-
рии колебаний, здесь выбор свойств входа на-
правлен на возможность получения структуры 

.ey ey≠S NS  Такой подбор uh(t) ∈ U можно трак-
товать как синхронизацию между структурами 
модели и системы, поэтому выполнение усло-
вия , max

h
h y y

u
D=d  приводит к h-иден ти фи ци-

руе мости системы. Условие h-иден ти фи ци руе-
мости принимает вид

 
SU ,( ( ( ) )) .y ey u h y yD u t ∈ − εmS d  (9)

Условие появления NSey:

 
SU\U ,( ( ( ) )) .y ey u h y yD u t ∈ − > εS d  (10)

Условие (9) можно интерпретировать как 
область близости

 ∈= −
SU( ( ) ) ,ref

D ey u eyu tQ S S

которая понимается как ( ) ( ) ,ref
yy t y t− ε� � m  для 

почти .t t∀ ≥ �
Будем писать ,D yδ εmQ  если рассматривае-

мые структуры являются близкими. Если для 
QD выполняется условие D yδ εmQ  для почти
∀t l t*, то область QD будем называть областью 
S-синхронизируемости на множестве входов 
{uh(t)} или областью структурной идентифици-
руемости на множестве {Sh(uh(t))}, где Sh — фа-
зовый портрет системы (1).

Итак, представлены два критерия (7) и (10) 
существования незначимой структуры Sey. 
В этом случае структура системы Sϕ, а следо-
вательно, и система (1) являются структурно 
неидентифицируемыми.

Пусть вход uh(t) синхронизирует множество 
Dy. Если u(t) является S-синхронизирующим, 
то будем писать uh(t) ∈ S. Заметим, что для 
системы (1) существует конечное множество 
{uh(t)} ∈ S. Выбор оптимального uh(t) зависит 
от dh, y и выполнения условия (9). Обеспечение 
условия (9) является одной из предпосылок 
структурной идентифицируемости системы (1).

Определение 4. Структуру Sey (систему (1)) 
будем называть структурно идентифицируе-
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мой или 
h

hδ -иден ти фи ци руе мой, если Sey яв-
ляется h-иден ти фи ци руе мой и выполняются 
условия ||al| – |ar || m δh, (8).

Из этого определения следует, что если си-
стема (1) 

h
hδ -идентифициру ема, то структура 

Sey имеет максимальный диаметр области Dy.
Пусть структура S содержит m особенно-

стей. Под особенностями функции ϕ(y) будем 
понимать как потерю непрерывности на ин-
тервале I ,jy  так и точки перегиба функции или 
экстремумы. Эти особенности являются при-
знаками нелинейности исследуемой функции.

Определение 5. Модель (4) будем называть 
SM-идентифицирующей, если структура Sey 
является 

h
hδ -иден ти фи ци руе мой.

Теорема 3 [17]. Пусть: 1) вход u(t) являет-
ся постоянно возбуждаемым и обеспечивает 
S-синхронизацию системы (1); 2) фазовый пор-
трет S системы (1) содержит m особенностей; 
3) Sey-структура является 

h
hδ -иден ти фи ци руе-

мой и содержит фрагменты, соответствующие 
особенностям фазового портрета S. Тогда мо-
дель (4) является SM-иден ти фи ци рующей.

Теорема 3 показывает, что если модель (4) 
не является SM-идентифици рующей, то необ-
ходимо менять структуру модели (4) или ин-
формационное множество для ее построения.

Рассмотрим структуру Sey. Обозначим cS — 
центр структуры Sey на множестве Jy = {y(t)},
а 

yDс  — центр области Dy.

Теорема 4. Пусть на множестве US синхро-
низирующих входов системы (1): 1) существует 
такое ε l 0, что ;

yDс с− εmS  2) выполняется 
условие ||al| – |ar|| m δh, где al, ar — коэффици-
енты секущих (7). Тогда система (1) является

h
hδ -иден ти фи ци руе мой, а вход uh(t) ∈ S.

Доказательство теоремы 4. Рассмотрим вход 
uh(t) ∈ US. Так как выполняется условие ||al| –
– |ar || m δh, то структура Sey является симме-
тричной относительно точки cS на плоскости 
(y, e). Следовательно, диаметры областей опре-

деления фрагментов ( , )
ey ey

l r
ey⊂S SF F S  совпадают 

с точностью до некоторой величины εF l 0 на 
множестве {y(t)}, т. е.

 ( ) ( ) ,l l r rD D− εm
S S S S

FF F F F
D D  (11)

где ,l r
S SF F

D D  — области определения , .
ey ey

l r
S SF F  

Тогда центр структуры Sey равен 
yDс =  

0,5( ).l r
S S

D D= +
F F

 Так как ,l r
S S

yD D D+ =
F F

 то 
существует такое ε l 0, что .

yDс с− εmS  Вы-

полнение условий 1), 2) гарантирует, что u(t) =
= uh(t) и , max .

h
h y y

u
D=d  Следовательно, при uh(t) 

структура Sey будет содержать все особенности, 
характерные для функции ϕ(y). Отсюда следу-
ет, что uh(t) ∈ S, а система (1) является 

h
hδ -

иден ти фи ци руе мой. �
Может существовать некоторое подмноже-

ство , S{ ( )} U Uh iu t ⊂ ⊆  (i l 1), элементы которо-
го обладают свойством S-синхронизируемости. 
Каждому , ( )h iu t  соответствует структура 

, ,( )ey i h iuS  с диаметром Dy, i области определе-
ния Dy, i. Так как , ( ) S,h iu t ∈  то диаметры Dy, i 
будут обладать свойством dh, Σ-оптимальности. 
Пусть гипотетическая структура Sey (структура 

ref
eyS ) системы (1) имеет диаметр dh, Σ.
Определение 6. Структура ,ey iS  облада-

ет свойством dh, Σ-оптимальности на мно-
жестве Uh, если существует такое εΣ > 0, что 

, ,h y iDΣ Σ− εmd  1,#U .hi∀ =
Определение 7. Если существует подмно-

жество входов ,{ ( )} U Uh i hu t = ⊂  (i l 1), эле-
менты которого , ( ) Sh iu t ∈  и соответствующие 
им структуры , ,( )ey i h iuS  обладают свойством 
dh, Σ-оптимальности, то структуры , ,( )ey i h iuS  
являются структурно неразличимыми на мно-
жествах ,{ ( )},h iu t  ,( ( ) ( )).y h iJ u t u t=

Из определений 6, 7 следует, что в случае 
существования множества Uh оценку 

h
hδ -

иден ти фи ци руе мости можно получить по лю-
бому входу u(t) ⊂ Uh.

Определение 8. Структуры , ,( )ey i h iuS , обла-
дающие свойством dh, Σ-оптимальности, будем 
называть локально структурно идентифициру-
емыми на множестве Uh.

Структуру , ,( )ey i h iuS , обладающую свой-
ством dh, Σ-оптимальности, будем обозначать 

,ey i
ΣS , а локально структурно идентифицируе-

мую структуру , ,( )ey i h iuS  — , .LSI
ey iS

Итак, из изложенного выше следует, что 
структура Sey является локально структурно 
идентифицируемой на множестве Uh ⊆ US, если

 ( S), что ( ) .LSI
h ey ey ey eyu Σ∃ ∈ ≅ → ≅S S S S  (12)

Замечание 4. Здесь рассматривается случай 
симметричных нелинейностей. Поэтому оста-
ются справедливыми сделанные выше замеча-
ния и условия существования NSey-структуры. 
Если нелинейная функция не обладает свой-
ством симметрии, то требуется дальнейшее ис-
следование данной проблемы.
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Определение 9. Структуры , S( U ),ey i iu ∉S  не 
обладающие свойством dh, Σ-оптимальности, 
будем называть локально структурно неиден-
тифицируемыми на множестве Uh.

Замечание 5. Изложенный подход приме-
ним к нелинейной системе с динамическим 
законом изменения нелинейности, где требу-
ется многоуровневый анализ идентифицируе-
мости структур.

Идентифицируемость системы Sy рассмо-
трена в работе [21].

О влиянии постоянства возбуждения
на идентифицируемость системы

В работе [21] показано влияние условия по-
стоянства возбуждения (ПВ) на оценку иден-
тифицируемости системы. Отмечено, что не 
любой вход, обладающий свойством ПВ, га-
рантирует структурную идентифицируемость 
системы. Ниже приводятся результаты, позво-
ляющие оценить влияние этого условия.

Рассмотрим вход u ∈ PEα, где PEα — свой-
ство постоянства возбуждения

 PEα: u
2(t) l α 

справедливо для ∃α > 0 и ∀t l t0 на некотором 
интервале T > 0.

Пусть вход u(t) системы (1) обладает свой-
ством ,( ) ,

k
u t α ω∈ PEF  где

 
( ) : ( ) & ( ) & ( S),

: ( ) ( ),
k

k

k h

k k k

u t u u u

u t
α ω

ω

∈ ∈ ∈

= ΩRF

PE PF

PF
 (13)

RF(Ωk) — модель uk(t) на основе ряда Фурье, задан-
ного на конечном множестве { }1 2, , ,k kΩ = ω ω … ω  
частот.

Полагаем, что uk ∈ Uk, Uk = U\US. Сле-
довательно, uk ∉ S, т. е. вход uk не является 
S-синхронизирующим. Для uh ∈ S справедливо

 
( ) : ( ) & ( ) & ( S),

: ( ) ( ),
h

h

h h h h

h h h

u t u u u

u t
α ω

ω

∈ ∈ ∈

= Ω

PE PF

PF RF
 (14)

где Ωh ≠ Ωk.
Из условий (13), (14) следует, что

( ( ) ( )) .h k k
h h k k ey ey ey eyΩ ≠ Ω ⇒ ≠ ⇒ =RF RF S S S NS  (15)

Из (15) получаем

 ( ( ) ( )) [ ( ) ( )].h k h k
y ey y ey y ey y eyD D≠ ⇒ lD S D S S S  (16)

Так как области определения структур 
,h k

ey eyS S  не совпадают, а h
eyS  является dh, Σ-оп-

ти мальной на множестве Uh, то из неравенства 
(16) следует выполнение условия (10). Это усло-
вие говорит о том, что структура нелинейной 
части системы (1) с uk имеет показатели, отли-
чающиеся от структурно идентифицируемых 
параметров системы (1) с uh.

Итак, условие постоянства возбуждения входа 
существенно влияет на 

h
hδ -иден ти фи ци руе мость 

Sϕ-системы, а следовательно, и системы (1).
Из вышеизложенного следует
Теорема 5. Пусть для системы (1): 1) вход 

uk удовлетворяет условию (13); 2) входу uk со-
ответствует структура ;k

eyS  3) существует 
такой вход uh ∈ S, что выполняется условие 
(14); 4) выполняются условия (15), (16). Тогда 
Sϕ-система является структурно неидетифи-
цируемой по входу uk, а структурные параме-
тры Sϕ-системы не соответствуют системе 
(1) с идентифицируемой структурой .h

eyS
Как оценить степень неидентифицируемо-

сти Sϕ-системы? В условиях априорной не-
определенности это сделать непросто. Далее 
предлагается подход, позволяющий получить 
количественные оценки для этого показателя.

Пусть для системы (1) построен фазовый 
портрет S. Известно, что области определе-
ния структур S и Sey совпадают. Поэтому диа-
метр D(Sey) области определения Sey известен. 
Рассмотрим множество входов {ui(t)}, имею-
щих свойство PEα. Для каждого ui(t) построим 
структуру Sey, i и определим Dy, i(Sey, i). Положим 

, ,max ( ( ))
i

h y y ey i
u

D=d D S  и соответствующий вход 

обозначим uh. Для всех входов U = {ui(t)}\{uh} 
найдем диаметры , , ,( [ ( )]) .y j y j ey j jd D u= ∈D S U  

Так как uh ∈ S, то , , 1.h y y jD j> ∀ ld  Тогда сте-
пень неидентифицируемости можно оценить 
следующим образом:

 , ,
,

,

( ) .h y y j
j ey j

h y

d−
== d

SI SI S
d

 (17)

Из соотношения (17) следует, что система (1) 
является структурно идентифицируемой, если 
SIj → 0. Область структурной идентифицируе-
мости QD определяется условием (9).

Замечание 6. Если выделить фрагменты 
,l r

S SF F  на фазовом портрете S, то предвари-
тельную оценку неидентифицируемости си-
стемы можно определить как
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( )

( ) ,
( )

l l
y
r r
y

d
SI SI

d
== S

S

F
S

F
 

где ( ), ( )l l r r
y yd dS SF F  — диаметры фрагментов 

, .l r
S SF F  Система (1) будет структурно иден-

тифицируема, если ( ) (1),SI mS O  где O(1) — 
окрестность 1.

В отличие от линейных систем на СИ не-
линейных систем может оказывать влияние 
амплитуда входа u(t). Модифицируем условия 
(13), (14):

 
( ) : ( ) & ( ) & ( S),

: ( ) ( , );
k

k

k h

k k k k

u t u u u

u t G
α ω

ω

∈ ∈ ∈

= Ω

PE PF

PF RF
 (13а)

 
( ) : ( ) & ( ) & ( S),

: ( ) ( , ),
h

h

h h h h

h h h h

u t u u u

u t G
α ω

ω

∈ ∈ ∈

= Ω

PE PF

PF RF
 (14а)

где Gk, Gh — векторы параметров моделей RFk, 
RFh.

Представим модели RFk и RFh в виде

 
�

�
RF ( , ) RF ( , ),

RF ( , ) RF ( , ),

h h h h h h h

k k k k k k k

G g G

G g G

Ω = Ω

Ω = Ω

�

�  

где �RF ( , ),h h hG Ω�  �RF ( , )k k kG Ω�  — модифика-
ции моделей (13), (14); ,max ,h h i

i
g g=  1,# ,hi = Ω  

gh, i — элемент Gh; ,max ,k k i
i

g g=  1,# ,ki = Ω
gp (p = k, h) будем называть обобщенной ам-
плитудой входа.

Условие (15) преобразуем к виду

 � �RF ( , ) RF ( , ).h h h h k k k kg G g GΩ ≠ Ω� �  

Так как вход uh ∈ S, то gh l gk. Это следует 
из того, что

 � �
( ( )) ( ( ))

RF ( , ) RF ( , ) ,

h h k k

h h h k k k

D u D u

G G

⇒

⇒ Ω Ω� �
l

l

S S

а модель �RF ( , )h h hG Ω�  аппроксимирует вход, 
обеспечивающий S-синхрониза цию системы (1).

Из ( ) h
h eyu ⇒S S  получаем, что диаметр 

( )h
h eyD S  является dh, Σ-оптималь ным. Струк-

тура k
eyS  в силу (14а) таким свойством не об-

ладает. Следовательно, ( )k
k eyD S  может давать 

только вход uk ∉ S, имеющий меньшую обоб-
щенную амплитуду.

Теорема 6. Пусть для системы (1): 1) вход 
uk удовлетворяет условию (13а); 2) входу uk со-
ответствует структура ;k

eyS  3) существует 

такой вход uh ∈ S, что выполняется условие 
(14а); 4) выполняются условия (15), (16). Тогда 
Sϕ-система является структурно неидетифи-
цируемой по входу uk, а структурные параме-
тры Sϕ-системы не соответствуют системе 
(1) с идентифицируемой структурой ,h

eyS  если 
gh l gk.

Пример 1. Рассмотрим нелинейную систему 
с гистерезисом Бука—Вена (система SBW) [20]

 ( , , ) ( ),mx cx F x z t f t+ + =�� �  (18)

 ( , , ) ( ) (1 ) ( ),F x z t kx t kdz t= α + − α  (19)

 1( sign( ) ),n nz d ax x z z x z−= − β − γ� � ��  (20)

где m > 0 — масса; c > 0 — демпфирование;
F(x, z, t) — восстанавливающая сила, d > 0, n > 0,
k > 0, α ∈ (0, 1), u(t) = f(t) — возбуждающая сила; 
a, β, γ — некоторые числа; y = x — выход систе-
мы. Здесь (20) является уравнением Бука—Вена.

SBW-система моделировалась со следующи-
ми параметрами: n = 1,5; c = 2; m = 1; β = 0,5; 
α = 0,7; k = 0,6; d = a = 1; x(0) = 1; (0) 0;x =�
z(0) = 1. В результате было сформировано мно-
жество данных I { ( ), ( ), [0; ]}o eu t y t t t= ∈  (te < ∞) 
о системе. Рассматривались четыре варианта 
входа u(t):

 

( )
( )
( )
( ) ( )

0

1

2

3

( ) 2 2 sin 0,15 ,

( ) 2 2 sin 0,35 ,

( ) 2 2 sin 0,5 ,

( ) 2 2 sin 0,15 0,2 sin 0,35 .

u t t

u t t

u t t

u t t t

= − π

= − π

= − π

= − π + π

 (21)

Обозначим Si, где = 0,3,i  — фазовые пор-
треты системы с указанными входами. Об-
ласть определения фазового портрета совпада-
ет с областью определения гистерезиса (рис. 1 
для случая S0).

Вычислим диаметры области определения 
фазового портрета

 
( ) ( )
( ) ( )

,0 0 ,1 1

,2 2 ,3 3

3,75, 1,728,

1,08, 3,967.

y y

y y

D D

D D

= =

= =

S S

S S
 (22)

Эти результаты получены для установивше-
гося режима работы система SBW.

Анализ показал, что u0(t) ∈ S. Поэтому си-
стему SBW с фазовым портретом S0 принимаем 
за эталон и полагаем, что , ,0 0( ).h y yD=d S  Тогда 
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для степени неидентифицируемости системы 
для различных ui получаем

 1 2 30,549, 0,718, 0,035.= = = −SI SI SI  (23)

Из (23) следует, что SBW-система с входами 
u1, u2 является структурно неидентифицируе-
мой, а с входом u3 — структурно неразличима 
с входом u0.

Итак, из (23) следует, что структуры ,1 1( ),ey uS  

,2 2( )ey uS  являются структурами класса NSey, 

а структура ,3 3( )ey uS  принадлежит классу .LSI
eyS

Полученные результаты подтверждает рис. 2 
(см. вторую сторону обложки). На нем в интег-
рированном виде представлены выходы yi систе-

мы. Прямоугольные области представляют со-
бой оценки диаметров в указанных пределах. 
Несмотря на некоторое отличие от результатов 
(22), они подтверждают оценки (23).

Итак, что частотные свойства входа суще-
ственно влияют на идентифицируемость систе-
мы. Особенно это актуально для нелинейной ча-
сти, где даже незначительное изменение свойств 
входа сказывается на возможности оценки струк-
турных параметров гистерезиса. Для подтверж-
дения сделанных выводов на рис. 3 показаны 
выходы модели Бука—Вена (20) при различных 
входах. Из рис. 3 (см. вторую сторону обложки) 
следует, что u(t) изменяет наблюдаемые области 
определения и значений гистерезиса.

На рис. 4 (см. вторую сторону обложки) пока-
зана область QD. Она подтверждает сделанные 
выше выводы. На рис. 4 применяются следую-
щие обозначения: 1 — S0, 2 — S2, 3 — S1, 4 — S3.

О структурной идентифицируемости системы 
с двумя нелинейностями

Рассмотрим случай, когда система (1) содер-
жит две нелинейности

 ,1 1 ,2 2( ) ( ) ( ),B y B y B yϕ ϕ ϕϕ = ϕ + ϕ  (24)

где ϕi(y) удовлетворяет условию (2).
Этот случай, как и случай i > 2, является бо-

лее сложным и имеет свои особенности. Пред-
варительный анализ показывает, что в данном 
случае для принятия решения об идентифи-
цируемости Sϕ-системы можно применить 
подход, изложенный в разделе "Структурная 
идентифицируемость нелинейной системы". 
Но анализа свойств структуры Sey может ока-
заться недостаточно. Кроме того, может воз-
никнуть случай, когда Sey является частично 
NSey-структурой. Рассмотрим этот случай.

Пусть получена Sey-структура (рис. 5 отра-
жает установившееся состояние системы) для 
системы (1), (24) второго порядка. Применим 
теорему 2 и получим, что не выполняется ус-
ловие (7). Следовательно, Sey = NSey.

Из рис. 5 следует, что одна нелинейность 
идентифицируема, а вторая нет. Для при-
нятия решения рассмотрим отображение 

: { } { },yk eyy k ′Γ →  .ey
e

k
y′ =

′
 Γyk соответствует 

структура Sky (рис. 6).
Из анализа Sky следует, что нелинейность 

(обозначим ее ϕ1) доминирует и является иден-

Рис. 1. Фазовый портрет и выход гистерезиса системы с u0

Fig. 1. Phase portrait and hysteresis of system with u0

Рис. 5. Пример Sey-структуры для системы (1), (24)
Fig. 5. Example Sey-framework for system (1), (24)
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тифицируемой, а нелинейность ϕ2 неиден-
тифицируема. Sey-структуру можно предста-
вить в виде ,id

ey ey ey= ∪S S NS  где 1( ),id
ey ey= ϕS S  

2( ).ey ey= ϕNS S
Определение 10. Система (1), (24) называется 

частично структурно идентифицируемой или 
идентифицируемой на уровне ϕ1 при u ∉ S, если 
фрагмент id

eyS  структуры 2( )id
ey ey ey= ∪ ϕS S S  яв-

ляется h-идентифицируемым, и неидентифи-
цируемой на уровне ϕ2, если 2( ) .ey eyϕ =S NS

Определение 11. Подсистема Sϕ системы (1), 
(24) называется идентифицируемой при u ∈ S,
если фрагменты Sey(ϕ1), Sey(ϕ2) структуры 

( ) ( )1 2ey ey ey= ϕ ∪ ϕS S S  являются h-иден ти фи-
ци руемыми.

Определение 12. Подсистема Sϕ системы (1), 
(24) называется структурно идентифицируе-
мой при u ∈ S, если фрагменты Sey(ϕ1), Sey(ϕ2) 
структуры ( ) ( )1 2ey ey ey= ϕ ∪ ϕS S S  являются 
h-идентифицируемыми и выполняются усло-
вия теоремы 4 для каждого фрагмента Sey(ϕ1), 
Sey(ϕ2).

Для оценки идентифицируемости Sϕ-сис темы 
следует выполнить фрагментацию структуры Sey, 
применив операцию сглаживания на множестве 
определения фрагмента Sey(ϕ1). В результате по-
лучим оценку � ( )ϕ2eyS  структуры Sey(ϕ2). Оценка 
структуры Sey(ϕ1) формируется на основе приме-
нения операции � ( ) � ( )ϕ = ϕ1 2\ .ey eyeyS S S

Анализ структурной идентифицируемости 
системы (1) представляет собой нетривиаль-
ную задачу, если нелинейности не удовлетво-
ряют условию (24). В этом случае оценка 

h
hδ -

иден ти фи ци руе мости системы требует расши-
рения подхода, предложенного в предыдущих 
разделах. Покажем это на примере.

Пример 2. Рассмотрим систему, состоящую 
из нелинейного привода и управляемого объ-
екта. Управляемый объект имеет линейное и 
квадратичное трение. Привод описывается не-
линейной функцией с насыщением. Система 
уравнений имеет вид

( )
1 1

1 1 22 2 2

1

0 00 1
,

( )0 1

,

x x

c xx x c u

y x

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
= + +⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ − ϕ ϕ−⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

=

�
�  (25)

где ( ) ( )2
1 2 1 2 2signx c x xϕ = −  — квадратичное 

трение; 2( ) sat( )u uϕ =  — сухое трение; x = x1 — 
угол поворота вала управляемого объекта; u — 
ток возбуждения обмотки привода; y — выход; 
c1 = 2, c = 1.

Для идентификации доступна информация 
Io = {u(t), y(t), t = [0, tk]}, tk < ∞. Пусть u(t) =
= 3sin(0,1πt). Построим структуры S, Sey (рис. 7).

Применение результатов раздела "Струк-
турная идентифицируемость нелинейной 
системы" показывает, что система является 
структурно идентифицируемой. Но принять 
решение о структуре нелинейностей не удает-
ся. Задача усложняется тем, что вход является 
нелинейным. Анализ структуры S показывает, 
что вход ϕ2(u) на интервале [4; 8,5]yJ =  явля-
ется постоянным и для него не выполняется 
условие ПВ. Из рис. 7 следует, что можно по-
ложить ϕ2(u) = sat(u). В дельнейшем в качестве 
рабочего интервала по y будем использовать 

Рис. 6. Структура Sky

Fig. 6. Framework Sky

Рис. 7. Структуры S, Sey

Fig. 7. Frameworks S, Sey
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[2; 4] [8,5; 10].yJ = ∨  С учетом этого можно от-
метить, что применение модели (4) (структура Sey) 
является неэффективным. Поэтому перейдем 
к анализу зависимостей 2x�  от доступных пе-
ременных. Анализ показывает, что коэффи-
циенты детерминации между 2x�  и x2, y соот-
ветственно равны 

2 2

2 0,995;x xr =�  
2

2 0,916.yxr =�  
Поэтому считаем, что существует зависимость 
между 2x�  и x2. Воспользуемся методом иерар-
хического погружения для уточнения структур-
ных связей [22]. Реализуем следующие этапы.

1. Исключение влияния функции ϕ2(u) на 2x� .
Пусть параметр выхода ϕ2(u) в область насыще-
ния равен 1,8, а линейная часть на интервале 
[–1,8; 1,8] пропорциональна u. Обозначим по-
лученную функцию �ϕ

2
( )u :

 �
2

1,8, если 1,8,

( ) , если 1,8,

1,8, если 1,8.

u

u u u

u

>⎧
⎪ϕ = ⎨
⎪− < −⎩

m

Математическая модель имеет вид

 � � �
22

2
2 20,147 ( ) 0,433,  0,99.

x
x u rϕϕ= + =�
�  (26)

2. Исключение влияния y. Введем невязку 
�

22x xε = −� �  и получим модель

 20,2038 0,933, 0,95.yy r εε = − + =�  (27)

3. Введем невязку π = ε − ε�  и аппроксимиру-
ем ее линейной моделью

 �
2

2
1 20,424 0,559, 0,97.xx r ππ = − =  (28)

Из (28) следует, что модель является адек-
ватной. Для повышения точности аппрокси-
мации π(t) применим модель

 �
2 2

2
2 2 ,2 0,37 0,45, 0,97.x xx x r ππ = − − =  (29)

Замечание 7. При реализации метода иерар-
хического погружения на каждом этапе пред-
варительно проверяется условие структурной 
идентифицируемости получаемой геометриче-
ской структуры, прежде чем синтезировать соот-
ветствующую модель. Этот этап является пред-
посылкой для получения адекватной модели.

Итак, проведенный анализ подтвержда-
ет возможность структурной идентификации 

нелинейной части системы (25) и ее иденти-
фицируемость на интервале Jy. Показано, что 
применение модели (4) зависит от структуры 
системы (структура Sey). Поэтому предложить 
общий подход к выбору структуры модели 
в общем случае не удается. Ее вид во многом 
зависит от специфики рассматриваемой систе-
мы. Этот вывод иллюстрирует рассматривае-
мый пример. Он подтверждает многогранность 
и сложность рассматриваемой проблемы.

Заключение

Введено понятие S-синхронизируемости 
входа. Выполнение условия S-син хро ни за ци-
руемости входа является основой структурной 
идентифицируемости и структурной иденти-
фикации нелинейной системы. Исследовано 
влияние входа на возможность оценки струк-
турных параметров нелинейности. Введено 
понятие незначимой структуры и показана 
его роль в задаче оценки идентифицируемости 
системы. Получены условия локальной иден-
тифицируемости и неидентифицируемости си-
стемы. Введена степень идентифицируемости 
системы и показана возможность ее оценки 
в условиях неопределенности. Исследовано 
влияние условия постоянства возбуждения 
входа на возможность структурной идентифи-
цируемости системы. Предложен способ вы-
числения области идентифицируемости в ус-
ловиях неопределенности. Рассмотрена струк-
турная идентифицируемость системы с двумя 
нелинейностями. Приведены условия частич-
ной структурной идентифицируемости нели-
нейной системы с двумя нелинейностями.
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Abstract

A class of dynamical systems with a single nonlinearity considered. The S-synchronizability concept of input introduced. 
It is shown that S-synchronizability is a condition for the structural identifiability of a nonlinear system. The decision-
making on structural identifiability based on the properties analysis for a special class of geometric frameworks. Geometric 
frameworks reflect properties of the nonlinear dynamic system. Requirements for the model allowed us to obtain a geometric 
structure based on the input and output data considered. The constant excitation effect of input on the structural identifi-
ability of the system is studied. The constant excitation effect of input studied on the structural identifiability of the system. 
Nonfulfillment the constant excitation condition gives a nonsignificant geometric framework. Various types of structural 
identifiability based on structure analysis considered. The concept of d-optimality described properties of the geometric 
structure introduced. Conditions for non-identifiability of nonlinear system structure obtained if the d-optimality of the 
geometric framework does not hold for the given properties of the input. Methods for estimating identifiability of the system 
and determining the identifiability area under uncertainty proposed. The proposed approach is generalized to the system 
having two nonlinearities. Conditions for partial structural identifiability obtained. Structural identifiability features of this 
class systems noted. The method for estimating the structure of the system proposed when the condition of structural iden-
tifiability satisfied. It has shown how the phase portrait used to estimate the system non-identifiability. A method proposed 
for constructing the structural identifiability domain of the system. Proposed methods and procedures are applied to study 
systems with Bouc-Wen hysteresis and two nonlinearity.

Keywords: identifiability, geometric structure, structural identification, S-synchronizability, a system with double non-
linearity, degree of structural non-identifiability.
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