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Рассматривается нелинейная дискретная (конечно-разностная) система уравнений, подверженных воздействию слу-
чайного процесса типа "белого" шума, являющаяся разностным аналогом систем стохастических дифференциальных 
уравнений в форме Ито. Повышенный интерес к таким системам связан с их использованием в цифровых системах 
управления, в финансовой математике, а также с численным решением систем стохастических дифференциальных урав-
нений. Задачи устойчивости относятся к основным задачам качественного анализа и синтеза рассматриваемых систем. 
При этом в основном изучается обладающая большой общностью задача устойчивости нулевого положения равновесия, 
в рамках которой устойчивость анализируется по отношению ко всем переменным, определяющим состояние системы. 
Для ее решения разработан дискретно-стохастический вариант метода функций Ляпунова. Центральным здесь является 
введенное в работах школы Н. Н. Красовского понятие усредненной конечной разности функции Ляпунова, для вычисления 
которой достаточно знать лишь правые части системы и вероятностные характеристики случайного процесса. В данной 
работе для рассматриваемого класса систем дается постановка более общей задачи устойчивости нулевого положения 
равновесия: не по всем, а по заданной части определяющих его переменных. Для случая детерминированных систем обык-
новенных дифференциальных уравнений постановка этой задачи восходит к классическим работам А. М. Ляпунова и 
В. В. Румянцева. Для решения поставленной задачи используется дискретно-стохастический вариант метода функций 
Ляпунова при соответствующей конкретизации требований к функциям Ляпунова. В целях расширения возможностей 
используемого метода наряду с основной функцией Ляпунова рассматривается дополнительная (векторная, вообще гово-
ря) вспомогательная функция для корректировки области, в которой строится основная функция Ляпунова.
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Об устойчивости по части переменных нелинейных дискретных систем 
со случайными параметрами

Введение

Теория устойчивости систем стохастических 
дифференциальных уравнений сформировалась 
в 60-е годы прошлого столетия и опирается на 
идеи метода функций Ляпунова. Существенный 
вклад в становление этого метода как основного 
метода исследования устойчивости нелинейных 
стохастических систем внесла работа Н. Н. Кра-
совского и И. Я. Каца [1], в которой введено поня-
тие усредненной производной функции Ляпуно-
ва, и последовавшие за ней монографии Г. Куш-
нера [2] и Р. З. Хасьминского [3].

Анализ устойчивости дискретных систем со 
случайными параметрами и (или) структурой 
составляет отдельное направление стохастиче-
ской теории устойчивости. В рамках данного 
направления разработан дискретно-стохасти-
ческий вариант метода функций Ляпунова (см. 
например, работы [2, 4—11]), где центральным 
является понятие усредненной конечной раз-
ности функции Ляпунова и рассматривается 
устойчивость по всем переменным нулевого по-
ложения равновесия. Ситуация, когда устой-
чивость имеет место только по заданной части 
переменных, практически не исследовалась.

Учитывая, что задачи частичной устойчиво-
сти становятся базой многих современных ис-
следований [12—15], в данной статье для класса 
нелинейных систем дискретных (конечно-раз-
ностных) уравнений, подверженных действию 
дискретного случайного процесса типа "белого" 
шума, ставится задача устойчивости по части 
переменных нулевого положения равновесия.

Для решения этой задачи применяется дис-
кретно-стохастический вариант метода функ-
ций Ляпунова. Необходимые дополнения и из-
менения включают: 1) конкретизацию требо-
ваний к функции Ляпунова, соответствующих 
предложенной постановке задачи; 2) наряду 
с основной функцией Ляпунова рассматрива-
ется дополнительная (векторная, вообще гово-
ря) вспомогательная функция для корректи-
ровки области, в которой строится основная 
функция Ляпунова.

1. Постановка задачи

Рассмотрим линейное действительное ко-
нечномерное пространство векторов x с нор-
мой |x| = max|xi| (xi — i-я компонента вектора x). 
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Введем разбиение x = (yт, zт)т (индекс "T" обо-
значает транспонирование). Обозначим 

0, 1, 2, }..{ .k+ = =�  множество целых неотри-
цательных чисел.

Пусть дана нелинейная система стохастиче-
ских дискретных (конечно-разностных) урав-
нений

 x(k + 1) = X(k, x(k)) + s(k, x(k))x(k),

 X(k, 0) ≡ 0, s(k, 0) ≡ 0,

в которой k +∈ �  — дискретное время; x(k) — 
n-мерный фазовый вектор, определяющий те-
кущее состояние системы; x(k) — m-мерный 
случайный вектор внешних воздействий, за-
данный на стандартном вероятностном про-
странстве с вероятностной мерой P; X(k, x(k)), 
s(k, x(k)) — соответственно n-мерная вектор-
функция и матричная функция размера (n Ѕ m). 
Компоненты ξi(k, ω) — реализации случайного 
процесса x(k) — предполагаются независимыми 
случайными величинами с одинаковыми зако-
нами распределения; E[ξi(k)] = 0, 2[ ] ,( ) 1i k =ξE  
E — оператор математического ожидания.

С учетом сделанного разбиения x = (yт, zт)т

представим рассматриваемую систему в виде 
двух групп уравнений:

y(k + 1) = Y(k, y(k), z(k)) + sy(k, y(k), z(k))x(k); (1)
z(k + 1) = Z(k, y(k), z(k)) + sz(k, y(k), z(k))x(k),

где Y, Z, sy, sz — векторные и матричные функ-
ции соответствующих размеров.

Будем считать, что вектор-функция X =
= (Yт, Zт)т и матричная функция т т т,( ,)= y zs s s  
определяющие правые части системы (1), при 
каждом k +∈ �  и всех x непрерывны по x в об-
ласти |x| < ∞.

Тогда [7, 9] для всех k0 l 0 и каждого детер-
минированного значения x0 существует един-
ственный случайный многомерный марков-
ский процесс, являющийся в пространстве {x, x} 
случайной вектор-функцией {x(k) = x(k; k0, x0),
x(k, x0)}, реализации {x(k, ω) = x(k, ω; k0, x0),
x(k, ω) = x(k, ω; x0)} которой удовлетворяют си-
стеме (1). Данный случайный процесс и соот-
ветствующий ему набор реализаций случайной 
вектор-функции определяют решение систе-
мы (1), удовлетворяющее начальным условиям
x0 = x(k0; k0, x0), x0 = x(k0; x0); это решение яв-
ляется глобально продолжимым (определено 
при всех k l k0).

Чтобы сделать рассматриваемые понятия 
устойчивости по части переменных положе-
ния равновесия x(k) = 0 более содержательны-
ми, представим компоненту z вектора x в виде 

т т т
1 2,( )=z z z  и обозначим Dδ — область значе-

ний x0 таких, что |y0| < δ, |z10| m L, |z20| < ∞.
Определения. Положение равновесия x(k) = 0

системы (1) при больших значениях z10 в целом 
по z20:

1) y-устойчиво по вероятности, если для 
каждого 0k +∈ �  и для любых сколь угодно 
малых чисел ε > 0, γ > 0, а также для любого 
наперед заданного числа L > 0 найдется число 
δ(ε, γ, L, k0) > 0 такое, что для всех k l k0 и
x0 ∈ Dδ имеет место соотношение

 
0

0 0sup | ( ;  , )| ;
k k

k k
≥

⎧ ⎫
> ε < γ⎨ ⎬

⎩ ⎭
P xy  (2)

2) равномерно y-устойчиво, если δ = δ(ε, γ, L).
Замечание 1. В определениях 1)—2) значение 

x0 предполагается детерминированным. Одна-
ко можно показать (см. например, работу [16]), 
что если x0 — случайная величина (не завися-
щая от x(k)), и включение x0 ∈ Dδ выполняется 
почти наверное (с вероятностью 1), то полу-
чаем определения, эквивалентные введенным 
определениям частичной устойчивости.

Замечание 2. Наиболее близкими к введен-
ным являются понятия устойчивости по части 
переменных нулевого положения равновесия
x = 0 систем стохастических дифференциаль-
ных уравнений [17, 18]: понятие y-устойчивости, 
в котором |y0| < δ, |z0| < ∞, где δ может зависеть 
не только от ε, k0, но и от z0 [17] (в этом случае 
неравенства |y0| < δ, |z0| < ∞ эквивалентны нера-
венствам |y0| < δ, |z0| < L), а также более общее 
понятие y-устойчивости [18], предполагающее 
включение x0 ∈ Dδ. Мотивацией к разделению 
вектора z0 на две части (в виде т т т

10 20,( )=z z z ) и 
переход от условия |z0| < ∞ к условиям |z10| m L,
|z20| < ∞ является поиск компромисса между 
содержательным смыслом понятия частичной 
устойчивости и требованиями к функциям 
Ляпунова.

Задача. Найти условия y-устойчивости (при 
больших значениях z10 в целом по z20) по веро-
ятности положения равновесия x(k) = 0 систе-
мы (1) в контексте метода функций Ляпунова.

Поставленная задача представляет интерес 
как задача анализа системы (1), но может ис-
пользоваться и для решения задачи стабили-
зации по части переменных положения равно-
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весия этой системы посредством приложения 
соответствующих управляющих воздействий. 
Кроме того, указанная задача может рассма-
триваться также как вспомогательная при ана-
лизе устойчивости по всем переменным нуле-
вого положения равновесия системы (1).

2. Условия устойчивости по части переменных

Для решения поставленной задачи будем 
рассматривать однозначные непрерывные по x 
при каждом k +∈ �  вспомогательные скаляр-
ные функции V = V(k, x), V(k, 0) ≡ 0, опреде-
ленные в области

 |y| < h, |z| < ∞. (3)

Аналогом производных этих функций 
в силу исследуемой системы (1) являются их 
усредненные разности (приращения), вычис-
ляемые по формуле [4, 7]

 LV(k, x) =
= E[V(k + 1, X*(k, x(k), x(k))) | x(k) = x] – V(k, x),

 X*(k, x(k), x(k)) = X(k, x(k)) + s(k, x(k))x(k),

где E[V(k + 1, X*(k, x(k), x(k))) | x(k) = x] — ус-
ловное математическое ожидание при x(k) = x 
случайной величины V(k + 1, X*(k, x(k), x(k))), 
порожденной реализациями {x(k, ω), x(k, ω)} 
процесса {x(k), x(k)}.

Также для формулировки условий частичной 
устойчивости дополнительно будут использо-
ваться следующие вспомогательные функции:

1) cкалярные непрерывные при каждом 
k +∈ �  в области (3) функции V*(k, y, z1), V

*(y, z1)
и вспомогательная векторная функция m(k, x), 
m(k, 0) ≡ 0;

2) непрерывная монотонно возрастающая по 
r > 0 скалярная функция a(r), a(0) = 0 (функ-
ция типа Хана [12, 13]).

Теорема 1. Пусть для системы (1) наряду с ос-
новной скалярной V-функцией можно указать до-
полнительную векторную функцию m(k, x),
m(k, 0) ≡ 0, для которых при каждом k +∈ �  и 
достаточно малом h1 > 0 в области

 |y| + |m(k, x)| < h1 < h, |z| < ∞ (4)

выполняются условия

 V(k, x) l a(|y| + |m(k, x)|), (5)

 V(k, x) m V *(k, y, z1), V *(k, 0, z1) ≡ 0, (6)

 LV(k, x) = E[V(k + 1, X*(k, x(k), x(k)) | x(k) =
 = x] – V(k, x) m 0. (7)

Тогда положение равновесия x(k) = 0 систе-
мы (1) y-устойчиво по вероятности при больших 
значениях z10 в целом по z20.

Доказательство. Возьмем произвольное 
число ε (0 < ε < h1) и выберем начальную точ-
ку x0 из области Dε = {|y0| < ε, |z10| m L, |z20| < ∞}.
Рассмотрим случайный процесс x(k; t0, x0) 
и обозначим τε — "целочисленный" момент 
первого достижения этим процессом поверх-
ности |y| = ε. Если некоторые траектории это-
го процесса ни за какое конечное время не 
достигают поверхности |y| = ε, то для них τε 
считаем равным ∞. Положим τ(k) = min (τε, k); 
τ(k0) = k0.

Имеют место равенства
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= V(τ(s + 1), x(τ(s + 1); k0, х0)) – V(τ(s), x(τ(s); k0, х0)).

Из этих равенств следует, что для последова-
тельности v(k) случайных величин v(k) = V(τ(k),
x(τ(k); k0, х0)), порожденных реализациями
{x(k, ω), x(k, ω)} случайного процесса {x(k), x(k)}, 
определяемого системой (1), имеют место "ус-
редненные" соотношения
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Учитывая равенства (полученные с учетом 
правила вычисления повторного математиче-
ского ожидания)

 E[ΔV(τ(s), x(τ(s); k0, х0))] =
 = E[V(τ(s + 1), X*(τ(s), x(τ(s); k0, х0), x(τ(s)) –
 – V(τ(s), x(τ(s); k0, х0))] =
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 = E{E[V(τ(s + 1), X*(τ(s), x(τ(s), x(τ(s)) | x(τ(s)) =
 = x(τ(s); k0, х0))]} – E[V(τ(s), x(τ(s); k0, х0)] =
 = E{E[V(τ(s + 1), X*(τ(s), x(τ(s), x(τ(s))) | x(τ(s)) =
 = x(τ(s); k0, х0))] – V(τ(s), x(τ(s); k0, х0))} =
 = E[LV(τ(s), x(τ(s); k0, х0))],

приходим к соотношению [7], представляюще-
му дискретный вариант формулы Дынкина:
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В результате на основании условия (7) полу-
чаем неравенство

 EV(τ(k), x(τ(k); k0, х0)) m V(k0, x0) < ∞. (8)

Если справедливо неравенство k > τε (в этом 
случае имеем τ(k) = τε), то выполняются соот-
ношения |y(τ(k); k0, x0)| = |y(τε; k0, x0)| = ε. Если же
справедливо неравенство k < τε (в этом случае 
имеем τ(k) = k), то на основании неравенства 
Чебышева—Маркова и оценки (8) находим
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Поскольку функция V(k, x) непрерывна,
V(t, 0) ≡ 0, а также выполняются неравенства 
(8), то для всех k0 l 0 и для любого заданного 
числа L > 0 предельное соотношение
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выполняется при |z10| m L равномерно по |z20| < ∞.
Поэтому для всех k0 l 0 и для любого задан-

ного числа L > 0 на основании неравенств (9), 
(10) имеем предельное соотношение
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выполняющееся при |z10| m L равномерно по 
|z20| < ∞.

В результате для каждого k0 l 0 и для лю-
бых сколь угодно малых чисел ε > 0, γ > 0, 
а также для любого наперед заданного числа
L > 0 найдется число δ(ε, γ, L, k0) > 0 такое, что 
неравенство (2) имеет место для всех k l k0 и

x0 ∈ Dδ. Следовательно, при больших значе-
ниях z10 в целом по z20 положение равновесия
x(k) = 0 системы (1) y-устойчиво по вероятно-
сти. Теорема доказана.

Теорема 2. Если условия (6) заменить усло-
виями

 V(k, x) m V*(y, z1), V
*(0, z1) ≡ 0, (11)

то положение равновесия x(k) = 0 системы (1) 
равномерно y-устойчиво по вероятности при 
больших значениях z10 в целом по z20.

Доказательство. При выполнении условий 
(11) для любого заданного числа L > 0 предель-
ное соотношение (10) выполняется при |z10| m L
равномерно не только по |z20| < ∞, но и по k0 l 0.
В результате для каждого k0 l 0 и для любых 
сколь угодно малых чисел ε > 0, γ > 0, а также для 
любого наперед заданного числа L > 0 найдет-
ся не зависящее от k0 число δ(ε, γ, L) > 0 такое, 
что неравенство (2) имеет место для всех k l k0 
и x0 ∈ Dδ. Следовательно, при больших значе-
ниях z10 в целом по z20 положение равновесия 
x(k) = 0 системы (1) равномерно y-устойчиво 
по вероятности. Теорема доказана.

Замечание 3. Вспомогательная V-функция и 
ее приращение в силу системы (1) в теоремах 1, 2
при каждом k +∈ �  являются, вообще говоря, 
знакопеременными функциями в области (3), 
которая обычно рассматривается при анализе 
y-устойчивости. Наряду с основной V-функцией 
дополнительная вспомогательная векторная 
m-функция вводится для наиболее рациональ-
ной замены области (3) областью (4). При этом 
в рамках предложенного подхода используе-
мые вспомогательные нелинейные V-функции 
могут быть построены как знакоопределенные 
квадратичные формы V(k, x) ≡ V*(k, y, m(k, x)) 
переменных y, m.

Замечание 4. В случае m(k, x) ≡ 0, x(k) ≡ 0, 
|x0| < δ при выполнении условий (5), (7) (усло-
вие (6) не требуется) имеем дискретный вари-
ант классической теоремы В. В. Румянцева [12] 
об устойчивости по части переменных. В слу-
чае x(k) ≡ 0 теорема 1 переходит в дискретные 
варианты [19, 20] соответствующих теорем об 
устойчивости по части переменных детерми-
нированных систем дифференциальных урав-
нений из работ [21—23].

Замечание 5. Устойчивость по части пере-
менных нулевого положения равновесия систем 
стохастических дискретных уравнений рассмо-
трена также в работах [24, 25], где используются 
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другие понятия устойчивости и методы иссле-
дования. Кроме того, в ряде работ (см. напри-
мер, [26—34]) исследуется задача устойчиво-
сти по части переменных нулевого положения 
равновесия нелинейных систем стохастических 
дифференциальных уравнений Ито (в том чис-
ле и для систем со случайной структурой).

4. Пример

Пусть дискретная система (1) состоит из 
уравнений
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Наряду с основной V-функцией

 2 2 2
1 1 2( ) 2V y z z= +x  (13)

также рассмотрим вспомогательную функцию 
μ1(z) = z1z2.

Для V-функции (13) в области (4) выполня-
ются условия (5) и (11).

При каждом k +∈ �  в области (4) усреднен-
ная разность (приращение) LV выбранной 
V-функции (13) в силу системы (12) определя-
ется следующим образом:
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Если выполняется условие 2 1
,

4
a <  то для 

каждого k +∈ �  при достаточно малом h1 > 0 
в области (4) (но не в области (3)) имеет место 
оценка LV(x) m 0.

На основании теоремы 2 положение равно-
весия y1(k) = z1(k) = z2(k) = 0 системы (12) при 
больших значениях z10 в целом по z20 равно-
мерно y1-устойчиво по вероятности.

Заключение

Для нелинейной системы стохастических 
дискретных (конечно-разностных) уравнений, 
подверженных действию дискретного случай-
ного процесса типа "белого" шума, поставлена 
задача устойчивости по заданной части пере-
менных нулевого положения равновесия.

Даны достаточные условия разрешимости 
этой задачи в контексте дискретно-стохасти-
ческого варианта метода функций Ляпуно-
ва в соответствующей модификации. Наряду 
с основной функцией Ляпунова использована 
дополнительная (векторная, вообще говоря) 
вспомогательная функция для корректировки 
области, в которой строится основная функция 
Ляпунова. Целесообразность такого подхода 
заключается в том, что в результате основная 
V-функция Ляпунова, а также ее усредненное 
приращение в силу рассматриваемой системы, 
могут быть знакопеременными.
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Abstract

Nonlinear discrete (finite-difference) system of equations subject to the influence of a random disturbances of the 
"white" noise type, which is a difference analog of systems of stochastic differential equations in the Ito form, is considered. 
The increased interest in such systems is associated with the use of digital control systems, financial mathematics, as well as 
with the numerical solution of systems of stochastic differential equations. Stability problems are among the main problems 
of qualitative analysis and synthesis of the systems under consideration. In this case, we mainly study the general problem 
of stability of the zero equilibrium position, within the framework of which stability is analyzed with respect to all variables 
that determine the state of the system. To solve it, a discrete-stochastic version of the method of Lyapunov functions has 
been developed. The central point here is the introduction by N. N. Krasovskii, the concept of the averaged finite difference 
of a Lyapunov function, for the calculation of which it is sufficient to know only the right-hand sides of the system and the 
probabilistic characteristics of a random process. In this paper, for the class of systems under consideration, a statement of 
a more general problem of stability of the zero equilibrium position is given: not for all, but for a given part of the variables 
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defining it. For the case of deterministic systems of ordinary differential equations, the formulation of this problem goes back 
to the classical works of A. M. Lyapunov and V. V. Rumyantsev. To solve the problem posed, a discrete-stochastic version of 
the method of Lyapunov functions is used with a corresponding specification of the requirements for Lyapunov functions. In 
order to expand the capabilities of the method used, along with the main Lyapunov function, an additional (vector, gener-
ally speaking) auxiliary function is considered for correcting the region in which the main Lyapunov function is constructed.

Keywords: nonlinear stochastic discrete-time (difference) systems, partial stability, Lyapunov functions method
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