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Оптимальное управление относительным движением
группы космических аппаратов

Введение

В связи с активным развитием техники и 
информационных технологий разрабатывают-
ся новые концепции спутниковых систем. Од-
ной из них является система автоматических 
космических аппаратов (КА) группового по-
лета, летящих на сравнительно близком вза-
имном расстоянии (от сотен метров до сотен 
километров) и функционирующих как единое 
целое. Этой тематике за последнее десятиле-
тие посвящен цикл работ [1—4]. При решении 
задач группового полета возможно выделить 
несколько подходов к управлению движени-
ем КА группы, используемых на различных 
этапах функционирования и для решения 
целевых задач: активное управление на этапе 
формирования заданной орбитальной конфи-
гурации; коррекция параметров движения КА 
для сохранения периодической конфигурации; 

непрерывное управление для поддержания те-
кущих параметров конфигурации [3, 5—12]. 
При этом для обеспечения безопасного (без 
столкновения) полета требуются алгоритмы 
быстрого расчета траекторий относительного 
движения КА в группе [1, 3, 5, 8, 11]. В свя-
зи с этим практический интерес представля-
ют подходы на основе теории оптимального 
управления, обеспечивающие получение та-
ких решений [13-18].

Целью данной работы является получение 
аналитического решения для расчета параме-
тров оптимальных траекторий относительного 
движения пары КА по критерию минимиза-
ции расхода управляющих ускорений путем 
решения соответствующей задачи Лагранжа (с 
заданными граничными условиями на фикси-
рованном интервале времени) с последующим 
моделированием и анализом результатов.

Рассмотрена задача оптимального управления относительным движением группы (пары) космических аппара-
тов (КА), которая сформулирована в виде задачи Лагранжа на основе критерия минимизации расхода управляющих 
ускорений, соответствующего минимизации расхода рабочего тела или удельного импульса тяги. На основе уравне-
ний Хилла—Клохесси—Уилтшира получена математическая модель относительного пространственного движения 
пары КА, находящейся на круговой орбите вокруг центрального тела. При этом один из них является управляемым, 
а другой — неуправляемым КА. Проведено аналитическое описание управления движением такой пары КА. Сфор-
мулирован критерий оптимальности, который определяет минимизацию расхода управляющих ускорений КА для 
решения задачи с заданными граничными условиями на фиксированном интервале времени. Получена система урав-
нений Эйлера—Лагранжа как необходимое условие существования экстремума. Получено аналитическое решение 
задачи Лагранжа. Для исследования полученного решения выполнено моделирование относительного движения КА 
по дистанции, относительной высоте, боковому отклонению для четырех временных интервалов, равных половине 
витка, одному, двум и четырем виткам. Исследовано влияние располагаемого времени (длительности) маневра КА на 
значение потребных максимальных управляющих ускорений и форму траекторий. Определена зависимость заданного 
критерия оптимальности управления от длительности маневра. Показано, что с увеличением длительности ма-
невра уменьшаются суммарные затраты управляющих ускорений КА и максимальное значение управляющих ускоре-
ний. Показано изменение формы оптимальных траекторий и, соответственно, программного закона управления КА 
с увеличением длительности маневра. Обсуждается практическое применение полученных результатов. На основе 
аналитического решения предложен алгоритм синтеза управляющих ускорений КА, содержащий этапы определения 
начального относительного положения КА; определения потребного относительного положения КА; определения же-
лаемой длительности маневра; вычисления значений постоянных интегрирования с учетом начального и желаемого 
состояний и длительности маневра КА; синтеза оптимальных управляющих ускорений и траекторий КА с использо-
ванием полученного аналитического решения.

Ключевые слова: оптимальное управление, космический аппарат, относительное движение, задача Лагранжа, 
минимизация расхода, аналитическое решение
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Аналитическое описание управления 
движением пары космических аппаратов

Рассматривается относительное движение 
управляемого аппарата относительно неуправ-
ляемого, находящегося на круговой орбите во-
круг центрального тела. Введем следующую 
систему координат: ось x направлена вдоль ра-
диус-вектора неуправляемого КА, ось z — вдоль 
вектора орбитального углового момента, ось y 
дополняет оси до правой тройки векторов.

Система уравнений относительного про-
странственного движения пары КА с одним 
управляемым аппаратом в нормальной форме 
Коши имеет вид [19-20]
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где 3/n a= μ ; μ — гравитационный параметр; 
a — длина большой полуоси эллипса или ра-
диус круговой орбиты неуправляемого КА; 
x1 — относительное расстояние между КА по 
высоте; x2 — скорость изменения относитель-
ного расстояния между КА по высоте; x3 — от-
носительное расстояние между КА по дистан-
ции; x4 — скорость изменения относительного 
расстояния между КА по дистанции; x5 — от-
носительное расстояние между КА по фронту; 
x6 — скорость изменения относительного рас-
стояния между КА по фронту; ui, 1, 3,i =  — 
нормальная, тангенциальная и бинормальная 
составляющие управляющего ускорения 
управляемого КА, соответственно.

Пусть объект управления — управляемый 
КА — требуется перевести из начального со-
стояния X(0) = X0 в произвольное состояние 

1
1( ) tt =X X  таким образом, чтобы обеспечить 

минимум расхода управляющих ускорений:
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где t1 — фиксированная длительность маневра.
Для решения задачи Лагранжа управления 

относительным пространственным движением 
управляемого КА запишем Лагранжиан для 
критерия (2):
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Для задачи минимизации коэффициент Ла-
гранжа λ0 = 1. Расширенный вектор перемен-
ных имеет следующий вид: x1, x2, x3, x4, x5, x6, 
λ1, λ2, λ3, λ4, λ5, λ6, u1, u2, u3.

Система уравнений Эйлера—Лагранжа име-
ет вид

 

2
1 2 2 1 4 1 3 4

2
4 2 2 5 5 36 6

2
1 2 2 4 1 3

2
4 2 3 5 56 6

2 1 4 2 36

; 3 2 ; ;

2 ; ; ;

3 ; 2 ; 0;

2 ; ; ;

2 0; 2 0; 2 0.

x x x n x nx u x x

x nx u x x x n x u

n n

n n

u u u

= = + + =

= − + = = − +

λ = − λ λ = λ − λ λ =

λ = − λ − λ λ = λ λ = −λ

−λ + = − λ + = − λ + =

� � �

� � �
� � �

� � �
 (4)

Управляющие ускорения, выраженные че-
рез неопределенные функции Лагранжа, мож-
но записать в виде

 u1 = 0,5λ2, u2 = 0,5λ4, u3 = 0,5λ6, (5)

Необходимо решить следующую систему 
дифференциальных уравнений:
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Вектор неопределенных функций Лагранжа 
λ имеет вид:
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Интегрирование системы (1) с учетом вы-
ражений (5) и (7) с граничными условиями 

X(0) = X0  и 1
1( ) tt =X X  позволяет получить сле-

дующее аналитическое решение:
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Постоянные интегрирования Ci могут быть 
найдены путем назначения граничных усло-
вий с последующим решением полученной си-
стемы уравнений.

Исследование аналитического решения

Исследование выполнено для аналитиче-
ского решения (8) со следующими исходными 
данными: μ = 398 600•109 м3/с2, высота круго-
вой орбиты а = 530 км.

В качестве модельного примера рассматри-
вается задача относительного перемещения 
управляемого КА на 2000 м по дистанции, от-
носительной высоте, боковому отклонению:
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Для оценки влияния длительности маневра 
на относительное движение пары КА выпол-
няется моделирование для четырех временных 
интервалов, равных половине витка, одному 
витку, двум и четырем виткам:
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На рис. 1—4 (см. третью сторону обложки) и 
рис. 5, 6 (см. четвертую сторону обложки) пред-

ставлены результаты моделирования решения 
поставленной задачи для относительных рассто-
яний по высоте, дистанции и фронту (x1, x3, x5)
и трех управляющих ускорений u1, u2, u3, соот-
ветствующих нормальной, тангенциальной и 
бинормальной составляющим импульса тяги. 
Для практической реализации таких ускорений 
необходима двигательная установка, обеспечи-
вающая независимое создание управляющих 
ускорений в трех плоскостях (например, ионные 
двигатели или реактивные двигатели с дроссе-
лируемой малой тягой).

На рис. 7 представлена зависимость опти-
мального значения критерия оптимальности 
(2) от длительности маневра t1. С увеличением 
длительности маневра уменьшаются суммар-
ные затраты управляющих ускорений.

Рис. 7. Зависимость суммы квадратов ускорений от длитель-
ности маневра
Fig. 7. The dependence of the sum of the squares of accelerations 
on the duration of the maneuver
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На рис. 8 (см. четвертую сторону облож-
ки) представлена зависимость максимального 
значения управляющих ускорений u1, u2, u3 от 
длительности маневра. Как видно, с увеличе-
нием длительности маневра уменьшается мак-
симальное значение управляющих ускорений.

Особенностью траекторий, представленных 
на рис. 1—6 (см. третью и четвертую стороны об-
ложки), является изменение оптимальных траек-
торий и, соответственно, программного закона 
управления с увеличением длительности манев-
ра: происходит увеличение числа пересечений 
траекторий неуправляемого и управляемого КА. 
Это связано с особенностью динамики орбиталь-
ного движения и рассматриваемой модели, осно-
ванной на уравнениях Клохесси—Уилтшира.

Преимуществом аналитического решения за-
дачи оптимального управления перед методами 
параметрической оптимизации и численными 
методами решения краевых задач является его 
однозначность и низкая вычислительная слож-
ность, которая сводится к вычислению значе-
ния функций при заданных граничных услови-
ях. На основе аналитического решения может 
быть предложен алгоритм синтеза управляю-
щих ускорений, включающий этапы: 1) опре-
деления начального относительного положения 
КА; 2) определение потребного относительного 
положения КА; 3) определение желаемой дли-
тельности маневра; 4) вычисление значений по-
стоянных интегрирования с учетом начального 
и желаемого состояний и длительности манев-
ра; 5) синтез оптимальных управляющих уско-
рений и траекторий с использованием получен-
ного аналитического решения.

Заключение

Получено аналитическое решение задачи 
управления относительным движением пары 
КА, определяющее оптимал ьное управление по 
критерию минимизации расхода управляющих 
ускорений. Практической значимостью этой за-
дачи является экономия рабочего тела двигатель-
ной установки при маневре КА. Решение приме-
нимо для группы двух и более управляемых КА.
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Abstract

A task of a pair formation flying satellites optimal relative motion control is described. It is presented as a Lagrange problem 
of satellite relative motion by the criterion of the control acceleration minimization. The сontrol acceleration term corresponds to 
the term of a fuel flow or a  satellite specific impulse. On the basis of a Hill-Clohessy-Wiltshire equation a mathematical model of 
the relative motion of a pair of satellites is obtained. One satellite is controlled and another is noncontrolled. Analytical descrip-
tion of such relative motion is presented. The optimization criterion considers control acceleration minimization with fixed bound-
ary conditions and a fixed time interval. The system of Euler-Lagrange equations is obtained as a necessary condition for the 
extremum existence. An analytical solution for the Lagrange problem is obtained. Relative motion simulation for given examples 
is performed. The example studies relative motion by distance, relative attitude and lateral deviation parametres and four time 
intervals, corresponding to half orbit length, one, two and four orbit length. The correlation of optimization criterion value and 
duration of the maneuver is determined. Direct dependence between duration of maneuvers, control acceleration magnitude and 
control acceleration costs is presented. Correlation between duration of maneuvers and shape of the optimal trajectory is studied. 
Practical application of this paper results is discussed. An algorithm of a formation flying relative motion control is provided. 
The algorithm includes stages of an initial relative position definition, the required relative position and duration of a maneuver 
definition, constants of integration evaluation, optimal control acceleration synthesis.

Keywords: satellite, relative motion, optimal control, fuel minimization, analytical solution, Lagrange problem, formation flying
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