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Квазиоптимальный алгоритм разворота осесимметричного 
космического аппарата при произвольных граничных условиях

Введение

Построение управëения пространственной пере-
ориентаöией косìи÷ескоãо аппарата (КА) как твер-
äоãо теëа в траäиöионной постановке вкëþ÷ает за-
äа÷и проãраììноãо уãëовоãо äвижения (разворота),
проãраììноãо управëения и поиска управëения,
стабиëизируþщеãо проãраììу уãëовоãо äвижения
в ìаëоì. Заäа÷а рас÷ета проãраììноãо уãëовоãо
äвижения и реаëизуþщеãо еãо управëения во ìно-
ãих сëу÷аях реøается с поìощüþ ìетоäов теории
оптиìаëüноãо управëения. То÷ное анаëити÷еское
реøение этой заäа÷и äëя наибоëее ÷асто испоëü-
зуеìых функöионаëов оптиìизаöии при произ-
воëüных ãрани÷ных усëовиях по уãëовоìу поëоже-
ниþ и уãëовой скорости КА не найäено äаже в сëу÷ае
сфери÷еской сиììетрии КА, не ãоворя уже о еãо
произвоëüной äинаìи÷еской конфиãураöии. Из-
вестны ëиøü некоторые ÷астные сëу÷аи реøения
заäа÷и (сì., наприìер, [1—8]); в общеì сëу÷ае
прихоäится расс÷итыватü тоëüко на прибëижен-
ные ÷исëенные ìетоäы. Межäу теì, анаëити÷еское
реøение заäа÷и оптиìаëüноãо разворота КА в заì-
кнутой форìе иìеет не тоëüко теорети÷еский, но и
боëüøой практи÷еский интерес, так как позвоëяет
испоëüзоватü на борту косìи÷еских аппаратов ãо-
товые законы проãраììноãо управëения и изìене-
ния оптиìаëüной траектории.
В настоящей статüе в траäиöионной постановке

рассìатривается заäа÷а оптиìаëüноãо в сìысëе
ìиниìуìа энерãети÷еских затрат разворота КА как
тверäоãо теëа с оäной осüþ сиììетрии при произ-
воëüных ãрани÷ных усëовиях по уãëовоìу поëоже-
ниþ и уãëовой скорости КА без оãрани÷ения на уп-

равëение. Вреìя переориентаöии КА произвоëüно и
зафиксировано. С поìощüþ заìен переìенных ис-
хоäная заäа÷а оптиìаëüноãо разворота осесиììет-
ри÷ноãо КА упрощается (в сìысëе äинаìи÷еских
уравнений Эйëера) äо заäа÷и оптиìаëüноãо разво-
рота тверäоãо теëа со сфери÷ескиì распреäеëениеì
ìасс, соäержащей оäно äопоëнитеëüное скаëярное
äифференöиаëüное уравнение. В кëассе обобщен-
ных кони÷еских äвижений провеäена ìоäификаöия
поëу÷енной заäа÷и оптиìаëüноãо разворота, кото-
рая позвоëиëа поëу÷итü анаëити÷еские реøения
äëя уравнений äвижения, соäержащие произвоëü-
ные постоянные и äве произвоëüные скаëярные
функöии (параìетры обобщенноãо кони÷ескоãо
äвижения). Относитеëüно этих функöий и их про-
извоäных форìуëируется и реøается оптиìизаöи-
онная заäа÷а, в которой в ка÷естве управëений
выступаþт вторые произвоäные от этих äвух функ-
öий. Поëу÷енное анаëити÷еское реøение ìоäифи-
öированной заäа÷и ìожет рассìатриватüся как
прибëиженное (квазиоптиìаëüное) реøение тра-
äиöионной заäа÷и оптиìаëüноãо разворота КА при
произвоëüных ãрани÷ных усëовиях. Сëеäует отìе-
титü, ÷то äëя сëу÷аев анаëити÷еской разреøиìости
траäиöионной заäа÷и оптиìаëüноãо разворота при
сфери÷еской сиììетрии тверäоãо теëа, коãäа на-
ëожены оãрани÷ения на краевые усëовия заäа÷и —
пëоский эйëеров разворот [7], кони÷еское äвиже-
ние [9], — реøения траäиöионной и ìоäифиöиро-
ванной заäа÷ поëностüþ совпаäаþт. На приìере
осесиììетри÷ноãо КА "Спейс Шаттë", рассìатри-
ваеìоãо как тверäое теëо, привоäятся резуëüтаты
÷исëенных реøений заäа÷и оптиìаëüноãо разворота

В кватернионной постановке рассматривается задача оптимального в смысле минимума энергетических затрат разво-
рота осесимметричного космического аппарата (КА) как твердого тела при произвольных граничных условиях без ограничения
на функцию управления. С помощью замен переменных исходная задача оптимального разворота осесимметричного КА упро-
щается (в смысле динамических уравнений Эйлера) до задачи оптимального разворота твердого тела со сферическим распре-
делением масс, содержащей одно дополнительное скалярное дифференциальное уравнение. Для этой задачи представлено ана-
литическое приближенное решение в классе обобщенных конических движений. Дается алгоритм квазиоптимального разво-
рота КА. Приводятся численные примеры.
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в траäиöионной и ìоäифиöированной постанов-
ках äëя нескоëüких вариантов ãрани÷ных усëовий
по уãëовоìу поëожениþ и уãëовой скорости КА.
Расхожäение ìежäу зна÷енияìи функöионаëа ка-
÷ества в рассìатриваеìых реøениях äëя траäиöи-
онной и ìоäифиöированной заäа÷и не превыøает
0,3 %. Наäо заìетитü, ÷то зна÷ение функöионаëа
ка÷ества проöесса управëения явëяется опреäе-
ëяþщей характеристикой заäа÷и.
Статüя проäоëжает иссëеäования, на÷атые в ра-

ботах [9, 10].

1. Постановка традиционной задачи
оптимального разворота

Движение КА как тверäоãо теëа с оäной осüþ
сиììетрии вокруã öентра ìасс описывается äиф-
ференöиаëüныìи уравненияìи [1]

2  = L é w; (1.1)

(1.2)

ãäе L(t) = l0(t) + l1(t)i1 + l2(t)i2 + l3(t)i3 (кватернион
поворота КА); w(t) = w1(t)i1 + w2(t)i2 + w3(t)i3 (век-
тор уãëовой скорости КА) — фазовые коорäинаты;
M(t) = [M1(t), M2(t), M3(t)]

т — (вектор внеøнеãо ìо-
ìента, äействуþщеãо на КА) — управëение. Фазо-
вые коорäинаты и управëение поä÷инены требова-
нияì заäа÷и понтряãинскоãо типа (L(t), w(t) —
функöии непрерывные, M(t) — кусо÷но-непрерыв-
ная функöия); кватернион L(t) норìирован, т.е.

||L|| =  +  +  +  = 1; i1, i2, i3 — орты ãипер-

коìпëексноãо пространства (ìниìые еäиниöы Га-
ìиëüтона), которые ìожно иäентифиöироватü с ор-
таìи трехìерноãо векторноãо пространства i1, i2, i3,
сиìвоë "é" озна÷ает кватернионное уìножение.
В äинаìи÷еских уравнениях Эйëера (1.2) äëя твер-
äоãо теëа с оäной осüþ сиììетрии (направëенной в
наøеì сëу÷ае вäоëü орта i1 связанной с тверäыì те-
ëоì систеìы коорäинат) I1, I2 — ãëавные öентраëü-
ные ìоìенты инерöии тверäоãо теëа, I1, I2 = const > 0.
Заäаны произвоëüные ãрани÷ные усëовия по уã-

ëовоìу поëожениþ

L(0) = L0, L(T) = LT (1.3)

и уãëовой скорости КА

w(0) = w0, w(T) = wT . (1.4)

Требуется опреäеëитü оптиìаëüное управëение
Mопт(t) систеìой (1.1), (1.2) при ãрани÷ных усëови-
ях (1.3), (1.4), äоставëяþщее ìиниìуì функöионаëу

J = (  +  + )dt, (1.5)

ãäе вреìя Т произвоëüно и зафиксировано.

Сëеäуя работе [11], ìожно поëаãатü, ÷то функöио-
наë (1.5) пропорöионаëен энерãети÷ескиì затратаì
на созäание управëяþщеãо ìоìента тверäоãо теëа.

2. Замены переменных в уравнениях движения КА

Перейäеì от разìерных переìенных заäа÷и к
безразìерныì по форìуëаì

t безраз = t/T, wбезраз = wT, Mбезраз = MT 2/I ìасø, 

Jбезраз = JT3/(Iìасø)2,   = Ik/I
ìасø, k = 1, 2, 

I ìасø = ((  + 2 )/3)1/2,

при этоì виä форìуë (1.1)—(1.4) не изìенится,
а функöионаë (1.5) запиøется так:

J = (  +  + )dt.

Даëее буäеì иìетü в виäу постановку заäа÷и
(1.1)—(1.5) (ãäе Т = 1) в безразìерных переìенных,
и верхние инäексы у них буäут опущены.
В öеëях упрощения (в сìысëе äинаìи÷еских

уравнений Эйëера) заäа÷и (1.1)—(1.5) осуществиì
заìены переìенных, анаëоãи÷ные сäеëанныì в ра-
ботах [12, 13], своäящие исхоäнуþ заäа÷у опти-
ìаëüноãо разворота осесиììетри÷ноãо КА (твер-
äоãо теëа) к заäа÷е оптиìаëüноãо разворота теëа со
сфери÷ескиì распреäеëениеì ìасс. Дëя этоãо пе-
репиøеì уравнения (1.2) в виäе

 = m1;

 = b1m2 – bw1w3;

 = b1m3 – bw1w2,

ãäе m1 = M1/I1, m2 = M2/I1, m3 = M3/I1, b = (I1 – I2)/I2,
b1 = I1/I2.
Заìена переìенных wk(t)

= ,(2.1)

ãäе ωk = ωk(t), k = , — новые переìенные, пре-
образует уравнения (1.2) сëеäуþщиì образоì:

= (2.2)

L·

I1  = M1;

I2  = M2 – (I1 – I2)w1w3;

I2  = M3 + (I1 – I2)w1w2,
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иëи в кватернионной записи

 =  é b1m é B; (2.3)

B(t) = exp i1b2 ω1(τ)dτ/2 , (2.4)

ãäе "∼" — сопряжение кватерниона, а "exp{.}" — ква-

тернионная экспонента, b2 = b  = 1 – I2/I1 = 1 – .

Отìетиì, ÷то |B(t)| = 1, ∀t.
Кватернионное уравнение уãëовоãо äвижения

КА (2.1) при этоì запиøется сëеäуþщиì образоì:

2  = L é B é ( ω1i1 + ω2i2 + ω3i3) é , (2.5)

ãäе кватернион B опреäеëяется соотноøениеì (2.4).
С у÷етоì первоãо соотноøения систеìы (1.2) и

на÷аëüноãо усëовия по уãëовой скорости КА (1.4)
уравнение (2.3) ìожно переписатü сëеäуþщиì об-
разоì:

 =  é b1m é b; (2.6)

b(t) = exp i1b2 m1(ξ)dξ + dτ/2 . (2.7)

Неëинейное выражение, стоящее в правой ÷асти
уравнения (2.6) и зависящее тоëüко от переìенных
mk(t), k = , приìеì за новое управëение u(t):

u =  é b1m é b, (2.8)

ãäе b опреäеëяется выражениеì (2.7). Отìетиì, ÷то
u1(t) = b1m1(t), и поэтоìу в заìене переìенных (2.8)
всеãäа ìожно соверøитü обратный хоä: по новой
векторной переìенной u(t) (коãäа она буäет известна)
восстановитü управëение m(t) заäа÷и (1.1)—(1.5).
Моäуëü вектора новоãо управëения связан с ìо-

äуëеì вектора управëяþщеãо ìоìента КА сëеäуþ-
щиì образоì:

|u| = |  é b1m é b| = b1| ||m||b| =
= b1|m| = b1|M|/I1 = |M|/I2.

Исхоäя из соотноøения (2.5) осуществиì еще
оäну заìену переìенных

L = L é , (2.9)

ãäе L = L(t) — новая кватернионная переìенная,
описываþщая уãëовое поëожение КА.
С у÷етоì всех указанных выøе заìен переìен-

ных и вспоìоãатеëüноãо обозна÷ения

θ(t) = b2 ω1(τ)dτ (2.10)

заäа÷а оптиìаëüноãо разворота тверäоãо теëа
(1.1)—(1.5) приìет виä

2  = L é w; (2.11)

 = u; (2.12)

θ  = b2ω1; (2.13)

θ(0) = 0; (2.14)

w(0) = w0 = b1 i1 + i2 + i3;

w(T) = wT = (θ(T)) é

é (b1 i1 + i2 + i3) é B(θ(T)); (2.15)

L(0) = L0 = L0; 

L(T) = LT = LT é B(θ(T)), Т = 1; (2.16)

J = u2dt → min. (2.17)

В этой заäа÷е искоìыìи веëи÷инаìи явëяþтся
uопт, Lопт, wопт, а B(θ(T)) = exp{i1θ(T)/2}. Как виäно,
векторное äифференöиаëüное уравнение (2.12)
иìеет структуру, соответствуþщуþ äинаìи÷ескиì
уравненияì Эйëера äëя сфери÷ески сиììетри÷но-
ãо тверäоãо теëа. Это существенно обëеã÷ает иссëе-
äование заäа÷и.

3. Модифицированная задача
оптимального разворота

Оäной из основных пробëеì при построении
анаëити÷ескоãо реøения в заäа÷е оптиìаëüноãо
разворота КА (тверäоãо теëа) явëяется разреøи-
ìостü кëасси÷еской заäа÷и Дарбу — анаëити÷еско-
ãо опреäеëения L(t) из уравнения (2.11) при из-
вестных L0, w(t).
Дëя кватернионноãо äифференöиаëüноãо урав-

нения (2.11) при усëовии, ÷то вектор уãëовой ско-
рости w(t) заäается выражениеì

w(t) = i1 sing(t) + i2 cosg(t) + i3 , (3.1)

в котороì f(t) и g(t) — произвоëüные функöии вре-
ìени, известно реøение [14], уäовëетворяþщее на-
÷аëüноìу усëовиþ (2.16):

L(t) = L0 é exp{–i3g(0)/2} é exp{–i2f(0)/2} é
é exp{i2f(t)/2} é exp{i3g(t)/2}. (3.2)

Форìуëы (3.1), (3.2) вкëþ÷аþт в себя все извест-
ные то÷ные анаëити÷еские реøения траäиöионной
заäа÷и оптиìаëüноãо разворота тверäоãо теëа при
еãо сфери÷еской сиììетрии, коãäа вектор уãëовой
скорости на всеì интерваëе вреìени äвижения твер-
äоãо теëа постоянен по направëениþ иëи описывает
в пространстве круãовой конус [1—3, 5—9].
Заìетиì [14], ÷то заäа÷у Дарбу с произвоëüно

заäанныì вектороì уãëовой скорости w(t) с по-
ìощüþ заìен переìенных ìожно свести к реøе-
ниþ уравнения типа (2.11) с уãëовой скоростüþ

w*(t) = – i1 sing(t) + i2 cosg(t) + i3 ,
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отëи÷аþщейся от выражения (3.1) тоëüко знакоì.
При этоì явное анаëити÷еское реøение этой заäа÷и,
как и при произвоëüноì векторе w(t), неизвестно.
Выражение (3.1) и реøение (3.2) ìожно обоб-

щитü, äобавив поворот на постоянный уãоë вокруã
некоторой оси. Такой поворот заäается с поìощüþ
кватерниона K, ||K|| = 1. Тоãäа вектор w и кватер-
нион L буäут опреäеëятüся соотноøенияìи

w =  é i1 sing(t) + i2 cosg(t) + i3  é K;(3.3)

L = L0 é  é exp{–i3g(0)/2} é exp{i2( f(t) – f(0))/2 é
é exp{i3g(t)/2} é K. (3.4)

Буäеì рассìатриватü вторые произвоäные от
функöий f и g в ка÷естве управëяþщих параìетров.
Тоãäа, есëи ввести обозна÷ения

 = f1,  = g1, (3.5)

то ìожно составитü систеìу äифференöиаëüных
уравнений, описываþщих управëяеìуþ систеìу:

 = f1,  = g1,  = v1,  = v2, (3.6)

ãäе f, f1, g, g1 — фазовые коорäинаты; v1, v2 — уп-
равëяþщие параìетры.
Оãрани÷иìся сëу÷аеì, коãäа кватернион K

преäставëяется в виäе произвеäения

K = K2 é K1, K1 = exp{i1α1/2}, K2 = exp{i2α2/2}, (3.7)

ãäе α1, α2 — некоторые постоянные. Отìетиì, ÷то
кватернионы K1 и K2 опреäеëяþт поворот вектора w
(3.1) вокруã осей i1, i2. Поворот вокруã оси i3 уже
вкëþ÷ен в форìуëу (3.3), есëи у÷естü, ÷то в функöиþ
g(t) вхоäит аääитивная постоянная. Сопряженный
кватернион  буäет преäставëятüся в виäе

 =  é ,  = exp{–i1α1/2},

 = exp{–i2α2/2}. (3.8)

Усëовия тоãо, ÷то выражения äëя w, L (3.3),
(3.4) уäовëетворяþт ãрани÷ныì усëовияì (2.15),
(2.16) с у÷етоì (3.7), (3.8), запиøутся в виäе

 é  é (i1f1(0)sing(0) + i2f1(0)cosg(0) + i3g1(0)) é

é K2 é K1 = b1 i1 + i2 + i3; (3.9)

 é  é (i1f1(1)sing(1) + i2f1(1)cosg(1) + i3g1(1)) é

é K2 é K1 = (θ(1)) é

é (b1 i1 + i2 + i3) é B(θ(1)); (3.10)

vect(L0 é  é  é exp(–i3g(0)/2} é

é exp{i2( f(1) – f(0))/2} é exp{i3g(1)/2) é

é K2 é K1 é (θ(1)) é LT) = 0. (3.11)

Тоãäа äëя управëяеìой систеìы (3.6) ìожно
сфорìуëироватü сëеäуþщуþ заäа÷у оптиìаëüноãо
управëения. Требуется найти оптиìаëüные управ-
ëения v1(t), v2(t), которые перевоäят управëяеìуþ
систеìу (3.6) из на÷аëüноãо состояния

f = f(0), f1 = f1(0), g = g(0), g1 = g1(0) (3.12)

в коне÷ное состояние

f = f(T), f1 = f1(T), g = g(T), g1 = g1(T ), (3.13)

уäовëетворяþщие соотноøенияì (3.9)—(3.11), в ко-
торых α1, α2 выступаþт как параìетры, поäëежа-
щие опреäеëениþ, и äоставëяþт ìиниìуì функ-
öионаëу

J = (  + )dt. (3.14)

Такуþ заäа÷у оптиìаëüноãо управëения (с у÷е-
тоì заìен переìенных (2.1), (2.4), (2.7)—(2.9)) бу-
äеì называтü ìоäифиöированной заäа÷ей опти-
ìаëüноãо разворота осесиììетри÷ноãо КА (твер-
äоãо теëа).
У÷итывая соотноøение (3.7), ìожно записатü

коìпоненты вектора w (3.3) в виäе

ω1 = f1singcosα2 – g1sinα2;

ω2 = f1(singsinα1sinα2 + g1cosgcosα1) + 
+ g1sinα1cosα2; (3.15)

ω3 = f1(singcosα1sinα2 – g1cosgsinα1) +
+ g1cosα1cosα2.

Коìпоненты вектора управëения u, который со-
ãëасно выражениþ (2.12) явëяется произвоäной по
вреìени от вектора w, опреäеëяþтся по форìуëаì

u1 =  = (v1sing + f1g1cosg)cosα2 – v2sinα2;

u2 =  = v1(singsinα1sinα2 + cosgcosα1) +

+ f1g1(cosgsinα1sinα2–singcosα1) + v2sinα1cosα2;(3.16)

u3 =  = v1(singcosα1sinα2 – cosgsinα1) +

+ f1g1(cosgcosα1sinα2 + sing sinα1) + v2cosα1cosα2.

Кваäрат вектора u, который явëяется поäынтеã-
раëüной функöией в функöионаëе (2.17), соãëасно
выраженияì (3.16) опреäеëяется по форìуëе

u2 =  +  + . (3.17)

4. Решение задачи с помощью принципа максимума

Функöия Гаìиëüтона—Понтряãина [15] äëя по-
ставëенной заäа÷и оптиìаëüноãо управëения иìеет
виä

H = –(  + ) + ψ1f1 + ψ2g1 + ψ3v1 + ψ4v2, (4.1)
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ãäе ψ1, ψ2, ψ3, ψ4 — сопряженные переìенные,
уäовëетворяþщие систеìе уравнений

 = 0,  = 0,  = –ψ1,  = –ψ2. (4.2)

Общее реøение уравнений (4.2), соäержащее
произвоëüные постоянные c1, ..., c4, иìеет виä

ψ1 = c1, ψ2 = c2, ψ3 = –c1t + c3, ψ4 = –c2t + c4.(4.3)

Из усëовия ìаксиìуìа äëя функöии Гаìиëüто-
на—Понтряãина (4.1) опреäеëяется оптиìаëüное
управëение

ν1 = ψ3/2 = (–c1t + c3)/2;
ν2 = ψ4/2 = (–c2t + c4)/2. (4.4)

Посëе поäстановки (4.4) в систеìу уравнений
(3.6) нахоäится общее реøение äëя фазовых коор-
äинат, соäержащее восеìü произвоëüных постоян-
ных c1, ..., c8:

(4.5)

В связи с теì, ÷то постоянная c7 вхоäит в функ-
öиþ f как аääитивная постоянная, то из форìуëы
(3.4) äëя кватерниона L виäно, ÷то эта постоянная
не оказывает вëияние, поэтоìу c7 ìожно поëожитü
равной нуëþ. Из форìуë (3.3), (3.4), (3.7), (4.5)
виäно, ÷то в выражения äëя вектора w и кватерни-
она L вхоäят äевятü произвоëüных постоянных
c1, ..., c6, c8, α1, α2, äëя опреäеëения которых иìе-
ется äевятü усëовий (3.9)—(3.11). Есëи форìуëы (4.5)
поäставитü в соотноøения (3.3), (3.4), то буäут по-
ëу÷ены анаëити÷еские выражения äëя опреäеëения
законов изìенения оптиìаëüной уãëовой скорости
и оптиìаëüной траектории КА. Эти выражения оп-
реäеëят оптиìаëüный в сìысëе ìиниìуìа коìби-
нированноãо функöионаëа (3.14) разворот КА в
кëассе обобщенных кони÷еских äвижений. Даëее
по форìуëаì (2.1), (2.4), (2.9) вы÷исëяþтся вектор
безразìерной уãëовой скорости w и кватернион
ориентаöии КА L. По форìуëаì (3.16) опреäеëя-
þтся коìпоненты вектора u. Из выражений (2.7),
(2.8) сëеäует, ÷то безразìерный управëяþщий
ìоìент M выражается ÷ерез вектор u сëеäуþщиì
образоì:

M = I2 (θ) é u é B(θ). (4.6)

Форìуëа (4.6) опреäеëяет анаëити÷еское реøе-
ние äëя управëяþщеãо ìоìента, соответствуþщеãо
реøениþ ìоäифиöированной заäа÷и. Моäифиöи-
рованная заäа÷а оптиìаëüноãо разворота КА (твер-
äоãо теëа), теì саìыì, реøена поëностüþ. Поëу÷ен-
ные такиì способоì кватернион L и векторы w, M
ìожно рассìатриватü как прибëиженное (квази-
оптиìаëüное) реøение траäиöионной заäа÷и опти-

ìаëüноãо разворота осесиììетри÷ноãо КА (тверäоãо
теëа).
Сëеäует отìетитü, ÷то при сфери÷еской сиì-

ìетрии тверäоãо теëа кваäрат ìоäуëя безразìерно-
ãо управëяþщеãо ìоìента траäиöионной заäа÷и
выражается ÷ерез управëяþщие параìетры и фазо-
вые коорäинаты ìоäифиöированной заäа÷и сëе-
äуþщиì образоì:

M2 =  +  + . (4.7)

Есëи в заäа÷е оптиìаëüноãо разворота сфери÷е-
ски-сиììетри÷ноãо тверäоãо теëа векторы ãрани÷-
ных усëовий по уãëовой скорости w0, wT поëожитü
параëëеëüныìи vect(  é LT) (пëоский эйëеров раз-
ворот тверäоãо теëа), то реøения заäа÷ в траäиöи-
онной и ìоäифиöированной постановках поëностüþ
совпаäут. То же саìое ìожно сказатü и о сëу÷ае, коã-
äа реøение траäиöионной заäа÷и оптиìаëüноãо
разворота сфери÷ески-сиììетри÷ноãо тверäоãо те-
ëа поëу÷ено в кëассе кони÷еских äвижений [9].
В этих сëу÷аях сëаãаеìое  в выражении (4.7)
обращается в нуëü и функöионаë (3.14) поëностüþ
перехоäит в функöионаë (1.5) траäиöионной заäа÷и.

5. Численные примеры разворотов КА

В äанноì разäеëе на приìере осесиììетри÷ноãо
КА "Спейс Шаттë" [16], рассìатриваеìоãо как твер-
äое теëо, привоäятся резуëüтаты ÷исëенных реøе-
ний заäа÷и оптиìаëüноãо разворота в траäиöионной
и ìоäифиöированной постановке äëя нескоëüких
вариантов ãрани÷ных усëовий по уãëовоìу поëо-
жениþ и уãëовой скорости КА. На рис. 1, 2 преä-
ставëена ка÷ественная картина изìенения во вре-
ìени коìпонент уãëовой скорости КА wi(t), i = ,
векторной ÷асти кватерниона ориентаöии КА Li(t),
i = , и коìпонент вектора управëяþщеãо ìоìен-
та Mi(t), i = .
На рис. 1 привеäены резуëüтаты реøения ìоäи-

фиöированной заäа÷и оптиìаëüноãо разворота КА.
Рас÷еты провоäиëисü äëя зна÷ений:

I1 = 3 400 648 кã•ì2, I2 = 21 041 672 кã•ì2,

I3 = I2 = 21 041 672 кã•ì2 иëи
I1 = 0,1967, I2 = 1,2168, I3 = I2

(безразìерные ìоìенты инерöии);

L0 = (0,79505, 0,29814, –0,39752, 0,34783),
LТ = (0,84434, 0,39846, –0,3260, 0,14848), (5.1)

w0 = (0,27388, –0,23883, –0,3),
wT = (0, 0, –0,59). (5.2)

Зна÷ения постоянных α1, α2, c1, ..., c6, c8, вхо-
äящих в анаëити÷еское реøение заäа÷и, таковы:

α1 = –0,04922, α2 = –0,03221, c1 = 1,95809,
c2 = –0,91029, c3 = 1,43673, c4 = –1,06099,

c5 = –0,25889, c6 = –0,28631, c8 = –0,20819.
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Рис. 2. Результаты решения модифицированной задачи (разворот из положения покоя в положение покоя)

Рис. 1. Результаты решения модифицированной задачи (произвольные граничные условия)
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С ãрани÷ныìи усëовияìи (5.1), (5.2) с поìощüþ
универсаëüной проãраììы ÷исëенноãо реøения
краевой заäа÷и оптиìизаöии, поëу÷енной на осно-
вании принöипа ìаксиìуìа и описанной в работах
[13, 17], также реøаëасü заäа÷а оптиìаëüноãо раз-
ворота КА в траäиöионной постановке (1.1)—(1.5).
Графики реøения äвух заäа÷ практи÷ески совпаëи.
Дëя приìера в табë. 1 привеäены зна÷ения коìпо-
нент вектора M(t) на конöах и в сереäине интер-
ваëа вреìени äвижения КА [0, 1] в этих äвух
реøениях.
Зна÷ение функöионаëа (1.5) äëя траäиöионной

заäа÷и в рассìатриваеìоì приìере составëяет
0,35794. Зна÷ение тоãо же функöионаëа, вы÷ис-
ëенноãо на основе реøения ìоäифиöированной за-
äа÷и, составëяет 0,35898. Друãиìи сëоваìи, в рас-
сìатриваеìоì приìере расхожäение ìежäу зна÷е-
нияìи функöионаëа (1.5) äëя траäиöионной и
ìоäернизированной заäа÷и составëяет ìенüøе
0,3 %. Это показывает бëизостü зна÷ений опти-
ìаëüноãо ìоìента, поëу÷енных при реøении тра-
äиöионной и ìоäифиöированной заäа÷.
На рис. 2 привеäены резуëüтаты реøения ìоäи-

фиöированной заäа÷и оптиìаëüноãо разворота КА
"Спейс Шаттë" в важноì с практи÷еской то÷ки
зрения сëу÷ае разворота из поëожения покоя в
поëожение покоя. По форìуëаì разäеëов 3, 4 рас-
÷еты провоäиëисü äëя ãрани÷ных усëовий (5.1)

w0 = wT = (0, 0, 0). (5.3)

Зна÷ения постоянных α1, α2, c1, ..., c6, c8, вхо-
äящих в анаëити÷еское реøение заäа÷и, таковы:

α1 = –0,01196, α2 = 0,00205, c1 = –0,89182,
c2 = –11,47697, c3 = –0,44591, c4 = –5,73848,

c5 = 0,0, c6 = 0,0, c8 = 0,16941. 

Также с ãрани÷ныìи усëовияìи (5.1), (5.3) ÷ис-
ëенно реøаëасü заäа÷а оптиìаëüноãо разворота КА
в траäиöионной постановке (1.1)—(1.5). Графики
реøения äвух заäа÷ практи÷ески совпаëи. Дëя при-
ìера в табë. 2 привеäены зна÷ения коìпонент век-

тора M(t) на конöах и в сереäине интерваëа вреìе-
ни äвижения КА [0, 1] в этих äвух реøениях.
Зна÷ение функöионаëа (1.5) äëя траäиöионной за-

äа÷и в рассìатриваеìоì приìере составëяет 4,08727.
Зна÷ение тоãо же функöионаëа, вы÷исëенноãо на
основе реøения ìоäифиöированной заäа÷и, со-
ставëяет 4,08871. Такиì образоì, в рассìатривае-
ìоì приìере расхожäение ìежäу зна÷енияìи
функöионаëа (1.5) äëя траäиöионной и ìоäерни-
зированной заäа÷и составëяет ìенüøе 0,033 %.
Сëеäует отìетитü, ÷то кватернион ориентаöии

КА (тверäоãо теëа) L(t) ìожет бытü äвузна÷ныì
[1], т. е. L и –L соответствуþт оäноìу и тоìу же уã-
ëовоìу поëожениþ КА в пространстве.

Заключение

Преäставëенное в статüе анаëити÷еское квази-
оптиìаëüное реøение заäа÷и разворота осесиì-
ìетри÷ноãо КА (тверäоãо теëа) при произвоëüных
ãрани÷ных усëовиях ìожет найти свое приìенение
при построении систеì управëения КА, как и из-
вестное оптиìаëüное анаëити÷еское реøение заäа-
÷и, поëу÷енное в кëассе кони÷еских äвижений äëя
÷астноãо сëу÷ая ãрани÷ных усëовий по уãëовой
скорости КА [4].
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Табëиöа 1

t M1 M2 M3

Траäиöионная Моäифиöи-
рованная Траäиöионная Моäифиöи-

рованная Траäиöионная Моäифиöи-
рованная Траäиöионная Моäифиöи-

рованная

0 0 –0,1556 –0,1132 0,8792 0,9044 –0,5955 –0,5984
0,5 0,5 –0,0780 –0,1102 0,2846 0,2613 –0,3644 –0,3649
Т = 1 Т = 1 0,1444 0,2141 –0,2897 –0,2282 –0,1065 –0,1077

Табëиöа 2

t M1 M2 M3

Траäиöионная Моäифиöи-
рованная Траäиöионная Моäифиöи-

рованная Траäиöионная Моäифиöи-
рованная Траäиöионная Моäифиöи-

рованная

0 0 0,0260 –0,0386 –0,2294 –0,2257 –3,4941 –3,4944
0,5 0,5 0,0 0,0485 –0,0012 0,0034 0,0001 0,0002
Т = 1 Т = 1 –0,0260 –0,0896 0,2978 0,2808 0,3489 0,3489
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The traditional problem of optimal turn in the sense of minimum of energy loss of an axially symmetric spacecraft as a
rigid body under arbitrary boundary conditions on angular position and angular velocity of a spacecraft without constraint on
the function of control is considered in the quaternion statement. The spacecraft reorientation time is arbitrary and fixed. Using
substitutions of variables, the original problem is simplified (in terms of dynamic Euler equations) to the optimal slew problem
for a rigid body with a spherical mass distribution. The simplified problem contains one additional scalar differential equation.
In the class of generalized conical motions, the traditional optimal slew problem is modified to obtain analytical solutions for
motion equations. The solutions contain arbitrary constants and two arbitrary scalar functions (generalized conical motion pa-
rameters). An optimization problem is formulated and solved with respect to these two functions, the second derivatives of which
serve as controls in the optimization problem. The resulting analytical solution of the modified problem can be treated as an
approximate (quasioptimal) solution of the traditional optimal slew problem under arbitrary boundary conditions. The qua-
sioptimal algorithm of the optimal turn of a spacecraft is given. Numerical examples showing the closeness of the solutions of
the traditional and modified optimal slew problems for an axially symmetric spacecraft are given.
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Энергосберегающее управление плоскостными параметрами 
орбиты геостационарного космического аппарата
с помощью двигателя малой регулируемой тяги

Введение

Актуаëüностü заäа÷и обусëовëена теì, ÷то с те-
÷ениеì вреìени ãравитаöионные возìущения,
äействуþщие на ãеостаöионарный косìи÷еский
аппарат (ГСКА) со стороны Луны, Соëнöа и äру-
ãих пëанет, привоäят к откëоненияì в параìетрах
еãо орбиты и то÷ки стояния. В связи с этиì пери-
оäи÷ески необхоäиìо провоäитü коррекöиþ орби-
ты и возвращатü ГСКА в заäаннуþ то÷ку стояния.
Кроìе тоãо, в настоящее вреìя все боëее актуаëü-
ной становится заäа÷а уäаëения ГСКА, вывеäен-
ных из экспëуатаöии (так называеìый косìи÷е-
ский ìусор), поскоëüку они преäставëяþт серüез-
нуþ уãрозу äëя функöионируþщих ГСКА. По
иäеоëоãии работы [1] с эконоìи÷еской то÷ки зре-
ния ìусор öеëесообразно собиратü в оäну то÷ку
ãеостаöионарной орбиты (ГСО). В связи с этой за-
äа÷ей особенно важныì явëяется вопрос о разра-
ботке энерãосбереãаþщеãо аëãоритìа коррекöии
параìетров ГСО буксира, курсируþщеãо от то÷ки
сбора косìи÷ескоãо ìусора äо новой öеëи и обратно.
Заäа÷а энерãосбереãаþщеãо управëения техноëо-

ãи÷ескиìи установкаìи и назеìныìи транспорт-
ныìи среäстваìи рассìотрена в работе [2]. В ней

преäëожен ìатеìати÷еский аппарат и аëãоритìи-
÷еское обеспе÷ение, позвоëяþщие реøатü заäа÷и
анаëиза оптиìаëüноãо управëения объектаìи на
ìножестве состояний функöионирования. В ка÷е-
стве ìетоäов синтеза при этоì испоëüзуþтся прин-
öип ìаксиìуìа, äинаìи÷еское проãраììирование
и ìетоä синтезируþщих переìенных. Отìе÷ено,
÷то затраты энерãии при оптиìаëüноì управëении
снижаþтся на 8...20 %.
Траäиöионно заäа÷а управëения параìетраìи

орбиты ГСКА реøается с испоëüзованиеì ëибо
иìпуëüсноãо управëения, ëибо ìаëой постоянной
тяãи. Во всех сëу÷аях приìеняþтся ìетоäы про-
ãраììноãо управëения. Приìероì реøения заäа÷и
управëения пëоскостныìи параìетраìи орбиты
ГСКА с поìощüþ äвиãатеëя ìаëой нереãуëируе-
ìой тяãи, прикëаäываеìой в трансверсаëüноì на-
правëении, явëяется работа [3]. В ней преäëожен
трехøаãовый аëãоритì управëения периоäоì обра-
щения, эксöентриситетоì и äоëãотой то÷ки стоя-
ния. В настоящей работе поставëена и реøена за-
äа÷а энерãосбереãаþщеãо управëения пëоскостны-
ìи параìетраìи орбиты ГСКА с испоëüзованиеì
äвиãатеëя ìаëой реãуëируеìой тяãи.

Разработан энергосберегающий алгоритм управления плоскостными параметрами орбиты геостационарного космического
аппарата с помощью двигателя малой регулируемой тяги. В результате математического моделирования и сравнения полу-
ченных затрат характеристической скорости с затратами, приведенными в технической литературе, показана эффектив-
ность предложенного алгоритма.
Ключевые слова: вспомогательная система, заданная система, геостационарная орбита, коррекция орбиты, критерий ка-

чества, энергосберегающий алгоритм


