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СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ,
УПРАВЛЕНИЕ И ОБРАБОТКА ИНФОРМАЦИИ

Исследуется решение так называемой задачи максимального быстродействия линейной системы управления, в ко-
торой, в отличие от классической задачи оптимального быстродействия с управлением релейного характера, для ли-
нейного объекта определяется линейный алгоритм управления, обеспечивающий предельное быстродействие системы. 
Эта задача имеет важное прикладное значение вследствие широкого применения на практике линейных законов управ-
ления. Задача сформулирована применительно к непрерывным объектам управления высокого порядка, описываемым 
соответствующей передаточной функцией или эквивалентной системой обыкновенных дифференциальных уравнений. 
Время переходного процесса (время регулирования) синтезируемой системы понимается в смысле классической теории 
автоматического управления и определяется с использованием "трубки", значение которой принимается, в отличие 
от известных работ, равной требуемому (желаемому) небольшому значению перерегулирования системы в несколько 
процентов (2...5 %). Равенство величин, характеризующих "трубку" и желаемое перерегулирование синтезируемой си-
стемы, обеспечивает в дальнейшем однозначность решения задачи максимального быстродействия, которая ставится 
в следующей формулировке: требуется найти линейный алгоритм обратной связи, обеспечивающий замкнутой системе 
регулирования заданный порядок астатизма и переводящий объект управления из начального состояния в конечное, 
определяемое постоянным сигналом задания регулятора, с минимальным значением времени переходных процессов си-
стемы и заданным значением перерегулирования при выполнении ограничения на сигнал управления.

В настоящее время данная задача решена приближенно алгебраическим методом синтеза систем управления при 
определении желаемой передаточной функции конструируемой системы на основе типовых (эталонных) нормированных 
передаточных функций. Приближенный характер решения определяется тем, что эталонные передаточные функции, 
применяемые при синтезе быстродействующих систем, установлены эмпирически. В данной работе предлагается ма-
тематически обоснованное решение задачи максимального быстродействия с использованием теории аналитического 
конструирования оптимальных регуляторов. Максимальное быстродействие и заданные ограничения на перерегулирова-
ние и сигнал управления в синтезируемой системе обеспечиваются предложенным способом выбора весовых коэффициен-
тов квадратичного функционала качества. Подчеркнем, что предложенный метод синтеза быстродействующих систем 
в отличие от алгебраического метода применим к более широкому классу объектов управления: как минимально-фазовым, 
так и не минимально-фазовым, как содержащим нули, так и не содержащим. Метод иллюстрируется примером синтеза 
быстродействующей системы управления четвертого порядка, содержащим результаты ее моделирования.

Ключевые слова: линейный одномерный объект, быстродействие, перерегулирование, астатизм системы, анали-
тическое конструирование оптимального регулятора, фильтры Баттерворса
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Синтез линейных систем управления с максимальным 
быстродействием и заданным перерегулированием

тельно, задача быстродействия полностью ре-
шена для объектов второго порядка методом 
фазовой плоскости [2—4]. Для объектов тре-
тьего порядка быстродействующее управление 
точно (аналитически) найдено только в от-
дельных случаях, в частности, для трех после-
довательно соединенных интеграторов [2, 3],
соединения двух интеграторов и апериодиче-
ского звена [2], соединения интегратора и двух 
апериодических звеньев [2]. При этом суще-
ственным образом использовались геометриче-
ские методы, например, построение проекций 
вынужденных траекторий объекта в трехмер-
ном фазовом пространстве на соответствующие 
плоскости. Для объектов высокого порядка

Введение

Для повышения эффективности функцио-
нирования многих технологических процес-
сов, производственных агрегатов, электроме-
ханических систем желательно, чтобы системы 
управления, входящие в их состав, отвечали 
критерию оптимальности по быстродействию, 
который непосредственно определяет их про-
изводительность. Однако строгое решение за-
дач оптимального управления по критерию 
быстродействия в форме обратной связи пред-
ставляет серьезную теоретическую проблему 
даже для линейных объектов относительно 
невысокого порядка (n = 4, 5) [1—7]. Действи-
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(n l 4) применение геометрических методов су-
щественно затруднено и, как следствие, для них 
практически неизвестны аналитические реше-
ния задач оптимального быстродействия [6, 7].

С другой, прикладной, точки зрения реализа-
ция строго оптимальных по быстродействию ре-
лейных алгоритмов управления, отличающихся 
математической сложностью, серьезно затрудне-
на и требует многократно больших технико-эко-
номических затрат в сравнении с линейными ал-
горитмами управления. При этом отметим, что 
применение оптимальных релейных алгоритмов 
в условиях действия интенсивных случайных 
возмущений является и нецелесообразным по 
причине увеличения ими среднеквадратичной 
ошибки регулирования системы по сравнению 
с теми же линейными законами управления [8]. 
Необходимо также подчеркнуть, что более 90 % 
прикладных задач управления техническими 
объектами решаются с использованием линей-
ных законов обратной связи, например, стан-
дартных П, ПИ и ПИД регуляторов [9].

В связи с указанными причинами в настоя-
щей работе рассматривается задача синтеза ли-
нейной системы управления с минимальным 
временем переходных процессов, понимаемым 
в смысле классической теории систем автома-
тического управления. В отличие от класси-
ческой задачи оптимального быстродействия, 
решением которой является релейный алго-
ритм управления [1], указанная задача в даль-
нейшем называется задачей максимального 
быстродействия линейных систем управления. 
В настоящее время она приближенно решена 
алгебраическим методом синтеза [10—17] при 
определении желаемой передаточной функции 
(ЖПФ) проектируемой замкнутой системы 
на основе типовых (эталонных) нормирован-
ных передаточных функций (НПФ). В рабо-
тах Д. П. Кима [12, 13] проведен анализ че-
тырех видов НПФ, обладающих повышенным 
быстродействием и используемых в решении 
рассматриваемой задачи управления. При-
ближенный характер ее решения определяется 
тем, что применяемые НПФ установлены эм-
пирически. В настоящей работе предлагается 
математически обоснованное решение задачи 
максимального быстродействия с использова-
нием теории аналитического конструирования 
оптимальных регуляторов (АКОР) [16, 19, 20], 
причем в постановке, требующей, чтобы син-
тезируемая система управления имела строго 
заданное перерегулирование σz = 4,321 %.

Постановка задач управления и исследования

Рассмотрим одномерные объекты, динами-
ка которых адекватно описывается передаточ-
ной функцией (ПФ)
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с постоянными параметрами bi, aj, а их управ-
ление подчиняется ограничению max( ) .u t um

Для данных объектов сформулируем задачу 
максимального быстродействия по аналогии 
с основной задачей управления работы [10]: 
требуется найти алгоритм управления в форме 
линейной обратной связи

 
0

[ ( )] ( ) ( )
N

i i
i

u X t KX t k x t
=

= = ∑  (2)

по вектору состояния системы управления X(t) 
размерности N с искомыми параметрами ki, обе-
спечивающими замкнутой системе регулирова-
ния заданный порядок na астатизма, заданное 
перерегулирование σz = 4,321 % при выполнении 
ограничения на сигнал управления max( ) ,u t um  
и переводящий объект (1) из произвольного на-
чального состояния в конечное, определяемое 
сигналом задания xz регулятора, с минималь-
ным значением времени переходных процессов 
системы tp, понимаемым в смысле классической 
теории систем автоматического управления. На-
помним, что временем tp называют наименьшее 
время отработки системой ступенчатого воздей-
ствия xz•1(t), по истечении которого отклонение 
выходной переменной объекта от установивше-
гося значения не превышает принятого значения 
Δ "трубки" [15, 16]. Завершая постановку задачи 
управления, особо подчеркнем, что в данной 
работе для обеспечения единственности реше-
ния сформулированной задачи принимается
Δ = σz = 4,321 %, где заданное значение перере-
гулирования системы соответствует колебатель-
ному звену с коэффициентом демпфирования 

2/2 0,7071ζ = �  — фильтру Баттерворса вто-
рого порядка [16].

Сформулированная задача максимально-
го быстродействия является своеобразным 
вариантом задачи управления, исследуемой 
в работе [10], в которой быстродействующий 
регулятор отыскивается в форме передаточной
функции определенной структуры. Данный 
регулятор находится алгебраическим методом 



501Мехатроника, автоматизация, управление, Том 21, № 9, 2020

синтеза с использованием ЖПФ синтезируемой 
замкнутой системы, определяемой на первом эта-
пе синтеза в форме НПФ. Как известно [13, 17], 
НПФ, или передаточной функцией в форме Вы-
шнеградского, называется передаточная функ-
ция, у которой в знаменателе свободный член и 
коэффициент при старшей степени равны еди-
нице. Произвольная ПФ (1) может быть преоб-
разована в нормированную заменой перемен-
ной s новой переменной q = αs, 0 :n

na aα =
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Соответственно, коэффициенты ненорми-

рованной ПФ (1) связаны с коэффициентами 
НПФ соотношениями

 , 0, 1, 2, ..., ;m i
i ib b i m−= α =  (4 а)

0 ; 1; , 1,2, ..., 1.n n k
n k ka a a a i n−= α = = α = −  (4 б)

Между свойствами систем с передаточными 
функциями (1) и (3) существует тесная связь 
[13—16]: характер их переходных процессов 
(монотонность, апериодичность, перерегули-
рование, показатели точности в установив-
шемся режиме) совпадает. Исключение состав-
ляет только длительность переходных процес-
сов систем — время регулирования tp системы 
(1) и время регулирования τp системы (3) отли-
чаются и связаны соотношением

 α = tp /τp. (5)

Поэтому на первом этапе алгебраического 
метода синтеза определяется НПФ, обладаю-
щая всеми заданными требованиями к системе 
управления (кроме требования к времени регу-
лирования), которая называется желаемой НПФ.

В работе [10], базирующейся на результатах 
[17], в качестве желаемой НПФ используется 
функция вида W(q) = 1/M(q), причем норми-
рованный полином M(q) имеет комплексные 
корни с одинаковыми вещественными ча-
стями η и мнимыми частями, образующими 
арифметическую прогрессию с разностью и 
первым членом, равным γ. В работе [17] по-
казано, что существует значение μ = γ/η, при 
котором время регулирования системы мини-
мально. Ниже, в соответствии с этой работой, 
приводятся характеристические полиномы для 

пяти значений степеней, начиная с n = 2, при 
оптимальных значениях μ:
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На следующем этапе синтеза осуществляет-
ся обратное преобразование (4) функции W(q) =
= 1/M(q) с коэффициентом преобразования (5) 
и находится желаемая передаточная функция 
синтезируемой системы. Далее автор работы 
[10], зная ЖПФ замкнутой системы и опи-
сание объекта (1), по формальной процедуре 
алгебраического метода синтеза определяет 
ПФ быстродействующего регулятора. Рассмо-
тренное решение задачи быстродействия име-
ет следующие недостатки: 1) как будет показа-
но далее, полиномы Mi(q) для объектов выше 
второго порядка не обеспечивают максималь-
ное быстродействие системам автоматическо-
го управления (САУ); 2) используемый метод 
синтеза в силу его особенностей применим не 
ко всем рассматриваемым объектам (в после-
дующих работах [12—14] предлагаются способы 
обобщения алгебраического метода синтеза).

В работе [18] автором предложен метод син-
теза линейных быстродействующих систем 
управления, практически свободный от ука-
занных недостатков, основанный на исполь-
зовании результатов теории аналитического 
конструирования оптимальных регуляторов 
(АКОР) [16, 19, 20]. Этот метод опишем подроб-
нее в связи с тем, что он в дальнейшем будет 
уточнен и модифицирован для решения сфор-
мулированной задачи управления. Метод пред-
полагает выполнение следующих процедур.

1. Обеспечение астатизма проектируемой 
системы. Для получения требуемого порядка 
na астатизма в качестве нового управления U(t) 
выбирается сигнал, подаваемый на вход допол-
нительного na-кратного интегратора, включен-
ного последовательно с исходным объектом.
В этом случае "расширенный" объект управле-
ния будет описываться передаточной функцией

( ) ( )[ ( )]
( ) , .

[ ( )] ( )( )a

m m
an

Nn

B s B sL x t
W s N n n

L U t A sp A s
= = ≡ = +  (7)



502 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 21, № 9, 2020

Описанию объекта в форме ПФ (7) с ис-
пользованием сведений о его физической при-
роде или теории решения задач о построении 
динамической реализации системы [16, 19] ста-
вится в соответствие математическое описание 
в некотором фазовом пространстве с вектором 
состояния Z(t):

 ( ) ( ) ( ),z zZ t A Z t B U t= +�  (8)

где Az, Bz — матрицы параметров объекта, имею-
щие соответственно размерности N Ѕ N, N Ѕ 1.

2. Определение описания объекта в кано-
нической форме. С целью упростить решение 
сформулированной задачи управления осу-
ществляется преобразование фазовых коорди-
нат объекта Z(t) = DX(t) с использованием та-
кой невырожденной матрицы D, при которой 
описание объекта принимает каноническую 
форму Фробениуса

 ( ) ( ) ( )x xX t A X t B U t= +�  (9)

с матрицами следующей структуры:
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Как известно, матрица перехода D, обладаю-
щая указанным свойством, может быть найдена 
разными способами. Один из способов основан 
на использовании матриц управляемости объ-
екта в новом и старом базисах [16, 19]:
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Нетрудно видеть, что для полностью управ-
ляемого объекта (8) эта матрица является не-
особенной: detD ≠ 0.

Необходимо отметить, что, во-первых, ком-
поненты вектора состояния X объекта в кано-
нической форме Фробениуса
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имеют ясный математический и физический 
смысл — это отклонения выходной перемен-
ной объекта от заданного режима и производ-
ных данного отклонения. Во-вторых, данное 
каноническое описание объекта можно пред-

ставить в форме дифференциального уравне-
ния N-го порядка

 ( ) ( ) ( ),A p x t bU t=  (12)

где 1 2
1 2 1( ) ...N N N

N NA p p a p a p a p a− −
−= + + + + +  — 

полином от оператора дифференцирования
p = d/dt.

3. Решение задачи АКОР. Следующий шаг в 
решении целевой задачи быстродействия (1), (2) 
состоит в решении для объекта (9) своеоб разной 
задачи АКОР Летова—Калмана, формулируе-
мой следующим образом. Требуется определить 
закон обратной связи U(X ) ≡ U(x1, x2, ..., xN),
который в совокупности с объектом (9) об-
разует асимптотически устойчивую систе-
му, переводящий ее из начального состояния
X(t = 0) = X0 в конечное нулевое состояние
X(t → ∞) = 0 с минимальным значением ква-
дратичного функционала

 

1
2 2

10

т 2

0

( ) ( )

( ( ) ( ) ( )) , , 0

N

i i
i

i

I q x t rU t dt

X t QX t rU t dt q r

∞ −

=

∞

⎛ ⎞= + ≡⎜ ⎟
⎠⎝

≡ + >

∑∫

∫

 (13)

(Q — диагональная матрица, составленная из 
коэффициентов qi), причем для получения по-
вышенного быстродействия проектируемой 
системы значения весовых коэффициентов 
критерия качества принимаются равными

 q1 = 1, q2 = q3 = ... = qN – 1 = 0, (14)

а значение коэффициента r выбирается при 
последующем моделировании системы из ус-
ловия выполнения ограничения max( ) .U t Um

Как известно [16, 19, 20], решение задачи (9), 
(13) определяет линейный алгоритм управления

 1 т( ) ( ), ,xU t KX t K r B P−= − =  (15)

в котором матрица Р находится как положи-
тельно определенное решение матричного 
уравнения Риккати

 т 1 т 0,x x xPA A P r PB B P Q−+ − + =  (16)

4. Определение закона обратной связи. С ис-
пользованием обратного преобразования фа-
зовых координат X(t) = D–1Z(t) находим иско-
мый алгоритм управления

 1( ) ( ),U t KZ t K KD −= =  (17)

для исходного объекта управления (8).
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Заметим, что при моделировании синтези-
рованной системы для увеличения ее быстро-
действия весовой коэффициент r функциона-
ла (13) необходимо уменьшать до некоторого 
небольшого значения: уменьшение r снижает 
уровень ограничения, накладываемого на сиг-
нал управления при минимизации функцио-
нала качества, тем самым увеличивая значе-
ния U(t) и, соответственно, быстродействие 
САУ. Однако при уменьшении r необходимо не 
допустить превышения значений управления 
установленного уровня Umax.

Необходимо подчеркнуть, что с уменьшени-
ем значений r и увеличением быстродействия 
системы перерегулирование в ней может пре-
высить заданный уровень σz. Соответственно 
основная задача (задача исследования) работы 
состоит в модификации описанного метода 
синтеза в целях обеспечения в проектируемой 
системе управления заданного значения пере-
регулирования σz = Δ = 4,321 % и достижения 
при этом перерегулировании максимального 
быстродействия системы.

Предельные передаточные функции 
оптимальных систем

Первоначально покажем, что система, син-
тезированная описанным методом, может 
иметь перерегулирование большее, чем σz, при 
достаточно малых значениях r функционала 
качества. С этой целью воспользуемся извест-
ным результатом [8, 19], утверждающим, что 
характеристический полином G(s) оптималь-
ной системы управления объектом (12) по кри-
терию (13) удовлетворяет уравнению

 2
1( ) ( ) ( ) ( ) / .G s G s A s A s q b r− = − +  (18)

В этом случае говорят, что функция G(s) 
определяется операцией факторизации поли-
нома правой части выражения (18). Напомним, 
что передаточная функция оптимальной си-
стемы описывается дробью W(s) = 1/G(s).

Проведем нормирование по Вышнеград-
скому полинома (18), который предварительно 
представим в форме

 
2

1

2 2 1
2 2 1 1 0

( ) ( ) /

... ,N N
N N

A s A s q b r

A s A s A s A−
−

− + =

= + + + +
 (19)

с соответствующими коэффициентами Ak, 
причем

 2 2
0 1 1 2/ , ( 1) .N

NA a q b r A= + = −

Воспользовавшись заменой переменной s 
преобразования Лапласа новой переменной

 q = αs при 22
1/ ,N r q bα =  (20)

найдем значения коэффициентов ,kA  k = 0, 1, 
..., 2N, преобразованного полинома после их 
умножения на константу 2 2

1/ Nr q b = α  (дан-
ное умножение не изменяет характеристиче-
ского уравнения системы и соответственно 
ее свойства):

2
2 2 2

1( / ) , 0,1,...,2 .
N k

N k N
k k kA A A r q b k N

−
−= α = =  (21)

Значения коэффициентов (21) при предель-
ном уменьшении r → 0 (соответственно пре-
дельном увеличении быстродействия систе-
мы) приближаются к нулю, за исключением 

2 ( 1)N
NA = −  при k = 2N и

 

2
2 1

0 0 12 2
1 1

2
1 2

1

1 1

r q b r
A A a

rq b q b

r
a

q b

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= + →

при k = 0. Подчеркнем, что при четном N пре-
дельные значения крайних коэффициентов 
полинома 0 2 1,NA A= =  т.е. предельный, пре-
образованный указанным образом полином (19), 
является нормированным по Вышнеградско-
му. Таким образом, при малых значениях па-
раметра r → 0 корни характеристического по-
линома G(q) оптимальной замкнутой системы 
управления стремятся к устойчивым корням 
двучлена

 2( ) ( ) ( 1) 1,N NG q G q q− = − +  (22)

которые на комплексной плоскости q совпада-
ют с вершинами правильного 2N-угольника, 
вписанного в окружность единичного радиу-
са. В литературе такое распределение корней 
известно как распределение (размещение) Бат-
терворса порядка N [7, 16, 19, 21].

Устойчивые корни этого распределения 
(корни с отрицательными вещественными 
частями) определяют полюса динамических 
систем, называемых фильтрами Баттерворса. 
Они описываются передаточными функциями
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WB(q) = 1/DN(q), где полиномы Баттерворса 
имеют следующий вид [16]:

2
1 2

2
3

2 2
4

2
5

2

2 2
6

2

( ) 1, ( ) 1,4142 1,

( ) ( 1)( 1),

( ) ( 0,7654 1)( 1,8478 1),

( ) ( 1)( 0,6180 1)

( 1,6180 1),

( ) ( 0,5176 1)( 1,4142 1)

( 1,9319 1).

D q q D q q q

D q q q q

D q q q q q

D q q q q Ѕ

Ѕ q q

D q q q q q Ѕ

Ѕ q q

= + = + +

= + + +

= + + + +

= + + +

+ +

= + + + +

+ +

 (23)

Данные фильтры Баттерворса порядка N =
= 2, 3, 4, 5, 6 имеют значения перерегулирова-
ния σ2 = 4,321, σ3 = 8,147, σ4 = 10,828, σ5 = 12,777, 
σ6 = 14,251 % и при дальнейшем увеличении 
N перерегулирование также увеличивается, 
но с уменьшающейся скоростью [16]. Следова-
тельно, все фильтры Баттерворса, за исключе-
нием случая N = 2, имеют перерегулирование 
большее, чем принятый уровень σz = 4,321 %. 
Соответственно, указанное решение исходной 
задачи (1), (2) требует уточнения.

Для нахождения решения задачи максималь-
ного быстродействия необходимо соответству-
ющим образом определить весовые коэффици-
енты квадратичного критерия (13). Напомним, 
что выбор значений (14) коэффициентов осу-
ществлялся в целях предельного увеличения
быстродействия синтезируемой системы управ-
ления в соответствии с рекомендациями ра-
боты [22]. В данной работе показано, что 
для объектов, описываемых в фазовом про-
странстве с каноническим вектором состоя-
ния ( 1) т( , , ..., ) ,NX x x x −= �  введение в квадра-
тичный функционал качества составляющих 

2( ),i iq x t  i = 2, 3, ..., N – 1, только увеличивает 
время переходных процессов синтезируемой 
оптимальной системы, так как это в процес-
се минимизации функционала (13) приводит 
к ограничению значений скорости, ускоре-
ния и других более высоких производных вы-
ходной переменной объекта. В соответствии 
с данным утверждением для получения значе-
ний перерегулирования в проектируемой си-
стеме, меньших, чем в рассмотренных филь-
трах Баттерворса, необходимо наложить на 
весовой коэффициент функционала качества 
ограничение q2 > 0. Действительно, так как 
большее значение перерегулирования системы 
определяется большим значением скорости 
системы в момент времени нарастания [17], то 

перерегулирование системы можно уменьшить 
ограничением указанной скорости и, соответ-
ственно, введением в функционал качества (13) 
слагаемого 2 2

2 2 2( ) ( )q x t q x t=�  с определенным 
значением весового коэффициента q2 > 0. При 
этом, в соответствии с логикой работы [22], 
значения остальных коэффициентов функцио-
нала целесообразно, как и раньше, оставить 
равными 3 4 1... 0Nq q q −= = = =  для получения 
максимального быстродействия проектиру-
емой системы при желаемом значении пере-
регулирования. Здесь укажем, что значение 
одного весового коэффициента функционала 
качества без изменения решения задачи АКОР 
можно задавать произвольно; на этом основа-
нии далее полагается q1 = 1.

Проведем более детальный математический 
анализ предложенного способа выбора значе-
ний коэффициентов квадратичного критерия 
качества. По аналогии с фильтрами Баттер-
ворса найдем предельное при r → 0 решение 
задачи АКОР для объекта (12) по критерию (13) 
с весовыми коэффициентами

 q1 = 1, q2 > 0, q3 = ... = qN – 1 = 0. (24)

Для функционала качества (13) с коэффи-
циентами (24) согласно работе [8] характери-
стический полином G(s) оптимальной системы 
управления объектом (12) будет удовлетворять 
уравнению

2 2 2
2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( / ) / .G s G s A s A s s q b r q b r− = − − +  (25)

Как и ранее, с использованием замены 
переменной (20), проведем нормирование по-
линома (25), представив предварительно его 
в форме (19). Значения коэффициентов пре-
образованного полинома после их умножения 
на величину q1b

2/r = α2N определяются также 
выражением (21) и, соответственно, они при 
предельном уменьшении времени переходных 
процессов системы (уменьшении r → 0) при-
ближаются к нулю, за исключением коэффи-
циентов 0 21, ( 1)N

NA A= = −  и

 

1

2 2
2 2 2 2

1

1
2

2 2
1 3 2 2

1

2 .

N
N

N

N
N

r
A A A

q b

q b r
a a a

r q b

−

−

−

⎛ ⎞
= α = =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (26)

Заметим, что соответствующим выбором 
весового коэффициента q2 критерия можно 
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при r → 0 обеспечить значение 2 const,A a= =  
если положить

 

1
2

2
2

1

.

N
Nq b r

a
r q b

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Это равенство выполняется при

 
1

2
2 12, ( )

N
N Na

q c r c q b
b

−

= =  (27)

с коэффициентом пропорциональности с. В дан-
ном случае при условии (27) и при r → 0 корни 
полинома G(q) оптимальной системы управле-
ния будут приближаться к устойчивым корням 
полинома

 

2 2

1
2 2

1

( ) ( ) ( 1) 1,

/( ) 0.

N N

N
N

G q G q q aq

a cb q b
−

− = − − +

= >
 (28)

Таким образом, здесь возникает следующая 
задача: факторизацией полинома (28) опре-
делить функцию G(q) и соответствующую ей 
нормированную передаточную функцию оп-
тимальной системы

 
1 2

1 2 1

0( ) ( )

1

1/

/( 1)N N N
N Nq g q g q

W q G

q

q

g− −
− −

=

= + +

=

+ + +�
 (29)

при таком значении параметра а, при котором 
динамическая система (29) имела бы перерегу-
лирование, равное σz = 4,321 %.

Данную задачу можно решить с использо-
ванием системы компьютерной математики 
MathCAD 15, в которой имеется процедура, 
позволяющая в режиме аналитических вычис-
лений находить все 2N решений алгебраиче-
ского уравнения

 2 2( 1) 1 0N Nq aq− − + =  (30)

при произвольном численном значении параме-
тра a > 0. С этой целью была разработана про-
грамма, выполняющая следующие операции:

1) расчет всех решений pi, i = 1, 2, ..., 2N, ал-
гебраического уравнения (30) при выбранном 
положительном значении параметра a;

2) выбор решений pi, i = 1, 2, ..., N, имеющих 
отрицательные вещественные части, и расчет 
с их использованием коэффициентов норми-
рованного полинома

 1

1 2
1 2 1

( ) ( )

1;

N

i
i

N N N
N N

q p

q g q g q g q

G q
=

− −
− −

= + =

= + + + + +

∏

�

3) нахождение переходной функции дина-
мической системы (29) и определение для нее 
перерегулирования σ и длительности переход-
ных процессов;

4) если значение σ системы управления от-
личается от σz = 4,321 % более, чем на 0,001 %, 
то уточняется значение параметра a и осущест-
вляется переход к операции 1.

Результаты вычислений по данной програм-
ме при значениях N = 2, ..., 6 представлены 
в табл. 1.

В данной таблице параметры Ti, ζi соответ-
ствуют постоянным времени и коэффициентам 
демпфирования элементарных, последователь-
но соединенных звеньев апериодического и ко-
лебательного характера, которые можно выде-
лить в системе с передаточной функцией W0(q).

Подчеркнем, что передаточная функция 
W0(q), полученная как предельное решение 
указанной выше задачи АКОР, описывает ди-
намическую систему, которая имеет минималь-
ное относительное время переходных процес-
сов при заданном значении перерегулирования
σz = 4,321 %. Этот вывод подтверждает также 
сравнительный анализ показателей данной ди-
намической системы и известных систем по-
рядка N = 2, ..., 6, описываемых нормирован-
ными передаточными функциями с повышен-
ным быстродействием [12, 13]. Эти показатели 
представлены в табл. 2.

Первая строка табл. 2 отвечает фильтрам 
Баттерворса с передаточными функциями 
WB(q) = 1/DN(q), в которых полиномы DN(q) 
описываются выражениями (23).

Данные строк 2—4 заимствованы из табл. 3 
работы [12]. Вторая строка соответствует дина-
мическим системам с НПФ вида

 2 /2( ) 1/( 2 1)NW q q q= + ζ +
 при четном значении N

и

 2 ( 1)/2( ) 1/( 1)( 2 1) NW q q q q −= + + ζ +
 при нечетном значении N,

причем коэффициент демпфирования ζ = 0,7.
Третья строка табл. 2 соответствует ана-

логичным динамическим системам со значе-
нием ζ = 0,75.
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Четвертая строка отвечает системам управ-
ления с передаточной функцией W(q) = 1/M(q), 
в которой полиномы M(q) описываются выра-
жениями (6).

Данные пятой строки сформированы на ос-
нове результатов табл. 1.

Согласно данным табл. 2 система управле-
ния с передаточной функцией W0(q) = 1/G(q) 
в сравнении с другими системами действи-
тельно имеет лучшее быстродействие за счет 
обеспечения заданного перерегулирования
σz = Δ = 4,321 %. Поэтому передаточную функ-
цию W0(q) аналогично перечисленным стан-
дартным НПФ можно рекомендовать к выбору 
в качестве эталонной передаточной функции 
при синтезе систем управления алгебраиче-
ским методом [13, 15]. Подчеркнем, что дина-
мические системы с функциями W0(q), опреде-
ляемыми как предельные решения указанной 
задачи АКОР, можно рассматривать как моди-
фицированные фильтры Баттерворса, имею-
щие фиксированное значение перерегулирова-
ния σz = 4,321 %. Известные фильтры Баттер-
ворса получаются как их частный случай при 
значении параметра a = 0.

Метод синтеза
быстродействующих линейных САУ

Используя результаты предыдущего раздела, 
уточним метод синтеза быстродействующих си-
стем управления, изложенный в разделе 1.

Процедуры 1, 2 и 4 данного метода остаются 
прежними.

В процедуре 3 выбор весовых коэффици-
ентов квадратичного функционала (13) изме-

Таблица 1
Table 1

Параметры и показатели систем с ПФ W0(q)

Parameters and indicators of systems with the ntfs W0(q)

N a
Коэффици-
енты G(q)

Корни G(q) Ti ζi σ, % τp

2 0
1 2g = 1,2 2/2 2/2ip ±= − 1

1 0,72 0/2 7107ζ = = 4,3213 2,9744

3 0,4760 g1 = 2,150236
g2 = 2,073758

p1 = –0,918078
p2,3 = –0,577840 ± 0,869099i

T1 = 1,089232
T2 = 0,958164

ζ1 = 1
ζ2 = 0,553665

4,32090 3,8124

4 0,79572 g1 = 2,850881
g2 = 3,665902
g3 = 2,707730

p1,2 = –0,461477 ± 0,966015i
p3,4 = –0,892388 ± 0,275923i

T1 = 0,9340713
T2 = 1,070582

ζ1 = 0,431054
ζ2 = 0,955374

4,32102 4,5736

5 1,06233 g1 = 3,541902
g2 = 5,741368
g3 = 5,598041
g4 = 3,346055

p1 = –0,858401
p2,3 = –0,372580 ± 1,010266i
p4,5 = –0,871247 ± 0,495656i

T1 = 1,164957
T2 = 0,928695
T3 = 0,997635

ζ1 = 1
ζ2 = 0,346013
ζ3 = 0,869187

4,32095 5,3220

6 1,29958 g1 = 4,227217
g2 = 8,284891
g3 = 9,99870
g4 = 7,946964
g5 = 3,986719

p1,2 = –0,887857 ± 0,114812i
p3,4 = –0,796768 ± 0,665763i
p5,6 = –0,308735 ± 1,030546i

T1 = 1,117007
T2 = 0,963107
T3 = 0,929542

ζ1 = 0,991742
ζ2 = 0,767373
ζ3 = 0,286982

4,32100 6,0633

Таблица 2
Table 2

Параметры и показатели быстродействующих НПФ

Parameters and indicators of high-speed ntfs

Вид НПФ,
ее параметры

По-
каза-
тели

N

2 3 4 5 6

1. Фильтры 
Баттерворса

τp 2,974 6,111 6,953 9,716 11,03

σ 4,321 8,147 10,828 12,777 14,251

2. Колеба-
тельный
с ζ = 0,7

τp 2,90 4,41 7,26 5,99 9,43

σ 4,60 1,52 6,69 3,45 8,08

3. Колебатель-
ный с ζ = 0,75

τp 3,13 4,69 5,02 6,43 6,80

σ 2,84 0,77 3,88 1,79 8,08

4. Оптималь-
ный по Пос-
пелову Г. С., 
Красовско-
му А. А.

τp 4,38 4,07 4,57 5,71 6,22

σ 5,00 0,49 4,73 0,00 5,00

5. Опти-
мальный по 
Летову А. М. 
(АКОР)

τp 2,974 3,812 4,573 5,322 6,063

σ 4,321 4,321 4,321 4,321 4,321



507Мехатроника, автоматизация, управление, Том 21, № 9, 2020

няется на соотношения (24), причем значение 
коэффициента q2 вычисляется с использова-
нием соотношения (27), в котором значение 
параметра a выбирается из табл. 1 на основе 
известного порядка N проектируемой системы. 
Такое значение коэффициента q2 обеспечивает 
системе требуемое значение σz = 4,321 %.

Добавляется процедура 5 — моделирова-
ние системы с управлением (17) в целях опре-
деления значения весового коэффициента 
r критерия (или, что то же самое, параметра 

22
1/N r q bα = ), обеспечивающего выполнение 

заданного ограничения max( ) .u t um  Начальное 
значение α рекомендуется задавать с исполь-
зованием соотношения p p/ ,t ∗α = τ  где pt

∗  — же-
лаемое время типового переходного процесса 
синтезируемой системы, которое считается из-
вестным проектировщику САУ; τp — относи-
тельное время переходного процесса выбран-
ной НПФ, определяемое по табл. 1 или табл. 2.

Пример 1. Пусть передаточная функция 
объекта управления имеет вид

 3 2
0( ) 1/(0,1 0,8 1,7 1),W p p p p= + + +

а управляющий сигнал подчиняется ограни-
чению max( ) 10u t u =m  (такой объект рассма-
тривался в работах [10, 23]). Требуется опре-
делить линейный регулятор с максимальным 
быстродействием, обеспечивающий системе 
переходный процесс с перерегулированием
σz = Δ = 4,321 % и нулевой статической ошиб-
кой регулирования.

Выполняем процедуры предложенного ме-
тода синтеза.

1. Обеспечение астатизма системы.
Так как ПФ объекта третьего порядка (17) 

не содержит нулевой полюс, то для того чтобы 
статическая ошибка проектируемой системы 
управления была равна нулю, полагаем порядок 
астатизма na = 1, и тогда "расширенный" объ-
ект управления порядка N = n + na = 3 + 1 = 4
описывается передаточной функцией

 3 2( ) 1/[ (0,1 0,8 1.7 1)].W p p p p p= + + +  (31)

С учетом того, что интегратор, обеспечи-
вающий астатизм системы, стоит перед ис-
ходным объектом и описывается уравнением 
( ) ( ),u t U t=�  для объекта (31) введем следующие 

фазовые координаты zi(t):

 1 2 1

3 2 4

( ) ( ), ( ) ( ),

( ) ( ), ( ) ( ),
zt x x t z t z t

z t z t z t u t

z = − =

= =

�
�

где u(t) — сигнал управления исходного объек-
та;  U(t) — управление "расширенного" объекта.

В данном фазовом пространстве матрицы 
Az, Bz описания (8) принимают вид

 

00 1 0 0

0 0 1 0 0
,

10 17 8 10 0

0 0 0 0 1

z zA B

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟= =
⎜ ⎟⎜ ⎟− − −
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

.

2. Определение описания объекта в кано-
нической форме. Непосредственно по переда-
точной функции (31) в каноническом фазовом 
пространстве

 1 2 1

3 2 4 3

( ) ( ), ( ) ( ),

( ) ( ), ( ) ( )
zx t x x t x t x t

x t x t x t x t

= − =

=  =

�
� �

определяем матрицы описания в форме Фро-
бениуса

 

1 2 3 4

0 1 0 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0 1 0
,

0 0 0 1 0 0 0 1

0 10 17 8

0

0
.

0

1

x

x

A

a a a a

B

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

− − − − − − −⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Матрицу преобразования фазовых коорди-
нат Z(t) = DX(t) вычисляем с использованием 
матриц управляемости объекта в новом и ста-
ром базисах (10):

 
1

0,1 0 0 0

0 0,1 0 0
,

0 0 0,1 0

1 1,7 0,8 1

10 0 0 0

0 10 0 0
.

0 0 10 0

10 17 8 1

D

D

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟

− − −⎝ ⎠
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

3. Решение задачи АКОР.
Предварительно в соответствии с указан-

ными рекомендациями задаемся значениями 
весовых коэффициентов q1 = 1, q3 = q4 = 0
функционала качества (13). Для нахождения 
в первом приближении коэффициента r функ-
ционала воспользуемся результатом моделиро-
вания работы [10], в которой синтезированная 
для объекта (32) быстродействующая систе-
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ма управления имеет время регулирования 

p 0,878 ct ∗ =  и найдем

 p p/ 0,878/4,4736 0,192t ∗α = τ = =

и далее на основе соотношения (20) вычислим

 2 8 8 6
1 1 1 (0,192) 1,847 10 .r q b −= α = ⋅ ⋅ = ⋅

С использованием формулы (27) рассчиты-
ваем последний весовой коэффициент функ-
ционала

 

1
2 3/4

12

64
2

0,7957
( ) (1) 0,7957;

1

0,7957 1,847 10 0,0293.

N
N

N

a
c q b

b

q c r

−

−

= = =

= = ⋅ =

Решение задачи АКОР ( ) ( )U t KZ t=  при 
данных коэффициентах функционала качества 
в соответствии с формулами (15)—(17) дало сле-
дующие значения коэффициентов регулятора 

(65,835 27,831 3,004 7,751),K =  причем, как 
показало моделирование, замкнутая систе-
ма управления имеет p 0,94 c, 4,1 %,t ≈ σ ≈  
а значения сигнала управления при отработке 
задания xz = 1 не превышают уровня 6 единиц. 
Эти результаты моделирования относительно 
близки к исходным данным синтеза.

Последующие несколько итераций решения 
задачи АКОР при изменении коэффициента r по-

зволили уточнить значение этого коэффициента 
r = 3,5•10–7, обеспечивающее уровень сигнала 
управления не более требуемых 10 единиц. В   этом 
случае оптимальный регулятор, имеющий па-
раметры (158,308 58,05 5,749 10,723),K =  
обеспечивает переходные процессы системы, 
показанные на рисунке, где приведен график 
исходного сигнала управления u(τ) = z4(τ).

Из данного рисунка также следует, что ис-
следуемая система управления четвертого по-
рядка имеет нулевую статическую ошибку, 
перерегулирование σ = 4,163 % и время пере-
ходных процессов tp = 0,745. Эти результаты 
практически совпадают с результатами систе-
мы регулирования [23], имеющей параметры 

( )158,093 57,788 5,523 10,757 ,K =  σ = 4,321 %
и tp = 0,738. Приведенные результаты модели-
рования отвечают исходным данным синтеза 
быстродействующего регулятора и свидетель-
ствуют о работоспособности предложенного 
метода синтеза систем управления.

Заключение

В работе предложен математически обосно-
ванный метод синтеза линейных систем, имею-
щих минимальное время регулирования, кото-
рое понимается в смысле классической теории 
автоматического управления и определяется 
с использованием значения Δ = σz = 4,321 %
"трубки", равной заданному (желаемому) зна-
чению перерегулирования синтезируемой си-
стемы. Решение данной так называемой зада-
чи максимального быстродействия линейной 
системы получено с использованием теории 
аналитического конструирования оптималь-
ных регуляторов (АКОР). Максимальное бы-
стродействие и заданные ограничения на пере-
регулирование и сигнал управления в синтези-
руемой системе обеспечиваются предложенным 
способом выбора весовых коэффициентов ква-
дратичного функционала качества. Данный 
способ предусматривает преобразование задачи 
АКОР к канонической форме, в которой объ-
ект управления описывается матричным диф-
ференциальным уравнением в форме Фробени-
уса, а функционал качества определяется как 
интеграл от суммы квадратов канонических 
фазовых координат объекта с весовыми коэф-
фициентами qi, i = 1, 2, ..., N, а также квадрата 
сигнала управления с коэффициентом r. Пока-
зано, что решение задачи максимального бы-

Переходные процессы быстродействующей системы четвер-
того порядка
Transients responses of a high-speed system of the fourth order
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стродействия линейной системы находится как 
решение указанной задачи АКОР при q1 = 1,
q3 = q4 = ... = qN = 0 и некоторых положитель-
ных значениях коэффициентов q2, r. Значения 
этих коэффициентов предлагается выбирать 
в процессе моделирования синтезированной 
системы управления соответственно из условий 
обеспечения заданного перерегулирования и 
заданного ограничения на сигнал управления.

Предельным решением указанной задачи 
АКОР при r → ∞ и 2 , constNq c r c= =  опреде-
лены передаточные функции динамических 
систем с предельным (максимальным) быстро-
действием, которые при определенных значе-
ниях константы c имеют перерегулирование
σz = 4,321 %. Данные динамические системы 
названы модифицированными фильтрами 
Баттерворса в связи с тем, что известные филь-
тры Баттерворса получаются аналогичным об-
разом при константе c = 0. Параметры и по-
казатели динамики этих фильтров порядка
N = 2, 3, ..., 6 представлены в табл. 1. Най-
денные передаточные функции модифициро-
ванных фильтров Баттерворса рекомендуется 
использовать в качестве эталонных переда-
точных функций быстродействующих систем, 
синтезируемых алгебраическим методом.
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Abstract

We study the solution of the so-called maximum speed problem of a linear control system, in which, unlike the classi-
cal optimal speed problem with a relay-type control, a linear control algorithm is determined for a linear object that pro-
vides the maximum speed of the system. It is of practical importance due to the widespread practical application of linear 
control laws. The problem is formulated in relation to continuous, one-dimensional high-order control objects described by 
the corresponding transfer function or an equivalent system of ordinary differential equations in a certain phase space. The 
time of the transition process ttp of the designed system is understood in the sense of the classical theory of automatic con-
trol and is determined using the zone Δ = σpr = 4,321 %, equal to the given (desired) value of the overshoot of the synthe-
sized system. This overshoot corresponds to an oscillatory link with a damping coefficient 2/2  — the Butterworth filter 
of the second order. Accordingly, the maximum performance problem is put in the following formulation: it is required to 
find a linear feedback algorithm that provides the closed control system with a given astatism order na and transferring the 
control object from the initial state to the final one, determined by the constant signal of the regulator’s task, with the 
minimum value of transient time ttp and set value overshoot σ = σpr when performing a constraint on the control signal |u(t)| 
m umax. At present, this problem has been solved by an approximately algebraic method of synthesizing linear control sys-
tems in determining the desired transfer function of a projected closed system based on typical (reference) normalized 
transfer functions (NTF). The approximate nature of the decision is determined by the fact that the NTF used in the 
synthesis of high-speed systems are established empirically. This paper proposes a mathematically sound solution to the 
problem of maximum speed using the theory of analytical design of optimal controllers (ADOC). The maximum speed and 
set limits on the overshoot and the value of the control signal in the synthesized system are provided by the proposed 
method for selecting the weights of the quadratic quality functional. We emphasize that the proposed method for the syn-
thesis of high-speed systems, in contrast to the algebraic method, is applicable to a wider class of control objects: both 
minimal-phase and non-minimal-phase, as containing zeroes, and not. The method is illustrated by an example of the 
synthesis of a high-speed fourth-order control system containing the results of its simulation.

Keywords: linear one-dimensional object, speed, overshoot, system astatism, analytical design of optimal controller, 
Butterworth filters
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