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Pобастный синтез дискретных ПИД регуляторов
для объектов с интервальными параметрами

деленностью [16, 17]. Синтез выполняется в сле-
дующих предположениях.

Требуемое время регулирования системы зна-
чительно меньше, чем минимальное время реак-
ции объекта на единичное ступенчатое воздей-
ствие во всем диапазоне изменения параметров 
объекта. Во внутреннем контуре время регули-
рования значительно меньше, чем во внешнем. 
Поэтому во внешнем контуре время расчета сиг-
нала на выходе ПИ регулятора допускается боль-
шее, чем во внутреннем, но кратно ему.

Структура двухконтурной системы показана 
на рис. 1. Контуры и их регуляторы нумеруются 
начиная от внешнего контура.

Область качества и траектория корней

Система содержит цифровое управление с ПИ 
регуляторами K1 и K2 вида Ki = Mi/Ni = (c1i(z – 1) +
+ c0iTC)/(z – 1)), (i = 1, 2) и непрерывный линеа-
ризованный объект, описываемый векторно-ма-
тричными уравнениями

 ,P P P Px A x B u= +�  y = CP  xP .

В этих уравнениях xP — вектор переменных со-
стояния объекта; AP, BP, CP — матрицы его параме-
тров; u — сигнал управления, формируемый дис-
кретными ПИ регуляторами; y — выход объекта.

Замена переменной [19, 20] z = TCq + 1 отобра-
жает единичный круг с центром в начале коорди-
нат на плоскости z в круг в левой полуплоскости 
переменной q радиусом 1.C СR T −=  Внутренний 
контур содержит цифровой ПИ регулятор с пе-
риодом TC дискретности, внешний — с периодом 
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Введение

Управление с регуляторами простой структу-
ры (ПИ, ПИД) привлекает внимание исследова-
телей [1—5] по причине широкой применимости 
в системах промышленной автоматики. Робаст-
ный синтез ПИ, ПИД регуляторов рассмотрен, 
в частности, в работах [3—5]. В работе [3] пред-
ставлен метод синтеза ПИД регуляторов, свобод-
ный от аналитической модели объекта. Синтез 
робастного управления дискретных систем [4, 5] 
остается актуальным, тем более что точное ре-
шение задачи дискретного синтеза обычно дает 
сложные выражения для закона управления.

Вместе с тем, применение редуцированных 
моделей и разделения движений на быструю и 
медленную составляющие [6—15] позволяет по-
строить синтез параметров управления на осно-
вании хоть и приближенных выражений, но от-
ражающих основные свойства.

Целью работы является синтез дискретных 
робастных ПИ регуляторов двухконтурной си-
стемы на основании локализации корней и раз-
деления движений на быструю и медленную 
составляющие для объекта со структурной и 
параметрической заданной на интервале неопре-

Рис. 1
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TC1 = kTC (k — целая положительная величина), и 
радиусы областей устойчивости равны 1

C СR T −=  
и 1

1 1C С CR T R−= = ε  соответственно.
Два параметра ПИ регулятора позволяют обе-

спечить заданные показатели качества лишь для 
модели объекта первого порядка. Передаточные 
функции редуцированных [21] моделей объекта 
для внутреннего и внешнего контуров имеют вид 
WPi(s) = MPi(s)/NPi(s) = bPi/(s + aPi) (i = 1, 2) или,
в дискретном виде, WPi = MPi(z)/NPi(z). Здесь и 
везде далее TC2 = TC, RC2 = RC NPi(z) = z – di, di = 
= exp(–TCiaPi), (1 ),Pi Pi ib b d′ = −  ( ) .Pi Pi PiM z M b′= =  
Параметры объекта изменяются в интервалах 

[ , ],Pi PiPia a a∈  [ , ].Pi PiPib b b∈
Для двух комплексных сопряженных корней 

q1,2 = –α0 ± jω0 желаемого характеристического 
полинома синтезируемого контура справедливы 
ограничения 0 00Re( ) [ , ]i i iiq = α ∈ α α  (i = 1, 2),
ω0i/α0i m k0, которые определяют желаемую об-
ласть качества в виде трапеции на комплексной 
плоскости переменной s. На плоскости перемен-
ной q это будет криволинейная трапеция.

Области качества на плоскости q показаны на 
рис. 2.

Характеристический полином замкнутого i-го 
контура принимает вид Ni(z) = (z – 1)(z – di) +
+ (TCic0i + c1i(z – 1)) Pib′ . Замена переменной
z = (TCiq + 1) позволяет перейти к выражению 
полинома через переменную q:

 2
1 0( ) (1 ) .i Pi i Pi i Pi PiN q q qa c b c b a′ ′ ′ ′= + + +  (1)

Здесь (1 )/ .Pi i Cia d T′ = −  Пусть равные дейст-
вительные [21, 22] корни q1 = q2 = –α0i =
= –(aPi + c1ibP0i)/2 получаются при расчетном 
значении bPi = bP0i, т. е. c1i = (2α0i – aP0i)/bP0i;
c0i = q1q2/bP0i. Относительные значения γ1i = aPi/aP0i 
и γi = bPi/bP0i параметров объекта упрощают ана-
лиз движения корней при изменениях параме-
тров объекта. Если aP0 ≠ 0 и bP0i ≠ 0, полином (1) 
можно представить в виде

 2 2
0 1 0 0( ) ( ( ) 2 ) .i P i i i i i i iN q q q a= + γ − γ + γ α + γ α  (2)

Если aP0i = 0 либо γi = γ1i, учитывая, что bPi > 0 
всегда, полином принимает вид

 2 2
0 0( ) 2 .i i i i iN q q q= + γ α + γ α  (3)

Выражения (2), (3) зависят от расчетной ве-
личины α0i и от относительных изменений γ1i, γi 
параметров объекта. Это позволяет рационально 
выбрать значения расчетных параметров a0i и bP0i 

внутри заданных интервалов изменения пара-
метров объекта. Далее, так как обычно 2γiα0i .
. αP0i(γ1i – γi), принято, что либо γ1i = γi, либо
aP0i ≈ 0, и поэтому рассматривается полином (3).

На рис. 2 представлено расположение корне-
вой траектории при изменении γi относительно 
областей качества в виде трапеции. Траектория, 
начинаясь при значении γ = 0 в точке q1, 2 = 0, 
имеет вид окружности с центром (–Ri, j0) и ра-
диусом Ri = c0i/c1i. При значениях 0 < 2γiα0i < 4Ri 
корни комплексные сопряженные и, в частно-
сти, в точке 2γα0i = 2Ri равны q1, 2 = –α0i ± jα0i. 
В точке 2γiα0i = 4Ri корни равные действитель-
ные q1, 2 = –2Ri и остаются действительными при 
дальнейшем увеличении γi. Достаточно, чтобы из 
действительных корней лишь один (доминиру-
ющий) корень принадлежал области качества. 
На рис. 2 показаны область качества (обозначена 
штриховыми линиями) и корневая траектория 
при изменении величины γ, стрелки указывают 
возрастание γ.

В пределе, при γi = ∞, корни примут значения 
q1 = –Ri, q2 = –∞. Доминирующий корень должен 
оставаться в области качества, а второй корень — 
в области устойчивости, т. е. принадлежать кругу 
радиусом RCi с центром (–RCi, j0). Пусть заданная 
область ограничена по действительной оси ин-
тервалом [ , ].i ih h− −  Рассмотрим случай, когда 

.i iih h R− l  Учитывая, что радиус кривизны 
значительно превосходит размер области каче-

Рис. 2



376 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 19, № 6, 2018

ства, кривизной трапеции пренебрегаем. Тогда 
для размещения корней достаточно принять за 
исходную при γi = 1 точку кратности корней 

0 02 2 4 2 .i i i i iR hγ α = α = =  При i iγ = γ  один из кор-
ней (доминирующий) должен принять значение 

1, .m iq h= −  Корень q2m будет удовлетворять выра-
жениям
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.
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γ α = −

γ α =
 (4)

Учитывая принадлежность корня q2m m –RCi 
области устойчивости, имея 0 2i i iR hα = =  и вво-
дя обозначение 2 ,i i ii ih R h hη = =  можно из вы-
ражения (4) вычислить величину ri = Ri/RCi:

 
( 1)

.i
i

i

r
η −

=
η

 (5)

Наименьшее относительное изменение па-
раметра в области качества получается, если 

1
i

γ <  и корни комплексные сопряженные. Наи-
меньшему значению 1

i
γ <  будет соответство-

вать пара комплексных сопряженных корней 
2

1,2 0 ,ii ii
q h j h= − ± γ α −  кроме того, 02 2 .ii i

h = γ α  
Отсюда нетрудно получить диапазон [ , ].i ii

γ ∈ γ γ  
Наибольшее и наименьшее возможные относи-
тельные изменения параметра в области качества 
должны удовлетворять выражениям
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Если ,Pi iPib b γm  то корни будут принадле-
жать области качества для всех [ , ].i ii

γ ∈ γ γ  Если 
,Pi iPib b > γ  то в расчетной точке q1, 2 = –α0i = 

= –2Ri имеем ,Pi Pi ib b= γ  тогда величине Pib  бу-
дет соответствовать 1i PiPii

b bγ = γ <  и пара ком-
плексных сопряженных корней. Если эти корни 
принадлежат области качества, то задача робаст-
ного синтеза разрешима, если нет, то возникает 
необходимость в перенастраиваемом регуляторе.

Если ,i iih h R− l  то, приняв в качестве рас-
четного значения q1, 2 = –α0i = –2Ri и 1,i i

γ = γ =  
всегда можно обеспечить принадлежность кор-
ня q1 области качества во всем диапазоне изме-
нения [ , ].i ii

γ ∈ γ γ  Для этого следует рассчитать
ri = Ri/RCi, используя выражение (6) и исходя из 
заданного значения .iγ  В результате получим

 11 1 .i ir −= − − γ

Учитывая, что 2 ,i iR h=  радиус RCi области 
устойчивости, а следовательно, и 1

Ci Ci
T R −=  опре-

деляются из последнего выражения:

 
1 1

,
1 1 2(1 1 )

i i i
Ci

i i i

R R h
R

r − −
= = =

− − γ − − γ

 
12(1 1 )

.i

Ci
i

T
h

−− − γ
m  (7)

Область качества в виде криволинейной тра-
пеции ABCDE шириной ,i ih h−  расположенная 
на расстоянии hi от мнимой оси с ограничением 
ωi/αi m 1 для корней q1, 2 = –αi ± jωi, показана на 
рис. 2.

Отрезок траектории для 0[ , ]i i iγ ∈ γ γ  принад-
лежит области качества, если выполнить условия

 0 1 2,
ii i iR c c h= m  0 2 .i i iR hα = m  (8)

Таким образом, анализ движения корней при 
изменениях параметров объекта дает расчетные 
выражения (4)—(8).

Метод расчета параметров ПИ регуляторов

Исходными данными для расчета параметров 
регуляторов является требуемое быстродействие 
(время регулирования) в системе, заданное ин-
тервалом 0 00[ , ],t t t∈  по которому определяется 
интервал [ , ]i ih h− −  на комплексной плоскости 
корней для внешнего контура, а также интерва-
лы [ , ],Pi PiPia a a∈  [ , ]Pi PiPib b b∈  изменения пара-
метров объекта.

Вначале следует рассчитать значения корней 
внешнего идеализированного контура по выра-
жению q1, 2 = –α0, где 0 103/ .t hα = =  Для расчет-
ных значений параметров объекта aP0 = 0, bP0, 

0 [ , ],P PPb b b∈  0 [ , ]P PPa a a∈  получаются значения 
параметров регулятора внешнего контура c11 = 
= 2α0/bP0; c01 = q1q2/bP0.

Зная параметры c01, c11, можно определить для 
внешнего контура значение R1 = c01/c11 = 2α0. Да-
лее по выражениям (5)—(8) определяются γ , r1, 
RC1, TC1.

После этого становится возможным опреде-
ление требований к динамическим показателям 
внутреннего контура, и цикл расчетов повторя-
ется для внутреннего контура. Расчет может быть 
продолжен для любого числа контуров.

В качестве примера рассчитываются параме-
тры ПИ регуляторов системы (см. рис. 1) для ис-
ходных данных, приведенных в таблице. В рас-
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чете приняты значения 0 ,P i Pib b=  0P i Pia a Ѕ=
0,2.iЅ rε = m  Каждый контур должен иметь время 

регулирования, заданное в пределах 0 0 0[ , ],i i it t t∈  
что определяет положение области качества 
[ , ].iih h− −

Реакция системы на ступенчатое воздействие 
представлена на рис. 3, а, б — при расчетных па-
раметрах объекта, на рис. 3, в, г — при увели-
ченном вдвое коэффициенте усиления объекта;
рис. 3, а, в — внешний контур содержит дискрет-
ный ПИ регулятор и расчетный инерционный 
объект, рис. 3, б, г — двухконтурная система с 
ПИ регуляторами.

На рис. 3 видно, что процессы реальной дис-
кретно-непрерывной системы с учетом динами-
ки внутреннего контура мало отличаются от ди-
намики расчетного внешнего контура как при 
расчетном Pb , так и при изменившемся значе-
нии Pb  коэффициента усиления. Показатели 
качества во всех представленных случаях 
находятся в допустимых пределах.

Результаты моделирования процессов показы-
вают, что выбранные соотношения интервалов 
дискретности и локализации корней внутренне-
го и внешнего контуров позволяют при синтезе 
внешнего контура внутренний контур считать 
безынерционным звеном. Учитывая более вы-
сокое быстродействие внутреннего контура, при 
его синтезе можно пренебречь динамикой внеш-
него контура.

Заключение

Модальное управление для робастного син-
теза дает преимущество в свободе локализации 
корней в зависимости от требуемого качества си-
стемы и интервалов изменения параметров.

При выборе малого параметра ε, меньшего 
0,25, рассчитанные для редуцированного объек-
та параметры робастных ПИ регуляторов обес-
печивают требуемые показатели качества.

Для заданных границ [ , ]i ih h− −  
области качества на комплексной 
плоскости корней возможно оце-
нить допустимый диапазон 

[ , ]i ii
γ ∈ γ γ  изменения коэффици-
ента усиления объекта по усло-
вию принадлежности корней об-
ласти качества, используя выра-
жения (6), если 2 0.iih h− >
Если же 2 0,iih h− <  то 1

i
γ =  и 

iγ  может принимать произволь-
ные значения 1,iγ >  однако ин-
тервал дискретности контура 
ограничивается условием (7).
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The main aim of this paper is the robust control synthesis of the cascade system with discrete proportional integral 
(PI) controllers. The PI and proportional integral derivative (PID) controllers are employed for the control of the various, 
in particular, high order plants with structural and parametric uncertainties. But with PI controllers, only the low order 
plants can be correctly controlled. Consequently, the synthesis must be completed with the first order models of the plant 
in the control loops. Hence, the problem is to calculate the PI controller parameters in order to offer the dynamics quality 
in conditions of structural and parametric uncertainties of ithe plant. The proposed parametric synthesis is based on the 
time scale approach and roots location on the complex plane. The small constant ε is denoted as a spectral value of the 
slow mode as percentage to the fast one. The nominal dynamics of each loop must be similar to the second order model 
dynamics. For the second order subsystems the regions of the admissible eigenevalues is denoted with limitations of real 
root boundary, bandwidth and damping. The analysis of the roots deviation on the complex plane with plant parameters 
variations allow to establish the conditions of dominant roots location in the denoted area. The values of small constant ε 
< 0,25 get the linear system with calculated discrete PI controllers and the valid (not reduced) plant similar to the chosen 
second order model dynamics. The proposed synthesis method is helpful for the system with the fast and slow components; 
in particular, the electrical drives control system. The numerical example of synthesis is presented with simulation results, 
which illustrate the application of the method

Keywords: synthesis, robust control, cascade system, time scale, parameters uncertainty, proportional integral (PI) 
controllers, parameterization
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