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Представлено решение задачи оптимального управления квадрокоптером в условиях фазовых ограничений чис-
ленным методом сетевого оператора на основе многоточечной стабилизации. Согласно данному подходу на первом 
этапе решается задача синтеза системы управления. В результате обеспечивается стабилизация квадрокоптера 
относительно некоторой точки пространства состояний. На втором этапе находится такая последовательность 
точек стабилизации в пространстве состояний, что переключение точек стабилизации в фиксированные моменты 
времени обеспечивает движение квадрокоптера из начального состояния в терминальное с оптимальным значением 
критерия качества с учетом фазовых ограничений. Для решения задачи синтеза системы стабилизации используется 
метод сетевого оператора. Метод является численным и в отличие от известных аналитических методов позволя-
ет в автоматическом режиме без конкретного анализа правых частей модели синтезировать систему управления. 
Метод позволяет с помощью генетического алгоритма находить структуру и параметры математического выраже-
ния в закодированном виде. Код метода сетевого оператора представляет собой целочисленную верхнетреугольную 
матрицу. На этапе решения задачи синтеза математическая модель движения квадрокоптера декомпозируется 
на угловое и пространственное движения для того, чтобы выделить отдельно компоненты управления для угло-
вого и пространственного движений соответственно. Синтезированная система стабилизации состоит из двух 
подсистем, соединенных последовательно, для пространственного и углового движения. В качестве управлений для 
пространственного движения использовались моменты вокруг осей и суммарная тяга всех винтов квадрокоптера. 
Входами для системы стабилизации углового движения являются желаемые углы наклона квадрокоптера. Зада-
ча стабилизации рассматривается как общая задача синтеза системы управления. Методом сетевого оператора 
ищется одна функция управления, которая обеспечивает стабилизацию объекта в заданной точке рассматриваемого 
пространства состояний из множества начальных условий. На этапе поиска точек равновесия используется эволю-
ционный алгоритм роя частиц. Приведен численный пример решения задачи оптимального управления квадрокопте-
ром с четырьмя фазовыми ограничениями.
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Управление квадрокоптером методом сетевого оператора
на основе многоточечной стабилизации1

Введение

Сегодня  квадрокоптеры являются очень по-
пулярным роботизированным объектом, ко-
торый используется в различных прикладных 
задачах, для мониторинга местности, видеосъ-
емок и др. В настоящей работе решается зада-
ча оптимального управления квадрокоптером. 
Численные методы решения задачи оптималь-
ного управления можно объединить в два класса
[1—4] — на основе прямого и непрямого под-

1Работа выполнена при поддержке Российского фонда 
фундаментальных исследований № 18-29-03061-мк (раздел 3) 
и Российского научного фонда № 19-11-00258 (разделы 1, 2).

ходов. Прямой подход состоит в редукции к ко-
нечномерной задаче нелинейного программиро-
вания [2]. Непрямой подход заключается в ре-
шении краевой задачи, полученной на основе 
принципа максимума Понтрягина [4]. Оба из-
вестных подхода сталкиваются с вычислитель-
ными проблемами, когда в задаче оптимального 
управления существуют фазовые ограничения 
[5—7], которые часто приводят к потере свойства 
унимодальности целевого функционала [8].

Одна из основных проблем оптимального 
управления состоит в том, что полученное оп-
тимальное управление нельзя использовать на 
практике без построения системы стабилиза-
ции. При этом сама система стабилизации из-
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меняет математическую модель объекта управ-
ления, что соответственно приводит к измене-
нию и гамильониана.

Альтернативные подходы заключаются в том, 
чтобы учитывать изменение положения объекта 
при его движении к терминальной точке [9].

В данной статье предлагается подход на ос-
нове многоточечной стабилизации [10]. Способ 
заключается в решении на первом этапе задачи 
синтеза системы стабилизации, обеспечиваю-
щей устойчивость объекта управления относи-
тельно некоторой заданной точки в простран-
стве состояний. На втором этапе осуществля-
ется поиск оптимального положения этих точек 
стабилизации, чтобы переключение этих точек 
через заданный интервал времени привело 
к оптимальному согласно заданному критерию 
перемещению объекта. Задача поиска относит-
ся к классу задач конечномерной оптимизации.

На практике разработчики почти всег-
да первоначально делают объект управления 
устойчивым, а затем ищут управление им. Это 
скорее всего вызвано тем, что математическая 
модель объекта управления всегда не точно 
описывает реальный объект, но в окрестности 
точки стабилизации ошибки описания объек-
та нивелируются. Сложность реализации рас-
сматриваемого в работе подхода состоит в том, 
что на первом этапе необходимо решать задачу 
общего синтеза управления, которая намного 
сложнее, чем задача оптимального управле-
ния. Для решения задачи синтеза в подавля-
ющем большинстве случаев используются тех-
нические методы [12—14], в которых в каналы 
управления вставляются различные линейные 
регуляторы, либо аналитические регуляторы 
[15—20], в которых используются нелинейные 
стабилизирующие функции для обеспечения 
устойчивости по теоремам Ляпунова. Все эти 
методы нельзя назвать численными, они реа-
лизуются по-разному в зависимости от правых 
частей дифференциальных уравнений, описы-
вающих модель объекта управления.

Для решения задачи синтеза управления 
в настоящей работе применяется численный 
метод символьной регрессии [21]. Данные ме-
тоды находят математическое выражение для 
функции управления в форме специального 
кода. Для поиска решения на пространстве ко-
дов используется эволюционный, как правило, 
генетический алгоритм. Методы символьной 
регрессии отличаются видом кодирования ма-
тематического выражения. В данной работе 

для решения задачи стабилизации использует-
ся метод сетевого оператора.

1. Математическая модель объекта

Математические модели квадрокоптеров от-
личаются друг от друга конструктивными осо-
бенностями, уровнем абстракций, например, 
моделью аэродинамических сил сопротивле-
ния и идеализации физических характеристик, 
упругостью и массой элементов конструкции.

В работе рассматривается симметричный 
квадрокоптер с четырьмя винтами [22]. Мате-
матическая модель квадрокоптера описывает-
ся следующей системой из n = 12 дифференци-
альных уравнений:
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где система уравнений (1) описывает угловое 
движение квадрокоптера, а система уравнений 
(2) описывает пространственное перемещение 
квадрокоптера; x1, x3 — углы поворота вокруг 
горизонтальных осей; x2 — угол поворота во-
круг вертикальной оси; x4 и x6 — угловые ско-
рости вращения вокруг горизонтальных осей; 
x5 — угловая скорость вращения вокруг верти-
кальной оси; x7, x9 — горизонтальные оси; x8 — 
вертикальная ось; x10 — скорость вдоль оси x7; 
x11 — скорость вдоль оси x8; x12 — скорость 
вдоль оси x9; Mi, i = 1, 2, 3 — управляющие 
моменты, создаваемые винтами квадрокоптера 
вокруг трех осей; F — общая тяга всех четырех 
винтов квадрокоптера с учетом поправки на 
массу m; g — постоянное ускорение свободно-
го падения; Ii,  i = 1, 2, 3 — моменты инерции 
квадрокоптера вокруг осей xi,  i = 1, 2, 3.

Как видим из уравнений (1)—(2), движе-
ние квадрокоптера можно декомпозировать 
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на угловое и пространственное. Перемещение 
квадрокоптера в пространстве осуществляется 
за счет наклона силы тяги. Наклон квадрокоп-
тера осуществляется управляющими момента-
ми M1 и M3. Реальное управление квадрокоп-
тером осуществляется силами тяги каждого из 
четырех винтов. Связь между управляющими 
моментами и общей силой тяги с силами тяги 
отдельных винтов квадрокоптера определяется 
следующими соотношениями:
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На силы тяги отдельных винтов наложены 
ограничения, которые являются в контексте 
постановки задачи оптимального управления 
ограничениями на управление:

 0 , 1, 2, 3, 4.iu u i+ =m m  (4)

Система координат вертолета с четырьмя 
винтами показана на рис. 1 (см. третью сторо-
ну обложки).

Переменные просто нумеруются без ссылки 
на их физический смысл, поскольку вычис-
лительный подход, который используется для 
решения задачи синтезированного оптималь-
ного управления, является автоматическим, и 
физический смысл переменных для компьюте-
ра не имеет значения.

2. Синтез системы стабилизации методом 
сетевого оператора

Согласно методу многоточечной стабилиза-
ции [9] первоначально решаем задачу синтеза 
системы стабилизации.

Для того чтобы решить задачу стабилиза-
ции квадрокоптера в точке двенадцатимерного 
пространства состояний, первоначально стро-
им систему угловой стабилизации. Для реше-
ния этой задачи используем систему из шести 
уравнений (1). В результате решения задачи 
синтеза системы стабилизации углового дви-
жения квадрокоптера получим синтезирую-
щие функции управления

где * * *
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дрокоптера; * * *
4 5 6, ,x x x  — заданные скорости; 
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На втором этапе решаем задачу простран-
ственной стабилизации, где используем все 
двенадцать уравнений (1), (2). Здесь в качестве 
управления рассматриваем заданные углы ста-
билизации и общую тягу всех винтов
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где * * *
7 8 9, ,x x x  — заданные координаты про-

странственного положения квадрокоптера; 
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ih x x�  — компонента векторной синтези-
рующей функции управления системы про-
странственной стабилизации, i = 1, 2, 3, 4:
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Для решения задач угловой и простран-
ственной стабилизации квадрокоптера ис-
пользуем численный метод сетевого оператора. 
Метод сетевого оператора — один из современ-
ных методов символьной регрессии, разрабо-
танный специально для решения задачи обще-
го синтеза управления. Метод сетевого опера-
тора кодирует математическое выражение как 
композицию элементарных функций в виде 
ориентированного графа. Подробнее с мето-
дом сетевого оператора можно ознакомиться 
в монографии [21].

При синтезе системы угловой стабилизации 
были заданы следующие начальные значения:
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Ограничения на управления в задаче синте-
за системы угловой стабилизации имели сле-
дующие значения:

 2 2,i i iM M M− +− = =m m  i = 1, 2, 3.

Критерий качества имел следующий вид:
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1
( ) .a a f a f

i i
j

x x
=

− = −∑x x

При поиске решения параметры модели име-
ли следующие значения: I1 = 1,5,  I2 = 1,  I3 = 1,5, 
g = 9,8067.

Сетевой оператор имел следующие значе-
ния параметров: размерность матрицы сетевого 
оператора 32 Ѕ 32, число функций с одним ар-
гументом kw = 20, число функций с двумя ар-
гументами kv = 2, число возможных решений 
в начальном множестве (популяции) H = 1024, 
число поколений P = 128, максимальное число 
скрещиваний в одном поколении R = 128, чис-
ло поколений между сменой базисного решения 
kE = 32, число малых вариаций в одном воз-
можном решении d = 8, вероятность мутации 
pμ = 0,7, число искомых параметров p = 6, число 
битов кода Грея для поиска параметров 16, для 
целой части — 4, для дробной части — 12.

Базисное решение при синтезе системы 
угловой стабилизации имело вид

 
6

(0) ,

1
( ), 1, 2, 3.a f a

i ij i
j

M q x x j
=

= − =∑  (10)

Расчеты проводили на персональном ком-
пьютере 2,8 ГГц, с процессором Core i7. Вре-
мя счета для одного запуска составляло около 
40 мин. В процессе поиска функционал (9) вы-
числялся 1 035 720 раз.

В результате решения задачи синтеза систе-
мы угловой стабилизации методом сетевого 
оператора была получена следующая синтези-
рующая функция:
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,� �если�
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1, 2, 3,�

;

;
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где математические выражения для синтезиру-
ющей функции имеют вид
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1 exp( 2 )

tanh( ) ,
1 exp( 2 )
− − α

α =
+ − α

где q1 = 12,224, q2 = 14,197, q3 = 13,661, q4 = 4,361, 
q5 = 9,989, q6 = 4,114.

На рис. 2 показаны результаты моделирова-
ния синтезированной системы угловой стаби-
лизации для восьми начальных значений
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 (12)

На рис. 3, 4 приведены графики управлений 

для системы угловой стабилизации для одного 

начального состояния xa,0,1.

На втором этапе решалась задача синте-

за системы пространственной стабилизации. 

Здесь рассматривалась стабилизация квадро-

коптера относительно точки в шестимерном 

подпространстве {x7, ..., x12}. Управление для 

системы стабилизации включало четыре ком-

поненты � 2
т* * *

1 3[ ] .x x x F=u

Рис. 2. Траектории углового движения квадрокоптера на {x1, x2} и {x2, x3}
Fig. 2. Quadrocopter angular motion trajectories on subspaces {x1, x2} and {x2, x3}

Рис. 3. Управление M1 и M2 системы угловой стабилизации
Fig. 3. Angle stabilization control M1 and M2
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Множество точек начальных значений вклю-
чало восемь элементов
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Ограничения на управление были приняты 
следующими:
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Терминальное условие: 
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При синтезе функционал имел следующий вид:
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где ps = 2,5, tf, i определялось по формуле
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Базисное решение имело следующий вид:
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В результате было получено следующее ре-
шение:
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Рис. 4. Управление M3 системы угловой стабилизации
Fig. 4. Angle stabilization control M3
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 q7 = 0,115, q8 = 3,371, q9 = 3,076, q10 = 0,144,

 q11 = 3,131, q12 = 4,515.

При поиске решения было выполнено 
1 189 440 вычислений критерия качества (12).

На рис. 5 приведены траектории движения 
квадрокоптера с системами уголовой и про-
странственной стабилизации из восьми на-
чальных условий (12). На рис. 6, 7 приведены 
графики управлений пространственным дви-
жением квадрокоптера для одного начального 
условия x0,1.

Как видно из графиков, приведенных на рис. 
2—7, синтезированные методом сетевого опера-
тора в автоматическом режиме системы угловой 
и пространственной стабилизации достаточно 
качественно стабилизируют квадрокоптер в точ-
ке пространства состояний. Сложные матема-
тические выражения, полученные в результате 
автоматического синтеза методом сетевого опе-
ратора объясняются компьютерным способом 
нахождения этих выражений. Скорее всего, они 
являются избыточными и допускают сокраще-
ния. Сложности для вычислений на борту ква-
дрокоптера данные выра жения не представляют, 
так как при вычислении будет использоваться 
их код в форме сетевого оператора.

Рис. 5. Траектории движения квадрокоптера на плоскостях {x7, x8} и {x9, x8}
Fig. 5. Trajectories of the quadrocopter on the planes {x7, x8} and {x9, x8}

Рис. 6. Компоненты управления *
1x  и *

2x
Fig. 6. Control components *

1x  and *
2x
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3. Поиск оптимального положения
точек стабилизации

Найденные синтезированные функции 
управления зависят от разности между коор-
динатами точки стабилизации и текущими 
координатами объекта управления. Далее мы 
находим координаты других точек стабили-
зации как искомые параметры оптимального 
управления. Координаты точек стабилизации 
подаются в синтезированные функции управ-
ления через заданные интервалы времени, 
чтобы обеспечить движение объекта управле-
ния в терминальное состояние с оптимальным 
значением критерия качества.

Рассмотрим решение задачи перемещения 
квадрокоптера из начального состояния в тер-
минальное с учетом фазовых ограничений.

Пусть задана математическая модель ква-
дрокоптера (1), (2).

Заданы начальные условия

 0(0) , 1,� ..., 1� 2.i ix x i= =  (15)

Заданы фазовые ограничения

 
2 2

,7� 7 ,9� 9( ) ( � ) ( � ) 0,

1, �..., � ,

i i i ir x x x x

i s

ϕ = − − + −

=

x m
 (16)

где s — число фазовых ограничений.
Заданы терминальные условия
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=
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где f
ix  — заданные значения; tf — ограничен-

ное, но неизвестное время окончания процесса 
управления, которое также определяется до-
стижением терминальных условий (17):

12
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f
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⎪
⎩
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 (18)

t+ — заданное ограничение на время управ-
ления; ε — заданная точность достижения тер-
минальных условий (17).

Задан критерий качества управления

 min .fJ t= →  (19)

Задача синтеза системы стабилизации была 
решена на предыдущем этапе методом сете-
вого оператора и получены синтезирующие 
функции управления (11), (13).

На данном этапе находим целевые точки 
x* = {x*,1, ..., x*,K}, чтобы решить задачу опти-
мального управления с помощью переключе-
ния этих точек через определенный интервал 
времени Δt.

При решении задачи оптимального управле-
ния включим условия попадания в терминаль-
ное состояние (17) и условие выполнения фазо-
вых ограничений (16) в критерий качества (19):
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где ai, i = 1, 2, 3, 4, — весовые коэффициенты;

 ( )
1,� � если � 0;

0 — иначе.

α >⎧
ϑ α = ⎨

⎩

Для определения координат целевых точек 
используем эволюционный алгоритм роя ча-
стиц (particle swarm optimization) — PSO-алго-

Рис. 7. Компоненты управления *
3x  и F

Fig. 7. Control components *
3x  and F
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ритм [23, 24], поскольку целевая функция в дан-
ном случае скорее всего будет невыпуклой и 
неунимодальной в пространстве искомых пара-
метров.

В вычислительном эксперименте были за-
даны следующие значения: начальные условия 
x1(0) = 0, x2(0) = 0, x3(0) = 0, x4(0) = 0, x5(0) = 0, 
x6(0) = 0, x7(0) = 0, x8(0) = 2, x9(0) = 0, x10(0) = 0,
x11(0) = 0, x12(0) = 0; терминальные условия 

1 0,fx =  2 0,=fx  3 0,fx =  4 0,fx =  5 0,fx =  6 0,fx =  

7 10,fx =  8 2,fx =  9 10,fx =  10 0,fx =  11 0,fx =  

12 0;fx =  другие параметры: t+ = 3,5, ε = 0,01,
a1 = a3 = 2,5, a2 = a4 = 2; число фазовых огра-
ничений s = 4; параметры ограничений r1 = 1,5,
r2 = 1,5, r3 = 2, r4 = 2, x1,7 = 2,5, x1,9 = 2,5, x2,7 = 7,5,
x2,9 = 7,5, x3,7 = 2, x3,9 = 8, x4,7 = 8, x4,9 = 2; 
ограничения на упра вление 2,iM − = −  2,iM + =
i = 1, 2, 3, F  – = 0, F+ = 12.

В результате были получены следующие ко-
ординаты целевых точек {x7, x8, x9}:

 *,1
7 0,891,x =  *,1

8 3,799,x =  *,1
9 0,241,x = −

 *,2
7 4,958,x =  *,2

8 2,532,x =  *,2
9 1,362,x =

 *,3
7 8,686,x =  *,3

8 2,615,x =  *,3
9 11,822,x =

 *,4
7 8,454,x =  *,4

8 3,402,x =  *,4
9 1,391.x =

Точки переключались через интервал Δt = 0,7 с.
Последняя точка совпадала с терминальной 
точкой 7 10,fx =  8 2,fx =  9 10.fx =

Оптимальная траектория движения квадро-
коптера на плоскости  приведена на рис. 8, где 
окружности изображают фазовые ограниче-
ния, маленькие черные квадраты — найден-
ные целевые точки. Как видим из рис. 8, ква-
дрокоптер достиг терминального состояния, 
выполнив условия фазовых ограничений, по 
достаточно гладкой траектории.

Заключение

Рассмотрена задача оптимального управ-
ления квадрокоптером с фазовыми ограниче-
ниями. Предложен численный подход к реше-
нию, который заключается в том, что на первом 
этапе реализуется численный синтез системы 
стабилизации объекта. Далее оптимальное 
управление реализуется за счет оптимального 
расположения точек стабилизации. Результаты 
вычислительного эксперимента показали эф-
фективность предложенного подхода.
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Abstract

The paper presents a solution to the problem of optimal control of a quadrocopter under phase constraints by the nu-
merical method of a network operator based on multi-point stabilization. According to this approach, the task of control sys-
tem synthesis is initially solved. As a result, the quadrocopter is stabilized with respect to a certain point in the state space. 
At the second stage, a sequence of stabilization points is searched in the state space such that switching the stabilization 
points at fixed times ensures the movement of the quadrocopter from the initial state to the terminal state with an optimal 
value of the quality criterion taking into account phase constraints. To solve the problem of stabilization system synthesis, 
the network operator method is used. The method is numerical and, unlike the well-known analytical methods, allows to 
synthesize a control system automatically without a specific analysis of the right parts of the model. The method allows 
to find the structure and parameters of a mathematical expression in the encoded form using the genetic algorithm. The 
network operator code is an integer upper-triangular matrix. At the stage of solving the synthesis problem, the mathemati-
cal model of quadrocopter motion is decomposed into angular and spatial motions in order to separate control components 
for angular and spatial motions, respectively. The synthesized stabilization system consists of two subsystems connected in 
series for spatial and angular motion. As controls for spatial motion, moments around the axes and the total thrust of all 
quadcopter propellers were used. And the inputs for the angular motion stabilization system are the desired angles of incli-
nation of the quadrocopter. The stabilization problem is considered as a general synthesis task for a control system. Using 
the network operator method, one control function is searched that provides stabilization of the object at a given point in the 
considered state space from the set of initial conditions. At the stage of the search for equilibrium points, the evolutionary 
particle swarm algorithm is used. A numerical example of solving the problem of optimal control of a quadrocopter with 
four phase constraints is given.

Keywords: optimal control, stabilization system synthesis, network operator method, evolutionary algorithm, quadro-
copter, phase constraints
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