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Синтез аддитивного терминального управления
одноосным движением нелинейных объектов

Введение

Терминальное управление составляет не-
отъемлемую часть современных технологий. 
Мягкое приземление космической станции на 
поверхность планеты, посадка самолета верти-
кального взлета и вертолета на площадку огра-
ниченных размеров, перевод антенны из одного 
углового положения в другое, поворот судового 
руля на требуемый угол, замыкание контактов 
электрического аппарата с допустимой скоро-
стью соударения — все это примеры терминаль-
ного управления. Данные задачи объединяет 
одна общая цель — перевести объект управле-
ния — самолет, исполнительный орган и т.п. —
из одного положения или состояния в другое за 
конечное время. Реализующее эту цель управ-
ление и принято называть терминальным.

Проблемам терминального управления посвя-
щено значительное число научных работ [1—17]. 
Они выполнены как в оптимальной [1—8], так 
и в чисто терминальной [9—17] постановке 
с поиском законов управления разомкнутого 
и замкнутого типов для линейных и нелиней-

ных уравнений объектов. Применение методов 
оптимизации [1—4] для синтеза терминального 
управления в случае, когда объект управления 
обладает нелинейными свойствами, крайне за-
труднительно. Такую задачу удается решить 
лишь для сравнительно узкого класса управля-
емых объектов — преимущественно линейных 
стационарных [3, 5, 7, 14] или линеаризуемых 
на каждом такте работы бортового компьютера 
[8], что, правда, приводит к значительным вы-
числительным затратам.

Если объект нелинейный, традиционно при-
бегают к компромиссному варианту конструи-
рования управления, исходящему из принципа 
"невозмущенно-возмущенного движения" [1, 
3, 8]. Он заключается в декомпозиции задачи 
управления на две подзадачи: планирование 
управляемого невозмущенного движения и ста-
билизация запланированного движения в усло-
виях действия возмущений. Первая задача ре-
шается для отправных, нелинейных, уравнений 
объекта, из которых определяется программное 
управление. Вторая — для линеаризованных 
уравнений, полученных из отправных при ус-
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ловии малых отклонений состояния объекта 
от программного движения, что позволяет осу-
ществить синтез стабилизирующего управле-
ния. Однако при значительных отклонениях 
состояния от планируемого этот способ стано-
вится неправомерным. К тому же он сопряжен 
с громоздкой технической реализацией закона 
управления, неприемлемой для рассматривае-
мой в данной статье задачи.

Альтернативой модели невозмущенно-воз-
мущенного движения являются принципы, из-
ложенные в аналитических работах [4, 18, 19]. 
Они сводятся к осуществлению гибких страте-
гий терминального управления, обеспечиваю-
щих требуемую точность управления в конеч-
ный момент времени. Этот подход может про-
водиться как без априорного формирования 
программных траекторий [4], так и посредством 
их планирования с временнóй или с простран-
ственной синхронизацией [18, 19]. Первый ва-
риант [4] предусматривает предсказание конеч-
ного состояния в процессе функционирования 
системы на основе интегрирования уравнений 
движения ЛА в ускоренном масштабе времени 
и формирование управления как функции те-
кущей предсказываемой ошибки терминаль-
ного управления. При этом используется ку-
сочно-линейная аппроксимация нелинейных 
характеристик уравнений движения. Этот ва-
риант связан с большими затратами временных 
и технических ресурсов. Второй вариант [18, 19] 
реализует концепцию "гибких кинематических 
траекторий" и является достаточно эффектив-
ным для широкого круга практических задач.

В основе подхода [18, 19] лежит метод плани-
рования траекторий и концепция обратных задач 
динамики. Отмечено [18, 19], что кинематиче-
ский аспект играет существенную роль в зада-
чах управления движением, а специфика задач 
управления подвижными объектами обусловлена 
двумя обстоятельствами: во-первых, преимуще-
ственно нелинейной структурой их уравнений 
динамики и, во-вторых, целевыми требованиями 
к кинематике управляемых движений.

Ряд терминальных задач представляют слу-
чаи, когда движение объекта происходит по 
фиксированной оси. Перечисленные ранее при-
меры относятся именно к таким типам движе-
ния. Их рассмотрению и посвящена настоящая 
статья. В ней развиваются идеи, согласующие-
ся с методологией работ [18, 19] и отталкиваю-
щиеся от методов обратных задач динамики и 
планирования траекторий. В данной статье они 

распространены на класс нелинейных аддитив-
но управляемых объектов, движущихся по фик-
сированной оси. Дальнейший анализ позволил 
осуществить синтез терминального управле-
ния в форме обратной связи. В частности, од-
ной из возможностей построенного управления 
является "мягкое" приведение объекта в конеч-
ное состояние, т.е. такое, при котором скорость 
в конечный момент времени становится равной 
нулю. Полученное решение, в отличие от метода, 
приведенного в работах [20—22], не требует пред-
варительной линеаризации исходных уравнений 
или, как в работе [17], наличия у математической 
модели системы особых свойств симметрии.

Постановка задачи

Рассмотрим управляемый динамический 
объект, движущийся вдоль некоторой оси со-
гласно системе дифференциальных уравнений
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Здесь s — координата объекта вдоль оси дви-
жения Os; v — скорость объекта; xk — другие пе-
ременные, характеризующие состояние объекта; 
m — масса объекта; u — управляющее воздействие; 

1( , , , , ..., )nF F t s v x x=  — механическая сила, 
действующая на объект вдоль оси Os и завися-
щая от времени и переменных состояния (пред-
полагается, что функция F дифференцируема 
по своим аргументам); 1( , , , , ..., )k k nf f t s v x x=  
и 1( , , , , ..., )k k nb b t s v x x=  — некоторые функции 
времени и переменных состояния.

Поставим следующую задачу управления 
объектом (1): при известном начальном состо-
янии его в момент времени t = t0

 0 0 0 0

0 0

( ) , ( ) ,

( )k k

s t s v t v

x t x

= =
=

 (2)

необходимо найти закон изменения управляю-
щего воздействия u = u(t), переводящий объект 
в заданное конечное положение sf с заданной ко-
нечной скоростью vf к моменту времени t = tf = 
= t0 + T, где T — длительность времени перевода:

 ( ) , ( ) .f f f fs t s v t v= =  (3)
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Синтез закона управления

Планирование траектории. Решение задачи 
будем проводить в терминальной постановке 
на основе использования методов планирова-
ния траекторий и обратных задач динамики. 
Ввиду нелинейного характера рассматривае-
мого объекта управления и связанной с этим 
существенной сложности оптимизации управ-
ления подобный подход представляется целе-
сообразным.

В соответствии с поставленной задачей не-
обходимо построить траекторию движения 
объекта в виде дважды непрерывно дифферен-
цируемой функции времени s = s(t), проходя-
щей через две опорных точки маршрута s(t0) =
= s0, s(tf) = sf с заданными значениями скоро-
сти v = v(t) в этих точках: v(t0) = v0, v(tf) = vf   . 
Мы употребляем здесь термин "траектория" 
в обобщенном смысле, по аналогии с параме-
трическим описанием траектории в n-мерном 
пространстве (см., например, работы [23, 24]). 
Буквально же траектория в нашей задаче, как 
линия в пространстве, — это просто отрезок
[s0, sf] оси Os (необязательно прямолинейной).

Сделанная постановка относит нас к классу 
задач терминального управления, являющих-
ся, по сути, краевыми задачами. Для их реше-
ния широко применяется упомянутый выше 
метод обратных задач динамики. Осуществля-
ется задание (планирование) желаемой траек-
тории движения объекта и ищется управля-
ющее воздействие, вызывающее движение по 
этой траектории [9, 10, 13, 23].

При планировании траектории s = s(t) вос-
пользуемся известным рациональным спосо-
бом, применяемым во многих работах [9, 10, 
13, 15, 16, 23, 24]. Он состоит в идее нахожде-
ния функции s = s(t) путем сужения множества 
допустимых решений до некоторого набора 
многопараметрических функций времени

 1 2( , ,..., , ),ps s c c c t=  (4)

где c1, c2, ..., cp — неизвестные пока параметры.
Дифференцируя зависимость (4), запишем 

также скорость и ускорение объекта при рас-
сматриваемом движении:
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Функция s(t) и ее производные должны 
удовлетворять граничным условиям согласно 
соотношениям (2), (3):
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Кроме того, второе уравнение системы (1) 
предполагает выполнение еще одного условия

 0 0( ) ( )/ .a t F t m=  (6)

Из этих условий можно найти неизвестные 
коэффициенты c1, c2, ..., cp. Для удовлетворе-
ния всех пяти условий достаточно пяти коэф-
фициентов, например c1, c2, ..., c5. Остальные 
c6, c7, ..., cp можно отбросить или оставить сво-
бодными в целях достижения дополнительных 
характеристик качества управляемого процесса.

Дальнейшую процедуру принято сводить 
к заданию функции (4) в виде линейной ком-
бинации базисных функций
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где ϕi(t), i = 1, 2, ..., p, — базисные функции, 
обладающие свойством линейной независи-
мости. Для упрощения вычислений структура 
базисных функций принимается достаточно 
простой. Требуется лишь, чтобы они явля-
лись дважды непрерывно дифференцируемы-
ми. Обычно используются базисные функции, 
представляющие собой целые степени време-
ни [9, 10, 13, 15, 16, 23, 25]:
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 (T = tf – t0), так что τ = 0 

при t = t0 и τ = 1 при t = tf  .
В этом случае (7) принимает вид

 2 1
1 2 3 ... .p

ps c c c c −= + τ + τ + + τ  (8)

Могут применяться и другие функции, 
например гармонические ( ) sin(2 ),i tϕ = πτ  

( ) cos(2 ),i tϕ = πτ  экспоненциальные ( ) i
i t −λ τϕ = e  

[26, 27], сигмоидные 
1

( )
1 i

i t −λ τϕ =
+ e

 и прочие.

О качестве управления при полиномиальном 
описании траектории. Может возникнуть во-
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прос, сопоставимо ли полиномиальное описа-
ние траектории со стремлением добиться не 
только терминальной точности, но и качества 
управляемого процесса в целом. Не окажется 
ли так, что построенное управление (путем ре-
шения обратной задачи динамики), хотя и бу-
дет терминальным, но вызовет неупорядочен-
ный ход переходного процесса в системе при 
переводе ее из одного состояния в другое, вы-
ражающийся в наличии колебаний, реверсов, 
перерегулирования и других отклонениях про-
цесса от нормативно плавной динамики. На 
этот вопрос отвечают соображения, изложен-
ные в работе [9] и поясняемые ниже. Именно, 
по найденному из выражения (4) ускорению 

2

2

d s
a

dt
=  можно найти силу F(t), вызывающую 

движение объекта по траектории (4):

 F = ma(t). (9)

В этом смысле силу F(t) можно считать 
управляющей. В отношении вопроса о каче-
стве осуществляемого ею управления в работе 
[9] показано, что полиномиальная зависимость 
силы F(t) от времени, полученная из соотно-
шения (8), благодаря которой происходит пере-
вод объекта из начального фазового состояния 
в конечное, является оптимальной по крите-

рию 
0

2
ft

t

I u dt= ∫  при числе конечных условий, 

равном порядку системы из первых двух урав-
нений (1). Проще говоря, число варьируемых 
параметров c1, c2, ...,cp полинома (8) не должно 
быть избыточно высоким. В этом случае при-
нятый подход к поиску терминального управ-
ления, опирающийся на методы полиноми-
ального планирования траектории и обратной 
задачи динамики, не противоречит общепри-
нятым представлениям о качестве управления.

Вывод выражения для закона управления. 
Сила (9) осуществляет программный перевод 
объекта в заданное конечное состояние. Обе-
спечить закон изменения силы (9) можно по-
пытаться посредством соответствующего изме-
нения управляющего воздействия u = u(t) в ис-
ходной системе (1). Рассмотрим задачу поиска 
этого управления. Она состоит в нахождении 
такой зависимости u = u(t), которая приводит 
к изменению силы F(t) по формуле (9), а зна-
чит, перемещению объекта по траектории (4).

Таким образом, с одной стороны мы имеем, 
что для осуществления движения по траекто-

рии (4) движущая механическая сила F = ma 
должна изменяться по закону (9):

 F = ma(t),

где a(t) есть вторая производная от планируе-
мой траектории (4) по времени.

С другой стороны, сила F создается энер-
гетической частью системы (1), описываемой 
уравнениями относительно xk. Поэтому она 
подчиняется известной зависимости от пере-
менных состояния

 1( , , , , ..., ).nF F t s v x x=

Следовательно, в каждый момент времени 
должно выполняться тождество

 1( , , , , ..., ) ( ).nF t s v x x ma t≡

Для определения искомого закона управле-
ния u = u(t) продифференцируем данное тож-
дество по времени. Находим:

 ,t
dF

ma
dt

=

где

 ,t
da

a
dt

=

а производная dF/dt сложной функции 

1( , ( ), ( ), ( ), ..., ( ))nF F t s t v t x t x t=  есть

 
1

.
n

k

k k

dxdF F F ds F dv F
dt t s dt v dt x dt=

∂ ∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂
∑

Выразим ее через переменные состояния 
системы в силу уравнений (1). Имеем:

 
1

( ).
n

k k
k k

dF F F F F
v a f b u

dt t s v x=

∂ ∂ ∂ ∂
= + + + +

∂ ∂ ∂ ∂
∑

Отсюда получаем

 
1

( )
n

k k t
k k

F F F F
v a f b u ma

t s v x=

∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + =

∂ ∂ ∂ ∂
∑

и тогда

 
1 1

.
n n

k t k
k kk k

F F F F F
u b ma v a f

x t s v x= =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − − − −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∑ ∑

Из последнего соотношения определяем ис-
комое u:

1

1

1
.

n

t kn
k k

k
k k

F F F F
u ma v a f

F t s v xb
x

=

=

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= − − − −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∂

∑
∑
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Вводя удобные обозначения, окончательно 
запишем:

1

1

1
.

k

k

n

t t s v x kn
k

x k
k

u ma F F v F a F f
F b =

=

⎛ ⎞= − − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
∑

 (10)

Здесь 
2

1 22 ( , , ..., , )p
d s

a a c c c t
dt

= =  и 
ds

v
dt

= =

= v(c1, c2, ..., cp, t) — заданные функции вре-
мени с постоянными параметрами c1, c2, ..., cp,
подлежащими определению исходя из гранич-

ных условий (5), (6); 1 2( , ,..., , );t t p
da

a a c c c t
dt

= =

1( , , , ,..., );t t n
F

F F t s v x x
t

∂
= =

∂
 s

F
F

s
∂

= =
∂

= Fs(t, s, v, x1, ..., xn); 1( , , , ,..., );v v n
F

F F t s v x x
v

∂
= =

∂

1( , , , ,..., )
k kx x n

k

F
F F t s v x x

x
∂

= =
∂

 — известные 

функции своих аргументов, определяемые как 
частные производные функции F по этим ар-
гументам.

Формула (10) дает закон искомого терми-
нального управления объектом, описываемым 
нелинейными уравнениями (1), в форме обрат-
ной связи.

В частности, если использовать полино-
миальную зависимость (8) для описания пла-
нируемой траектории, то неизвестные коэф-
фициенты c1, c2, ..., cp должны удовлетворять 
следующим уравнениям, вытекающим из вы-
ражений (5), (6) для данного случая:

 

1 0 2 0

1 2

2 3

2
3 0

, ,

... ,

2 ... ( 1) ,

2 ( )/ .

p f

p f

c s c Tv

c c c s

c c p c Tv

c T F t m

= =
+ + + =

+ + + − =

=

Проводя простые выкладки, находим, на-
пример, из этих уравнений:

 
2

1 0 2 0 3 0

4 2 1 5 2 1

1
, , ,

2
4 , (3 ),

c s c v T c a T

c d Td c d Td

= = =

= − = − −

где

 1 0 0 76[5 6 ... ( 1) ]/ ,f pd v v a T c c p c T= − − − + + + −

 
2

2 0 0 0 76 ... ,
2f p

T
d s s v T a c c c= − − − − − − −

c6, c7, ..., cp — свободные параметры.

После определения коэффициентов плани-
руемая траектория выражается окончательной 
зависимостью от времени (8), в которой коэф-
фициенты c1, c2, ..., c5 уже известны, а осталь-
ные c6, c7, ..., cp — свободны.

Выражение для закона управления (10) име-
ет вид дроби, и ее знаменатель, вообще говоря, 
может обращаться в нуль в какие-то моменты 
времени для конкретной системы. В этом слу-
чае, исходя из опыта автора, следует подыскать 
иную траекторию сближения или сшить ее из 
отдельных участков либо "заморозить" управ-
ление в окрестности нуля. Эти приемы обычно 
позволяют преодолеть отмеченное затрудне-
ние. Кроме того, известные препятствия могут 
возникать ввиду нелинейного характера зада-
чи, не обязанной иметь решение на заданном 
промежутке времени. Данные вопросы явля-
ются предметом дальнейших исследований.

Тем не менее, во многих практически важ-
ных задачах удается подобрать приемлемую 
траекторию и добиться целевого управления, 
переводящего объект в заданное состояние по 
положению и скорости.

Управление электромагнитным приводом

Задача "мягкого" поворота вала электро-
привода. В качестве иллюстративного приме-
ра рассмотрим управление "мягким" поворо-
том вала электрического привода постоянного 
тока на заданный угол, т.е. таким поворотом, 
при котором скорость в конечный момент вре-
мени поворота t = tf становится равной нулю:

 ( ) 0.f fv v t= =

Подобное управление имеет практическое 
значение в ряде актуальных технических задач, 
включая и те, которые были перечислены выше.

Электромеханические уравнения электро-
привода. Электропривод (ЭП) содержит в сво-
ем составе электродвигатель постоянного тока 
(Дв), редуктор (Р) и тахогенератор (Тг). Оста-
новимся на ЭП с двигателем последователь-
ного возбуждения, при котором его обмотка 
возбуждения (ОВ) и якорная цепь соединены 
последовательно, как показано на рис. 1.

Введем параметры ЭП:
U — электрическое напряжение, приложен-

ное к обмоткам ЭП;
I — электрический ток в цепи обмоток;
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Ra и La — активное сопротивление и индук-
тивность якорной обмотки;

Re и Le — активное сопротивление и индук-
тивность обмотки возбуждения;

Ωm — угловая скорость вращения вала дви-
гателя;

kr — коэффициент передачи редуктора;
/m rkΩ = Ω  — угловая скорость вращения 

выходного вала ЭП;
2

m r rJ J k J= +  — приведенный момент инер-
ции вала ЭП (Jm и Jr — моменты инерции вала 
двигателя и редуктора);

ec IΦ =  — магнитный поток возбуждения;

a m m m r m e rE c c k c c k I= ΦΩ = Φ Ω = Ω  — ЭДС 
реакции якоря, пропорциональная потоку воз-
буждения Φ и скорости Ωm;

2
m m m eM c I c c I= Φ =  — вращающий магнит-

ный момент;

fr frM C= − Ω  — момент трения валов двига-
теля и редуктора;

2
_ _fr fr m r fr rC C k C= +  — коэффициент вязко-

го трения ( _fr mC  и _fr rC  — коэффициенты тре-
ния валов двигателя и редуктора).

Электромеханические уравнения рассмат-
риваемого ЭП в нормальной форме Коши име-
ют вид

 2
01 02

11 12 1

;

;

,

d
dt
d

a a I
dt
dI

a I a I bU
dt

Ψ
= Ω

Ω
= − Ω +

= − − Ω +

 (11)

где 01 ,frC
a

J
=  02 ,r m ek c c

a
J

=  11 ,a e

a e

R R
a

L L
+

=
+

 

12 ,m e r

a e

c c k
a

L L
=

+
 1

1
.

a e

b
L L

=
+

В терминах системы уравнений (1) параме-
тры ЭП как объекта управления определяются 
выражениями

 
1

2
01 02 1 1 11 1 12 1

, , , , 1,

, .

s v x I u U m

F a v a x f a x a vx

= Ψ = Ω = = =

= − + = − −

Закон терминального управления ЭП. Со-
гласно выражению (10) управляющее воздей-
ствие u = u(t), приводящее к повороту вала ЭП 
из начального положения (2) в конечное (3), 
описывается формулой

 
1

1

1 1

1
( ) ,t v

x

f
u ma F a

F b b
= − −  (12)

где

 
101 02 1

1

, 2 .v x
F F

F a F a x
v x

∂ ∂
= = − = =

∂ ∂

Планирование траектории при "мягком" по-
вороте вала ЭП. С помощью уравнений (11), 
в которых управляющее напряжение U подчи-
няется закону (12), проведем расчет поворота 
выходного вала ЭП с электродвигателем типа 
2ПФ132LГУХЛ4. Параметры электродвигателя 
и редуктора характеризуются следующими зна-
чениями: Ra = 0,269 Ом, La = 5,7•10–3 Гн, Re =
= 25 Ом, Le = 6,339 Гн, kr = 100, Jm = 0,048 кг•м2, 
Jr = 0,0096 кг•м2, cm = 181 В•с/рад.

Поставим задачу "мягкого" поворота вала 
на заданный угол ΔΨ под действием управля-
ющего напряжения U = U(t). Скорость вала 
в начальном и конечном положениях примем 
равной нулю. Данная задача соответствует на-
ложению на уравнения (11) граничных условий

 
0 0 0

0 0

( ) , ( ) , ,

( ) 0, ( ) 0,
f f f

f f

t t

t t

Ψ = Ψ Ψ = Ψ Ψ − Ψ = ΔΨ

Ω = Ω = Ω = Ω =

где t = t0 — начальный момент времени пово-
рота, t = tf — конечный момент.

Возьмем для определенности

 Ψ0 = 0, Ψf = 2 рад, ΔΨ = 2 рад.

Для упрощения планирования траектории 
разобьем процесс на две фазы: от t = t0 до t = 
= tf  /2 = T и от t = tf  /2 = T до t = tf = 2T (рис. 2). 
На первой фазе осуществим поворот вала на 

Рис. 1. Схема электропривода с двигателем постоянного тока 
последовательного возбуждения
Fig. 1. Diagram of an electric drive with a DC motor of sequential 
excitation
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угол ΔΨ/2 = s(T) = sT = sf/2 путем разгона его 
до какой-либо приемлемой конечной скоро-
сти v(T) = vT > 0. На второй фазе — поворот 
еще на ΔΨ/2 = s(2T) = s2T = sf с торможени-
ем до нулевой скорости v(2T) = v2T = vf = 0. 
Торможение вала электродвигателя последо-
вательного возбуждения осуществляется по-
средством инверсии тока в одной из его об-
моток с помощью мостовой переключатель-
ной схемы. При этом вращающий магнитный 
момент 2 2

02m m eM c c I Ja I= =  и ЭДС реакции 
якоря 12( )a m e r a eE c c k I L L a I= Ω = + Ω  изменя-
ют свои направления на противоположные: 

2
02 ,mM Ja I= −  12( ) .a a eE L L a I= − + Ω

Соотношения зеркальной кинематики. Если 
разгон на первой фазе происходит по некото-
рому закону

 1 1( ), 0 ,s s t t T= m m

то торможение на второй фазе естественно вы-
полнить по обратному, зеркальному, закону

 2 1( ) 2 (2 ), 2 .T fs t s s T t T t t T= − − =m m

При этом путь на второй фазе от момента
t = T до момента t = T + Δt, Δt > 0 будет со-
ставлять

 2 2 2

1 1

( ) ( ) ( )

2 (2 ( )) ( ),
T

T T T

s T t s T s T t s

s s T T t s s s T t

+ Δ − = + Δ − =
= − − + Δ − = − − Δ

т.е. равен пути на первой фазе от момента t = 
= T – Δt до момента t = T. Таким образом, пути, 
проходимые за промежутки времени, равно от-
стоящие от границы фаз — момента t = T, оди-
наковы (рис. 2). Иными словами, вторая фаза 
зеркальна первой.

Аналогично скорости одинаковы по модулю 
в моменты времени, равно отстоящие от гра-
ницы фаз — момента t = T:

 = −2 1( ) (2 )v t v T t  и + Δ = − Δ2 1( ) ( )v T t v T t

а ускорения одинаковы по модулю и противо-
положны по знаку в эти моменты:

 = − −2 1( ) (2 )a t a T t  и 2 1( ) ( ).a T t a T t+ Δ = − − Δ

Производные от ускорения в эти моменты 
тоже одинаковы (как и скорости):

 = −2 1( ) (2 )t ta t a T t  и 2 1( ) ( ).t ta T t a T t+ Δ = − Δ

Степенная траектория. Разгон на первой 
фазе проведем по траектории

 1 ,
n

n
T T n

t
s s s

T
= τ =  (13)

где 
t
T

τ =  при t0 = 0.

Производные функции (13) по времени t суть
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1
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1
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1
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T n
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t T n

t
v s n

T

t
a s n n

T

t
a s n n n

T

−

−

−

=

= −

= − −

Торможение на второй фазе осуществим со-
гласно записанным выше зеркальным соотно-
шениям

2 1

1

2 1

2

2 1

3

2 1

(2 )
( ) 2 (2 ) 2 ;

(2 )
( ) (2 ) ;

(2 )
( ) (2 ) ( 1) ;

(2 )
( ) (2 ) ( 1)( 2) .

n

T T T n

n

T n

n

T n

n

t t T n

T t
s t s s T t s s

T

T t
v t v T t s n

T

T t
a t a T t s n n

T

T t
a t a T t s n n n

T

−

−

−

−
= − − = −

−
= − =

−
= − − = − −

−
= − = − −

 (14)

Примем n = 3, tf = 2 с, T = tf/2 = 1 с.
Численные расчеты. Численно интегрируя 

систему дифференциальных уравнений (11) 
при управляющем воздействии (12), степенной 
траектории на первой фазе (13), а на второй 
фазе — (14) и заданных начальных условиях
Ψ0 = 0, Ω0 = 0, I0 = 0, получим процессы управ-
ления ЭП. Во избежание деления на нуль в на-
чальный момент времени в соотношении (12) 
несколько сдвигаем от нуля начальное значе-
ние тока: I0 = 0,001 А. Практически это соот-
ветствует началу управления с небольшим за-
паздыванием после включения питания.

Результаты расчетов представлены на 
рис. 3—7. Из графика изменения угла поворо-

Рис.2. Две фазы зеркальной траектории
Fig. 2. Two phases of the mirror trajectory
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та вала ЭП во времени на рис. 3 понятно, что 
поставленная задача выполнена. Осуществлен 
поворот вала на заданный угол 2 рад за требу-
емое время 2 с с нулевой скоростью в конеч-
ный момент времени поворота. Торможение на 
второй фазе движения (уменьшение скорости 
вращения вала, см. рис. 4) достигается за счет 
реверса вращающего момента (см. рис. 5). Ско-

Рис. 7. Управляющее напряжение U
Fig. 7. Control voltage U

Рис. 6. Сила электрического тока I в обмотках
Fig. 6. Electric current I in the windings

Рис. 5. Вращающий магнитный момент Mm

Fig. 5. The rotating magnetic moment Mm

Рис.4. Угловая скорость Ω вала ЭП при "мягком" повороте
Fig. 4. Angular velocity Ω of the electric drive shaft at a "soft" turn

Рис. 3. "Мягкий" поворот вала ЭП на угол ΔΨΔΨ = 2 рад
Fig. 3. "Soft" turn of the electric drive shaft at an angle ΔΨΔΨ = 2 rad

рость вращения вала лежит в приемлемых пре-
делах (см. рис. 4), а перегрузок по силе тока и 
напряжению не наблюдается (рис. 6, 7). Таким 
образом, качество управления отвечает норма-
тивным инженерным требованиям.

Заключение

В статье изложен метод синтеза терминаль-
ного управления одноосным механическим 
движением нелинейных объектов. Построенное 
с его помощью управление обеспечивает пере-
мещение объекта из известного начального по-
ложения и при известной начальной скорости и 
других начальных значениях параметров состо-
яния в заданное конечное положение с задан-
ной конечной скоростью. Остальные параметры 
состояния объекта в конечный момент времени 
в общем случае не контролируются.

Метод характеризуется простотой воплоще-
ния как в отношении формы закона управления, 
так и его практической реализации, например, 
с помощью встраиваемых микроконтроллеров. 
Это позволяет существенно упростить осущест-
вление терминального управления мягким по-
зиционированием подвижных исполнительных 
органов разнообразных технических объектов: 
промышленных роботов, манипуляторов, авто-
операторов, станков и других, избегая примене-
ния жестких упоров.

Известным неудобством метода в отдель-
ных случаях может оказаться необходимость 
выполнения операции деления при вычисле-
нии закона управления, когда делитель обра-
щается в нуль в какой-то момент времени. Од-
нако оно преодолевается, как правило, путем 
выбора иной планируемой траектории или ее 
сшиванием из отдельных участков или "замо-
раживанием" управления в малой окрестно-
сти нуля. Данный вопрос является предметом 
дальнейших исследований.
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Abstract

A method for synthesizing the laws of terminal control of uniaxial movement of nonlinear dynamic objects is proposed. 
The problem is solved for the case when the control action is included in the scalar additive component of the nonlinear 
equations of the object. Target control laws meet the requirement to transfer an object from an arbitrary initial state to
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a specified final position with a specified final speed. The other parameters of the object’s state at the end time are generally 
not controlled. When assigning a zero final speed, the object’s "soft" transition to the specified position is achieved, which 
is necessary for many terminal systems. Due to the fundamental complexity of optimal synthesis in conditions where the 
control object has nonlinear properties, a purely terminal formulation of the problem is preferable. One of the most effective 
means of solving this problem is the methods of trajectory planning and solving inverse dynamics problems. This approach 
is adopted in this study. Using it together with additional analysis allowed us to write the control law in the feedback form 
for the case of a nonlinear mathematical model of the object. The developed synthesis method is characterized by simplicity 
of form and ease of practical implementation, for example, using embedded microcontrollers. Known general approaches 
are usually associated with a significant expenditure of time and technical resources of the control system in this case. The 
specified efficiency of the method is achieved by taking into account the features of scalar and additive control in the sys-
tem. The use of the method is illustrated by an example of "soft" turn of the sequential excitation electric motor shaft at a 
given angle with zero final speed, which does not require the use of rigid stop. The latter circumstance means a significant 
improvement in the quality of terminal control. Under this condition, the organization of positioning of mobile executive 
bodies of various industrial equipment is significantly simplified.

Keywords: terminal control, the inverse problem of dynamics, trajectory planning, "soft" turning the shaft of the electric motor
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