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СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ,
УПРАВЛЕНИЕ И ОБРАБОТКА ИНФОРМАЦИИ

Рассматривается задача управления линейными нестационарными системами по выходу, т. е. без измерения век-
тора переменных состояния или производных выходного сигнала. Для синтеза стабилизирующего управления выбира-
ется хорошо зарекомендовавшая себя онлайн процедура решения матричного дифференциального уравнения Риккати. 
Данная процедура предусматривает синтез линейных статических обратных связей по переменным состояния в случае 
полностью известных параметров объекта управления. Если переменные состояния не измеряются, то для синтеза 
наблюдателя с помощью матричного дифференциального уравнения Риккати можно воспользоваться дуальной схемой, 
предусматривающей транспонирование матрицы состояния и замену матрицы входа на матрицу выхода. Хорошо из-
вестно, что наблюдатель переменных состояния построенный на базе решения матричного дифференциального урав-
нения Риккати, обеспечивает экспоненциальную устойчивость замкнутой системы в случае ее равномерной наблюда-
емости. Несмотря на тот факт, что данный тип наблюдателей можно отнести к классу универсальных, они имеют 
ряд существенных недостатков. Основной проблемой подобных наблюдателей является необходимость точного знания 
параметров и требование равномерной наблюдаемости, которые на практике не всегда можно реализовать. Таким
образом, проблема синтеза новых методов построения наблюдателей переменных состояния линейных нестационарных 
систем до сих пор остается актуальной. Некоторое время назад был предложен ряд методов синтеза адаптивных на-
блюдателей переменных состояния для нелинейных систем. Основная идея синтеза наблюдателей базировалась на пре-
образовании исходной динамической системы к линейной регрессионной модели, содержащей неизвестные параметры, 
которые, в свою очередь, являлись функциями от начальных условий переменных состояния объекта управления. Такой 
подход в англоязычной литературе получил название PEBO (parameter estimation based observer), что дословно можно 
перевести как "наблюдатель, основанный на оценивании параметров". В данной статье на базе метода PEBO пред-
лагается новый подход к синтезу наблюдателей переменных состояния для нестационарных систем. Данный подход 
обеспечивает возможность получения монотонных оценок сходимости с регулированием времени переходного процесса.
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Управление по выходу линейными нестационарными системами 
с использованием методов параметрической идентификации

где вектор x(t) не измеряется; F, b и h — не-
известные постоянные матрицы; η(t) — вектор 
неизвестных переменных параметров; y(t) — 
выходная переменная системы, которая под-
лежит измерениям.

В статьях [1, 2] в предположении, что пере-
даточная функция для тройки матриц F, b и h 
является минимально-фазовой, был синтези-
рован регулятор, обеспечивающий для доста-
точно больших коэффициентов обратной свя-
зи стабилизацию линейного нестационарного 
объекта. Аналогично статьям [1, 2] в работах 
[3—10] представлены регуляторы, позволяющие 
стабилизировать линейные нестационарные си-
стемы, на которые наложены некоторые струк-
турные ограничения. Однако насколько извест-
но авторам данной статьи, не существует общих 

Введение

Проблема управления линейными стационар-
ными системами является классической и хоро-
шо изученной проблемой современной теории 
управления. За последние несколько десятиле-
тий для специальных математических структур 
объектов управления были предложены разные 
оригинальные методы (см., например, работы 
[1—10]). Так, в классе адаптивных и робастных 
методов управления по выходу широко пред-
ставлены регуляторы с сильной обратной связью 
(см., например, статьи [1, 2]) допускающие, что 
линейная стационарная система представлена 
в некоторой специальной форме вида

 т( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ( ),x t Fx t t y t bu t y t h x t= + η + =�
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методов, кроме классического подхода — реше-
ния в реальном масштабе времени матричного 
дифференциального уравнения Риккати. Ины-
ми словами, в данной статье рассматривается 
задача стабилизации полностью управляемого 
и наблюдаемого линейного нестационарного 
объекта управления, представленного в форме 
вход—состояние—выход:

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),= +�x t A t x t B t u t  (1)

 ( ) ( ) ( ),y t C t x t=  (2)

где x(t) ∈ Rn — неизмеряемый вектор перемен-
ных состояния; A(t), B(t) и C(t) —нестационар-
ные матрицы с известными коэффициентами; 
u(t) — сигнал управления.

Математическая постановка задачи

Рассмотрим полностью управляемый и на-
блюдаемый нестационарный одноканальный 
объект управления (1), (2). Предполагая, что 
все параметры модели (1), (2) являются извест-
ными (т. е. коэффициенты матриц A(t), B(t) и 
C(t) — известные функции времени), но вектор 
переменных состояния x(t) не измеряется, тре-
буется синтезировать закон управления u(t), 
обеспечивающий асимптотическую устойчи-
вость положения равновесия x = 0.

Синтез закона управления

В данном разделе рассмотрим решение за-
дачи синтеза закона управления при допуще-
ниях, рассмотренных в разделе "Математиче-
ская постановка задачи". Решение задачи син-
теза закона управления будет проведена в два 
этапа. На первом этапе будем допускать, что 
вектор переменных состояния x(t) измеряется. 
Для решения данной задачи будем использо-
вать онлайн процедуру решения матричного 
дифференциального уравнения Риккати (см., 
например, работы [11, 12]). На втором этапе 
рассмотрим новый метод синтеза наблюдателя 
переменных состояния x(t) и далее, на базе по-
лученных оценок, еще раз воспользуемся про-
цедурой решения уравнения Риккати.

Этап 1. Рассмотрим модель (1), (2) в пред-
положении, что вектор переменных состояния 
x(t) измеряется. Выберем закон управления 
в следующем виде:

 т( ) ( ),u t B Px t= −  (3)

где нестационарная матрица P находится из ре-
шения дифференциального уравнения Риккати

 т т 2 ,BP A P PA P B P P Q+ + − = − α −�  (4)

где число α > 0 и стационарная матрица 
т 0.Q Q= >

Покажем, что при использовании закона 
управления (3) для объекта (1), (2) можно по-
лучить экспоненциальную сходимость вектора 
переменных состояния x(t) к нулю. Для этого 
рассмотрим функцию Ляпунова вида

 т .V x Px=  (5)

Дифференцируя (5) с учетом уравнений 
(1)—(4), имеем

 т т2 2 .V x Px x Qx V= − α − − α� m  (6)

Из неравенства (6) следует экспоненциаль-
ная сходимость вектора x(t) к нулю.

Для иллюстрации работоспособности зако-
на управления (3), (4) представим результаты 
компьютерного моделирования. Пусть параме-
тры матриц A(t), B(t) имеют следующий вид:

 

1

1

( ) 1 0
( ) ; ( ) ;

0 0 1

0,2 при 5;
( )

1 при 5.

a t
A t B t

t t
a t

t

⎡ ⎤⎡ ⎤
= = ⎢ ⎥⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
− <⎧

= ⎨−⎩ l

Проведем компьютерное моделирование 
для единичной матрицы т 0Q Q= >  и различ-
ных значений коэффициента α > 0. График 
переходного процесса при u(t) = 0 представлен 
на рис. 1. На рис. 2, 3 и 4, 5 представлены, со-
ответственно, графики переходных процессов 
для α = 1 и α = 10.

Рис. 1. Переходные процессы для вектора переменных со-
стояния x(t) при u(t) = 0
Fig. 1. Transients for the vector of state variables x(t) for u(t) = 0
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Из графиков переходных процессов можно 
видеть, что увеличение значений коэффициен-
та α позволяет ускорять процессы сходимости 
переменных состояния системы (1)—(3) к нулю.

Этап 2. На данном этапе рассмотрим новый 
метод синтеза наблюдателя для объекта управ-
ления (1), (2). Для синтеза наблюдателя будем 
использовать идеи, предусматривающие ис-
пользование методов параметрической иден-
тификации, опубликованные в работах [13, 14]. 
Для этого рассмотрим динамическую систему, 
полностью эквивалентную (1), т. е.

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).z t A t z t B t u t= +�  (7)

Рассмотрим вектор

 ( ) ( ) ( ).e t z t x t= −  (8)

Дифференцируя соотношение (8), получаем

 ( ) ( ) ( ).e t A t e t=�  (9)

Сформируем фундаментальную матрицу 
решения уравнения (9)

 ( ) ( ) ( ),t A t tΦ = Φ�

где для простоты выберем Φ(0) = 1.
Хорошо известно (см., например, работу 

[15]), что

 ( ) ( ) ,e t t= Φ θ

где θ = −(0) (0)z x .
Тогда из уравнения (8) следует

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,x t z t e t z t t= − = − Φ θ

откуда легко видеть, что задача оценивания 
вектора x(t) может быть сведена к идентифи-
кации вектора неизвестных параметров θ, т. е.

 � �( ) ( ) ( ) .x t z t t= − Φ θ  (10)

Для идентификации вектора неизвестных 
параметров θ воспользуемся уравнением (2):

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .y t C t z t C t t= − Φ θ  (11)

Из уравнения (11) получаем классическую 
регрессионную модель вида

 т ,q = ω θ  (12)

где скаляр ( ) ( ) ( )q y t C t z t= −  и вектор 
т ( ) ( ).C t tω = Φ
Для идентификации вектора неизвестных 

параметров θ можно воспользоваться стан-

Рис.2. График переходного процесса для функции u(t) при α = 1
Fig. 2. Graph of transient for function u(t) for α = 1

Рис. 3. Переходные процессы для вектора переменных со-
стояния x(t) при α = 1
Fig. 3. Transients for the vector of state variables x(t) for α = 1

Рис. 4. График переходного процесса для функции u(t) при 
α = 10
Fig. 4. Graph of transient for function u(t) for α = 10

Рис. 5. Переходные процессы для вектора переменных со-
стояния x(t) при α = 10
Fig. 5. Transients for the vector of state variables x(t) for α = 10
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дартными процедурами, например, градиент-
ным алгоритмом:

 
� �т ,

d
k k q

dt
θ

= − ωω θ + ω  (13)

где k > 0 — коэффициент настройки.
Однако хорошо известно, что в случае гра-

диентного алгоритма (13) вектор �θ  сходится 
к θ при условии незатухающего возбуждения 
(см. подробнее работы [16—18]). Более того, 
алгоритм (13) не дает возможности существен-
ного ускорения процессов идентификации за 
счет выбора коэффициента настройки k > 0. 
Для обеспечения высокого быстродействия 
оценивания параметров, а также монотонно-
сти их переходных процессов воспользуемся 
методом DREM (см., например, статью [16]). 
Следуя работе [16], пропустим известные эле-
менты регрессионной модели (12) через блоки 
запаздывания [ ( )]( ) ( )( ),t tΗ ⋅ = ⋅ − τ  где .R+τ ∈  
Тогда для модели (12) имеем

 т .
i if fq = ω θ  (14)

Сформулируем на основе исходой регресси-
онной модели (12) и новой отфильтрованной 
регрессионной модели (14) расширенную ре-
грессионную модель

 ,e eq A= θ  (15)

где 1 1

1
1

т
1

т
2

т

, , .
 

n
n

f f
e e

nf f

q

q
q A

q
− −

⎡ ⎤ω⎡ ⎤ θ⎡ ⎤⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ω⎢ ⎥ θ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = θ =⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ θ⎢ ⎥ ⎣ ⎦ω⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

�� �

Умножая уравнение (15) на алгебраическое 
дополнение Ae, получаем

 ,e eY adjA q= = Δθ

откуда получаем скалярную модель вида

 ,i iY = Δθ

где det{ }eAΔ =  — определитель матрицы Ae.
Оценку θi будем осуществлять по формуле, 

аналогичной (13), с тем лишь отличием, что 
рассмотрению подлежит скалярное уравнение

 � �/ ( ),i ii id dt k Yθ = − Δ Δθ −  (16)

где ki — положительное число, увеличивая ко-
торое, можно добиваться ускорения процессов 

сходимости неизвестных параметров к истин-
ным значениям.

Легко показать, что для ошибки оценива-
ния параметра � ii iθθ = − θ�  справедливо

 2 ,i i ikθ = − Δ θ�� �  (17)

oткуда легко показать, что за счет увеличения 
числа ki можно добиваться увеличения скоро-
сти сходимости .iθ�

С учетом наблюдателя (7), (10), (16) запишем 
закон управления (3) следующим образом:

 �т( ) ( ).u t B P x t= −  (18)

Возникает резонный вопрос относитель-
но преимуществ используемого метода синтеза 
наблюдателя по отношению к достаточно оче-
видному подходу, предусматривающему реше-
ние матричного дифференциального уравнения 
Риккати (см, например, [11, 12]). Суть этого под-
хода заключается в синтезе наблюдателя вида

 � � �т
.

( ),x Ax Bu HC C x y= + − −

где матрица H является решением матричного 
уравнения

 т т .H HA AH HC CH Q= + − +�

Хорошо известно (см., например, работы 
[11, 12]), что данный наблюдатель обеспечи-
вает экспоненциальную сходимость, если си-
стема является равномерно наблюдаемой, т. е. 
существуют положительные числа T0, δ1 и δ2 
такие, что для любого момента времени t вы-
полняется неравенство

 
0

т т
1 2( , ) ( , ) ,

t T

t

I t C C t d I
+

δ Φ τ Φ τ τ δ∫m m

где Φ(•, •) — переходная матрица системы (1).
Однако реализация подобных наблюдателей 

имеет ряд недостатков. Прежде всего это вы-
числение матрицы H, требующее решения он-
лайн n дифференциальных уравнений с ква-
дратичными членами, которые могут быть 
чувствительны к численным методам. Еще 
одним существенным недостатком является 
точное знание всех параметров объекта управ-
ления (1). В частности, при C = rC0, где r — 
неизвестное число, а C0 — известная матрица, 
предлагаемый подход не работает, но метод 
(7), (10), (16) может быть успешно применен 
с небольшим усложнением в настройке пара-
метров. В самом деле, если принять C = rC0, 
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где r — неизвестное число, а C0 — известная 
матрица, то из уравнения (11) получим

 0 0( ) ( ) ( ) ,y t rC z t rC t= − Φ θ

откуда по описанной ранее процедуре можно 
найти параметры r и θ.

Для иллюстрации работоспособности пред-
лагаемого подхода к синтезу наблюдателя про-
ведем компьютерное моделирование. Примем, 
как и в предыдущем примере, следующие па-
раметры объекта управления:

 

1

1

( ) 1 0
( ) ; ( ) ;

0 0 1

0,2 при 5;
( )

1 при 5.

a t
A t B t

t t
a t

t

⎡ ⎤⎡ ⎤
= = ⎢ ⎥⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
− <⎧

= ⎨−⎩ l

Зададим τ = 0,01, ki = 500 и z(0) = 0 и про-
моделируем наблюдатель (7), (10), (16) совмест-
но с законом управления (18). Выберем, как и 
ранее, единичную матрицу Q = Qт > 0 и про-
моделируем замкнутую систему для различных 
значений коэффициента α > 0. На рис. 6—8

Рис. 11. Графики оценок сигналов �x  (τ = 0,01, Q = I, α = 10)
Fig. 11. Graphs of estimations �x  (τ = 0,01, Q = I, α = 10)

Рис. 10. Графики сигналов x (Q = I, α = 10)
Fig. 10. Graphs of signals x (Q = I, α = 10)

Рис. 7. Графики сигналов x (Q = I, α = 1)
Fig. 7. Graphs of signals x (Q = I, α = 1)

Рис. 6. Графики оценок параметров �q i  (τ = 0,01, Q = I, α = 1)
Fig. 6. Graphs of parameter estimations �q i  (τ = 0,01, Q = I, α = 1)

Рис. 9. Графики оценок параметров �q i  (τ = 0,01, Q = I, α = 10)
Fig. 9. Graphs of parameter estimations �q i  (τ = 0,01, Q = I, α = 10)

Рис. 8. Графики оценок сигналов �x  (τ = 0,01, Q = I, α = 1)
Fig. 8. Graphs of estimations �x  (τ = 0,01, Q = I, α = 1)
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и 9—11 представлены, соответственно, графи-
ки переходных процессов для коэффициентов
α = 1 и α = 10.

Заключение

В статье был рассмотрен новый метод син-
теза закона управления по выходу для системы 
(1), (2). Был синтезирован наблюдатель пере-
менных состояния вида (7), (10), (16), обеспе-
чивающий асимптотическую сходимость на-
страиваемых оценок к истинным значениям 
объекта управления. Для синтеза наблюдате-
ля был использован новый подход, предусма-
тривающий преобразование исходной модели 
объекта управления к линейной регрессион-
ной модели вида (12). Представленные в ста-
тье результаты компьютерного моделирования 
иллюстрируют работоспособность предложен-
ного подхода, а также демонстрируют хорошее 
качество переходных процессов.

В качестве перспектив развития рассмо-
тренного подхода, видится его расширение на 
класс систем с неизвестными параметрами, 
а также в условиях возмущающих воздействий.
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Abstract

In this paper the problem of control for time-varying linear systems by the output (i.e. without measuring the vector of 
state variables or derivatives of the output signal) was considered. For the control design, the well-known online procedure 
for solving the Riccati matrix differential equation is chosen. This procedure involves the synthesis of linear static feedbacks 
on state variables in the case of known parameters of the plant. If state variables are not measured, then for the observer 
design using the matrix Riccati differential equation, using the dual scheme, which provides for the transposition of the state 
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matrix and the replacement of the input matrix by the output matrix. It is well known that an observer of state variables 
built on the basis of a solution of the Riccati matrix differential equation ensures the exponential stability of a closed loop 
system in the case of uniform observability. Despite the fact that this type of observer can be classified as universal, its 
have a number of significant drawbacks. The main problem of such observers is the need for accurate knowledge of the 
parameters and the requirement for uniform observability, which in practice cannot always be realized. Thus, the problem of 
the new methods design for constructing observers of state variables of linear non-stationary systems is still relevant. Some 
time ago, a number of methods for the adaptive observers design of state variables for nonlinear systems were proposed. The 
main idea of the synthesis of observers was based on the transformation of the original dynamic system to a linear regression 
model containing unknown parameters, which in turn were functions of the initial conditions of the state variables of the 
control object. This approach in the English language literature is called PEBO. This paper, based on the PEBO method, 
proposes a new approach for the observers design of state for non-stationary systems. This approach provides the possibility 
of obtaining monotonic convergence estimates with transient time tuning.

Keywords: linear time-varying systems, state observers, parameters identification
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