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Разработка адаптивной системы управления балансирующим роботом 
на основе второго метода Ляпунова с переменным шагом настройки1

Введение

Рассматриваемым  объектом управления в 
исследовании является двухколесный баланси-
рующий робот, представимый в виде перевер-
нутого маятника на тележке. При построении 
системы управления подобными объектами не-
обходимо учитывать их особенности, а имен-
но: многомерность, неустойчивость, нелиней-
ность и нестационарность [1, 2]. Существующие 
способы управления двухколесными роботами 
в подавляющем большинстве случаев строятся 
на основе его линеаризованной модели метода-
ми оптимального или ПИД управления [3, 4],
при этом коэффициенты таких регуляторов в 
процессе работы не перенастраиваются [5]. Та-
кие подходы способны гарантировать достиже-
ние целей управления только в некоторой малой 
окрестности точки линеаризации (как правило, 
ею является точка неустойчивого равновесия) [6].
Кроме того, такие регуляторы не способны обе-

1Работа выполнена при поддержке Российского фонда 
фундаментальных исследований (грант 18-47-310003-р_а).

спечить одинаково высокое качество переход-
ных процессов при значительном изменении 
параметров объекта [7]. Однако для исполь-
зования балансирующих роботов и подобных 
неустойчивых объектов в прикладных задачах 
человеческой деятельности необходимо обеспе-
чить эффективное управление в более широком 
диапазоне изменений параметров [8, 9].

Добиться этого возможно путем применения 
методов адаптивного управления. Исключив 
из рассмотрения подходы, требующие наличия 
точной модели объекта управления, поскольку 
для неустойчивого объекта проведение иденти-
фикации в режиме реального времени являет-
ся нетривиальной задачей, рассмотрим методы, 
основанные на использовании эталонной моде-
ли [10, 11]. Так как рассматриваемый робот яв-
ляется изначально неустойчивым объектом, то 
вопрос обеспечения его стабилизации являет-
ся первичным. В связи с этим перспективным 
представляется применение группы подходов, 
основанных на втором методе Ляпунова [12, 13].
Проведенный анализ работ позволил обнару-
жить исследования, посвященные их приме-
нению для стабилизации достаточно сложных 

Решается задача управления двухколесными балансирующими роботами. Рассматриваемый класс объектов характе-
ризуется неустойчивостью и наличием в математическом описании нескольких видов нелинейностей за счет возведения 
фазовых координат в степень и применения к ним тригонометрических функций. Более того, при прикладном использова-
нии подобных объектов происходят изменения значений их параметров (массы, положения центра масс и коэффициента 
трения колес о дорожную поверхность), что в целом и определяет необходимость применения адаптивных алгоритмов 
управления. Существующие на сегодняшний день системы управления балансирующими роботами (а в большинстве слу-
чаев это оптимальные LQ-алгоритмы и ПИД регуляторы) не способны обеспечить компенсацию существенных параме-
трических возмущений, хотя и обладают определенной робастностью по отношению к ним. Для решения этой проблемы 
в работе предлагается система адаптивного управления, основанная на втором методе Ляпунова и использовании эта-
лонной модели. Для построения такого адаптивного регулятора в исследовании: 1) получено математическое описание 
эталонной динамики робота (при номинальных значениях его параметров); 2) согласно теории оптимального управления 
выполнен расчет регулятора состояний; 3) на основе второго метода Ляпунова разработан контур адаптации параме-
тров полученного регулятора, не требующий в процессе работы знания модели объекта. Полученный контур адаптации 
дополнен переменной скоростью подстройки коэффициентов, которая пересчитывается на основании информации о те-
кущем и предыдущем значениях задания по координатам состояния робота. Экспериментальная проверка адаптивного 
регулятора проведена на математической и физической моделях балансирующего робота. При проведении экспериментов 
на математической модели масса робота была увеличена от двух до 13,5 раз, на физической модели масса была увеличена 
в два раза. Результаты экспериментов показывают эффективность разработанной системы по сравнению с оптималь-
ным LQ-регулятором с точки зрения интегрально-квадратичного показателя качества.

Ключевые слова: балансирующий робот, адаптивное управление, параметрическая адаптация, LQ-регулятор, 
эталонная модель, второй метод Ляпунова, шаг настройки, интегрально-квадратичный показатель качества
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объектов — летательных аппаратов, в частно-
сти, для решения задачи Wing Rock [14, 15].

В данном исследовании указанный выше 
подход был адаптирован и усовершенствован 
для дальнейшего применения на балансирую-
щем роботе. В частности, регулятор, предлага-
емый в данной статье, способен работать с из-
начально неустойчивыми объектами, для сво-
ей работы не требует знания модели объекта, 
а также выполняет коррекцию коэффициентов 
регулятора не только в режиме стабилизации, 
но и в режиме слежения.

Построение предлагаемой адаптивной систе-
мы включает в себя следующие этапы: 1) рас-
чет по известным физическим характеристикам 
робота его математической модели в простран-
стве координат состояний; 2) определение на 
ее основе параметров LQ-регулятора для но-
минального состояния робота; 3) разработка 
подсистемы настройки параметров такого регу-
лятора (начиная с упомянутых номинальных) 
с использованием второго метода Ляпунова; 
4) построение алгоритма расчета скорости на-
стройки с помощью информации о текущем и 
предыдущем значениях задания по координа-
там состояния робота.

Описание балансирующего робота

Кинематическая схема балансирующего ро-
бота, для которого в работе строится адаптив-
ная система управления, представлена на рис. 1.

Математическое описание рассматриваемого 
балансирующего робота было получено с ис-
пользованием приведенной кинематической
схемы с помощью второго метода Эйлера—Ла-
гранжа [16]. После линеаризации в точке неу-
стойчивого положения равновесия система диф-
ференциальных уравнений, описывающих ба-
лансирующий робот, может быть записана в виде
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Здесь α и β вычисляются как α = nKt/Rm; 
β = nKtKb/Rm + fm. В дальнейшем опыты бу-
дут проводиться на балансирующем роботе 
на платформе LEGO EV3. Поэтому описание 

параметров приводится с конкретными зна-
чениями для указанного робота; R — радиус 
колеса (0,027 м); m — масса колеса (0,024 кг); 
L — расстояние от оси колеса до центра масс; 
M — масса тела робота (0,8 кг); Hr — высота ро-
бота (0,21 м); ψ — угол отклонения тела робота 
от нормали; θl,r — угол поворота колеса (левого/
правого); θml,r — угол поворота электропривода 
(левого/правого); ϕ — угол поворота тела робота 
от нормали; W — ширина робота (0,105 м); Jϕ =
= 0,083M(W2 + D2) — момент инерции тела ро-
бота; Jψ = 0,33ML2 — момент инерции тангажа; 
Jm — момент инерции двигателя постоянного 
тока (10–5 кг•м2); Jw = 0,5mR2 — момент инерции 
колеса; n — передаточное число (один); Kt — по-
стоянная момента двигателя постоянного тока 
(0,317 Н•м/А); Kb — постоянная противоЭДС 
двигателя постоянного тока (0,468 В•с/рад); fm — 
коэффициент трения между телом и двигателем 
постоянного тока (0,0022); fw — коэффициент 
трения между колесом и поверхностью (ноль); 
Rm — сопротивление двигателя постоянного 
тока (6,69 Ом); vr, vl — напряжения на левом и 
правом электродвигателях.

Обобщенными координатами, которыми опи-
сывается балансирующий робот, являются θ — 
средний угол поворота колес (θ = 0,5(θl + θr)); 
θ�  — скорость поворота колес; ψ — угол откло-
нения тела робота от нормали; ψ�  — скорость 
отклонения тела робота от нормали; ϕ — угол 
поворота робота относительно нормали; ϕ�  — 
скорость поворота робота относительно нор-
мали. Задача управления балансирующим ро-
ботом заключается в стабилизации неустойчи-
вой динамики по координатам ψ и ψ�  при 
одновременной организации слежения за за-
даниями по координатам θ, θ�  и ϕ, ϕ� .

Выполнив перевод системы дифференци-
альных уравнений (1) в форму Коши, предста-
вим математическую модель балансирующего 
робота в пространстве координат состояний:

 
;
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Рис. 1. Кинематическая схема балансирующего робота
Fig. 1. Balancing robot kinematic diagram
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где A ∈ R6Ѕ6, B ∈ R6Ѕ2, С ∈ R6Ѕ6, сами матрицы 
приведены в работах [17, 18]. С использованием 
полученной модели балансирующего робота в 
пространстве координат состояний (2) выполним 
построение адаптивной системы управления.

Построение адаптивной системы управления

Построение адаптивной системы предла-
гается выполнить в соответствии с группой 
методов управления с параллельной эталон-
ной моделью [10, 11]. В такой системе алго-
ритм адаптации коэффициентов необходимо 
получить по второму методу Ляпунова, так 
как требование к обеспечению устойчивости 
балансирующего робота является первич-
ным. Структурная схема предлагаемой систе-
мы адаптивного управления представлена на 
рис. 2. Она состоит из блока эталонной моде-
ли, объекта управления, блока адаптера, реа-
лизующего алгоритм вычисления коррекции 
коэффициентов регулятора, и блока регулято-
ра, вычисляющего на своем выходе управля-
ющее воздействие для объекта управления по 
ошибке слежения за уставкой.

Рис. 2 Структурная схема адаптивной системы управления
Fig. 2. Adaptive control system block diagram

Здесь r — вектор задания по координатам 
объекта; x — значения координат состояния 
робота; xm — значения координат состояния 

эталонной модели; �
.
xk  — коррекции коэффици-

ентов регулятора; � xk  — текущие коэффициенты 
регулятора; e — рассогласование между выхо-
дом объекта и заданием; em — рассогласование 
между выходами объекта и эталонной модели; 
u — управляющие воздействие.

Далее рассмотрим поэтапно расчет основных 
составляющих адаптивной системы управления.

Эталонная модель и LQ-регулятор. Расчет 
эталонной модели традиционно выполняется 
путем расположения корней характеристиче-
ского полинома замкнутой системы исходя из 
предъявляемых требований по устойчивости и 
качеству переходных процессов объекта управ-
ления [19]. Для балансирующего робота, много-
мерного объекта, описываемого шестью коор-
динатами состояния и двумя управ-
лениями, необходимо предъявление 
таких требований сразу по всем коор-
динатам, что значительно усложняет 

расчет эталонной модели указанным способом. 
В данной работе она получена иным путем.

Начальные параметры робота в уравнении 
(1) измерены с достаточно высокой точностью 
и являются для него номинальными. Тогда 
переходные процессы, возникающие в системе 
при таких параметрах, являются эталонными 
по отношению к любым другим переходным 
процессам. Однако балансирующий робот яв-
ляется неустойчивым объектом и требует ста-
билизации. Поэтому в качестве эталонной мо-
дели робота примем замкнутую систему, со-
стоящую из математической модели робота (2) 
при номинальных параметрах и LQ-регулятора, 
рассчитанного для стабилизации системы 
с такими параметрами. Исходная модель объ-
екта в пространстве координат состояний (2) 
описывается тремя углами θ, ψ, ϕ и их произ-
водными , , .θ ψ ϕ� � �  Соответственно, регулятор 
состояния, построенный для этих состояний, 
является статическим (пропорционально- 
дифференциальным). Для повышения порядка 
астатизма замкнутой системы в математиче-
ское описание объекта была добавлена допол-
нительная координата θint, являющаяся инте-
гралом от θ по времени. Поэтому вектор со-
стояний имеет вид θ θ ψ ψ ϕ ϕθ= � � �[ ].intx x x x x x x x  
Соответственно, имеется вектор заданий по 
координатам θ θ ψ ψ ϕ ϕθ= � � �[ ].intr r r r r r r r

Расчет матричного коэффициента усиления 
LQ-регулятора проведен на основании модели 
объекта в пространстве координат состояний 
(2) путем минимизации квадратичного критерия

 т т

0

1
( ) min.

2
J e Qe u Ru dt

∞
= + →∫  (3)

Вектор рассогласований имеет вид

 θ θ ψ ψ ϕ ϕθ= − = � � �[ ].inte r x e e e e e e e

Здесь Q ∈ �7Ѕ7 и R ∈ �2Ѕ2 — положитель-
но определенные единичные матрицы. Закон 
управления, удовлетворяющий критерию (3), 
можно записать в виде

 1 т ,u R B Pe Ke−= − =  (4)

где e ∈ �7Ѕ1 — вектор рассогласования по семи 
координатам.

Матрица P найдена из решения уравнения 
Риккати

 т 1 т 0.PA A P Q PBR B P−+ + − =  (5)

Таким образом, матрица K ∈ R2Ѕ7 и имеет вид

0,6437 1,2418 59,3784 1,3906 7,1009 0,6770 0,1790
.

0,6437 1,2418 59,3784 1,3906 7,1009 0,6770 0,1790
K

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥− −⎣ ⎦
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Тогда эталонная модель описывается представ-
ленным ниже уравнением для замкнутой системы 
"объект + регулятор", выходом которой является 
вектор θ θ ψ ψ ϕ ϕθ= � � �[ ]:m m int m m m m mmx x x x x x x x

; ;

, ,

( ) ; ;

, .

m m m m

m m m m

m m m m m m

m m m m

x Ax Bu x Ax BKe

y Cx y Cx

x A BK x BKr x A x B r

y Cx y Cx

= + = +⎧ ⎧
⇒ ⇒⎨ ⎨= =⎩ ⎩

= − + = +⎧ ⎧
⇒ ⇒⎨ ⎨= =⎩ ⎩

� �

� �
 (6)

Закон управления и адаптация его параме-
тров. Для ввода идеальных и реальных ко-
эффициентов регулятора получим уравнение 
в отклонениях. Для этого вычтем из уравне-
ния эталонной модели (6) уравнение объекта 
управления (2), затем добавим и вычтем вели-
чину Amx. Вектор em имеет вид:

θ θ ψ ψ ϕ ϕθ= − =

= + − − + −
� � �

�
[ ];

( ).
m m m int m m m m mm

m m m m m m

e x x e e e e e e e

e A x B r Ax Bu A x A x
 (7)

После группировки выражение (7) можно 
записать в виде

 ( ) .m m m m me A e A A x B r Bu= + − + −�  (8)

Условием разрешимости задачи синтеза яв-
ляется совпадение переходных процессов ро-
бота и переходных процессов его эталонной 
модели, т. е. em = 0. Тогда выразим из уравне-
ния (8) управление u:

 
* † † * *

( ) ;

( ) ,

m m

m m x r

Bu A A x B r

u B A A x B B r k x k r+ +

= − +

= − + = +
 (9)

где B+ = (BтB)–1Bт — матрица, псевдообратная 
матрице B; * ( )x mk B A A+= −  и * ( )r mk B B+=  — 
идеальные параметры регулятора. Закон уп-
рав ления (9) физически нереализуем ввиду не-
обходимости точного измерения матриц A и B 
в каждый момент времени работы системы. 
Введем реальный закон управления

 � � � .x ru k x k r= +  (10)

Подставим реальный закон управления (10) 
в уравнение в отклонениях (8) и вынесем за 
скобки матрицу B:

� �† †( ( ) )

( ).

m m m m m x r

m m m x r

e A e B B A A x B B r k x k r

e A e B k x k r

+ += + − + − −

= + +

�
�
� ��

 (11)

Здесь �*
xx xk k k= −�  и �*

rr rk k k= −�  — разница 
между идеальными и реальными коэффици-
ентами регулятора.

Выберем функцию Ляпунова как функцию 
от параметрического возмущения (ошибки 

между выходом объекта и эталонной модели) 
em и разницы между идеальными и реальными 
коэффициентами регулятора:

 ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠
� � � �т т т

1 2
1 1

Г Г .
2 2m m x x r rV e He B k k k k  (12)

Здесь Г1 и Г2 — положительно определенные 
диагональные матрицы. Матрицу H найдем, 
решив уравнение Ляпунова

 т ,m mA H HA I+ = −  (13)

где Am — гурвицева матрица, а I — единичная 
матрица.

Тогда производную функции Ляпунова 
можно записать как

 
т т

т т т
1 2

( )

2 ( ) ( ).

m m m m

m x r x x r r

V e HA A H e

e HB k x k r B k Г k k Г k

= + +

+ + + +

�

� �� � � � � �
 (14)

Производная функции Ляпунова будет от-
рицательной тогда и только тогда, когда спра-
ведливо равенство

 т т т
1 22 ( ) ( ) 0.m x r x x r re HB k x k r B k Г k k Г k+ + + =� �� � � � � �  (15)

Уравнение (15) содержит две переменные
( xk��  и rk�� ) и, следовательно, становится разре-
шимым, в частности, если они совпадают. По-
этому для дальнейшего синтеза контура адап-
тации примем следующие допущения:

1) Г = Г1 = Г2;
2) * *

r xk k= −  и � �
r xk k= − , тогда и r xk k= −� � .

С учетом введенных допущений выражение 
(15) можно преобразовать к виду

 т т2 2 Г 0,m x x xe HBk e B k k− + =�� � �  (16)

а регулятор и закон настройки его коэффици-
ентов можно описать уравнениями

 � �= ;xu k e  (17)

 � 1 тsgn •Г .x mk B e He−= −�  (18)

Здесь � .xxk k= −� ��  Таким образом, реализуя за-
коны управления (17) и адаптации (18), можно 
гарантировать устойчивость балансирующе-
го робота (ввиду отрицательной производной 
функции Ляпунова) и сходимость ошибки сле-
жения em к нулю при t → ∞ (ввиду аппрок-
симации идеального закона управления). Как 
видно из уравнения (18), алгоритм настройки 
регулятора не требует знания модели объекта 
управления в текущий момент времени.

При реализации закона управления (17) и 
адаптации (18) предполагается, что в началь-
ный момент времени балансирующий робот 
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описывается уравнениями для своего номи-
нального режима работы. Тогда в качестве на-
чальных значений коэффициентов регулятора 
будем использовать параметры LQ-регулятора, 
которые были рассчитаны при синтезе эталон-
ной модели.

Переменный шаг настройки параметров ре-
гулятора. Про условия сходимости полученного 
алгоритма адаптации (18) известно лишь только 
то, что матрица Г–1 должна быть диагональной и 
положительно определенной. При практической 
реализации разработанного алгоритма этого 
оказывается недостаточно. Возможно, что вы-
бранное значение шага окажется или слишком 
большим для текущих рассогласований e и em 
или, наоборот, слишком малым. В первом слу-
чае это может привести к колебательным пере-
ходным процессам по координатам состояния 
балансирующего робота, а во втором — к слиш-
ком затянутым по времени процессам прибли-
жения ошибки слежения em к нулю. Для реше-
ния этой проблемы в работе предлагается алго-
ритм перерасчета матрицы Г–1, основанный на 
информации о текущем задании для робота и 
задании на прошлом переходном процессе. За-
данием для робота при этом является скорость 
его движения — координата θ� . Для реализации 
алгоритма расчета шага адаптации методом руч-
ного перебора при проведении экспериментов 
на математической модели робота было рассчи-
тано начальное приближение 1

0Г −  шага, при ко-
тором цель управления выполняется для нуле-
вого задания по скорости движения робота:

1
0

0 0 0 0 0 0 0

0 0,9 0 0 0 0 0

0 0 251000 0 0 0 0

Г .0 0 0 0,043 0 0 0

0 0 0 0 15 0 0

0 0 0 0 0 4 0

0 0 0 0 0 0 4

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (19)

Далее также экспериментально был уста-
новлен вид зависимости матрицы Г  –1 от раз-
ницы между текущим заданием по θ�  и зада-
нием на п   рошлом переходном процессе:

 
1

1 0
2

Г
Г ,

( )oldr r

−
− =

γ −
 (20)

где r — текущее задание по скорости движения 
робота; rold — задание по скорости движения 
на прошлом переходном процесс; γ = 5 — ко-
эффициент подстройки (значение выбрано эм-
пирически).

Алгоритм выбора значения шага адаптации 
работает следующим образом: если переход-

ный процесс балансирующего робота является 
первым после его запуска, то в качестве шага 
используется 1

0Г − , во всех других случаях раз-
мер шага настройки рассчитывается по фор-
муле (20). Важной особенностью здесь являет-
ся то, что значение шага рассчитывается один 
раз в начале каждого переходного процесса и 
далее не меняется.

Экспериментальная проверка
адаптивной системы

Эксперименты, целью которых являлась 
проверка работоспособности и анализ эффек-
тивности разработанной адаптивной системы 
управления, были выполнены и на модели ро-
бота в MATLAB Simulink, и на реальном робо-
те на платформе EV3. Сравнение разработан-
ной системы проводили с LQ-регулятором без 
контура адаптации с параметрами в виде ма-
трицы K, рассчитанной при синтезе эталонной 
модели. Качество работы регуляторов оцени-
вали по интегралу квадрата ошибки слежения 
em за время эксперимента.

Имитационное моделирование в MATLAB 
Simulink. На математической модели робота 
было проведено две серии экспериментов. 
В первой серии масса робота была увеличен на 
0,8 кг (в два раза) относительно номинальной, 
а во второй на 10 кг (в 13,5 раз). Описанная по-
становка экспериментов необходима для про-
верки способности адаптивной системы сво-
дить переходные процессы робота к переход-
ным процессам эталонной модели и при 
малых, и при существенных изменениях мас-
сы. Длительность каждого эксперимента со-
ставила 4 с, при этом первые две секунды ро-
бот функционировал в режиме стабилизации, 
а последние две секунды — в режиме отработ-
ки единичного задания по координате θ� .

В табл. 1 приведены значения интеграла 
квадрата ошибки слежения em по координатам 
робота под управлением LQ-регулятора и 
адаптивной системы при изменении массы ро-

Таблица 1
Table 1

Коор-
дината

Значение показателя качества

Стабилизация Слежение

LQR
Адаптивная 

система
LQR

Адаптивная 
система

θ 9,089•10–7 8,126•10–7 5,809•10–5 2,359•10–5

θ� 1,737•10–4 1,729•10–4 1,345•10–3 1,335•10–3

ψ 4,083•10–9 2,867•10–9 7,222•10–8 1,787•10–8

ψ� 6,137•10–6 6,280•10–6 3,084•10–5 4,859•10–5
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бота в два раза. Показатель качества отдельно 
рассчитывался для режима стабилизации и 
для режима слежения за уставкой по коорди-
нате θ� . Качество управления по координатам 
ϕ и ϕ�  не оценивалось ввиду малого порядка 
амплитуд переходного процесса (10–16).

Сравнение данных, приведенных в    табл. 1, 
показывает, что по большинству координат 
состояния значение интегрального показателя 
качества снижено за счет применения адаптив-
ного регулятора как в режиме стабилизации, 
так и в режиме слежения. Переходные про-
цессы по координатам робота в данном случае 
отличаются друг от друга несущественно и по-
этому в тексте статьи не приводятся.

В табл. 2 занесены значения интеграла ква-
драта ошибки слежения em по координатам со-
стояния для обоих регуляторов при проведе-
нии эксперимента на модели робота с увели-
ченной в 13,5 раз массой.

Значения показателя качества показывают, 
что применение адаптивного регулятора по-
зволяет повысить качество управления с точки 
зрения интегрально-квадратичного критерия 
и при большом изменении массы объекта.

На рис. 3 изображено сравнение переходных 
процессов эталонной модели, объекта под 
управлением LQ-регулятора и объекта с адап-
тивной системой при увеличении массы в 13,5 
раз. Видно, что адаптивная система управле-
ния уменьшает с течением времени ошибку em, 
приводя тем самым переходные процессы ба-
лансирующего робота с измененной массой 
к переходным процессам эталонной модели. 
В то же время качество переходных процессов 
робота под управлением LQ-регулятора по 
сравнению с эталонными заметно ухудшается, 
что выражено в увеличении амплитуды коле-
баний относительно эталонной динамики и 
в режиме стабилизации, и в режиме слежения 
(на 0,07 рад по ψ, на 0,5 рад по θ�  и на 0,07 рад 
по ψ� ).

Для проверки способности адаптивной си-
стемы работать в режиме слежения в широком 
диапазоне уставок на модели робота для масс 
1,6 и 10,8 кг были проведены эксперименты, 
в которых значение уставки по скорости дви-
жения было не единичным, а составляло от 
двух до ста радиан за секунду. Также были 
проведены эксперименты, в которых масса ро-
бота изменялась в 3...13 раз. Результаты таких 
экспериментов аналогичны приведенным на 
рис. 3.

Рис. 3 Переходные процессы для модели балансирующего робота по координатам состояния
Fig. 3. Transients of state coordinates obtained from model of balancing robot

Таблица 2
Table 2

Коор-
дината

Значение показателя качества

Стабилизация Слежение

LQR
Адаптивная 

система
LQR

Адаптивная 
система

θ 1,143•10–4 8,709•10–5 5,71•10–3 5,191•10–4

θ� 1,319•10–2 9,643•10–3 1,402•10–1 2,471•10–2

ψ 1,087•10–6 3,214•10–7 1,511•10–5 5,924•10–7

ψ� 3,67•10–4 3,546•10–4 2,421•10–3 9,145•10–4
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Обе серии экспериментов на модели балан-
сирующего робота свидетельствуют о работо-
способности адаптивной системы в режимах 
стабилизации и слежения и при малом, и при 
существенном изменении массы робота.

Реализация адаптивной системы на ре-
альном балансирующем роботе. Тестирование 
системы на реальном балансирующем роботе 
необходимо для практического подтвержде-
ния результатов, полученных в экспериментах 
на модели. При проведении экспериментов на 
реальном роботе на платформе LEGO EV3 его 
масса была увеличена в два раза относительно 
номинальной путем закрепления грузов. Дли-
тельность эксперимента составила 400 с, при 
этом все время эксперимента объект работал 
в режиме стабилизации. На рис. 4, 5 представ-
лено с  равнение переходных процессов робота 
под управлением LQ-регулятора и адаптивной 
системы.

Как и в экспериментах на математической 
модели робота, оценку качества управления 
проводили по интегрально-квадратичному 
показателю качества. В табл. 3 приведены его 
значения для реального балансирующего ро-
бота под управлением LQ-регулятора и адап-
тивной системы.

Оценка показателя качества управления ре-
альным балансирующим роботом подтвержда-
ет результаты, полученные в экспериментах на 
модели: за счет применения адаптивной систе-
мы удалось повысить качество управления по 
всем координатам состояния робота. На рис. 3 
можно увидеть увеличение стабильности объ-
екта под управлением адаптивного регулятора 
по координатам θ и ψ, выраженное в уменьше-
нии амплитуды колебаний.

Также удалось добиться снижения первых 
пиков переходных процессов по всем коорди-
натам состояния: на 2,7 рад по ψ и на 0,04 рад 
по ψ. Эти результаты означают выполнение 
поставленной цели регулирования, заключаю-
щейся в сведении к нулю ошибки слежения em.

Рис. 4. Сравнение переходных процессов балансирующего 
робота под управлением адаптивной системы (adapt) и LQ 
регулятора (lqr) — переменные q и y
Fig. 4. Comparison of transients of balancing robot controlled by 
adaptive (adapt) and LQ (lqr) regulators — q and y coordinates

Рис. 5. Сравнение переходных процессов балансирующего 
робота под управлением адаптивной системы (adapt) и LQ 
регулятора (lqr) — переменные �q  и �y
Fig. 5. Comparison of transients of balancing robot controlled by 
adaptive (adapt) and LQ (lqr) regulators — �q  and �y  coordinates

Таблица 3
Table 3

Координата

Значение показателя качества

Стабилизация

LQR Адаптивная cистема

θ 415,8 148,7

θ� 6018 1789

ψ 0,4298 0,2096
ψ� 26,74 23,49
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Заключение

В исследовании выполнена разработка 
адаптивной системы управления для двухко-
лесного балансирующего робота. Эксперимен-
тальная проверка работоспособности системы 
проведена и на модели, и на реальном робо-
те. Обе группы экспериментов демонстрируют 
способность системы компенсировать широ-
кий диапазон параметрических возмущений, 
обеспечивая при этом уменьшение интеграла 
квадрата ошибки слежения за эталонной тра-
екторией. В частности, в серии эксперимен-
тов на реальном роботе за счет применения 
адаптивной системы удалось уменьшить пер-
вые пики переходных процессов по сравнению 
с управлением LQ-регулятора: на 2,7 рад по θ 
и на 0,04 рад по ψ.
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Abstraсt

The problem of a two-wheeled balancing robot control is the scope of this research. Such plants are unstable, and 
their mathematical description includes several types of nonlinearities: rising to the power of the robot state coordinates 
and the trigonometric functions application. Moreover, such objects are non-stationary, i.e. they change the values of their 
parameters (mass, position of the center of mass and the coefficient of friction of the wheels on the road surface). The 
existing control systems of balancing robots (in most cases, these are optimal LQ algorithms and PID controllers) are not 
able to provide compensation of significant parametric disturbances, although they have a certain robustness with respect to 
them. All above mentioned problems make it reasonable to apply adaptive control algorithms to such plants. So we propose 
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an adaptive control system based on the second Lyapunov method and the use of a reference model. To build such an 
adaptive controller in this study: 1) a mathematical description of the reference dynamics of the robot (at nominal values 
of its parameters) is made; 2) the LQ regulator parameters are calculated according to the theory of optimal control; 3) 
an adaptation loop of the parameters of the obtained controller, which does not require the plant model, is developed on 
the basis of the second Lyapunov method. The resulting adaptation loop is supplemented with a variable step size, which 
is recalculated on the basis of data about the   current and previous values of the reference of the robot state coordinates. 
Experimental validation of the adaptive controller is made with the help of both mathematical and physical models of the 
balancing robot. Considering the experiments with the mathematical model, the mass of the robot is increased from two to 
13.5 times. As for the physical model, the mass is doubled. The experimental results show the efficiency of the developed 
system in comparison with the optimal LQ-regulator in terms of the integral quadratic transient quality index.

Keywords: balancing robot, adaptive control, parametric adaptation, LQ regulator, reference model, second Lyapunov 
approach, step size, integral quadratic transient quality index
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