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Синхронизация сети нелинейных объектов с запаздыванием
по состоянию в условиях неопределенности1

Введение

Бурное  развитие новых высокотехнологич-
ных сетей в промышленности и производстве, 
электроэнергетике, а также транспортных се-
тей и т. д. требует эффективных решений задач 
управления сетями объектов в условиях апри-
орной неопределенности и при действии на 
них внешних неконтролируемых возмущений. 
Краткий обзор областей применения систем 
управления сетями объектов представлен в ра-
боте [1]. В последние десятилетия исследовате-
лями по теории управления написано большое 
число работ по управлению сетями различных 
объектов. К числу обзорных работ по сетевому 
управлению относятся работы [2—5].

В большинстве исследований математиче-
ские модели объектов управления содержат 
разного рода неточности, которые необходи-
мо учитывать на этапе синтеза алгоритмов 
управления. Так, ограничения, связанные 
с наличием запаздывания в условиях посто-
янно действующих внешних возмущений, 

1 Исследование выполнено при финансовой поддержке 
РФФИ в рамках научного проекта № 20-08-00610.

ухудшают динамические свойства замкнутой 
системы управления. Запаздывание может 
быть вызвано самыми различными причина-
ми: инерционностью некоторых элементов, 
ограниченностью скорости распространения 
сигнала, растянутостью изучаемого процесса 
во времени, временной задержкой и т. д. Как 
правило, динамические процессы в подобных 
системах описываются уравнениями с после-
действием. Предложены решения задач управ-
ления объектами с учетом различных видов 
запаздывания [6—11]. Так, например, с помо-
щью H∞-теории предложено решение задачи 
синхронизации для объекта с дискретным и 
распределенным запаздыванием [6]. В моно-
графии [7] с помощью метода вспомогатель-
ного контура [8] предложены решения задач 
робастного управления для различных объ-
ектов с последействием. Алгоритм управле-
ния линейными объектами с запаздывающим 
входным сигналом при наличии внешних воз-
мущений предложен в статье [9]. В работе [10] 
синтезируется наблюдатель для нелинейного 
объекта с запаздыванием. В статьях 18-го кон-
гресса IFAC, полностью посвященного управ-
лению объектами с запаздыванием, представ-
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лены результаты по этой проблеме, некоторые 
из которых изложены в работе [11].

В настоящей статье предлагается решение 
одной из задач сетевого управления, задачи ро-
бастной синхронизации сети нелинейных объ-
ектов с запаздыванием по состоянию. Предла-
га ется решение поставленной задачи с исполь-
зованием метода вспомогательного контура [8].
Динамическая компенсация возмущений в 
каждом из синхронизируемых объектов осу-
ществляется с помощью выбранного специаль-
ным образом вспомогательного контура и на-
блюдателей переменных системы. Данная рабо-
та является развитием результата, полученного 
в работе [12]. Одним из главных достоинств 
алгоритма является то, что для его реализации 
не требуется измерения производных регулиру-
емой переменной, а управляющее воздействие 
формируется на основании измеренного вхо-
да и выхода, а также переменных, получаемых 
с двух наблюдателей Халила [13].

2. Постановка задачи

Рассмотрим сеть r объектов управления, 
динамические процессы в которых описыва-
ются уравнениями
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где yl(t), ul(t) — скалярные регулируемые пере-
менные и управляющие воздействия локаль-
ных объектов; D = d/dt — оператор дифферен-
цирования; Ql(D), Rl(D) — нормированные 
дифференциальные операторы; degQl(D) = nl, 
degRl(D) = ml, degNl(D) m nl – 1; время запазды-
вания hl(t) — ограниченные функции; kl > 0, 
ψijl(yl(t)) — гладкие функции, удовлетворяющие 
условию Липшица; τjl — неизвестные постоян-
ные = =( 1, , 1, );i n j q  fl(t) — внешние возмуща-
ющие воздействия, 1, .l r=

Ведущая подсистема описывается уравне-
нием

 Qm(D)ym(t) = kmg(t), (2)

где g(t) — скалярное ограниченное задающее 
воздействие; km > 0, ym(t) — ограниченный ска-
лярный выход, degQm(D) = nl – ml.

Требуется получить алгоритмы синхрониза-
ции, обеспечивающие выполнение следующих 
целевых условий:

 |yl(t) – ym(t)| < δ при t m T, (3)

где δ — некоторое достаточно малое число, T > 0.
Предположения:
1. Локальные подсистемы являются управ-

ляемыми.
2. Коэффициенты операторов Ql(D), Rl(D), 

Nl(D), Ml(D) и величины kl зависят от вектора 
неизвестных параметров ξ ∈ Ξ, где Ξ — извест-
ное множество возможных значений вектора ξ.

3. Время запаздывания hl(t) — ограничен-
ные функции, удовлетворяющие условиям 

( )
1,ldh t

dt
<  hl(t) > 0, 1, .l r=

4. Задающее воздействие g(t) и возмущающие 
воздействия fl(t), 1, ,l r=  локальных объектов
являются ограниченными функциями времени.

5. Полиномы Rl(λ), Qm(λ), Rm(λ) — гурвице-
вы, где λ — комплексная переменная в преоб-
разовании Лапласа; degRl(D) = ml, degQl(D) = nl, 
degQm(D) = nl – ml.

6. Производные выходных переменных и 
управляющих воздействий не измеряются.

3. Решение задачи

Представим операторы Ql(D) и Rl(D) в виде 
Ql(D) = Q0l(D) + ΔQl(D), Rl(D) = R0l(D) + ΔRl(D), 
где Q0l(D), R0l(D) — операторы с известными 
коэффициентами, такие что полиномы Q0l(λ), 
R0l(λ) — гурвицевы и имеют порядки nl и ml 
соответственно. Так как Q0l(λ) и R0l(λ) — про-
извольные известные полиномы, то выберем 
их так, чтобы выполнялось равенство Qml(D) =
= Q0l(D)/R0l(D).

Воспользуемся известной параметризацией 
[14]. Тогда уравнение (1) преобразуется в экви-
валентное уравнение относительно выхода yl(t):
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Составим уравнение относительно ошибки 
el(t) = yl(t) – yml(t), вычитая уравнение (2) из со-
отношения (4):
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Сформируем управление, которое позволит 
компенсировать негативное действие возмуще-
ний в l-й подсистеме. В случае доступности из-
мерения nl – ml – 1 производных управляюще-
го воздействия vl(t) зададим закон управления 
ul(t) в виде

 ( ) ( ) ( ), 1, .l l lu t T D v t l r= =  (6)

Тогда уравнение (5) примет следующий вид:
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Так как система проектируется в предполо-
жении, что доступны измерению только ска-
лярные вход и выход, то закон управления за-
дадим вместо уравнения (6) в виде

 ( ) ( ) ( ), 1, ,l l lu t T D v t l r= =  (8)

где ( )lv t  — оценка сигнала, получаемая с на-
блюдателя [13]
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т
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Подставив выражение (8) в уравнение (7), 
получим уравнение
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Выберем в l-й локальном объекте полином 
Tl(λ) так, чтобы передаточная функция удов-

летворяла равенству 
( ) 1

.
( )

l

m ml

T
Q a

λ
=

λ λ +
 Тогда 

уравнение (10) преобразуется к виду

 ( ) ( ) ( ) ( ),ml l l l lD a e t v t t+ = β + ϕ  (11)

где
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T D

ϕ = ϕ + β − =

В сигнале ϕl(t) сконцентрировалась вся не-
определенность параметров l-го локального 
объекта управления, информация о внешних 
возмущениях, нелинейностях, запаздывании.

Для компенсации негативного действия вы-
деленного сигнала ϕl(t) в l-м локальном объ-
екте воспользуемся методом вспомогательного 
контура [8].

Введем вспомогательный контур

 ( ) ( ) ( ), 1, .lml l lD a e t v t l r+ = β =  (12)

С учетом соотношений (11), (12) составим 
уравнение

 ( ) ( ) ( ), 1, ,ml l lD a t t l r+ ζ = ϕ =  (13)

где ( ) ( ) ( ),l l lt y t y tζ = −  ζl(t) — рассогласование. 
Таким образом, если измерению доступны
nl – ml – 1 производные сигналов vl(t) и первая 
производная регулируемой величины el(t), то, 
сформировав vl(t) в виде

 
1

( ) ( ) ( ), 1, ,l ml l
l

v t D a t l r= − + ζ =
β

 (14)

получим, что закон управления (6), (14) обеспе-
чивает асимптотическую устойчивость систе-
мы (1), (6), (14) по переменной el(t), а уравнение 
замкнутой системы будет иметь вид (D + aml) Ѕ
Ѕ el(t) = 0. Следовательно, из уравнения (5) име-
ем, что nl – ml производные сигнала el(t) стре-
мятся к 0. Но для работоспособности системы 
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необходимо показать, что сигнал ( ), 1, ,l t l rϕ =  
ограничен.

Итак, в случае возможности измерения пе-
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ограничена. Кроме того, задающее воздействие 
g(t) ограничено в силу предположения 4.

Разрешив уравнение (15) относительно ul(t), 
получим
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Отсюда с учетом (4) получаем Qml(D)yl(t) = 0, 
а из соотношения (15) имеем
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Так как R0l(D) + ΔRl(D) = Rl(D) — гурвицев 
полином, и nl – ml производные el(t) стремятся 
к нулю, то ограничен управляющий сигнал 
ul(t), а следовательно, сигналы ϕl(t), ( ),l tϕ  пере-
менная ζl(t) и ее производная в силу (14).

В случае невозможности измерять необхо-
димые производные сигнала ζl(t) сигнал vl(t) 
вместо (14) формируем в виде

 
1

( ) ( ) ( ), 1, ,l ml l
l

v t D a t l r= − + ζ =
β

 (17)

где ( )l tζ  — оценка, получаемая с наблюдателя [13]

 0 0

2

( ) ( ( ) ( )),

( ) ( ), 1, ,

l l l l l l

l ll

z F z t B t t

t L z t l r

= + ζ − ζ

ζ = =

�
 (18)

где zl(t) ∈ R2, матрицы 0lF  и 0lB  — такие же, 
как в (9), но только соответствующих размер-
ностей, 2 [1,0], 1, .L l r= =  В этом случае спра-
ведливо утверждение.

Утверждение. Пусть выполнены условия 
предположений 1—6, тогда для любого δ > 0 
в условиях (3) существуют числа μl > 0, T > 0
такие, что при μl m μ0l и t l T для системы (1), (8), 
(9), (12), (17), (18) выполнены целевые условия 
(3) и все переменные в системе ограничены.

Доказательство утверждения. Введем 
в рассмотрение векторы
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т
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[ ( ), ( )]

l ln m
l l l l
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z t D t

−σ =

= ζ ζ

и нормированные векторы рассогласований

 1 2 0( ) ( ( ) ( )), ( ) ( ( ) ( )),l l l l l lt t t w t z t z tη = Γ σ − ξ = Γ −

здесь 1
1 diag{ , ..., ,1},l ln m
l ll

− −Γ = μ μ  2 diag{ ,1}.l lΓ = μ  
Тогда из соотношений (9) и (18) имеем
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 (19)

где 0 0 2,l l l lF F B L= +  т
0 [0, ...,1],lb =  т

0 [0,1],lb =  

2 [1,0],lL =  ( ) ( ) ( ),l l lt v t v tθ = −  ( ) ( ) ( ),l l lt t tτ = ζ − ζ  
1, .l r=
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Преобразуем уравнения (19) в эквивалент-
ные уравнения относительно выходов θl(t) и τl(t):

 
1

2

1
( ) ( ) ( );

( ) ( );

1
( ) ( ) ( );

( ) ( ),

l l

l l l l
l

n m
l l l l

ll l l l
l

l l l l

t F t bDv t

t L t

w t F w t b D t

t L w t

− −

⎧η = η −⎪ μ⎪
⎪θ = μ η⎪
⎨
⎪ = − ζ⎪ μ
⎪
τ = μ⎪⎩

�

�
 (20)

 
тт [1,0,...,0], [1,0], 1, .llb b l r= = =

Уравнения (19) и (20) эквивалентны отно-
сительно выходов θl(t) и τl(t), так как являются 
векторно-матричными формами одних и тех 
же уравнений:

−− − −−
−
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bb
D D t D v t

d d
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С учетом (6), (17) и (20) уравнение (11) при-
мет вид

 2( ) ( ), 1, .l l ly t L w t l r= −μ =  (21)

Возьмем функцию Ляпунова

 т т
1( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1, ,l l l l l l lV t t H t w t H w t l r= η η + =

где положительно-определенные матрицы Hl и 
H1l — решения уравнений
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2 ,

2 , 1, ,
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ll l l l l

H F F H I

H F F H I l r

+ = − ρ

+ = − ρ =

и вычислим полную производную на траекто-
риях системы (20):
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Запишем уравнения (20) в виде
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Воспользуемся леммой [15].

Лемма [15]. Если система описывается урав-
нениям 1 2( , , ),x f x= μ μ�  x ∈ Rn, μ = col(μ1, μ2), 
f(x, μ1, μ2) — непрерывная функция, липшицева 
по x, и при μ2 = 0 имеет ограниченную замкну-
тую область диссипативности Ω = (x/F(x) < C}, 
где F(x) — положительно-определенная, не-
прерывная, кусочно-гладкая функция, то су-
ществует μ0 > 0 такое, что при μ1 < μ0 и μ2 < μ0 
исходная система имеет ту же область дисси-
пативности Ω, если для некоторых чисел C > 0, 

1 0,μ >  μ2 = 0 выполнено условие

 
1 1

т

1
( )

sup , ( , ,0) , ( ) .
F x

f x C F x C
xμ ≤μ

⎛ ⎞∂⎛ ⎞ μ − =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠⎝ ⎠
m

В данном случае, если μ2l = 0 в (23), то это 
равносильно тому, что все производные из-
меряются, и добавляются две экспоненци-
ально устойчивые системы μ η = η�1 ( ) ( ),l l l lt F t  

( ) ( ).ll lw t F w t=�  Как уже доказано, в этом слу-
чае все переменные в системе ограничены, и 
условия леммы выполнены. Иными словами, 
в области Ω yl(t) → 0, |vl(t)| < k1l, |ζl(t)| < k2l, а из 
(8) и (15) следует, что |Dζl(t)| < k3l, |Dvl| < k4l, 
где k1l, k2l, k3l, k4l — некоторые положитель-
ные константы. Покажем, что в случае μ2l ≠ 0, 
а точнее при μ1l < μ0l и μ2l < μ1l областью дис-
сипативности будет Ωl.

Положим в системе (23) μ1l = μ2l = μll и, под-
ставив их в (22), воспользуемся оценками
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Подставив эти оценки в соотношение (22), 
получим неравенство
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Выбрав ρ1l > 1 и ρ2l > 1, получим

 2 21 2( ) ( ) ( ) ,l l
l l l l l

l l

V t t w t
ρ ρ

− η − + μ β
μ μ

� m  (24)

где 3 1 4 ,l l l l lH k H kβ = +  откуда следует
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Отсюда видно, что для любых δ > 0 в условии 
(3) существует μ0l такое, что целевое условие (3) 
будет выполнено.

4. Числовой пример

Рассмотрим сеть, состоящую из четырех 
объектов управления, динамические процессы 
в которых описываются нелинейными диффе-
ренциальными уравнениями с запаздыванием 
по состоянию:
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Задача синхронизации четырех локальных 
объектов, как отмечено в предположении 2, 
решается в условиях параметрической неопреде-
ленности. Класс неопределенности задан следу-
ющими неравенствами: 2 8,qlam m  020 50,lbm m  

126 50,lbm m  26 50,qlcm m  , 1,4.l q =  Уравне-
ние ведущей подсистемы имеет вид: 

3( 3) ( ) 81 ( ).mD y t g t+ =  Следуя предложенным 
в данной работе алгоритмам управления, вы-
берем:
 � полином T(λ) = λ2 + 6λ + 9, β = 50, μ = 0,01, 

am = 3;
 � вспомогательные контуры (12) в виде 
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 � уравнения наблюдателей (9) и (18) в виде
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 � управляющие воздействия (8) и (17) в виде
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Моделирование предложенных алгоритмов 
управления осуществлено в пакете Simulink 
среды MATLAB для сети четырех объектов 
управления, математические модели которых 
представлены в виде:
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На рисунке представлены переходные про-
цессы по ошибкам синхронизации e1(t), e2(t), 
e3(t), e4(t).

Точность δ = 0,06 получена при задающем 
воздействии g(t) = 81sin3t и возмущающих воз-
действиях: f1(t) = 10sin1,7t; f2(t) = sin1,7t; f3(t) =
= 3sint; f4(t) = 2sin5t; f(t) = 3sin1,7t. Начальные 
условия нулевые.
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Заключение

В работе рассмотрен один из возможных 
подходов к построению робастной системы 
синхронизации сети нелинейных объектов 
управления с запаздыванием по состоянию 
с компенсацией параметрической неопреде-
ленности и внешних ограниченных возмуще-
ний. В каждом из синхронизируемых локаль-
ных объектов используются вспомогательный 
контур [8] и два наблюдателя [13] производных 
сигналов системы. С учетом оценок возмуще-
ний формируются управляющие воздействия, 
которые обеспечивают достижимость цели 
управления с заданной точностью. Результаты 
численного моделирования в пакете Simulink 
среды MATLAB подтвердили теоретические 
выводы и показали хорошую работоспособ-
ность системы синхронизации.
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Abstraсt

Robust algorithms for synchronizing a network of nonlinear plants with time delay are proposed. A network of control 
plants in the Lurie form with Lipshets nonlinearities is considered taking into account the time delay under the conditions 
of constantly operating external uncontrolled disturbances. Taking into account nonlinear and delayed components in math-
ematical models of plants makes the system close to real. In each local network plant, the input of the leading subsystem 
is monitored. Dynamic compensation of disturbances in each of the plants is carried out by extracting a signal that carries 
information about these disturbances, and then suppressing it using an auxiliary circuit and two observers of the system 
variables. The use of variable observers is due to the need to obtain estimates of the derivatives of the system variables, the 
measurement of which is not available. A numerical example of the synchronization of a network consisting of four nonlin-
ear control plants with a delay in state  under conditions of uncertainty of the parameters of their mathematical models and 
the action of external bounded disturbances is considered. For the network of plants, the proposed control algorithms are 
applied. The numerical  simulation in the Simulink Matlab package was carried out, the graphs of transient processes for 
tracking errors for each of the four subsystems are presented. The simulation results confirmed the theoretical conclusions 
and showed good performance of the proposed synchronization algorithms in the conditions of constantly operating external 
and internal disturbances.
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